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Kapitola 1
Cebysevovy fady a interpolanty

V technické praxi se vyskytuji problémy, kdy pottebujeme pracovat s velmi
komplikovanymi funkcemi. Vypocetni software je ovSsem omezen jak pfesnosti,
tak casovou narocnosti. Hledame tak vyjadreni zadané funkce, se kterym budeme
schopni pocitat v rozumném case s dostatecnou presnosti.

V této kapitole se sezndmime se zdklady teorie aproximace funkci. Konkrétné
se zaméifme na polynomidlni interpolaci v Cebysevovych bodech — Cebysevovy
interpolanty. Pro¢ volime zrovna aproximaci polynomy? Nasim cilem je v kone¢né
aritmetice reprezentovat zadanou funkci néjakou jednodussi strukturou, se kterou
je mozné dostatecné presné a rychle pocitat. K vyhodnoceni polynomu v daném
bodé staci operace scitani a nasobeni, které jsou v pocitaci hardwarové imple-
mentovany. Polynomy lze jednoduse sc¢itat, nasobit, derivovat i integrovat.

1.1 Polynomialni interpolace

Méjme (n + 1)-tici hodnot f;, j =0,...,n (napiiklad hodnoty méfeni) v bo-
dech z; (¢asy meéfeni). Dvojice (z;,f;) odpovidaji néjaké neznamé funkei f(x).
Nasim cilem je potom ze znalosti f; = f(x;) zkonstruovat aproximaci puvodni
funkce f. Jedna z moznych metod je interpolace. Interpolovat muzeme jednodu-
chou funkei (naptiklad polynomem nebo racionalni funkef) nebo interpolant slozit
z vice funkei (napfiklad interpolace splinem).

Uvazujme tlohu nalezeni polynomu stupné n — interpolacniho polynomu — tak,
aby nabyval zadanych n + 1 funkénich hodnot v danych bodech — interpolacnich
uzlech. Ukazeme, ze takovy polynom existuje a je dan jednoznacné. Déle budeme
studovat, jak dobfe tento polynom aproximuje danou funkci i mimo uzly.

Oznacéime P, mnozinu vsech polynomu stupné nejvyse n. Kazdy polynom
Gn € P, lze napsat jako linearni kombinaci polynomu z baze P,,. Chceme najit jed-
noduchou bazi, kterd bude néjakym zpusobem souviset s danymi interpola¢nimi
uzly, konkrétné takovou, aby j-ty bazovy polynom ¢; splhoval ¢;(z;) = ¢;;. Tuto
vlastnost maji Lagrangeovy polynomy
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Libovolny polynom g, pak lze vyjadrit v této bazi,
qn(z) = Zai&(:c).
i=0

Dosadime-li za = uzel interpolace x;, lehce spocitame, ze a; = f(z;). Jinak feceno
hledany interpolacni polynom, ktery budeme nazyvat Lagrangetv interpolacni
polynom, muzeme vyjadrit ve tvaru

Ln(x) = Zf(:pi)&(x). (1.1)

Nalezli jsme polynom, ktery nabyva v uzlech z; hodnot f;. UkdZeme, Ze tento
polynom je urcéen jednoznacné.

Véta 1.1. Ezistuje prdvé jeden polynom L, € P, takovy, Ze L,(x;) = f(z;), kde
(x,f(z;)), 7=0,...,n jsou zadané body a hodnoty.

Dukaz. Existence takového polynomu plyne z konstrukce vyse. Ukazeme jedno-
znacnost.

Necht M, € P, také splauje M,(x;) = f(z;), potom rozdil R, = L, —
M, € P, a R,(x;) = 0 pro vSechny j = 0,...,n. Tedy R, ma alespon n + 1
kotentu. Protoze vsak R, € P,, musi byt nutné identicky nulovy, odtud potom
L, = M,. O

Nyni méame jednoznaéné urceny interpolaéni polynom L,. Chtéli bychom pro
néj nalézt jind vyjadieni, kterd budou vhodnéjsi pro vyhodnocovani nebo umozni
snadno pridavat nové interpolacni uzly.

Oznacime-li
n

(o) =J@-=), N = i)

1=0

muzeme psat

iy v U)o —a) -

Ziskame tak nové vyjadieni L, (z) nazyvané modifikovand Lagrangeova formule.

Ai

T —x;

Ln(z) = £(z) Y f(2:) (1.3)
i=0
Vyhodou této formule je cena vypoctu L, (z); napocitdme-li si véhy A; (O(n?)
operaci), stoji nds potom vypocet hodnoty pro kazdé z jen O(n) operaci oproti
O(n?) operacim pro kazdé x pti pocitani pomoci formule (ILT)). Navic pro vhodné
rozlozeni bodu jsou vahy (L3]) zndamé, popripadé lehce dopocitatelné.
Jelikoz pro vsechny g € P, plati g = Y., g(x;)¢;, ziskdme pro g = 1 vyjadieni

n

1= Zfi(x) = l(z)) - ix .

=0
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Odtud {(z) =1/ Y1, 2 - a dosazenim do ([L.3) dostaneme

_ Z?:() f(xz)wile

L,(x) — - (1.4)
Zizo :vilml
Toto vyjadreni je oznacovano jako barycentrickd formule.

Dalsi zpusob jak spocist L,, je tzv. Newtonova formule. Oznacime f[zo, ... ]
koeficient u 2" polynomu L,, interpolujictho funkeci f z Cla,b] v n + 1 ruznych
bodech xq, ... ,x,, potom plati ndsledujici tvrzeni. Poznamenejme, ze koeficient
flzo, - .. x,] se nazyva pomérnda diference.

Véta 1.2. Necht L, € P, spliuje L,(x;) = f(x;) 7 =0...n, potom
Ly (x) = Ln(x) + H(SU — ) flzo, - -+ Tny1]
i=0
kde Ly1(x;) = f(z;), j=0,....n+ 1.
Diikaz. Lze nalézt v [5], str.48, Theorem 5.2] O
7 tvrzeni Véty plyne indukei
n—1
Ly(z) = f(zo) + (x — @0) fl2o, 2] +.... + H(Jf — ;) flzo, - - - nl- (1.5)
i=0

Poznamenejme, ze pomérnou diferenci lze jednoduse spocist podle vzorce

Sl = g,
f[xja cee 7:L‘j+k+1] - Tjrkel — T 5

viz naptiklad [ str.50, Theorem 5.3]. Vyhodou vyjadieni (LH) je moznost pii-
davat dalsi body — interpolaéni uzly — bez zmény predchozich koeficientu.

Vénujme se nyni aproximacnim vlastnostem Lagrangeova interpola¢niho po-
lynomu L,. Zajima nas, nakolik nami nalezeny polynom L, odpovida hledané
funkci f na celém intervalu a jak muzeme ovlivnit presnost aproximace. Piimo
z definice interpolacniho polynomu plyne rovnost L, a f ve vSech uzlech inter-
polace. Relevantni otazkou je, zda s rostoucim n ziskdme lepsi a lepsi aproximace
dané funkce. Jinak feceno, zajima nas, zda L, konverguje stejnomérné k f. Neni
vak tézké najit funkei, pro kterou bude rozdil |f(z) — p(z)| > K pro vSechna
K 7z R a x # x;, napiiklad funkce

o) = {K a: #x;,]=0,...n,
—1 jinak.

Vidime tedy, ze bez jakychkoliv dodate¢nych predpokladi nejsme schopni fici nic
o chybové funkci
en(r) 1= f() = Ln(z)
a to dokonce ani pro spojité funkce.
Kvalitu aproximace zcela jisté ovliviuje rozlozeni uzli. Pokud by napiiklad
byly vSechny uzly (az na krajni) soustfedény v blizkosti jednoho bodu, muzeme
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lokélné dostat velmi presnou aproximaci, nicméné ve zbytku intervalu nemame
o chovani funkce f témeér zddnou informaci. Stejné tak je dulezity pocet uzlu
a tedy i stupen polynomu — je zbytecné aproximovat linearni funkci polyno-
mem vysokého stupné, naopak pro funkci kterd kmita bude potieba uzlu vice.
Informace o kvalité aproximace dostaneme analyzou chybové funkce e.

Chceme-li odhad chyby e,,, musime kldst néjaké pozadavky na aproximovanou
funkci f.

Pokud predpokldadame spojitost, muzeme chybovou funkci psat pomoci po-
meérnych diferenci zminénych vyse. Méjme interpolacni polynom L, stupné n,
pridame dalsi bod x,,,. Jelikoz lze za x,,; zvolit libovolny bod z ruzny od
predchozich interpolacnich uzla, plati diky Véte

n

f(x) = Losi(2) = Lo(@) + [ [ (= = @) flzo, - wnid],

1=0

(vyuzivame faktu, ze f(2,41) = Lpt1(2n41)). Celkem dostaneme [3] str. 245-248]

(x —x) f[xo, -+, Tn, 2]

o
3
=

!
=
=

|

h
3
=

!

—

Predpokldddme-li navic, ze f € C™[a,b], opakovanou aplikaci Rolleovy véty
dostavame pro chybovou funkci vyjadieni

Fr (&)
(n+1)!

en(r) = Uz) & € (ab).

Ménime-li rozlozeni bodi x;, méni se hodnota &, a clen ¢(x). Chovani ¢(z)

muzeme podstatné ovlivnit volbou uzli, protoze se jedna o monicky polynom
. (s . . o . (o fOtD(gy)

s koteny praveé v uzlech zg, . .., x,. I kdyz rozlozeni uzlu ovlivni chovani RCESIEE

nedokazeme odhadnout, jak se tento ¢len zméni. Predpokladame-li rozumné cho-

vani (n + 1)-ni derivace, potom je pro chovani chyby podstatny ¢len |[¢(z)|.
Chybu Lagrangeovy interpolace lze pro analytické funkce vyjadrit ve tvaru [2

str. 67, sec 3.6]
_ 1 ((z)f(t)
en(®) = 55 /F W=

kde I' je jednoducha uzaviend kiivka obsahujici body x; ve svém vnitiku. Odtud

S e . . . PR o) ;1 ,
je videét, ze chyba v zavislosti na n zalezi na pomeéru 7 Pro pevne libovolné .
Diky tomuto vyjadfeni lze teoreticky studovat chovani L, pro ruzna rozlozeni

uzlu. Toto vyjadreni chyby je rozebirdano také v [9, Kapitola 11].

1.2 Cebysevovy body

Vyse jsme zminili, ze pro chovani chyby je podstatny clen [¢(z)|. Jeho ve-
likost je ovlivnéna volbou interpola¢nich uzlu. Chceme-li, aby chyba e, (z) byla
mala na celém intervalu, potom je rozumnou strategii zvolit takové interpolacni
uzly x;, pro které bude |¢(x)| minimalni. V této sekei zavedeme Cebysevovy po-
lynomy a Cebysevovy body. Déle ukazeme, ze Cebysevovy body jsou ony hledané



interpolacni uzly, pro které nabyva |¢(z)| nejmensi odchylky od nuly. Nakonec
ukazeme, jak lze pro tuto volbu uzlu zjednodusit formuli urcujici interpolant.

Uvazujme zobrazeni z [—1,1] na [0,7] pfitazujici 2 hodnotu ¢ = arccos(x), od-

tud mame vztah = cos ¢. Uvazujme na [0,7] funkce 1, cos(¢), cos(2¢),. . . ,cos(ke).
Tém odpovidd sada funkel Ty(z) = 1, Ti(z) = cos(arccos(z)) = z, Tr(x) =
cos(2arccos(x)), ..., Tr(z) = cos(k arccos(zx)). Pouzijeme souctové vzorce:

cos((k 4+ 1)¢) + cos((k — 1)¢) = 2 cos(¢) cos(kg) ,

odtud
Tk—}—l(x) + Tk_l(l‘) = 2{L‘Tk .

Odvodili jsme rekurentni formuli pro vypocet Ty 1 a zaroven vidime, ze T} 1 jsou
polynomy pro viechna k& € NU{0} a vedouci koeficient T}, je 2F. Takto ziskanou
posloupnost nazveme posloupnosti Cebysevouvich polynomai.

Vlastnosti Cebysevovych polynomt nahlédneme pies transformaci 2 = cos(¢).

Pro kotfeny polynomu 7} plati 0 = cos(k arccos(z)), upravime na karccos(z)
(2j—1)m

=== pro j = 1,...,k. Dalsf dpravou dostaneme vyjddfeni kofent
(25— 1)
x; =cos | ——— ] .
/ k2
Pro extrémy plati z definice max,e(—117|7x| = 1 a téchto extrémii se stiidave

nabyva v bodech
Yj = COS (%ﬂ'), j=0,....k. (1.6)

Cebysevovy polynomy jsou ortogonalni s vahou w(x) = ﬁ ve smyslu

1 1 s 0 k 7&]7
/1 Tk(fb’)Tj(ﬂf)ﬁdl’ =/ cos(k) cos(jo)dg = 7k :j: =0,
5 k=3#0.

Zajimavou (a uzitecnou) vlastnost Cebysevovych polynomt popisuje nésledu-
jict véta.

Veéta 1.3. Monuicky polynom W, = 2,GL,IT]C minimalizuje maximum na [—1,1] pres
vsechny monické polynomy z Py.

Diikaz. Necht existuje V; monicky tak, Ze max |Vi| < max |[W}| na [—1,1]. Vime,
ze Wi, nabyva extrému v bodech z; = cos (%7?), j = 0,...,k a ze v téchto
bodech stfidd znaménko. Potom nutné musi platit Vi(zg) < Wi(zo), Vi(z1) >
Wi(z1), . ... Tedy polynom (W) — Vi) méni k krat znaménko, tedy mé k kotent,
to ale neni mozné, protoze (Wy — Vj) je stupné nejvyse k — 1 (jedna se o monické

polynomy). O

Zvolme nyni na [—1,1] interpolaéni uzly jako koteny Cebysevova polynomu

@n—g)-1) =
n+1 2

kosti. Potom je dle Véty L3 ¢(z) = 557,41 monicky polynom s nejmens{ odchyl-
kou od nuly.

Tit1, tedy x; = cos < ) , J = 0,...,n, setazeny vzestupné podle veli-



Vyse zmiéné body se nazyvaji Cebysevovy body pruntho druhu. V praxi se
pro uzly interpolace pouzivaji vice tzv. Cebysevovy body druhého druhu (déle
jen Cebysevovy body), volené jako extrémy Cebysevova polynomu Ty namisto
kotent, viz ([L6]). Tyto body maji analogické aproximacni vlastnosti a navic obsa-
huji krajni body intervalu. Cebysevovym interpolantem funkce f potom nazveme
polynom interpolujici f v Cebysevovych bodech.

Dokézeme si nyni dvé lemmata, pomoci nichz odvodime jednoduché vyjadieni
Cebysevova interpolantu zalozené na barycentrické formuli.

Lemma 1.4. Necht z; = cos (%7?) . j=0,...n jsou Cebysevovy body na [—1,1].
Potom pro 0 < m < n plati:

Diikaz. 7 definice si napfseme m-ty CebySeviiv polynom T,,(z) a za = dosadime
Cebysevovy body:

() = cos(m arccos(z)), Thn(;) = cos (m%w) |

Totéz zopakujeme pro polynomy 75, ., & Topim:

Top—m(xj) = cos ((271 — m)lw) = cos (—mlﬂ) = cos (mlw) :
n n n

Toppm(xj) = cos ((Qn + m)iw) = cos <ml7r> .
n n
Porovnanim vysledku dostavame pozadované tvrzeni. O

Vlastnosti ([L7) fikame aliasing. Konkrétné pro m = n — 1 dostaneme

Tn—l—l(xj) = Tn—l(xj)a ] = O, ..0,n

Potom QL( Thi1(z) — T,,—1(z)) je monicky polynom stupné n + 1, ktery nabyva
nuly v n + 1 bodech, tedy je uréen jednoznacné. Jelikoz ¢(x) je také monicky
a {(x;) = 0, musi platit
1
o) = 5 (Taa(z) = Tua(2)) -
Z () = Zm(x . dostaneme dosazenim ¢;(x) = ;\—ZLW, déle, opét dosa-
J
zenim, ziskéme
1 2"

N ) T Ton@)) = Toa(@))

Na zakladé tohoto vyjadreni lze nyni dokazat nasledujici lemma.

Lemma 1.5. Pro Cebysevovy body je

)\j:{i( S St (1.8)

E j=0m.



Diikaz. Viz [9, str.34, Theorem 5.2]. O
Pomoci tohoto vysledku snadno dokazeme nasledujici vétu.

Véta 1.6. Cebyseviv interpolant funkce f na [—1,1] vn-+1 bodech je ddn vztahem:

L,(x) p (1.9)
n (—1)J 1) ’
Zj 0 z—x;
kde S' je suma, jejiz prond a posledni élen je prendsoben %
Dukaz. Thned plyne z (L4) (str.d) dosazenim. O

Z tvaru (L) je dobte vidét vyhodnost barycentrické formule — vypocet L, (x)
stoji pro kazdé = pouze O(n) operaci. Navic se vyhneme pocitani s velkymi faktory
?, které jsou spolecné pro vSechny A; a diky tvaru barycentrické formule se
vykrati.

Zamysleme se nad tim, jak ovlivni linedrni transformace [—1,1] na [a,b] formuli
Wproye[ab] ab € R.

b—a)+b
w dostaneme po uprave

2 \"! 1
)
b—a Hj;éi(xi - ;)

To odpovidd A; na intervalu [—1,1] prendsobené spolecnym faktorem (bi)
Muzeme ho tedy vytknout pred sumy ve formuli (L4]) (str. H]) a zkratit. Odtud
je videt, ze vyjadreni (LI lze pouzit i pro Cebyseviy interpolant na obecném
intervalu [a,b], kde za z; dosadime linearné transformované body y;.

(CL9). Uvazujme prirozenou transformaci y =

Dosadime-li do obecného vzorce pro \; za y; =

n—1

1.3 Cebysevovy fady

Cebysevovy polynomy tvoif mnozinu funkei ortogonélnich vzhledem ke ska-
larnimu soucinu

(f9) / e 1_1;2‘1‘”'

Ortogondlni projekce funkce f do této mnoziny (uvazujeme-li prvnich n + 1
Cebysevovych polynomi) je potom prvkem nejlepsf aproximace funkce f (z P,)
v indukované normé. Chtéli bychom védét, kdy je funkce f souctem projekei do
jednotlivych prvku této mnoziny. Potom bychom ji mohli, podobné jako Tayloruv
rozvoj, zapsat sumou Cebysevovych polynomii s vhodnymi koeficienty. O tomto
rozvoji hovoii nasledujici véta.

Véta 1.7 (Cebyéevova tada). Jestlize je funkce f Lipschitzovskd na intervalu
[—1,1], lze ji jednoznacné vyjadrit pomoci Cebysevovy Tady

f(2) = _aiTilx), (1.10)



kterd je absolutné stejnomérné konvergentni s koeficienty danymi vztahy

2 ! T,
w2 [ 1E0E,,
™)1 V1-— 2
pro k >0, pro k =0 je koeficient % zaméneéen za %
Duikaz. Zavedeme modul spojitosti

w(f[a,b],0) := sup [f (1) = f(22)] -

x1,22€[a,b];|z1—z2| <

Potom Dini-Lipschitzovo kritérium (viz napfiklad [0, str. 135]) fika: Jestlize spo-
jita funkce f na intervalu I spliuje

1
lim (logn)w(f,f, ﬁ) =0, (1.11)

potom éastecné soucty Fourierovy fady (v nasem pifpadé Cebysevovy fady) kon-
verguji stejnomérné k f na I. Specialné, je-li f Lipschitzovskd s konstantou L,

plati
1 1
w (f)[avb]a _) S —L

n n
a Dini-Lipschitzovo kritérium je splnéno.
Pro dukaz pomoci komplexni analyzy viz [9] str.15, Theorem 3.1.]. O

Kazdou Lipschitzovskou funkei lze vyjadiit Cebysevovou fadou (LI0). Césteény
soucet této rady nazveme Cebysevovou projekci
falz) =) aTi(x). (1.12)
i=0
7 piedchoziho plyne, Ze jednoznaéné urceny CebySeviuv interpolant lze vyjadiit
v bazi Cebysevovych polynomu:

polz) = Z ¢ Ti(x) .

1=0

Zajima nas kvalita aproximace obou téchto polynomu. Vztah f, k puvodni
funkci f je jasny. Z Veéty [L1 plyne, ze pro Lipschitzovskou f bude f, stejnomérné
konvergovat k f. Vypocet Cebysevovy projekce vsak bude ndroény kvili vyhod-
nocovani integralu v koeficientech ay. Naproti tomu p,, umime diky (L9) vyhod-
notit v O(n) operacich, ale nevime zatim nic o jeho konvergenci s rostoucim n.
Chceme porovnat aproximaéni vlastnosti f,, a p,. Pomoci Lemmatu [[L4 (str. [7))
a nasledujiciho tvrzeni o vztahu koeficientu ¢; a a; ukdzeme chovani chybovych

funkei f —p, a f — fa.
Véta 1.8. Necht f je Lipschitzovskd na [—1,1], p, je jeji Cebyseviv interpolant
v P, n>1, ¢ aa; jsou koeficienty jako vyse. Potom

coza0+a2n+a4n+...,
Cn = Qp + A3p + A5p + ..+,
aprol <k<n-—1,

¢ = a; + (Qiton + Qigan + ... ) + (@ ivon +ajpan + ... ).



Diikaz. Cebysevova fada stejnomérné absolutné konverguje k f. Muzeme tedy
jeji cleny libovolné prerovnat. Vztahy pro ¢;, j = 0,...,n tak jednoznacné ddvaji
redlnd ¢isla, jelikoz odpovidaji prerovnané Cebysevove fadé vyhodnocené v a = 1.
Suma Cebysevovych polynomu Ty, ..., T, s koeficienty cy, ..., ¢, je rovna poly-
nomu stupné n. Ten nabyvé stejnych hodnot jako f v Cebysevovych bodech, zde
vyuzivame Lemmatu [[4] (str. [), tedy se jednd o jednoznacné urcéeny polynom
Pn € P O

Jako dusledek dostavame absolutné konvergentni tady pro f — f, a f — pa:

o0

f@) = ful) = > aTi(x), (1.13)
i=n+1
f(@) = palx) = > ai(Ti(x) = T, (@), (1.14)
i=n+1

kde m;,, = |(i + n — 1)(mod 2n) — (n — 1)|. Hodnota ,prvniho“ m;, je po-
tom n — 1, druhého n — 2 a tak déle az k m,,, = 0, nésledujici hodnoty jsou
1; 2; 3; ... a osciluji s periodou 2n.
Hrubymi odhady || f— fol| < D272, 41 lail a || f —pall < D202, 11 2|ai| dostavdme
faktor poméru chyb 2
1f = pall <2[|f = fall,

ukazeme téz ve Veéte [LTT] (str. ), dukladnéjsi analyzou dostaneme dokonce fak-
tor & viz [9, Theorem 16.1]. Jinak feceno, p, je az na (rozumnou) konstantu stejné
kvalitni aproximace jako f,, navic je levnéjsi na vypocet. Teoretické vlastnosti
Cebysevova interpolantu tak lze studovat skrze Cebysevovy projekee.

1.4 Konvergence

V tvodu jsme zminili Weierstrassovu vétu. Ta ndm zarucuje existenci po-
lynomu, ktery danou spojitou funkci libovolné presné stejnomérné aproximuje.
Zajima nas, jak se budou chovat aproximace f, a p, obecné spojité funkce pro
n jdouci k nekonecnu na pevné dané mnoziné interpolacnich uzli. Lze dokazat
nasledujici tvrzeni:

Necht mdme pro kazdé n dany systém n + 1 riznijch interpolacénich uzli na
intervalu [a,b]. Potom existuje f € C([a,b]) takovd, Ze ||f — pnlleo diverguje pro
n — oo, kde p, je interpolantem funkce f v danych uzlech. Tento fakt dokazal Fa-
ber v roce 1914. Lze ho odvodit napiiklad jako dusledek Kharshiladze-Lozinskiho
vet, viz [I], str.214-215].

Nastésti pro vétsinu funkei, mimo patologické ptipady na hranici spojitosti,
Cebysevovy interpolanty stejnomérné konverguji (dostateéné rychle pro praktické
pouziti). Jak uvidime v nasledujicim, se zvySujici se hladkosti funkce f roste
i rychlost stejnomérné konvergence Cebysevovych fad a interpolanti pro n — oo.
Za dostatecné hladké funkce pro praktické pouziti muzeme povazovat naptiklad
funkce f splaujici Dini-Lipschitzovo kritérium (LIT]).

Oznacme p;, € P, nejlepsi stejnomérnou aproximaci funkce f. Z teorie apro-
ximace vime, ze p} existuje a je ddna jednoznacné (P, splauje tzv. Haarovu
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podminku). Jacksonovy véty nam davaji rychlost konvergence O(n™") pro nej-
lepsi aproximaci za predpokladu, ze je funkce f v-krat spojité diferencovatelna.
Pro mnoho funkei dostavame experimentélné (pro Cebysevovy interpolanty) kon-
vergenci o jeden tad rychlejsi. To lze pozorovat v piipadé, kdy derivace fadu v+ 1
sice nenf spojitd, ale méa omezenou totélni variaci. O tomto chovani Cebysevovych
interpolantu hovoti nasledujici véty.

Véta 1.9. Oznacme V € R totdini variaci funkce f a necht f md omezenou
totdlni variaci. Pak pro koeficienty ay, k > 1, Cebysevovy rady funkce [ plati

ap| < —.

] < —

Véta 1.10. UvaZujme spojitou funkci f na intervalu [—1,1]. Necht f md absolutné
spojité derivace 7ddu 1,...,v — 1, v € N. Oznacme V € R totdlni variaci f%)
a necht f) md omezenou totdlni variaci. Potom pro k > v+1 spliuji koeficienty
a Cebysevovy rady funkce f

2V - 2V
mk(k—=1)---(k—v) ~ w(k —v)r+1~

|ax| <

Diikaz. Viz [9, str.48, Theorem 7.1.]
U

Odtud a z Vety 7 (str.§) dostdvame odhad chyby Cebysevova interpolantu
a projekce.

Véta 1.11. Za predpokladu Vety[IId s v > 1 plati pro vSechna n > v

2V 4V

Hf_anOOSWI/<n—V)’” ||f_pn||oo§

mv(n—v)

Dikaz. Chybu || f— fulleo vyjddienou ve tvaru (LI3]) (str.dI0) odhadneme sumou
absolutnich hodnot a dosadime odhad pro koeficienty a; z Véty [LI0 a dostaneme

S 2V o 1
1f = falleo < Z ‘ak‘§7 Z m
k=n+1 k=n+1

Tuto sumu muzeme odhadnout integralem

/w;d _
n (z—rv)rtt x_l/(n—y)”'

Pro ||f — pnl|leo pouzijeme (LI4]) (str.[I0) a analogicky postup s 2|ax| misto |ag|.
U

7 vyse dokazaného je primo vidét, ze ma-li v-ta derivace f omezenou totalni
variaci, potom je rychlost konvergence pro n — oo fadu O(n™").
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1.5 Lebesgueova konstanta

Uvazujme nyni operator A prifazujici funkci f jeji interpola¢ni polynom p,
dany formuli (1) (str.B]). Z jejiho tvaru je pfimo vidét, ze A je linedrni, navic
je projekci na P,: pro ¢ € P, mdme A(q) = g, g je polynom stupné n, ktery
se rovna ¢ v n + 1 bodech, tedy ¢, g jsou identické. Na vlastnosti polynomialni
interpolace tedy muzeme nahlizet skrze vlastnosti operatoru A.

Pii popisu konvergence, ¢ mozné divergence, polynomidlnich interpolantu
hraje dulezitou roli tzv. Lebesgueova konstanta A. Tu definujeme jako oo - normu
operatoru A,

A= sup [JAG) o
1 £lloo=1

Lebesgueova konstanta nam iika, jaké maximalni hodnoty muze nabyvat po-
lynomidlni interpolant funkce z jednotkového kruhu v C'([—1,1]).

Z formule ([TT)) (str. B) muzeme Lebesgueovu konstantu vyjadiit pomoci
Lagrangeovych polynomu ¢;. Definujme Lebesgueovu funkci pro danou mnozinu
x; bodu z intervalu [—1,1] jako

Aw) = D J6i@)]

Lemma 1.12. Uvazujme f € C([—1,1]), ||f|lec < 1. Hodnota Lebesqueovy funkce
je v kazdém bodé x € [—1,1] vétsi nebo rovna hodnoté interpolantu p,(x) k funkci
f. Hodnota Lebesgueovy konstanty je mazimum Lebesqueovy funkce na [—1,1],

A= sup Ax).

z€[—1,1]

Diikaz. Z (L)) (str.B) pro libovolné pevné = € [—1,1] dosdhneme maximalni hod-
noty p,(z), pokud f bude nabyvat v bodech x; hodnot +1 se stejnym znaménkem
jako ma /;(x). Supremum hodnot A(z) na [—1,1] je potom (z definice normy
operatoru) A. O

Lebesgueova konstanta je vyznamna pri zkoumani vlastnosti interpolantu. Je-
li totiz Lebesgueova konstanta dostatecné ,mald“, potom je interpolant ,dobry®.
Jestlize A je Lebesgueova konstanta pro interpolant p funkce f (bez Gjmy na
obecnosti uvazujme ||f||oc < 1) na dané mnoziné interpola¢nich uzla, potom
||2]|oe < A. Tedy ||f — pl|oo muze byt rovna A 4 1. Velkd Lebesgueova konstanta
potom znamend moznost velké chyby interpolace.

Pomoci chyby nejlepsi aproximace a Lebesgueovy konstanty muzeme odhad-
nout chybu interpolantu.

Véta 1.13. Necht A je Lebesgueova konstanta linedrni projekce £ z C([—1,1]) do
P,. Necht f € C([-1,1]), p = L(f) je interpolant a p* je nejlepsi polynomidini
aproximace f. Potom

L =pll < (A+DIIf =7l
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Diikaz. Uvazujme funkei f —p*. Aplikujeme na ni operdtor L: L(f —p*) = p—p*,
tedy p — p* je interpolantem k f — p*. Z definice Lebesgueovy konstanty mame:

lp = p*Il < Allf = p7]
Déle plati f —p = (f —p*) — (p — p*), po znormovani

Lf = oIl < 0 =)+ 11 =PI < L+ M =)
0

Uved'me jesté jedno tvrzeni, hovoiici obecnéji o linedrnich projekcich. To uka-
zuje, ze CebysSevova interpolace je témeér optimalni.

Véta 1.14. Necht L je omezend linedrni projekce z C([—1,1]) do Py. Potom plati
1
I£]] = §||Ro + Ral| »

kde Ry, pritazuje funkci f jeji Cebysevovu projekci fy.
Diikaz. Lze nalézt v [0, str.208, Theorem 17.4] O

Ukézali jsme, ze operator pfitazujici funkci interpolant je linedrni projekei.
Véta nam dava odhad presnosti interpolace v zavislosti na Lebesgueove
konstanté a chybé nejlepsi aproximace. Jinymi slovy, mame-li malou A, potom
ma nami zkonstruovany interpolant normu chyby blizkou k normé chyby nejlepsi
aproximace a lze predpokladat, ze je dobrou aproximaci. Jak muze byt A mald?
Jak se A, chova pro n — oo? Odpovédi na tyto otazky ndm prozradi mnoho
o kvalite Cebysevovych interpolanti a projekei.

Nésledujici véta shromazduje poznatky z celého piedeslého stoleti a jasné
vymezuje chovani polynomiélnich interpolantti na Cebysevovych a ekvidistantné
délenych bodech pomoci Lebesgueovy konstanty.

Véta 1.15. Lebesgueova konstanta A,, pro polynomidlni interpolant stupné n > 0
na libovolné mnoziné n + 1 uzlu na intervalu [—1,1] splnuje

2
A, > —log(n+1)+0.52125. ..,
7T

kde 0.52125 ... je % (7 + log %), ¢islo v = 0.577 je Eulerova konstanta.
Pro Cebysevovy body plati

2 2
A, < =log(n+1)+1 a A, ~ —log(n), n— oo.
T T

Pro ekvidistantne délené body plati

2n—2 2n+1

B a An ~ ’
n enlogn

A, >

s pruni nerovnosti pron > 1.
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Uz jsme zminili, ze neexistuje sada bodu takova, aby polynomialni interpo-
lant na téchto bodech konvergoval pro vsechny spojité funkce. Véta ik,
ze rychlost divergence Lebesgueovy konstanty je alespon logaritmickd. Zaroven
nam vsak pro Cebysevovy body logaritmicky rist A, zaruéuje i hornfm odha-
dem. Ziskavdme tak odpovédi na vyse polozené otézky: Pro Cebysevovy body
je A, i v mnejhorsim pripadé shora omezena rozumnou mezi a roste pomaleji
nez libovolny polynom — totiz logaritmicky. Pro ilustraci, Cebyseviv interpolant
v 100001 bodech nejhorsich moznych dat (spojitd funkce, v supremové normeé
mensi nebo rovna jedné) je polynom stupné 100000 s maximélni hodnotou mensi
nez 9,3. Znamena to sice chybu velikosti pfes 8, nicméné jedna se o nejhorsi
mozny piipad a polynom pomérné vysokého stupné. Naproti tomu pro ekvi-
distantni déleni mame z Véty moznu divergenci A,, dokonce exponencialni.
Stejné maximélni hodnoty jako pro Cebysevovy body doséhneme uz pro 12 bod!
Navic z Véty dostaneme horni odhad chyby Cebysevova interpolantu: 9,3
nasobek chyby nejlepsi aproximace, tedy méné nez jedno platné desetinné misto.
Ztratu piesnosti dvou cifer neptekro¢ime ani pro polynom stupné 10%. Pokud
bychom méli nejlepsi aproximaci p* na drovni strojové presnosti € a znali jeji
stupeni n, potom Cebyseviv interpolant zkonstruovany na n + 1 bodech by mél
pfesnost v nejhorsfm pifpadé 10%e ~ 107,
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Kapitola 2

Chebfun — numerické pocitani
s funkcemi

V predchozi kapitole jsme popsali teorii Cebysevovych projekei a Cebysevo-
vych interpolantu. Nyni predstavime software vyuzivajici tuto teorii k aproximaci
funkei a pomoci ného ilustrujeme nékteré vysledky predchozi kapitoly. Dale prove-
deme nékolik drobnych pozorovani a nakonec se zamérime na pouzitelnost tohoto
softwaru v ruznych oblastech matematiky.

2.1 Idea toolboxu Chebfun

Chebfun je open source toolbox procedur rozsifujici MATLAB o moznost nu-
merického poc¢itani s funkcemi. Presnéji feceno, Chebfun rozsifuje MATLABovské
ptikazy pro pocitani s vektory a maticemi na operace s funkcemi a operatory.

Zavadi proménnou typu chebfun, coz je struktura, v niz jsou ulozeny vhodné
parametry pro reprezentaci funkce jedné proménné definované na intervalu [a,b]
pomoci polynomu. Pretizeni MATLABovskych ptrikazii ndm umoznuje pracovat
s promeénnou chebfun podobné jako s vektorem. Napiiklad sum(f) vréati soucet
slozek vektoru, pokud f je vektor. Pokud je f chebfun, dostaneme pouzitim
sum(f) hodnotu urcitého integralu piislusné funkce na intervalu [a,b]. Chebfun
v soucasné dobé neni mozné pouzivat ve freewarovém Octave (ktery mé syntax
kompatibilni s MATLABem). Vyvojiii Chebfunu zatim neplanuji upravit toolbox
tak, aby byl pouzitelny s jinym programem nez MATLAB.

Implementace Chebfunu je zalozena na aproximaci funkce Cebysevovym inter-
polantem. K dosazeni maximalni pfesnosti aproximace v dané aritmetice pocitace
je pro kazdou funkci potieba jiny pocet interpola¢nich uzli. Jednoduché funkce
sta¢i interpolovat v desitkach bodu, slozitym funkcim nemusi stacit desetitisice.
Ke zjisténi idealntho poctu bodu se vyuziva adaptivni algoritmus, ktery nastavi
pocet uzlu automaticky bez nutnosti zasahu ze strany uzivatele.

V nésledujicich kapitolach budeme pouzivat vyraz ,pocitacové presny* ve
vyznamu: pfesny na maximélni pocet cifer v rdmci dané aritmetiky. V double
precision to znamena 15 platnych cifer. Pocitacové pifesna aproximace potom
neznamend chybu velikosti ¢ ~ 107!, ale relativni chybu vzhledem k velikosti
funkénich hodnot. Pokud je napiiklad hodnota presného teseni néjaké ilohy radu
103, je spocteny vysledek lisici se o 10712 povazovatelny za pocitacové piesny.
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Velikost chyby je sice ~ 107!? nicméné jsme dosdhli maximalnf mozné piesnosti
v dané aritmetice.

2.2 Strucény pruvodce

vvvvvv

typu chebfun ze vstupnich dat. Témi muze byt anonymni funkce, naptiklad
@(x) gamma(x) nebo fetézec (string), napiiklad >sin(15%x)’. Anonymni fun-
kel zde rozumime jakykoliv objekt, ktery se chova jako funkce. Jednoduchou
anonymni funkci si muzeme napsat i na fadce: £ = @(x) x.72;. Funkce f vraci
druhou mocninu zadaného ¢isla, volame ji jako klasickou funkci jedné proménné:
£(v), v je vektor hodnot. Cést @(x) udavé jaky je vstupni parametr funkce —
proménnou. Pomoci ni a béznych operaci definujeme libovolnou funkci. Muzeme
také vyuzit jednu z mnoha ptreddefinovanych funkci jako v prikladu vyse, kde
pouzivame funkei gamma odpovidajici (z — 1)! pro = pfirozené.

Dalsim nepovinnym parametrem je interval na jakém chceme funkci aproxi-
movat. Vychozi interval je nastaven na [—1,1]. Rozdil v zadéni funkce sin(z) na
intervalech [—1,1] a [0,27] je nésledujici:

f = chebfun(’sin(x)’);

ff = chebfun(’sin(x)’, [0,2*%pi]);

subplot (1,2,1), plot(f), title (’sin(x) na [-1,1]°)
subplot (1,2,2), plot(ff), title (’sin(x) na [0,2\pil’)

sin(x) na [-1,1] sin(x) na [0,217
1 1
0.5 0.51
0 0
-0.5 -0.5}
-1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 0 1 2 3 4 5 6

V chebfun-proménné f nyni méame ulozenou funkci se kterou budeme dale pra-
covat. Muzeme ji napiiklad vykreslit piikazem plot(f). MATLAB muze tento
piikaz spravné provést, prestoze je f jiného typu nez klasicky plot vyzaduje.
Toho je dosazeno pretizenim piikazu, které spociva v napsani nové procedury
se stejnym jménem jaké pouziva MATLAB. Pii zavolani plot (£) se podle typu
proménné f vold bud procedura puvodni, nebo procedura nova — kdyz je pro-
ménnd typu chebfun. Pokud si nechame vypsat vystup (vynechanim stfedniku)
dozvime se na jakém intervalu se pohybujeme, jakého stupné je polynom aproxi-
mujici zadanou funkci, hodnoty v krajnich bodech a velikost chyby aproximace:

f =
chebfun column (1 smooth piece)
interval length  endpoint values
[ -1, 1] 14 -0.84 0.84

Epslevel = 1.110223e-15. Vscale = 8.414710e-01.
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Pouzijeme-li k vykresleni pitkaz plot (£, .-?) uvidime vyznacené hodnoty v Ce-
bysevovych bodech. Kfivka mezi nimi je pocitdna pomoci barycentrické formule
(@A) (str. B). Jak jsme zminili vyse, piikaz sum(f) vrati hodnotu urcitého in-
tegrdlu z f pres interval [—1,1]. Déle uvedeme piiklad s anonymni funkei, ten-
tokrat na uzivatelem zvoleném intervalu [0.5,5]:

g = chebfun(@(x) gamma(x)-2*pi,[.5,5]);

Posunuta funkce gamma
20 T T T T T T T T

15

10

O 1 1 1 1
0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Pokud bychom chtéli najit koteny této funkce, staci zadat r = roots(g). Pitkaz
roots hleda kofeny pomoci vlastnich ¢isel tzv. colleague matice, podrobnéji se
o tomto postupu zminime ve tieti kapitole. Takto jednoduse jsme vyftesili ne-
trividlni dlohu nalezeni kofenu funkce, kterda je definovana integrdalem. Nutno
upozornit, ze vysledek je spocitan numericky, ve standardni double precision arit-
metice. Dosadime-li vsak hodnoty do posunuté gamma funkce gamma (r) .-2*pi,
uvidime, ze se pohybujeme na trovni pocitacové presnosti. Samoziejmé nas za-
jima rychlost vypoctu. Pomoci dvojice ptrikazu tic a toc zjistime, jak dlouho
trva vytvorit chebfun-proménnou a spocitat koreny gamma funkce. Déle se jesté
podivame na presnost vypoctu dosazenim r do posunuté funkce gamma:

clear
tic; g = chebfun(@(x) gamma(x)-2*pi,[0,5]); r = roots (g); toc
Elapsed time is 0.651924 seconds.

gamma (r) -2*pi
ans =
1.7764e-15

Dalsi moznost jak ziskat chebfur{l] je pomoci jiného chebfunu. Nadefinujeme si
,proménnou” z: x = chebfun(’x’) (jednd se vlastné o linearni funkci f(z) = z)
a pomoci ni definujeme chebfun. Pokud bychom chtéli pracovat s funkeci
muzeme pouzit syntax:

T _
1+22>

I'Proménna typu chebfun je autory toolboxu ¢asto oznacovans pouze jako chebfun, s malym
ch. Toolbox je oznacovan Chebfun s velkym Ch.
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x = chebfun(’x’);
h = x./(1+x.72);
Racionalni funkce
05 T T T
0 o .
-0.5 ' : '
-1 -0.5 0 0.5 1

Tento zpusob je ekvivalentni zaddani h = chebfun(’x./(1+x.72)’);. Proménné
typu chebfun se vzdy konstruuji stejnym zpusobem, bez zavislosti na zpusobu
zadani. Nemusime se omezovat jen na operace s¢itani, nasobeni a déleni. Stejnym
zpusobem bychom mohli vytvorit i nas prvni priklad:

f = sin(x);

Pfi tomto zpusobu zadavani je tteba dat si pozor na tecku pii zapisu mocnént,
déleni a dalsich operaci, které MATLAB neméd definované pro vektory. Umisténi
tecky pred takovou operaci iika, ze se ma pracovat po slozkach. Dale musime po-
zorné pracovat s intervaly, na kterych jsou chebfuny definované. Mame-li dva cheb-
funy f a g, oba na stejném intervalu, muzeme je mezi sebou scitat, ndsobit, mocnit
a podobné. Pokud jsou f a g definované na jinych intervalech, tyto operace pouzit
nemuzeme. Chceme-li i presto takovou operaci provést, musime sahnout k cheb-
funu slozenému z vice ¢asti, viz nize. Pouzivame-li x = chebfun(’x’), vSechny
chebfuny vytvorené pomoci x budou na intervalu [—1,1]. Checeme-li pouzivat jiny
interval, je nutné zadat na zacatku:

x = chebfun(’x’, [pozadovany_intervall).

Predvedeme piiklad Spatného pouziti intervalu. Nejdiive chceme pracovat s funkei
sin(z) na intervalu [0,87], potom si to rozmyslime a zkusime rozsifit funkci na
vetsi interval [—27,107].

x=chebfun(’x’, [0,8%*pi]);
f=chebfun(sin(x), [-2*pi, 10*pil);

Vse vypada v potradku, nadefinujeme si ,,proménnou” x a pokusime se vyrobit
sin(z) ovéem na vétsim intervalu. Dostaneme tak:
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Chybne zadana funkce

_6 Il Il Il Il Il Il Il Il
-5 0 5 10 15 20 25 30

Stalo se to, ze Chebfun spocital Cebyseviv interpolant pro sin(z) na intervalu
[0,87]. Do takto ziskaného polynomu néasledné dosadil hodnoty [—27,107] a ty vy-
kreslil. Vysledek je vlastné vypocetné spravny (na [0,87] odpovida funkei sin(x)),
od pozadovaného se ovSem vyrazné lisi.

Ted', kdyz umime sestrojit chebfun, se podivdme na operace, které s nim
muzeme provadeét. Zadanim methods chebfun si nechame vypsat vétsinu prikazu.
Co ktery piikaz déla zjistime pomoci help chebfun/p¥ikaz.

Béhem objevovani moznosti Chebfunu brzy narazime na funkce které nejsou
hladké. Chceme-li napiiklad pracovat s |z|, dostaneme:

f = chebfun(’abs(x)’);
Warning: Function not resolved using 65537 pts. Have you tried
’splitting on’?
> In chebfun.constructor>constructorNoSplit at 114
In chebfun.constructor at 63
In chebfun.chebfun>chebfun.chebfun at 219

Nabizené nastaveni ,splitting on“ dovoluje vytvorit chebfun z funkci které
jsou po castech hladké. Kazdé této casti se tika ,,fun“. Upravime-li vstup na:

f = chebfun(’abs(x)’,’splitting’,’on’);

dostaneme chebfun sestavajici ze dvou funu. Vynechanim stredniku si nechame
vypsat pocet funu a pro kazdy z nich stejné informace jako v pripadé hladké
funkce:

f =
chebfun column (2 smooth pieces)
interval length  endpoint values
[ -1, 1.2e-17] 2 1 0
[ 1.2e-17, 1] 2 -2.2e-16 1

Epslevel = 1.110223e-15. Vscale = 1.000000e+00. Total length = 4.

Funkce |z| je dukladné studovéna v teorii aproximaceﬁ. Pouzijeme-li interpolaci
polynomem na celém intervalu [—1,1], dostaneme vyrazné pomalejsi konvergenci

2Staci nahlédnout napifklad do [I] nebo [9]
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nez pro interpolaci raciondlni funkci. Rozdéleni intervalu nam v tomto piipadé
jesté vice usnadni praci.

Po ¢astech hladky chebfun muzeme také sestrojit ptimo: do slozené zavorky
oddélené carkou zadame hladké funkce, druhym argumentem jsou délici body
zapsané jako vektor.

chebfun(’x’, [-1,4]);
chebfun({x."2, 1, sin(3*x)},[-1 1 2 4]);

X
f

Funkce slozena z funu
1.5 T T T T

1

0.5

0

-0.5

-1

-1.5 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4

Vyrobili jsme funkei kterd odpovidd z? na [—1,1], 1 na [1,2] a sin(3z) na [2,4].
Neékteré prikazy automaticky spusti hledani vhodnych bodu pro rozdéleni
funkce na funy. Naptiklad abs (f) nejdtive najde kofeny f a v nich rozdéli zadanou
funkci. Dalsim takovym ptikazem je max(a,b), popiipadé min(a,b). Pouzijeme
abs na funkci f vytvorenou vyse. Vsimnéme si, ze nedostaneme chybovou hlasku.

h=abs (f);

Automaticky splitting
15 T T T T

-0.5 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4

Nutno jesté poznamenat, ze ne vzdy se vyplati mit zapnuté déleni funkce. To
1ze pozorovat napiiklad na funkei sin(z) na intervalu [0,10007]. Bez rozdélovani
dostaneme chebfun vice jak 20 krat rychleji a pottebujeme celkové o tietinu méné
interpola¢nich uzlu.
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tic;f = chebfun(’sin(x)’,[0,1000%pi],’splitting’,’on’), toc

f = chebfun column (32 smooth pieces); Total length = 2748.
Elapsed time is 0.772135 seconds.

tic;f = chebfun(’sin(x)’,[0,1000%pi]), toc

f = chebfun column (1 smooth piece); Length = 1684.
Elapsed time is 0.035766 seconds.

2.3 Jak Chebfun vytvari chebfun

Data tvorici chebfun jsou koeficienty Cebysevovy fady ([LI2) (str.[d) piislusné
k zadané funkci. Hlavni problém je urcit potiebny pocet koeficientu n postacujici
k tomu, aby zadana funkce byla pro pocita¢ nerozlisitelnd od Cebysevova in-
terpolantu. Chceme mit n malé abychom neukladali zbytetné moc dat a ne-
provadeéli vice operaci, nez je nezbytné nutné a zaroven dostatecéné velké, abychom
neptichazeli o zadnou informaci a dostali co nejlepsi aproximaci v rameci moznosti
dané aritmetiky. Pro dané n Chebfun spocita prvnich n koeficientii Cebysevovy
fady zadané funkce a zkouma jejich velikost. Pokud nékolik z nich za sebou
spadne pod hranici pocitacové piesnosti, potom je toto n vyhodnoceno jako
vyhovujici a je provedeno pripadné odstranéni prebytecnych koeficientu. Tim
upravime — zmensime n. Chebfun postupné zkousi ruzna n, ty jsou z technickych
divodi volena jako n = 2! + 1. Béhem konstrukee je vyuzivdno jednoznaéného
vztahu mezi hodnotami funkce v Cebysevovych bodech a aproximacemi koefi-
cientti Cebysevovy fady. Pomoci rychlé Fourierovy transformace (FFT) umime
rychle prejit od hodnot k aproximacim koeficientit]. Cely proces vypada nésledo-
vné: nejdifve Chebfun spocita hodnoty funkce v 9 Cebysevovych bodech, pomoci
FFT spocte prvnich 9 koeficientti Cebysevovy fady a zkontroluje, zdali jsou do-
statecné malé. Jestlize je odpovéd NE, Chebfun zkusi 17 bodi, potom 33, pak
65 a tak dale. Ve chvili kdy je pocet bodu vyhodnocen jako vhodny, odstrani
se zbytek koeficientu, které jsou zanedbatelné — pod trovni pocitacové presnosti.
Ziskédme tak cislo k urcujici potfebny pocet interpolacnich bodu. Tém odpovida
k koeficientti Cebysevovy tady — téchto k ¢isel tvoii data definujici konkrétni che-
bfun. Pro vykresleni by stacilo znat pouze ¢islo k a zadany interval, uchovani koe-
ficientu vsak umozni déle pracovat s chebfunem (napiiklad hledat koteny funkce).
Pokud by nestacilo ani 65537 bodu, Chebfun se pokusi (pokud mé tuto moznost
povolenou) funkei rozdélit na vice intervalu a na kazdém z nich aproximovat funkci
zv14st.

Vypisme si na ukdzku koeficienty chebfunu odpovidajictho funkci cos(z). Ke
zjisténi koeficientu slouzi piikaz chebpoly.

x = chebfun(’x’); f = cos(x); a = chebpoly(f);
format long, a(end:-1:1)°

3Koeficienty jsou dény integraly. Ty nepocitdme pfesné, ale pouze aproximujeme pomoci
FFT.
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.765197686557967

o O

-0.229806969863801
0
0.004953277928220
0
-0.000041876676005
0
0.000000188446883
0
-0.000000000526123
0
0.000000000001000
0
-0.000000000000001

Vsimnéme si, ze posledni koeficient (u 714 ) uz je na hranici poéitacové presnosti.
Stacilo tedy vyzkouset 9 a 17 bodu, vysledny polynom je stupné 14, pouzit vSech
17 koeficientu by bylo zbytecné.

VVVVVV

kreslit je do grafu. Ukazme jednu takovou komplikovanou funke
f = chebfun(exp(5*x).*sin(100%x)) ;

Komplikovana funkce
150 - . .

100

50

-50

-100

~150 ' ' '
-1 -0.5 0 0.5 1

Vykresleme si graf absolutnich hodnot koeficientu:

a = chebpoly(f); semilogy(abs(a(end:-1:1)))
grid on, title(’Absolutni hodnoty koeficientud’)

4Vzali jsme rychle kmitajici nekoneéné hladkou funkci.
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Absolutni hodnoty koeficientu

10770

107 ? ?

0 50 100 150
Z grafu vidime, ze az do stupné ptiblizné 100 jsou vSechny koeficienty vyznamné
a mnemaji klesajici tendenci. Musime tedy vzit vice koeficientu. Ty uz rychle
klesaji k nule a kolem stupné 140 dosahnou pocitacové presnosti. Presnou hodnotu

k ziskame piikazem length(f):

ans =
141

Sestrojeny chebfun je polynom na 141 bodech — tedy stupné 140. K tomuto
vysledku bylo nutno spocitat koeficienty pro 257 bodu, Chebfun nésledné usoudil,
ze jsou jiz dostatecné malé a zanedbal koeficienty pro k& = 257,256, ..., 142.

Misto piikazii chebpoly a semilogy muzeme pouzit specidlni Chebfunovsky
prikaz chebpolyplot se stejnym efektem. To ukazeme na funkci s jednim vrcho-
lem?:

f = exp(x)./(1+10000%x."2);

Funkce s jednim vrcholem

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-1 -0.5 0 0.5 1

SFunkce ze cviceni v [9, Kapitola 3].
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Jeji koeficienty vykreslime:

chebpolyplot(f), grid on,
title(’Absolutni hodnoty koeficienta’)

Absolutni hodnoty koeficientu

10—20 i i i i i
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Ptestoze jde o napohled vyrazné jednodussi funkci, pomoci length(f) zjistime,
ze je potieba 2783 bodu k dosazeni uspokojivé presnosti aproximace. Za to muze

chovani jejich derivaci.

Pro vyhodnoceni chebfunu v konkrétnim bodé je pak vyuzita barycentricka
formule (L3) (str. ), pro kterou staci znat stupen polynomu k. Stupen poly-
nomu muzeme také zadat ruéné jako nepoviny parametr. Chceme-li aproximovat

napiiklad funkci tanh(z) polynomem stupné k, staci napsat:

f = chebfun(’tanh(x)’,k+1)

Zvolme k = 4,8,16, spocteme fj 1 — interpolanty v k + 1 bodech a porovnejme

vysledky s chebfunem f spocitanym v programem zvoleném poctu bodu.

f = chebfun(’tanh(x)’);
forn=1:3
pb = 27 (n+1)+1;
g = chebfun(’tanh(x)’,pb);
e

= abs(f-g);
end
f5 - chebfun v 5 bodech f9 - chebfun v 9 bodech f17 - chebfun v 17 bodech
1 1 1
0 / 0 / 0 /
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
f—f _ f —f f f
Ifg = fi <107 Ify = fi < 10 If,, =l
0.01 1 4
0.005 0.5 m 2
0 0 0
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

24



[ kdyz nepozorujeme zadny vizualni rozdil, je chyba |fx — f| fddu postupné
1072,107*,107°. Pocet bodii Chebfunem povazovany za dostateény je 30.

Vzhledem ke zpusobu konstrukce chebfunu je prirozené si polozit nasledujici
otazku. Co se stane, pokud od néjakého k budou koeficienty a; zanedbatelné
malé, ale velikost koeficientu a;, k < [ bude srovnatelnd s max{a, ..., a;}? Pokud
bychom nasledovali vySe popsany postup, za potiebny pocet interpola¢nich bodu
by bylo vyhodnoceno k. Ptisli bychom tedy o ¢ast informace a dostali bychom
reprezentaci uplné jiné funkce. Udélejme tedy experiment s funkci, pro kterou
a1 = asoo0 = G10000 & zbytek koeficientu je nulovy:

p=chebfun (’x+cos (5000*acos (x))+cos (10000*acos(x))’);

a vykresleme velikost koeficientu:

Tri nenulove koeficienty

100 B T T T T T T T T T T T ]
10° -

-10

-15[

10_20 1 1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Je jasné vidét, ze byly pouzity vSechny nenulové koeficienty. Chebfun pravdépo-
dobné pii vyhodnocovani vhodného poctu bodu provadi zpétnou kontrolu. Jelikoz
Chebfun ma k dispozici hodnoty zadané funkce f; v Cebysevovych bodech, neni
vypocetné narocné prejit od spocitanych koeficientu inverzni Fourierovou trans-
formaci zpét k hodnotam f] Potom je mozné zkoumat velikost chyby |f; — fj|
Pokud je chyba velka, spocitali jsme aproximaci nepfesné a musime vzit v iivahu
vice koeficientu.
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Kapitola 3

Praktické ukazky vyuziti
softwaru Chebfun

V posledni kapitole se zaméiime na moznd vyuziti softwaru Chebfun. V prvni
fadeé je to oblast teorie aproximaci. Zde je Chebfun mozné pouzit nejen k vyzkumu
ale také k vyuce a s jeho pomoci demonstrovat dosazené vysledky. Na oficialnich
strankach programu http://www.chebfun.org/examples/ jsou k nalezeni zaji-
mavé piiklady z ruznych oblasti matematiky, naptiklad linearni algebry, obycej-
nych diferencidlnich rovnic, statistiky nebo optimalizace. Déle je mozné program
pouzit naptiklad pti hledani kotenu funkce nebo pii feseni diferencidlnich rovnic.

3.1 Obrazky ke kapitole 1

V této sekci pouzijeme Chebfun k ilustraci vysledku z prvni kapitoly. Zaéneme
tfm, Ze si nechdme vykreslit Cebysevovy body a Cebysevovy polynomy.

Cebysevovy body jsou kolmou projekei bodi rovnomérné rozmisténych na
jednotkové kruznici na osu z. Na spoéitani samotnych Cebysevovych bodi mé
Chebfun pifkaz chebpts (potet_bodu). Vykreslime si 21 Cebysevovych bodi:

pom = linspace(0,pi,21);
bodykruh = cos(pom)+i*sin(pom) ;
chebbody = chebpts(21);
hold on
for j = 2:21
plot ([chebbody(22-j) bodykruh(j)],’linewidth’,0.7)
end
plot (chebbody,O*chebbody,’.’)
plot (bodykruh,’.-")
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http://www.chebfun.org/examples/

Cebysevovy body

-1 -0.5 0 0.5 1

Z obrazku je patrné jejich hromadéni u krajnich bodu intervalu. Chebfun stan-
dardné pouzivd Cebysevovy body druhého druhu. Kdybychom chtéli pracovat
s Cebysevovymi body prvniho druhu, stacf zadat nepovinny parametr chebkind (1)
Je mozné prenastavit vychozi typ bodu zadanim:

chebfunpref.setDefaults(’tech’,@chebtechl)

K vykresleni Cebysevovych polynomi pouzijeme chebfunovsky pifkaz chebpoly.
Vykreslime si polynomy stupné 1, 2, 3, 8, 16 a 32

for n = 1:3
T = chebpoly(n);
TT = chebpoly(2~(2+n));
subplot (2,3,n), plot(T),
subplot (2,3,3+n), plot(TT),

end
L 1Cebysevovy polynomy
L T T3
0 0 0
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
1 1 1
TB T16 T32
0 0 0
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Tyto polynomy nabyvaji extrému velikosti =1 v Cebysevovych bodech. Pro po-
rovnani si vykreslime ¢tvrty Lagrangeuv polynom stupné 8 na deviti ekvidistantné
délenych bodech.

d = domain(-1,1); s = linspace(-1,1,9); y= [0 00 10 0 0 0 0];
p = interpl(s,y,d);
plot(p), hold on, plot(s, p(s), ’.’°)
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Ctvrty Lagrangeuv polynom pro 9 interpolacnich uzlu
3 T T T T T T T T T

-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Okamzité vidime, ze maximélni hodnota je vétsi nez u odpovidajiciho Cebysevova
polynomu. Postupnou tpravou Lagrangeovych polynomu jsme odvodili barycent-
rickou formuli (IL4]) (str.H]), kterou jsme déle hojné vyuzivali. Vyzkousejme nyni
experimentalné rychlost vyhodnocovani Cebysevova interpolantu pomoci bary-
centrické formule. K tomuto ucelu si sestrojime velmi slozitou funkeil.

x = chebfun(’x’);
f = tanh(5*sin(20*exp(3%*x))) ./ (3+sin(200%*x)."3)+
+cos (3*x) . *xexp (4*sin(5*x)) ./ (1+500%cos (x) ."2);
length(f)
ans =

35217

Nyni nechame vznikly polynom vyhodnotit v 10 000 bodech, ty vykreslime a zmeé-
fime potfebny cas:

tic, plot(f,’numpts’,10000,’.’); toc
Elapsed time is 0.028684 seconds.

Za takto kratkou dobu jsme schopni vyhodnotit polynom stupné 35 000 v 10 000
bodech. Zkusime rucné nastavit stupen polynomu na jeden milion a podivame
se na zménu rychlosti:

p = chebfun(f, 1000001);

body = 2xrand(1,1000)-1;

tic, hodnoty = p(body); toc
Elapsed time is 1.617791 seconds.

Spocitali jsme takto tisic hodnot polynomu stupné milion za ptiblizné jeden a pul
vtefiny. Vidime, ze i pro opravdu velké stupné polynomu jsme poiad schopni
pocitat v fadu vterin.

V sekci porovnavame chovani p, a f,. Nyni si demonstrujeme, jak se
tyto dva polynomy lisi a jaky je vztah jejich chyb p, — f a f, — f. K to-
muto tcelu nam poslouzi jednodussi funkce sin(e%)ﬁp (Cerné), k jejiz aproxi-
maci Chebfun pouzije 49 bodi. My si zkonstruujeme Cebyseviv interpolant

1Jde o komplikovanéjsf variantu funkce pouzité v [9].

2Pokud zaddme pocet bodii ruéné, je mozné obejit maximum 65537 bodii nastavené Cheb-
funem.

3Funkce, ktera se nejdifve méni pozvolné a postupné zrychluje své kmitani.
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(Cervené) a Cebysevovu projekci (zelene), oboje stupné 8 a porovname presnost
aproximace a velikost chyby. K ziskani projekce pouzijeme nepovinny parametr
’trunc’,’polet_clent_tady’ piikazu chebfun.

f = sin(exp(2*x));
pn = chebfun(f,9);

fn = chebfun(f,’trunc’,9);

funkce f, interpolant Pg: projekce f8
1.5 T T T

-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1
K tomu si vykreslime obé chybové funkce ps — f a fs — f.
Chyba interpolantu Py Chyba projekce fs
0.2
0.1 0.1 R N
N\ B / \\\
0 0 ‘ \ . \\ // \ // \‘ “
" " [
, , |
-0.1 -0.1 W/ %
-0.2 -0.2
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 05 1

Nechéme si jesté vykreslit chybové funkce pro pss — f a f3o — f.

pn
fn

chebfun(f,33);
chebfun(f,’trunc’,33);

_ h i I
<107 Chyba interpolantu P,

- jekce f
< 107 Chyba projekce -

0.5
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Z obréazku jsou patrné o néco lepsi aproximacni vlastnosti projekce. Pro 33 inter-
polacnich uzlu je vsak rozdil v chybé aproximace velmi maly. Z druhého obrazku
je také mozné pozorovat pomér chyb 7 zminovany v prvni kapitole. Za povsimnut{
stoji fakt, ze obé chybové funkce kmitaji témeér se stejnou frekvenci, lisi se pouze
hodnoty. To je dusledek skute¢nosti, ze Cebysevova interpolace je téméi nejlepst
aproximaci, jejiz chybové funkce kmitd (Cebysevova ekvioscilaéni véta).

Déle jsme zkoumali rychlost konvergence. Ukazeme si linearni rychlost kon-
vergence Cebysevova interpolantu funkce |z].

f =abs(x); n= (1:32); err = [];
for i = 1:32

pn = chebfun(f,i+1); err=[err, norm(f-pn,inf)];
end

Linearni konvergence

1072 : : L

Vykreslili jsme maximalni chybu p,, pro n rovno 1 az 32 vici n~!. Vidime, Ze pro
suda n rychlost konvergence piesné odpovidd n~!, pro n lich4 je chyba o néco
malo mensi, pokles je ovsem také linearni. Vezmeme nyni funkci, ktera ma ne-
spojitou treti derivaci f = |e!**sin(10x)|* a vykreslime si chybu interpolant p,
pro n rovno 1 az 64 oproti n=3.
f

n

abs(exp(1.5%x) .*sin(10%x)) ."3;
(1:64);
err = [];
for i = 1:64
pn = chebfun(f,i+1); err = [err, norm(f-pn,inf)];
end
loglog(n,n."-3,’r’), hold on, loglog(n,err,’.’)
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Kubicka konvergence

®Oote, |

AR EEREITEPLIDN

10—0 : : ::::::;1
10 10

Vidime, Ze maximdlni chyba se zmensuje piiblizné stejné rychle jako n=3, pokles
vSak nastava pozdéji. To je dano velikosti totalni variace tieti derivace funkce
f. Pro funkci |z| je hodnota totalni variace prvni derivace rovna dvéma (snadno
spocitdme). K urceni totalni variace tieti derivace druhé funkce vyuzijeme piikaz
diff a fakt, ze totdlni variace funkce f je rovna ||f'[];.

tv = @(g) norm(diff(g),1);
tv(diff (£,3))
ans =

2.6008e+06

Oba tyto vysledky odpovidaji tvrzeni Vety [LIIl a demonstruji vliv velikosti
totalni variace na velikost chyby ||f — pn||oo-

Mluvili jsme také o Lebesgueové konstanté a jeji roli pfi popisu konvergence.
Pomoci Chebfunovského piikazu lebesgue(uzly_interpolace) jednoduse zi-
skame jak Lebesgueovu funkci, tak i Lebesgueovu konstantu pro dané interpolaéni
uzly. Nejdrive se podivame na ekvidistantné délené body.

for i = 1:6
pts=linspace(-1,1,27(i)); [lam, Lam] = lebesgue(pts);
end
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Lebesgueovy funkce pro ekvidistantne delene body

2 body 4 body 8 bodu
2
1.6 6
1 1.4 4
1.2
2
0 1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
16 bodu 32 bodu 64 bodu
10° 10°
100 100 M{
-1 0 1 -1 0 1

Na obrazku vidime rychly narust hodnot Lebesgueovy funkce, zvlasté u krajnich
bodu +1. Pro 16, 32 a 64 bodu je osa y skalovana logaritmicky. Velikost piislus-
nych Lebesgueovych konstant je postupneé:

1

1.6311
6.9297
512.3515
1.2658e+07
2.7543e+16

To ptiblizné odpovida tvrzeni Véty (str.[I3]). Pro 64 bodu mame dolni odhad

Ag3 > % = 5.8 % 10", a piiblizny odhad

264

Ay~ ———— =26%10'°.
63 * ¢ * log 63 i

To zhruba koresponduje se ziskanou hodnotou 2.7543 * 10,
Tento vysledek srovname s Cebysevovymi body:

for i = 1:4
pts=chebpts(27(2*i)); [lam, Lam] = lebesgue(pts);
end
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Lebesgueova funkce pro Cebysevovy body

L lﬂmmﬂl I 1 |

Maximalni hodnoty je oproti ekvidistantnim bodum nabyvano uprostied inter-
valu. Na prvni pohled je vidét, ze i pro 256 bodu nabyva Lebesgueova funkce
pomérné nizkych hodnot. To ilustruje vhodnost Cebysevovych bodi pro stej-
nomérnou aproximaci funkce. Odpovidajici Lebesgueovy konstanty jsou (priddme
jesté Lebesgueovu konstantu pro 1024 a 4096 bodu, vykreslovat pro tolik bodu
Lebesgueovu funkei by bylo zbytecné):

1.6667
2.6867
3.6001
4.4902
5.3746
6.2576

Ty opét odpovidaji odhadum z Véty (str. [3)). Pro 1024 bodu mame horni
odhad A3 §§%log(1024)%—1 ::5u4127zlspoétenou_hodnotuEi3746.PH()409d@
bodi je pribliznd hodnota Asgs ~ 2 1og(4095) = 5.295 jesté stéle podhodnocend.

Cebysevovy interpolanty vykazuji dobré aproximacni vlastnosti. Na zaver je
proto porovname s nejlepsi aproximaci.

Ke spocteni nejlepsi aproximace funkce f (reprezentované chebfunem) stupné
n pouzijeme piikaz remez(f,n). Jako testovaci funkci vezmeme |z| s nespoji-
tou derivaci a spocteme obé aproximace stupné 128. Podivame se na rychlost
vpoétu a vykreslime si chybové funkce. Chyba Cebysevovy interpolace je vy-
kreslena cervené, chyba nejlepsi aproximace zelené

f = abs(x);

tic, best = remez(f,128); toc
tic, cheb = chebfun(f,129); toc
Elapsed time is 0.830048 seconds.
Elapsed time is 0.010085 seconds.

4Vypocet Lebesgueovy funkce a konstanty pro 4096 bodi trval nékolik hodin.
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x 10~ Chyba Cebysevovy interpolace proti chybe nejlepsi aproximace

-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Maximalni chyba nejlepsi aproximace je samoziejmé mensi. Nicméné mimo okoli
bodu nespojitosti derivace je Cebyseviv interpolant dokonce lepsi nez nejlepst
aproximace. Navic, spocist nejlepsi aproximaci pomoci Remezova algoritmu je
osmdesatkrat pomalejsi. POTOVDéHK)OO212-n0rnﬂdﬁ(ﬁxn1chyb.I)VOjkOVOU.nOIHNJ
zde volime jako nastroj ke zméreni celkové velikosti chyby, oproti porovnavani
maxima v piipadé co-normy.

chybabestinf = norm(f-best,inf)
chybachebinf = norm(f-cheb,inf)
chybabest2 = norm(f-best,2)
chybacheb2 = norm(f-cheb,?2)

chybabestinf =
0.0022

chybachebinf =
0.0047

chybabest2
0.0022
chybacheb2
0.0009

I kdyz je nejlepsi aproximace dvakrat lepsi v oo-normeé, ve dvojkové normé je
dvakrdt horsi. Vezmeme jesté nekonecnékrét diferencovatelnou funkei sin(3z)e?”.
Tentokrat chceme aproximace stupné 16.

f = sin(3%*x) .*exp(2*x) ;

tic, best = remez(f,16); toc
tic, cheb = chebfun(f,17); toc
Elapsed time is 0.093442 seconds.
Elapsed time is 0.007466 seconds.

5Uvazujeme standardni L? normu.
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. x 10710 Porovnani chyby aproximaci pro hladkou funkci

-1 -0.5 0 0.5 1

Opét vidime vyrazny rozdil v potfebném vypocetnim case. Podivame se jesté na
normy chyb.

chybabestinf =
1.0921e-10

chybachebinf =
2.1944e-10

chybabest2 =
1.0916e-10
chybacheb2 =
1.7744e-10

Jako v predchozim piipadé je chyba nejlepsi aproximace v oco-normé dvakrat
mensi. Ve dvojkové normeé je opét lepsi Cebyseviv interpolant. Tyto vysledky uka-
zuji v¥hodnost pouziti Cebysevovych bodt a interpolantii pro numerické pocitani.
Za kratky vypocetni cas dostavame aproximaci srovnatelnou s nejlepsi aproximaci
(ne-li lepsi). Navic se nemusime omezovat na pouhé pocitani s funkcemi. Nékterd
moznda vyuziti Chebfunu si predstavime v nasledujici sekei.

3.2 Hledani korenu funkce

Populédrni zpusob, jak nalézt koteny monického polynomu vyjadieného v mo-
nomidlni bazi, je fesit ulohu nalezeni vlastnich ¢isel companion matice sesta-
vené z koeficientu polynomu. Takto funguje MATLABovsky ptikaz roots, ktery
k nalezeni vlastnich ¢isel pouziva QR algoritmus. Tato metoda je za urcitych
predpokladu numericky stabilni — nalezne koteny polynomu, ktery je blizky tomu
zadanému. Jsou vSak velmi dobie znamy ptiklady, kdy i velmi mald zména koefi-
cientu muze znamenat velkou rozdilnost kotenu, viz napiiklad [I0]. Jinak feceno,
koreny polynomu mohou byt velmi citlivé na malé zmény koeficientu a blizkost
koeficientu polynomu obecné nezarucuje blizkost kofenu. Jednou z moznosti, jak
zamezit numerickym problémum, je reprezentovat polynom v jiné polynomidlni
bazi takové, ze koreny polynomu jsou lépe podminénou funkci koeficient poly-
nomu v této bazi. Dobrym kandiditem je béze Cebysevovych polynomi. Matice
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slozena z koeficientui polynomu reprezentovaného v této bazi se nazyva colleague
matice. Vanni Noferini a Javier Pérez v soucasném c¢lanku zaslaném k publikaci
[4] dokéazali, ze touto metodou pro polynom p spoc¢teme kofeny polynomu p, pro
ktery plati

lIp — 5l
=P = o(e)lpll,
o = oEll

v/ . < . ;. —1 .
kde € znaci strojovou presnost a ||p|| je definovand jako /> 7—, a?, a; jsou koe-

ficienty polynomu v bézi Cebysevovych polynomi. Pocitani kofentt polynomu
p pomoci colleague matice je zpétné stabilni, pokud je ||p|| rozumné velka.

Jelikoz Chebfun reprezentuje vsechny funkce jako polynomy a ukladé ptislusné
koeficienty, nepotiebujeme k sestaveni colleague matice pocitat nic navic. Imple-
mentace v Chebfunu navic obsahuje rekurzivni déleni intervalu na podintervaly
v pripadé, Ze je ptislusny chebfun stupneé vic jak 100. Diky tomu nefesime problém
vlastnich ¢isel pro matici vétsi jak 100 x 100. Podrobnéjsi popis je mozné nalézt
v [9, Kapitola 18].

3.3 Spektralni metody

V této sekci nastinime princip feSeni diferencidlnich rovnic pomoci spektral-
nich metod. Ve c¢tvrté sekci pak ukdzeme, jak lze takové rovnice fesit pomoci
Chebfunu a pokusime se numericky vyftesit problém konvekce-diftize, u kterého
ocekavame numerické problémy. Podrobny popis spektralnich metod lze nalézt
v Trefethenové knize [§], jejich implementaci v Chebfunu je vénovéna kapitola 21
v [9].

Libovolny polynom ¢ € P, je jednoznacné urcen svymi hodnotami na n + 1
bodech. Stejné tak i jeho derivace ¢'. Necht {z;} je dand mnozina n + 1 bodu.
Ptechod od hodnot ¢(z;) k hodnotam ¢'(z;) je linearni, da se tedy realizovat
pomoci nésobeni matici (n + 1) x (n + 1). Tato matice se nazyva diferencni
matice a znacime ji D,. Uvazujme mnozinu dvojic (x;,f;), j = 1,...,n. Necht
p je polynom, pro ktery plati p(x;) = f;. Potom vektor p’ = (p/(z¢), ..., (zn))"
muzeme spocist jako p’ = D, p, kde p = (p(xo), . .., p(z,))T. Prvky matice D,, =
{dij}}' ;=0 lze ptimo urcit z (L) a (L2) (str. B). Uvazujme polynom p ve tvaru
(L), potom p'(x) = > 7", fili(x) a hodnota dj; je rovna £ (x;). Ke spoctent £/(x;)
pouzijeme vzorec ((L2)). Pro prvky matice d;; dostdvame vyjadreni

dij = Ef(xl) e 1($i_xj)2 = N(wi—z;) PO Z ’ Jf
() :Zk#m pro i = j.

Pro Cebysevovy body je \; ddno vzorcem (L) (str.[d). Hodnoty vyssich derivaci
1ze ziskat opakovanou aplikaci diferencni matice D,,, v-té derivaci odpovida D! p.

[lustrujme nyni pouziti diferen¢nich matic. V kapitole 2 jsme zminili, ze pro
aproximaci funkce f(z) = tanh(z) je potieba 30 bodu, jejl interpolant p; je
jednoznacné urcen vektorem hodnot p; v 30 bodech. Vezmeme-li diferenc¢ni ma-
tici D = D3y, muzeme operator £ : f — 5f — 2f" 4+ f” aproximovat matici
L =51 — 2D + D? kde I je jednotkové matice. Aproximaci £(f) je polynom
jednoznacné urceny hodnotami Lp,. Toho lze vyuzit pii feseni diferencialnich
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rovnic, kde pottebujeme nalézt aplikaci inverze daného operdtoru na funkci pravé
strany. Resfme-li napfiklad rovnici 5u —2u’ +u” = g, hleddme vlastne £'(g). Pii
reprezentaci operatoru £ matici prevedeme problém na feSeni soustav linedrnich
rovnic Lp, = p,.

Chebfun umi ptikazem D = chebop(@(u) diff(u)); sestrojit operator od-
povidajici derivaci, reprezentovany diferenéni matici D. Matici konkrétniho roz-
méru N vytvorime zadanim DN = D(N). Nemusime se omezovat pouze na jedno-
duchou derivaci, operator £ zminény vyse sestrojime piikazem

L = chebop(@(u) 5*u - 2+diff(u) + diff(u,2));

Objekty D a L se nazyvaji ,linear chebop* a v Chebfunu nejsou ulozeny jako ma-
tice, ale jako predpisy jak sestrojit matici daného rozméru. Pokud je do D zadan
argument (hodnota V), Chebfun sestroji matici typu N x N. Pokud je D apli-
kovan na chebfun £ pomoci operace ndsobeni D*f, je sestrojena matice velikosti
length(f) a vystupem je chebfun odpovidajici derivaci £.

Pro teseni diferencidlnich rovnic potfebujeme jesté zadat okrajové podminky.
Uvazujme rovnici bu — 2u’ + v” = 0 s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
u(—1) = u(1) = 0. Ty zaddme piikazem L.bc = ’dirichlet’;. Zadanou rovnici
vyTesime jednoduse pomoci zpétného lomitka a pravé strany: u = L\O;. Takto
ziskané u je proménnd typu chebfun. Velikost matice se v tomto pripadé urcuje au-
tomaticky tak, aby bylo dosazeno pocitacové presnosti. Zménime-li pravou stranu
na sin(x) a pocatecni podminky na u(—1) = 1, u(1) = 2, bude zadéni vypadat
nasledovneé:

L = chebop(@(u) 5*u - 2xdiff(u) + diff(u,2));
L.1bc = 1; L.rbc = 2;

x = chebfun(’x’);

f = sin(x);

u = L\f;

Neumannovy okrajové podminky zadame piikazem L.bc = ’neumann’;, pro jiny

interval nez [—1,1] pouzijeme nepovinny parametr pii definovani operatoru:
D = chebop(@(u) diff(u), [a,b]);

Muzeme definovat i operator s proménnymi koeficienty, napiiklad £ = v’ + xu
vytvoiime piikazem

L = chebop(@(u,x) diff(u) + x.*u);

Chebfun zvlada tesit i nelinearni problémy, této problematice je vénovana samo-
statna kapitola v http://www.chebfun.org/docs/guide/chebfun_guide.pdf.

3.4 Experiment

V posledni sekci pouzijeme Chebfun k feseni dvou obyé¢ejnych diferencidlnich
rovnic. Jako prvni vyfesime rovnici s nekonstantnimi koeficienty

w(z)” — sin(z)u(z) + 2u =0

na intervalu [—10,10] s okrajovymi podminkami u(—10) = 1, u(10) = —1.
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L = chebop(@(x,u) diff(u,2) - sin(x).*diff(u) + x.*u, [-10, 10]);
L.bc = ’dirichlet’; L.1lbc = 1; L.rbc = -1;
u=L\0;

Reseni ulohy s nekonstantnimi koeficienty
10 . . .

-5

_10 1 1 1
-10 -5 0 5 10

Podivame se jesté na presnost numerického teseni pomoci pitkazu norm(L*u).

ans =
5.1291e-10

Obdrzeli jsme pomérné presné feseni netrivialni tlohy.
Pro druhy experiment zvolime rovnici konvekce-diftize. Ta popisuje napiiklad
Siteni necistot v Tece. Necistoty jsou unaseny proudem — konvektivni slozka po-

psand prvni derivaci — a zaroven probiha diftize — tu reprezentuje druha derivace.
V jedné dimenzi dostavame rovnici

—eu (z) + a(z)u/(x) + b(x)u(z) = f(x) O<z<1l u0)=u(l)=0,

kde a, b, f jsou zadané funkce a ¢ je kladna konstanta. Protoze proudéni mé
dominantni vliv na sifeni necistot, uvazujeme ¢ < 1. Podrobny popis problému
konvekce-diftize a jeho numerického teseni lze nalézt napiiklad v [7].

Uvazujme konkrétné problém
—eu'(x)+d () =1 0<z<l1 u(0) =wu(1) =0, (3.1)

polozime-li ¢ = 0 dostdvame rovnici u'(x) = 1, kterd pro zadané okrajové
podminky neméd feSeni v mnoziné spojitych funkci. Odtud lze tusit numerické
problémy pfi feseni rovnice (B.) pro malé hodnoty . A vskutku, pro presné
feseni (B.1))

l1—x

| exp(—12) — exp(-])
1— exp(—%)

u(r) =x

plati

b=y lyue) 7 oy g wle) = 0.

Odtud vyplyva, ze feSeni se rychle méni s x blizicim se k 1. Podivejme se, jak si
s touto rovnici poradi Chebfun pro ruzné volby .
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for i 1:6
L = chebop(@(u) -1*(10"-(i/2))*diff(u,2) + diff(w),[0,1]);
L.bc = ’dirichlet’;
L.1bc = 0; L.rbc=0;
u=L\1;
subplot(6,1,i), plot(u)

end
Reseni pro ruzne hodnoty €
0.4 T T T T T
0.2f \ g=10""?
O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
l F T T T T T 10_1
0.5F {1 €=
O 1 1 1 I\A
0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 - T T T T =
05} \ e=10""
O 1 1 1 1
10 0.2 0.4 0.6 0.8 1
05} {e=10"
O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 - T T T T =
05f { £=107"
O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
l - T T T T =
05+ £=10"°
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Vidime, jak se pfi zmensujicim se € vytvari vyrazny propad feseni tésnéji u krajni-
ho bodu 1. PribliZzime-li si numerické feSeni pro ¢ = 107°, muzeme vidét zacinajici
kmitani.

Zacinajici kmitani pro € = 107°

0.999

0.998

0.997

0.996

0.9965 0.997 0.9975 0.998 0.9985 0.999 0.9995 1

Zvolime-li € = 107% numerické FeSeni zacne vyrazné kmitat a prestane odpovidat
presnému Tesenti.
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Kmitajici reseni pro € = 107
40 T T T T

20

-40 1 1 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1

V [T, str. 127] je popséno feseni pomoci Shishkinovych siti. Dulezitou roli zde
hraje tzv. mesh transition point lezici, v naSem piipadé, mezi bodem % a 1.
Inspirovani timto, zkusime zpiesnit numerické feseni pro € < 1079 soustiedénim
se pouze na interval [a,1]. Potfebujeme jesté okrajovou podminku v bodé a, tu
zvolime jednoduse jako u(a) = a (dosazenim a do presného Feseni muzeme ovérit,
7ze na veétsiné intervalu se presné feseni chova pro mald e linearné). Po vyzkouseni
nékolika hodnot nebylo tézké uréit pro e = 107, 1077, 1078 vhodné a po fadé
0.9, 0,999 a 0,99999.

for i =1 : 3
j = 5+i; k = 2%i-1;
L = chebop(@(u) -1*(10"-j)*diff(u,2) + diff(w),[1-10"-k,1]);

L.1lbc = 1-10"-(2%i-1); L.rbc=0;
u=L\1;
subplot(3,1,i), plot(uw)

end
Reseni na [a,1] pro ruzna €
i - - E _
£=107°
0.5f b
a=0.9
0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
| e=107
0.5f b
a=0.999
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.999 0.99910.99920.99930.99940.99950.99960.99970.99980.9999 1
1 T T T T T T T T T T ]
g=10°
05F b
a =0.99999
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Jednoduchym zépisem na péar radku dostaneme teseni v nékolika sekundach.
Spocist feseni pro vSechna vyse uvedend e (oba for cykly) zabralo celkem

clear
tic
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toc
Elapsed time is 3.636012 seconds.

Vyse zminénd tprava nam dovolila ziskat rozumné numerické feseni pro vétsi
rozsah hodnot ¢, nedé se vsak aplikovat na vsechny problémy. V obecném piipadé
(interval [0,1], zadané okrajové podminky w(0) a u(1)) bychom mohli zkusit
napiiklad Schwarzovu metodu na dvou ptekryvajicich se oblastech. V intervalu
zvolime dva body a, b, a < b a postupujeme iteracné. V prvnim kroku spocteme
feSeni up; na intervalu [0,b] s libovolnou okrajovou podminkou ug (b). V druhém
kroku spocitdme feSeni u,; na intervalu [a,1] s okrajovou podminkou uy(a) =
upi(a). Déle spocteme wuyy s okrajovou podminkou us(b) = w4 (b)... Pokracujeme,
dokud g, (b) = up,(b)Le, € je zvolend tolerance (poptipadé up,1(a) = ug,(a)Le).

Lb
La

chebop (dany_operator, [0,b]);
chebop(dany_operator, [a,1]);
Lb.1lbc = dana_podminka; Lb.rbc=0;
ub=L\prava_strana;
for i = 1:potrebny_pocet_iteraci
La.lbc = ub(a); La.rbc=dana_podminka;
ua=L\prava_strana;
Lb.1lbc = dana_podminka; Lb.rbc=ua(b);
ub=L\prava_strana;
end

Tato tloha predstavuje demonstraci toho, ze na nékteré problémy nelze pouzit
Chebfun pfimo. Lze jej ale vyuzit pii konstrukci metody pro feSeni daného pro-
blému. V nasem piipadé jsme se omezili na ¢ast intervalu a odhadli jsme okrajové
podminky. Navrhli jsme také Schwarzovu metodu se dvéma ptekryvajicimi se ob-
lastmi. Pro nés problém se vsak ukazalo, ze Schwarzova metoda je velmi citliva na
volbu hranic obou oblasti a na piislusné okrajové podminky. Nepodafilo se ndm
nalézt vhodné parametry, které by vedly k numericky stabilnimu vypoctu apro-
ximace Feseni. Resime-li tdlohu s takto problematickym chovénim numerického
feseni, je zcela jisté potieba zalozit numerickou metodu na dobré znalosti a ana-
lyze dané diferencidlni rovnice. Takovy pozadavek vsak ptresahuje hranice této
bakalarské prace.
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Zaver

Autori Chebfunu se snazi vytvorit efektivni nastroj, ktery by umoznoval po-
¢itat v MATLABu s funkcemi podobné jako s ¢isly. Ideou je na patnact platnych
cifer aproximovat zadané funkce a tuto presnost udrzet pti kazdé operaci s nimi, to
vsechno bez vétsich ¢asovych naroku. Do velké miry se jim to podarilo. Presnost
vypoctu je obvykle opravdu 15 cifer, u komplikovanych funkci na hrané spoji-
tosti nebo u nehladkych funkei muze dochéazet, a také dochéazi, ke ztraté nékolika
platnych cifer, viz napiiklad zavér kapitoly 5 v [9]. Rychlost, s jakou jsou provade-
ny operace, je vynikajici. Na bézném pocitaci trvalo spocitat a vykreslit vSechny
vyse uvedené experimenty (s vyjimkou vypoctu Lebesgueovy funkce a konstanty
pro 1024 a 4096 bodt) méné jak minutu. Pokusy zadat Chebfunu funkci tak, aby ji
nebyl schopny aproximovat byly netispésné (nepocitame-li napiiklad Weierstras-
sovu funkci), na konci kapitoly 2 jsme ukézali jeden takovy pokus a schopnost
Chebfunu zpétné kontrolovat své vypocty.

Samotné pouzivani Chebfunu bylo ob¢as zkomplikovano ne vzdy piehlednou
napovédou a nemoznosti provadét nékteré zakladni operace s chebfuny. Neni
napiiklad mozné secist dva chebfuny na intervalech [a,b], [b,c] a vytvorit tak che-
konstrukei. Dalsim piikladem je absence moznosti délit interval pii feseni dife-
rencialnich rovnic. Mozné feSeni jsme nastinili na konci predchozi kapitoly.

Existuji programy pocitajici s funkcemi analyticky. Vystupem potom casto
byva velmi slozity vyraz, jehoz vyhodnoceni je ¢asové narocné. Nékteré problémy
nejsou dokonce analyticky vibec feSitelné. Numerické teseni zase poskytuje pouze
¢iselné hodnoty, nikoliv funkci se kterou se da dale pracovat. Chebfun nabizi
kombinaci analytického a numerického ptistupu. MATLAB je program vyuzivany
mnoha firmami a Chebfun jako jeho rozsiteni predstavuje dalsi moznost jak rychle
resit problémy. Jejich prevedenim na polynomidlni problém zjednodusi zpusob
reSeni. Chebfun vsak ma sva omezeni, zejména funkce, které nejsou hladké nebo
spojité. Celkové je Chebfun uzitecny rychly prakticky i teoreticky nastroj kladouci
vyssi naroky na uzivatele, zejména pii zadavani prikazu a kontrole obdrzenych
vysledku.

http://www.chebfun.org
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