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Kapitola 1

Čebyševovy řady a interpolanty

V technické praxi se vyskytuj́ı problémy, kdy potřebujeme pracovat s velmi
komplikovanými funkcemi. Výpočetńı software je ovšem omezen jak přesnost́ı,
tak časovou náročnost́ı. Hledáme tak vyjádřeńı zadané funkce, se kterým budeme
schopni poč́ıtat v rozumném čase s dostatečnou přesnost́ı.

V této kapitole se seznámı́me se základy teorie aproximace funkćı. Konkrétně
se zaměř́ıme na polynomiálńı interpolaci v Čebyševových bodech – Čebyševovy
interpolanty. Proč voĺıme zrovna aproximaci polynomy? Naš́ım ćılem je v konečné
aritmetice reprezentovat zadanou funkci nějakou jednodušš́ı strukturou, se kterou
je možné dostatečně přesně a rychle poč́ıtat. K vyhodnoceńı polynomu v daném
bodě stač́ı operace sč́ıtáńı a násobeńı, které jsou v poč́ıtači hardwarově imple-
mentovány. Polynomy lze jednoduše sč́ıtat, násobit, derivovat i integrovat.

1.1 Polynomiálńı interpolace

Mějme (n+ 1)-tici hodnot fj, j = 0, . . . ,n (např́ıklad hodnoty měřeńı) v bo-
dech xj (časy měřeńı). Dvojice (xj ,fj) odpov́ıdaj́ı nějaké neznámé funkci f(x).
Naš́ım ćılem je potom ze znalosti fj = f(xj) zkonstruovat aproximaci p̊uvodńı
funkce f . Jedna z možných metod je interpolace. Interpolovat můžeme jednodu-
chou funkćı (např́ıklad polynomem nebo racionálńı funkćı) nebo interpolant složit
z v́ıce funkćı (např́ıklad interpolace splinem).

Uvažujme úlohu nalezeńı polynomu stupně n – interpolačńıho polynomu – tak,
aby nabýval zadaných n+ 1 funkčńıch hodnot v daných bodech – interpolačńıch

uzlech. Ukážeme, že takový polynom existuje a je dán jednoznačně. Dále budeme
studovat, jak dobře tento polynom aproximuje danou funkci i mimo uzly.

Označ́ıme Pn množinu všech polynomů stupně nejvýše n. Každý polynom
qn ∈ Pn lze napsat jako lineárńı kombinaci polynomů z báze Pn. Chceme naj́ıt jed-
noduchou bázi, která bude nějakým zp̊usobem souviset s danými interpolačńımi
uzly, konkrétně takovou, aby j-tý bázový polynom ℓj splňoval ℓj(xi) = δji. Tuto
vlastnost maj́ı Lagrangeovy polynomy

ℓj(x) =
n
∏

k=1
k 6=j

x− xi

xj − xi

.
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Libovolný polynom qn pak lze vyjádřit v této bázi,

qn(x) =
n

∑

i=0

aiℓi(x).

Dosad́ıme-li za x uzel interpolace xj , lehce spoč́ıtáme, že aj = f(xj). Jinak řečeno
hledaný interpolačńı polynom, který budeme nazývat Lagrange̊uv interpolačńı

polynom, můžeme vyjádřit ve tvaru

Ln(x) =
n

∑

i=0

f(xi)ℓi(x). (1.1)

Nalezli jsme polynom, který nabývá v uzlech xj hodnot fj . Ukážeme, že tento
polynom je určen jednoznačně.

Věta 1.1. Existuje právě jeden polynom Ln ∈ Pn takový, že Ln(xj) = f(xj), kde
(xj ,f(xj)), j = 0, . . . , n jsou zadané body a hodnoty.

D̊ukaz. Existence takového polynomu plyne z konstrukce výše. Ukážeme jedno-
značnost.

Necht’ Mn ∈ Pn také splňuje Mn(xj) = f(xj), potom rozd́ıl Rn = Ln −
Mn ∈ Pn a Rn(xj) = 0 pro všechny j = 0, . . . ,n. Tedy Rn má alespoň n + 1
kořen̊u. Protože však Rn ∈ Pn, muśı být nutně identicky nulový, odtud potom
Ln = Mn.

Nyńı máme jednoznačně určený interpolačńı polynom Ln. Chtěli bychom pro
něj nalézt jiná vyjádřeńı, která budou vhodněǰśı pro vyhodnocováńı nebo umožńı
snadno přidávat nové interpolačńı uzly.

Označ́ıme-li

ℓ(x) :=
n
∏

i=0

(x− xi) , λj :=
1

ℓ′(xj)
,

můžeme psát

ℓj(x) =

n
∏

i 6=j

x− xi

xj − xi

=
ℓ(x)

ℓ′(xj)(x− xj)
=

ℓ(x)λj

x− xj

. (1.2)

Źıskáme tak nové vyjádřeńı Ln(x) nazývané modifikovaná Lagrangeova formule.

Ln(x) = ℓ(x)
n

∑

i=0

f(xi)
λi

x− xi

. (1.3)

Výhodou této formule je cena výpočtu Ln(x); napoč́ıtáme-li si váhy λj (O(n2)
operaćı), stoj́ı nás potom výpočet hodnoty pro každé x jen O(n) operaćı oproti
O(n2) operaćım pro každé x při poč́ıtáńı pomoćı formule (1.1). Nav́ıc pro vhodné
rozložeńı bod̊u jsou váhy (1.3) známé, popř́ıpadě lehce dopočitatelné.

Jelikož pro všechny g ∈ Pn plat́ı g =
∑n

i=0 g(xi)ℓi, źıskáme pro g ≡ 1 vyjádřeńı

1 =
n

∑

i=0

ℓi(x) = ℓ(x)
n

∑

i=0

λi

x− xi

.
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Odtud ℓ(x) = 1/
∑n

i=0
λi

x−xi
a dosazeńım do (1.3) dostaneme

Ln(x) =

∑n

i=0 f(xi)
λi

x−xi
∑n

i=0
λi

x−xi

. (1.4)

Toto vyjádřeńı je označováno jako barycentrická formule.

Daľśı zp̊usob jak spoč́ıst Ln je tzv. Newtonova formule. Označ́ıme f [x0, . . . ,xn]
koeficient u xn polynomu Ln interpoluj́ıćıho funkci f z C[a,b] v n + 1 r̊uzných
bodech x0, . . . ,xn, potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı. Poznamenejme, že koeficient
f [x0, . . . ,xn] se nazývá poměrná diference.

Věta 1.2. Necht’ Ln ∈ Pn splňuje Ln(xj) = f(xj) j = 0 . . . n, potom

Ln+1(x) = Ln(x) +

n
∏

i=0

(x− xi)f [x0, . . . ,xn+1] ,

kde Ln+1(xj) = f(xj), j = 0, . . . ,n + 1.

D̊ukaz. Lze nalézt v [5, str.48, Theorem 5.2]

Z tvrzeńı Věty 1.2 plyne indukćı

Ln(x) = f(x0) + (x− x0)f [x0,x1] + . . . .+

n−1
∏

i=0

(x− xi)f [x0, . . . ,xn]. (1.5)

Poznamenejme, že poměrnou diferenci lze jednoduše spoč́ıst podle vzorce

f [xj , . . . ,xj+k+1] =
f [xj+1, . . . ,xj+k+1]− f [xj , . . . ,xj+k]

xj+k+1 − xj

,

viz např́ıklad [5, str.50, Theorem 5.3]. Výhodou vyjádřeńı (1.5) je možnost při-
dávat daľśı body – interpolačńı uzly – bez změny předchoźıch koeficient̊u.

Věnujme se nyńı aproximačńım vlastnostem Lagrangeova interpolačńıho po-
lynomu Ln. Zaj́ımá nás, nakolik námi nalezený polynom Ln odpov́ıdá hledané
funkci f na celém intervalu a jak můžeme ovlivnit přesnost aproximace. Př́ımo
z definice interpolačńıho polynomu plyne rovnost Ln a f ve všech uzlech inter-
polace. Relevantńı otázkou je, zda s rostoućım n źıskáme lepš́ı a lepš́ı aproximace
dané funkce. Jinak řečeno, zaj́ımá nás, zda Ln konverguje stejnoměrně k f . Neńı
však těžké naj́ıt funkci, pro kterou bude rozd́ıl |f(x) − p(x)| > K pro všechna
K z R a x 6= xj , např́ıklad funkce

f(x) =

{

K x 6= xj , j = 0,...,n ,

−1 jinak .

Vid́ıme tedy, že bez jakýchkoliv dodatečných předpoklad̊u nejsme schopni ř́ıci nic
o chybové funkci

en(x) := f(x)− Ln(x) ,

a to dokonce ani pro spojité funkce.
Kvalitu aproximace zcela jistě ovlivňuje rozložeńı uzl̊u. Pokud by např́ıklad

byly všechny uzly (až na krajńı) soustředěny v bĺızkosti jednoho bodu, můžeme
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lokálně dostat velmi přesnou aproximaci, nicméně ve zbytku intervalu nemáme
o chováńı funkce f téměř žádnou informaci. Stejně tak je d̊uležitý počet uzl̊u
a tedy i stupeň polynomu – je zbytečné aproximovat lineárńı funkci polyno-
mem vysokého stupně, naopak pro funkci která kmitá bude potřeba uzl̊u v́ıce.
Informace o kvalitě aproximace dostaneme analýzou chybové funkce e.

Chceme-li odhad chyby en, muśıme klást nějaké požadavky na aproximovanou
funkci f .

Pokud předpokládáme spojitost, můžeme chybovou funkci psát pomoćı po-
měrných diferenćı zmı́něných výše. Mějme interpolačńı polynom Ln stupně n,
přidáme daľśı bod xn+1. Jelikož lze za xn+1 zvolit libovolný bod x r̊uzný od
předchoźıch interpolačńıch uzl̊u, plat́ı d́ıky Větě 1.2

f(x) = Ln+1(x) = Ln(x) +

n
∏

i=0

(x− xi)f [x0, . . . ,xn+1] ,

(využ́ıváme faktu, že f(xn+1) = Ln+1(xn+1)). Celkem dostaneme [3, str. 245-248]

en(x) = f(x)− Ln(x) =

n
∏

i=0

(x− xi)f [x0, . . . , xn, x] .

Předpokládáme-li nav́ıc, že f ∈ Cn+1[a,b], opakovanou aplikaćı Rolleovy věty
dostáváme pro chybovou funkci vyjádřeńı

en(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ℓ(x) ξx ∈ (a,b) .

Měńıme-li rozložeńı bod̊u xj , měńı se hodnota ξx a člen ℓ(x). Chováńı ℓ(x)
můžeme podstatně ovlivnit volbou uzl̊u, protože se jedná o monický polynom

s kořeny právě v uzlech x0, . . . , xn. I když rozložeńı uzl̊u ovlivńı chováńı f(n+1)(ξx)
(n+1)!

,
nedokážeme odhadnout, jak se tento člen změńı. Předpokládáme-li rozumné cho-
váńı (n + 1)-ńı derivace, potom je pro chováńı chyby podstatný člen |ℓ(x)|.

Chybu Lagrangeovy interpolace lze pro analytické funkce vyjádřit ve tvaru [2,
str. 67, sec 3.6]

en(x) =
1

2πi

∫

Γ

ℓ(x)f(t)

ℓ(t)(t− x)
dt ,

kde Γ je jednoduchá uzavřená křivka obsahuj́ıćı body xj ve svém vnitřku. Odtud

je vidět, že chyba v závislosti na n zálež́ı na poměru ℓ(x)
ℓ(t)

pro pevné libovolné x.
Dı́ky tomuto vyjádřeńı lze teoreticky studovat chováńı Ln pro r̊uzná rozložeńı
uzl̊u. Toto vyjádřeńı chyby je rozeb́ıráno také v [9, Kapitola 11].

1.2 Čebyševovy body

Výše jsme zmı́nili, že pro chováńı chyby je podstatný člen |ℓ(x)|. Jeho ve-
likost je ovlivněna volbou interpolačńıch uzl̊u. Chceme-li, aby chyba en(x) byla
malá na celém intervalu, potom je rozumnou strategíı zvolit takové interpolačńı
uzly xj , pro které bude |ℓ(x)| minimálńı. V této sekci zavedeme Čebyševovy po-
lynomy a Čebyševovy body. Dále ukážeme, že Čebyševovy body jsou ony hledané
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interpolačńı uzly, pro které nabývá |ℓ(x)| nejmenš́ı odchylky od nuly. Nakonec
ukážeme, jak lze pro tuto volbu uzl̊u zjednodušit formuli určuj́ıćı interpolant.

Uvažujme zobrazeńı z [−1,1] na [0,π] přǐrazuj́ıćı x hodnotu φ = arccos(x), od-
tud máme vztah x = cosφ. Uvažujme na [0,π] funkce 1, cos(φ), cos(2φ),. . . ,cos(kφ).
Těm odpov́ıdá sada funkćı T0(x) = 1, T1(x) = cos(arccos(x)) = x, T2(x) =
cos(2 arccos(x)), . . . , Tk(x) = cos(k arccos(x)). Použijeme součtové vzorce:

cos((k + 1)φ) + cos((k − 1)φ) = 2 cos(φ) cos(kφ) ,

odtud
Tk+1(x) + Tk−1(x) = 2xTk .

Odvodili jsme rekurentńı formuli pro výpočet Tk+1 a zároveň vid́ıme, že Tk+1 jsou
polynomy pro všechna k ∈ N∪{0} a vedoućı koeficient Tk+1 je 2

k. Takto źıskanou
posloupnost nazveme posloupnost́ı Čebyševových polynom̊u.

Vlastnosti Čebyševových polynomů nahlédneme přes transformaci x = cos(φ).
Pro kořeny polynomu Tk plat́ı 0 = cos(k arccos(x)), uprav́ıme na k arccos(x) =
(2j−1)π

2
pro j = 1, . . . ,k. Daľśı úpravou dostaneme vyjádřeńı kořen̊u

xj = cos

(

(2j − 1)

k

π

2

)

.

Pro extrémy plat́ı z definice maxx∈[−1,1] |Tk| = 1 a těchto extrémů se stř́ıdavě
nabývá v bodech

yj = cos

(

j

k
π

)

, j = 0, . . . ,k . (1.6)

Čebyševovy polynomy jsou ortogonálńı s váhou w(x) = 1√
1−x2 ve smyslu

∫ 1

−1

Tk(x)Tj(x)
1√

1− x2
dx =

∫ π

0

cos(kφ) cos(jφ)dφ =











0 k 6= j ,

π k = j = 0 ,
π
2

k = j 6= 0 .

Zaj́ımavou (a užitečnou) vlastnost Čebyševových polynomů popisuje následu-
j́ıćı věta.

Věta 1.3. Monický polynom Wk =
1

2k−1Tk minimalizuje maximum na [−1,1] přes
všechny monické polynomy z Pk.

D̊ukaz. Necht’ existuje Vk monický tak, že max |Vk| < max |Wk| na [−1,1]. V́ıme,
že Wk nabývá extrémů v bodech xj = cos

(

j

k
π
)

, j = 0, . . . ,k a že v těchto
bodech stř́ıdá znaménko. Potom nutně muśı platit Vk(x0) < Wk(x0), Vk(x1) >
Wk(x1), . . .. Tedy polynom (Wk − Vk) měńı k krát znaménko, tedy má k kořen̊u,
to ale neńı možné, protože (Wk −Vk) je stupně nejvýše k− 1 (jedná se o monické
polynomy).

Zvolme nyńı na [−1,1] interpolačńı uzly jako kořeny Čebyševova polynomu

Tk+1, tedy xj = cos
(

(2(n−j)−1)
n+1

π
2

)

, j = 0, . . . ,n, seřazeny vzestupně podle veli-

kosti. Potom je dle Věty 1.3 ℓ(x) = 1
2n
Tn+1 monický polynom s nejmenš́ı odchyl-

kou od nuly.
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Výše zmı́něné body se nazývaj́ı Čebyševovy body prvńıho druhu. V praxi se
pro uzly interpolace použ́ıvaj́ı v́ıce tzv. Čebyševovy body druhého druhu (dále
jen Čebyševovy body), volené jako extrémy Čebyševova polynomu Tk+1 namı́sto
kořen̊u, viz (1.6). Tyto body maj́ı analogické aproximačńı vlastnosti a nav́ıc obsa-
huj́ı krajńı body intervalu. Čebyševovým interpolantem funkce f potom nazveme
polynom interpoluj́ıćı f v Čebyševových bodech.

Dokážeme si nyńı dvě lemmata, pomoćı nichž odvod́ıme jednoduché vyjádřeńı
Čebyševova interpolantu založené na barycentrické formuli.

Lemma 1.4. Necht’ xj = cos
(

j

n
π
)

, j = 0, . . . ,n jsou Čebyševovy body na [−1,1].
Potom pro 0 ≤ m ≤ n plat́ı:

Tm(xj) = T2n−m(xj) = T2n+m(xj), j = 0, . . . ,n . (1.7)

D̊ukaz. Z definice si naṕı̌seme m-tý Čebyšev̊uv polynom Tm(x) a za x dosad́ıme
Čebyševovy body:

Tm(x) = cos(m arccos(x)), Tm(xj) = cos

(

m
j

n
π

)

.

Totéž zopakujeme pro polynomy T2n−m a T2n+m:

T2n−m(xj) = cos

(

(2n−m)
j

n
π

)

= cos

(

−m
j

n
π

)

= cos

(

m
j

n
π

)

,

T2n+m(xj) = cos

(

(2n+m)
j

n
π

)

= cos

(

m
j

n
π

)

.

Porovnáńım výsledk̊u dostáváme požadované tvrzeńı.

Vlastnosti (1.7) ř́ıkáme aliasing. Konkrétně pro m = n− 1 dostaneme

Tn+1(xj) = Tn−1(xj), j = 0, . . . ,n .

Potom 1
2n
(Tn+1(x) − Tn−1(x)) je monický polynom stupně n + 1, který nabývá

nuly v n + 1 bodech, tedy je určen jednoznačně. Jelikož ℓ(x) je také monický
a ℓ(xj) = 0, muśı platit

ℓ(x) =
1

2n
(Tn+1(x)− Tn−1(x)) .

Z ℓj(x) =
ℓ(x)λj

x−xj
dostaneme dosazeńım ℓj(x) =

λj

2n
Tn+1(x)−Tn−1(x)

x−xj
, dále, opět dosa-

zeńım, źıskáme

λj =
1

ℓ′(xj)
=

2n

(Tn+1(xj))′ − (Tn−1(xj))′
.

Na základě tohoto vyjádřeńı lze nyńı dokázat následuj́ıćı lemma.

Lemma 1.5. Pro Čebyševovy body je

λj =

{

(−1)j 2
n−1

n
j = 1, . . . ,n− 1 ,

1
2
(−1)j 2

n−1

n
j = 0,n .

(1.8)
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D̊ukaz. Viz [9, str.34, Theorem 5.2].

Pomoćı tohoto výsledku snadno dokážeme následuj́ıćı větu.

Věta 1.6. Čebyšev̊uv interpolant funkce f na [−1,1] v n+1 bodech je dán vztahem:

Ln(x) =

∑′n
j=0 f(xj)

(−1)j

x−xj

∑′n
j=0

(−1)j

x−xj

, (1.9)

kde
∑′

je suma, jej́ı̌z prvńı a posledńı člen je přenásoben 1
2
.

D̊ukaz. Ihned plyne z (1.4) (str. 4) dosazeńım.

Z tvaru (1.9) je dobře vidět výhodnost barycentrické formule – výpočet Ln(x)
stoj́ı pro každé x pouze O(n) operaćı. Nav́ıc se vyhneme poč́ıtáńı s velkými faktory
2n−1

n
, které jsou společné pro všechny λj a d́ıky tvaru barycentrické formule se

vykrát́ı.
Zamysleme se nad t́ım, jak ovlivńı lineárńı transformace [−1,1] na [a,b] formuli

(1.9). Uvažujme přirozenou transformaci y = x(b−a)+b+a

2
pro y ∈ [a,b], a,b ∈ R.

Dosad́ıme-li do obecného vzorce pro λi za yi =
xi(b−a)+b+a

2
, dostaneme po úpravě

λi =

(

2

b− a

)n−1
1

∏n

j 6=i(xi − xj)
.

To odpov́ıdá λi na intervalu [−1,1] přenásobené společným faktorem
(

2
b−a

)n−1
.

Můžeme ho tedy vytknout před sumy ve formuli (1.4) (str. 4) a zkrátit. Odtud
je vidět, že vyjádřeńı (1.9) lze použ́ıt i pro Čebyšev̊uv interpolant na obecném
intervalu [a,b], kde za xj dosad́ıme lineárně transformované body yj.

1.3 Čebyševovy řady

Čebyševovy polynomy tvoř́ı množinu funkćı ortogonálńıch vzhledem ke ska-
lárńımu součinu

〈f,g〉 :=
∫ 1

−1

f(x)g(x)
1√

1− x2
dx .

Ortogonálńı projekce funkce f do této množiny (uvažujeme-li prvńıch n + 1
Čebyševových polynomů) je potom prvkem nejlepš́ı aproximace funkce f (z Pn)
v indukované normě. Chtěli bychom vědět, kdy je funkce f součtem projekćı do
jednotlivých prvk̊u této množiny. Potom bychom j́ı mohli, podobně jako Taylor̊uv
rozvoj, zapsat sumou Čebyševových polynomů s vhodnými koeficienty. O tomto
rozvoji hovoř́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1.7 (Čebyševova řada). Jestlǐze je funkce f Lipschitzovská na intervalu

[−1,1], lze ji jednoznačně vyjádřit pomoćı Čebyševovy řady

f(x) =

∞
∑

i=0

aiTi(x) , (1.10)
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která je absolutně stejnoměrně konvergentńı s koeficienty danými vztahy

ak =
2

π

∫ 1

−1

f(x)Tk(x)√
1− x2

dx

pro k > 0, pro k = 0 je koeficient 2
π
zaměněn za 1

π
.

D̊ukaz. Zavedeme modul spojitosti

ω(f,[a,b], δ) := sup
x1,x2∈[a,b];|x1−x2|≤δ

|f(x1)− f(x2)| .

Potom Dini-Lipschitzovo kritérium (viz např́ıklad [6, str. 135]) ř́ıká: Jestliže spo-
jitá funkce f na intervalu I splňuje

lim
n→∞

(logn)ω

(

f, I,
1

n

)

= 0 , (1.11)

potom částečné součty Fourierovy řady (v našem př́ıpadě Čebyševovy řady) kon-
verguj́ı stejnoměrně k f na I. Speciálně, je-li f Lipschitzovská s konstantou L,
plat́ı

ω

(

f,[a,b],
1

n

)

≤ 1

n
L

a Dini-Lipschitzovo kritérium je splněno.
Pro d̊ukaz pomoćı komplexńı analýzy viz [9, str.15, Theorem 3.1.].

Každou Lipschitzovskou funkci lze vyjádřit Čebyševovou řadou (1.10). Částečný
součet této řady nazveme Čebyševovou projekćı

fn(x) :=

n
∑

i=0

aiTi(x) . (1.12)

Z předchoźıho plyne, že jednoznačně určený Čebyšev̊uv interpolant lze vyjádřit
v bázi Čebyševových polynomů:

pn(x) =

n
∑

i=0

ciTi(x) .

Zaj́ımá nás kvalita aproximace obou těchto polynomů. Vztah fn k p̊uvodńı
funkci f je jasný. Z Věty 1.7 plyne, že pro Lipschitzovskou f bude fn stejnoměrně
konvergovat k f . Výpočet Čebyševovy projekce však bude náročný kv̊uli vyhod-
nocováńı integrál̊u v koeficientech ak. Naproti tomu pn umı́me d́ıky (1.9) vyhod-
notit v O(n) operaćıch, ale nev́ıme zat́ım nic o jeho konvergenci s rostoućım n.
Chceme porovnat aproximačńı vlastnosti fn a pn. Pomoćı Lemmatu 1.4 (str. 7)
a následuj́ıćıho tvrzeńı o vztahu koeficient̊u ci a ai ukážeme chováńı chybových
funkćı f − pn a f − fn.

Věta 1.8. Necht’ f je Lipschitzovská na [−1,1], pn je jej́ı Čebyšev̊uv interpolant

v Pn, n ≥ 1, ci a ai jsou koeficienty jako výše. Potom

c0 = a0 + a2n + a4n + . . . ,

cn = an + a3n + a5n + . . . ,

a pro 1 ≤ k ≤ n− 1,

ci = ai + (ai+2n + ai+4n + . . . ) + (a−i+2n + a−i+4n + . . . ) .
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D̊ukaz. Čebyševova řada stejnoměrně absolutně konverguje k f . Můžeme tedy
jej́ı členy libovolně přerovnat. Vztahy pro cj, j = 0, . . . , n tak jednoznačně dávaj́ı
reálná č́ısla, jelikož odpov́ıdaj́ı přerovnané Čebyševově řadě vyhodnocené v x = 1.
Suma Čebyševových polynomů T0, . . . , Tn s koeficienty c0, . . . , cn je rovna poly-
nomu stupně n. Ten nabývá stejných hodnot jako f v Čebyševových bodech, zde
využ́ıváme Lemmatu 1.4 (str. 7), tedy se jedná o jednoznačně určený polynom
pn ∈ Pn.

Jako d̊usledek dostáváme absolutně konvergentńı řady pro f − fn a f − pn:

f(x)− fn(x) =

∞
∑

i=n+1

aiTi(x), (1.13)

f(x)− pn(x) =

∞
∑

i=n+1

ai(Ti(x)− Tmi,n
(x)), (1.14)

kde mi,n = |(i + n − 1)(mod 2n) − (n − 1)|. Hodnota
”
prvńıho“ m1,n je po-

tom n − 1, druhého n − 2 a tak dále až k mn,n = 0, následuj́ıćı hodnoty jsou
1; 2; 3; . . . a osciluj́ı s periodou 2n.

Hrubými odhady ||f−fn|| ≤
∑∞

i=n+1 |ai| a ||f−pn|| ≤
∑∞

i=n+1 2|ai| dostáváme
faktor poměru chyb 2

||f − pn|| ≤ 2||f − fn||,
ukážeme též ve Větě 1.11 (str. 11), d̊ukladněǰśı analýzou dostaneme dokonce fak-
tor π

2
viz [9, Theorem 16.1]. Jinak řečeno, pn je až na (rozumnou) konstantu stejně

kvalitńı aproximace jako fn, nav́ıc je levněǰśı na výpočet. Teoretické vlastnosti
Čebyševova interpolantu tak lze studovat skrze Čebyševovy projekce.

1.4 Konvergence

V úvodu jsme zmı́nili Weierstrassovu větu. Ta nám zaručuje existenci po-
lynomu, který danou spojitou funkci libovolně přesně stejnoměrně aproximuje.
Zaj́ımá nás, jak se budou chovat aproximace fn a pn obecné spojité funkce pro
n jdoućı k nekonečnu na pevně dané množině interpolačńıch uzl̊u. Lze dokázat
následuj́ıćı tvrzeńı:

Necht’ máme pro každé n daný systém n + 1 r̊uzných interpolačńıch uzl̊u na

intervalu [a,b]. Potom existuje f ∈ C([a,b]) taková, že ||f − pn||∞ diverguje pro

n → ∞, kde pn je interpolantem funkce f v daných uzlech. Tento fakt dokázal Fa-
ber v roce 1914. Lze ho odvodit např́ıklad jako d̊usledek Kharshiladze-Lozinskiho
vět, viz [1, str.214-215].

Naštěst́ı pro většinu funkćı, mimo patologické př́ıpady na hranici spojitosti,
Čebyševovy interpolanty stejnoměrně konverguj́ı (dostatečně rychle pro praktické
použit́ı). Jak uvid́ıme v následuj́ıćım, se zvyšuj́ıćı se hladkost́ı funkce f roste
i rychlost stejnoměrné konvergence Čebyševových řad a interpolant̊u pro n → ∞.
Za dostatečně hladké funkce pro praktické použit́ı můžeme považovat např́ıklad
funkce f splňuj́ıćı Dini-Lipschitzovo kritérium (1.11).

Označme p∗n ∈ Pn nejlepš́ı stejnoměrnou aproximaci funkce f . Z teorie apro-
ximace v́ıme, že p∗n existuje a je dána jednoznačně (Pn splňuje tzv. Haarovu
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podmı́nku). Jacksonovy věty nám dávaj́ı rychlost konvergence O(n−ν) pro nej-
lepš́ı aproximaci za předpokladu, že je funkce f ν-krát spojitě diferencovatelná.
Pro mnoho funkćı dostáváme experimentálně (pro Čebyševovy interpolanty) kon-
vergenci o jeden řád rychleǰśı. To lze pozorovat v př́ıpadě, kdy derivace řádu ν+1
sice neńı spojitá, ale má omezenou totálńı variaci. O tomto chováńı Čebyševových
interpolant̊u hovoř́ı následuj́ıćı věty.

Věta 1.9. Označme V ∈ R totálńı variaci funkce f a necht’ f má omezenou

totálńı variaci. Pak pro koeficienty ak, k ≥ 1, Čebyševovy řady funkce f plat́ı

|ak| ≤
2V

πk
.

Věta 1.10. Uvažujme spojitou funkci f na intervalu [−1,1]. Necht’ f má absolutně

spojité derivace řádu 1, . . . , ν − 1, ν ∈ N. Označme V ∈ R totálńı variaci f (ν)

a necht’ f (ν) má omezenou totálńı variaci. Potom pro k ≥ ν+1 splňuj́ı koeficienty

ak Čebyševovy řady funkce f

|ak| ≤
2V

πk(k − 1) · · · (k − ν)
≤ 2V

π(k − ν)ν+1
.

D̊ukaz. Viz [9, str.48, Theorem 7.1.]

Odtud a z Věty 1.7 (str. 8) dostáváme odhad chyby Čebyševova interpolantu
a projekce.

Věta 1.11. Za předpoklad̊u Věty 1.10 s ν ≥ 1 plat́ı pro všechna n > ν

||f − fn||∞ ≤ 2V

πν(n− ν)ν
, ||f − pn||∞ ≤ 4V

πν(n− ν)ν
.

D̊ukaz. Chybu ||f−fn||∞ vyjádřenou ve tvaru (1.13) (str. 10) odhadneme sumou
absolutńıch hodnot a dosad́ıme odhad pro koeficienty ak z Věty 1.10 a dostaneme

||f − fn||∞ ≤
∞
∑

k=n+1

|ak| ≤
2V

π

∞
∑

k=n+1

1

(k − ν)ν+1
.

Tuto sumu můžeme odhadnout integrálem

∫ ∞

n

1

(x− ν)ν+1
dx =

1

ν(n− ν)ν
.

Pro ||f − pn||∞ použijeme (1.14) (str. 10) a analogický postup s 2|ak| mı́sto |ak|.

Z výše dokázaného je př́ımo vidět, že má-li ν-tá derivace f omezenou totálńı
variaci, potom je rychlost konvergence pro n → ∞ řádu O(n−ν).
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1.5 Lebesgueova konstanta

Uvažujme nyńı operátor A přǐrazuj́ıćı funkci f jej́ı interpolačńı polynom pn
daný formuĺı (1.1) (str. 3). Z jej́ıho tvaru je př́ımo vidět, že A je lineárńı, nav́ıc
je projekćı na Pn: pro q ∈ Pn máme A(q) = g, g je polynom stupně n, který
se rovná q v n + 1 bodech, tedy q, g jsou identické. Na vlastnosti polynomiálńı
interpolace tedy můžeme nahĺıžet skrze vlastnosti operátoru A.

Při popisu konvergence, či možné divergence, polynomiálńıch interpolant̊u
hraje d̊uležitou roli tzv. Lebesgueova konstanta Λ. Tu definujeme jako ∞ - normu
operátoru A,

Λ := sup
||f ||∞=1

||A(f)||∞ .

Lebesgueova konstanta nám ř́ıká, jaké maximálńı hodnoty může nabývat po-
lynomiálńı interpolant funkce z jednotkového kruhu v C([−1,1]).

Z formule (1.1) (str. 3) můžeme Lebesgueovu konstantu vyjádřit pomoćı
Lagrangeových polynomů ℓj. Definujme Lebesgueovu funkci pro danou množinu
xj bod̊u z intervalu [−1,1] jako

λ(x) :=

n
∑

i=0

|ℓi(x)| .

Lemma 1.12. Uvažujme f ∈ C([−1,1]), ||f ||∞ ≤ 1. Hodnota Lebesgueovy funkce

je v každém bodě x ∈ [−1,1] věťśı nebo rovna hodnotě interpolantu pn(x) k funkci

f . Hodnota Lebesgueovy konstanty je maximum Lebesgueovy funkce na [−1,1],

Λ = sup
x∈[−1,1]

λ(x) .

D̊ukaz. Z (1.1) (str. 3) pro libovolné pevné x ∈ [−1,1] dosáhneme maximálńı hod-
noty pn(x), pokud f bude nabývat v bodech xj hodnot ±1 se stejným znaménkem
jako má ℓj(x). Supremum hodnot λ(x) na [−1,1] je potom (z definice normy
operátoru) Λ.

Lebesgueova konstanta je významná při zkoumáńı vlastnost́ı interpolantu. Je-
li totiž Lebesgueova konstanta dostatečně

”
malá“, potom je interpolant

”
dobrý“.

Jestliže Λ je Lebesgueova konstanta pro interpolant p funkce f (bez újmy na
obecnosti uvažujme ||f ||∞ ≤ 1) na dané množině interpolačńıch uzl̊u, potom
||p||∞ ≤ Λ. Tedy ||f − p||∞ může být rovna Λ + 1. Velká Lebesgueova konstanta
potom znamená možnost velké chyby interpolace.

Pomoćı chyby nejlepš́ı aproximace a Lebesgueovy konstanty můžeme odhad-
nout chybu interpolantu.

Věta 1.13. Necht’ Λ je Lebesgueova konstanta lineárńı projekce L z C([−1,1]) do
Pn. Necht’ f ∈ C([−1,1]), p = L(f) je interpolant a p∗ je nejlepš́ı polynomiálńı

aproximace f . Potom

||f − p|| ≤ (Λ + 1)||f − p∗|| .
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D̊ukaz. Uvažujme funkci f−p∗. Aplikujeme na ni operátor L: L(f−p∗) = p−p∗,
tedy p− p∗ je interpolantem k f − p∗. Z definice Lebesgueovy konstanty máme:

||p− p∗|| ≤ Λ||f − p∗|| .

Dále plat́ı f − p = (f − p∗)− (p− p∗), po znormováńı

||f − p|| ≤ ||(f − p∗)||+ ||(p− p∗)|| ≤ (1 + Λ)||(f − p∗)|| .

Uved’me ještě jedno tvrzeńı, hovoř́ıćı obecněji o lineárńıch projekćıch. To uka-
zuje, že Čebyševova interpolace je téměř optimálńı.

Věta 1.14. Necht’ L je omezená lineárńı projekce z C([−1,1]) do Pk. Potom plat́ı

||L|| ≥ 1

2
||R0 +Rk|| ,

kde Rk přiřazuje funkci f jej́ı Čebyševovu projekci fk.

D̊ukaz. Lze nalézt v [5, str.208, Theorem 17.4]

Ukázali jsme, že operátor přǐrazuj́ıćı funkci interpolant je lineárńı projekćı.
Věta 1.13 nám dává odhad přesnosti interpolace v závislosti na Lebesgueově
konstantě a chybě nejlepš́ı aproximace. Jinými slovy, máme-li malou Λ, potom
má námi zkonstruovaný interpolant normu chyby bĺızkou k normě chyby nejlepš́ı
aproximace a lze předpokládat, že je dobrou aproximaćı. Jak může být Λ malá?
Jak se Λn chová pro n → ∞? Odpovědi na tyto otázky nám prozrad́ı mnoho
o kvalitě Čebyševových interpolant̊u a projekćı.

Následuj́ıćı věta shromažd’uje poznatky z celého předešlého stolet́ı a jasně
vymezuje chováńı polynomiálńıch interpolant̊u na Čebyševových a ekvidistantně
dělených bodech pomoćı Lebesgueovy konstanty.

Věta 1.15. Lebesgueova konstanta Λn pro polynomiálńı interpolant stupně n ≥ 0
na libovolné množině n+ 1 uzl̊u na intervalu [−1,1] splňuje

Λn ≥ 2

π
log(n + 1) + 0.52125 . . . ,

kde 0.52125 . . . je 2
π

(

γ + log 4
π

)

, č́ıslo γ ≈ 0.577 je Eulerova konstanta.

Pro Čebyševovy body plat́ı

Λn ≤ 2

π
log(n + 1) + 1 a Λn ∼ 2

π
log(n), n → ∞ .

Pro ekvidistantně dělené body plat́ı

Λn >
2n−2

n2
a Λn ∼ 2n+1

en log n
, n → ∞ ,

s prvńı nerovnost́ı pro n ≥ 1.
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Už jsme zmı́nili, že neexistuje sada bod̊u taková, aby polynomiálńı interpo-
lant na těchto bodech konvergoval pro všechny spojité funkce. Věta 1.15 ř́ıká,
že rychlost divergence Lebesgueovy konstanty je alespoň logaritmická. Zároveň
nám však pro Čebyševovy body logaritmický r̊ust Λn zaručuje i horńım odha-
dem. Źıskáváme tak odpovědi na výše položené otázky: Pro Čebyševovy body
je Λn i v nejhorš́ım př́ıpadě shora omezena rozumnou meźı a roste pomaleji
než libovolný polynom – totiž logaritmicky. Pro ilustraci, Čebyšev̊uv interpolant
v 100001 bodech nejhorš́ıch možných dat (spojitá funkce, v supremové normě
menš́ı nebo rovna jedné) je polynom stupně 100000 s maximálńı hodnotou menš́ı
než 9,3. Znamená to sice chybu velikosti přes 8, nicméně jedná se o nejhorš́ı
možný př́ıpad a polynom poměrně vysokého stupně. Naproti tomu pro ekvi-
distantńı děleńı máme z Věty 1.15 možnu divergenci Λn dokonce exponenciálńı.
Stejné maximálńı hodnoty jako pro Čebyševovy body dosáhneme už pro 12 bod̊u!
Nav́ıc z Věty 1.13 dostaneme horńı odhad chyby Čebyševova interpolantu: 9,3
násobek chyby nejlepš́ı aproximace, tedy méně než jedno platné desetinné mı́sto.
Ztrátu přesnosti dvou cifer nepřekroč́ıme ani pro polynom stupně 1066. Pokud
bychom měli nejlepš́ı aproximaci p∗ na úrovni strojové přesnosti ε a znali jej́ı
stupeň n, potom Čebyšev̊uv interpolant zkonstruovaný na n + 1 bodech by měl
přesnost v nejhorš́ım př́ıpadě 102ε ≈ 10−14.
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Kapitola 2

Chebfun – numerické poč́ıtáńı

s funkcemi

V předchoźı kapitole jsme popsali teorii Čebyševových projekćı a Čebyševo-
vých interpolant̊u. Nyńı představ́ıme software využ́ıvaj́ıćı tuto teorii k aproximaci
funkćı a pomoćı něho ilustrujeme některé výsledky předchoźı kapitoly. Dále prove-
deme několik drobných pozorováńı a nakonec se zaměř́ıme na použitelnost tohoto
softwaru v r̊uzných oblastech matematiky.

2.1 Idea toolboxu Chebfun

Chebfun je open source toolbox procedur rozšǐruj́ıćı MATLAB o možnost nu-
merického poč́ıtáńı s funkcemi. Přesněji řečeno, Chebfun rozšǐruje MATLABovské
př́ıkazy pro poč́ıtáńı s vektory a maticemi na operace s funkcemi a operátory.

Zavád́ı proměnnou typu chebfun, což je struktura, v ńıž jsou uloženy vhodné
parametry pro reprezentaci funkce jedné proměnné definované na intervalu [a,b]
pomoćı polynomu. Přet́ıžeńı MATLABovských př́ıkaz̊u nám umožňuje pracovat
s proměnnou chebfun podobně jako s vektorem. Např́ıklad sum(f) vrát́ı součet
složek vektoru, pokud f je vektor. Pokud je f chebfun, dostaneme použit́ım
sum(f) hodnotu určitého integrálu př́ıslušné funkce na intervalu [a,b]. Chebfun
v současné době neńı možné použ́ıvat ve freewarovém Octave (který má syntax
kompatibilńı s MATLABem). Vývojáři Chebfunu zat́ım neplánuj́ı upravit toolbox
tak, aby byl použitelný s jiným programem než MATLAB.

Implementace Chebfunu je založena na aproximaci funkce Čebyševovým inter-
polantem. K dosažeńı maximálńı přesnosti aproximace v dané aritmetice poč́ıtače
je pro každou funkci potřeba jiný počet interpolačńıch uzl̊u. Jednoduché funkce
stač́ı interpolovat v deśıtkách bod̊u, složitým funkćım nemuśı stačit desetitiśıce.
Ke zjǐstěńı ideálńıho počtu bod̊u se využ́ıvá adaptivńı algoritmus, který nastav́ı
počet uzl̊u automaticky bez nutnosti zásahu ze strany uživatele.

V následuj́ıćıch kapitolách budeme použ́ıvat výraz
”
poč́ıtačově přesný“ ve

významu: přesný na maximálńı počet cifer v rámci dané aritmetiky. V double
precision to znamená 15 platných cifer. Poč́ıtačově přesná aproximace potom
neznamená chybu velikosti ε ≈ 10−15, ale relativńı chybu vzhledem k velikosti
funkčńıch hodnot. Pokud je např́ıklad hodnota přesného řešeńı nějaké úlohy řádu
103, je spočtený výsledek lǐśıćı se o 10−12 považovatelný za poč́ıtačově přesný.
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Velikost chyby je sice ≈ 10−12 nicméně jsme dosáhli maximálńı možné přesnosti
v dané aritmetice.

2.2 Stručný pr̊uvodce

Zakladńım a nejd̊uležitěǰśım př́ıkazem je chebfun, který vytvoř́ı proměnnou
typu chebfun ze vstupńıch dat. Těmi může být anonymńı funkce, např́ıklad
@(x) gamma(x) nebo řetězec (string), např́ıklad ’sin(15*x)’. Anonymńı fun-
kćı zde rozumı́me jakýkoliv objekt, který se chová jako funkce. Jednoduchou
anonymńı funkci si můžeme napsat i na řádce: f = @(x) x.^2;. Funkce f vraćı
druhou mocninu zadaného č́ısla, voláme ji jako klasickou funkci jedné proměnné:
f(v), v je vektor hodnot. Část @(x) udává jaký je vstupńı parametr funkce –
proměnnou. Pomoćı ńı a běžných operaćı definujeme libovolnou funkci. Můžeme
také využ́ıt jednu z mnoha předdefinovaných funkćı jako v př́ıkladu výše, kde
použ́ıváme funkci gamma odpov́ıdaj́ıćı (x− 1)! pro x přirozené.

Daľśım nepovinným parametrem je interval na jakém chceme funkci aproxi-
movat. Výchoźı interval je nastaven na [−1,1]. Rozd́ıl v zadáńı funkce sin(x) na
intervalech [−1,1] a [0,2π] je následuj́ıćı:

f = chebfun(’sin(x)’);

ff = chebfun(’sin(x)’,[0,2*pi]);

subplot (1,2,1), plot(f), title (’sin(x) na [-1,1]’)

subplot (1,2,2), plot(ff), title (’sin(x) na [0,2\pi]’)
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−1

−0.5

0

0.5

1
sin(x) na [−1,1]

0 1 2 3 4 5 6
−1

−0.5

0

0.5

1
sin(x) na [0,2π]

V chebfun-proměnné f nyńı máme uloženou funkci se kterou budeme dále pra-
covat. Můžeme ji např́ıklad vykreslit př́ıkazem plot(f). MATLAB může tento
př́ıkaz správně provést, přestože je f jiného typu než klasický plot vyžaduje.
Toho je dosaženo přet́ıžeńım př́ıkazu, které spoč́ıvá v napsáńı nové procedury
se stejným jménem jaké použ́ıvá MATLAB. Při zavoláńı plot(f) se podle typu
proměnné f volá bud’ procedura p̊uvodńı, nebo procedura nová – když je pro-
měnná typu chebfun. Pokud si necháme vypsat výstup (vynecháńım středńıku)
dozv́ıme se na jakém intervalu se pohybujeme, jakého stupně je polynom aproxi-
muj́ıćı zadanou funkci, hodnoty v krajńıch bodech a velikost chyby aproximace:

f =

chebfun column (1 smooth piece)

interval length endpoint values

[ -1, 1] 14 -0.84 0.84

Epslevel = 1.110223e-15. Vscale = 8.414710e-01.
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Použijeme-li k vykresleńı př́ıkaz plot(f,’.-’) uvid́ıme vyznačené hodnoty v Če-
byševových bodech. Křivka mezi nimi je poč́ıtána pomoćı barycentrické formule
(1.9) (str. 8). Jak jsme zmı́nili výše, př́ıkaz sum(f) vrát́ı hodnotu určitého in-
tegrálu z f přes interval [−1,1]. Dále uvedeme př́ıklad s anonymńı funkćı, ten-
tokrát na uživatelem zvoleném intervalu [0.5,5]:

g = chebfun(@(x) gamma(x)-2*pi,[.5,5]);

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−10

−5

0

5

10

15

20
Posunuta funkce gamma

Pokud bychom chtěli naj́ıt kořeny této funkce, stač́ı zadat r = roots(g). Př́ıkaz
roots hledá kořeny pomoćı vlastńıch č́ısel tzv. colleague matice, podrobněji se
o tomto postupu zmı́ńıme ve třet́ı kapitole. Takto jednoduše jsme vyřešili ne-
triviálńı úlohu nalezeńı kořen̊u funkce, která je definovaná integrálem. Nutno
upozornit, že výsledek je spoč́ıtán numericky, ve standardńı double precision arit-
metice. Dosad́ıme-li však hodnoty do posunuté gamma funkce gamma(r).-2*pi,
uvid́ıme, že se pohybujeme na úrovni poč́ıtačové přesnosti. Samozřejmě nás za-
j́ımá rychlost výpočtu. Pomoćı dvojice př́ıkaz̊u tic a toc zjist́ıme, jak dlouho
trvá vytvořit chebfun-proměnnou a spoč́ıtat kořeny gamma funkce. Dále se ještě
pod́ıváme na přesnost výpočtu dosazeńım r do posunuté funkce gamma:

clear

tic; g = chebfun(@(x) gamma(x)-2*pi,[0,5]); r = roots (g); toc

Elapsed time is 0.651924 seconds.

gamma(r)-2*pi

ans =

1.7764e-15

Daľśı možnost jak źıskat chebfun1 je pomoćı jiného chebfunu. Nadefinujeme si

”
proměnnou“ x: x = chebfun(’x’) (jedná se vlastně o lineárńı funkci f(x) = x)
a pomoćı ńı definujeme chebfun. Pokud bychom chtěli pracovat s funkćı x

1+x2 ,
můžeme použ́ıt syntax:

1Proměnná typu chebfun je autory toolboxu často označovaná pouze jako chebfun, s malým
ch. Toolbox je označován Chebfun s velkým Ch.
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x = chebfun(’x’);

h = x./(1+x.^2);

−1 −0.5 0 0.5 1
−0.5

0

0.5
Racionalni funkce

Tento zp̊usob je ekvivalentńı zadáńı h = chebfun(’x./(1+x.^2)’);. Proměnné
typu chebfun se vždy konstruuj́ı stejným zp̊usobem, bez závislosti na zp̊usobu
zadáńı. Nemuśıme se omezovat jen na operace sč́ıtáńı, násobeńı a děleńı. Stejným
zp̊usobem bychom mohli vytvořit i náš prvńı př́ıklad:

f = sin(x);

Při tomto zp̊usobu zadáváńı je třeba dát si pozor na tečku při zápisu mocněńı,
děleńı a daľśıch operaćı, které MATLAB nemá definované pro vektory. Umı́stěńı
tečky před takovou operaci ř́ıká, že se má pracovat po složkách. Dále muśıme po-
zorně pracovat s intervaly, na kterých jsou chebfuny definované. Máme-li dva cheb-
funy f a g, oba na stejném intervalu, můžeme je mezi sebou sč́ıtat, násobit, mocnit
a podobně. Pokud jsou f a g definované na jiných intervalech, tyto operace použ́ıt
nemůžeme. Chceme-li i přesto takovou operaci provést, muśıme sáhnout k cheb-
funu složenému z v́ıce část́ı, viz ńıže. Použ́ıváme-li x = chebfun(’x’), všechny
chebfuny vytvořené pomoćı x budou na intervalu [−1,1]. Chceme-li použ́ıvat jiný
interval, je nutné zadat na začátku:
x = chebfun(’x’,[požadovaný_interval]).
Předvedeme př́ıklad špatného použit́ı interval̊u. Nejdř́ıve chceme pracovat s funkci
sin(x) na intervalu [0,8π], potom si to rozmysĺıme a zkuśıme rozš́ı̌rit funkci na
větš́ı interval [−2π,10π].

x=chebfun(’x’,[0,8*pi]);

f=chebfun(sin(x),[-2*pi,10*pi]);

Vše vypadá v pořádku, nadefinujeme si
”
proměnnou“ x a pokuśıme se vyrobit

sin(x) ovšem na větš́ım intervalu. Dostaneme tak:
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Chybne zadana funkce

Stalo se to, že Chebfun spoč́ıtal Čebyšev̊uv interpolant pro sin(x) na intervalu
[0,8π]. Do takto źıskaného polynomu následně dosadil hodnoty [−2π,10π] a ty vy-
kreslil. Výsledek je vlastně výpočetně správný (na [0,8π] odpov́ıdá funkci sin(x)),
od požadovaného se ovšem výrazně lǐśı.

Ted’, když umı́me sestrojit chebfun, se pod́ıváme na operace, které s ńım
můžeme provádět. Zadáńım methods chebfun si necháme vypsat většinu přı́kazů.
Co který př́ıkaz dělá zjist́ıme pomoćı help chebfun/přı́kaz.

Během objevováńı možnost́ı Chebfunu brzy naraźıme na funkce které nejsou
hladké. Chceme-li např́ıklad pracovat s |x|, dostaneme:

f = chebfun(’abs(x)’);

Warning: Function not resolved using 65537 pts. Have you tried

’splitting on’?

> In chebfun.constructor>constructorNoSplit at 114

In chebfun.constructor at 63

In chebfun.chebfun>chebfun.chebfun at 219

Nab́ızené nastaveńı
”
splitting on“ dovoluje vytvořit chebfun z funkćı které

jsou po částech hladké. Každé této části se ř́ıká
”
fun“. Uprav́ıme-li vstup na:

f = chebfun(’abs(x)’,’splitting’,’on’);

dostaneme chebfun sestávaj́ıćı ze dvou fun̊u. Vynecháńım středńıku si necháme
vypsat počet fun̊u a pro každý z nich stejné informace jako v př́ıpadě hladké
funkce:

f =

chebfun column (2 smooth pieces)

interval length endpoint values

[ -1, 1.2e-17] 2 1 0

[ 1.2e-17, 1] 2 -2.2e-16 1

Epslevel = 1.110223e-15. Vscale = 1.000000e+00. Total length = 4.

Funkce |x| je d̊ukladně studována v teorii aproximace2. Použijeme-li interpolaci
polynomem na celém intervalu [−1,1], dostaneme výrazně pomaleǰśı konvergenci

2Stač́ı nahlédnout např́ıklad do [1] nebo [9]
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než pro interpolaci racionálńı funkćı. Rozděleńı intervalu nám v tomto př́ıpadě
ještě v́ıce usnadńı práci.

Po částech hladký chebfun můžeme také sestrojit př́ımo: do složené závorky
oddělené čárkou zadáme hladké funkce, druhým argumentem jsou děĺıćı body
zapsané jako vektor.

x = chebfun(’x’,[-1,4]);

f = chebfun({x.^2, 1, sin(3*x)},[-1 1 2 4]);
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Funkce slozena z funu

Vyrobili jsme funkci která odpov́ıdá x2 na [−1,1], 1 na [1,2] a sin(3x) na [2,4].
Některé př́ıkazy automaticky spust́ı hledáńı vhodných bod̊u pro rozděleńı

funkce na funy. Např́ıklad abs(f) nejdř́ıve najde kořeny f a v nich rozděĺı zadanou
funkci. Daľśım takovým př́ıkazem je max(a,b), popř́ıpadě min(a,b). Použijeme
abs na funkci f vytvořenou výše. Všimněme si, že nedostaneme chybovou hlášku.

h=abs(f);
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Automaticky splitting

Nutno ještě poznamenat, že ne vždy se vyplat́ı mı́t zapnuté děleńı funkce. To
lze pozorovat např́ıklad na funkci sin(x) na intervalu [0,1000π]. Bez rozdělováńı
dostaneme chebfun v́ıce jak 20 krát rychleji a potřebujeme celkově o třetinu méně
interpolačńıch uzl̊u.

20



tic;f = chebfun(’sin(x)’,[0,1000*pi],’splitting’,’on’), toc

f = chebfun column (32 smooth pieces); Total length = 2748.

Elapsed time is 0.772135 seconds.

tic;f = chebfun(’sin(x)’,[0,1000*pi]), toc

f = chebfun column (1 smooth piece); Length = 1684.

Elapsed time is 0.035766 seconds.

2.3 Jak Chebfun vytvář́ı chebfun

Data tvoř́ıćı chebfun jsou koeficienty Čebyševovy řady (1.12) (str. 9) př́ıslušné
k zadané funkci. Hlavńı problém je určit potřebný počet koeficient̊u n postačuj́ıćı
k tomu, aby zadaná funkce byla pro poč́ıtač nerozlǐsitelná od Čebyševova in-
terpolantu. Chceme mı́t n malé abychom neukládali zbytečně moc dat a ne-
prováděli v́ıce operaćı, než je nezbytně nutné a zároveň dostatečně velké, abychom
nepřicházeli o žádnou informaci a dostali co nejlepš́ı aproximaci v rámci možnost́ı
dané aritmetiky. Pro dané n Chebfun spoč́ıtá prvńıch n koeficient̊u Čebyševovy
řady zadané funkce a zkoumá jejich velikost. Pokud několik z nich za sebou
spadne pod hranici poč́ıtačové přesnosti, potom je toto n vyhodnoceno jako
vyhovuj́ıćı a je provedeno př́ıpadné odstraněńı přebytečných koeficient̊u. T́ım
uprav́ıme – zmenš́ıme n. Chebfun postupně zkouš́ı r̊uzná n, ty jsou z technických
d̊uvod̊u volena jako n = 2l + 1. Během konstrukce je využ́ıváno jednoznačného
vztahu mezi hodnotami funkce v Čebyševových bodech a aproximacemi koefi-
cient̊u Čebyševovy řady. Pomoćı rychlé Fourierovy transformace (FFT) umı́me
rychle přej́ıt od hodnot k aproximaćım koeficient̊u3. Celý proces vypadá následo-
vně: nejdř́ıve Chebfun spoč́ıtá hodnoty funkce v 9 Čebyševových bodech, pomoćı
FFT spočte prvńıch 9 koeficient̊u Čebyševovy řady a zkontroluje, zdali jsou do-
statečně malé. Jestliže je odpověd’ NE, Chebfun zkuśı 17 bod̊u, potom 33, pak
65 a tak dále. Ve chv́ıli kdy je počet bod̊u vyhodnocen jako vhodný, odstrańı
se zbytek koeficient̊u, které jsou zanedbatelné – pod úrovńı poč́ıtačové přesnosti.
Źıskáme tak č́ıslo k určuj́ıćı potřebný počet interpolačńıch bod̊u. Těm odpov́ıdá
k koeficient̊u Čebyševovy řady – těchto k č́ısel tvoř́ı data definuj́ıćı konkrétńı che-
bfun. Pro vykresleńı by stačilo znát pouze č́ıslo k a zadaný interval, uchováńı koe-
ficient̊u však umožńı dále pracovat s chebfunem (např́ıklad hledat kořeny funkce).
Pokud by nestačilo ani 65537 bod̊u, Chebfun se pokuśı (pokud má tuto možnost
povolenou) funkci rozdělit na v́ıce interval̊u a na každém z nich aproximovat funkci
zvlášt’.

Vypǐsme si na ukázku koeficienty chebfunu odpov́ıdaj́ıćıho funkci cos(x). Ke
zjǐstěńı koeficient̊u slouž́ı př́ıkaz chebpoly.

x = chebfun(’x’); f = cos(x); a = chebpoly(f);

format long, a(end:-1:1)’

3Koeficienty jsou dány integrály. Ty nepoč́ıtáme přesně, ale pouze aproximujeme pomoćı
FFT.
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ans =

0.765197686557967

0

-0.229806969863801

0

0.004953277928220

0

-0.000041876676005

0

0.000000188446883

0

-0.000000000526123

0

0.000000000001000

0

-0.000000000000001

Všimněme si, že posledńı koeficient (u T14 ) už je na hranici poč́ıtačové přesnosti.
Stačilo tedy vyzkoušet 9 a 17 bod̊u, výsledný polynom je stupně 14, použ́ıt všech
17 koeficient̊u by bylo zbytečné.

Pro složitěǰśı funkce by bylo nepřehledné vypisovat koeficenty. Lepš́ı je vy-
kreslit je do grafu. Ukažme jednu takovou komplikovanou funkci4

f = chebfun(exp(5*x).*sin(100*x));
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Komplikovana funkce

Vykresleme si graf absolutńıch hodnot koeficient̊u:

a = chebpoly(f); semilogy(abs(a(end:-1:1)))

grid on, title(’Absolutnı́ hodnoty koeficientů’)

4Vzali jsme rychle kmitaj́ıćı nekonečně hladkou funkci.
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Z grafu vid́ıme, že až do stupně přibližně 100 jsou všechny koeficienty významné
a nemaj́ı klesaj́ıćı tendenci. Muśıme tedy vźıt v́ıce koeficient̊u. Ty už rychle
klesaj́ı k nule a kolem stupně 140 dosáhnou poč́ıtačové přesnosti. Přesnou hodnotu
k źıskáme př́ıkazem length(f):

ans =

141

Sestrojený chebfun je polynom na 141 bodech – tedy stupně 140. K tomuto
výsledku bylo nutno spoč́ıtat koeficienty pro 257 bod̊u, Chebfun následně usoudil,
že jsou již dostatečně malé a zanedbal koeficienty pro k = 257, 256, . . . , 142.

Mı́sto př́ıkaz̊u chebpoly a semilogy můžeme použ́ıt speciálńı Chebfunovský
př́ıkaz chebpolyplot se stejným efektem. To ukážeme na funkci s jedńım vrcho-
lem5:

f = exp(x)./(1+10000*x.^2);
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5Funkce ze cvičeńı v [9, Kapitola 3].
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Jej́ı koeficienty vykresĺıme:

chebpolyplot(f), grid on,

title(’Absolutnı́ hodnoty koeficientů’)
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Přestože jde o napohled výrazně jednodušš́ı funkci, pomoćı length(f) zjist́ıme,
že je potřeba 2783 bod̊u k dosažeńı uspokojivé přesnosti aproximace. Za to může
chováńı jej́ıch derivaćı.

Pro vyhodnoceńı chebfunu v konkrétńım bodě je pak využita barycentrická
formule (1.9) (str. 8), pro kterou stač́ı znát stupeň polynomu k. Stupeň poly-
nomu můžeme také zadat ručně jako nepoviný parametr. Chceme-li aproximovat
např́ıklad funkci tanh(x) polynomem stupně k, stač́ı napsat:

f = chebfun(’tanh(x)’,k+1)

Zvolme k = 4,8,16, spočteme fk+1 – interpolanty v k + 1 bodech a porovnejme
výsledky s chebfunem f spoč́ıtaným v programem zvoleném počtu bod̊u.

f = chebfun(’tanh(x)’);

for n = 1 : 3

pb = 2^(n+1)+1;

g = chebfun(’tanh(x)’,pb);

e = abs(f-g);

end
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I když nepozorujeme žádný vizuálńı rozd́ıl, je chyba |fk − f | řádu postupně
10−2, 10−4, 10−9. Počet bod̊u Chebfunem považovaný za dostatečný je 30.

Vzhledem ke zp̊usobu konstrukce chebfunu je přirozené si položit následuj́ıćı
otázku. Co se stane, pokud od nějakého k budou koeficienty ak zanedbatelně
malé, ale velikost koeficientu al, k ≪ l bude srovnatelná s max{a1, . . . , ak}? Pokud
bychom následovali výše popsaný postup, za potřebný počet interpolačńıch bod̊u
by bylo vyhodnoceno k. Přǐsli bychom tedy o část informace a dostali bychom
reprezentaci úplně jiné funkce. Udělejme tedy experiment s funkćı, pro kterou
a1 = a5000 = a10000 a zbytek koeficient̊u je nulový:

p=chebfun(’x+cos(5000*acos(x))+cos(10000*acos(x))’);

a vykresleme velikost koeficient̊u:
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Tri nenulove koeficienty

Je jasně vidět, že byly použity všechny nenulové koeficienty. Chebfun pravděpo-
dobně při vyhodnocováńı vhodného počtu bod̊u provád́ı zpětnou kontrolu. Jelikož
Chebfun má k dispozici hodnoty zadané funkce fj v Čebyševových bodech, neńı
výpočetně náročné přej́ıt od spoč́ıtaných koeficient̊u inverzńı Fourierovou trans-
formaćı zpět k hodnotám f̃j. Potom je možné zkoumat velikost chyby |fj − f̃j |.
Pokud je chyba velká, spoč́ıtali jsme aproximaci nepřesně a muśıme vźıt v úvahu
v́ıce koeficient̊u.
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Kapitola 3

Praktické ukázky využit́ı

softwaru Chebfun

V posledńı kapitole se zaměř́ıme na možná využit́ı softwaru Chebfun. V prvńı
řadě je to oblast teorie aproximaćı. Zde je Chebfun možné použ́ıt nejen k výzkumu
ale také k výuce a s jeho pomoćı demonstrovat dosažené výsledky. Na oficiálńıch
stránkách programu http://www.chebfun.org/examples/ jsou k nalezeńı zaj́ı-
mavé př́ıklady z r̊uzných oblast́ı matematiky, např́ıklad lineárńı algebry, obyčej-
ných diferenciálńıch rovnic, statistiky nebo optimalizace. Dále je možné program
použ́ıt např́ıklad při hledáńı kořen̊u funkce nebo při řešeńı diferenciálńıch rovnic.

3.1 Obrázky ke kapitole 1

V této sekci použijeme Chebfun k ilustraci výsledk̊u z prvńı kapitoly. Začneme
t́ım, že si necháme vykreslit Čebyševovy body a Čebyševovy polynomy.

Čebyševovy body jsou kolmou projekćı bod̊u rovnoměrně rozmı́stěných na
jednotkové kružnici na osu x. Na spoč́ıtáńı samotných Čebyševových bod̊u má
Chebfun př́ıkaz chebpts(počet_bodů). Vykresĺıme si 21 Čebyševových bod̊u:

pom = linspace(0,pi,21);

bodykruh = cos(pom)+i*sin(pom);

chebbody = chebpts(21);

hold on

for j = 2:21

plot ([chebbody(22-j) bodykruh(j)],’linewidth’,0.7)

end

plot(chebbody,0*chebbody,’.’)

plot(bodykruh,’.-’)
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Z obrázku je patrné jejich hromaděńı u krajńıch bod̊u intervalu. Chebfun stan-
dardně použ́ıvá Čebyševovy body druhého druhu. Kdybychom chtěli pracovat
s Čebyševovými body prvńıho druhu, stač́ı zadat nepovinný parametr chebkind(1).
Je možné přenastavit výchoźı typ bod̊u zadáńım:

chebfunpref.setDefaults(’tech’,@chebtech1)

K vykresleńı Čebyševových polynomů použijeme chebfunovský př́ıkaz chebpoly.
Vykresĺıme si polynomy stupně 1, 2, 3, 8, 16 a 32.

for n = 1:3

T = chebpoly(n);

TT = chebpoly(2^(2+n));

subplot (2,3,n), plot(T),

subplot (2,3,3+n), plot(TT),

end
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Tyto polynomy nabývaj́ı extrémů velikosti ±1 v Čebyševových bodech. Pro po-
rovnáńı si vykresĺıme čtvrtý Lagrange̊uv polynom stupně 8 na dev́ıti ekvidistantně
dělených bodech.

d = domain(-1,1); s = linspace(-1,1,9); y= [0 0 0 1 0 0 0 0 0];

p = interp1(s,y,d);

plot(p), hold on, plot(s, p(s), ’.’)
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Okamžitě vid́ıme, že maximálńı hodnota je větš́ı než u odpov́ıdaj́ıćıho Čebyševova
polynomu. Postupnou úpravou Lagrangeových polynomů jsme odvodili barycent-
rickou formuli (1.4) (str. 4), kterou jsme dále hojně využ́ıvali. Vyzkoušejme nyńı
experimentálně rychlost vyhodnocováńı Čebyševova interpolantu pomoćı bary-
centrické formule. K tomuto účelu si sestroj́ıme velmi složitou funkci1.

x = chebfun(’x’);

f = tanh(5*sin(20*exp(3*x)))./(3+sin(200*x).^3)+

+cos(3*x).*exp(4*sin(5*x))./(1+500*cos(x).^2);

length(f)

ans =

35217

Nyńı necháme vzniklý polynom vyhodnotit v 10 000 bodech, ty vykresĺıme a změ-
ř́ıme potřebný čas:

tic, plot(f,’numpts’,10000,’.’); toc

Elapsed time is 0.028684 seconds.

Za takto krátkou dobu jsme schopni vyhodnotit polynom stupně 35 000 v 10 000
bodech. Zkuśıme ručně nastavit stupeň polynomu na jeden milion2 a pod́ıváme
se na změnu rychlosti:

p = chebfun(f, 1000001);

body = 2*rand(1,1000)-1;

tic, hodnoty = p(body); toc

Elapsed time is 1.617791 seconds.

Spoč́ıtali jsme takto tiśıc hodnot polynomu stupně milion za přibližně jeden a p̊ul
vteřiny. Vid́ıme, že i pro opravdu velké stupně polynomů jsme pořád schopni
poč́ıtat v řádu vteřin.

V sekci 1.3 porovnáváme chováńı pn a fn. Nyńı si demonstrujeme, jak se
tyto dva polynomy lǐśı a jaký je vztah jejich chyb pn − f a fn − f . K to-
muto účelu nám poslouž́ı jednodušš́ı funkce sin(e2x)3 (černě), k jej́ıž aproxi-
maci Chebfun použije 49 bod̊u. My si zkonstruujeme Čebyšev̊uv interpolant

1Jde o komplikovaněǰśı variantu funkce použité v [9].
2Pokud zadáme počet bod̊u ručně, je možné obej́ıt maximum 65537 bod̊u nastavené Cheb-

funem.
3Funkce, která se nejdř́ıve měńı pozvolně a postupně zrychluje své kmitáńı.
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(červeně) a Čebyševovu projekci (zeleně), oboje stupně 8 a porovnáme přesnost
aproximace a velikost chyby. K źıskáńı projekce použijeme nepovinný parametr
’trunc’,’počet_členů_řady’ př́ıkazu chebfun.

f = sin(exp(2*x));

pn = chebfun(f,9);

fn = chebfun(f,’trunc’,9);
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K tomu si vykresĺıme obě chybové funkce p8 − f a f8 − f .
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Necháme si ještě vykreslit chybové funkce pro p32 − f a f32 − f .

pn = chebfun(f,33);

fn = chebfun(f,’trunc’,33);
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Z obrázk̊u jsou patrné o něco lepš́ı aproximačńı vlastnosti projekce. Pro 33 inter-
polačńıch uzl̊u je však rozd́ıl v chybě aproximace velmi malý. Z druhého obrázku
je také možné pozorovat poměr chyb π

2
zmiňovaný v prvńı kapitole. Za povšimnut́ı

stoj́ı fakt, že obě chybové funkce kmitaj́ı téměř se stejnou frekvenćı, lǐśı se pouze
hodnoty. To je d̊usledek skutečnosti, že Čebyševova interpolace je téměř nejlepš́ı
aproximaćı, jej́ıž chybová funkce kmitá (Čebyševova ekvioscilačńı věta).

Dále jsme zkoumali rychlost konvergence. Ukážeme si lineárńı rychlost kon-
vergence Čebyševova interpolantu funkce |x|.

f = abs(x); n = (1:32); err = [];

for i = 1:32

pn = chebfun(f,i+1); err=[err, norm(f-pn,inf)];

end

loglog(n,1./n,’r’), hold on, loglog(n,err,’.’)
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Vykreslili jsme maximálńı chybu pn pro n rovno 1 až 32 v̊uči n−1. Vid́ıme, že pro
sudá n rychlost konvergence přesně odpov́ıdá n−1, pro n lichá je chyba o něco
málo menš́ı, pokles je ovšem také lineárńı. Vezmeme nyńı funkci, která má ne-
spojitou třet́ı derivaci f = |e1.5x sin(10x)|3 a vykresĺıme si chybu interpolan̊u pn
pro n rovno 1 až 64 oproti n−3.

f = abs(exp(1.5*x).*sin(10*x)).^3;

n = (1:64);

err = [];

for i = 1:64

pn = chebfun(f,i+1); err = [err, norm(f-pn,inf)];

end

loglog(n,n.^-3,’r’), hold on, loglog(n,err,’.’)
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Vid́ıme, že maximálńı chyba se zmenšuje přibližně stejně rychle jako n−3, pokles
však nastává později. To je dáno velikost́ı totálńı variace třet́ı derivace funkce
f . Pro funkci |x| je hodnota totálńı variace prvńı derivace rovna dvěma (snadno
spoč́ıtáme). K určeńı totálńı variace třet́ı derivace druhé funkce využijeme př́ıkaz
diff a fakt, že totálńı variace funkce f je rovna ||f ′||1.

tv = @(g) norm(diff(g),1);

tv(diff(f,3))

ans =

2.6008e+06

Oba tyto výsledky odpov́ıdaj́ı tvrzeńı Věty 1.11 a demonstruj́ı vliv velikosti
totálńı variace na velikost chyby ||f − pn||∞.

Mluvili jsme také o Lebesgueově konstantě a jej́ı roli při popisu konvergence.
Pomoćı Chebfunovského př́ıkazu lebesgue(uzly_interpolace) jednoduše źı-
skáme jak Lebesgueovu funkci, tak i Lebesgueovu konstantu pro dané interpolačńı
uzly. Nejdř́ıve se pod́ıváme na ekvidistantně dělené body.

for i = 1:6

pts=linspace(-1,1,2^(i)); [lam, Lam] = lebesgue(pts);

end
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Na obrázku vid́ıme rychlý nár̊ust hodnot Lebesgueovy funkce, zvláště u krajńıch
bod̊u ±1. Pro 16, 32 a 64 bod̊u je osa y škálovaná logaritmicky. Velikost př́ısluš-
ných Lebesgueových konstant je postupně:

1

1.6311

6.9297

512.3515

1.2658e+07

2.7543e+16

To přibližně odpov́ıdá tvrzeńı Věty 1.15 (str. 13). Pro 64 bod̊u máme dolńı odhad
Λ63 >

261

632
= 5.8 ∗ 1014, a přibližný odhad

Λn ∼ 264

63 ∗ e ∗ log 63 = 2.6 ∗ 1016.

To zhruba koresponduje se źıskanou hodnotou 2.7543 ∗ 1016.
Tento výsledek srovnáme s Čebyševovými body:

for i = 1:4

pts=chebpts(2^(2*i)); [lam, Lam] = lebesgue(pts);

end
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Lebesgueova funkce pro Cebysevovy body

Maximálńı hodnoty je oproti ekvidistantńım bod̊um nabýváno uprostřed inter-
valu. Na prvńı pohled je vidět, že i pro 256 bod̊u nabývá Lebesgueova funkce
poměrně ńızkých hodnot. To ilustruje vhodnost Čebyševových bod̊u pro stej-
noměrnou aproximaci funkce. Odpov́ıdaj́ıćı Lebesgueovy konstanty jsou (přidáme
ještě Lebesgueovu konstantu pro 1024 a 4096 bod̊u, vykreslovat pro tolik bod̊u
Lebesgueovu funkci by bylo zbytečné):

1.6667

2.6867

3.6001

4.4902

5.3746

6.2576

Ty opět odpov́ıdaj́ı odhad̊um z Věty 1.15 (str. 13). Pro 1024 bod̊u máme horńı
odhad Λ1023 ≤ 2

π
log(1024) + 1 = 5.4127 a spočtenou hodnotu 5.3746. Pro 40964

bod̊u je přibližná hodnota Λ4095 ∼ 2
π
log(4095) = 5.295 ještě stále podhodnocená.

Čebyševovy interpolanty vykazuj́ı dobré aproximačńı vlastnosti. Na závěr je
proto porovnáme s nejlepš́ı aproximaćı.

Ke spočteńı nejlepš́ı aproximace funkce f (reprezentované chebfunem) stupně
n použijeme př́ıkaz remez(f,n). Jako testovaćı funkci vezmeme |x| s nespoji-
tou derivaćı a spočteme obě aproximace stupně 128. Pod́ıváme se na rychlost
výpočtu a vykresĺıme si chybové funkce. Chyba Čebyševovy interpolace je vy-
kreslena červeně, chyba nejlepš́ı aproximace zeleně.

f = abs(x);

tic, best = remez(f,128); toc

tic, cheb = chebfun(f,129); toc

Elapsed time is 0.830048 seconds.

Elapsed time is 0.010085 seconds.

4Výpočet Lebesgueovy funkce a konstanty pro 4096 bod̊u trval několik hodin.

33



−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−5

0

5
x 10

−3 Chyba Cebysevovy interpolace proti chybe nejlepsi aproximace

Maximálńı chyba nejlepš́ı aproximace je samozřejmě menš́ı. Nicméně mimo okoĺı
bodu nespojitosti derivace je Čebyšev̊uv interpolant dokonce lepš́ı než nejlepš́ı
aproximace. Nav́ıc, spoč́ıst nejlepš́ı aproximaci pomoćı Remezova algoritmu je
osmdesátkrát pomaleǰśı. Porovnáme ∞ a 2-normu5 obou chyb. Dvojkovou normu
zde voĺıme jako nástroj ke změřeńı celkové velikosti chyby, oproti porovnáváńı
maxima v př́ıpadě ∞-normy.

chybabestinf = norm(f-best,inf)

chybachebinf = norm(f-cheb,inf)

chybabest2 = norm(f-best,2)

chybacheb2 = norm(f-cheb,2)

chybabestinf =

0.0022

chybachebinf =

0.0047

chybabest2 =

0.0022

chybacheb2 =

0.0009

I když je nejlepš́ı aproximace dvakrát lepš́ı v ∞-normě, ve dvojkové normě je
dvakrát horš́ı. Vezmeme ještě nekonečněkrát diferencovatelnou funkci sin(3x)e2x.
Tentokrát chceme aproximace stupně 16.

f = sin(3*x).*exp(2*x);

tic, best = remez(f,16); toc

tic, cheb = chebfun(f,17); toc

Elapsed time is 0.093442 seconds.

Elapsed time is 0.007466 seconds.

5Uvažujeme standardńı L2 normu.
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−10 Porovnani chyby aproximaci pro hladkou funkci

Opět vid́ıme výrazný rozd́ıl v potřebném výpočetńım čase. Pod́ıváme se ještě na
normy chyb.

chybabestinf =

1.0921e-10

chybachebinf =

2.1944e-10

chybabest2 =

1.0916e-10

chybacheb2 =

1.7744e-10

Jako v předchoźım př́ıpadě je chyba nejlepš́ı aproximace v ∞-normě dvakrát
menš́ı. Ve dvojkové normě je opět lepš́ı Čebyšev̊uv interpolant. Tyto výsledky uka-
zuj́ı výhodnost použit́ı Čebyševových bod̊u a interpolant̊u pro numerické poč́ıtáńı.
Za krátký výpočetńı čas dostáváme aproximaci srovnatelnou s nejlepš́ı aproximaćı
(ne-li lepš́ı). Nav́ıc se nemuśıme omezovat na pouhé poč́ıtáńı s funkcemi. Některá
možná využit́ı Chebfunu si představ́ıme v následuj́ıćı sekci.

3.2 Hledáńı kořen̊u funkce

Populárńı zp̊usob, jak nalézt kořeny monického polynomu vyjádřeného v mo-
nomiálńı bázi, je řešit úlohu nalezeńı vlastńıch č́ısel companion matice sesta-
vené z koeficient̊u polynomu. Takto funguje MATLABovský př́ıkaz roots, který
k nalezeńı vlastńıch č́ısel použ́ıvá QR algoritmus. Tato metoda je za určitých
předpoklad̊u numericky stabilńı – nalezne kořeny polynomu, který je bĺızký tomu
zadanému. Jsou však velmi dobře známy př́ıklady, kdy i velmi malá změna koefi-
cient̊u může znamenat velkou rozd́ılnost kořen̊u, viz např́ıklad [10]. Jinak řečeno,
kořeny polynomů mohou být velmi citlivé na malé změny koeficient̊u a bĺızkost
koeficient̊u polynomů obecně nezaručuje bĺızkost kořen̊u. Jednou z možnost́ı, jak
zamezit numerickým problémům, je reprezentovat polynom v jiné polynomiálńı
bázi takové, že kořeny polynomu jsou lépe podmı́něnou funkćı koeficient̊u poly-
nomu v této bázi. Dobrým kandidátem je báze Čebyševových polynomů. Matice
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složená z koeficient̊u polynomu reprezentovaného v této bázi se nazývá colleague

matice. Vanni Noferini a Javier Pérez v současném článku zaslaném k publikaci
[4] dokázali, že touto metodou pro polynom p spočteme kořeny polynomu p̃, pro
který plat́ı

||p− p̃||
||p|| = O(ε)||p|| ,

kde ε znač́ı strojovou přesnost a ||p|| je definovaná jako
√

∑n−1
k=0 a

2
k, ak jsou koe-

ficienty polynomu v bázi Čebyševových polynomů. Poč́ıtáńı kořen̊u polynomu
p pomoćı colleague matice je zpětně stabilńı, pokud je ||p|| rozumně velká.

Jelikož Chebfun reprezentuje všechny funkce jako polynomy a ukládá př́ıslušné
koeficienty, nepotřebujeme k sestaveńı colleague matice poč́ıtat nic nav́ıc. Imple-
mentace v Chebfunu nav́ıc obsahuje rekurzivńı děleńı intervalu na podintervaly
v př́ıpadě, že je př́ıslušný chebfun stupně v́ıc jak 100. Dı́ky tomu neřeš́ıme problém
vlastńıch č́ısel pro matici větš́ı jak 100× 100. Podrobněǰśı popis je možné nalézt
v [9, Kapitola 18].

3.3 Spektrálńı metody

V této sekci nast́ıńıme princip řešeńı diferenciálńıch rovnic pomoćı spektrál-
ńıch metod. Ve čtvrté sekci pak ukážeme, jak lze takové rovnice řešit pomoćı
Chebfunu a pokuśıme se numericky vyřešit problém konvekce-difúze, u kterého
očekáváme numerické problémy. Podrobný popis spektrálńıch metod lze nalézt
v Trefethenově knize [8], jejich implementaci v Chebfunu je věnována kapitola 21
v [9].

Libovolný polynom q ∈ Pn je jednoznačně určen svými hodnotami na n + 1
bodech. Stejně tak i jeho derivace q′. Necht’ {xj} je daná množina n + 1 bod̊u.
Přechod od hodnot q(xj) k hodnotám q′(xj) je lineárńı, dá se tedy realizovat
pomoćı násobeńı matićı (n + 1) × (n + 1). Tato matice se nazývá diferenčńı

matice a znač́ıme j́ı Dn. Uvažujme množinu dvojic (xj ,fj), j = 1, . . . ,n. Necht’

p je polynom, pro který plat́ı p(xj) = fj. Potom vektor p′ = (p′(x0), . . . , p
′(xn))

T

můžeme spoč́ıst jako p′ = Dnp, kde p = (p(x0), . . . , p(xn))
T . Prvky matice Dn =

{dij}ni,j=0 lze př́ımo určit z (1.1) a (1.2) (str. 3). Uvažujme polynom p ve tvaru
(1.1), potom p′(x) =

∑n

i=0 fiℓ
′
i(x) a hodnota dij je rovna ℓ′j(xi). Ke spočteńı ℓ′j(xi)

použijeme vzorec (1.2). Pro prvky matice dij dostáváme vyjádřeńı

dij =

{

ℓ′j(xi) =
ℓ′(xi)λj

xi−xj
− ℓ(xi)λj

(xi−xj)2
=

λj

λi(xi−xj)
pro i 6= j,

ℓ′j(xj) =
∑

k 6=j
1

(xk−xj)
pro i = j.

Pro Čebyševovy body je λj dáno vzorcem (1.8) (str. 7). Hodnoty vyšš́ıch derivaćı
lze źıskat opakovanou aplikaćı diferenčńı matice Dn, ν-té derivaci odpov́ıdá Dν

np.
Ilustrujme nyńı použit́ı diferenčńıch matic. V kapitole 2 jsme zmı́nili, že pro

aproximaci funkce f(x) = tanh(x) je potřeba 30 bod̊u, jej́ı interpolant pf je
jednoznačně určen vektorem hodnot pf v 30 bodech. Vezmeme-li diferenčńı ma-
tici D = D30, můžeme operátor L : f → 5f − 2f ′ + f ′′ aproximovat matićı
L = 5I − 2D + D2, kde I je jednotková matice. Aproximaćı L(f) je polynom
jednoznačně určený hodnotami Lpf . Toho lze využ́ıt při řešeńı diferenciálńıch
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rovnic, kde potřebujeme nalézt aplikaci inverze daného operátoru na funkci pravé
strany. Řeš́ıme-li např́ıklad rovnici 5u−2u′+u′′ = g, hledáme vlastně L−1(g). Při
reprezentaci operátoru L matićı převedeme problém na řešeńı soustav lineárńıch
rovnic Lpu = pg.

Chebfun umı́ př́ıkazem D = chebop(@(u) diff(u)); sestrojit operátor od-
pov́ıdaj́ıćı derivaci, reprezentovaný diferenčńı matićı D. Matici konkrétńıho roz-
měru N vytvoř́ıme zadáńım DN = D(N). Nemuśıme se omezovat pouze na jedno-
duchou derivaci, operátor L zmı́něný výše sestroj́ıme př́ıkazem

L = chebop(@(u) 5*u - 2*diff(u) + diff(u,2));

Objekty D a L se nazývaj́ı
”
linear chebop“ a v Chebfunu nejsou uloženy jako ma-

tice, ale jako předpisy jak sestrojit matici daného rozměru. Pokud je do D zadán
argument (hodnota N), Chebfun sestroj́ı matici typu N × N . Pokud je D apli-
kován na chebfun f pomoćı operace násobeńı D*f, je sestrojena matice velikosti
length(f) a výstupem je chebfun odpov́ıdaj́ıćı derivaci f.

Pro řešeńı diferenciálńıch rovnic potřebujeme ještě zadat okrajové podmı́nky.
Uvažujme rovnici 5u − 2u′ + u′′ = 0 s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami
u(−1) = u(1) = 0. Ty zadáme př́ıkazem L.bc = ’dirichlet’;. Zadanou rovnici
vyřeš́ıme jednoduše pomoćı zpětného lomı́tka a pravé strany: u = L\0;. Takto
źıskané u je proměnná typu chebfun. Velikost matice se v tomto př́ıpadě určuje au-
tomaticky tak, aby bylo dosaženo poč́ıtačové přesnosti. Změńıme-li pravou stranu
na sin(x) a počátečńı podmı́nky na u(−1) = 1, u(1) = 2, bude zadáńı vypadat
následovně:

L = chebop(@(u) 5*u - 2*diff(u) + diff(u,2));

L.lbc = 1; L.rbc = 2;

x = chebfun(’x’);

f = sin(x);

u = L\f;

Neumannovy okrajové podmı́nky zadáme př́ıkazem L.bc = ’neumann’;, pro jiný
interval než [−1,1] použijeme nepovinný parametr při definováńı operátoru:

D = chebop(@(u) diff(u),[a,b]);

Můžeme definovat i operátor s proměnnými koeficienty, např́ıklad L = u′ + xu
vytvoř́ıme př́ıkazem

L = chebop(@(u,x) diff(u) + x.*u);

Chebfun zvládá řešit i nelineárńı problémy, této problematice je věnována samo-
statná kapitola v http://www.chebfun.org/docs/guide/chebfun_guide.pdf.

3.4 Experiment

V posledńı sekci použijeme Chebfun k řešeńı dvou obyčejných diferenciálńıch
rovnic. Jako prvńı vyřeš́ıme rovnici s nekonstantńımi koeficienty

u(x)′′ − sin(x)u(x)′ + xu = 0

na intervalu [−10,10] s okrajovými podmı́nkami u(−10) = 1, u(10) = −1.
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L = chebop(@(x,u) diff(u,2) - sin(x).*diff(u) + x.*u, [-10, 10]);

L.bc = ’dirichlet’; L.lbc = 1; L.rbc = -1;

u=L\0;

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10
Reseni ulohy s nekonstantnimi koeficienty

Pod́ıváme se ještě na přesnost numerického řešeńı pomoćı př́ıkazu norm(L*u).

ans =

5.1291e-10

Obdrželi jsme poměrně přesné řešeńı netriviálńı úlohy.

Pro druhý experiment zvoĺıme rovnici konvekce-difúze. Ta popisuje např́ıklad
š́ı̌reńı nečistot v řece. Nečistoty jsou unášeny proudem – konvektivńı složka po-
psaná prvńı derivaćı – a zároveň prob́ıhá difúze – tu reprezentuje druhá derivace.
V jedné dimenzi dostáváme rovnici

−εu′′(x) + a(x)u′(x) + b(x)u(x) = f(x) 0 < x < 1 u(0) = u(1) = 0,

kde a, b, f jsou zadané funkce a ε je kladná konstanta. Protože prouděńı má
dominantńı vliv na š́ı̌reńı nečistot, uvažujeme ε ≪ 1. Podrobný popis problému
konvekce-difúze a jeho numerického řešeńı lze nalézt např́ıklad v [7].

Uvažujme konkrétně problém

− εu′′(x) + u′(x) = 1 0 < x < 1 u(0) = u(1) = 0, (3.1)

polož́ıme-li ε = 0 dostáváme rovnici u′(x) = 1, která pro zadané okrajové
podmı́nky nemá řešeńı v množině spojitých funkćı. Odtud lze tušit numerické
problémy při řešeńı rovnice (3.1) pro malé hodnoty ε. A vskutku, pro přesné
řešeńı (3.1)

u(x) = x− exp(−1−x
ε
)− exp(−1

ε
)

1− exp(−1
ε
)

plat́ı
1 = lim

x→1
lim
ε→0

u(x) 6= lim
ε→0

lim
x→1

u(x) = 0 .

Odtud vyplývá, že řešeńı se rychle měńı s x bĺıž́ıćım se k 1. Pod́ıvejme se, jak si
s touto rovnićı porad́ı Chebfun pro r̊uzné volby ε.
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for i = 1 : 6

L = chebop(@(u) -1*(10^-(i/2))*diff(u,2) + diff(u),[0,1]);

L.bc = ’dirichlet’;

L.lbc = 0; L.rbc=0;

u=L\1;

subplot(6,1,i), plot(u)

end

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2
0.4

Reseni pro ruzne hodnoty ε

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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0.5
1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5
1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5
1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5
1

ε = 10−1

ε = 10−1/2

ε = 10−3/2

ε = 10−2

ε = 10−5/2

ε = 10−3

Vid́ıme, jak se při zmenšuj́ıćım se ε vytvář́ı výrazný propad řešeńı těsněji u krajńı-
ho bodu 1. Přibĺıž́ıme-li si numerické řešeńı pro ε = 10−5, můžeme vidět zač́ınaj́ıćı
kmitáńı.

0.9965 0.997 0.9975 0.998 0.9985 0.999 0.9995 1

0.996

0.997

0.998

0.999

1

Zacinajici kmitani pro ε = 10−5

Zvoĺıme-li ε = 10−6 numerické řešeńı začne výrazně kmitat a přestane odpov́ıdat
přesnému řešeńı.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−40

−20

0

20

40
Kmitajici reseni pro ε = 10−6

V [7, str. 127] je popsáno řešeńı pomoćı Shishkinových śıt́ı. Důležitou roli zde
hraje tzv. mesh transition point lež́ıćı, v našem př́ıpadě, mezi bodem 1

2
a 1.

Inspirováni t́ımto, zkuśıme zpřesnit numerické řešeńı pro ε ≤ 10−6 soustředěńım
se pouze na interval [a,1]. Potřebujeme ještě okrajovou podmı́nku v bodě a, tu
zvoĺıme jednoduše jako u(a) = a (dosazeńım a do přesného řešeńı můžeme ověřit,
že na většině intervalu se přesné řešeńı chová pro malá ε lineárně). Po vyzkoušeńı
několika hodnot nebylo těžké určit pro ε = 10−6, 10−7, 10−8 vhodné a po řadě
0.9, 0,999 a 0,99999.

for i = 1 : 3

j = 5+i; k = 2*i-1;

L = chebop(@(u) -1*(10^-j)*diff(u,2) + diff(u),[1-10^-k,1]);

L.lbc = 1-10^-(2*i-1); L.rbc=0;

u=L\1;

subplot(3,1,i), plot(u)

end

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
0

0.5

1

Reseni na [a,1] pro ruzna ε

0.999 0.99910.99920.99930.99940.99950.99960.99970.99980.9999 1
0

0.5

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

0.5

1

a = 0.99999

ε = 10−8

ε = 10−7

a = 0.999

a = 0.9

ε = 10−6

Jednoduchým zápisem na pár řádk̊u dostaneme řešeńı v několika sekundách.
Spoč́ıst řešeńı pro všechna výše uvedená ε (oba for cykly) zabralo celkem

clear

tic

.

40



.

.

toc

Elapsed time is 3.636012 seconds.

Výše zmı́něná úprava nám dovolila źıskat rozumné numerické řešeńı pro větš́ı
rozsah hodnot ε, nedá se však aplikovat na všechny problémy. V obecném př́ıpadě
(interval [0,1], zadané okrajové podmı́nky u(0) a u(1)) bychom mohli zkusit
např́ıklad Schwarzovu metodu na dvou překrývaj́ıćıch se oblastech. V intervalu
zvoĺıme dva body a, b, a < b a postupujeme iteračně. V prvńım kroku spočteme
řešeńı ub1 na intervalu [0,b] s libovolnou okrajovou podmı́nkou ub1(b). V druhém
kroku spoč́ıtáme řešeńı ua1 na intervalu [a,1] s okrajovou podmı́nkou ua1(a) =
ub1(a). Dále spočteme ub2 s okrajovou podmı́nkou ub2(b) = ua1(b)... Pokračujeme,
dokud uan(b) = ubn(b)±e, e je zvolená tolerance (popř́ıpadě ubn+1(a) = uan(a)±e).

Lb = chebop(dany_operator,[0,b]);

La = chebop(dany_operator,[a,1]);

Lb.lbc = dana_podminka; Lb.rbc=0;

ub=L\prava_strana;

for i = 1:potrebny_pocet_iteraci

La.lbc = ub(a); La.rbc=dana_podminka;

ua=L\prava_strana;

Lb.lbc = dana_podminka; Lb.rbc=ua(b);

ub=L\prava_strana;

end

Tato úloha představuje demonstraci toho, že na některé problémy nelze použ́ıt
Chebfun př́ımo. Lze jej ale využ́ıt při konstrukci metody pro řešeńı daného pro-
blému. V našem př́ıpadě jsme se omezili na část intervalu a odhadli jsme okrajové
podmı́nky. Navrhli jsme také Schwarzovu metodu se dvěma překrývaj́ıćımi se ob-
lastmi. Pro náš problém se však ukázalo, že Schwarzova metoda je velmi citlivá na
volbu hranic obou oblast́ı a na př́ıslušné okrajové podmı́nky. Nepodařilo se nám
nalézt vhodné parametry, které by vedly k numericky stabilńımu výpočtu apro-
ximace řešeńı. Řeš́ıme-li úlohu s takto problematickým chováńım numerického
řešeńı, je zcela jistě potřeba založit numerickou metodu na dobré znalosti a ana-
lýze dané diferenciálńı rovnice. Takový požadavek však přesahuje hranice této
bakalářské práce.
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Závěr

Autoři Chebfunu se snaž́ı vytvořit efektivńı nástroj, který by umožňoval po-
č́ıtat v MATLABu s funkcemi podobně jako s č́ısly. Ideou je na patnáct platných
cifer aproximovat zadané funkce a tuto přesnost udržet při každé operaci s nimi, to
všechno bez větš́ıch časových nárok̊u. Do velké mı́ry se jim to podařilo. Přesnost
výpočt̊u je obvykle opravdu 15 cifer, u komplikovaných funkćı na hraně spoji-
tosti nebo u nehladkých funkćı může docházet, a také docháźı, ke ztrátě několika
platných cifer, viz např́ıklad závěr kapitoly 5 v [9]. Rychlost, s jakou jsou provádě-
ny operace, je vynikaj́ıćı. Na běžném poč́ıtači trvalo spoč́ıtat a vykreslit všechny
výše uvedené experimenty (s výjimkou výpočtu Lebesgueovy funkce a konstanty
pro 1024 a 4096 bod̊u) méně jak minutu. Pokusy zadat Chebfunu funkci tak, aby ji
nebyl schopný aproximovat byly neúspěšné (nepoč́ıtáme-li např́ıklad Weierstras-
sovu funkci), na konci kapitoly 2 jsme ukázali jeden takový pokus a schopnost
Chebfunu zpětně kontrolovat své výpočty.

Samotné použ́ıváńı Chebfunu bylo občas zkomplikováno ne vždy přehlednou
nápovědou a nemožnost́ı provádět některé základńı operace s chebfuny. Neńı
např́ıklad možné seč́ıst dva chebfuny na intervalech [a,b], [b,c] a vytvořit tak che-
bfun složený ze dvou fun̊u na intervalu [a,c]. Tento proces se dá obej́ıt složitěǰśı
konstrukćı. Daľśım př́ıkladem je absence možnosti dělit interval při řešeńı dife-
renciálńıch rovnic. Možné řešeńı jsme nast́ınili na konci předchoźı kapitoly.

Existuj́ı programy poč́ıtaj́ıćı s funkcemi analyticky. Výstupem potom často
bývá velmi složitý výraz, jehož vyhodnoceńı je časově náročné. Některé problémy
nejsou dokonce analyticky v̊ubec řešitelné. Numerické řešeńı zase poskytuje pouze
č́ıselné hodnoty, nikoliv funkci se kterou se dá dále pracovat. Chebfun nab́ıźı
kombinaci analytického a numerického př́ıstupu. MATLAB je program využ́ıvaný
mnoha firmami a Chebfun jako jeho rozš́ı̌reńı představuje daľśı možnost jak rychle
řešit problémy. Jejich převedeńım na polynomiálńı problém zjednoduš́ı zp̊usob
řešeńı. Chebfun však má svá omezeńı, zejména funkce, které nejsou hladké nebo
spojité. Celkově je Chebfun užitečný rychlý praktický i teoretický nástroj kladoućı
vyšš́ı nároky na uživatele, zejména při zadáváńı př́ıkaz̊u a kontrole obdržených
výsledk̊u.

http://www.chebfun.org
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