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Uvod

V této praci bylo mym cilem pfiblizit Zaklim stfednich Skol geometrii, kterd by
vznikla, kdyby neplatil paty Euklidiiv axiom. Pro zjednoduSeni zistaneme pfevazné
v rovin¢é. Prace je ¢lenéna do nékolika casti. V prvni €asti ma Ctendf moZnost
nahlédnout, jakymi zpiisoby by se dala geometrie vybudovat, pokud bychom méli
vzdy dané n&jaké predpoklady, které by v ni mély platit. Déle jsou zde rozliSeny
situace, kdy plati respektive neplati paty axiom. V druhé ¢ésti je stru¢né nahlédnuti
do historie neeuklidovské geometrie, které je zaméteno na jeji objevitele. Piipadny
zajemce si muze dohledat v uvedené literatufe i obdobi, které tomuto predchazelo.
Jedna se hlavné o dobu, kdy se matematici pokouseli dokazat nebo vyvratit platnost
patého axiomu. V tieti Casti této prace jsou predstaveny modely neeuklidovské
geometrie. Jsou zde uvedené vztahy mezi nimi a dva jsou ¢aste¢né rozebrany. Opét
zde jde spiSe o vybudovani piedstavivosti ¢tenafe k dané problematice nez precizni
vysvétleni vSech pojmi a matematickych vztahl. V nésledujici ¢asti jsou uvedeny
véty ekvivalentni s patym Euklidovym axiomem. Tyto véty jsou s dikazy
a v dusledcich je uvedeno, jak by situace vypadala, kdyby naopak paty axiom

neplatil.



1 Budovani geometrie

Existuje n€kolik moZnosti, jak nahlizet na geometrii. Prvni z moznosti je vychéazet
z poznatkt a vlastnich zkuSenosti z bézného zivota. Touto cestou ovSem ¢asto mohou
zaniknout souvislosti mezi poznatky a je snadné dostat se pouze k popisu a vnimani

faktii. Tato metoda byla bohuzel v minulosti ¢asto pouzivéana pfi vyuce geometrie.

Dalsi moznosti je geometrie vystavénd na geometrickych pojmech a ne jen
predstavach. Jiz diive se mnoho matematikli pokouselo o definovani pojmu, na nichz
by pozdéji celou geometrii vystavéli. Znamym piikladem je Euklidovo dilo Stoicheia
(v ptekladu Zaklady) ze 3. - 4. st.pf.n.l. obsahujici 13 svazkd. Toto dilo bylo
v historii prvnim pokusem ucelen¢ podat matematiku vystavénou axiomaticky. To
znamena pomoci axiomu od nichz se odvozuji dalsi vlastnosti. V prvnim svazku se
dozvidame, Ze napiiklad: ,Bod je to, co nema &asti. Céara je délka
bez Sitky. Plocha je to, co ma délku a S$itku.“[1] Tato kniha nebyla do konce
pfedminulého stoleti piekondna. K posunu v definovani pojmi doslo
az s Lobacevského objevem neeuklidovské geometrie. Postupné se doslo k tomu,
ze je potieba definovat zakladni pojmy 1 se vztahy mezi nimi. Je dobré si uvédomit,
7ze axiomatické vybudovdni geometrie neni jedind cesta, kterd existuje.
Pro zajimavost Ize uvést, Ze jiny pfistup zvolili matematici, ktefi se zabyvali otazkou

logické vystavby geometrie.

Zustaneme u axiomatické vystavby. Nabizi se otdzka, co zvolit za zakladni pojmy
a axiomy. Budeme pozadovat, aby axiomy byly nezavislé, bezesporné a dostatecné
bohaté pro danou oblast. Nezavislost ndm zaruci, ze zadny axiom nepujde ziskat
dedukci z téch predchozich, ¢imz se snizi mnozstvi axiomu. Bezespornost je sice
nesnadné dokdzat, ale diky ni si Zadné dva axiomy nebudou navzijem protifecit.
A dostatecné bohatost ndm poskytne kompletni objasnéni problému. Z téchto axioml
lze odvodit dalsi véty a tvrzeni s dikazy. Pokud budeme geometrii budovat timto
pristupem, pravdépodobné se nam podatfi ziskat exaktni (nevyvratitelnou), byt’ trochu

zdlouhavé;jsi teorii.



1.1 Abstraktni geometrie

Jako ptiklad bych uvedla tzv. abstraktni geometrii. Za zakladni pojmy zvolme bod,
piimku a incidenci.! Dale vezmeme tfi zakladni planimetrické axiomy: ,,1) Kazdymi
dvéma riiznymi body prochazi jedina piimka (tj. existuje jedina piimka, na niz dané
dva body lezi). 2) Na kazdé piimce lezi alespoit dva navzajem rGzné body.
3) Existuje asponi jedna trojice bodd, které nelezi na zadné piimce.“ viz [2] Z nich
lze odvodit geometrii, ve které piimo nedavame sloviim bod, ptfimka a bod lezici

na pfimce konkrétni vyznam. Potom tuto geometrii nazveme abstraktni.

1.2 Absolutni geometrie

V dalsi Casti se zaméfime na geometrii opét vystavenou axiomaticky, ale prozatim
zustaneme u obecnéjSiho modelu v porovnani s geometrii vyucovanou na Skolach.
Axiomy rozdélime do ¢tyi skupin podle toho, jaké vztahy jsou v nich popisovany.
Zakladni pojmy, za které budeme povazovat bod, pfimku, rovinu a byt incidentni,

budeme brat pouze jako zastupné symboly.

Prvni skupina obsahuje axiomy incidence. Uved'me pouze par piikladi axiom,
ostatni je mozné dohledat v knize [3] na stran¢ 43. “J1: Vztah incidence je reflexivni
a symetricky. J3: Je-li pfimka a incidentni s body A4, B a body 4, B jsou incidentni
srovinou a, pak je také ptimka a incidentni s rovinou a. J6: Jsou-li roviny a, S
takové, ze existuje bod 4 incidentni s a i f, pak existuje jesté alespon jeden bod B
ruzny od A4, ktery je také incidentni s a 1 5. Lepsi ndhled na situaci nam poskytnou
konkrétni modely. V prvnim modelu (oznaéme ho M1?) budeme zikladni pojmy
chapat béznym zplisobem z geometrie. Je mozné vidét, Ze axiomy incidence jsou
splnény. Jiny model (oznacme ho M2) by tvofila mnozina ¢tyt prvka {U, V, W, X }.
Jeji jednoprvkové podmnoziny jsou body, dvouprvkové jsou piimky a triprvkové

jsou roviny. Incidenci zde bereme jako mnozinovou inkluzi.?

1 Pojem incidence 1ze ndzorné pochopit na vztahu ptimky a bodu. Je-li pfimka incidentni s bodem,
znamena to, ze piimka dany bod obsahuje nebo danym bodem prochazi, ptip. bod lezi na ptimce
a podobné.

2 Oznaceni zavadime, abychom se na tyto modely mohli pozdé&ji odkazovat.

3 Inkluze vyjadiuje vztah byt podmnozinou.



Druhou skupinu tvofi axiomy rozmisténi. ,,R1: Jsou-li 4, B, C tfi rizné kolinedrni
body, pro které¢ bod B lezi mezi body 4, C, pak také bod B lezi mezi body C, A.
R2: Jsou-li 4, B dva rizné body, pak existuje alespoii jeden bod C na piimce AB,
ktery lezi mezi body 4, B. R3: Ze tii kolinedrnich bodl lezi nejvySe jeden mezi
ostatnimi dvéma. R4: Budiz dan trojuhelnik ABC a necht’ pfimka a je incidentni
s rovinou ABC, pfi¢emZ a neni incidentni s Zd&dnym z vrcholi trojuhelnika ABC.
Je-li a incidentni s bodem usecky 4B, pak je incidentni jesté bud’ s bodem tsecky BC
nebo AC.“ [3] Vlastnosti z axioml R1 az R4 si lze zavést na modelu M1. BohuZzel

na modelu M2 to nelze.

vvvvvv

nezbytné, proto to zde zdmérn¢ nebudeme dopodrobna uvadét. Presto si o ni alesponi
par informaci fekneme. Ve teti skupiné nachazime axiomy shodnosti. Ty ndm fikaji,
ze shodnost je tranzitivni a reflexivni. Je zde zminéna shodnost usecek, thlti mezi
polopiimkami nebo v trojuhelniku. V ptipad¢ zadjmu je mozné presné znéni dohledat
v knize [3] na stran¢ 60. Posledni skupina ukryva axiomy spojitosti. Z nich plyne
naptiklad véta, ze souCet vnitfnich thld v trojuhelniku je nejvySe roven dvéma

pravym uhlim.

Pokud jsou dodrzeny tyto Ctyii skupiny axiomul, potom mluvime o tzv. absolutni
geometrii. Doposud jsme se vSak nezabyvali vzajemnym vztahem dvou piimek. To

napravime v nasledujici podkapitole.

1.3 Vzajemna poloha dvou primek v roviné

Zacneme definici. Dv€ pfimky nazveme riznobéZznymi, pokud budou mit spolecny
praveé jeden bod (jinymi slovy se budou protinat). V opa¢ném piipad¢ je oznatime
jako pfimky rovnobézné. Vezmeme piimku a bod na ni neleZici. Zatim nevime,
zda je danym bodem k dané pfimce mozno vést jednu nebo vice rovnobézek. Tato
otazka nés opé€t vraci k Euklidovi a jeho Zakladim. Objevuje se v nich tzv. pét

postulati geometrie.*

,»1. Dva body lze vzdy spojit pravé jednou ptimkou.

4  Dané postulaty jsou uvedeny ve zjednodusené forme.
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2. Kazdou ¢ast pfimky 1ze neomezené prodlouzit.

3. Z libovolného sttedu pro libovolny polomér 1ze vzdy sestrojit kruznici.

4. VSechny pravé uhly jsou si rovny.

5. K dané¢ piimce 1ze bodem na ni nelezicim vést pravé jednu rovnobézku.“[1]

Prave posledni axiom je klicovy. Pokud jsou vSechny axiomy splnény, pak mluvime
o euklidovské geometrii®. Vyznamni matematici se po cela stoleti pokouseli tento
paty axiom dokazat nebo vyvratit. Pfiklady ekvivalentnich vyjadfeni patého axiomu
si uvedeme ve ctvrté kapitole. Nez opustime Euklidovy axiomy, stoji za zamySleni
situace, ve které paty postulat platit nebude. Dostaneme zcela nové a neobvyklé
moznosti. VSechny geometrie, v nichz tento axiom neplati, budeme nazyvat

Vv

neeuklidovské geometrie. K jejich bliz§im vlastnostem se také dostaneme pozdéji.

5  Euklidovska geometrie je b&Zn& vyuéovana na zékladnich a stfednich skolach. Casto se vsak jeji

oznaceni studentum zaml¢i.



2 Mala exkurze do historie (Objevitelé neeuklidovské

geometrie)

V této casti bych se rada zminila o tfech vyznamnych objevitelich neeuklidovské
geometrie. Tito tfi matematici dosli ke svym zavérim nezavisle na sob&. Bohuzel ani
to neznamenalo, Ze by jejich objev byl brzy pfijat spole¢nosti nebo Ze by jim to
pfineslo ng&jakéd privilegia. Vice je uvedeno v ndsledujicim textu. Pfipadné

dostudovani doby ptredchazejici témto matematikiim pfenechavam na ctenafi.

2.1 Johann Carl Friedrich Gauss

Byl slavny némecky matematik a fyzik. Narodil se v Brunsviku roku 1777 jako syn
chudych rodi¢d. Studoval gymnazium a pozdéji 1 na pfani matky
a za podpory Karla III. technickou univerzitu v BrunSviku, pozd¢ji univerzitu
v Gottingenu. V roce 1807 se stal profesorem astronomie a feditelem hvézdarny
v Gottingenu. V pribéhu svého zivota se dvakrat ozenil a mél Sest déti.
(Jeho osobni zZivot byl provazen smutnymi udalostmi.) Gauss byl vSestranné
zaméteny Cloveék. V dnesni dobé zname mnoho jeho vyznamnych objevi a pocina
hlavné mimo neeuklidovskou geometrii. Jako piiklad bych uvedla normalni
pravdépodobnostni rozdéleni (tzv. Gaussova kiivka viz obrazek 1). A nyni
k neeuklidovské geometrii. Jiz na univerzité si povSiml nedostatkt u pokust
dok4zat paty FEuklidiv postulat. Sam nebral jeho platnost jako nutnost,
protoZe znal spisy Saccheriho a Lamberta®. V roce 1816 anonymné zvefejnil
v Casopise Gottingische gelehrte Anzeigen recenze dvou dikazi patého postulatu.
Z neeuklidovské geometrie nikdy nic nepublikoval, protoZe se bal nepochopeni
v dobé, kdy byla uzndvana euklidovskd geometrie jako jedinecna.
(Nasvédcovalo tomu i vSeobecné uznavané kantovské pojeti prostoru.) Jako projev
uznani za jeho ¢iny po ném byla pojmenovana CGS jednotka (pfedchiidce

SI jednotek) matematické indukce Gauss. V letech 1989 — 2001 byl jeho

6 Matematici z obdobi pfed Gaussem. Vice informaci Ize dohledat naptiklad v knize [3] stranach

147 - 177.



portrét a kiivka na desetimarkové bankovce. Jeho jméno nese jedna z fakult

brunsvické univerzity.
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Obr. I Desetimarkovd bankovka [3]

2.2 Jan Bolyai

Byl mad’arsky matematik. Nedochoval se ndm Zadny jeho autenticky portrét. Zil
vletech 1802 az 1860 v Uherském kralovstvi. Jiz na gymnaziu byl nadany
na matematiku, a proto ho jeho otec chtél poslat studovat na univerzitu
k J. C. F. Gaussovi. Bohuzel dosSlo k nedorozuméni, a tak nakonec studoval
vojenskou inzenyrskou akademii ve Vidni. Kvili zdravotnimu stavu odchézi
po deseti letech vojenské sluzby do penze. Byl to polyglot (hovotil deviti jazyky).
Za jeho zivota zustavaly jeho prace nepochopené a nedocenéné, nikdy se nestal
profesiondlnim matematikem a v pozd&s$i fazi svého Zivota ani nepublikoval.
Ve svych tvahach se vénoval problematice patého postulatu. Nejprve se snazil
dokazat, ze ekvidistanta k pfimce je opét piimka. Pozdéji pfiSel s myslenkou
nezavislosti patého postulatu na ostatnich. Jeho negace dala vzniku novym
geometriim. Pracoval v izolaci, neznal Lobacevského ani jeho praci. Jeho jedind
publikovand prace vysla jako dodatek k otcové ucebnici matematiky v roce 1832.
Zabyval se 1 jinymi odvétvimi matematiky. Naptiklad vyvinul geometrickou
interpretaci komplexnich c¢isel jako uspotadanych dvojic realnych ¢isel. Jako projev
uznani je po ném pojmenovana nejvetsi rumunskd univerzita Babes - Bolyai

nebo krater na Mésici.



2.3 Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij

Tento matematik byl studentem na Kazaniské univerzité. Postupem Casu tam zacal
1 vyucovat a vénovat se riznym dal§im ¢innostem (napiiklad zalozeni knihovny, byl
dékanem fyzikalné-matematické fakulty apod.). V matematice mél Siroké znalosti.
Roku 1823 napsal rukopis Geometrija, ktery mél pivodné slouZit jako ucebnice.
Bohuzel byl shledan pfili§ pokrocilym a ani jeho vystavba se nepodobala klasickému
ucebnimu textu. Zajimavé je jeho ¢lenéni. V prvnich péti kapitolach je soustfedéna
tzv. absolutni geometrie’. Pokud jde o neeuklidovskou geometrii, tak se nejprve
pokousel o dokazani teorie rovnobézek. AZ pozd€ji vydava spis O nacalach
geometrii, v némz predklada ctenaifiim vybudovani nové geometrie. Tento spis nebyl
v této dobé pochopen. Nezalekl se vSak neuspéchu a rozvijel tuto geometrii dal. V
prubéhu svého zivota publikoval dalsi spisy v riznych jazycich a snazil se najit
zastani asponn mimo Rusko. BohuZzel v jeho dobé zlstdva jeho objev nepochopen
a jeho dila nedocenéna. Jeho objevu se dostalo uznani az o n¢kolik desitek let pozdé;ji
diky pracim Beltramiho, Kleina a dalSich. Diky Riemanovi, Minkovskému
a Einsteinovi dnes jiz vime, Ze Lobacevského geometrie, kterou také nazyvame
hyperbolickou, je stejné vhodna k popisu realné geometrie vesmiru jako geometrie

euklidovska.

N e WL

Obr. 2: anmké s N. I. Lobacevskim [6]

7  Absolutni geometrie nezavisi na patém postulatu o rovnobézkach.
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3 Modely hyperbolické geometrie v roviné

V této kapitole se omezime na hyperbolickou geometrii v roving. Pfiblizime si ji
na dvou konkrétnich modelech, a protoze funguje trosku jinak nez jsme
u euklidovské geometrie zvykli, mize jeji namodelovani pasobit uméle. Uvedeme
také jaké vztahy funguji mezi jednotlivymi modely. Nepljde ndm o podani
kompletniho matematického odiivodnéni u vSech jevi, ale spiSe o vytvofeni

predstavy o tom, jak se v dané geometrii zobrazuji nékteré rovinné utvary.

3.1 Poincarého polorovinny model

Pohybujeme se v E? (euklidovské roving). Mame pevné danou E-pfimku
(euklidovskou ptimku) A* kterd rovinu rozdéluje na dvé poloroviny A (,,nad”
ptimkou £ %*) a i (,,pod” piimkou /2 %*).

Poznamka: V dalSim textu budeme oznacenim E- chapat euklidovskou variantu
daného objektu tak, jak jsme zvykli ze stfedni Skoly, a L- vnimat jako Lobacevského
variantu daného objektu, jez bude pro lepsi pochopeni uptesnéna piipadné doplnéna
obrazkem.

Déle existuje nevlastni bod® H, ktery je uren jako kolmy smér na i* a zarovefi

nenélezi E*°. Souhrnné budeme oznadovat sjednoceni H a h* jako h.

h* U

Obr. 3: Poincarého polorovinny model

8 Nevlastnim bodem rozumime smeér.

9 Nevlastni bod patii az do tzv. rozsitené euklidovské roviny (pravé o nevlastni body).
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Budeme rozliSovat 3 druhy bodi. Tzv. L-bod (Lobacevského bod) bude nalezet
polorovingé 4, A-bod (absolutni bod) lezici na 4 a I-bod (idealni bod) vyskytujici se

v poloroving u.

e -bod
A-bod A

h* ¥

e |-bod
Obr. 4: Druhy bodii

Timto rozdélenim bodl ziskame nové pojmy: 1) Lobacevského rovina - pod timto
pojmem budeme rozumét mnozinu vSech L-bodi, 2) absolut L-roviny A - mnoZina
vSech A-bodi, 3) ideal L-roviny A - mnozina vSech I-bodi.

Definice: Necht' p je E-kruZnice se stfedem na /*, potom mnoZinu L-bodi 4 N p
nazveme L-pfimkou prvniho druhu. Za L-pfimku druhého druhu budeme povazovat

cast E-pfimky kolmé na 4 * nachazejici se v Lobacevského roving.

p
n
H q
m
P U V A
h* M

Obr. 5: L-primka 1. a 2. druhu

Poznédmka: Na obrazku 5 ptfimka p zndzoriiuje E-ptimku, g je L-pfimka 2. druhu
obsahujici absolutni body H, P. Kruznice m je E-kruznice, n je L-ptfimka 1. druhu
obsahujici absolutni body U, V.
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Definice: Dvé rizné L-pfimky x, y nazyvame: 1) rGznobézné prave tehdy, kdyz

jejich prinik je neprazdny (existuje spole¢ny L-bod).

h*

Obr. 6: Ruznobézné L-primky 1. druhu

h*

Obr. 7: Riiznobézné L-primky 1. a 2. druhu

2) rovnobézné prave tehdy, kdyz maji spolecny absolutni bod

h* R

Obr. 8: Rovnobeézné L-primky 1. a 2. druhu
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h* R

Obr. 9: Rovnobezné L-primky 1. druhu

h* H

Obr. 10: Rovnobézné L-primky 2. druhu

3) mimobézné praveé tehdy, kdyz je jejich prinik prazdny (neexistuje spolecny ani

L-bod ani A-bod)

N :

h* ¥

Obr. 11: Mimobézné L-primky 1. a 2. druhu
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X
H y
/_\ X
h* M

Obr. 12: Mimobézné L-primky 1. druhu (,,vné*)

h* H

Obr. 13: Mimobezné L-primky 1. druhu (,, uvnitr“

Definice: L-polopfimkou nazveme ¢ast L-pfimky ohrani€enou L-bodem X lezicim

na L-pfimce a n¢jakym jejim absolutnim bodem.

O]

h* U \

Obr. 14: L-poloprimky na L-primce 1. druhu
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Voo = H
'\
a
[ ] x
H
b
h* ]

Obr. 15: L-poloprimky na L-primce 2. druhu

Definice: L-useckou budeme rozumét ¢ast L-pfimky ohrani¢enou dvéma L-body

na ni lezicimi.

oL

h* H

Obr. 16: L-usecka na L-primce 2. druhu

h* ¥
Obr. 17: L-usecka na L-primce 1. druhu
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Definice: Je dana L-rovina. L-pfimka a tuto L-rovinu rozdéluje na dvé L-poloroviny.

h* u
Obr. 18: L-poloroviny délené L-primkou 1. druhu

h* M

Obr. 19: L-poloroviny délené L-primkou 2. druhu

Definice: L-thel vznikne jako priinik dvou L-polorovin.

Definice: L-mira L-thlu je definovana jako euklidovskd mira uhlu mezi te¢nami

ve vrcholu thlu.

Definice: Miru thlu mezi riznobéznymi nebo totoznymi L-pfimkami urcujeme jako
L-miru L-thlu jimi sevieného. Vzdy vybirdme mensi z 0hli. U rovnobéZnych
L-ptfimek bereme L-miru rovnou 0. Pro mimobézné L-pfimky se uhel neurcuje.

L-pfimka 2. druhu splyva se svoji tecnou v libovolném bodé¢.
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h*

Obr. 20: Urcovani miry uhlu mezi L-primkami 1. druhu

"Q
q
H a
P V
p
A
h* g

Obr. 21: Urcovani miry uhlu mezi L-primkami 1. a 2. druhu

Definice: Kazdé dvojici L-bodii X, Y lezici na L-pfimce 1. druhu ptifadime ¢islo

(tan = )
oxy= k .log, — | kde thly a#0, f#0 maji obvykly euklidovsky

(tani a)

vyznam a k > 0 je konstanta (viz obrazek 22).
Kazdé dvojici L-bodl X, Y leZzici na L-pfimce 2. druhu pfifadime Ccislo

5XY= k. log 10

&) , kde yx, yy jsou euklidovské y-ové soutfadnice L-bodl X, YV
y

X

a k> 0 je konstanta (viz obrazek 23). Cislo dxy nazveme vzdalenosti L-bodi X a Y.
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Znaménko logaritmu urCuje pouze stejnou nebo opacnou orientaci L-usecky XY
vzhledem k L-pfimce, na které leZi. Konstanta £ ndm umoziiuje zvolit libovolnou

usecku za jednotku méteni.

h* H

Obr. 22: Vzdalenost L-bodu na L-primce 1. druhu

h* H

Obr. 23: Vzdalenost L-bodii na L-primce 2. druhu

vvvvvv

a proto si na nasledujicich obrazcich ukazeme, jak najdeme L-tisecku stejné velikosti,
bez dalSich vysvétleni.
1) Mame dany L-pfimky x, y 1. druhu. Na L-ptfimce x je Gsecka AB pevné velikosti
ana L-pfimce y bod C. Nasim ukolem je najit bod D na L-pfimce y takovy,
aby L-velikost CD byla stejna jako L-velikost AB.
Postup: Nejprve spojime AC a BC.

Poté najdeme priseciky téchto spojnic s 4%

Tyto priseciky spojime s 4, B stejné jako na obrazku 24.

Dostaneme body D, D..
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h*
Obr. 24: PrenadSeni vzdalenosti na L-primkach 1. druhu
y
.
A
H
// ,”
- ="
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// "’ /
s - /
’t ’4’ ’
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pe - /
// —" /
’ PEd ’
// r’, ’
4 - 4’ ,/
P - / v
- _-" 7 -
L - e
-, -7 7 '
-7 raRg ’,
/. 1y

h*
Obr. 25: Usecky stejné velikosti na L-pFimce 2. druhu

Na obrazku 25 jsou zelené i Cervené L-useCky stejné dlouhé jako L-usecka 4B
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"Dz
H C
D1 \ A
h* i i v

Obr. 26: Prenaseni délky usecky mezi L-primkami 1. a 2. druhu

2) Mame dany L-ptimky x (1. druhu), y (2. druhu). Na L-pfimce x je usecka AB
pevné velikosti a na L-pfimce y bod C. Nasim tkolem je najit bod D na L-ptfimce y
takovy, aby L-velikost CD byla stejna jako L-velikost 4B.
Postup: Zvolime pomocnou L-pfimku p jako na obrazku 26.
Dale sestrojime spojnice U4 a UB.
Jejich priseciky s p oznacime jako body F, E.
Nyni spojime EC a FC, ziskdme priseciky s i *.
Tyto pruseciky spojime s bodem E nebo F tak, jako tomu je na obrazku.
Dostavame body D, D..

Na obrazku je patrné, Ze se velikosti nezachovavaji.

Dtsledek: Vime, ze se nezachovavaji vzdalenosti. Je tfeba si uvédomit, ze E-stied

L-usecky je jinde nez L-stied L-tsecky.
Definice: Pod pojmem L-trojuhelnik budeme rozumét prinik tii L-polorovin. Jeho

vrcholy budou tfi body nelezici na jedné ptimce. U obecnych L-trojuhelnikii jsou to

L-body, u asymptotickych (viz nize) i A-body.
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h*
Obr. 27: ,,0bycejny * trojuhelnik (jen L-primky 1. druhu)

RozliSujeme také ,,specialni” L-trojuhelniky: jednou asymptoticky na Obr.28, 29
(dvé L-pfimky jsou rovnobézné), dvakrat asymptoticky na obrdzku 30 (dvé dvojice
L-pfimek jsou rovnob&zné) a tfikrat asymptoticky na obrazku 31, 32 (vSechny

dvojice L-pfimek jsou rovnob&zné).

h* M

Obr. 28: Jednou asymptoticky trojuhelnik

h* H

Obr. 29: Jednou asymptoticky trojuhelnik

20



h* L M W

Obr. 30: Dvakrat asymptoticky trojuhelnik (jen L-primky 1. druhu)

h* L M M
Obr. 31: Trikrat asymptoticky trojuhelnik

h* L M N M
Obr. 32: Trikrat asymptoticky trojuhelnik (jen L-primky 1. druhu)

Definice: Kruznice je mnozina bodli majici od dané¢ho bodu S (nazvéme ho stied)

vvvvv

Zobecnéni: Pro neeuklidovskou geometrii se vSak vice hodi jina definice. Kruznice

je praveé takova mnoZina bodu se stfedem S, ze v kazdém jejim bodé Y je polomér YS
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kolmy na tuto mnozinu (kiivku). Jinymi slovy kruznice je ortogondlni trajektorie
svazku piimek prochazejicich bodem S. Posledni uvedend definice naznacuje, Ze
budeme rozliSovat tii druhy kruznic podle toho, jakou vzdjemnou polohu budou mit
dané¢ piimky ve svazku. Pokud se jednd o rtiznobézky, nazveme je cykly (resp.
hypocykly), pro rovnobézky horocykly a pro mimobézky hypercykly. Pro cykly ndm

sta¢i ptivodni definice.

h*
Obr. 33: Cykl k pro svazek riiznobézek

Poznamka: Bod S je L-stfed, bod O je E-stied cyklu £.

h*

Obr. 34: Horocykl k pro svazek rovnobézek 1. druhu
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pl  p2 P3 p4
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k1

k3

k4

kS

h* ¥

Obr. 35: Horocykly ki pro svazek rovnobézek 2. druhu
Definice: Ekvidistanta k pfimce je kfivka, ktera je ve vSech bodech stejn¢ vzdalena

od této pfimky. V euklidovské geometrii je to rovnobézka k plvodni ptimce.

V hyperbolické geometrii Ize ukazat, Ze ekvidistantou k pfimce je hypercykl.

k2

1
0

Sy .
p2 a

k3

p3 a
k4

h* S

Obr. 36: Hypercykly pro svazek mimobezek 1.druhu = ekvidistanty k primce 2. druhu

Poznamka: Pokud bychom vedli &2 bodem S a kolmo na 4 *, bude se zaroven jednat

o L-pfimku ¢. Ostatni hypercykly jsou ekvidistanty této piimky.
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Obr. 37: Hypercykly ki = ekvidistanty primky 1. druhu

3.2 Beltramiho-Kleinav model

Opét se pohybujeme v E?. Tentokrat budeme na hyperbolickou rovinu pohliZet jako
na pevné dany kruh. Obvodova kruznice je tvofena absolutnimi body (nazveme ji
absolutni kruznice). Na tomto modelu si opét postupné ukézeme, jak se budou
zobrazovat ptimky a jejich vzdjemnd poloha, trojuhelniky a kruznice. Nebudeme zde
jiz uvadet definice, pokud se budou shodovat s definicemi v piedchozim modelu.

L-pfimky v tomto modelu budou pouze jednoho typu. Budeme je definovat

jako E-usecky, jejichz krajni body budou lezet na absolutni kruznici.

AK

Obr. 38: L-primka p
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Opét budu existovat tfi vzajemné polohy L-pfimek. Dvé L-pfimky nazveme
riznobézné, pokud se budou protinat uvniti absolutni kruznice (viz Obr. 39). Druha
moznost jsou rovnobézné L-pfimky (viz Obr. 40). Ta nastane, pokud 2 pfimky budou
mit spolecny absolutni bod, tj. bod na absolutni kruznici. Nesmime zapomenout
na mimobézné L-ptimky . Tyto ptfimky by se protnuly vné absolutni kruznice. (viz
Obr. 41)

AK \p >

Obr. 39: Riiznobézky p, q

AK A

Obr. 40: Rovnobézky p, g
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AK ,”/ /

Obr. 41: Mimobézky p, q

S uhly to neni v tomto modelu snadné. Zobrazuji se zkreslen€. Jejich velikost se da
milZze dohledat v knize [4] na strandch 127 - 130. Mzeme zde doplnit alespon thel
mezi dvéma rovnobézkami, ktery bude mit velikost 0. (Jinymi slovy dvé pfimky

protinajici se v absolutnim bod¢ v tomto bod¢ sviraji uhel 0.)

Ani vzdalenostmi se v tomto modelu zabyvat nebudeme, Ctenaf si je opét muize
dohledat v knize [4] na stran¢ 126. Uvedeme pouze specidlni pfipad. Vzdalenost

dvou bodi leZicich na absolutni kruZnici bude rovna co.
Nyni se podivame na L-trojuhelniky. Zda se jedna o ,,obycejny* L-trojihelnik nebo

jednou (dvakrat, tfikrat) asymptoticky ndm ur¢i vzajemné polohy L-ptimek,

které vzniknou jako priise€nice L-polorovin tvoficich trojahelnik.
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Obr. 42: ,,0bycejny “ trojuhelnik

Obr. 43: Jednou asymptoticky trojuhelnik

AK

M

Obr. 44: Dvakrat asymptoticky trouhelnik
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Obr. 45: Trikrat asymptoticky trojuhelnik

U kruznic vyuzijeme stejnou definici jako u Poincarého polorovinného modelu,
tj. kruznice bude ortogonalni trajektorie svazku piimek prochayejicich bodem S.
Tudiz opét budeme rozliSovat tfi typy kruZnic podle vzajemné polohy L-piimek
ve svazku. Bude se jednat o cykly pro svazek rtiznobézek (viz Obr. 46), horocykly
pro svazek rovnobézek (viz Obr. 47) a hypercykly pro svazek mimobézek
(viz Obr. 48). Plati, ze tento model nezachovava uhly, a proto se kruznice zobrazuji

jako elipsy.

AK

. ) S
s
\ 7 \V

Obr. 46: Cykl k pro svazek riiznobézek
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Obr. 47: Horocykl k pro svazek rovnobézek

Obr. 48: Hypercykly ki, k2 pro svazek mimobézek, kl je ekvidistantou primky p
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Pozndmka: Na obrazku 48 jeden z hypercykli 42 k danému svazku degeneroval
do L-ptimky. Ekvidistantou k této L-pfimce je hypercykl kI. Proto je jeho
L-vzdalenost od této pfimky po obou stranach stejnd. (Zelena a modréa L-tisecka jsou

stejné dlouhé.)

3.3 Dalsi modely hyperbolické geometrie a vztahy mezi nimi

Na zacatku této kapitoly jsme podrobné rozepsali Poincarého polorovinny model.
Druhy model byl Beltramiho-Kleiniv. Na prvni pohled je patrné, ze modely
zobrazuji stejné véci riznymi zpusoby. Existuji 1 dal$i modely hyperbolické
geometrie. V této podkapitole si je zminime, pfipadné naznacime, jak vypadaji. Také
si uvedeme, jak i1 pies ndpadnou odlisnost, 1ze dané modely mezi sebou prevadét. V

této podkapitole jsou vyuzity obrdzky z knihy [3] na stranach 90 — 91.

1) Polosféricky model

“19 7totoZznime s absolutnimi

Tento model je tvofen polosférou. Body na ,,rovniku
body. Pfimky se v tomto modelu zobrazi jako fezy rovinami kolmymi na rovinu

,,ovniku®.

T LR

Obr. 49: Polosféricky model

10 Vyznam slova rovnik pfeneseme ze zemépisu. Budeme jim rozumét hlavni kruznici na sféfe
(polosfére), ktera vznikne jako prusecnice sféry s rovinou m. Tato rovina obsahuje stied sféry a je

kolma na spojnici severniho a jizniho polu.
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2) Beltramiho-Kleintiv model

Stru¢né shrnuti k tomuto modelu. Vezméme kruznici k v euklidovské roving. Tato
kruznice je tvofena absolutnimi body a nazyvame ji absolutni kruznici. Jako L-body
budeme brat vSechny body uvnitt této kruznice. L-pfimky ztotoZnime s tétivami této

kruznice. Tento model nezachovava thly.

3) Poincarého kruhovy model
V tomto modelu se omezime na kruh. Body obvodové kruznice budeme povazovat
za absolutni body. Tuto kruznici nazveme absolutni. Oblouky kolmé na absolutni

kruznici nebo priméry budou piimky.

6

\_\ | ///
N
4K
/ l \\
Obr. 50: Poincareho kruhovy model

———

el
a \
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4) Poincarého polorovinny model

Tento model jsme si jiz podrobné popsali v podkapitole 4.1.

5) Hyperbolicky model

Pokud bychom chtéli model hyperbolické geometrie, ktery se bude zobrazovat jinam
nez do roviny ¢i na polosféru, uved'me si jako piiklad polovinu dvojdilného
rota¢niho hyperboloidu. Vzniké projekci polosférického modelu z jizniho pdlu sféry

na hyperboloid.
Téchto pét modell mizeme mezi sebou pievadet. Lze si piedstavit, ze se nase

geometrie déje na sféfe (pro lepSi ndzornost ji budeme v nésledujicich odstavcich

ptipodobiiovat k zemékouli). Pokud se omezime na ,horni polokouli®, dostaneme
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polosféricky model. Z polosférického modelu ziskdme ortogonalni projekci
(pohledem ,,shora*) Beltramiho-Kleintiv model. Naopak stiedovou projekci z jizniho

polu vznikne Poincarého kruhovy model. (viz Obr. 51)

Obr. 51

Dale si vezmeme na pomoc rovinu a, ktera je kolmé k roviné rovniku a nema
se sférou zadny spole¢ny bod. Najdeme pramér sféry, ktery lezi v rovin€ rovniku a je
kolmy na rovinu a. Bod S bude vzdaleng&j$im krajnim bodem tohoto priméru. Nyni
dostaneme Poincarého polorovinny model jako projekci polosférického modelu

z bodu S na rovinu a. (viz Obr. 52)
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4 Véty ekvivalentni s V. postulatem

V této kapitole se podivame na n€kolik vét ekvivalentnich s patym postuldtem. Znéni
vét vyuZijeme s drobnymi tpravami z knihy [3] ze stran 95 — 105. Rekneme,
ze rovina ma vlastnost I. pravé tehdy, kdyz bude splnén paty postulat (K dané piimce
lze bodem na ni nelezicim vést pravé jednu rovnobézku). Pokud splnén nebude
a rovnobézek bude moZno vést vice, pak budeme mluvit o roving s vlastnosti II."
(Nutn¢ tedy rovina ma vlastnost I nebo II.) Situaci v roving s vlastnosti II si budeme

nejcastéji ilustrovat na modelech z predchozi kapitoly.

Véta 1: Rovina ma vlastnost I pravé tehdy, kdyz plati tvrzeni: je-li soucet vnitinich

uhli dvou primek s prickou po jedné jeji strané rizny od 2R, pak se primky protinaji.
Dukaz:

1) => Pfedpokladejme, Ze rovina ma vlastnost I.

Obr. 53: Ditkaz vety 1

Vezmeme dvé& ptimky 4B a CD takové, e soucet thlfi, které sviraji s ptickou

AC po jedné jeji strang, je riizny od 2R.
Potiebujeme dokazat, ze ptimky AB a CD se protinaji.

Piimku AC ztotoznime s pfimkou EC. Bodem C miiZzeme vést k pfimce 4B

pravé jednu rovnobézku. (Plyne z vlastnosti 1.) Zvolme bod F na této

11 Oznaceni vlastnost I, II bylo pfevzato z knihy [3]
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rovnobézce jako je tomu na obrazku 53. (Uhly £ EAB a K ACF jsou shodné.)

Vzhledem k tomu, Ze p¥imky CD a CF jsou riizné a zarovei plati vlastnost I,

musi se piimky 4B a CD protinat.

2) <= Ptedpokladejme platnost tvrzeni ve véte. Musime dokazat, ze potom

ma rovina vlastnost I.

Obr. 54: Diikaz vety 1

Vezmeme ptimku AB, bod C na ni neleZici a bod E leZici na polopiimce CA
za bodem A4. Dale necht’ je bod D umistén jako na obrazku 54 a zarovei tak,
aby platilo |4 EAB| = |AACD|. Pak AB a CD jsou nutné rovnobézky a také

soucet vnitinich uhli s pfickou AC po jedné jeji strané je roven 2R.

Libovolna piimka p jdouci bodem C riizna od CD ma s piickou AC soudet
vnitfnich ahli rGzny od 2R. Z piedpokladu plyne, Ze se tato piimka p s AB
protina. Zarovei jsme ukdazali, Ze existuje pravé jedna rovnobézka k AB jdouci

bodem C. A tedy je splnén paty postulat a rovina ma vlastnost I.

Dusledek 1: Rovina ma vilastnost Il praveé tehdy, kdyz existuji dvé neprotinajici se

primky, u nichz soucet vnitrnich uhli s prickou po jedné jeji strané je riizny od 2R.

Vysvétleni: V PP'2 modelu jsou L-piimky 4B a CD rovnob&zné. Piesto tyto
L-ptimky sviraji s pti¢kou AC uhly, jejichZ soudet je réizny od 2R.

12 PP modelem budeme rozumét Poincarého polorovinny model.
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Obr. 55: Dusledek 1

Véta 2: Rovina ma viastnost I prave tehdy, kdyz v ni existuje alespon jeden

trojuhelnik, jehoz whly maji soucet rovny 2R.
Dukaz: (1) => Necht’ je déan trojihelnik A ABC v roving, jeZ ma vlastnost I.

Douréime bod D, lezici v poloroviné (4B, C), aby platilo
|AABD| + |ABAC| = 2R.

P¥imky BD a AC se neprotinaji. Z pfedpokladu a véty 1 plyne:
|AACB| = |&CBD|. Tedy |4 ABC| + | £BCA| + | & CAB| = 2R.

(2) <= Uvazujme trojuhelnik A ABC, jenz ma soucet thli 2R. Opét musime

dokazat, Ze potom ma rovina vlastnost I. Mohou nastat tii situace:

1. Lezi-li bod D # A na primce AB, potom i v trojithelniku A ADC je soucet
uhlii 2R.

Pokud bod D umistime na tsecku 4B mezi body 4 a B, ziskame soucet
uhll v trojuhelnicich A ADC a A DBC roven 4R. (Soucet 0hll, jejichz
jedno rameno splyva a zbyla dvé lezi v pfimce, je 2R.) Zaroven vime,
7ze soulet vnitinich Ghld v A ADC nemiize byt vétsi nez v A DBC
a naopak. Tudiz je soucet wvnitinich wthli v téchto trojuhelnicich

stejny a to 2R.
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A D B
Obr: 56: Ditkaz (2)1. véty 2

Naopak bychom mohli vzit bod D na polopfimce 4B za bodem B.
Archimédiiv axiom" nam fikd, Ze na polopifimce AB existuje i bod N,

tak aby |AN| = n.|4B|, kde n je ptirozené Cislo.

Podobn¢é miizeme na poloptimce AC zvolit bod Q. (Plati |AQ| = n.|AC],
|AABC| = |AANQ|). Ziskame A ANQ se soutem vnitinich uhli 2R,

protoZze je tvofen konecnym poctem trojihelnikli shodnych s A ABC. Nyni
je soucet uhli vA ADC, A DCQ a A DON roven 6R, ktery se opét

rovnomérné mezi tyto trojuhelniky rozdéli.

Obr. 57: Ditkaz (2)1. véty 2

13 Archimédtv axiom fika, Ze pokud mame na polopfimce AB bod Q, pak existuje pfirozené Cislo n

takové, ze vzdalenost n.|4B| > |4Q)|.
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2. Velikost vnéjsitho uhlu 6 v trojuhelniku se souctem vnitinich uhlit 2R se
rovna souctu velikosti dvou vnitinich uhlu o a y, které k nému nejsou

vedlejsi.

Obr. 58: Diikaz (2)2. véty 2

3. Méjme obecny trojuhelnik ABC. Bod D necht je jako na obrazku 59.
Piimka CD, pro kterou plati | ABCD| < p = | & ABC)|, protind primku AB.

Obr. 59: Ditkaz (2)3. véty 2

Zvolme bod O v poloroviné (BC, D) takovy, aby platilo
|AABC| = |£QCB|. Na polopiimce AB douréime body B°, B’...,

aby |BC| = |BB’|, |CB’ | = |B’B’ |. Trojuhelniky A CBB*, A CB’B’,... jsou
rovnoramenné a soucet jejich vnitinich thld je 2R. (Z 1. vime,
e trojuhelniky A AB°C, A AB’C maji souCet vnitinich ahla 2R.) Podle 2.
plati | £CB’B|= % B, | & CB’B| = %p,.. Pro obecny bod B’ je |[ICB'B| = p/2
a také |AQCB| = |ACBB|. Z Archimédova axiomu vime, Ze existuje
pfirozené &islo n takové, aby /2" < |ADCQ|, tudiz |AB'CQ| < |ADQC].
Poloptimky CB a CB" protinaji AB. Polopiimka CD lezi mezi nimi, a tudiz

také musi protinat AB.
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Véta: Je-li aspon v jednom trojuhelniku soucet uhlu 2R, pak ma tuto vlastnost kazdy

trojuhelnik.
Dtkaz: plyne z predchozi véty (¢ast dikazu (2)1.)

Vysvétleni: Podle predchozi véty existuje A ABC s vnitinimi uhly a, £, 7,
jejichz soucet je 2R. Vezmeme jiny A KLM. Na polopiimce KL miizeme najit
bod D takovy, aby |AKDM|=oa. Zbyva jen dourCit body E, F
na poloptimkach DK, DM, aby soucet uhll pii vrcholech A DEF byl roven
2R.

Dusledek 2: Rovina ma vlastnost Il prave tehdy, kdyz v ni existuje trojuhelnik, jehoz

soucet uhlii je mensi nez 2R.

Vysvétleni: V BK modelu vezmeme tiikrat asymptoticky trojuhelnik. Soucet
jeho vnitinich 0hla je roven 0. (Jednd se o trojici rovnobézek. Odchylka

rovnobeézek je 0.)

AK K

Obr. 60: Dusledek 2

Definice: V roviné mame skupinu ¢tyt bodt 4, B, C, D. Pokud useCky 4B a CD
resp. BC a AD nemaji spole¢né body, zatimco usecky AC a BD maji spolecny bod,
pak cast roviny ohranicenou useCkami 4B, BC, CD, AD nazveme ctyiuhelnikem.
Budeme ho déle znagit o ABCD. Usecky AB, BC, CD, AD jsou strany, Ghly £A4BC,
ABCD, ACDA, £DAB (oznalime A B, &.C atd.) jsou hly étyFihelnika'®.

14 Budeme uvazovat pouze konvexni ¢tyfuhelniky.
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Poznamka: Dva c¢tyfuhelniky jsou shodné, symbolicky o ABCD = o EFGH,

jestlize se shoduji ve stranéch 1 thlech.

Véta 3: Rovina md viastnost I prave tehdy, kdyz v ni existuje alespon jeden

ctyruhelnik se souctem uhli 4R.

Dikaz: Vezméme ctyfuhelnik ABCD. o ABCD lze rozdélit na dva trojihelniky
(A ABC a A ADC). Z ptedchozich dvou vét vime, ze v rovin¢
s vlastnosti I maji vSechny trojahelniky soucet vnitinich uhli roven 2R. Je

tedy zfejmé, Ze soucet thll v ¢tyifuhelniku musi byt 4R.

Dusledek 3: Rovina ma viastnost Il prave tehdy, kdyz existuje alespon jeden

ctyruhelnik se souctem uhlii mensim nez 4R.

Vysvétleni: Vezmeme o CDEF v BK modelu. Tento ¢tyithelnik je tvoien
dvéma trikrat asymptotickymi trojuhelniky. Soucet vnitinich uhla

ctytuhelniku je tedy 0.

C

Obr. 61: Dusledek 3

Definice: Dva trojihelniky, jejichz odpovidajici si thly jsou shodné, a jejichz

odpovidajici si strany nemusi byt obecné shodné, se nazyvaji podobné.

Poznamka: Trojuhelniky nazveme shodné, pokud jsou i odpovidajici si strany

shodné. Jsou-li dva trojuhelniky shodné, jsou nutné i podobné.

Véta 4: Rovina ma vlastnost I prave tehdy, kdyz v ni existuje alespon jeden par

neshodnych podobnych trojuhelnikii.
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Dutkaz: => Uvazujme trojihelnik A ABC v roving s vlastnosti 1.

Z casti 2.1 diakazu véty 2 vime, ze existuje A ADE se shodnymi uhly s
A ABC a zaroven |[AD| = 2 |AB| (|DE| = 2 |BC|, |AE| = 2 |AC)) .

<= Necht mame trojuhelniky A ABC a A A’'B'C’ takové, ze thly u stejné
oznacenych vrcholech jsou shodné (|£A4|=|4A4'|, |&B|=|4B’|,
|AC| =|AC’]) a zaroven |4B|<|4'B’|. Lze ukazat, ze také
|IBC| < |B'C’|a|AC| < |A'C’|.

C

Obr. 62: Ditkaz vety 4

Zvolme bod C* (respektive B*) tak jako na obrazku 62 a aby platilo
|AC| = |A'C*| (|4B| = |4'B*|). Uhly £B*C*C"a 4B'C'C* (A C*B*B’

a AC’'B’'B¥) jsou vedlejsi. Soucet vedlejsich uhld je 2R. Soucasné body
B*B’'C’'C* tvofti ctyfuhelnik o souctu vnitinich thla 4R. Z véty 3 plyne,

7e rovina ma vlastnost I.

Dusledek 4: Rovina ma vlastnost Il prave tehdy, kdyz v ni neexistuji neshodné
podobné trojuhelniky. (Jinymi slovy pokud v roviné s vlastnosti Il jsou trojuhelniky

podobné, pak uz jsou nutné shodné, az na umisténi.)
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Vysvétleni: Vezmeme 2 razné tfikrat asymptotické trojuhelniky v BK
modelu. Vime, Ze vnitini tthel u kazdého vrcholu v téchto trojthelnicich
ma velikost 0. Tyto trojuhelniky jsou podle definice podobné. Zaroven
vzdalenost dvou absolutnich bodt je co. Tudiz vSechny strany jsou shodné

a trojuhelniky musi byt shodné.

Obr. 63: Dusledek 4

Véta 5: Rovina ma vlastnost I prave tehdy, kdyz lze kazdym vnitinim bodem vhlu vést

alespon jednu primku protinajici obé ramena mimo vrchol.
Dukaz: => Predpokladame, Ze rovina ma vlastnost L.

Zvolme thel £A4BC a vnitini bod Q tak jako na obrazku 64.

Obr. 64: Diikaz véty 5
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Z vlastnosti I vime, Ze bodem Q mlzeme vést pravé jednu rovnobézku e
s AB af's BC. Nyni vezmeme bod P na BC na opaéné strané od e nez je
bod B. Pfimka PQ protina i piimku AB, protoze je rizna od e.

<= Predpokladame, Ze plati tvrzeni ve vété. Potfebujeme ukézat, ze rovina

ma vlastnost 1.

Vezmeme piimky AB, CD=CE, tak jako na obrazku 65.
|ABAC| < R =|AACD|. Soucet vnitinich thla, které sviraji AB a CD

s ptickou AC po jedné jeji strané riizny od 2R.

A

Obr. 65: Ditkaz vety 5

Zvolme bod F v poloroving (AC, E) tak, aby | £ CAB| = |AFAC|. Bod C
leZi uvniti uhlu £ FAB.

Podle predpokladu lze bodem C vést piimku protinajici AB i AF. Lze
ukézat, 7e piimka CD protina piimky AB i AF. Z véty 1 plyne, Ze rovina
ma vlastnost I.

Dusledek 5: Rovina ma vlastnost Il prave tehdy, kdyz alespon jednim vnitinim

bodem uhlu nelze vést primku protinajici obé ramena mimo vrchol.

Vysvétleni: Na BK modelu jsme zobrazili uhel £HGI a jeho vnitini bod
F. Nepodaii se nam najit ptimku vedouci bodem F' a protinajici obé

ramena uhlu.
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Obr. 66: Dusledek 5

1. pomocnd véta: Jestlize ve ctyruhelniku KLMN jsou uhly pri vicholech K a L pravé
a |KN| = |LM)|, pak uhly pri vicholech M a N jsou shodné.
Dukaz: Nazvéme X stfed strany KL.

Nyni ved'me bodem X kolmici ke KL.

Oznacme Y prisecik této kolmice se stranou MN.

Potom A KXY je shodny s A LXY a tudiz i A KNY je shodny s A LMY.
(|JAKNY| = | £ LMY])

Y

Ay
7 N
d N

d
s
0(=R\f\
7

[ (S]B=R
K X L
Obr. 67: Diikaz 1. pomocné vety
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Véta 6: Rovina ma vlastnost I prave tehdy, kdyz v ni existuji alespon tii body,

které jsou stejné vzdaleny od primky, leZi po téze jeji strané a jsou kolinearni.
Dtkaz: => Predpoklddame, Ze rovina ma vlastnost .

K pfimce p lze bodem A4 vést pravé jednu rovnobézku g. Necht bod B

leZi na pfimce gq.

Vedme bodem 4 pticku m k piimkam p, ¢ tak, aby |£BAX|, kde X

vznikne jako prusecik m a p, byla rovna R.

m

[ ]

N

p \VA V2

Obr. 68: Diikaz vety 6

K pii¢ce m lze vést libovolnym bodem U’ leZicim na ¢ rovnobézku a;.
Necht' bod V' je priseéik piimek a; a p. Pokud bychom nyni zméfili
vzdalenost bodtu UV, zjistili bychom, Ze je konstantni pro vSechna i.

Jinymi slovy pfimka ¢ je ekvidistantou k pfimce p.

<= Ptedpokladejme, Ze plati znéni véty a chceme ukazat, Ze rovina ma

vlastnost I.

Ozna¢me si body z véty U', U7, UF a V', V7, V° body lezici na piimce p
takové, od nichZ bereme vzdalenost boda U', U?, U’ s p. Z pomocné véty
vime, ze velikosti |AV'U'L?| = |&VUPUY, |AVUL?| = | &V UL,
|AVDPU?| = |AVPUPUP| a tudiz i |AVUPUY| = | A VPUPUP| jsou shodné

apravé. Tim je dokdzano, Ze existuje Ctyfuhelnik se souctem vnitinich
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uhlt rovnym 4R. Dle véty 3 ma rovina vlastnost 1.

U’ U2 U3

\A V2 Ve p

Obr. 69: Diikaz véty 6

Dusledek 6: Rovina ma viastnost Il prave tehdy, kdyz vsechny body, leZici po téze
strané néjaké primky ve stejnych vzdalenostech od ni, nelezi na primce (ekvidistanta

primky neni primka).
Vysvétleni: Staci se vratit k Obr. 36, 37 a 48.

Definice: Ctyitihelnik o MNPQ, jehoz uhly pii vrcholech M a N jsou pravé a strany
MQ a NP jsou shodné, se nazyva Saccheriho ctyfuhelnik o MNPQ.

Q P
a=R B=R
B £
M N

Obr. 70: Saccheriho ctyruhelnik

2. pomocnd véta : V Saccheriho ctyivuhelniku MNPQ jsou vuhly &P a & Q shodné
a spojnice piilicich bodii stran MN a PQ je spolecna kolmice piimek MN a PQ. (Tato
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véta plati bez ohledu na platnost vlastnosti I nebo I1.)
Diikaz: Nazvéme X pulici bod strany MN.

Nyni ved'me bodem X kolmici ke MN.

Oznacme Y prisecik této kolmice se stranou PQ.

Podle dikazu 1. pomocné véty A MQY a A NPY jsou shodné. Tedy
|QY] = |YP| a bod Y je ptlici bod strany PQ. Z toho plyne, Ze A QYX
a A PYX jsou shodné. Pfimka XY je kolma i na stranu PQ.

Véta 7: Rovina ma vlastnost I pravé tehdy, kdyz ke kazdym trem nekolinearnim
bodum existuje stejné od nich vzdaleny (kdyz kazdé tri nekolinedrni body lezi

na kruznici).

Dtikaz: => Predpokladejme, Ze v roviné s vlastnosti I lezi tfi nekolinearni body A4, B,
C. Mnozina bodt stejné vzdalenych od bodli 4 a B je osa tsecky 4B jdouci

jejim ptlicim bodem X. Obdobn¢ dostaneme pro tisecku BC jeji osu jdouci

bodem Y.

Obr. 71: Diikaz vety 7
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To znamena, Ze bod stejn¢ vzdaleny od 4, B i C dostaneme, pokud se
protnou tyto osy useCek. Nyni si sta¢i uvédomit, ze osy useCek sviraji
s ptickou XY uhly se souctem riznym od 2R, tudiz se musi protnout a

hledany prisecik existuje.

<= Ptedpokladejme, ze plati znéni véty. Mame dokazat, Ze rovina ma

vlastnost I.

a M
\
a=R
c
K
[\ 6 =R
B b
L{I

Obr. 72: Diikaz vety 7

Necht’ a, b, ¢ jsou tii pfimky jako na obrazku 72. Oznaéme prisecik piimek
a a b, které jsou na sebe kolmé, jako B a piimek a a c, jez nesviraji pravy
uhel, jako C. (Soucet vnitinich thlt pfimek b, ¢ s ptickou BC je rizny od

2R.)

Zvolme bod K na usecce BC. Nyni dour¢ime bod L na polopiimce CB,
aby platilo |KB| =|BL|, a bod M lezici na kolmici vedené bodem K
na piimku ¢, pro ktery |Kc| = |[Mc|. Body K, L, M jsou nekolinearni. Bod
stejn¢ vzdaleny od téchto bodl existuje a lezi v pruseciku piimek b a c.

Podle véty 1 ma rovina vlastnost I.

Dusledek 7: Rovina ma viastnost Il prave tehdy, kdyz nelezi zadné tri nekolinearni

body na kruznici. (Tato kruznice neexistuje.)

Vysvétleni: Mame tfi nekolinearni body M, N, O. Pokud by kruznice
existovala, jednalo by se o kruznici opsanou trojuhelniku A MNO. Stred

této kruznice by musel lezet v praseciku os stran trojiihelnika. Na obrazku
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73 je vidét, ze osa MO a osa MN jsou rovnobézné (Jejich prusecik je

pouze absolutni bod. Ten jako stfed kruznice neuvazujeme.)

MO MN

h'*

Obr. 73: Dusledek 7

Véta 8: Rovina ma vlastnost I prave tehdy, kdyz v ni existuje alespon jeden par

riiznych primek té vlastnosti, Ze body jedné z nich maji od druhé vzdalenosti shora

omezeny.
Diikaz: => Mé-li rovina vlastnost I, z véty 6 vime, ze rovnobézky jsou ekvidistantni.

<= Pokud rovina nema vlastnost I, pak lze dokdzat, Ze neexistuji primky té

viastnosti, Ze body jedné z nich maji od druhé vzdalenosti shora omezené.

Necht thel & BAD je pravy a bod C lezi v poloroviné (4B, D). Situaci lze
volit tak, aby tthel £ ABC byl tupy nebo pravy (jinak bychom vzali opac¢né
polopiimky). (viz Obr. 74)
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y o}
|_2 /
————————————— -
v, L,
vy K
3
B/ Ko
a=R B=R y =R 5=R
A W, W, W, D

Obr. 74: Ditkaz vety 8

Nyni musime ukdzat, ze k useCce predem dané delky MN najdeme bod V,
lezici na BC a jeho kolmy pramét W, lezici na AD takovy,

aby |V.W,| > |[MN]|.
Zvolme na polopiimce BC body V', V>, V3, takové aby |V, V5| = |VJV3).
Najdeme jejich kolmé praméty W,, W>, W; na poloptimce AD.

Dour¢ime body K, na V.W, a K; na V;W; spliujici |W, V| = |[W.K5|,
|W2V2| = |W3K3|

Protoze Ctyfuhelnik W, W.K,V, je Saccheriho a v rovin€ s vlastnosti II je
soucet thli v étyfthelniku mensi nez 4R, jsou Ghly £ W,V,K, a & WK,V
ostré. (Podobné dojdeme k tomu, ze Gthly & W,V>K;a & W;K;V5 jsou ostré.)

Je tfeba si uvédomit, ze bod K, lezi mezi W,V,, protoze thel £ W,V.K, je
ostry, zatimco thel & W,V,V, je tupy nebo pravy. (Uhel & W,V,V, nemize
byt ostry, jinak by jeho dopliikkovy uthel & W;V,B byl tupy a soucet thld
v Ctyfuhelniku ABV,; W, by byl vétsi nez 4R.)

Tudiz existuje bod L, nad bodem V, takovy, aby platilo |K,V>| = |V>L,|.

Bod L; ziskame nanesenim délky |V>L;| nad bod K.
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Nyni musime ukazat, ze |K;L;| < |K;3V3).
To plati, staci si uvédomit, ze uhel £ V>L,V; je tupy a uhel & V>L.L; je ostry.

A VoL,V je tupy, protoze trojuhelniky A V,K;V>, A ViL;V> jsou shodné
auhel £ V,K,V; je tupy (doplnék k ostrému uhlu £ W>K,V7).

A W>L,L; je ostry, protoze lezi v étyfuhelniku W>W;L;L,, ktery je Saccheriho.

Ukazali jsme, ze posloupnost délek |V, ,| roste do nekonecna, tj. plati vztah

|Van| > |V1W1| + (I’Z - ])|V2K2|

Dusledek 8: Rovina ma vilastnost Il prave tehdy, kdyz v ni neexistuje ani jedna
dvojice ruznych primek té vlastnosti, ze body jedné z nich maji od druhé vzdalenosti

shora omezeny.

p2

P3 ia A

h*

Obr. 75: Dusledek 8

Vysvétleni: Vzdalenosti di mezi dvéma L-pfimkami x, y z obrazku 75 jsou
s rostoucim i rostouci, tj. dI < d2 < d3 (Vzdalenosti méfime jinak nez jsme
v euklidovské  geometrii  zvykli.)  Vzdalenost d3 je  nejvetsi,

protoze vzdalenost L-bodu a A-bodu je rovna .
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S5 Zajimavé vyuZiti na zavér
5.1 Maurits Cornelis Escher

Tento nizozemsky umeélec zil v letech 1898 —1972. V mladi se ucil truhlafem
a pozdé¢ji architektem. V té€ dob& jeho malifské schopnosti nebyly na pfili§ vysoké
urovni. S matematikou pfisel do styku az pozdéji v pribéhu svého zivota. Az kolem
roku 1956 se zacal zabyvat ztvarnénim tzv. hyperbolického mozaikovani. Jinymi
slovy hyperbolické rovina je vétsi nez euklidovska, tudiz pokud ji chceme zobrazit
na stejné velkou plochu, tak dochazi k piekryvani. Jeho nejznaméjsi dila z této
oblasti jsou Circle Limit I, II, III, IV. Zabyval se i mnoha jinymi neméné zajimavymi

kresbami, které nesouvisi s touto praci.

Obr. 76: Circle Limit III [8]

Poznamka: K zobrazeni hyperbolické roviny je pouzit Poincarého kruhovy model.

Vsechny ryby na obrdzku 76 maji stejnou L-velikost.
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Cilem této prace bylo rozsifit obzory stiedoskolskym studentim v oblasti geometrie.
Nejprve je naznaceno, jakym stylem se da geometrie vybudovat. Dale je ukazano,
7e geometrie vyucovand na zakladnich a stfednich Skolach neni jedind, ktera by se

dala pouzit k popisu realnych véci.

Tato prace obsahuje velké mnozstvi obrazkl, na kterych je zachyceno, jak se
konkrétn¢ hyperbolickd geometrie v roviné projevuje. Nejprve jsou ctenaifim
na modelech demonstrovany nové poznatky. Pozdéji jsou tyto poznatky vyuzity

v kapitole Véty ekvivalentni s V. Euklidovym postulatem.

Téma hyperbolické geometrie nebylo vycCerpano. Bylo by mozné ho rozsifit
do prostoru nebo naopak do dimenze 1 (hyperbolicka pfimka). Doplnit by se daly

1 jiné neeuklidovské geometrie (parabolicka, eliptickd).
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