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práce jako školńıho d́ıla podle §60 odst. 1 autorského zákona.
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Úvod

Nelineárńı rovnice se objevuj́ı často jak v teoretických tak v praktických apli-
kaćıch matematiky. Typickým př́ıkladem jsou polynomiálńı či transcendentńı
rovnice. V některých př́ıpadech lze nalézt přesné řešeńı pomoćı metod mate-
matické analýzy nebo algebry, v mnohých př́ıpadech ale přesné řešeńı nalézt
neumı́me, nebo jej ani nelze v radikálech vyjádřit, což např́ıklad pro obecné po-
lynomy stupně 5 a v́ıce plyne z Galoisovy teorie. V úvahu proto přicháźı hledáńı
pouze přibližného řešeńı pomoćı numerických metod. Velmi by se nám ĺıbilo,
kdyby existovala univerzálńı metoda aplikovatelná na jakoukoli nelineárńı rov-
nici. Takovou metodu bohužel zat́ım k dispozici nemáme, existuje však velké
množstv́ı rozličných metod vhodných pro r̊uzné druhy nelineárńıch rovnic. V této
práci se zaměř́ıme na základńı iteračńı metody pro řešeńı nelineárńıch alge-
braických rovnic jedné reálné proměnné a některé jejich modifikace. Vysvětĺıme
algoritmy, odvod́ıme podmı́nky, za kterých metody konverguj́ı, a zhodnot́ıme
výhody i nevýhody jejich použit́ı a aplikovatelnost na r̊uzné rovnice.

V prvńı kapitole nejprve specifikujeme problém, kterému se budeme věnovat.
Dále zavedeme terminologii a některé d̊uležité pojmy nezbytné pro podrobněǰśı
teoretické studium a uvedeme také několik základńıch vět z matematické analýzy,
které budou potřebné pro d̊ukazy teoretických vlastnost́ı metod v daľśıch kapi-
tolách.

Ve druhé kapitole se seznámı́me se třemi základńımi iteračńımi metodami.
Prvńı z nich bude metoda p̊uleńı intervalu, která je nejzákladněǰśı iteračńı me-
todou pro řešeńı nelineárńıch rovnic, a pomoćı ńı poté odvod́ıme metodu zvanou
regula falsi. Podrobně bude rozebrána metoda fixed-point iterace, jenž bude mı́t
velký význam pro studium pokročileǰśı Newtonovy metody ve třet́ı kapitole.

Třet́ı kapitola nese název Newtonova metoda a jej́ı modifikace. Nejprve se v ńı
čtenář seznámı́ s klasickou Newtonovou metodou a to včetně d̊ukazu jej́ı lokálńı
kvadratické konvergence a dále i s některými modifikacemi této metody, např́ıklad
pro v́ıcenásobné kořeny. Na základě Newtonovy metody bude také odvozena me-
toda sečen, velmi známá metoda vhodná i pro nediferencovatelné funkce. Kapitola
bude zakončena sekćı o metodách založených na kvadratické interpolaci.

Závěrečná, čtvrtá kapitola obsahuje numerické experimenty. Na r̊uznorodých
př́ıkladech bude pomoćı výpočetńıho softwaru Matlab demonstrováno a porov-
náváno chováńı metod uvedených ve druhé a třet́ı kapitole a to předevš́ım na
polynomiálńıch a transcendentńıch rovnićıch. Bude provedeno nejen praktické
ověřeńı řádu konvergence metod na rovnićıch splňuj́ıćıch předpoklady konver-
genčńıch vět, ale také otestujeme chováńı metod aplikovaných na rovnice, o nichž
nemáme z teoretické části žádné informace.
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Kapitola 1

Základńı teorie

V této kapitole si nejprve zadefinujeme úlohu, kterou se budeme dále zabývat.
Pod́ıváme se na množinu jej́ıch řešeńı a poté na stejnou úlohu nahlédneme i z nu-
merického hlediska. Nakonec uvedeme několik základńıch definic a vět známých z
matematické analýzy, které budou d̊uležité v následuj́ıćıch kapitolách pro studium
teoretických vlastnost́ı r̊uzných metod řešeńı.

1.1 Specifikace úlohy

Mějme dánu nelineárńı spojitou skalárńı funkci f : R → R. Naš́ım úkolem je
naj́ıt x∗ ∈ R splňuj́ıćı

f(x∗) = 0. (1.1)

Takové x∗ budeme nazývat kořenem funkce f .

Poznámka. Speciálně lze někdy uvažovat f : C → C. V závislosti na metodě
řešeńı rovnice budeme také někdy přidávat daľśı požadavky na funkci f , např́ıklad
existenci a spojitost derivaćı atp.

Funkce f bude většinou zadaná explicitně, např́ıklad jako polynom či transcen-
dentńı funkce. Můžeme se však setkat i s implicitńım zadáńım, což znamená, že
známe algoritmus pro výpočet f(x) pro všechna x ∈ R, ale neznáme explicitńı
vyjádřeńı funkce f .

1.1.1 Počet řešeńı

Existence a jednoznačnost řešeńı obecné nelineárńı rovnice je na rozd́ıl od
řešeńı rovnice lineárńı velmi složitý problém. Nelineárńı rovnice mohou mı́t libo-
volný počet řešeńı od žádného až po nekonečně mnoho. Obecná křivka (tj. graf
funkce f) totiž může protnout osu x mnohem v́ıce zp̊usoby, než př́ımka.

Př́ıklad. Uved’me si pár typických př́ıklad̊u nelineárńıch rovnic i s počtem řešeńı:

(i) ex + 1 = 0 nemá žádné řešeńı,

(ii) x3 − 5 = 0 má jedno reálné (a dvě komplexńı) řešeńı,

(iii) x2 − sin(7x) = 0 má čtyři řešeńı,

(iv) cos(x)− 1 = 0 má nekonečně mnoho řešeńı.
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Nelineárńı rovnice mohou nav́ıc mı́t i v́ıcenásobné kořeny, což znamená, že
nejen daná funkce, ale i jej́ı derivace (obecně až do řádu k) je v nějakém bodě
nulová. Jako př́ıklad uved’me rovnici (iv), která má zřejmě všechny své kořeny
dvojnásobné.

1.2 Aproximace řešeńı

Pro některé funkce lze naj́ıt všechna přesná řešeńı rovnice (1.1), např́ıklad
pro faktorizovatelné polynomy, obecně však v něco podobného doufat rozhodně
nemůžeme. Nejen, že nebudeme často schopni určit počet řešeńı rovnice, ale
některá řešeńı nemuśı j́ıt ani v radikálech vyjádřit. Nav́ıc v poč́ıtačové aritme-
tice (tj. v aritmetice s konečnou přesnost́ı) přesné řešeńı v̊ubec existovat nemuśı.
Naš́ım ćılem tedy nebude hledat všechna přesná řešeńı, ale budeme se snažit
nalézt jedno dostatečně dobré přibližné řešeńı rovnice (1.1).

1.2.1 Podmı́něnost úlohy

Vysvětlili jsme si, proč hledáme pouze přibližné řešeńı, nevysvětlili jsme si
však, co t́ım mysĺıme. Necht’ tedy f a x∗ jsou jako v úvodu této kapitoly. Pak x
nazveme přibližným řešeńım, pokud bud’

(1) ‖f(x)‖ ≈ 0 nebo (2) ‖x∗ − x‖ ≈ 0.

Prvńı možnost ř́ıká, že máme malé reziduum, kdežto druhá možnost ř́ıká, že
přibližné řešeńı je bĺızko přesnému řešeńı. Stejně jako např́ıklad u řešeńı systémů
lineárńıch rovnic tyto dvě možnosti nemuśı nutně nastat zároveň. Ilustrujme si
tento problém v jedné dimenzi na Obrázku 1.1. Obě funkce na obrázku maj́ı

Obrázek 1.1: Ilustrace podmı́něnosti funkce.

přibližně stejnou možnou odchylku ve svých hodnotách (vyznačenou čárkovaně),
která může být zp̊usobena např́ıklad zaokrouhlovaćımi chybami v pr̊uběhu výpoč-
tu. Zřejmě však je velký rozd́ıl v možné odchylce umı́stěńı jejich kořen̊u. Zat́ımco
druhá funkce je dobře podmı́něná, nebot’ malá změna ve vstupńıch datech zp̊usob́ı
pouze malou možnou změnu v poloze kořene, prvńı funkce je evidentně špatně
podmı́něná [7].

Př́ıklad. Špatně podmı́něnou funkćı, se kterou se v praxi budeme často setkávat,
jsou polynomy s v́ıcenásobným kořenem.
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1.2.2 Iteračńı metody

K výpočtu aproximace řešeńı budeme použ́ıvat r̊uzné druhy iteračńıch me-
tod. Definovat korektně obecnou iteračńı metodu je složité a pro nás poněkud
zbytečné. Uved’me si tedy pouze, že iteračńı metodou budeme mı́t na mysli
opakovanou aplikaci funkce F odvozené nějakým zp̊usobem ze zadané funkce
f . Funkce F může mı́t obecně k vstupńıch parametr̊u {xi, xi+1,..., xi+k−1} (my
budeme uvažovat k ∈ {1, 2, 3}) a jej́ım výstupem bude vždy jeden nový bod
xi+k, i ∈ N ∪ {0}. Parametry {x0, x1,..., xk−1} nutné pro inicializaci budou na
počátku zadány. Konkrétńı př́ıklady iteračńıch metod rozebereme v následuj́ıćıch
kapitolách.

1.2.3 Řád konvergence

Abychom mohli porovnávat efektivitu iteračńıch metod, potřebujeme charak-
terizovat rychlost konvergence.

Uvažme nějakou iteračńı metodu aplikovanou na rovnici (1.1) a x∗, přesné
řešeńı této rovnice. Pak chybou v n-té iteraci budeme rozumět en = xn− x∗. Po-
kud výsledkem n-té iterace dané metody neńı přibližné řešeńı, ale interval [an, bn]
obsahuj́ıćı přesné řešeńı, pak chybou v n-té iteraci budeme rozumět en = bn−an.

Definice 1 (řád konvergence). Necht’ {xn} je posloupnost daná nějakou iteračńı
metodou a en je chyba v n-té iteraci. Řekneme, že metoda pro dané vstupńı
parametry {x0, x1,..., xk−1} konverguje k přesnému řešeńı x∗, jestliže

lim
n→∞

‖en‖ = 0.

Dále řekneme, že metoda má řád konvergence r pro dané {x0, x1,..., xk−1},
jestliže

lim
n→∞

‖en+1‖
‖en‖r

= C

pro nějakou kladnou reálnou konstantu C.
Konvergenci nazveme

� lineárńı, jestliže r = 1 a C < 1,

� superlineárńı, jestliže r > 1,

� kvadratickou, jestliže r = 2.

Poznámka. Konstantu C uvedenou v Definici 1 někdy také nazýváme rychlost
konvergence.

Interpretace lineárńı konvergence je taková, že asymptoticky přidá lineárně
konvergentńı metoda v daném bodě v každém kroku konstantńı počet platných
cifer k výsledku. Superlineárně konvergentńı posloupnost má asymptoticky v
daném bodě v každé iteraci r-krát v́ıce platných č́ıslic, než v předchoźı iteraci.
Speciálně tedy kvadraticky konvergentńı metoda asymptoticky zdvojnásobuje
počet platných č́ıslic přibližného řešeńı každou iteraćı [7].

Lineárńı konvergence může být v praxi velmi pomalá, kdežto superlineárńı a
kvadratická konvergence jsou většinou rychlé. Reálné chováńı metody záviśı však
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také na konstantě C. Např́ıklad lineárńı konvergence s konstantou C = 0.001
může být celkem uspokojivá, kdežto lineárńı konvergence s konstantou C = 0.9
je velmi špatná [5].

Řád konvergence neńı jediným kritériem v posuzováńı efektivity dané metody.
Důležitým faktorem pro určeńı ceny algoritmu je také počet operaćı provedených
v každé iteraci, typicky počet vyhodnocováńı zadané funkce nebo nutnost výpočtu
derivace funkce v jednotlivých iteraćıch. Jak uvid́ıme později, i pomaleji konver-
guj́ıćı algoritmus může být efektivněǰśı než jiný, rychleji konverguj́ıćı algoritmus,
za předpokladu, že v jednotlivých iteraćıch provád́ıme méně výpočetně náročných
operaćı.

1.2.4 Zastavovaćı kritéria

Nelineárńı rovnice typicky nelze vyřešit v konečném počtu iteraćı, budeme
proto volit takové metody, které nám daj́ı posloupnost bod̊u konverguj́ıćı k přes-
nému řešeńı nebo posloupnost interval̊u obsahuj́ıćıch kořen a konverguj́ıćıch ve
velikosti k nule. Metodu zastav́ıme ve chv́ıli, kdy dostaneme dostatečně dobré
přibližné řešeńı.

Otázkou je, na základě čeho poznáme, že obdržené přibližné řešeńı je do-
statečně dobré. Jednou možnost́ı je sledovat hodnotu f(xn) a výpočet zastavit,
je-li |f(xn)| < ε, kde ε je požadovaná přesnost. Možnou modifikaćı tohoto kritéria
tak, aby v́ıce reflektovalo oblast, kde řešeńı hledáme, je |f(xn)| < ε |f(x0)| + ε1,
kde ε1 > 0 zabráńı nesplnitelnosti kritéria pro |f(x0)| velmi malé [11]. Je-li však
funkce f špatně podmı́něná, pak nám toto ani předchoźı kritérium nedávaj́ı jis-
totu, že |x∗ − xn| je malé.

Daľśı možnost́ı je sledovat rozd́ıl v po sobě jdoućıch iteraćıch. Prvńı variantou
tohoto kritéria je absolutńı rozd́ıl, tj. metodu zastav́ıme pokud |xn − xn−1| < ε.
Druhou variantou je rozd́ıl relativńı, tj. výpočet zastavujeme na základě ve-
likosti |xn−xn−1|

|xn| . Toto kritérium však neńı vhodné pro |xn| ≈ 0. V takovém

př́ıpadě je lepš́ı jmenovatel nahradit výrazem max{xtyp, |xn|}, kde xtyp je hodnota
zadávaná uživatelem a často se voĺı např́ıklad xtyp = 1. Metodu pak zastav́ıme,

je-li |xn−xn−1|
max{xtyp,|xn|} < ε. Ani jedna z těchto dvou variant nám však obecně nedává

informaci o |xn − x∗| ani o hodnotě |f(x)| . Přesto tato kritéria maj́ı význam,
nebot’ pokud se po sobě následuj́ıćı iterace lǐśı o velmi málo, stoj́ı za zvážeńı, zda
má smysl poč́ıtat daľśı iterace [4].

Důležitá je také přiměřená volba ε. Požadovat ε = εmach, kde εmach je strojová
přesnost, je zřejmě přehnané. Rozumnou volbou je např́ıklad ε =

√
εmach, viz [5].

Obecně vhodným zastavovaćım kritériem je maximálńı možný počet iteraćı.
Toto kritérium nám sice nedává žádnou informaci o kvalitě obdrženého řešeńı,
avšak jeho použit́ım v kombinaci s daľśımi kritérii zameźıme problémům, které
mohou nastat při zadáńı neúměrných požadavk̊u na přesnost hledané aproximace
řešeńı [4].

Zastavovaćı kritérium rozhodně nelze volit obecně, muśıme jej přizp̊usobit
dané úloze a zvolené metodě. Konkrétńı př́ıklady se zd̊uvodněńım dané volby si
uvedeme u jednotlivých metod v následuj́ıćıch kapitolách.
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1.3 Věty z matematické analýzy

Věta 1 (o nabýváńı mezihodnot [8]). Necht’ a, b ∈ R, a 6= b a necht’ funkce f je
spojitá na intervalu [a, b], f(a) 6= f(b). Pak ke každému c ∈ (f(a), f(b)) existuje
ξ ∈ (a, b) takové, že plat́ı f(ξ) = c.

Věta o nabýváńı mezihodnot je d̊uležitý teoretický nástroj, který nám při
splněńı daných předpoklad̊u zaruč́ı existenci řešeńı rovnice (1.1) v určitém inter-
valu.

Definice 2 (kontrakce). Necht’ X je metrický prostor, ρ znač́ı př́ıslušnou metriku
a F : X → X je zobrazeńı. Řekneme, že F je kontrakce na X, jestliže existuje
γ ∈ [0, 1) takové, že pro každé x, y ∈ X plat́ı

ρ(F (x), F (y)) ≤ γρ(x, y).

Definice 3 (pevný bod). Necht’ X je metrický prostor, F : X → X je zobrazeńı.
Pak x ∈ X splňuj́ıćı F (x) = x nazveme pevným bodem zobrazeńı F.

Věta 2 (Banachova o kontrakci [8]). Necht’ X je úplný metrický prostor a F :
X → X je kontrakce. Pak F má v X právě jeden pevný bod.

Na prvńı pohled se může zdát, že tato věta př́ılǐs nesouviśı s řešeńım úlohy
(1.1). V Kapitole 2 si však ukážeme, že hledáńı kořen̊u rovnice můžeme snadno
převést na hledáńı pevných bod̊u nějakého zobrazeńı. Banachova věta o kon-
trakci je proto pro nás velmi silný teoretický nástroj. Poznamenejme však, že v
praktickém řešeńı nám tato věta často nepomůže, protože splnit jej́ı předpoklady
může být obt́ıžné.

Věta 3 (o středńı hodnotě [8]). Necht’ a, b ∈ R, a < b, f je funkce spojitá na
intervalu [a, b] a necht’ f ′(x) existuje pro všechna x ∈ (a, b). Pak existuje ξ ∈ (a, b)
splňuj́ıćı

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Definice 4 (Lagrange̊uv interpolačńı polynom). Necht’ n ∈ N, f : R → R a
{x0, x1,..., xn} ⊂ R. Pak Lagrange̊uv interpolačńı polynom n-tého stupně definu-
jeme

Ln(x) = f(x0)l0(x) + f(x1)l1(x) + ... + f(xn)ln(x),

kde

li(x) =
(x− x0)
(xi − x0)

...
(x− xi−1)
(xi − xi−1)

(x− xi+1)

(xi − xi+1)
...

(x− xn)

(xi − xn)
.

Poznámka. Lagrange̊uv interpolačńı polynom n−tého stupně splňuje Ln(xi) =
f(xi) a li(xj) = δij ∀ i, j ∈ {0,...,n}.
Věta 4 (zbytek Lagrangeova interpolačńıho polynomu [16]). Necht’ n ∈ N,
[a, b] ⊂ R je omezený neprázdný interval a f je spojitě diferencovatelná funkce až
do řádu n+ 1 na [a, b], v kraj́ıch jednostranně. Necht’ x0, x1,..., xn jsou navzájem
r̊uzná č́ısla z intervalu [a, b]. Pak pro každé x ∈ [a, b] existuje ξ ∈ (a, b) takové, že

f(x) = P (x) +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1)...(x− xn),

kde P (x) je Lagrange̊uv interpolačńı polynom stupně nejvýše n splňuj́ıćı f(xi) =
P (xi) pro všechna i ∈ {1, 2,..., n}.
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Kapitola 2

Základńı metody

V této kapitole rozebereme tři základńı iteračńı metody použitelné na r̊uzné
typy rovnic. Vysvětĺıme algoritmy jejich výpočtu, vhodnost aplikace na konkrétńı
rovnice a výhody či nevýhody při použit́ı. Pod́ıváme se také na řád konvergence
a s ńım spojenou výpočetńı náročnost jednotlivých metod.

2.1 Půleńı intervalu (bisekce)

Bisekce je asi nejjednodušš́ı a také nejznáměǰśı metoda pro řešeńı nelineárńıch
rovnic. Jak jsme již zmı́nili v úvodńı kapitole, pro nelineárńı funkce a obzvláště
pak v aritmetice s konečnou přesnost́ı nemuśı existovat přesné řešeńı rovnice (1.1).
Jednou z možnost́ı, jak k takovému problému přistupovat, je hledat dostatečně
malý interval [a, b], o kterém v́ıme, že obsahuje kořen.

2.1.1 Algoritmus

Myšlenka metody je snadná. Uvažujme neprázdný omezený interval [a, b] a
funkci f , která je na tomto intervalu spojitá a nav́ıc splňuje f(a)f(b) ≤ 0. Pak
podle Věty 1 existuje bod x∗ ∈ [a, b] splňuj́ıćı f(x∗) = 0. Chceme nějak systema-
ticky zmenšovat tento interval tak, aby stále obsahoval kořen. Jak název metody
napov́ıdá, zvolme bod m uprostřed intervalu [a, b], tedy

m := a+
(b− a)

2
.

Pak bud’ f(m) = 0 a máme výsledek, nebo na jednom z interval̊u [a,m], [m, b] má
funkce f r̊uzná znaménka v koncových bodech. Takový podinterval zvoĺıme jako
náš nový interval a provedeme daľśı iteraci. Tento proces opakujeme tak dlouho,
dokud velikost nového intervalu neńı menš́ı než předem definovaná přesnost. Me-
toda je ilustrována na Obrázku 2.1.
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Obrázek 2.1: Ilustrace bisekce.

2.1.2 Implementace

Předpokládejme, že na vstupu máme zadanou spojitou funkci f , interval [a, b]
tak, že f(a)f(b) < 0, a požadovanou přesnost tol. Ve zjednodušené syntaxi pak
může algoritmus vypadat následovně

while (b− a) > tol do
m := a+ (b− a)/2;
if sign(f(a)) = sign(f(m)) then

a:=m;
else

b:=m;
end

Poznamenejme pár d̊uležitých věćı k uvedené implementaci algoritmu. Nejprve
si všimněme volby výpočtu bodum. Př́ımočařeǰśım zp̊usobem by jistě bylo poč́ıtat
m = (a + b)/2, v aritmetice s končenou přesnost́ı by však tato volba mohla
zp̊usobit problémy. Hodnota (a + b)/2 vlivem aritmetiky s konečnou přesnost́ı
nemuśı nutně spadnout do intervalu [a, b], kdežto hodnota a + (b − a)/2 bude
vždy v intervalu [a, b]. Daľśım zaj́ımavým problémem implementace je testováńı,
zda hodnoty f(a), f(m) maj́ı stejná znaménka. Matematicky je tento problém
ekvivalentńı testováńı zda f(a)f(m) > 0, v poč́ıtačové aritmetice by tato volba
mohla být riskantńı. Jsou-li hodnoty f(a), f(m) nenulové avšak velmi malé (což
jistě nastane, budeme-li se bĺıžit ke kořeni), může jejich součin být numericky
nulový. Bezpečněǰśı tedy je využ́ıt předdefinované funkce signum, viz [2].

Za zmı́nku stoj́ı i zastavovaćı kritérium. V Kapitole 1 jsme uvedli, že jeho
volba by měla reflektovat zvolenou metodu i úlohu. U metody bisekce se často
voĺı

|bn − an| <
|a|+ |b|

2

√
εmach,

kde εmach je strojová přesnost. Zároveň můžeme omezit i maximálńı počet iteraćı,
který by neměl překročit 40-50, viz [12].

2.1.3 Řád konvegrence

Nyńı na základě [12] dokážeme, že metoda p̊uleńı intervalu konverguje lineárně.
Odvod́ıme také, kolik iteraćı je nutné provést pro nalezeńı přibližného řešeńı za-
dané přesnosti.
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Věta 5 (řád konvergence bisekce). Necht’ a, b ∈ R, a < b a f : [a, b] → R je
spojitá funkce splňuj́ıćı f(a)f(b) < 0. Pak metoda bisekce konverguje lineárně s
rychlost́ı 1/2. Je-li nav́ıc [an, bn] interval v n−té iteraci a δ ∈ R, pak je třeba
provést log2(

b−a
δ

) + 1 iteraćı, aby |bn − an| < δ.

D̊ukaz. Zřejmě pro každé n ∈ N je po n iteraćıch |bn − an| = (b− a)/2n, a tedy

lim
n→∞

|bn − an| = lim
n→∞

(b− a)/2n = 0.

Zřejmě také přesné řešeńı x∗ splňuje: x∗ ∈ [an, bn] ∀n ∈ N, tedy metoda konver-
guje. Nav́ıc pro r = 1 plat́ı

lim
n→∞

‖en+1‖
‖en‖r

= lim
n→∞

(b−a)
2n+1

(b−a)
2n

=
1

2
.

Dokázali jsme, že metoda konverguje lineárně s rychlost́ı C = 1
2
.

Pro δ ∈ R chceme: |bn − an| = (b−a)/2n < δ, tedy muśı platit n > log2(
b−a
δ

).

2.1.4 Vlastnosti

V d̊ukazu Věty 5 si můžeme všimnout, že na funkci f ani na vstupńı interval
neklademe žádné dodatečné podmı́nky. Metoda bisekce je tedy velmi robustńı.
Máme zaručeno, že vždy najde aproximaci řešeńı zadané přesnosti a to nav́ıc
v předem známém počtu iteraćı. Je-li v daném intervalu v́ıce kořen̊u, pak me-
toda konverguje k některému z nich, dopředu ovšem nedokážeme odhadnout ke
kterému. Poznamenejme také, že metodu nelze použ́ıt pro funkce s kořeny se
sudou násobnost́ı, nebot’ tyto funkce v kořeni neměńı znaménko.

Výhodou metody je, že nepotřebujeme znát derivace funkce f a proto ji
můžeme použ́ıvat i pro hledáńı kořen̊u nediferencovatelných funkćı. Metoda p̊uleńı
intervalu však využ́ıvá jen velmi málo vlastnost́ı vstupńı funkce k nalezeńı jej́ıch
kořen̊u. To je hlavńı d̊uvod, proč tato metoda většinou konverguje pomaleji než
jiné metody, kterými se budeme zabývat v následuj́ıćıch sekćıch [7].

Protože je metoda spolehlivá, ale jej́ı konvergence je pomalá, použ́ıvá se
často u sofistikovaněǰśıch metod jako startovaćı, abychom źıskali z počátečńıho
nepřesného odhadu mnohem lepš́ı odhad pro polohu kořene a následně mohli
aplikovat rychleji konverguj́ıćı metodu, která vyžaduje přesněǰśı vstupńı data než
bisekce [12]. Metodu lze nav́ıc rozš́ı̌rit i do v́ıce dimenźı, pak je ovšem výpočetńı
náročnost mnohonásobně vyšš́ı.

2.2 Fixed-point iterace

V praxi se někdy může stát, že budeme cht́ıt naj́ıt řešeńı rovnice

g(x) = x (2.1)

pro nějakou známou funkci g. V následuj́ıćı sekci dokážeme existenci řešeńı to-
hoto problému, odvod́ıme algoritmus pro numerické řešeńı a pod́ıváme se na jeho
vlastnosti. Tato úloha bude mı́t pro nás velký význam při rozv́ıjeńı daľśıch me-
tod pro řešeńı rovnice (1.1), nebot’ hledáńı kořene rovnice lze snadno převést na
hledáńı pevného bodu nějakého zobrazeńı.
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2.2.1 Existence řešeńı

Existenci řešeńı rovnice (1.1) nám zaručovala Věta o nabýváńı mezihodnot 1.
Na základě knihy [4] nyńı dokážeme jej́ı alternativou pro rovnici (2.1).

Věta 6 (existence pevného bodu). Necht’ g je spojitá funkce na neprázdném
intervalu [a, b] splňuj́ıćı g(x) ∈ [a, b] ∀x ∈ [a, b]. Pak g má v [a, b] pevný bod.

D̊ukaz. Je-li g(a) = a nebo g(b) = b, věta zřejmě plat́ı. Předpokládejme tedy, že
g(a) 6= a a g(b) 6= b. Pak z předpokladu věty plyne g(a) > a a zároveň g(b) < b.
Položme h(x) := g(x)− x. Pak funkce h je spojitá a splňuje h(a) > 0 a h(b) < 0.
Podle Věty 1 proto existuje x∗ ∈ [a, b] splňuj́ıćı h(x∗) = 0 a tedy g(x∗) = x∗.

Nyńı se zamysleme nad t́ım, jak převést problém hledáńı kořene rovnice na
problém hledáńı pevného bodu. Mějme zadanou funkci f pro úlohu (1.1) a položme
g(x) = f(x) − x. Pak zřejmě f(x∗) = 0 právě tehdy, když g(x∗) = x∗. Možnost́ı
volby funkce g je však mnohem v́ıce, jak si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad. Uvažme rovnici f(x) = x2−x−2 = 0. Funkci g můžeme zvolit např́ıklad
takto

(1) g(x) = x2 − 2,

(2) g(x) =
√
x+ 2,

(3) g(x) = 1 + 2/x,

(4) g(x) = x2+2
2x−1 .

Pak každé řešeńı rovnice g(x) = x pro všechny uvedené funkce g je zároveň
řešeńım rovnice f(x) = 0. Otázkou, které z těchto možnost́ı volby jsou vhodné a
které ne, se budeme zabývat v Př́ıkladu 1.

Rozd́ıl v hledáńı řešeńı rovnice f(x) = 0 a g(x) = x lze snadno nahlédnout
graficky, viz Obrázek 2.2. Při hledáńı kořene rovnice nás zaj́ımá pr̊useč́ık funkce
f s osou x, kdežto při hledáńı pevného bodu nás zaj́ımá pr̊useč́ık funkce g s osou
y = x.

Obrázek 2.2: Rozd́ıl v hledáńı kořene funkce f a pevného bodu funkce g.
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2.2.2 Algoritmus a implementace

Uvažujme funkci g, která je spojitá na neprázdném intervalu [a, b] a splňuje
g(x) ∈ [a, b] ∀x ∈ [a, b]. Pak dle Věty 6 existuje bod x∗ ∈ [a, b] splňuj́ıćı g(x∗) = x∗.
Zvolme bod x0 ∈ [a, b] a položme x1 = g(x0). Pak bud’ x1 = x0 a máme řešeńı,
nebo provedeme daľśı iteraci. Algoritmus zastav́ıme ve chv́ıli, kdy dostaneme do-
statečně dobré přibližné řešeńı. Odvodili jsme algoritmus fixed-point iterace:

xn+1 = g(xn).

Pr̊uběh výpočtu lze hezky ilustrovat graficky, prvńı dvě iterace jsou znázorněny
v Obrázku 2.3.

Obrázek 2.3: Ilustrace pr̊uběhu fixed-point iterace.

Přirozenou volbou zastavovaćıho kritéria je |g(xn)− xn| < tol, kde tol je
požadovaná přesnost. Ve zjednodušené syntaxi může algoritmus vypadat takto

while (|g(x0)− x0| > tol) do
x0 := g(x0);

end

Na prvńı pohled si můžeme všimnout jednoduchosti algoritmu. V každém kroku
potřebujeme pouze jedno vyhodnoceńı funkce g, nepotřebujeme poč́ıtat jej́ı deri-
vaci ani provádět daľśı výpočty. Cena každé iterace bude tedy záviset pouze na
ceně vyhodnoceńı funkce g, která však někdy může být vysoká.

Poznámka. Název metody pocháźı z angličtiny a do češtiny se někdy překládá
jako metoda prosté iterace, ale někdy také jako metoda pevného bodu. Vzhledem
k neustálené terminologii se budeme dále držet označeńı fixed-point iterace.

2.2.3 Konvergence algoritmu

Z algoritmu vid́ıme, že požadavek existence neprázdného intervalu [a, b] splňuj́ı-
ćıho g(x) ∈ [a, b] ∀x ∈ [a, b] je nezbytný. Jedině tak máme pro každý vstupńı bod
x0 ∈ [a,b] zaručeno, že posloupnost {xn} daná algoritmem fixed-point iterace
bude dobře definovaná pro všechna n ∈ N. Tento požadavek zároveň se spojitost́ı
funkce g nám však stále nedávaj́ı jistotu konvergence algoritmu. K tomu nám
poslouž́ı následuj́ıćı věta, která pocháźı z knihy [4].

Věta 7 (konvergence fixed-point iterace). Necht’ [a, b] je neprázdný interval a g
je spojitě diferencovatelná funkce na [a, b] splňuj́ıćı g(x) ∈ [a, b] ∀x ∈ [a, b]. Necht’
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nav́ıc existuje K ∈ [0, 1) takové, že |g′(x)| ≤ K, ∀x ∈ [a, b]. Pak g má právě jeden
pevný bod ξ ∈ [a, b] a posloupnost {xn} generovaná fixed-point iteraćı konverguje
ke ξ pro libovolné x0 ∈ [a, b].

D̊ukaz. Existence pevného bodu plyne z Věty 6. Necht’ tedy ξ je pevným bodem
g v [a, b], x0 ∈ [a, b] je libovolné. Označme en = xn − ξ chybu v n−té iteraci pro
n ∈ N ∪ {0}. Protože xn = g(xn−1) a ξ = g(ξ), plat́ı

en = g(xn−1)− g(ξ) = g′(ηn)(xn − ξ) = g′(ηn)en−1

pro nějaké ηn ∈ [ξ, xn−1] dle Věty o středńı hodnotě 3. Z předpokladu máme
|g′(ηn)| ≤ K, tedy |en| ≤ K |en−1| a indukćı dostáváme

|en| ≤ K |en−1| ≤ Kn |e0| .

Nebot’ 0 ≤ K < 1, je limn→∞K
n = 0 a proto

lim
n→∞

|en| = lim
n→∞

Kn |e0| = 0.

Posloupnost xn konverguje k pevnému bodu ξ. Zároveň jsme dokázali jedno-
značnost, nebot’ pokud by ζ byl také pevný bod, polož́ıme x0 = ζ a dostaneme
x1 = g(x0) = ζ. Pak |e0| = |e1| ≤ K |e0| , tud́ıž |e0| = 0, neboli ξ = ζ.

Poznámka. Pro spojitě diferencovatelnou g : [a, b] → [a, b] splňuj́ıćı |g′(x)| < 1
∀x ∈ [a, b] plyne z Věty o středńı hodnotě 3, že pro každé x, y ∈ [a, b] existuje
η ∈ [x, y] splňuj́ıćı |g(x)− g(y)| = |g′(η)| |x− y| ≤ |x− y| a tedy g je kontrakce.
Existence a jednoznačnost pevného bodu ve Větě 7 tedy plyne př́ımo z Banachovy
věty o kontrakci 2.

Ověřit podmı́nku, že g zobrazuje interval [a, b] zpět do [a, b] nemuśı být v praxi
snadné. V následuj́ıćıch dvou větách proto za mı́rněǰśıch předpoklad̊u nejprve
dokážeme alespoň lokálńı konvergenci fixed-point iterace a poté také řád jej́ı
konvergence. Vycházet budeme z knihy [7].

Definice 5 (lokálńı konvergence). Řekneme, že iteračńı metoda konverguje lokálně
k bodu ξ, jestliže existuje okoĺı U bodu ξ takové, že posloupnost {xn} daná touto
metodou konverguje ke ξ pro každý počátečńı bod x0 ∈ U.

Věta 8 (lokálńı konvergence fixed-point iterace). Necht’ funkce g je spojitě di-
ferencovatelná na otevřeném intervalu I obsahuj́ıćım pevný bod funkce g. Necht’

nav́ıc |g′(ξ)| < 1, kde ξ je pevný bod g. Pak existuje ε > 0 takové, že posloupnost
{xn} daná fixed-point iteraćı pro funkci g konverguje ke ξ pro všechna x0 splňuj́ıćı
|x0 − ξ| ≤ ε.

D̊ukaz. Nebot’ g je spojitě diferencovatelná na okoĺı ξ a |g′(ξ)| < 1, existuje ε > 0
takové, že |g′(x)| < 1 pro každé x ∈ U := [ξ− ε, ξ+ ε]. Pak pro libovolné x ∈ U z
Věty o středńı hodnotě 3 plyne g(x)− ξ = g(x)− g(ξ) = g′(η)(x− ξ) pro nějaké
η ∈ [x, ξ] a tedy |g(x)− ξ| ≤ |g′(η)| |x− ξ| < |x− ξ| . Proto g(x) ∈ U pro každé
x ∈ U a tedy g splňuje na U předpoklady Věty 7.

Věta 9 (řád konvergence fixed-point iterace). Necht’ funkce g je spojitě diferen-
covatelná na otevřeném intervalu I obsahuj́ıćım pevný bod funkce g. Necht’ nav́ıc
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0 < |g′(ξ)| < 1, kde ξ je pevný bod g. Pak posloupnost {xn} daná fixed-point
iteraćı konverguje lokálně lineárně s rychlost́ı C = |g′(ξ)|.

D̊ukaz. Lokálńı konvergenci jsme dokázali ve Větě 8. Dále z Věty o středńı
hodnotě 3 plyne g(xn)− ξ = g(xn)− g(ξ) = g′(ηn)(xn − ξ) pro ηn ∈ [xn, ξ]. Pak

lim
n→∞

|xn+1 − ξ|
|xn − ξ|

= lim
n→∞

|g′(ηn)| = |g′(ξ)| = C < 1.

Existenci limity máme zaručenou d́ıky již dokázané konvergenci algoritmu.

Z uvedených vět dostáváme odpověd’ na otázku, jak volit funkci g pro fixed-
point iteraci na základě zadané funkce f . Je zřejmé, že č́ım menš́ı bude konstanta
C, t́ım rychleǰśı konvergenci dostaneme. Pokud bude konstanta C ve Větě 9 nu-
lová, pak lze dokonce ukázat, že konvergence bude alespoň kvadratická. Jakým
zp̊usobem volit funkci g, aby toto nastalo, se budeme zabývat v Kapitole 3.

2.2.4 Vlastnosti

Z d̊ukazu Věty 8 plyne, že podmı́nka |g′(ξ)| < 1 je postačuj́ıćı pro lokálńı
konvergenci, neńı však nutnou podmı́nkou. Metoda může konvergovat i pokud
tato podmı́nka splněna neńı. Jako př́ıklad si uved’me funkci g(x) = sin(x), jenž má
pevný bod v 0. Posloupnost daná fixed-point iteraćı pro tuto funkci a počátečńı
bod x0 = 1 konverguje k 0 i přesto, že g′(0) = 1, avšak konvergence je neúnosně
pomalá. Daľśım zaj́ımavým zp̊usobem chováńı metody při nesplněńı postačuj́ıćıch
podmı́nek pro konvergenci se budeme zabývat v Př́ıkladu 7.

Důležitou vlastnost́ı algoritmu je, že jej lze velmi snadno rozš́ı̌rit z jedné di-
menze do v́ıce a pr̊uběh výpočtu z̊ustane stejný, viz [10].

2.3 Regula falsi

Metoda regula falsi nebo také false position method je daľśı známou meto-
dou pro řešeńı rovnice (1.1). Stejně jako u bisekce se mı́sto hledáńı přesného
řešeńı budeme snažit naj́ıt malý interval obsahuj́ıćı řešeńı. Již jsme se zmı́nili o
tom, že pokud využ́ıváme jenom málo vlastnost́ı vstupńı funkce, metoda bude
pravděpodobně konvergovat pomalu. Pokuśıme se tedy modifikovat algoritmus
bisekce tak, aby v́ıce využ́ıval vlastnost́ı vstupńıch dat.

2.3.1 Algoritmus

Uvažujme opět neprázdný omezený interval [a, b] a funkci f , která je na tomto
intervalu spojitá a nav́ıc splňuje f(a)f(b) < 0. Pak podle Věty 1 existuje bod
x∗ ∈ [a, b] splňuj́ıćı f(x∗) = 0. Chceme systematicky zmenšovat tento interval
tak, aby stále obsahoval kořen. Na rozd́ıl od metody bisekce, kde za nový bod
bereme střed intervalu [a, b], uvažme bod m odpov́ıdaj́ıćı váženému pr̊uměru

m :=
|f(b)| a+ |f(a)| b
|f(b)|+ |f(a)|

.
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Nebot’ z předpokladu f(a) a f(b) maj́ı opačná znaménka, můžeme psát

m =
f(b)a− f(a)b

f(b)− f(a)
= a− f(a)

b− a
f(b)− f(a)

.

Myšlenka této volby bodu je taková, že na mnohé nelineárńı funkce lze na
malém intervalu [a, b] pohĺıžet jako na téměř lineárńı. Aproximujeme-li f lineárńı
funkćı l splňuj́ıćı l(a) = f(a), l(b) = f(b), pak bod m je kořenem funkce l.

Máme-li zvolen bod m, dále již postupujeme stejně jako u bisekce. Bud’

f(m) = 0 a máme výsledek, nebo na jednom z interval̊u [a,m], [m, b] má funkce f
r̊uzná znaménka v koncových bodech. Takový podinterval zvoĺıme jako náš nový
interval a provedeme daľśı iteraci.

Nevýhoda metody je, že konvergence může být pouze jednostranná, což zna-
mená, že délka interval̊u v posloupnosti [an, bn] nejde pro n→∞ k 0. Pak ovšem
bud’ an → x∗ nebo bn → x∗, kde x∗ je přesné řešeńı [4]. Ilustrujme si tuto situaci
na Obrázku 2.4.

Obrázek 2.4: Jednostranná konvergence metody regula falsi.

Při volbě zastavovaćıho kritéria nám tedy nestač́ı pouze délka intervalu [an, bn],
ale muśıme sledovat, zda některá z krajńıch hodnot intervalu nekonverguje ke
kořeni.

2.3.2 Implementace

Předpokládejme nyńı, že na vstupu máme zadanou spojitou funkci f , interval
[a, b] tak, že f(a)f(b) < 0, a požadovanou přesnost tol. Ve zjednodušené syntaxi
pak algoritmus může vypadat takto

while (|f(a)| > tol and |f(b)| > tol) do
m := a− f(a) b−a

f(b)−f(a) ;

if sign(f(a)) = sign(f(m)) then
a := m;

else
b := m;

end

Implementace algoritmu je velmi podobná jako u metody bisekce, poznámky k
jej́ı implementaci je možné naj́ıt v sekci 2.1.
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2.3.3 Řád kovergence

Metoda regula falsi konverguje vždy, někdy však dokonce pomaleji, než me-
toda p̊uleńı intervalu. V následuj́ıćı větě si na základě [9] dokážeme, že za jistých
předpoklad̊u konverguje metoda lineárně. Poznamenejme ještě, že metoda je ne-
vhodná pro nelineárńı funkce, které maj́ı v kořeni nulovou derivaci, nebot’ pro
tyto funkce metoda konverguje neúnosně pomalu, viz Př́ıklad 6.

Věta 10 (lineárńı konvergence metody regula falsi). Necht’ f je spojitá funkce
na neprázdném omezeném intervalu [a, b], f ′′(x) existuje na intervalu (a, b) a
{[an, bn]} je posloupnost interval̊u daná metodou regula falsi. Necht’ nav́ıc existuje
n ∈ N tak, že

(1) an < bn,
(2) f(bn) > 0 a f(an) < 0,
(3) f ′′(x) > 0

pro všechna x ∈ [an, bn]. Pak metoda konverguje jednostranně a lineárně ke kořeni
funkce f .

D̊ukaz. Necht’ m = f(bn)an−f(an)bn
f(bn)−f(an) . Pak bud’ f(m) = 0 a máme řešeńı, nebo

f(m)f(an) > 0. To muśı platit, nebot’ uváž́ıme-li p(x) př́ımku procházej́ıćı body
[a, f(a)], [b, f(b)], pak z Věty 4 plyne

f(x)− p(x) = (x− an)(x− bn)
f ′′(η)

2

pro x ∈ [an, bn] a vhodné η ∈ [an, bn]. Tato rovnost zároveň s podmı́nkou (3) dává
f(x) − p(x) ≤ 0, což konkrétně pro bod m dává f(m) ≤ 0, nebot’ p(m) = 0.
Je-li f(m) = 0 metodu zastav́ıme, jinak máme f(m) < 0 a tedy an+1 := m a
dostáváme

an < an+1 < bn+1 = bn.

Pak pro f(m) 6= 0 vid́ıme, že podmı́nky (1), (2) i (3) plat́ı i pro n + 1 a indukćı
pak pro všechna i ≥ n. Proto bi = bn a

ai+1 =
bnf(ai)− aif(bn)

f(ai)− f(bn)

pro všechna i ≥ n. Dále posloupnost {ai} je zřejmě monotonńı, rostoućı a nav́ıc
omezená hodnotou bn. Tedy limi→∞ ai := ξ existuje. Vı́me

f(ξ) ≤ 0, f(bn) > 0, ξ =
bnf(ξ)− ξf(bn)

f(ξ)− f(bn)
,

což nám dává
(ξ − bn)f(ξ) = 0, a tedy f(ξ) = 0,

protože f(ξ) ≤ 0 < f(bn), je ξ < bn. Dostáváme, že {ai} konverguje ke kořenu
funkce f . Dı́ky již dokázanému můžeme nyńı řád konvergence zkoumat pomoćı
vztahu

ai+1 = Φ(ai), kde Φ(x) =
bnf(x)− xf(bn)

f(x)− f(bn)
.
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Pak, protože f(ξ) = 0, můžeme psát

Φ′(ξ) =
− (bnf

′(ξ)− f(bn)) f(bn) + ξf(bn)f ′(ξ)

f(bn)2
= 1− f ′(ξ) ξ − bn

f(ξ)− f(bn)
.

Z Věty o středńı hodnotě 3 plyne, že existuj́ı η1, η2 tak, že

f(ξ)− f(bn)

ξ − bn
=
−f(bn)

ξ − bn
= f ′(η1), ξ < η1 < bn, (2.2)

f(ai)− f(ξ)

ai − ξ
=

f(ai)

ai − ξ
= f ′(η2), ai < η2 < ξ. (2.3)

Nebot’ f ′′(x) > 0, je f ′(x) ryze rostoućı na intervalu [ai, bn] a tedy f ′(η2) < f ′(ξ) <
f ′(η1). Protože ai < ξ a zároveň f(ai) < 0, plyne z podmı́nky (2.3) 0 < f ′(η2).
Proto 0 < f ′(ξ) < f ′(η1) a dostáváme

0 < Φ′(ξ) = 1− f ′(ξ)

f ′(η1)
< 1.

Metoda regula falsi tedy konverguje lineárně podle Věty 9.

Z předpoklad̊u vid́ıme, že věta p̊ujde aplikovat na poměrně širokou tř́ıdu
funkćı. Máme-li dostatečně hladkou funkci a pokud tato funkce nemá v kořeni
nulovou druhou derivaci, pak vždy najdeme okoĺı kořene, na kterém bude druhá
derivace kladná respektive záporná. Od nějakého n pak bude metoda pro takové
funkce konvergovat jednostranně a tedy dle předchoźı věty lineárně. Samozřejmě
ale můžeme naj́ıt i funkce, pro které bude konvergence oboustranná.
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Kapitola 3

Newtonova metoda a jej́ı
modifikace

Newtonova metoda je aktuálně jednou z nejvýznamněǰśıch metod pro řešeńı
nelineárńıch rovnic. Zároveň je také nejrychleji konverguj́ıćı metodou z těch,
kterými se v této práci zabýváme. V této kapitole se proto velmi podrobně
pod́ıváme na jej́ı vlastnosti a praktické použit́ı a uvedeme i některé modifikace
pro konkrétńı př́ıpady.

3.1 Newtonova metoda

Nejprve se pod́ıváme na klasickou Newtonovu metodu, odvod́ıme algoritmus
výpočtu, podmı́nky nutné pro konvergenci a dokážeme, že metoda za jistých
podmı́nek konverguje kvadraticky.

3.1.1 Algoritmus

Mějme spojitě diferencovatelnou funkci f , x∗ přesné řešeńı rovnice (1.1) a x0
počátečńı odhad řešeńı. Uvažme Taylor̊uv rozvoj funkce f v bodě x∗:

f(x∗) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x
∗ − x0).

Protože f(x∗) = 0, dostaneme pro f ′(x0) 6= 0

x∗ ≈ x0 −
f(x0)

f ′(x0)
. (3.1)

Odvodili jsme iteračńı formuli pro Newtonovu metodu

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
. (3.2)

Poznámka. Daľśı možnost́ı, jak iteračńı formuli odvodit, je využ́ıt základńı větu
kalkulu a vhodnou aproximaci integrálu

f(x∗) = f(x0)−
∫ x∗

x0

f ′(z) dz ≈ f(x0) + f ′(x0)(x
∗ − x0).

Úpravou pro f ′(x0) 6= 0 a f(x∗) = 0 dostaneme opět (3.1).
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Vzorec (3.2) lze snadno interpretovat geometricky, jak můžeme vidět na Obrázku
3.1. Funkci f v každé iteraci v bodě xn nahrad́ıme tečnou ke grafu a kořen tečny
pak zvoĺıme za novou aproximaci kořene.

Obrázek 3.1: Ilustrace Newtonovy metody.

Poznámka. Newtonova metoda využ́ıvá mnohem v́ıce informaćı o funkci f než
např́ıklad bisekce, je-li f lineárńı, pak najde kořen už v prvńı iteraci, což plyne
př́ımo z geometrického náhledu.

Než budeme algoritmus implementovat, zbývá vyřešit otázku zastavovaćıho
kritéria. Pro Newtonovu metodu je typickou volbou |f(xn)| < tol1 nebo
|xn − xn−1| < tol2, pro zadaná tol1, tol2. Za předpokladu, že metoda konverguje
kvadraticky (podmı́nky konvergence dokážeme později), nám druhá z možnost́ı
dává dobrou informaci o |xn − x∗| , nebot’ plat́ı

|xn − x∗| ≤ |xn − xn+1|+ |xn+1 − x∗| = |xn − xn+1|+O(|xn − x∗|2),

viz [11]. Dále kromě omezeńı maximálńıho počtu iteraćı je vhodné omezit i ma-
ximálńı možnou hodnotu |xn|, abychom se vyvarovali př́ıpad̊u, kdy nový bod v
nějaké iteraci dostaneme velmi daleko od vstupńıho odhadu.

3.1.2 Implementace

Předpokládejme, že máme na vstupu zadanou spojitě diferencovatelnou funkci
f , vstupńı odhad kořene x0 a požadovanou toleranci tol. Ve zjednodušené syntaxi
pak může algoritmus vypadat takto

while (|f(x0)| > tol) do
x0 := x0 − f(x0)/f

′(x0);
end

Prvńım zjevným problémem je, že během výpočtu děĺıme derivaćı funkce, tedy
tato muśı nutně být nenulová. Dostaneme-li v nějakém kroku f ′(xn) = 0, me-
toda neńı definovaná a algoritmus skoč́ı chybou. Stejně tak může nastat problém,
je-li f ′(xn) v absolutńı hodnotě kladná ale velmi malá, nebot’ může docházet k
významným numerickým chybám ve výpočtu.

Poznámka. Důvod, proč je nulovost derivace problém, můžeme nahlédnout i geo-
metricky. Má-li funkce f v nějakém bodě xn nulovou derivaci, pak tečna ke grafu
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f v tomto bodě je rovnoběžná s osou x a tedy se s ńı nikdy neprotne. Pak bod
xn+1 neńı definován.

Důležitou otázkou implementace algoritmu je samotný výpočet derivace.
Máme-li vzorec pro výpočet derivace, pak jej můžeme zadat př́ımo na vstupu.
Neznáme-li explicitńı vzorec, např́ıklad pokud je f daná výstupem z nějakého al-
goritmu, můžeme využ́ıt automatické diferencováńı, tj. techniku numerického vy-
hodnocováńı derivace funkce, která je zadaná poč́ıtačovým algoritmem. Hodnota
derivace může být pomoćı automatického diferencováńı vypoč́ıtána se stejnou
přesnost́ı a při použit́ı srovnatelného množstv́ı operaćı, jako při vyhodnocováńı
funkce f [14]. Nemáme-li k dispozici ani automatické diferencováńı, pak můžeme
využ́ıt metody konečných diferenćı pro aproximaci derivace, kterou rozebereme
podrobněji v jedné z následuj́ıćıch sekćı.

3.1.3 Konvergence

Rychlost konvergence je asi nejvýznamněǰśı vlastnost́ı Newtonovy metody.
Zaj́ımavým pozorováńım je, že na algoritmus lze pohĺıžet jako na fixed-point
iteraci, kde funkci g voĺıme

g(x) = x− f(x)

f ′(x)
.

Iteračńı formule pak má tvar xn+1 = g(xn). S využit́ım tohoto pozorováńı nyńı
na základě poznámek z přednášky [12] a knihy [7] dokážeme řád konvergence
Newtonovy metody.

Věta 11 (lokálńı konvergence Newtonovy metody). Necht’ f je dvakrát spojitě
diferencovatelná funkce na okoĺı x∗ splňuj́ıćım f(x∗) = 0 a necht’ f ′(x∗) 6= 0.
Pak existuje ε > 0 takové, že posloupnost {xn} daná vzorcem (3.2) konverguje
kvadraticky pro libovolné x0 ∈ [x∗ − ε, x∗ + ε].

D̊ukaz. Označme g(x) = x− f(x)/f ′(x), pak xn+1 = g(xn) ∀n ∈ N.
Nejprve dokažme konvergenci algoritmu. Plat́ı

g′(x) = 1− f ′(x)2 − f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
=
f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
.

Protože f je dvakrát spojitě diferencovatelná na okoĺı x∗, f ′(x∗) 6= 0 a f(x∗) = 0,
je g′(ξ) = 0. Pak podle Věty 8 existuje ε > 0 takové, že posloupnost {xn} konver-
guje k x∗ pro všechna x0 ∈ [x∗ − ε, x∗ + ε]. Nyńı dokažme, že metoda konverguje
kvadraticky. Zvolme x0 ∈ [x∗ − ε, x∗ + ε]. Pak posloupnost {xn} splňuje

f(x∗) = f(xn) + f ′(xn)(x∗ − xn) +
1

2
f ′′(ηn)(x∗ − xn)2, pro nějaké ηn ∈ [x∗, xn].

Nebot’ f ′(xn) 6= 0 a f(x∗) = 0, můžeme psát

0 =
f(xn)

f ′(xn)
+ (x∗ − xn) +

1

2

f ′′(ηn)

f ′(xn)
(x∗ − xn)2.

Dosazeńım ze vzorce (3.2) a převedeńım na levou stranu dostaneme

xn+1 − x∗ =
1

2

f ′′(ηn)

f ′(xn)
(x∗ − xn)2.
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Označ́ıme-li en = xn − x∗ chybu v n-té iteraci, dostaneme chybovou rovnici

en+1 =
1

2

f ′′(ηn)

f ′(xn)
e2n,

a odtud již zřejmě

lim
n→∞

|en+1|
|en|2

= lim
n→∞

∣∣∣∣12 f ′′(ηn)

f ′(xn)

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣f ′′(x∗)f ′(x∗)

∣∣∣∣ ∈ R.

Existence limity plyne z již dokázané konvergence posloupnosti {xn} k x∗.

Předchoźı věta nám tedy dává jistotu kvadratické konvergence, pokud vstupńı
odhad kořene bude dostatečně bĺızko skutečnému kořeni. Problémem je, že dopředu
nev́ıme, co pro danou funkci znamená dostatečně bĺızko. Uvedeme si tedy ještě
bez d̊ukazu jednu větu, která nám při splněńı v́ıce požadavk̊u dá jistotu konver-
gence pro libovolné x0 z předem známého intervalu.

Věta 12. [4] Necht’ f je dvakrát spojitě diferencovatelná na neprázdném ome-
zeném intervalu [a, b] a necht’ jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky

(1) f(a)f(b) < 0,

(2) f ′(x) 6= 0 ∀x ∈ [a, b],

(3) f ′′(x) ≥ 0 nebo f ′′(x) ≤ 0 ∀x ∈ [a, b],

(4) |f(a)|
|f ′(a)| < b− a a zároveň |f(b)|

|f ′(b)| < b− a.

Pak f má v intervalu [a, b] právě jeden kořen a Newtonova metoda konverguje k
tomuto kořeni pro libovolné x0 ∈ [a, b].

3.1.4 Vlastnosti

Nejvýznamněǰśı vlastnost́ı Newtonovy metody je kvadratická konvergence,
která je však pouze lokálńı. Při špatném počátečńım odhadu kořene se může
metoda chovat nevyzpytatelně, např́ıklad velmi rychle divergovat. Může však
také doj́ıt k periodickému zacykleńı, či ke konvergenci k jinému kořeni, než
jsme očekávali, jak si ukážeme v Př́ıkladu 8. V sofistikovaněǰśıch algoritmech se
proto často použ́ıvá v kombinaci s nějakou robustněǰśı metodou, která v př́ıpadě
špatného chováńı zajist́ı konvergenci algoritmu.

Nevýhodou Newtonovy je jej́ı omezená aplikovatelnost, nebot’ potřebujeme
znát derivaci funkce f a tedy na rozd́ıl od bisekce metoda neńı vhodná pro
nediferencovatelné funkce. S t́ım souviśı i výpočetńı náročnost jednotlivých ite-
raćı. V každé iteraci muśıme provést jak vyhodnoceńı funkce f tak vyhodnoceńı
jej́ı derivace, př́ıpadně vypoč́ıtat aproximaci derivace v daném bodě. Tedy jeden
výpočetńı krok je dvakrát dražš́ı, než např́ıklad u bisekce.

Newtonovu metodu lze úspěšně rozš́ı̌rit i na funkce v́ıce proměnných, viz [13],
nebo [6].

3.2 Newtonova metoda pro v́ıcenásobné kořeny

Z předpoklad̊u vět v části o konvergenci je zřejmé, že je nelze aplikovat na
funkce s v́ıcenásobnými kořeny, nebot’ pro takové funkce plat́ı f ′(x∗) = 0. Na
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základě [15] dokážeme obecněǰśı větu o řádu konvergence, která nám nav́ıc dá
motivaci pro modifikaci algoritmu Newtonovy metody.

Věta 13 (řád konvergence Newtonovy metody pro v́ıcenásobné kořeny). Necht’

m ∈ N, m > 1 a funkce f je spojitě diferencovatelná až do řádu m + 1 na okoĺı
U bodu x∗. Necht’ x∗ splňuje f(x∗) = f ′(x∗) = ... = f (m−1)(x∗) = 0, f (m)(x∗) 6= 0
a posloupnost {xn} generovaná Newtonovou metodou konverguje k x∗ pro nějaké
x0 ∈ U. Pak metoda konverguje lineárně s konstantou m−1

m
.

D̊ukaz. Označme en = xn−x∗ a ηn = − f(xn)
f ′(xn)

pro n ∈ N. Pak zřejmě en+1 = en+ηn.

Uvažme Taylorovy rozvoje f a f ′

f(xn) = f(x∗) + f ′(x∗)en + ... +
1

(m− 1)!
f (m−1)(x∗)em−1n +

1

m!
f (m)(x∗ + θ1en)emn ,

f ′(xn) = f ′(x∗) + ... +
1

(m− 2)!
f (m−1)(x∗)em−2n +

1

(m− 1)!
f (m)(x∗ + θ2en)em−1n

pro nějaká θ1, θ2 ∈ (0, 1). Z předpokladu f(x∗) = ... = f (m−1)(x∗) = 0 dostáváme

ηn =
1
m!
f (m)(x∗ + θ1en)emn

1
(m−1)!f

(m)(x∗ + θ2en)em−1n

.

Dále z Věty o středńı hodnotě 3

f (m)(x∗ + θ1en) = f (m)(x∗ + θ2en) + f (m+1)(x∗ + θ3(θ1 − θ2)en)(θ1 − θ2)en

pro nějaké θ3 ∈ [0, 1]. Odtud již

ηn = − 1

m
en −

[
f (m+1)(x∗ + θ3(θ1 − θ2)en)(θ1 − θ2)

mf (m)(x∗ − θ2en)

]
e2n,

tud́ıž plat́ı

en+1 =
m− 1

m
en +O(e2n)

a tedy metoda konverguje lineárně s konstantou m−1
m

< 1.

Poznámka. Pro m = 1 bychom z d̊ukazu dostali, že Newtonova metoda pro jed-
noduché kořeny konverguje kvadraticky.

Důkaz předchoźı věty nám dává motivaci pro modifikaci vzorce (3.2) pro
funkci f s m−násobným kořenem

xn+1 = xn −m
f(xn)

f ′(xn)
. (3.3)

Pak mı́rnou úpravou d̊ukazu dostaneme, že konvergence modifikovaného Newto-
nova algoritmu daného vzorcem (3.3) je kvadratická.

Poznámka. Modifikovaná Newtonova metoda pro v́ıcenásobné kořeny předpokládá,
že násobnost kořene známe. Tuto informaci však v praxi často nemáme. V př́ıpadě,
že do vzorce dosad́ıme špatnou násobnost, může metoda rychle divergovat či kon-
vergovat pomaleji, než standardńı Newtonova metoda, viz Př́ıklad 6.
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3.3 Newtonova metoda s konečnými diferencemi

Ne vždy budeme mı́t pro zadanou funkci f k dispozici vzorec pro výpočet
jej́ı derivace, nebot’ tuto funkci nemuśıme mı́t zadanou explicitńım vzorcem, ale
výstupem z jiného výpočtu, měřeńı a podobně. Pod́ıvejme se tedy na možnost
aproximace derivace pomoćı konečných diferenćı. Uvažujme aproximaci

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
, pro h > 0 malé. (3.4)

Pak iteračńı schéma může mı́t tvar

xn+1 = xn −
f(xn)

an
pro an =

f(xn + hn)− f(xn)

hn
. (3.5)

Výhodou této aproximace je, že vyhodnocujeme jenom funkci f , avšak po-
třebujeme ji v každém kroku vyhodnotit ve dvou r̊uzných bodech, což může být
výpočetně náročné, je-li vyhodnocováńı funkce f drahé.

Otázkou je, jak vhodně zvolit hn. Je zřejmé, že č́ım menš́ı hn budeme volit, t́ım
lépe budeme aproximovat derivaci a t́ım rychleji by teoreticky měla metoda kon-
vergovat, nebot’ limitně pro h jdoućı k nule dostaneme kvadraticky konverguj́ıćı
Newtonovu metodu. To však nemuśı být pravda, nebot’ je nutné uvážit vliv arit-
metiky s konečnou přesnost́ı. Je-li např́ıklad f(xn) 6= 0 a zvoĺıme |hn| < |xn| εmach,
kde εmach je strojová přesnost, pak numericky dostaneme f(xn + hn) = f(xn) a
tedy xn+1 nebude definováno. Zvoĺıme-li hn dostatečně velké tak, aby f(xn+hn) 6=
f(xn), stále může docházet k velké ztrátě přesnosti. Vı́ce informaćı k této pro-
blematice je možné nalézt v knize [5]. Pro zaj́ımavost však ještě uved’me, že
rozumnou volbou pro hn je

|hn| =
√
εmachmax{|xn| , xtyp},

kde xtyp je hodnota zadaná uživatelem.
Nakonec se pod́ıvejme na rychlost konvergence schématu (3.5). Uvedeme si

pro informaci větu, která nám v závislosti na volbě hn zaruč́ı lokálńı lineárńı, su-
perlineárńı či dokonce kvadratickou konvergenci. Důkaz si zde uvádět nebudeme.
Pro specifickou volbu hn dokážeme superlineárńı konvergenci v sekci o metodě
sečen.

Věta 14 (konvergence Newtonovy metody s konečnými diferencemi [5]). Necht’

a, b ∈ R, a < b, f : (a, b) → R je Lipschitzovsky spojitá s konstantou γ na
intervalu (a, b) a necht’ existuje ρ > 0 takové, že |f ′(x)| ≥ ρ ∀x ∈ (a, b). Je-li
x∗ ∈ (a, b) takové, že f(x∗) = 0, pak existuj́ı kladné konstanty η1, η2 takové, že
pro posloupnost {hn}, hn ∈ R ∀n ∈ N splňuj́ıćı 0 < |hn| ≤ η2 a |x∗ − x0| < η1
posloupnost {xn} definovaná

xn+1 = xn −
f(xn)

an
, an =

f(xn + hn)− f(xn)

hn

je dobře definovaná a konverguje lineárně k x∗. Je-li nav́ıc limn→∞ hn = 0, pak
je konvergence superlineárńı. Existuje-li konstanta c splňuj́ıćı |hn| ≤ c |xn − x∗| ,
pak je konvergence kvadratická.
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3.4 Backtracking pro Newtonovu metodu

U vlastnost́ı Newtonovy metody jsme se zmı́nili, že při výpočtu někdy může
nastat problém s rychlou divergenćı, zacykleńım nebo konvergenćı k jinému kořenu,
než jsme očekávali. Toto chováńı je demonstrováno na Př́ıkladech 5 a 8. Možnost́ı
modifikace standardńı Newtonovy metody pro tento př́ıpad je v́ıce, my si nyńı
uvedeme jednu z nich.

Mějme opět spojitě diferencovatelnou funkci f a posloupnost {xn} danou
vzorcem (3.2) pro nějaké x0. Na vzorec pro výpočet xn+1 se lze d́ıvat i tak,
že nám dává informaci, v jakém směru od xn lež́ı bod xn+1. Ačkoli může platit
|f(xn+1)| > |f(xn)|, bod xn+1 lež́ı vždy ve směru, ve kterém funkce f v bodě xn
klesá (předpokládáme f ′(xn) 6= 0, jinak by xn+1 nebyl definován). Tedy existuje
bod z ∈ [xn+1, xn] splňuj́ıćı |f(z)| < |f(xn)|. Nejlépe tento argument nahlédneme
graficky z Obrázku 3.2, podrobněji viz [5].

Obrázek 3.2: Ilustrace backtrackingu.

Dostáváme návod pro modifikaci Newtonova algoritmu. Pokud během výpočtu
pro nějaké n ∈ N ∪ {0} splňuje xn+1 podmı́nku |f(xn+1)| ≥ |f(xn)|, nahrad́ıme
bod xn+1 bodem z ∈ [xn+1, xn] splňuj́ıćım |f(z)| < |f(xn)|. Možnost́ı, jak bod z
naj́ıt, je např́ıklad položit z = xn+xn+1

2
. Pak bud’ |f(z)| < |f(xn)|, nebo polož́ıme

z = z+xn+1

2
a proces opakujeme dokud z nesplňuje |f(z)| < |f(xn)| . Tomuto po-

stupu se ř́ıká backtracking. Dále již polož́ıme xn+1 = z a provedeme daľśı krok
Newtonovy metody. Ve zjednodušené syntaxi můžeme pro zadanou funkci f , bod
x0 a požadovanou přesnost tol zapsat algoritmus následovně

while (|f(xn)| > tol) do
xn+1 := xn − f(xn)/f ′(xn);
while |f(xn+1)| ≥ |f(xn)| do
xn+1 = (xn+1 + xn)/2;

end
n=n+1;

end

Poznámka. Výše popsaná metoda je speciálńım př́ıpadem tzv. line search metod,
kdy řešeńı hledáme pomoćı řešeńı jednorozměrného problému, v tomto př́ıpadě
na úsečce (xn, xn − f(xn)/f ′(xn)) [10].

Uvedený algoritmus funguje ve většině př́ıpad̊u dobře, avšak v některých
př́ıpadech může zp̊usobit i oscilaci kolem kořene. Na Př́ıkladu 5 je demonstrováno
dobré chováńı algoritmu, tj. zamezeńı divergenci či urychleńı výpočtu. Výhodou
algoritmu je, že pokud konverguje, pak je konvergence asymptoticky stejná, jako
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u Newtonovy metody. Zpočátku metoda zajist́ı, aby nedošlo k rychlé divergenci
a pokud se dostaneme dostatečně bĺızko ke kořeni, nezkaźı kvadratickou konver-
genci standardńı Newtonovy metody [10].

3.5 Metoda sečen

V sekci o Newtonově metodě jsme odvodili lokálně kvadraticky konverguj́ıćı
algoritmus, který je však použitelný pouze pro diferencovatelné funkce. Naš́ım
ćılem je nyńı odvodit algoritmus, který bude konvergovat rychleji než lineárně a
bude vhodný i pro nediferencovatelné funkce.

3.5.1 Algoritmus a implementace

Při výpočtu konečných diferenćı u Newtonovy metody jsme se zmı́nili, že
vyhodnocováńı funkce f dvakrát v každé iteraci se může výpočet prodražit. Po-
kuśıme se proto algoritmus modifikovat tak, aby v́ıc využ́ıval již známé informace.
Budeme přitom vycházet z knih [13] a [17]. Uvažme iteračńı schéma (3.5)

xn+1 = xn −
f(xn)

an
, pro an =

f(xn + hn)− f(xn)

hn

a položme
hn = xn−1 − xn.

Dosazeńım a úpravou dostaneme iteračńı formuli pro metodu sečen

xn+1 = xn − f(xn)
xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
.

Pro inicializaci metody budeme zřejmě potřebovat dva počátečńı body x0 a x1.

Volbu nového bodu můžeme nahlédnout opět geometricky, viz Obrázek 3.3.
Bod xn+1 źıskáme jako pr̊useč́ık osy x s př́ımkou vedenou body [xn−1, f(xn−1)],
[xn, f(xn)], tj. se sečnou grafu funkce f.

Obrázek 3.3: Ilustrace metody sečen.

Na sečnu vedenou body [xn−1, f(xn−1)], [xn, f(xn)] můžeme pohĺıžet jako na
lineárńı interpolaci funkce f mezi body xn−1 a xn.
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Možnosti pro volbu zastavovaćıho kritéria jsou podobné jako u Newtonovy
metody. Typickou volbou jsou |f(xn)| < tol1 a |xn − xn−1| < tol2, pro zadaná
tol1, tol2. Druhé uvedené kritérium je pro metodu sečen velmi d̊uležité. Je-li hod-
nota |xn − xn−1| velmi malá, pak pro spojitou f je i hodnota |f(xn)− f(xn−1)|
malá a při děleńı touto hodnotou by mohlo docházet k velkým zaokrouhlovaćım
chybám [4].

Předpokládejme, že máme na vstupu zadanou funkci f , počátečńı body x0, x1 a
požadovanou přesnost tol. Pak algoritmus může vypadat takto

while (|f(xn)| > tol) do
xn+1 := xn − f(xn) xn−xn−1

f(xn)−f(xn−1)
;

n := n+ 1;
end

Výraz pro výpočet xn+1 lze ekvivalentně zapsat f(xn)xn−1−f(xn−1)xn
f(xn)−f(xn−1)

. Možnost
implementovaná v algoritmu výše však vede během výpočtu k menš́ım zaokrouh-
lovaćım chybám. V obou př́ıpadech děĺıme výrazem f(xn) − f(xn−1), neńı-li f
prostá, tento výraz může být nulový a nový bod pak neńı v̊ubec definován.

3.5.2 Řád konvergence

Ćılem této sekce bylo na základě Newtonovy metody odvodit algoritmus kon-
verguj́ıćı rychleji, než lineárně. V následuj́ıćı větě si dokážeme, že jsme ćıl splnili.
Budeme vycházet z poznámek k přednášce [3] a článku [9].

Věta 15 (lokálńı konvergence metody sečen). Necht’ funkce f je dvakrát spojitě
diferencovatelná na okoĺı U bodu x∗ splňuj́ıćım f(x∗) = 0 a zároveň f ′(x∗) 6=
0. Pak existuje ε > 0 takové, že posloupnost {xn} generovaná metodou sečen

konverguje s řádem r = 1+
√
5

2
≈ 1.618 pro libovolná x0, x1 ∈ [x∗ − ε, x∗ + ε].

D̊ukaz. Označme en = xn − x∗. Pak plat́ı

en+1 = xn+1 − x∗ =
f(xn)xn−1 − f(xn−1)xn

f(xn)− f(xn−1)
− x∗ =

en−1f(xn)− enf(xn−1)

f(xn)− f(xn−1)

= en−1en

[
f(xn)
en
− f(xn−1)

en−1

f(xn)− f(xn−1)

]
=: en−1enAn.

Označme F (x) = f(x)
x−x∗ = f(x)−f(x∗)

x−x∗ . Pak An = F (xn)−F (xn−1)
f(xn)−f(xn−1)

. Z Věty o středńı
hodnotě 3 dostáváme

F (xn)− F (xn−1) = F ′(ξn)(xn − xn−1) pro nějaké ξn ∈ [xn, xn−1].

Dále z Taylorova rozvoje plyne f(x∗) = f(x) + f ′(x)(x∗−x) + f ′′(η)(x∗−x)2 pro
nějaké η ∈ [x∗, x], a proto

F ′(x) =
f ′(x)(x− x∗)− f(x) + f(x∗)

(x− x∗)2
=

1

2
f ′′(η).

Odtud již plyne

F (xn)− F (xn−1) =
1

2
f ′′(ηn)(xn − xn−1) pro nějaké ηn ∈ [x∗, ξn].
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Dosazeńım a použit́ım Věty o středńı hodnotě 3 dostaneme

An =
1

2
f ′′(ηn)

(xn − xn−1)
f(xn)− f(xn−1)

=
1

2

f ′′(ηn)

f ′(θn)
pro nějaké θn ∈ [xn, xn−1].

Chybová rovnice má tvar

en+1 =
1

2

f ′′(ηn)

f ′(θn)
enen−1.

Nebot’ f ′(x∗) 6= 0 a f ′′ je spojitá a tedy speciálně omezená na nějakém okoĺı U

bodu x∗, existuje konstanta M > 0 taková, že
∣∣∣12 f ′′(ηn)f ′(θn)

∣∣∣ ≤ M na U. Pak pro

x0, x1 ∈ U splňuj́ıćı |e0| < 1
M+1

, |e1| < 1
M+1

plyne indukćı pro n > 1 z chybové

rovnice |en+1| < M
M+1
|en| , a tedy metoda konverguje.

Zbývá dokázat řád konvergence. Hledáme p > 0 splňuj́ıćı limn→∞
|en+1|
|en|p = C, pro

nějakou kladnou reálnou konstantu C. Označ́ıme-li En = |en+1|
|en|p , pak

limn→∞En = C a plat́ı

|en+1| = En |en|p = En(En−1 |en−1|p)p = EnE
p
n−1 |en−1|

p2 .

Odtud úpravou dostaneme

|en+1|
|en| |en−1|

= EnE
p−1
n−1 |en−1|

p2−p−1

a limitńım přechodem na obou stranách dostáváme

1

2

|f ′′(x∗)|
|f ′(x∗)|

= CCp−1 lim
n→∞

|en−1|p
2−p−1.

Nebot’ výraz nalevo je obecně nenulový a limn→∞ |en−1| = 0, muśı platit

p2 − p− 1 = 0. Jediný kladný kořen tohoto polynomu je 1+
√
5

2
.

3.5.3 Vlastnosti

Výhodou metody sečen je jej́ı použitelnost pro nediferencovatelné funkce.
Ačkoli jej́ı konvergence je pomaleǰśı, než u Newtonovy metody, může být často jej́ı
použit́ı výhodněǰśı. V n-té iteraci metody sečen potřebujeme pouze vyhodnoceńı
funkce f(xn), nebot’ hodnotu f(xn−1) již známe z předchoźı iterace. U Newtonovy
metody muśıme vyhodnotit f(xn) i f ′(xn). Je-li cena vyhodnoceńı funkce i jej́ı
derivace přibližně stejná, pak jedna iterace Newtonovy metody je dvakrát dražš́ı
než iterace metody sečen.

Stejně jako u Newtonovy metody je konvergence metody sečen pouze lokálńı.
Při špatně zvoleném počátečńım odhadu může metoda velmi rychle divergovat.
Tento problém lze v některých př́ıpadech vyřešit aplikaćı backtrackingu, podobně
jako u Newtonovy metody.

Nevýhodou metody sečen je, že ji nelze snadno modifikovat pro v́ıcenásobné
kořeny. Lze dokázat, že jej́ı konvergence je pro v́ıcenásobné kořeny lineárńı a to s
rychlost́ı odpov́ıdaj́ıćı reálnému řešeńı z intervalu (0, 1) rovnice rm+rm−1−1 = 0,
kde m je násobnost hledaného kořene [1].
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3.6 Metody založené na kvadratické interpolaci

V části o metodě sečen jsme odvodili superlineárně konverguj́ıćı algoritmus,
který na základě dvou vstupńıch bod̊u definoval nový bod pomoćı sečny grafu
funkce. Přirozenou otázkou je, zda bychom mohli dosáhnout lepš́ıho výsledku,
pokud bychom využili větš́ıho množstv́ı vstupńıch bod̊u. Nyńı si tedy ukážeme
dvě myšlenkově velmi podobné metody, které na tuto otázku odpov́ıdaj́ı.

3.6.1 Mullerova metoda

Mějme zadanou funkci f pro řešeńı rovnice (1.1) a body x0, x1, x2. Uvažme
polynom p stupně 2, který jako funkci proměnné x prolož́ıme body [x0, f(x0)],
[x1, f(x1)], [x2, f(x2)]. Využijeme-li vzorec pro Lagrange̊uv interpolačńı polynom
4, dostaneme

p(x) = f(x0)
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+ f(x1)

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
+ f(x2)

(x− x0)(x− x1)

(x2 − x1)(x2 − x0)
.

Úpravou a dosazeńım do vzorce pro výpočet kořen̊u kvadratické rovnice źıs-
káme body xa, xb splňuj́ıćı p(xa) = p(xb) = 0. Pak bud’ jeden z těchto bod̊u je
př́ımo řešeńım zadané rovnice a algoritmus konč́ı, nebo za nový bod x3 zvoĺıme
ten z bod̊u xa, xb, jehož vzdálenost od bodu x2 je menš́ı, a provedeme daľśı iteraci
pro body x1, x2, x3. Tento algoritmus se nazývá Mullerova metoda. Prvńı iterace
je pro názornost zobrazena v Obrázku 3.4.

Obrázek 3.4: Ilustrace Mullerovy metody.

Poznámka. Pro výpočet koeficient̊u polynomu p můžeme také využ́ıt numerický
software, který má již předinstalovanou funkci pro prokládáńı bod̊u polynomem
požadovaného stupně, v Matlabu je to např́ıklad funkce ”polyfit”.

V pr̊uběhu výpočtu se může stát, že body, kterými prokládáme polynom, lež́ı
na jedné př́ımce a tedy je nelze proložit polynomem stupně 2. V takovém př́ıpadě
nový bod dostaneme jako pr̊useč́ık př́ımky, na které tyto body lež́ı, s osou x. Je-li
tato př́ımka rovnoběžná s osou x, pak nový bod definován neńı a algoritmus konč́ı
chybou.

Zaj́ımavým problémem algoritmu je, že polynom p nemuśı mı́t reálné kořeny,
ačkoli hledané řešeńı rovnice je reálné. Graf funkce p - parabola v takovém př́ıpadě
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lež́ı bud’ celá nad nebo pod osou x a jej́ımi kořeny jsou dvě komplexně sdružená
č́ısla. Komplexńı č́ısla se nav́ıc ve výpočtu kořen̊u polynomu p mohou objevit také
vlivem zaokrouhlovaćıch chyb. V takových př́ıpadech je však většinou komplexńı
část přibližného řešeńı malá a je možné ji zanedbat [4]. Přesto se často budeme
cht́ıt vyhnout poč́ıtáńı s komplexńımi č́ısly, a proto odvod́ıme ještě jednu metodu.

3.6.2 Inverzńı kvadratická interpolace

Mějme opět zadanou funkci f , body x0, x1, x2 a uvažme q - polynom stupně
2, který je funkćı proměnné y = f(x) a procháźı body [f(x0), x0], [f(x1), x1],
[f(x2), x2]. Pak q prot́ıná osu x v jediném bodě q(0). Položme tedy x3 = q(0).
Algoritmus dále pokračuje stejně jako u Mullerovy metody. Bud’ x3 je řešeńım za-
dané rovnice a algoritmus konč́ı, nebo provedeme daľśı iteraci pro body x1, x2, x3.
Tento algoritmus se nazývá inverzńı kvadratická interpolace. Prvńı iterace je
znázorněna v Obrázku 3.5.

Obrázek 3.5: Ilustrace inverzńı kvadratické interpolace.

Poznámka. Koeficienty inverzńıho interpolačńıho polynomu q źıskáme stejně jako
u Mullerovy metody, pouze zaměńıme roli proměnných xi a yi = f(xi).

Vyřešili jsme tedy problém Mullerovy metody s komplexńımi kořeny, nebot’

inverzńı parabola, je-li definována, vždy protne osu x právě v jednom bodě a
tedy výpočet z̊ustane po celou dobu v reálných č́ıslech. Stejně jako u Mullerovy
metody se během výpočtu může stát, že interpolačńı body lež́ı na př́ımce. Za
předpokladu, že tato př́ımka neńı rovnoběžná s osou x, dostaneme nový bod
jako jej́ı pr̊useč́ık s osou x. Neńı-li zadaná funkce f prostá, může nastat i situ-
ace, že např́ıklad f(xn) = f(xn+1). Pak funkce q neńı definována a algoritmus
konč́ı chybou. Problém může nastat i v př́ıpadě, že hodnota |f(xn)− f(xn+1)| je
nenulová ale malá. Graf funkce q v tomto př́ıpadě může protnout osu x v bodě
velmi vzdáleném od přesného řešeńı a algoritmus pak může rychle divergovat [17].
Tento fakt je dobré zohlednit při volbě zastavovaćıch kritéríı omezeńım maximálńı
hodnoty |xn| .
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3.6.3 Konvergence

Věta 16 (lokálńı konvergence inverzńı kvadratické interpolace). Necht’ f je třikrát
spojitě diferencovatelná na okoĺı bodu x∗ splňuj́ıćım f(x∗) = 0 a f ′(x∗) 6= 0. Pak
metoda inverzńı kvadratické interpolace konverguje lokálně s řádem r, který od-
pov́ıdá reálnému řešeńı rovnice p3 − p2 − p− 1 = 0 (tj. r ≈ 1.8393).

D̊ukaz. Myšlenka d̊ukazu je podobná jako u metody sečen, vzhledem k větš́ımu
počtu proměnných je však d̊ukaz technicky náročněǰśı. V pr̊uběhu proto nebu-
deme rozepisovat všechny detaily.

Nejprve odvod́ıme chybovou rovnici. Pro zkráceńı zápisu označme a = xn−2, b =
xn−1, c = xn a fa = f(xn−2), fb = f(xn−1), fc = f(xn), a necht’ q je inverzńı in-
terpolačńı polynom procházej́ıćı body [fa, a], [fb, b], [fc, c]. Pak z Věty 4 plyne

en+1 = xn+1 − x∗ = q(0)− f−1(0) = −1

6
(f−1)(3)(ξn)fafbfc

pro nějaké ξn ∈ [min{fa, fb, fc},max{fa, fb, fc}]. Odtud z Věty 3 dostaneme chy-
bovou rovnici

en+1 = −1

6
(f−1)(3)(ξn)(fa − f(x∗))(fb − f(x∗))(fc − f(x∗))

= −1

6
(f−1)(3)(ξn)f ′(ηa)f

′(ηb)f
′(ηc)(a− x∗)(b− x∗)(c− x∗)

= Anen−2en−1en

pro nějaká ηa ∈ [x∗, a], ηb ∈ [x∗, b], ηc ∈ [x∗, c]. Postupným derivováńım funkce
f−1 a úpravou dostaneme

(f−1)(3)(y) =
−f (3)(f−1(y))f ′(f−1(y)) + 3[f ′′(f−1(y))]2

[f ′(f−1(y))]5
.

Protože f je z předpokladu na okoĺı x∗ třikrát spojitě diferencovatelná a
f ′(x∗) 6= 0, existuje okoĺı bodu x∗ na kterém je hodnota (f−1)(3) dobře definovaná
a omezená. Tedy na nějakém okoĺı bodu x∗ je i člen An omezený konstantou a
stejně jako u metody sečen lze ukázat, že pro x0, x1, x2 zvolené dostatečně bĺızko
x∗ metoda konverguje.

Zbývá odvodit řád konvergence. Hledáme p > 0 splňuj́ıćı limn→∞
|en+1|
|en|p = C,

pro nějakou kladnou reálnou konstantu C. Označ́ıme-li En = |en+1|
|en|p , pak

limn→∞En = C a plat́ı

|en+1| = En |en|p = En(En−1 |en−1|p)p = EnE
p
n−1 |en−1|

p2 = EnE
p
n−1(En−2 |en−2|

p)p
2

.

Dosazeńım a úpravou dostáváme

|en+1|
|en| |en−1| |en−2|

= EnE
p−1
n−1E

p2−p−1
n−2 |en−2|p

3−p2−p−1 .

Pak limitńım přechodem na obou stranách a uvážeńım, že člen nalevo je obecně
nenulový a že člen |en−2| jde limitně pro n → ∞ k nule, dostaneme podmı́nku
p3 − p2 − p− 1 = 0, která má jediné reálné řešeńı.
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Důkaz konvergence pro Mullerovu metodu zde uvádět nebudeme, pozname-
nejme pouze, že obě metody konverguj́ı lokálně a maj́ı stejný řád konvergence
[7].

Poznámka. Lze ukázat, že použit́ım interpolace vyšš́ıho řádu než kvadratické se
již řád konvergence př́ılǐs nezvýš́ı a že všechny metody založené na jednoduché
inverzńı interpolaci maj́ı řád konvergence menš́ı než 2 [1].

3.6.4 Vlastnosti

Obě metody během výpočtu nevyuž́ıvaj́ı derivace funkce f a jsou tedy vhodné
i pro nediferencovatelné funkce. Nav́ıc v každé iteraci u obou metod potřebujeme
pouze jedno nové vyhodnoceńı funkce f, nebot’ zbylé hodnoty potřebné k výpočtu
známe z předchoźı iterace.

Poč́ıtáńı v komplexńıch č́ıslech u Mullerovy metody může být v některých
př́ıpadech výhodou. Uvažujeme-li funkci f : C → C, pak Mullerova metoda
dokáže při splněńı jistých požadavk̊u spoč́ıtat i komplexńı kořeny této funkce a
to dokonce i v př́ıpadě, že kořeny jsou v́ıcenásobné. V praxi se proto využ́ıvá pro
poč́ıtáńı kořen̊u polynomů [4].

Pro Mullerovu metodu lze ukázat, že jej́ı konvergence pro dvojnásobné kořeny
je lokálně superlineárńı s řádem 1.23, pro kořeny s násobnost́ı vyšš́ı než 2 je pak
lokálně lineárńı [1].

Inverzńı kvadratická interpolace se v kombinaci s metodou sečen a metodou
p̊uleńı intervalu použ́ıvá v Brentově algoritmu, který je implementovaný např́ıklad
i v Matlabu ve funkci ”fzero”určené pro hledáńı kořen̊u funkćı [17].
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Kapitola 4

Numerické experimenty

V této kapitole se pod́ıváme na numerické řešeńı konkrétńıch nelineárńıch rov-
nic. Srovnáme chováńı algoritmů na funkci splňuj́ıćı předpoklady konvergence pro
dané metody řešeńı a ukážeme, jak rychle reálně metody konverguj́ı. Pod́ıváme
se také jaký vliv má nesplněńı předpoklad̊u spojitosti derivace na konvergenci
algoritmů a uvedeme některé daľśı zaj́ımavé př́ıklady. Všechny výpočty budou
prováděny pomoćı softwaru Matlab v double aritmetice a př́ıslušné zdrojové kódy
jsou k nalezeńı v Př́ıloze A.

Př́ıklad 1. Nejprve se vrát́ıme k př́ıkladu uvedenému u metody fixed-point ite-
race, viz 2.2.1. Máme funkci f(x) = x2−x− 2 s kořeny −1 a 2. Předpokládejme,
že chceme vypoč́ıtat kořen x∗ = 2 pomoćı následuj́ıćıch 4 funkćı

(1) g(x) = x2 − 2,

(2) g(x) =
√
x+ 2,

(3) g(x) = 1 + 2/x,

(4) g(x) = x2+2
2x−1 .

Zvolme počátečńı odhad kořene x0 = 3 a zastavovaćı kritérium |g(xn)− xn| <
10−6. V Tabulce 4.1 jsou uvedeny hodnoty {xn}, pro jednotlivé funkce a z nich
vypoč́ıtaná velikost chyby {|en|}.

x2 − 2
√
x + 2 1 + 2

x
x2+2
2x−1

n xn |en| xn |en| xn |en| xn |en|
1 3 1 2.236067 0.236067 1.666666 0.333333 2.200000 0.200000
2 7 6 2.058171 0.058171 2.200000 0.200000 2.011764 0.011764
3 43 45 2.014490 0.014490 1.909090 0.090909 2.000045 0.000045
4 2207 2205 2.003619 0.003619 2.047619 0.047619 2.000000 0.000000
5 2.000904 0.000904 1.976744 0.023255
6 2.000226 0.000226 2.011764 0.011764
7 2.000056 0.000056 1.994152 0.005847
8 2.000014 0.000014 2.002932 0.002932
9 2.000003 0.000003 1.998535 0.001464

10 2.000000 0.000000 2.000732 0.000732
... ... ...
20 2.000000 0.000000

Tabulka 4.1: Velikost chyby pro r̊uzné funkce g, Př́ıklad 1.
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Z hodnot uvedených v Tabulce 4.1 můžeme dále pro metody, které konverguj́ı,
pomoćı algebraického systému rovnic

|en|
|en−1|rn

= Cn,
|en−1|
|en−2|rn

= Cn

vypoč́ıtat odhad řádu konvergence rn a konstanty Cn pro n > 2. Tyto hodnoty
jsou uvedeny v Tabulce 4.2.

√
x + 2 1 + 2

x
x2+2
2x−1

n rn Cn rn Cn rn Cn
3 0.970281 0.236067 0.464973 0.333333 1.760374 0.200000
4 0.992274 0.243683 1.543496 1.090096 1.958580 0.275150
5 0.998049 0.247719 0.820116 0.340286 1.998597 0.328685
6 0.999511 0.249257 1.108332 0.679187
7 0.999877 0.249771 0.950847 0.420494
8 0.999969 0.249932 1.025770 0.557371
9 0.999992 0.249980 0.987420 0.470057

10 0.999998 0.249994 1.006365 0.518149
... ... ...
20 1.000006 0.500038

Tabulka 4.2: Odhad řádu konvergence, Př́ıklad 1.

Nyńı se zamysleme, zda vypoč́ıtané výsledky odpov́ıdaj́ı teoretickým poznat-
k̊um uvedeným v Kapitole 2.
-(i) Pro |x| > 1

2
je g′(x) > 1 a tedy z teorie nev́ıme o konvergenci nic. V našem

př́ıpadě metoda pro tuto funkci velmi rychle divergovala. Lze ukázat, že metoda
diverguje pro libovolnou volbu x0 [4].
-(ii) Pro x ∈ [0, 7] je 0 ≤ g′(x) ≤ 1/

√
8 < 1 a g(x) ∈ [0, 7]. Jsou tedy splněny

předpoklady Věty 7 a pro libovolné x0 ∈ [0, 7] posloupnost generovaná fixed-
point iteraćı pro tuto funkci g konverguje k pevnému bodu x∗ = 2 a to lineárně
s konstantou C = g′(2) = 1

4
podle Věty 9. Experiment tedy souhlaśı s teoríı, dle

hodnot uvedených v Tabulce 4.2 metoda konverguje lineárně s konstantou bĺıž́ıćı
se 1

4
.

-(iii) Pro x ∈ [
√

2, 4] splňuje funkce g také předpoklady Věty 7 i Věty 9 a tedy
metoda konverguje lineárně s konstantou C = g′(2) = 1/2. Tomu odpov́ıdá pro-
vedený numerický experiment. Nav́ıc můžeme vidět, že konstanta C je v tomto
př́ıpadě větš́ı, než v (ii) a tedy konvergence by měla být pomaleǰśı, což odpov́ıdá
hodnotám v Tabulce 4.1.
-(iv) Tato volba funkce g odpov́ıdá podle Kapitoly 3 Newtonově metodě a na inter-
valu [3

4
, 6] splňuje předpoklady Věty 12, metoda tedy konverguje. Z numerického

experimentu nav́ıc vid́ıme, že konvergence je téměř kvadratická, což odpov́ıdá
teorii, nebot’ g′(2) = 0.

Př́ıklad 2. Praktickou aplikaćı numerického řešeńı nelineárńıch rovnic může být
výpočet odmocniny. Mějme funkci f(x) = x3 − 3. Jediným reálným řešeńım rov-
nice f(x) = 0 je 3

√
3. Uvažujme počátečńı odhad x0 = 1 a dále x1 = 2 pro metodu

sečen a také x2 = 3 pro Mullerovu metodu a inverzńı kvadratickou interpolaci, re-
spektive [a0, b0] = [1, 2] pro bisekci a metodu regula falsi, a zastavovaćı kritérium
|f(xn)| < 10−6, respektive |bn − an| < 10−6. V Tabulce 4.3 jsou uvedeny hodnoty
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|en| a v Tabulce 4.4 pak odhad řádu konvergence rn, pro metodu regula falsi i
hodnota Cn. Pro metodu p̊uleńı intervalu hodnoty nejsou v Tabulce 4.4 uvedeny,
nebot’ již v́ıme, že konvergence je lineárńı s konstantou 1

2
.

Bisekce
Regula Newtonova Metoda Mullerova Inverz. kvard.

n falsi metoda sečen metoda interpolace

1 0.500000 0.442249 0.224417 - - -
2 0.250000 0.156535 0.028861 0.156535 - -
3 0.125000 0.050190 0.000562 0.050190 0.057750 0.121833
4 0.062500 0.015515 0.000000 0.006015 0.009674 0.029185
5 0.031250 0.004740 0.000213 0.000141 0.002080
6 0.015625 0.001442 0.000001 0.000000 0.000006
7 0.007812 0.000438 0.000000 0

... ... ...
12 0.000244 0.000001
13 0.000122 0.000000
...
19 0.000001
20 0.000000

Tabulka 4.3: Velikost chyby, Př́ıklad 2.

Regula Newtonova Metoda Mullerova Inverz. kvadr.
falsi metoda sečen metoda interpolace

n rn Cn rn rn rn rn
3 1.095198 0.382539 1.919956 - - -
4 1.032073 0.340280 1.993434 1.865050 - -
5 1.010076 0.318605 1.573311 2.366213 1.848375
6 1.003093 0.309471 1.642539 2.204818 2.178880
7 1.000943 0.305930 1.608306 1.722337
8 1.000286 0.304619 -
9 1.000087 0.304149

... ... ...
12 1.000002 0.303909
13 1.000000 0.303902

Tabulka 4.4: Odhad řádu konvergence, Př́ıklad 2.

Z hodnot uvedených v Tabulce 4.3 je zřejmé, že všechny testované metody
konverguj́ı. Metoda regula falsi v tomto př́ıpadě podle hodnot z Tabulky 4.4
konverguje lineárně s rychlost́ı přibližně 0.3 a tedy rychleji, než metoda p̊uleńı
intervalu.

Zadaná funkce je třikrát spojitě diferencovatelná a plat́ı f ′( 3
√

3) 6= 0. Pro New-
tonovu metodu, metodu sečen, Mullerovu metodu i metodu inverzńı kvadratické
interpolace jsou tedy splněny předpoklady pro lokálńı konvergenci. Newtonova
metoda konverguje nejrychleji z uvedených metod, podle Tabulky 4.4 je kon-
vergence téměř kvadratická již od druhé iterace. Metoda sečen konverguje zřejmě
superlineárně s řádem bĺıž́ıćım se hodnotě 1.618, což také odpov́ıdá teorii uvedené
v Kapitole 3. Mullerova metoda konverguje zpočátku rychleji, než kvadraticky,
ale při výpočtu řešeńı s větš́ı přesnost́ı již konverguje superlineárně. Inverzńı kva-
dratická interpolace nalezne dokonce přesné řešeńı, což je ovšem pouze náhoda.
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Př́ıklad 3. V Př́ıkladu 2 jsme porovnávali konvergenci metod pro třikrát spojitě
diferencovatelnou funkci. Zkusme nyńı otestovat funkci, která je spojitá, ale neńı
spojitě diferencovatelná. Uvažme jednoduchou po částech lineárńı funkci zobra-
zenou na Obrázku 4.1 s předpisem

f(x) =

{
5x− 5, pro x ≤ 1,
0.1x− 0.1, pro x > 1.

Obrázek 4.1: Graf funkce f , Př́ıklad 3.

Tato funkce má kořen v bodě 1 a v tomto bodě neńı diferencovatelná. Zvolme
počátečńı odhad x0 = 0.5, (x1 = 2, x2 = 3), respektive [a0, b0] = [0.5, 1] pro
bisekci a metodu regula falsi, a zastavovaćı kritérium |f(xn)| < 10−6, respektive
|bn − an| < 10−6.

Bisekce
Regula Newtonova Metoda Mullerova Inverz. kvadr.

n falsi metoda sečen metoda interpolace

1 0.750000 0.942307 0 - - -
2 0.375000 0.889918 0.942307 - -
3 0.187500 0.842142 0 2.273272 0.069800
4 0.093750 0.798404 0.000000 0.000000
5 0.046875 0.758222

... ... ...
21 0.000001 0.386792
22 0.000000 0.373281
... ...

516 0.000009

Tabulka 4.5: Velikost chyby, Př́ıklad 3.

Z Tabulky 4.5 je zřejmé, že Newtonova metoda nalezne přesné řešeńı v prvńı
iteraci. To odpov́ıdá geometrickému náhledu, nebot’ pro libovolný počátečńı bod
tečna koṕıruje graf funkce až do kořene. Podobně metoda sečen nalezne přesné
řešeńı nejpozději ve třet́ı iteraci, nebot’ př́ıslušné body xn, xn−1 lež́ı bud’ oba na-
pravo nebo nalevo od přesného řešeńı a sečna tedy také koṕıruje graf funkce až
do kořene. Totéž plat́ı pro Mullerovu metodu a inverzńı kvadratickou interpolaci,
nebot’ nejpozději ve čtvrté iteraci lež́ı všechny interpolačńı body napravo nebo na-
levo od kořene a tedy interpolačńı polynom je př́ımka procházej́ıćı kořenem. Me-
toda regula falsi konverguje v tomto př́ıpadě lineárně, avšak s rychlost́ı přibližně
0.9537 a tedy velmi pomalu.
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Uvažme pro srovnáńı dvě daľśı po částech lineárńı funkce s předpisy

g(x) =

{
5x− 5, pro x ≤ 50/49,
0.1x, pro x > 50/49,

h(x) =

{
5x− 5, pro x ≤ 495/490,
0.1x− 0.05, pro x > 495/490.

Obě maj́ı též kořen v 1, avšak bod, kde funkce nemaj́ı derivaci, nelež́ı v kořeni.
Pro funkci g docháźı ke zlomu přibližně v bodě 1.0204, pro funkci h v bodě 1.0100.
Zvolme stejné počátečńı odhady a zastavovaćı kritérium jako pro funkci f .

Metoda bisekce se pro obě tyto funkce chová stejně, jako pro funkci f, Newto-
nova metoda najde kořen nejpozději ve druhé iteraci. Zaj́ımavé je však srovnáńı
chyby ostatńıch metod. Velikost chyby tentokrát nebudeme vypisovat do tabulky,
lépe bude jej́ı vývoj vidět z graf̊u v Obrázku 4.2, kde na ose y voĺıme logaritmickou
škálu.

Obrázek 4.2: Graf velikosti chyby pro funkce g, h, Př́ıklad 3.

Z graf̊u v Obrázku 4.2 vid́ıme, že č́ım bĺıže je bod, ve kterém docháźı ke
zlomu funkce, ke kořeni, t́ım v́ıce iteraćı všechny testované metody potřebuj́ı pro
nalezeńı kořene. Zaj́ımavý je předevš́ım vývoj velikosti chyby pro metodu sečen a
Mullerovu metodu. Pro obě porovnávané funkce docháźı u obou metod k výrazné
oscilaci a to až do doby, než je nalezeno přesné řešeńı.

Př́ıklad 4. V Př́ıkladu 3 jsme porovnávali chováńı metod na lineárńıch lomených
funkćıch. Uvažme nyńı dvě po částech kvadratické funkce zobrazené na Obrázku
4.3 a s předpisy

f(x) =

{
−x2 − 3x− 2, pro x ≤ −2,
−x2 + 4, pro x > −2,

g(x) =

{
−x2 − 3x− 2, pro x ≤ −55/30,
−x2 + 3.5, pro x > −55/30.
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Obrázek 4.3: Grafy funkćı f a g, Př́ıklad 4.

Obě funkce maj́ı kořen v bodě −2, funkce f nav́ıc v tomto bodě nemá derivaci,
g nemá derivaci v bodě −55

30
≈ −1.8333. Zvolme počátečńı odhady pro kořen

x0 = −3, (x1 = −0.5, x2 = −1), respektive [a0, b0] = [−3, − 0.5] a zastavovaćı
kritérium |f(xn)| < 10−6, |g(xn)| < 10−6, respektive |bn − an| < 10−6. Mı́sto
zadáváńı výsledk̊u do tabulek opět použijeme grafy závislosti velikosti chyby na
počtu iteraćı s logaritmickou škálou na ose y.

Obrázek 4.4: Grafy velikosti chyby, prvńı graf je pro funkci f , druhý pro funkci
g, Př́ıklad 4.

Z graf̊u v Obrázku 4.4 je vidět, že chováńı všech metod se v závislosti na
zvolené funkci př́ılǐs neměńı, nezálež́ı na tom, zda singularita je v kořeni či v okoĺı
kořene. Newtonova metoda konverguje v obou př́ıpadech kvadraticky a to i přesto,
že v prvńım př́ıpadě nejsou splněny předpoklady Věty 11 a v druhém př́ıpadě sice
existuje okoĺı, na kterém jsou předpoklady Věty 11 splněny, ale počátečńı odhad
x0 ležel mimo toto okoĺı. Zaj́ımavé je chováńı Mullerovy metody, která v obou
př́ıpadech konverguje zpočátku pomalu a pak v jedné iteraci z přibližného řešeńı
řádu 10−1 vypoč́ıtá řešeńı o 7 řád̊u přesněǰśı. To lze snadno vysvětlit, nebot’
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interpolačńı body v šesté iteraci lež́ı v obou př́ıpadech všechny nalevo od ”bodu
zlomu”a tedy parabola daná Mullerovou metodou koṕıruje graf funkce až do
kořene. Přesné řešeńı v této iteraci neńı nalezeno vlivem zaokrouhlovaćıch chyb.

Př́ıklad 5. Uvažujme nyńı funkci f(x) = x+0.1 sin(10x) znázorněnou v Obrázku
4.5. Tato funkce je na celém svém definičńım oboru třikrát spojitě diferencova-

Obrázek 4.5: Graf funkce f , Př́ıklad 5.

telná a jediným řešeńım př́ıslušné rovnice (1.1) je x∗ = 0. Nav́ıc na intervalu
(− π

10
, π
10

) má nenulovou derivaci a tedy splňuje předpoklady vět pro konvergenci
Newtonovy metody, metody sečen i metod založených na kvadratické interpolaci.
Nás však nyńı bude zaj́ımat, jak se metody chovaj́ı mimo toto okoĺı.

Nejzaj́ımavěǰśı je Newtonova metoda, při volbě náhodných počátečńıch bod̊u
z intervalu [−5, 5] metoda v některých př́ıpadech rychle konvergovala, v některých
př́ıpadech však také velice rychle divergovala. V Tabulce 4.6 je pro ilustraci uve-
deno chováńı metody na okoĺı bodu 1. Zastavovaćım kritériem pro konvergenci
je |f(x)| < 10−6. Přesáhne-li počet iteraćı 100, nebo pokud |xn| > 105, metoda
bude zastavena a výsledkem bude divergence.

x0
konvergence/ počet

x0
konvergence/ počet

divergence iteraćı divergence iteraćı

1.0000 diverguje 18 1.0033 konverguje 7
1.0010 diverguje 2 1.0035 konverguje 4
1.0020 diverguje 6 1.0037 konverguje 32
1.0028 diverguje 9 1.0038 diverguje 12
1.0029 konverguje 9 1.0040 diverguje 27
1.0030 konverguje 53 1.0042 diverguje 91
1.0031 konverguje 16 1.0043 konverguje 7

Tabulka 4.6: Výsledky Newtonovy metody, Př́ıklad 5.

Z Tabulky 4.6 je zřejmé, že chováńı Newtonovy metody, pokud nejsme na
dostatečně malém okoĺı kořene, je v tomto př́ıpadě jen obt́ıžně předv́ıdatelné.

Metoda sečen je pro tento př́ıklad mnohem spolehlivěǰśı. Při volbě dvaceti
náhodných počátečńıch bod̊u z intervalu [−30, 30] metoda sečen v devatenácti
př́ıpadech našla řešeńı s přesnost́ı 10−6 do osmi iteraćı. Volbou, jenž zp̊usobila
divergenci, byla x0 = 0.314, x1 = 0.315, tj. oba body lež́ı v bĺızkosti bodu,
kde má f nulovou derivaci. Mullerova metoda a metoda kvadratické interpolace
vykazovaly ještě lepš́ı chováńı, než metoda sečen. Pro všechny testované body obě
vždy našly řešeńı s přesnost́ı 10−6 a to nejpozději ve čtrnácté iteraci.
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Otestujme nyńı, zda špatné chováńı Newtonovy metody lze při použit́ı stejných
zastavovaćıch kritéríı i počátečńıch odhad̊u zlepšit aplikaćı backtrackingu, modi-
fikaćı Newtonovy metody uvedenou v Kapitole 3. V Tabulce 4.7 je kromě počtu
iteraćı uveden také počet provedených ”backtrackingových krok̊u”, tj. kolikrát
během výpočtu bylo třeba nahradit bod xn daný Newtonovou metodou bodem
lež́ıćım bĺıže k xn−1. Pro testované volby x0 modifikovaný algoritmus vždy kon-
vergoval.

x0
počet backtr. počet

x0
počet backtr. počet

krok̊u iteraćı krok̊u iteraćı

1.0000 2 5 1.0033 15 4
1.0010 4 5 1.0035 11 5
1.0020 4 5 1.0037 8 5
1.0028 7 4 1.0038 8 6
1.0029 8 8 1.0040 7 7
1.0030 8 6 1.0042 6 4
1.0031 9 6 1.0043 6 6

Tabulka 4.7: Výsledky backtrackingu, Př́ıklad 5.

Z Tabulky 4.7 vid́ıme, že použitá modifikace vedla k výraznému zlepšeńı výs-
ledk̊u. Ve všech př́ıpadech zamezila divergenci standardńı Newtonovy metody a
řešeńı požadované přesnosti bylo vždy nalezeno do osmi iteraćı.

Př́ıklad 6. Nyńı se pod́ıváme na funkce s v́ıcenásobnými kořeny. Porovnáme
chováńı standardńıch metod a také modifikované Newtonovy metody pro v́ıce-
násobné kořeny. Vzhledem ke špatné podmı́něnosti obou funkćı nebudeme volit
zastavovaćı kritérium na základě |f(xn)|, ale zvoĺıme |xn − xn−1| < 10−6.

Nejprve uvažme funkci f(x) = 1 − cos(x), která má v bodě 0 dvojnásobný
kořen a počátečńı odhad x0 = 0.5, (x1 = 1, x2 = −0.3). Pro metodu inverzńı kva-
dratické interpolace tato volba vede k divergenci, speciálně pro ni proto zvoĺıme
x0 = −0.5, x1 = 0.3, x2 = 1. Nebot’ funkce v kořeni neměńı znaménko, metoda
p̊uleńı intervalu a metoda regula falsi nejsou definovány. Velikost naměřené chyby
je znázorněna v grafu v Obrázku 4.6 a odhad řádu konvergence v Tabulce 4.8.

Obrázek 4.6: Graf velikosti chyby pro funkci f , Př́ıklad 6.

Z grafu v Obrázku 4.6 i Tabulky 4.8 je patrné, že metoda sečen a metoda in-
verzńı kvadratické interpolace konverguj́ı pomaleji, než Newtonova metoda. Podle
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Newtonova Metoda Mullerova Inverzńı kvadr.
metoda sečen metoda interpolace

n rn Cn rn Cn rn rn Cn
3 0.976819 0.481516 - - - - -
4 0.994566 0.493699 0.266587 0.318522 - - -
5 0.998661 0.497976 1.831309 1.908041 1.363819 33.084371 -
6 0.999916 0.499379 0.814665 0.437318 1.580917 0.183101 -
7 0.999979 0.499816 1.081828 0.747709 1.230772 2.042350 -
8 0.999994 0.499946 0.969783 0.567415 1.446561 0.984767 0.540144
9 0.999998 0.499984 1.01139 0.641649 1.413562 0.924769 0.465155

... ... ... ... ... ... ...
20 0.999993 0.499959 0.999999 0.618032 0.999998 0.576461
... ... ... ... ...

Tabulka 4.8: Odhad řádu konvergence pro funkci f , Př́ıklad 6.

Věty 13 Newtonova metoda pro dvojnásobný kořen konverguje lineárně s rych-
lost́ı 1/2, čemuž odpov́ıdaj́ı i hodnoty v Tabulce 4.8. Konvergence metody sečen
by měla být též lineárńı a s rychlost́ı C splňuj́ıćı C2 + C − 1 = 0, C ∈ (0, 1),
tj. C ≈ 0.618, čemuž odpov́ıdaj́ı hodnoty v Tabulce 4.8. Mullerova metoda v
tomto př́ıpadě konverguje superlineárně, avšak poznamenejme, že posloupnost
{xn} daná touto metodou je komplexńı a velikost komplexńı části č́ısel xn je ve
většině iteraćı řádově srovnatelná s reálnou část́ı. Nejrychleji podle očekáváńı
konverguje modifikovaná Newtonova metoda a to d́ıky faktu, že známe násobnost
kořene. Zadáme-li do algoritmu mı́sto 2 násobnost kořene m = 3, pak metoda
konverguje pomaleji než standardńı Newtonova metoda, pro m = 4 metoda di-
verguje.

Nyńı uvažme funkci g(x) = x3, která má v bodě 0 trojnásobný kořen, a
počátečńı odhad x0 = −0.5, (x1 = 1, x2 = −0.3). Absolutńı hodnota chyby
jednotlivých metod v závislosti na iteraci je zanesena do grafu v Obrázku 4.7.

Obrázek 4.7: Graf velikosti chyby pro funkci g, Př́ıklad 6.
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Metoda regula falsi v grafu neńı uvedena, nebot’ jej́ı konvergence je velmi
pomalá (po vypoč́ıtáńı 5000 iteraćı je aproximace řešeńı daná touto metodou
0.01). Hodnota chyby pro modifikovanou Newtonovu metodu v grafu také neńı
zanesena, nebot’ tato metoda najde přesné řešeńı již v prvńı iteraci a to dokonce
pro libovolný odhad x0, nebot’ plat́ı

x1 = x0 − 3
x30
3x20

= 0.

Ostatńı metody konverguj́ı podle grafu v Obrázku 4.7 lineárně. Nejrychleji z nich
metoda bisekce s rychlost́ı konvergence 0.5. Dále Newtonova metoda s rychlost́ı
0.667, což opět odpov́ıdá Větě 13. Pro informaci ještě uved’me rychlost konver-
gence pro zbylé metody: inverzńı kvadratická interpolace 0.720, Mullerova metoda
0.741 a metoda sečen 0.755.

Př́ıklad 7. V Kapitole 3 jsme uvedli, že metody se při nesplněńı předpoklad̊u
konvergenčńıch vět mohou chovat i chaoticky. Tuto situaci můžeme hezky ilustro-
vat na fixed-point iteraci.

Zvolme funkci g(x) = 3.4x(1−x), která má dva pr̊useč́ıky s osou y = x, prvńı
v bodě 0 a druhý přibližně v bodě 0.7058. V obou těchto bodech má funkce g
derivaci ostře větš́ı než 1 a tedy nesplňuje předpoklady Věty 8. Položme x0 = 0.4
a zastavovaćı kritérium |g(xn)− xn| < 10−6. Metoda nenalezne řešeńı ani po 300
iteraćıch a pr̊uběh výpočtu je chaotický. Prvńıch dvacet iteraćı je znázorněno v
Obrázku 4.8.

Obrázek 4.8: Graf chaotického chováńı, Př́ıklad 7.

Grafy tohoto typu se nazývaj́ı Verhulstovy diagramy, nebo také cobweb plots
(z angličtiny cobweb=pavučina).

Př́ıklad 8. Daľśım zaj́ımavým typem chováńı některých metod je zacykleńı, či
konvergence k jinému kořeni, než bychom očekávali. Tento př́ıpad ilustrujme na
Newtonově metodě pro funkci f(x) = sin(x).

Předpokládejme, že hledáme kořen x∗ = 0. Z Obrázku 4.9 vid́ıme, že aby
nastalo cykleńı Newtonovy metody mezi body x0, x1, muśı tyto body splňovat

x1 = x0 −
sin(x0)

cos(x0)
, x1 = −x0.
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Obrázek 4.9: Graf funkce f , Př́ıklad 8.

Bod x0 tedy muśı splňovat rovnici

2x0 = tan(x0),

která má na intervalu [−π,π] dvě řešeńı x̃0 a −x̃0, kde x̃0 ≈ 1.165561185. Pro
tyto dvě volby x0 nebude tedy Newtonova metoda konvergovat, ale zacykĺı se.
Zaj́ımavé je i chováńı Newtonovy metody na okoĺı těchto bod̊u. Zvolme několik
r̊uzných bod̊u x0 v okoĺı x̃0 a zastavovaćı kritérium |f(xn)| < 10−6. V Tabulce 4.9
je zanesena závislost počtu iteraćı a vypoč́ıtaného řešeńı na volbě x0.

x0 počet iteraćı kořen
1.164000000 7 0
1.165500000 10 0
1.165561185 17 0

x̃0 - -
1.165561186 21 25π
1.165561187 18 π
1.165561188 15 −13π
1.300000000 4 −π

Tabulka 4.9: Výsledky Newtonovy metody, Př́ıklad 8.

Z Tabulky 4.9 vid́ıme, že pro x0 zvolená v intervalu [−x̃0, x̃0] metoda konver-
guje ke kořeni v bodě 0, což odpov́ıdá geometrickému náhledu z Obrázku 4.9. Pro
body mimo tento interval se metoda chová nepředv́ıdatelně a i velmi malá změna
ve volbě x0 vede ke konvergenci k velmi odlǐsným kořen̊um. Ve většině těchto
př́ıpad̊u lze chováńı algoritmu zlepšit použit́ım backtrackingu, ale např́ıklad pro
volbu x0 = 1.3 i modifikovaný algoritmus konverguje ke kořeni −π.
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo shrnout základńı metody řešeńı skalárńıch
nelineárńıch rovnic a dále tyto metody implementovat a porovnat pomoćı nume-
rických experiment̊u. Nejprve byly zavedeny základńı matematické pojmy souvi-
sej́ıćı s tématem. Dále se čtenář seznámil se základńımi metodami a to předevš́ım
s metodou bisekce a metodou fixed-point iterace a v návaznosti na ně s d̊uležitou
Newtonovou metodou, jej́ımi modifikacemi a daľśımi algoritmy z ńı vycházej́ıćımi.
V závěrečné čtvrté kapitole byly popsány výsledky numerických experiment̊u
provedených pomoćı softwaru Matlab. Testovaćı př́ıklady byly voleny tak, aby
bylo možné porovnat numerické výsledky s poznatky uvedenými v teoretické
části. Všechny provedené experimenty potvrdili odvozené teoretické vlastnosti
metod. Nav́ıc bylo uvedeno několik př́ıklad̊u rovnic nesplňuj́ıćıch konvergenčńı
předpoklady vybraných iteračńıch metod, aby bylo ilustrováno zaj́ımavé chováńı
těchto metod.

Existuje velké množstv́ı daľśıch metod, které nebyly v práci uvedeny ani tes-
továny. Zaj́ımavým algoritmem pro studium by mohl být např́ıklad Brent̊uv al-
goritmus, který kombinuje tři v této práci uvedené metody a to metodu p̊uleńı
intervalu, metodu sečen a metodu inverzńı kvadratické interpolace. Jiným na-
vazuj́ıćım problémem by mohlo být řešeńı soustav nelineárńıch rovnic a tedy i
možnosti rozš́ı̌reńı uvedených metod do v́ıce dimenźı.
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Př́ıloha A

Zdrojové kódy

A.1 Bisekce

function [z,n,x]=bisekce(f,x1,x2,tol,maxit)
%metoda puleni intervalu
%povinne vstupni parametry - funkce f, interval [x1,x2]
%volitelne vstupni parametry: tol - pozadovana presnost
% maxit - maximalni pocet iteraci
%vystup: z-hledany interval
% n-pocet provedenych iteraci
% x-vektor mezivypoctu

if nargin<5 %neni-li zadan max.pocet iteraci
maxit=100;

end
if nargin<4 %neni-li zadana pozadovana presnost
tol=1e-8;

end

n=0;
x(1,1)=x1; %inicializace vystupniho vektoru mezivypoctu
x(2,1)=x2;
if (sign(feval(f,x1))==sign(feval(f,x2))) %spatne zadani
error('Vstupni funkce nemeni na zadanem intervalu znamenko.')

else
while (n<maxit)

m=x1+(x2-x1)/2; %novy bod uprostred intervalu
if feval(f,m)==0 %bod m je korenem f

z=[m,m];
n=n+1;
display('Nalezeno presne reseni');
return;

end
if (sign(feval(f,x1))==sign(feval(f,m))) %dalsi iterace

x1=m;
x(1,n+2)=m;
x(2,n+2)=x(2,n+1);

else x2=m;
x(2,n+2)=m;
x(1,n+2)=x(1,n+1);

end
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if (abs(x(2,n+2)-x(1,n+2))<tol) %interval je dostatecne maly
z=[x(1,n+2),x(2,n+2)]; %hledany interval obsahujici koren
n=n+1;
return;

end
n=n+1;

end
error('Prilis mnoho iteraci');%nenalezeno dostatecne dobre reseni
end

end

A.2 Fixed-point iterace

function [z,n,x]=fixed point(f,x1,tol,maxit)
%metoda fixed-point iterace
%povinne vstupni parametry - funkce f, odhad korene x1
%volitelne vstupni parametry: tol - pozadovana presnost
% maxit - maximalni pocet iteraci
%vystup: z-hledany interval
% n-pocet provedenych iteraci
% x-vektor mezivypoctu

if nargin<4 %neni-li zadan max.pocet iteraci
maxit=100;

end
if nargin<3 %neni-li zadana pozadovana presnost
tol=1e-8;

end

n=0;
x(1)=x1; %inicializace vystupniho vektoru

if (abs(feval(f,x1)-x1)<tol) %vstupni odhad x1 je pevny bod
z=x1;
return;

else
while (n<maxit)

m=feval(f,x1); %vypocet noveho bodu m
if (abs(feval(f,m)-m)<tol) %m je dobre priblizne reseni

z=m; x(n+2)=m; n=n+1;
return;

end
x1=m; %zatim nemame reseni, provedeme dalsi iteraci
n=n+1;
x(n+1)=m;

end
error('Prilis mnoho iteraci');%nenalezeno dostatecne dobre reseni

end
end
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A.3 Regula falsi

function [z,n,x]=regula falsi(f,x1,x2,tol,maxit)
%metoda regula falsi
%povinne vstupni parametry - funkce f, interval [x1,x2]
%volitelne vstupni parametry: tol - pozadovana presnost
% maxit - maximalni pocet iteraci
%vystup: z-hledany interval
% n-pocet provedenych iteraci
% x-vektor mezivypoctu

if nargin<5 %neni-li zadan max.pocet iteraci
maxit=10000;

end
if nargin<4 %neni-li zadana pozadovana presnost
tol=1e-8;

end

n=0;
x(1,1)=x1; %inicializace vystupniho vektoru mezivypoctu
x(2,1)=x2;
if (sign(feval(f,x1))==sign(feval(f,x2))) %spatne zadani

error('Vstupni funkce nemeni na zadanem intervalu znamenko.')
else
while (n<maxit)

m=x1-feval(f,x1)*(x2-x1)/(feval(f,x2)-feval(f,x1)); %novy bod
if feval(f,m)==0 %m je korenem f

z=[m,m];
n=n+1;
display('Nalezeno presne reseni');
return;

end
if (sign(feval(f,x1))==sign(feval(f,m))) %dalsi iterace

x1=m;
x(1,n+2)=m;
x(2,n+2)=x(2,n+1);

else x2=m;
x(2,n+2)=m;
x(1,n+2)=x(1,n+1);

end
if (abs(feval(f,m))<tol) %jednostranna konvergence

z=[m,m]; n=n+1; %bod m je priblizne reseni
return;

end
if (abs(x(2,n+2)-x(1,n+2))<tol) %oboustranna konvergence

z=[x(1,n+2),x(2,n+2)];%hledany interval obsahujici koren
n=n+1;
return;

end
n=n+1;

end
error('Prilis mnoho iteraci'); %nenalezeno dostatecne dobre reseni
end

end
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A.4 Newtonova metoda

function [z,n,x]=newtonova metoda(f,df,x1,tol,maxit,maxval)
%Newtonova metoda
%povinne vstupni parametry - funkce f
% - derivace funkce f -df
% - pocateni odhad korene x1
%volitelne vstupni parametry: tol - pozadovana presnost
% maxit - maximalni pocet iteraci
% maxval - maximalni povolena hodnota
%vystup: z-hledany interval
% n-pocet provedenych iteraci
% x-vektor mezivypoctu
if nargin<6 %neni-li zadana maximalni hodnota

maxval=100000;
end
if nargin<5 %neni-li zadan maximalni pocet iteraci

maxit=100;
end
if nargin<4 %neni-li zadana pozadovana presnost

tol=1e-8;
end

n=0;
x(1)=x1; %inicializace vystupniho vektoru

if (abs(feval(f,x1))<tol)%x1 je dostatecne dobre priblizne reseni
z=x1;
return;

end
while (n<maxit)

m=x1-feval(f,x1)/(feval(df,x1)); %vypocet noveho bodu
if (abs(m)>maxval) %nova hodnota je prilis velka

error('Metoda diverguje');
abort; %vypocet ukoncime
return;

end
if (abs(feval(f,m))<tol) %novy bod dostatecne dobre reseni

z=m; x(n+2)=z; n=n+1;
return;

end
if (abs(x(n+1)-m)<tol) %metoda stagnuje, vypocet ukoncime

z=m; x(n+2)=z; n=n+1;
return;

end
x1=m; %ulozeni dat pro provedeni dalsi iterace
n=n+1;
x(n+1)=x1;

end
error('Prilis mnoho iteraci');%nenalezeno dostatecne dobre reseni

end
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A.5 Newtonova metoda pro v́ıcenásobné kořeny

function [z,n,x]=newtonova metoda 2(f,df,x1,k,tol,maxit,maxval)
%Modifikovana Newtonova metoda pro k-nasobny koren
%povinne vstupni parametry - funkce f
% - derivace funkce f -df
% - pocateni odhad korene x1
% - nasobnost hledaneho korene k
%volitelne vstupni parametry: tol - pozadovana presnost
% maxit - maximalni pocet iteraci
% maxval - maximalni povolena hodnota
%vystup: z-hledany interval
% n-pocet provedenych iteraci
% x-vektor mezivypoctu

if nargin<7 %neni-li zadana maximalni mozna hodnota
maxval=10000;

end
if nargin<6 %neni-li zadan maximalni pocet iteraci

maxit=100;
end
if nargin<5 %neni-li zadana pozadovana presnost

tol=1e-8;
end

n=0;
x(1)=x1; %inicializace vystupniho vektoru mezivypoctu

if (abs(feval(f,x1))<tol) %x1 je dostatecne dobre reseni
z=x1;
return;

end
while (n<maxit)

m=x1-k*feval(f,x1)/(feval(df,x1)); %vypocet noveho bodu m
if (abs(m)>maxval) %nova hodnota je prilis velka

error('Metoda diverguje');
abort; %vypocet ukoncime

end
if (abs(feval(f,m))<tol) %novy bod je koren

z=m; x(n+2)=z; n=n+1;
return;

end
if (abs(x(n+1)-m)<tol) %metoda stagnuje, vypocet ukoncime

z=m; x(n+2)=z; n=n+1;
return;

end
x1=m; %ulozeni vypoctu pro provedeni dalsi iterace
n=n+1;
x(n+1)=x1;

end
error('Prilis mnoho iteraci');%nenalezeno dostatecne dobre reseni

end
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A.6 Newtonova metoda s backtrackingem

function [z,n,x,k]=newtonova metoda b(f,df,x1,tol,maxit,maxval)
%Newtonova metoda s backtrackingem
%povinne vstupni parametry - funkce f
% - derivace funkce f -df
% - pocateni odhad korene x1
%volitelne vstupni parametry: tol - pozadovana presnost
% maxit - maximalni pocet iteraci
% maxval - maximalni povolena hodnota
%vystup: z-hledany interval
% n-pocet provedenych iteraci
% x-vektor mezivypoctu
% k-pocet provedenych zpetnych kroku pro zamezeni divergenci

if nargin<6 %neni-li zadana maximalni hodnota
maxval=100000;

end
if nargin<5 %neni-li zadan maximalni pocet iteraci
maxit=100;

end
if nargin<4 %neni-li zadana pozadovana presnost
tol=1e-8;

end

n=0;
x(1)=x1; %inicializace vystupniho vektoru
k=0;

if (abs(feval(f,x1))<tol) %x1 je dostatecne dobre priblizne reseni
z=x1;
return;

end
while (n<maxit)
m=x1-feval(f,x1)/(feval(df,x1)); %vypocet noveho bodu
while abs(feval(f,m))>abs(feval(f,x1)) %provedeni backtrackingu

m=(m+x1)/2;
k=k+1;

end
if (abs(m)>maxval) %nova hodnota je prilis velka

error('Metoda diverguje');
abort; %vypocet ukoncime
return;

end
if (abs(feval(f,m))<tol) %novy bod dostatecne dobre reseni

z=m; x(n+2)=z; n=n+1;
return;

end
if (abs(x(n+1)-m)<tol) %metoda stagnuje, vypocet ukoncime

z=m; x(n+2)=z; n=n+1;
return;

end
x1=m; %ulozeni dat pro provedeni dalsi iterace
n=n+1;
x(n+1)=x1;

end
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error('Prilis mnoho iteraci');%nenalezeno dostatecne dobre reseni
end

A.7 Metoda sečen

function [z,n,x]=metoda secen(f,x1,x2,tol,maxit,maxval)
%Metoda secen
%povinne vstupni parametry - funkce f
% - pocateni odhady korene x1, x2
%volitelne vstupni parametry: tol - pozadovana presnost
% maxit - maximalni pocet iteraci
% maxval - maximalni povolena hodnota
%vystup: z-hledany interval
% n-pocet provedenych iteraci
% x-vektor mezivypoctu

if nargin<6 %neni-li zadana maximalni mozna hodnota
maxval=10000;

end
if nargin<5 %neni-li zadan maximalni pocet iteraci

maxit=100;
end
if nargin<4 %neni-li zadana pozadovana presnost

tol=1e-8;
end

n=0;
x(1)=x1; %inicializace vystupniho vektoru mezivypoctu
x(2)=x2;

if (abs(feval(f,x1))<=tol) % prvni krajni bod je koren
z=x1;
return;

end
if (abs(feval(f,x2))<=tol) % druhy krajni bod je koren

z=x2;
return;

end
while (n<maxit)

if (abs(x1-x2)<tol) %metoda zacina stagnovat
z=x1; x(n+2)=z;
display('Metoda stagnuje');
return;

end
%vypocet noveho bodu m

m=x2-feval(f,x2)*(x2-x1)/(feval(f,x2)-feval(f,x1));
if (abs(m)>maxval) %nova hodnota je prilis velka

error('Metoda diverguje');
abort; %vypocet ukoncime

end
if (abs(feval(f,m))<tol) %novy bod je dostatecne dobre reseni

z=m;
x(n+3)=z;
n=n+1;
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return;
end

x(n+3)=m; %ulozeni mezivypoctu pro dalsi iteraci
x1=x2;
x2=m;
n=n+1;

end
error('Prilis mnoho iteraci'); %nenalezeno dostatecne dobre reseni

end

A.8 Mullerova metoda

function [z,n,x]=mullerova metoda(f,x1,x2,x3,tol,maxit,maxval)
%Mullerova metoda
%povinne vstupni parametry - funkce f
% - pocateni odhady korene x1, x2, x3
%volitelne vstupni parametry: tol - pozadovana presnost
% maxit - maximalni pocet iteraci
% maxval - maximalni povolena hodnota
%vystup: z-hledany interval
% n-pocet provedenych iteraci
% x-vektor mezivypoctu
if nargin<7 %neni-li zadana maximalni hodnota
maxval=10000;

end
if nargin<6 %neni-li zadan maximalni pocet iteraci
maxit=1000;

end
if nargin<5
tol=1e-8; %neni-li zadana pozadovana presnost

end

n=0;
x(1)=x1; %inicializace vystupniho vektoru
x(2)=x2;
x(3)=x3;

if (abs(feval(f,x1))<tol) %x1 je dostatecne dobre reseni
z=x1;
return;

end
if (abs(feval(f,x2))<tol) %x2 je dostatecne dobre reseni
z=x2;
return;

end
if (abs(feval(f,x3))<tol) %x3 je dostatecne dobre reseni
z=x3;
return;

end
while (n<maxit)

%pomocne vektory pro vypocet interpolacniho polynomu p
yx=[x1,x2,x3];
yy=[feval(f,x1),feval(f,x2),feval(f,x3)];

% prolozeni polynomem stupne 2 (nemusi existovat)

54



p=polyfit(yx,yy,2);
%je-li koeficient u xˆ2 velmi maly, zanedbame jej

%a uvazime interpolaci pomoci primky
if abs(p(1))<1e-10

xa=-p(3)/p(2); %vypocet korenu primky
xb=xa;

else
%vypocet korenu polynomu stupne 2

xa=(-p(2)+sqrt(p(2)ˆ2-4*p(1)*(p(3))))/(2*p(1));
xb=(-p(2)-sqrt(p(2)ˆ2-4*p(1)*(p(3))))/(2*p(1));
if abs(xa-x3)<abs(xb-x3) %vyber blizsiho korenu

m=xa;
else
m=xb;

end
if (abs(m)>maxval) %nova hodnota je prilis velka

error('Metoda diverguje');
abort;

end
if (abs(feval(f,m))<tol)%novy bod m je dostatecne dobre reseni

z=m; x(n+4)=z;
n=n+1;
return

end
if (abs(x(n+3)-m)<tol) %metoda stagnuje

z=m; x(n+4)=z; n=n+1;
return; %ukoncime vypocet

end
x1=x2; %ulozeni mezivysledku pro dalsi iteraci
x2=x3;
x3=m;
x(n+4)=m;
n=n+1;

end
error('Prilis mnoho iteraci'); %nenalezeno dostatecne dobre reseni

end

A.9 Inverzńı kvadratická interpolace

function [z,n,x]=inverz kv interpolace(f,x1,x2,x3,tol,maxit,maxval)
%Inverzni kvadraticka interpolace
%povinne vstupni parametry - funkce f
% - pocateni odhady korene x1, x2, x3
%volitelne vstupni parametry: tol - pozadovana presnost
% maxit - maximalni pocet iteraci
% maxval - maximalni povolena hodnota
%vystup: z-hledany interval
% n-pocet provedenych iteraci
% x-vektor mezivypoctu

if nargin<7 %neni-li zadana maximalni hodnota
maxval=10000;

end
if nargin<6 %neni-li zadan maximalni pocet iteraci
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maxit=1000;
end
if nargin<5
tol=1e-8; %neni-li zadana pozadovana presnost

end

n=0;
x(1)=x1;
x(2)=x2;
x(3)=x3;
if (abs(feval(f,x1))<tol) %x1 je dostatecne dobre reseni
z=x1;
return;

end
if (abs(feval(f,x2))<tol) %x2 je dostatecne dobre reseni
z=x2;
return;

end
if (abs(feval(f,x3))<tol) %x3 je dostatecne dobre reseni
z=x3;
return;

end
while (n<maxit)

yx=[x1,x2,x3]; %pomocne vektory pro prolozeni polynomem q
yy=[feval(f,x1),feval(f,x2),feval(f,x3)];
q=polyfit(yy,yx,2); %prolozeni polynomem stupne 2
m=q(3); %vypocet noveho bodu
if (abs(m)>maxval) %nova hodnota je prilis velka

error('Metoda diverguje');
abort;

end
if (abs(feval(f,m))<tol) % m dostatecne dobre reseni

z=m; x(n+4)=z;
n=n+1;
return

end
if (abs(x(n+3)-m)<tol) %metoda stagnuje

z=m; x(n+4)=z; n=n+1
return; %vypocet ukoncime

end
x1=x2; %ulozeni hodnot pro vypocet dalsi iterace
x2=x3;
x3=m;
x(n+4)=m;
n=n+1;

end
error('Prilis mnoho iteraci'); %nenalezeno dostatecne dobre reseni
end
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