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Uvod

Dilezitym poZadavkem z hlediska ocenéni poloZzek v rozvaze pojistovny
v pripravované smérnici Solvency II je konzistence v ocenovani aktiv a zavazku.
V préaci jsem se zaméfil zejména na ocenéni zavazki pomoci stochastické dis-
kontni miry, a to pro Zivotni pojistovny, kde je toto téma, diky velkému mnozstvi
dlouhodobych zavazku, nejaktualnéjsi.

Aktiva jsou vétsinou v rozvaze ocenovana pomoci trzni ceny a zavazky (vy-
plyvajici z pojistnych smluv uzavienych pojistovnou) pomoci zavedenych ak-
tuarskych metod, ¢imz vznikd v jejich ocenéni nesoulad. Tento rozpor se snazi
resit trzné konzistentni metody ocenéni. V této praci se nebudu vénovat jinym
zavazkum nez zavazkum vyplyvajicim z pojistych smluv. Zasadnim problémem
pfi ocefiovan{ je, Ze zatimco pro aktiva drZend pojistovnou vétsinou existuje ak-
tivni trh a lze tak snadno uréit jejich trzni hodnotu, pro pasiva (pojistné smlouvy)
takovyto aktivni trh neexistuje. Je potom otazkou, jak spravné urcit teoretic-
kou hodnotu zavazku v pripadé existence takového trhu. V souvislosti s dalsim
dilezitym pojmem, a to solventnosti pojistoven, se pak dostdavdme k aktudlné
nejdulezitéjsim tématim pojistovnictvi, dohledu nad pojistovnami a fungovani
regulatoru.

V prvni kapitole nejprve uvedeme nékolik zédkladnich informaci k regula-
tornimu ramci Solvency II a obecnou definici trzné konzistentniho ocenéni. Pijde
o principy a definice, zatim bez hlubsitho matematického zakladu. Je dulezité mit
na pameéti nékolik zakladnich predpokladu jako je rozvinutost, likvidita a transpa-
rentnost na trhu aktiv. Stavime na predpokladu neexistence arbitraze, abychom
se vyvarovali moznosti ,her” s pojistnymi zavazky:.

Ve druhé kapitole zacneme pojmem diskontovani, tedy casovou hodnotou
penéz. Definujeme spotové a forwardové sazby, které tvoii vynosovou krivku.
Pro modelovéani cash flow potiebujeme znat budouci vyvoj vynosovych kiivek,
coz nas vede k jejich stochastickému modelovani. Z pozorovanych dat na trhu,
kterd jsou ovsem dostupnd pouze pro nékteré doby do splatnosti, odhadujeme
soucasnou vynosovou kiivku v case ¢ = 0. Jeji ndhodny vyvoj do budoucnosti
budeme modelovat pomoci finanéné matematického pristupu zalozeného na kon-
zistentnich a bezarbitrdznich modelech. Uvedeme zékladni stochasticky model
s diskrétnim ¢asem a definici deflatoru, coby stochastickych diskontnich faktoru.
Ukazeme, jak deflatory souvisi s klasickym finan¢nim diskontovanim a hodnotou
bezrizikovych bezkuponovych dluhopisu. K ocenéni cash flow pouzijeme pozitivni,
spojity a linearni funkcional. Ukédzeme martingalovou vlastnost diskontovanych
nahodnych procesu cen a vyznam pro vypocet rezerv. Prechdzime v podstaté
od klasické aktuarské teorie, kde pracujeme s konstantni tirokovou mirou, k de-
finici rezerv jako podminéné stiedni hodnoty nahodnych cash flow. Ocenovat
cash flow muzeme bud pomoci deflitoru pii redlné pravdépodbnostni mife P,
nebo pomoci diskontu bankovniho u¢tu za rizikové neutrdlni miry P*. Rizikové
neutralni mira se téz nazyva ekvivalentni martingalovd mira. Uvedeme vlast-
nosti ekvivalentni martingalové miry a zakladni vétu ocenovani aktiv. Spoleéné
s ocenénim pomoci funkcionalu ) jsme uvedli tii zpusoby ocenéni cash flow X.
Kapitolu zakonc¢ime definici trzni ceny rizika, ktera je prevodnikem mezi redlnou
pravdépodobnostni mirou P a rizikové neutralni mirou P*. Zékladni myslenka vy-



chazi ze span-deflatoru a urceni jeho dynamiky podle obou pravdépodobnostnich
mer.

Ve treti kapitole se jiz vénujeme konkrétnimu modelovani spotovych sazeb
a deflatoru, a to pro Vagickuv model s diskrétnim ¢asem. Jedna se o jedno-
faktorovy model s afinni ¢asovou strukturou a Normalné rozdélenymi inovace-
mi. Uvedeme dynamiku spotovych sazeb podle realné pravdépodobnostni miry
a na jejim zakladé odvodime vyjadieni deflatoru a ekvivalentni martingalové
miry. Ziskame logaritmicko-normalni rozdéleni cen bezrizikovych bezkuponovych
dluhopisu P(t,m). Kromé tohoto zdkladniho modelu, kde pracujeme s roénim
casovym krokem jesté odvodime Vasickuv model s mésicnim krokem, ktery
vyuzijeme pii odhadu paramteru modelu, protoze pro mésicni krok budeme mit
v numerické casti k dispozici vétsi pocet pozorovani. V zavéru kapitoly popiseme
odhad parametru Vasickova modelu pomoci metody maximalni vérohodnosti.

Nasim hlavnim cilem je modelovat a ocenovat aktiva i pasiva, ktera se vazou
k pojistnym smlouvam, ekonomicky a trzné konzistentné. Ve ¢tvrté kapitole tedy
kratce uvedeme podstatu ocenéni cash flow z aktiv a model finan¢niho trhu, ktery
se sklada z bazickych finanénich instrumentu. V tieti casti kapitoly uvedeme
vzorce pro ocenéni financnich derivatu, tedy konkrétné Evropskych opci. Vzorce
pro ocenéni Evropské put opce potom pouzijeme v sedmé kapitole s numerickymi
priklady, a to pro garanci vynosu u pojistného produktu.

V paté kapitole uvedeme vyuziti definic ze zakladniho stochastického modelu
druhé kapitoly pro aktuarské a finanéni modelovani. Za¢neme financnim trhem
a financni filtraci, ktera popisuje financni informace na trhu. V zakladnim ak-
tuarském modelu rozdélime filtraci F na dvé nezavislé filtrace A (modeluje fi-
nancni jevy) a T (modeluje pojistné technické jevy). Predpokldaddme sou¢inovou
strukturu cash flow pojistnych zavazku a cash flow rozdélime na zajistitelnou a
nezajistitelnou cast.

V Sesté kapitole, kde pracujeme se zakladnim aktudrskym modelem, sestrojime
Valuation Portfolio (VaPo). Zakladni myslenkou je vyjadfit pojistné zavazky po-
moci bazickych finanénich instrumentu finanéniho trhu. Snazime se tedy pojistné
zavazky mapovat na vicerozmérné VaPo ve vektorovém prostoru bazickych fi-
nancnich instrumentu. Pii konstrukci VaPo budeme postupovat ve tiech krocich.
Nejprve vyjadiime pojistné zavazky pomoci finanénich portfolii. Poté nahradime
pojistné technické proménné, které vyjadiuji pocet financénich portfolif pouzitych
k replikaci, jejich nejlepsimi odhady. Nakonec urc¢ime penézni hodnotu VaPo. Po-
moci VaPo definujeme nejlepsi odhad rezerv. V druhé ¢ésti kapitoly uvolnime
predpoklad pro pojistné technicky deflator (tedy ¢ = 1) a definujeme VaPo za-
jisténé proti pojistné technickym rizikim. Rozdilem mezi témito dvéma portfolii
je prirazka za nezajistitelna rizika.

Pouziti uvedené teorie ukdzeme na trech ilustrativnich piikladech v sedmé
kapitole. Nejprve ocenime put opci, kterd reprezentuje instrument obchodovany
na trhu. Srovname jeji ocenéni pomoci Black-Scholesova vzorce, rizikové neu-
tralniho ocenéni a real world ocenéni s deflatory. V druhé ¢asti ukazeme ekviva-
lenci ocenenéni podle redlné pravdépodobnostni miry a rizikové neutrdlni miry na
pojistném produktu, ktery jiz na trhu neni aktivné obchodovany a je tedy nutné
pouzit marked-to-model ptistup. Nasledné vezmeme pojisténi pro pripad smrti
nebo doziti a na ném si ukdzeme aplikaci teorie k Valuation Portfoliu.



1. Trzné konzistentni ocenéni
v ramci Solvency 11

1.1 Solvency II

Regulatorni ramec Solvency II se snazi o prezkoumani souc¢asného obezietného
pifstupu v pojistovnictvi a zavedeni piistupu, ktery bude vice odpovidat kon-
krétnim rizikiim, s nimiz prichdzeji pojistovny do kontaktu. Hlavnim tikolem nové
legislativy ma byt ochrana pojistnika (respektive pojisténého) pred nésledky in-
solvence pojisfoven. Neni tedy tikolem reguldtora pifmo predchézet insolvenci,
ale v pripadé, ze nastane, zajistit, aby vSechny zavazky vuci pojisténym byly
v dostateéné mife kryty aktivy pojistovny. Prevence finanénich problému ¢i do-
konce insolvence ma byt zejména tikolem managementu a piredstavenstva spo-
lecnosti. Z hlediska spravného fungovani pojistovny nenf dulezité pouze udrzovat
dostatecnou miru solventnosti, ale také mit kvalitni a dostatecné rozsahly risk
management.

Nedavna financni krize jesté vice podporila hlasy volajici po zméné pristupu
k rizikim. Pozadovany kapitdl, ktery by meéla pojistovna drzet, aby zustala sol-
ventni, by nemél byt pocitan ¢isté na zakladé jednoduchych regulatornich norem.
Je tfeba prijmout komplexnéjsich pristup, kdy se velikost kapitalového pozadavku
odvozuje od aktudlniho rizika hroziciho pojistovné a pripadné kvality jejiho port-
folia a zodpovédného pristupu k rizikim. Tento pristup zohlednujici riziko je
typickym pro mnoho iniciativ snazicich se o vétsi uvédoméni u finan¢nich spo-
leénosti (kromé Solvency II jesté Basel 11, Swiss Solvency Test, IFRS standardy,
atd.).

Jako prvni krok byla Radou Evropské unie a Evropskym parlamentem v roce
2009 prijata Direktiva 2009/138/EC (zndmd pod nazvem Solvency II). Jednd se
o tzv. Level 1 dokument, ve kterém jsou obecné definovany principy, kterymi by se
mély pojistovny v EU {dit. Z pohledu dozoru nad pojistovnami nejde o stanoveni
pevnych pravidel, ale spiSe o snahu zakotvit obeztetny pristup k rizikim v ramci
ifdicich kontrolnich systémii jednotlivych pojistoven.

Puvodné méla dand legislativa vstoupit v platnost jiz pred nékolika lety, ale
kvili rozsahlym konzultacim mezi EIOPA, EC, reguldtory a samotnymi zastup-
ci pojistoven doglo k nékolika odkladim a plnd platnost Solvency II se nyni
ocekava od 1.1.2016 (odklad puvodniho terminu pomoci dokumentu Directive
2013/58/EU). Revize puvodni direktivy byla provedena pomoci dodatku Omni-
bus IT (Directiva 2014/51/EU).

EIOPA a jeji predchudce CEIOPS poméhaly Evropské komisi na Solvency I1
jiz od pocatku v roce 2004, a to zejména pti vyvoji Level 2 dokumentu, kterymi
jsou ,Provadéci opatieni (Implementing Measures - delegated acts)“ a Technické
standardy (Technical Standards)} a Level 3 Smérnice (Guidelines)?]

IProvadéci opatieni a technické standardy jsou pravné zévazné a jejich cilem je zajistit
jednotné uplatnovani Solvency II Direktivy.

2Smeérnice jsou nezbytné pro zaruceni konzistentni implementace Solvency II k prvnimu dni
jeji platnosti. Po vydani Smérnic ve vSech ufednich jazycich EU, jsou organy dohledu poviny
oznamit EIOPA béhém dvou mésicu, zda se danych Smérnic budou drzet.



V dalsi casti tato kapitoly uvedeme definici trzni konzistence, ktera se vztahuje
k ocenéni zavazku a je jednim z podstatnych bodu Solvency II.

1.2 Trzni konzistence

Existuje pomérné velké mnozstvi definic ,trzné konzistentni hodnoty* a zajimavy
piehled lze nalézt napiiklad v M. Kemp [I]. Kemp preferuje nasledujici definici,
kterou zde uvadim jako nejvhodnéjsi priklad pro tuto praci:

, I'rzné konzistentni hodnota aktiva nebo zdvazku je jeho trzni hodnota, pokud
je snadno obchodovatelny na trhu v dobé ocenéni, a pro jakékoliv jiné aktivum
nebo zdvazek vhodny nejlepsi odhad jeho trini hodnoty, kterou by mel, pokud by
byl snadno obchodovatelny v c¢ase, kdy dochazi k jeho ocenént.

7 této definice vyplyva, ze unikatni trzni hodnotu lze urcit pouze v zavislosti
na mite ,snadného obchodovani“. Vseobecné se predpoklada, ze trh pro takovéto
aktivum nebo zévazek musf byt rozvinuty, likvidn{ a transparentni. Cim vice dany
trh vykazuje tyto vlastnosti, tim spolehlivéji funguje trzné konzistentni ocenéni
jeho aktiv ¢ zdavazku. Naopak ¢im méné odpovidda danym charakteristikam, tim
vice usudku a predpokladu je potfeba k ziskani trzné konzistentni hodnoty a
zaroven vznika Sirsi prostor pro rozdilné nazory na to, jaka by tato hodnota méla
byt. Presnéjsi definici vySe uvedenych podstatnych vlastnosti trhu se budeme
vénovat v praci pozdéji, a to v souvislosti se Solvency II.

Na trzich, které jsou rozvinuté a likvidni, icastnici neustéle prodavaji a kupuji,
¢imz stanovuji trzni ceny, které reflektuji jejich shodna stanoviska na hodnoty
napt. cennych papiru. Tyto ceny maji mnoho dobrych vlastnosti, které je ¢ini
vhodnymi k pouziti pro ocenovani:

e rychle reaguji na zmény relevantnich informaci,

e hodnoty jsou aditivni (cena dvou cennych papiru je souctem jejich ceny),
e hodnota cenného papiru nezavisi na specifikach kupce ani prodavajiciho,
e v daném okamziku jsou hodnoty unikatni (jednoznacné).

Pokud méame rozvinuty, likvidni a transparentni trh, neexistuje moznost ¢isté
arbitraze, tzn. takové obchodni strategie, kdy bychom s nulovymi poc¢atecnimi
naklady mohli dosdhnout kladného zisku. Zakladnim predpokladem likvidniho tr-
hu je existence pouze nepatrnych transakénich nékladu (pro primérené velké ope-
race). Pokud nejsou na trhu zanedbatelné transakéni naklady, je nutné piijmout
néjakou konvenci, ktera by je efektivné odstranila, jako napiiklad k ocenéni vzdy
pouzivat mid (prumérné) ceny. Jinak by nebylo jasné, kde ptesné v rozpéti ce-
ny nabidky a poptavky (bid ask spread) je trzné konzistentni hodnota aktiva
(¢i zavazku). Muzeme tedy predpokladat, ze na takovém trhu je splnén princip
neexistence arbitraze (pfesnd definice napiiklad v F. Dalbean [5]) nebo téz ,zdkon
jedné ceny“. Vice k teorii arbitréze lze nalézt napf. v F. Dalbean [6] nebo v T.
Bjork [7]. Plati, ze nejen identicka aktiva nebo zavazky by mély mit stejnou ce-
nu, ale také, ze témér identickd aktiva ¢i zavazky by mély mit témér identickou



cenu (M. Kemp v [I] o tomto hovoif jako o axiomu spojitosti souc¢asné hod-
noty). Z principu neexistence arbitraze vyplyva, ze trzné konzistentni hodnoty
(na trzich s uvedenymi vlastnostmi, kde jsou zanedbatelné transkaéni néklady)
by mély splnovat nasledujici axiomy:

e existence - v jakémkoli okamziku by méla existovat hodnota pro jakékoli
aktivum nebo zdvazek (nebo jejich kombinaci). Tedy pro jakoukoli vyplatu
a predpokladdme, ze existuje jeji trzné konzistentni hodnota V'(a).

e jednoznacnost - aby byla hodnota V(a) jednoznacnd, predpoklddame
navic uplny trh. To znamend, ze jakékoli aktivum ¢i zavazek lze repliko-
vat néjakym aktivem ¢i zavazkem obchodovanym na tomto trhu.

e aditivita a distributivita - pro jakékoli dvé vyplaty a a b a pro jakoukoli
skaldrni hodnotu k& musi pro trzné konzistentni hodnotu vyplaty k(a + b)
platit

V(k(a+Db)) =k(V(a)+ V(b)).

Jednim z hlavnich kol pojistného matematika je modelovat a ocenovat cash
flow z pojistnych smluv. Tyto vypocty potom tvoii zédklad pro spravny vypocet
pojistného a také solventnostni pozice pojistovny. Ve vét§iné pifpadi nejsou cash
flow ze zavazku obchodovéana na trzich. Proto soucasné ucetni a solventnostni
normy pozaduji, aby tato cash flow byla trzné-konzistentné ocenéna s vyuzitim
vhodného modelu (marked-to-model piistup). K ocenéni aktiv na druhou stranu
vétsinou dochazi pomoci marked-to-market pristupu, protoze jejich trzni hodnoty
jsou dostupné a vérohodné.

Podle toho, kterd cash flow budeme pro vypocet trzné konzistentni hodnoty
brat v uvahu, rozlisujeme tii zékladni typy trzné konzistentniho ocenéni zavazku,
které jsou uvedeny v [3]:

1. Current exit value. Cilem této trzné konzistentni hodnoty je urcit cenu
zavazku, kterou bychom ziskali prevodem znalé tieti strané. Hodnota zavisi
na portfoliu, které se prevadi, na slozeni portfolia kupujictho, kapitalové
zakladné a nakladech na kapitdl tfeti strany prebirajici zavazek.

2. Production cost. Cilem je urcit ndklady pojistovny na drzeni pojistnych
zévazku ve svém portfoliu az do doby jejich doziti. Pokud se pohybujeme na
rozvinutém a likvidnim trhu, jsou ,,production cost® a ,,current exit value*
stejné.

3. Valuation in distress. Tato hodnota slouzi orgdnum dohledu a risk ma-
nagerum jako ukazatel v dobé finanéni krize pojistovny a zavisi na ni
pozadovana solventnost. Predpokladd se, ze neexistuje moznost vzniku
nového obchodu a portfolio pojistnych zdvazki budto dozivd nebo je
prevedeno na tieti osobu.

Solvency II je ptrikladem pristupu, kde se zavazky ocenuji ,,current exit value“
a v Cldnku 75 Smérnice 2009/138/EC je uvedeno:



,---2avazky se ocenuji castkou, za miZ by se mohly prevést mebo vypordadat
mezi znalymi partnery ochotnymi uskutecnit transakci za obvyklych podminek. “

Obecné se predpokladd, ze cash flow z pojistnych zavazku bychom méli
replikovat pomoci vhodnych finanénich instrumentu, které kryji finan¢ni rizika
diky optimalni alokaci aktiv. Zbyla rizika reprezentujici rozdil mezi ocekdvanymi
hodnotami zavazku (nejlepsim odhadem) a ndhodnymi proménymi vyzaduji
navic rizikovou prirdzku (risk margin), kterd kryje doziti téchto rizik v port-
foliu (run-off). Soucet nejlepsich odhadu a rizikové prirdzky potom odpovida
hodnoté technickych rezerv pojistovny. Toto je popsano v Cldnku 77 Smérnice
2009/138/EC néasledovne:

»Hodnota technickijch rezerv se rovnd souctu nejlepsiho odhadu a rizikové
prirazky ... Nejlepsi odhad odpovidd pravdépodobnostmi vdZenému prameéru
budoucich penézZnich toki s ohledem na casovou hodnotu penéz (océekdvanou
soucasnou hodnotu budoucich penézinich toki), pricemz se pouZije prislusnd
casova struktura bezrizikovych wrokovych mer. Viypocet nejlepsiho odhadu se
zaklada na aktudlnich duvéryhodngch informacich ... Vise rizikové prirdazky
musi byt takovd, aby se zajistilo, Ze hodnota technickiych rezerv bude odpovidat
oéekdvané cdstce, kterou potrebuji pojistovny a zajistovny ma vyrovndni po-
jistnych a zagistnych zdavazkui. “

Jaké jsou ptripustné financni instrumenty pro replikaci ocekavanych pojistnych
zavazku? Cilem trzné konzistentniho oceneni je sparovat ocekavané penézni to-
ky z pojistnych zévazku s financénimi instrumenty, které maji spolehlivou trzni
hodnotu. Abychom mohli tvrdit, Ze finan¢ni instrumenty, které pouzijeme k repli-
kaci, maji spolehlivou trzni hodnotu, musi trh s aktivy, na kterém se vyskytuji,
spliovat nasledujici kritéria:

e lze provést velké mnozstvi obchodu (operaci) s aktivy, aniz by to vyznamné
ovlivnilo cenu finan¢nich instrumentu pouzitych k replikaci (rozvinuty
trh),

e aktiva lze snadno koupit a prodat, aniz bychom zpusobili vétsi pohyb v cené
(likvidni trh),

e aktualni informace o obchodech a cené jsou bézné pristupné tucastnikum
trhu, vefejnosti a zejména pojistovnam (transparentni trh).

Pokud nejsou tyto podminky splnény, neexistuji spolehlivé trzni hodnoty pro
financ¢ni instrumenty.

Od obecnych principu a definice trzni konzistence se nyni presuneme
k matematickym zakladim trzné konzistentniho ocenéni, a to stochastickému
diskontovani pomoci deflatoru.



2. Deflatory a stochastické
diskontovani

V této kapitole zacneme se zékladnimi pojmy tykajicimi se modelovani irokovych
meér jako jsou diskontovani, spotové a forwardové sazby a vynosové kiivky. Déle
uvedeme teoretické zaklady trzné konzistentniho ocenovani a budeme se vénovat
deflatorum, které pouzijeme jako stochastické diskontni faktory pii ocenéni
nahodnych cash flow. Pro zjednodusSeni budeme pii odvozovani teorie praco-
vat vétsinou s diskrétnim casem. Konzistentni ocenovaci rdmec pro vice obdobi
muzeme zalozit bud na deflitorech, nebo ekvivalentni martingalové mife a pro-
pojeni téchto pristupu dosdhneme pomoci ceny za riziko.

2.1 Bezkuponové dluhopisy a ¢asova struktura
urokovych meér

Abychom mohli uvézt vztahy mezi odliSnymi spotovymi sazbami, budeme v této
kapitole pracovat v prostiedi se spojitym casem, ale ddle v praci se ptriklonime
k odvozovani v diskrétnim case. V prvni ¢asti kratce popiseme koncept casové
hodnoty penéz. Déale uvedeme zakladni definice jako bezrizikovy bezkuponovy
dluhopis, spotové sazby a jejich vztahy a pojem vynosové kiivky. V kapitole
s numerickymi piiklady budeme vynosovou kfivku tvorit na zakladé Vasickova
modelu, ktery ovSem neméd dostatecné stupnu volnosti, aby lépe prokladal realna
data. Proto zde v treti casti kratce uvedeme zpusoby odhadu vynosové kiivky,
které se v praxi pouzivaji castéji, i kdyz v praci s nimi poté nebudeme pracovat.

2.1.1 Diskontovani

Diskontovani lze brat jako pfitazeni ¢asové hodnoty aktivim a zavazkim. Obecné
predpoklddame, Ze penize rostou v case. Pokud ukladdame penize do banky,
ocekavame, ze dojde k jejich zhodnoceni trokovou sazbou, kterd je kladné. Kdyby
banka nenabizela kladnou tirokovou sazbu, vyplatilo by se ndm nechat si penize
ulozené doma. V této praci se v podstaté budeme snazit modelovat rust bu-
douci hodnoty penéz, abychom mohli ocenit budouci (ndhodné) finanéni toky.
Pokud napiiklad ulozime na icet 100 K¢ a banka garantuje pevnou (determinis-
tickou) ro¢ni urokovou sazbu r = 2%, potom je koneénd hodnota nasi investice
v case 1 rok od soucasnosti rovna 102 Ké. Proto nazyvame 100 K¢ diskontova-
nou hodnotou budoucich 102 K¢, a (1 + r)~' = 100/102 = 98,39% nazyvéme
(deterministicky) diskontni faktor. Diskontni faktory nezndme pro vsechny bu-
douci okamziky, protoze jsou ovlivnény budoucimi ekonomickymi faktory, které
jsou z pohledu nasich soucasnych znalosti nahodnymi velicinami. Proto budeme
budouci urokové sazby a diskontni faktory modelovat stochasticky. Dostavame
se tak ke stochastickému diskontovani pomoci deflatoru, na néz lze nahlizet jako
na ekonomické ukazatele ¢asové hodnoty penéz ve stochastickych modelech.



2.1.2 Spotové sazby a €asova struktura turokovych sazeb

V této casti definujeme zdakladni pojmy ke spotovym sazbam a bezkuponovym
dluhopisum, na které se nasledné v praci budeme odkazovat.

Definice 2.1.1. Bezrizikovy bezkuponovy dluhopis se splatnosti m > 0
(ZCB z anglického ,zero coupon bond“) je kontrakt, ktery vypldact jednu jednotku
mény v ¢ase m. Jeho cenu v case t € [0, m] znacime P(t,m).

Stanovme rovnost P(m,m) = 1 a protoze predpokladdme, ze penize rostou
v case, plati P(t,m) < 1 pro t < m. ZCB je tzv. bezrizikovy finanéni instrument,
coz znamena, ze jeho emitent nemuze zkrachovat a vzdy dostoji svému smluvnimu
zavazku. Ve skutecnosti neexistuji na finanénim trhu zadné bezrizikové dluhopisy
a 1 u statnich dluhopisu muze dojit k nedodrzeni zdvazku ze strany emitenta.
V takovém piipadé mluvime o kreditnim riziku, které je potieba ohodnotit.

Definice 2.1.2. Necht 0 < t < m. Spojité turocéend spotovd sazba v case t
se splatnosti m R(t,m) je definovdna jako

R(t,m) = — log P(t,m).

m—t
Jednoduse droéend spotovd sazba v case t se splatnosti m L(t,m) je defi-
novana jako

1 1—P(t,m) 1

L(t’m):m—t P.m) :m_t(P(t,m)_l—l).

Roéné drocéend spotovd sazba v ¢aset se splatnosti m Y (t,m) je definovdna
jako
1
Y (t,m)= P(t,m) m—+ — 1.

Témito vyrazy muzeme popsat ZCB hodnoty P(t,m) v case t € [0,m). Plati
rovnosti

P(t, m) — e~ (m=t)R(t;m) _ (1 + (m — 1&)[/@7 m))—l _ (1 + Y(t, m))—(m—t)'

7 cehoz vyplyvaji rovnosti mezi jednotlivymi spotovymi sazbami

R(t,m) =

: log(1 4 (m —t)L(t,m)) = log(1 + Y (t,m)).
m —

Nagim cilem je tyto spotové sazby modelovat v ¢ase. Abychom toho byli schop-
ni, musime nejprve kalibrovat spotové sazby na aktualni data z finanénich trhu a
poté popsat jejich ndhodny (stochasticky) vyvoj v budoucnosti.

Definice 2.1.3. Okamzitd spotovd urokovd mira je prot > 0 definovina
jako
r(t) = lim R(t, m).

mJlt
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Definice 2.1.4. Casovd struktura trokovijch mér (viynosovd kiivka) v case
t > 0 je ddna grafem funkce

m— R(t,m), m >t.

Vynosova kiivka m +— R(t,m) v ¢ase t urcuje ZCB hodnoty P(t,m) pro
vsechny doby do splatnosti m > t. V jakémkoli case u < t jsou budouci ZCB
hodnoty P(t,m) ndhodné a musime je tedy modelovat stochasticky.

Definice 2.1.5. Forwardovd urokovd sazba v caset, pro s > t, je definovdana

P(t,s+1)

F(t,s+1)=—log P(t,s + 1) +1log P(t,s) = —log Pi.s)

Okamzitda forwardovd urokovd mira v case t, se splatnosti s > t, je defi-

novana

f(ts) = _alogaP(t, s)
s

Pro spojity cas ziskdme z okamzité forwardové vrokové miry f(t,-) integrovanim

prom >t,

P(t,m) = exp{— /tm f(t,s)ds}.

Poznamenejme, Ze f(t,s), s > t je pozorovatelné v case t, coZ tedy plati i pro
P(t,m). Analogicky, pro diskrétni cas, ziskame z forwardové urokové sazby F(t,-),
souctem prom =t+k, k € N

P(t,m) = exp{— Y F(ts)}.

s=t+1

Okamzita forwardova trokovd mira f(¢,-) se pouzivd pii modelovani
urokovych mér ve spojitém case a forwardovd urokova mira F'(t,-) pii mode-
lovani trokovych mér v diskrétnim case. Pro s > t plati

Flt,s+1) = /SH F(t,w)du.

2.1.3 Odhady vynosové krivky

Celou vynosou kiivku nelze na finanénich trzich pozorovat, a proto je nutné ji
odhadovat. Oblibenymi metodami modelovani vynosové kiivky, které se v pra-
xi k odhadu pouzivaji, jsou Nelson—Siege]E] a Svensson, ale celkové existuje velké
mnozstvi ruznych pristupu. Tyto metody jsou zalozeny na exponencidlné po-
lynomické rodiné funkei a maji pouze nékolik parametru, které je nutné odhad-
nout z pozorovatelnych finan¢nich instrumentu. Svenssonova metoda je rozsirenim
Nelson-Siegelovy metody. Definujme vektor parametri

B = (8,5, 5D, 5% 41 ),

!'Napiiklad metodu Nelsor}—Siegel uvadi ve svém Odborném doporuéeni ¢.1 jako vhodnou
pro odhad vynosové kiivky Ceskd Spolec¢nost Aktuart. Doporuceni je k ndhlédnuti z URL:
http://www.actuaria.cz/doporucenil.asp
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Déle definujeme Svenssonovu okamzitou forwardovou irokovou sazbu, pro s > 0,
jako

f5(0,5,8) = BO 4+ gWeVs 1 RN e1Ms 4 53)5@2) 5=
Pokud stanovime ) = 0 ziskdme Nelson-Siegeliiv vzorec

fns(0.5, (8%, B0, 8%, 41)) = f5(0,5, (8, 5, 5,0,9V 1))
= 8O 4 g Ds 4 g1 g

Integraci po ¢astech ziskdme Svenssonovu vynosovou kiivku m +— Rg(0,m, 3)
v case 0

Rs(O,m,B):—/ £5(0, 5, B)d

1—e¢e77 ym W
=0+ (B + p¢ )W—)m—ﬁmew
NI
. 5(3)1_(62—)7 gD m
~v@m

Svenssonova vynosova kiivka Rg(0, m, 3) umoznuje pii vhodné volbé parametru
B flexibiln{ tvary kiivek. Pro vV, v®) > 0 m4 kiivka nésledujici vlastnosti:

lim Rs(0,m,B) = % a lim Rs(0,m, B) = 5 + %
m—r0o0 m—

kde druhd limita vyplyva z 'Hopitalova pravidla. Parametr 5 je dlouhodoba
sazba a B8 + 31 je okamzitd spotova sazba r(0) v ¢ase 0. Parametr (kratkodoby)
B souvisi se sklonem kiivky. Parametry (stiedbédobé) 32 a B®) se vztahuji
k zakiiveni vynosové kiivky s piirdzkami uréenymi v a v, K odhadtm vekto-
ru 3 se pouziva metody nejmensich ¢tvercu pro kuponové dluhopisy s vysokym
ratingem, napt. spolehlivé statni dluhopisy. Statni a korporatni dluhopisy jsou
kuponové dluhopisy, které vydavaji vlady statu nebo obchodni spole¢nosti. Tyto
dluhopisy maji typicky pevnou dobu do splatnosti m, pevnou nominalni hodnotu
v a obvykle vypléceji roéni kupon ¢ > 0. Predpokladejme, ze méame dva ruzné
kuponové dluhopisy se stejnou dobou do splatnosti m, nominalnimi hodnotami
v a kupony c. Jejich ceny v ¢ase t = 0 oznaéime M0, m,c) a 7 (0,m,c).
Vétsinou pozorujeme, ze 7(1(0,m,c) # 7 (0, m,c). Jednim z divodii této ne-
rovnosti muze byt fakt, ze emitenti dluhopisi maji rizné pravdépodobnosti de-
faultu. V pripadé defaultu muze drzitel dluhopisu ztratit jak kupon ¢, tak no-
minalni hodnotu v. Pokud ma tedy emitent (1) vyssi pravdépodobnost defaultu
nez emitent (2) a vSechny ostatni charakteristiky stejné, ocekavame nerovnost
7W(0,m,c) < 72 (0,m,c).

Chceme kalibrovat bezrizikové ZCB (a odpovidajici vynosovou kiivku), takze
musime vybrat kuponové dluhopisy, které maji vysoky rating. Jinymi slovy
hleddme dluhopisy, které maji zanedbatelnou pravdépodobnost defaultu. Dalsi
podminkou je, ze se dluhopisy obchoduji na rozvinutych a likvidnich trzich, coz
znamend, ze maji transparentni a spolehlivé trzni ceny. Obvykle tato specifika
spliuji statni dluhopisy a proto se vyuzivaji ke kalibraci vynosové kiivky. Avsak
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v posledni dobé se ukazuje, ze i nékteré statni dluhopisy vyse uvedené nespliuji
(napf. fecké, irské, spanélské a portugalské dluhopisy v odbodi krize 2010-2012).

Nyni odvodime odhad E g vektoru 3. Cas budeme poéitat v jednotkéch roki.
Svenssonova hodnota pro bezrizikovy kuponovy dluhopis v ¢ase t = 0 s dobou
do splatnosti m € N, nominalni hodnotou v = 1 a roé¢nim kuponem ¢ > 0 je dana
jako

m

7s(0,m,c,B) = Z cexp{—tRs(0,t,8)} + exp{—mRs(0,m, B)}.

t=1
Z této Svenssonovy hodnoty urc¢ime vynos do splatnosti ys(m, ¢, B8), ktery je dan
jednoznac¢nym reSenim rovnosti

m

7s(0,m,c,B) = Z

t=1

c n 1
(1+ys)t  (I4ys)™

za podminky ys > —1.Ve vektoru 3 mame celkem Sest parametru, takze vybere-
me N > 6 kuponovych dluhopisu s vysokym ratingem a dobami do splatnosti m;,
nominalni hodnotou 1, kupony ¢; a pozorovanymi trznimi vynosy do splatnosti
yg\? pro ¢ = 1,...,N. Odhad B¢ vektoru 8 metodou nejmensi ¢tvercu zalozeny
na téchto pozorovanich je dan feSenim rovnosti

N
Bg = argmﬁin Z(y](\i[) - ys(muCz‘,B))z-
i=1

Ziskdame tak odhadnutou Svenssonovu vynosovou kiivku m +— Rg(0,m, BS) pro
odhad metodou nejmensich ¢tvercu ,@ ¢ vektoru .

Pokud provedeme stejny postup odhadu pro /3 (3) = 0, ziskdme odhad Nelson-
Siegelova parametru 3¢ a odpovidajici odhad Nelson-Siegelovy vynosové kiivky
m +— Rns(0,m, BNS). Popsali jsme jak lze odhadnout parametry pro Nelson-
Siegelovu a Svenssonovu vynosovou kiivku, ale mohli bychom samoziejmeé zvolit
jakoukoli jinou parametrickou kiivku jako kubické spliny nebo exponencialné po-
lynomickou rodinu funkei k fitovani pozorovanych dat.

V aktuarské praxi je dulezité mit také spolehlivé odhady pro dlouhy konec
vynosové kiivky (vysoké doby do splatnosti). Napiiklad u zivotnich produktu
modelujeme cash flow az na 50 let dopfedu. V praxi takovato trzni data
k dispozici nemame, a proto je nutné pouzit metody extrapolace vynosové kiivky
na jejim dlouhém konci. V soucasnosti neexistuje obecné prijimand metoda jak
k tomuto pristupovat. Naptiklad v Solvency II se pouzivéa k interpolaci i extra-
polaci Smith-Wilsonova metoda a forwardové sazby konverguji k UFR, (Ultimate
Forward Rate). Vice k modelovani bezrizikové kiivky v Solvency II Ize najit v [13].

Uvedli jsme zdkladnimi pojmy tykajicimi se modelovani drokovych mér
a v dalsi kapitole se jiz podivame na teoretické zaklady trzné konzistentniho

2Mohli bychom také minimalizovat jinou [2-vzdalenost nebo jinou ztratovou funkei. Vypocet

lze modifikovat pouzitim vah pro ruzné doby do splatnosti m;. Dalsim piistupem by bylo

minimalizovani [?-vzdélenosti mezi jinymi klicovymi hodnotami jako Svenssonovou hodnotou
(@)

75(0,m;4, ¢;, @) a odpovidajicimi pozorovanymi trznimi cenami 7, .
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ocenovani. Budeme se vénovat deflatorum, které pouzijeme jako diskontni
faktory pii ocenéni nahodnych cash flow ve stochastickém modelu s diskrétnim
casem.

2.2 Zakladni stochasticky model s diskrétnim
casem

V predchozi kapitole jsme nakalibrovali vynosovou kiivku m — R(t,m) v pevné
zvoleném case t. Abychom mohli predpovidat budouci hodnoty aktiv a zavazku,
potiebujeme védét jak se vynosova kiivka bude vyvijet v case. Existuje nékolik
pristupt k modelovani (stochastického) vyvoje vynosové kiivky:

e ckonomické pristupy, kdy modelujeme podkladové makroekonomické fak-
tory (jako ekonomicky rust, penézni zasobu, ménovou politiku centralni
banky, miru inflace, miru nezaméstnanosti, ad.) a vyvoj vynosové kiivky je
potom spojen s témito faktory,

e (isté statistické pristupy, které studuji casové rady vynosovych kiivek,

e finanéné matematické pristupy zalozené na konzistentnich a bezarbitraznich
ocenovacich modelech.

V praci zamérime na posledni z piistupu a budeme modelovat chovani
vynosové krivky v diskrétnim case. Nejprve uvedeme teorii vztahujici se
k obecnému ocenéni cash flow.

2.2.1 Ocenéni cash flow v case 0

Volme n € N, coz je koneény casovy horizont. Potom budeme bez tjmy na obec-
nosti (BUNO) predpoklédat cash flow X = (Xy,...,X,) v diskrétnich casech
teT=1{0,1,2,...,n}. Nasim cilem je ocenit tato cash flow v libovolném case
t € T. X, muzeme interpretovat jako platbu provedenou v case k € €. Zavede-
me jesté oznaceni ¥ = {0,1,...,n — 1}. Vezméme pravdépodobnostni prostor
(Q, F,P) a rostouci posloupnost o-algeber F = (F;);ex takovou, ze

{@,Q}:]‘—oc}—lc...c.rn

a pro jednoduchost predpokladame F, = F. (Q, F,P,F) se nazyva filtrovany
pravdépodobnostni prostor s filtraci F. o-algebra F; vyjadiuje informaci dostup-
nou v case t, coz znamend napiiklad demografické tidaje, pojistné-technické in-
formace o pojistnych smlouvach, financni a ekonomické informace a jakékoli dalsi
(pocasi, zména legislativy, politickd situace, atd.).

Déle predpokldadame, ze méme posloupnost F-adaptovanych nahodnych
proménnych

X = (Xo, Xy,...,X,)

na filtrovaném pravdépodobnostnim prostoru (€, F, P, F), takze X; jsou
Fi-méritelné nahodné veliciny pro vSechna t € T. X je ndhodné cash flow s jed-
notlivymi platbami X; v ¢ase t. Pokud méame informaci F;, potom X}, jsou znamé
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pro vSechna k < ¢, a ostatni mohou byt ndhodné. V podstaté nas zajimaji dvé
véci, a to predpovéd budoucich plateb X, s > t, zaloZena na dostupné informaci
Fi, a urceni ¢asové hodnoty cash flow X ve vS8ech okamzicich t € T.

Pravdépodobnostni mira P je redlnd pravdépodobnostni mira (real world
probability measure, objective probability measure nebo také physical probability
measure). Jednd se o miru, pomoci které pozorujeme dané cash flow a nahodné
procesy cen. Oc¢ekavanou hodnotu vzhledem k realné pravdépodobnostni mite P
budeme znacit E.

Nejprve uvedeme obecnéjsi ocenovaci ramec pouzity v M. Wiithrich [2], ktery
ovSsem klade na cash flow X pftisnéjsi pozadavky, a to kvadratickou integro-
vatelnost. Tento predpoklad je ¢asto pro ocenovani pojistnych cash flow prilis
omezujici a spokojime se tedy s odvozenim naseho ocenovactho ramce pouze
za predpokladu integrovatelnosti.

Zacnémé s nékolika technickymi predpoklady:

Piedpoklad 2.2.1. Predpokladame, Ze vsechny prvky X jsou kvadraticky inte-
grovatelné.

Pro kvadraticky integrovatelné cash flow X = (Xo, Xi, ..., X,,) piseme

X = (X0, X1,...,X,) € L2, (P),

kde L2, (P) je Hilbertuv prostor (tiplny prostor se skaldrnim soucinem) a plati
vV ném

E[Z X} < pro viechna, X € L2 (P), (2.1)
=0
(X,Y)=E[>_ XY  proviechna, XY € L}, (P), (2.2)
=0
X = (X, X)"? < 0 pro vechna, X € L2 (P). (2.3)

Pokud je cash flow X = (X, X1,...,X,,) F-adaptované a kvadraticky inte-
grovatelné, piseme

X = (X0, X1,...,X,) € L2, (P,F).

Pro stanoveni hodnoty stochastického cash flow X pouzijeme pozitivni, spojity
a linearni funkcional.

Definice 2.2.2. (n + 1)-rozmérny nahodny vektor X = (Xo, ..., X,) se nazgvd
e nezdporny X >0 <= X, >0, P-s.5., pro vSechna t € X.

e pozitivni X > 0 <= X >0, a existuje k € T takové, Ze Xy, > 0 s kladnou
pravdépodobnosti.

e striktné pozitivni X > 0 <= X, > 0, P-s.j., pro vsechna t € X.

Predpokldddme, ze @ : L2, (P) — R je pozitivni, spojity a linedrn{ funkciondl
na L2, (P) a splituje tedy:
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1. Pozitivita: Z X > 0 vyplyva Q[X] > 0.

2. Spojitost: Pro jakoukoli posloupnost X* e L2, (P), pro kterou plati
X® — X v prostoru L2, (P) pro k — oo, mame Q[X™] — Q[X] na R
pro k — oo.

3. Linearita: Pro véechna X,Y € L2, |(P) a a,b € R mdme QaX + bY] =
aQ[X] + 0Q[Y].
2

@ prifazuje jakémukoli X € L, (IP) hodnotu, na kterou lze nahlizet jako na cenu
cash flow X v ¢ase 0. Z prvniho a trettho predpokladu vyplyva, ze muzeme zavést
systém ocenovani cash flow, ktery bude zabranovat vzniku arbitraze.

Véta 2.2.3. (Rieszova véta o reprezentaci) Pro kazdy spojity linedrni funkci-
ondl Q : L2, ,(P) — R na Hilbertové prostoru L2 (P) existuje jedinyg vektor
pe L2 (P) takovy, Ze:

QX] = (X, ) = ]E[Zthot]-

Na Hilbertové prostoru s kvadraticky integrovatelnymi cash flow je tedy
jednoznacna korespondence mezi ocenovacimi funkciondly ¢ a nahodnymi
vektory .

Nyni prejdeme k nasemu zjednodusenému predpokladu:

Piedpoklad 2.2.4. Predpokliddme, Ze vsechna cash flow X = (Xo,...,X,)
jsou F-adaptované ndhodné vektory na (Q, F,P,F) se viemi prvky X integrova-
telngmi. Znacime X € Ly ,(Q, F,P,F).

Znaceni X = (Xo,..., X,) € L}, ,1(Q, F,P,F) znamend, ze X}, je Fp-méfitelné
pro vSechna k € T, tedy X} je pozorovatelné vzhledem k informaci F; dostupné
v case k, a ocekdvanad hodnota pro X podle P existuje pro vSechna k € ¥.

Definice 2.2.5. Predpoklidejme, Ze @ = (po,...,n) € L1 (Q,F,P,F) je
striktné pozitivni ndhodny vektor s normalizaci pg = 1. Potom ¢ (a jeho prv-
ky ¢r) se nazgvd defldtor.

V ekonomii se deflatory nazyvaji state price densities a ve finanéni matematice
stochastic interest rates.

Zvolme fixni deflitor ¢ € L}, ,(Q, F,P,F). Mnozina F-adaptovanych
cash flow L, které lze ocenit vzhledem k deflitoru ¢ je ddna jako

k=0
Tato mnozina charakterizuje vSechna rizika (cash flow), kterd lze pojistit vzhle-
dem k volbé ¢. Definujeme tedy hodnotu cash flow X € L, v case 0 vzhledem

k deflatoru ¢
Z kX
k=0

16

L, = {XeL;H(Q,f,P,IF);E Fo

QO[X] =E

]-"0] . (2.4)



Podivejme se na nékteré vlastnosti deflator:
1. 7Z pozitivity @ vyplyvéa ¢ > 0.

2. Predpoklddejme, ze cash flow X € L, (P, F) je F-adaptované. Potom i de-
flator ¢ lze volit F-adaptovany, a to nahrazenim ¢, za ¢, = E[p|F].

3. Existuje prave jeden F-adaptovany deflator ¢ na L, (P, F) pro dany funk-
cional (). Navic predpokladame, zZe je takovy, ze ¢g = 1. To znamena, ze pro
deterministickou platbu zy v ¢ase 0 dava funkcional () ¢isté jeji nominalni
hodnotu.

Ukolem modelovani je nalézt vhodny funkciondl @) nebo ekvivalentné najit
vhodny F-adaptovany deflator ¢. F-adaptovanost v podstaté znamena, ze de-
flator ¢, (stochasticky diskontni faktor) je zndm v ¢ase ¢ a umoznuje tak propojit
Fi-meritelné cash flow X; s ¢, coby chovanim finanéniho trhu v case t. ¢, tak
umoznuje modelovat vlozené opce a garance pro X;, které zaviseji na ekono-
mickych a finan¢nich scénarich.

Nyni jsme definovali deflatory a ocenéni cash flow v case t = 0. Nez se
podivame v dalsi ¢asti na ocenéni cash flow v case t > 0, uvedeme jesté néco
malo k vyznamu deflatoru.

Vyznam deflatora

Predpoklddejme, ze mdme dany fixni deflitor ¢ € L), (2, F,P,F). Defldtor ¢
prevadi hodnotu v ¢ase t na odpovidajici hodnotu v ¢ase 0. Tento prevod je
ndhodny (stochasticky) a jednd se tedy o stochastické diskontovéani. Uvazujme

cash flow X; = (0,...,0,X;,0,...,0) € L. Jeho hodnota v ¢ase 0 je dana
Qo[ X] = E[p Xy | Fo]

Obecné cash flow X € £, nemusi byt nutné nezavislé (nebo nekorelované) na ¢,
a plati

QuIX]=E[)_wXi | Fol # ) EIX: | FolE[w: | Fol. (2.5)
t=0 t=0

Proto musime ocenovat Qy[X] obezietné. Predpoklddejme, ze deflator ¢ po-
pisuje nahodné rizikové faktory financniho trhu a X je cash flow z pojisténi,
které popisuje vyplaty pojisténému. Potom ocenovaci funkcional (o umozinuje
modelovat finanéni opce a garance v pojistnych cash flow X. Financ¢ni opce
a garance zavisi na stejnych rizikovych faktorech jako deflator, takze mame
obvykle korelovanost mezi X a ¢, z ¢ehoz vyplyva vyse uvedend nerovnost.
Pokud je deflator ¢ nekorelovany s pojistnym cash flow X, lze provézt ocenéni
oddélené, jak to vidime na pravé strané nerovnosti . Dostavame se potom
k replika¢cnim portfolitm pro ocekdavané zavazky, reprezentované pomoci ZCB
hodnot danych jako P(0,t) = E[p; | Fol, ke kterym se vratime pozdéji v této
praci.
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Standardné budeme ptedpokladat, ze prvky ¢ deflatoru ¢ jsou integro-
vatelné. Obvykle zac¢indme s (n + 1)-rozmérnym F-adaptovanym ndhodnym

vektorem ¢ a podminku integrovatelnosti dokazeme ovérenim zda ziskdme
kone¢éné ZCB hodnoty P(0,1).

Deflator ¢p muzeme rozlozit na tzv. span-deflatory (deflatory pro jednotlivé
intervaly). Jelikoz ¢ > 0, muzeme definovat nasledujici poméry pro vsechna
t>0, P-sj.:

Yi= -, (2.6)
Pi—1

kde definujeme Yy = 1. Takze Y = (Y}),.¢ je F-adaptovany a spliiuje

t
o =YoY1 Y = [ [ %
k=0

Y = (Y}),cc se nazyva span-deflitor a pro ¢t > 1 prevadi castku v case ¢ na jeji
hodnotu v case t — 1.

Mohli bychom si polozit otazku jak souvisi deflatory s klasickym
financnim diskontovanim a bezkuponovymi dluhopisy. Pokud oznacime
AREES (0,...,0,1,0,...,0) cash flow bezkuponového dluhopisu vypldcejicitho
v ¢ase t ¢astku 1, pak hodnota v ¢ase 0 tohoto dluhopisu bude dana

Doy = Q[Z"] = Ely]. (2.7)

V literatufe se Dy, Casto znaci P(0,t), coz je hodnota v ¢ase 0 nedefaultujiciho
kontraktu vyplacejictho 1 v case t. Z tohoto vyplyvd, ze i Dy, pfevadi hodnotu
v case t na prislusnou hodnotu v case 0. Rozdil je v tom, ze Dy, je Fo-mefitelné
zatimco ¢, je Fi-metitelna ndhodna veli¢ina. Takze deterministicky diskontni fak-
tor Dy, je znam na pocatku casového intervalu (0, t] zatimco ¢, je zndm az na kon-
ci tohoto intervalu. Pokud pracujeme s deterministickymi cash flow X, muzeme
bud'to pouzivat ceny bezkuponovych dluhopisu Dy, nebo deflitory ¢;, abychom
urcili hodnotu X v ¢ase 0. Jakmile jsou ovsem cash flow X stochastickd, musime
pracovat s deflatory, protoze X; a ¢, mohou byt ovlivnéné stejnymi faktory (byt
zavislé). Pomérné casto vyplata v pojisténi souvisi s vyvojem ekonomickych ¢i
finanénich ukazatelu na trhu (které ovsem ovliviuji také ).

Klasické aktudrské diskontovani pracuje s konstantni irokovou mirou ¢. V kla-
sickych aktuarskych modelech ma potom ¢; nasledujici tvar

o= (1+10)7"

Pouziti takového deflatoru vede ke konzistentni teorii, ale neni piilis v souladu
s pozorovanou ekonomickou praxi. Musime byt obezietni, pokud takovyto mo-
del pouzivame v pristupu k celé finanén{ rozvaze pojistovny. Na strané zdvazku
ziskavame hodnoty, které mohou byt daleko od redlnych hodnot konzistentnich
s trznimi hodnotami na strané aktiv.

2.2.2 Ocenéni cash flow v ¢ase t > 0

Zatim jsme definovali pouze ocenéni v case t = (0. Nyni rozsifime ocenovani
na libovolny okamzik ¢t € T, coz nds vede k ndhodnému procesu (Q;[X]);ex pro
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cash flow X € L.

Definice 2.2.6. Predpoklddejme, Ze je ddn fixni deflitor ¢ € L}, ,(Q,F,P,F).

Definujeme ndhodny proces ocenéni (Q),[X]), pro cash flow X € L, jako:

> X

Q1 [X] = iE
Pt =0

]-"t] . (2.8)

Q:[X] zna¢i hodnotu/cenu cash flow X v case t. Ze striktni pozitivity ¢,
predpoklddané v Definici [2.2.5 a Fi-méfitelnosti vyplyvd, ze proces @Q:[X] je
dobfe definovan. Tento proces (Q:[X])iex zavisi na dané volbé deflatoru .

Pravou ¢ast vzorce Ize rozdélit na dvé slozky, protoze platby Xj (a de-
flatory @) jsou Fi-méfitelné pro k < t. Poznamenejme, ze diky piedchozim
predpokladim mame Q[ X] = Qo[ X].

K obhéjeni nasi definice procesu (Q:[X]):=o,..» pouzijeme ,princip jedné ceny*
(téZ equilibrium principle) a argument neexistence arbitrdze zminény v prvni
kapitole. Z® znadi cash flow ze ZCB vyplacejictho 1 v ¢ase ¢. Piedpoklddejme,
ze zaplatime za cash flow X v case t cenu Q;[X]. Mdme tedy cash flow plateb

Q:[X1Z® = (0,...,0,Q:[X],0,...,0),
pokud zaplatime za X v case t. Z dnesniho pohledu ma tento tok plateb hodnotu

QolQ:[ X1 2",

protoze mame pouze informaci Fy v ¢ase 0 o cené Q[ X] cash flow X v case t.
Princip jedné ceny vyzaduje, aby platilo

Qo[ X] = QoQ:[X]Z"),

protoze (na zékladé aktudlni informace Fy) by tyto dva toky plateb mély mit
stejnou cenu. CoZ znamend, Ze dnes souhlasime bud se zakoupenim a zaplacenim
X dnes nebo se zakoupenim a zaplacenim X v ¢ase ¢ (za jeho aktudlni hodnotu
Q:[X] v tom case). Pracujeme se stejnou informaci Fy pro oba kontrakty a
ziskame stejné cash flow X, takze by oba kontrakty mély mit stejnou cenu.

Predpokladejme nyni, Ze bychom chtéli hrat nasledujici hru. Rozhodneme se
koupit a zaplatit cash flow X pouze pokud nastane udalost F; € F;. Z dnesniho
pohledu netusime, zda udélost F; nastane, méla by tedy platit nasledujici rovnost

QolX15] = Qo[Q:[X]ZV1),

kde 1p, znaci indikator toho, zda nastala udédlost F;. 1p, je rovno 1 v piipadé,
ze udalost F; nastala, a 0 v pripadé, ze nenastala. Poznamenejme, ze X 15, neni
F-adaptovany. Vzorec lze za pouziti deflatoru prepsat na

E[Z uXilp] = ElpiQi X]1R]. (2.9)
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Jelikoz ([ X]) je Fi-métitelné a rovnost musi platit pro vSechna F; € F;,
jedna se ptresné o definici podminéné stfedni hodnoty vzhledem k o-algebte
Fi. 7 rovnosti vyplyva nase puvodni definice procesu ocenéni (Definice
2.2.6), P-s.j., a tato definice je tedy ekonomicky rozumnou definici“. Pokud
bychom nasi argumentaci chtéli zalozit vice na finanéni matematice, vysli
bychom z toho, ze (pomoci deflitoru) diskontovany ndhodny proces cen musi
byt (P, F)-martingal, abychom ziskali bezarbitrazni model.

Nyni se podivame na forwardové diskontni faktory a souvislost se ZCB. Tra-
di¢éni diskontni faktory jsme definovali ve vyjadreni (2.7) jako

Do = Qo[Z"™)] = E[pn,]

v ¢ase 0 pro bezkuponovy dluhopis s maturitou m. Pro t < m, necht D, znaci
diskontni faktor z ¢asu m zpét do ¢asu ¢, fixovany v case 0. Pouzivand terminologie

vvvvvv

DO,tDt,m = DO,m- (21())

Leva strana rovnosti je cena v case 0 za to, Ze obdrzime D, ,, v Case t, a
D, je cena za ziskani 1 v case m (fixovano v ¢ase 0 a placeno v Case t). Prava
strana rovnosti je cena v ¢ase 0 za obdrzeni 1 v case m. Muzeme tedy definovat
forwardové diskontni faktory pro ¢t < m:

Do,m
Dtm_ &

' Do

Obrézek 2.1: Forwardovy diskontni faktor D, ,, pro t <m

Toto je forwardova cena bezkuponového dluhopisu s maturitou m fixovana
do ¢asu 0 a zaplacend v case ¢ (Fo-méfitelnd). Na druhou stranu hodnota/cena
v ¢ase t bezkuponového dluhopisu s maturitou m je dana (F;-métitelnd)

QZ™) = LEp,|F] = {";—%} |

Pt
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Coz je presné nase definice procesu pro jednu deterministickou platbu o velikosti
1 v ¢ase m.V literatufe tykajici se finanéni matematiky se ¢asto pro tuto hodnotu
bezkuponového dluhopisu pouziva znaceni P(t,m), které jsme uvedli v Definici

D.1.1] takze

P(t,m) = Q2™ = E [Z—Mﬂ} = E

m—1
exp(- rs}m] |
s=t

kde (7;)es znaci proces spotovych trokovych sazeb a E* je stfedni hodnota podle
rizikové neutralni miry P* ~ P. Poznamenejme, ze plati Dy,, = P(0,m) =
Qo[Z"™).

Nyni zformulujme dulezité tvrzeni, které je podstatné pro ziskani ekonomicky
smysluplného systému nadhodnych procesu k ocenéni cash flow.

Tvrzeni 2.2.7. Predpoklidejme, Ze mame fizni deflator ¢ € L}, (Q, F,P,F) a
Ze nahodny proces (Q¢[X])iex pro cash flow X € L, je definovdn pomoci Definice
[2.2.6, Diskontované ndhodné procesy (0;Qi[X)tex jsou (P, F)-martingaly.

Dikaz. Vyuzijeme-li F; C Fiyq1 a tzv. tower property pro podminénou stiedni
hodnotu, kdy pro F; C F;.1 plati

EEX | Fia] [ F] = E[X | Fi] = B[E[X | ] [ Fil, (2.11)

mame potom

Elpr+1Qun [ X[ F]] = E[E[Z P Xpo| Fra] | Fe]

k=0
=E[)_ onXi| F] = Qi X]. (2.12)
k=0
Cimz je tvrzeni dokézano. O

Tvrzen{ ifkd, ze diskontované ndhodné procesy tvoii (P, F)-martingaly
pro fixni deflator ¢. Tyto martingalové vlastnosti pro dany deflator jsou pod-
statnou a postacujici podminkou, aby byl systém ocenéni bezarbitrazni, tedy
eliminoval moznost jistych zisku bez rizika.

Nyni se podivame, jak lze uvedenou teorii ocenovacich ndhodnych procesu
pouzit pro vypocéet matematickych rezerv pojistovny.

2.3 Vyznam pro vypocet technickych rezerv

V predchozi kapitole jsme uvazovali ocenéni cash flow X € L! (P, F) v jakémkoli

n+1
case t € T, ale v pojistovnictvi nds hlavné zajiméd ocenéni budoucich cash flow
(0,...,0, X441, ...,X,) nachdzime-li se v case t. Pravé pro tyto finanéni toky

potfebujeme v nasi icetni rozvaze vytvaret tzv. technické rezervy (déle jen re-
zervy). To znamend, Ze potiebujeme predpovédét Xy, k > t, a pritadit jim trzné
konzistentni hodnoty, zalozené na informaci F;.
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Predpoklad 2.3.1. Sprdvne ocenéné rezervy by mély eliminovat moznost her
s pojistnymi zdvazky (smlouvami).

Predpokladejme, ze pojistnd smlouva je reprezentovana nahodnymi cash flow
X e L} ,,(P,F). Pro k < n definujeme budouci zavazky vyplyvajici ze smlouvy
v ¢case k — 1 jako

X =(0,...,0,Xs,...,X,) € L. (P, F),

coz jsou zbyvajici cash flow po case k—1. X () pfedstavuje velikost rezervy, kterou
musime vytvorit v ¢ase k — 1, abychom byli schopni dostat vSsem svym budoucim
zavazkum vyplyvajicim ze smlouvy. Definujeme tedy rezervu ng) veaset < k—1
na budouci zdvazky X ) ndsledovné

1 n
ng) = R[X )| Fi] = Qu[ X )] = EE[Z s Xs| ). (2.13)
s=k

Na druhou stranu ng) také odpovida podminéné stredni hodnoté ceny cash flow
X (r), a to nahlizené z casu t. Proto o ng) také casto mluvime jako o diskonto-
vaném nejlepsim odhadu (best estimate) rezerv. Abychom ospravedlnili predchozi
definici rezerv jako rozumnou, budeme pro R,Ek) postupovat podobné jako diive
pro néhodny proces cen ;[ X]. Chceme zabranit tomu, aby se s pojistnymi smlou-
vami daly hrat hry. Uvazujme tedy nasledujici hru, kdy méme dvé pojistovny
A a B s nasledujicimi obchodnimi strategiemi:

e Spolecnost A drzi kontrakt az do posledni platby.

e Spolecnost B se rozhodne (v case 0) prodat run-off budoucich zavazku v case
t — 1 za cenu R[X ()| F;—1] pokud nastane udalost F;_; € F;_y

Tyto dvé strategie generuji nasledujici cash flow:

0 t—1 t n
XN = (Xy, ..., X, 1, X, ..., X
XP = (Xo, ..., Xer+ RIX@lFcllr, Xdpe,, ..., Xulpe))

F¢ | znacime doplnék k udalosti Fi_;, tedy jev kdy nenastane F;_;. Hodnota
rozdilu téchto dvou strategii v ¢ase 0 je ddna jako:

Qo[ XY — XB)] = B[—p,_ 1 R[X (5| Foci]lp,_,] + E[Z 0 X1p, ]

s=t

Strategie A a B by mély mit stejnou pocatecni hodnotu, pokud pracujeme s in-
formaci Fy, tedy Qo[XW — X®)] = 0. Z toho vyplyvi, ze pro vechny jevy
Fi_1 € F;_1 potfebujeme, aby platila rovnost

Elpi 1 R[X | Fiallr ] = ED | ¢ X 1p ).
s=t
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Pokud vyuzijeme definici podminéné stredni hodnoty, ziskdavame
z predchoziho nésledujici definici rezerv:

1 n
R, = R[X ()| Fioa] = EE[Z s Xs|Fi1] = Q1 [ X ),
- s=t

coz dokazuje opodstatnénost vyjadieni (2.13), a to pro k = t. Piipad, kdy k > t,
potom snadno ziskame z predpokladu, ze bychom méli mit martingalovou vlast-
nost pro diskontovany (pomoci deflitorn) nahodny proces. Mame tedy

90t71R§li)1 = QOtletfl[X(k)]
= Elpr-1Qr—1[X ]| Fi-1] = Elpr_1 RV, | Fi1]. (2.14)

Vidime, ze jsme ziskali nésledujici samo-financujici vlastnost (self-financing
property):

Dusledek 2.3.2. (Samo-financujici vlastnost)Plati nasledujici rekurze

E[o (R + X,)|Fict] = 0o BY,.

Diikaz. Pokud vyuzijeme Fi-méfitelnosti X; a tower property (2.11)) podminéné
sttedni hodnoty, plati nasledujici rovnost

Elp(R™ + X)) Fica] = D onXil Fioa] = @1 R,

k=t
Cifmz je dusledek dokézén. O

Klasickd aktudrska teorie s ¢, = (1 +4)~" pro néjakou konstantni irokovou
miru ¢ tvori konzistentni teorii, ale takto zvolené deflatory nejsou trzné kon-
zistentni, protoze jsou casto velmi odlisné od pozorovanych ekonomickych ve-
licin. Pfedchozi Dusledek v podstaté iikd, ze pokud se chceme vyhnout
arbitrazi na trhu s rezervami, musime je definovat jako podminénou stiedni hod-
notu ndhodych cash flow.

Zatim jsme se vénovali ocenéni podle redlné pravdépodobnostni miry s dis-
kontovanim cash flow pomoci deflatort. V dalsi kapitole se podivame na ocenéni
podle ekvivalentni martingalové miry, kdy diskontujeme pomoci numeraire bano-
kovniho tctu.

2.4 Ekvivalentni martingalové miry

V této kapitole uvedeme zakladni teorii k ocenéni pomoci ekvivalentni mar-
tingalové miry, kdy diskontujeme pomoci numeraire bankovniho tuctu. Ocenéni
pomoci ekvivalentni martingalové miry je ekvivalentni k ocenéni pomoci realné
pravdépodobnostni miry, kdy diskontujeme pomoci deflatoru.
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Predpoklddejme, ze mdme dan fixn{ F-adaptovany deflator ¢ € L, (P, F).
Diive definovany ndhodny proces tvoii prirozeny martingal (tzn. splituje hypotézu
o eficientnim trhu ve své silné podobé). Ukdzeme si, zZe zména pravdépodobnostni
miry odpovida zméné diskontniho faktoru, a to od deflatoru ¢ na diskont ban-
kovniho uctu (B; ')es.

Néhodné procesy (Q;[X])ies jsou vyjadieny v pevné dané referenéni meéne,
kterou zvolime na zacatku. Za predpokladu, Ze jsou procesy konzistentni
vzhledem k danému deflitoru ¢, mdame martingaly (p;Q:[X])iex podle redlné
pravdépodobnostni miry P. Teoreticky muzeme zvolit libovolny striktné pozitivni
nahodny proces jako referen¢ni jednotku. Takovou referenéni jednotku nazyvame
numeraire.

2.4.1 Numeraire bankovniho ué¢tu

Nevyhodou deflatoru ¢ popsaného v predchozich kapitolach je, ze ; jsou pozo-
rovatelné az v case t. Casto je vyhodnéjsi mit diskontni faktor, ktery je Fy_i-
méfitelny (predvidatelny).

Vyjdéme z martingalové vlastnosti pro diskontované nahodné procesy
(01Q:[X)tex (Tvrzeni 2.2.7)), ze které vyplyvd, ze hodnota ndhodného procesu

Q:[X] je

Qi X] = éEmHQm[Xm — B[22 Q0 (X7

t
A pro span-deflatory mame tedy

Qt[X] = E[YtHQtH[XH]:L (2'15>

kde span-deflator Y;,; jsme definovali v . Néhodny (stochasticky) span-
deflator Y,y je F;ii-méritelny, coz znamend, ze je znam az na konci ¢asového
obdobi (¢,t + 1], nikoliv na jeho zac¢dtku. Definujme span-diskontni faktor, ktery
je zndm na zacdtku casového intervalu (¢,t + 1], je tedy pozorovatelny na trhu
v Case t:

D(F,) =E[Y,1|F] =E V”l |]-"t1 .
Pt

Casto je vhodné piepsat vzorce se span-deflatory Yi,; pomoci span-diskontnich
faktorn D(F;), protoze tyto diskontni faktory jsou v piislusném case pozoro-
vatelné na trhu, kdezto deflatory jsou neustale ndhodné proménné. Zakladni
myslenkou této transformace je zména pravdépodobnostni miry P na P* tak,
abychom mohli zaménit span-deflatory Y;,, za pozorovatelné span-diskontni fak-
tory D(JF;) v case t.

Pokud mame roc¢ni interval (¢, ¢+ 1] potom D(F;) je pfesné cena bezkuponového
bezrizikového dluhopisu s maturitou 1 rok v case t, t.j.

D(F)=P(tt+1), teT_.

D(F;)~! pak popisuje vyvoj hodnoty bankovniho uétu, coz znamend, ze pokud
investujeme 1 na bankovni tcet v ¢ase 0, potom bude hodnota této investice B;
v ¢ase t > 1 dana jako

t—1 t—1 t—1
B, =[] D(F) ™" =] ENana|F] ™ = exp {er} > 0, (2.16)
s=0

s=0 s=0
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kde jsme definovali spotovou sazbu r; jako

1 = —logB[Yis1|F] = —log P(t,t + 1) = R(t,t + 1) (2.17)
a ,prazdny souc¢in“ (od 0 do —1 pro t = 0) je roven jedné, tedy By = 1.
Ve srovnéni s okamzitou spotovou sazbou r(t) ve spojitém ¢ase znac¢ime spojité
urocenou spotovou sazbu (v diskrétnim c¢ase na jedno obdobi) pomoci dolniho in-
dexu r;. Poznamenejme, ze r; jsou F;-metitelné, tedy zndmé na pocatku casového
obdobi (¢,t + 1], a muze se jednat o proces spotovych sazeb zaloZzenych napf.
na Vasickoveé modelu.
Definovali jsme numeraire bankovniho uc¢tu a v dalsi kapitole se podivame
na jeho pouziti v souvislosti s ekvivalentni martingalovou mirou.

2.4.2 Ekvivalentni martingalova mira

Nyni sestrojime ekvivalentni martingalovou miru P* pro numeraire bankovniho
uctu (By)es a ukazeme, jak je jeji existence vztazena k zékladni vété ocenovani
aktiv.

Definujeme proces & = (&)iex, ktery pouzijeme pii prevodu mezi ocenénim
pomoci realné pravdépodobnostni miry a pomoci ekvivalentni martingalové miry.
Méjme tedy

=1 prot =0
t

Yo
D(F)

=B, prot=1,....n
s=0

a formulujme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.4.1. Predpokldidejme pevnou volbu deflitoru ¢ € L} ,(Q, F,P,F).
Proces (&)iex definovany jako & = @By je striktné pozitivni (P, F)-martingal
s ocekdvanou hodnotou 1.

Diikaz. Dle Definice méme ¢ > 0a ¢ € L} ,(Q, F,P,F), z échoz vyplyvd
striktni pozitivita & pro vcechna t. Poznamenejme, ze By, je Ji-métitelné. Odtud
prot=0,...,n— 1 mame

E[&41 | Ft] = BiaElpirr | Fit) = By Pt t+ 1) = @By = &,

coz dokazuje tvrzeni martingalové vlastnosti. Navic vyplyva pro vsechna
t € T_ (s ohledem k normalizaci ¢y = 1 a P(0,1) = B;')

El&iy1 | Fol = El& | Fol = BiE[pr | Fol = B1P(0,1) =1 =&,

coz dokazuje naSe tvrzeni.

]

Tvrzeni fikd, ze ndhodny proces (Bj)iex bankovniho détu je konzis-
tentni vzhledem k ¢ s pocdteéni hodnotou 1 (pocéateéni investice). Tento proces
je navic striktné pozitivni, z ¢ehoz vyplyva, ze ho muzeme pouzit jako numeraire.
Proces (& )iex je tedy proces hustot (density process) a muzeme ho pouzit,
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abychom definovali ekvivalentni pravdépodobnostni miru P* ~ P pomoci Radon-
Nikodymovi derivace
dP*
dP |-

Ocekavanou hodnotu vzhledem k P* budeme znacit E*. Pro A € F, plati
P*[A] = E*[14] = E[{,14]. Uvedme tedy nésledujici tvrzent

=&, = ouB, > 0.

Tvrzeni 2.4.2. Pro P* plati ndsledugici ti body:

1. P* je pravdépodobnostni mira na (2, F,,) ekvivalentni s P.

2. Plati
dP*

dP |,

687 ]P)_S'j'

3. Navic pro s <t a A € F; plati

P*A|F,] = gE[@uw P-s.j

Diukaz. Dukaz prvniho tvrzeni vyplyva z toho, ze ndhodny proces & je
striktné pozitivni P-martingal s normalizaci E[¢,] = 1. Z normalizace vyplyva
P*[Q] = E[¢,] = 1, coz znamend, ze P* je pravdépodobnostni mira na (€, F,).
Z &, > 0 P-s.j. navic vyplyvd, ze P* ~ P, coz znamena zZe se jedna o ekvivalentni
miry.

Déle dokdzeme druhé tvrzeni. Poznamenejme, Ze pro jakoukoli Fg-métitelnou
mnozinu C' plati
P*[C] = El¢nlc] = E[E[6q|Fs]1c] = E[61c],
s vyuzitim martingalové vlastnosti & v posledni rovnosti. Takze & je hustota

na Fj.

Nakonec zbyva tieti tvrzeni. Poznamenejme, ze pro jakoukoli Fg-métitelnou
mnozinu C' plati

E*[lclA] =K [1C£n1A]
=K [55 (1CéE[§n1A|‘FS]>:|

= [E* 1C§E[§n1A|fs]:|

e 1C§E[1AE[sn|ﬂnfs@

=E" 1C§E[§t1A‘Fs]:|

= E* [1cP*[A|Fs]], (2.18)
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podle definice podminéné stiedni hodnoty vzhledem k P*. Cimz jsme dokonéili
dukaz tvrzeni. 0

7 Tvrzeni bodu 3. okamzité vyplyva nésledujici dusledek:

Disledek 2.4.3. Pro s <t plati

E[Qu[ X[ F] = —E[&Qu[X]|F].

1
&

Pokud pouzijeme vyjadieni span-diskontované ceny a ptedchozi dusledek
na s =t — 1, ziskdme

E*[Qt[XH]:t—l] - EE[&Qt[ ]|-7:t—1]
Y,
= Bl o QX P
- ﬁmmmm_ﬂ
S @1X)
nebo také
D(Fi1)E*[Qu[ X]|Fi1] = Qe[ X]. (2.19)

Takze pro diskont bankovniho tétu B; *, ktery vyjadifme z numeraire bankovniho

uctu v (2.16)) jako

méame za pouziti rovnosti (2.19))
E*[By ' QuX]|Fioa] = By "B [Qu[X]| Fica] = B, Qe[ X].

Poznamenejme, Ze diskontni faktor B; ' je nyni méfitelny vzhledem k F,_;.
Takze v porovnani s ¢, mame nyni F;_;-métitelny diskontni faktor. Numeraire
bankovniho tu¢tu popisuje rust investice na bankovnim uc¢tu a je predvidatelny,
tzv. lokélné bezrizikovy. O ekvivalentni martingalové mife mluvime také jako
o rizikové neutralni mife. Nyni muzeme zformulovat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.4.4. Predpokladejme fizni deflator ¢ € Ln+1(Q,.7-", P.F) a nahodné
procesy (Qi[X])iex pro X € L, definované pomoci Definice . Ndhodné
procesy diskontované pomoct numemire bankovniho tctu (B; Q[ X])iex jsou
(P*, IF)-martingaly.

Pro hodnoty bankovniho aétu (B;)ies muzeme tedy sestrojit ekvivalentni
pravdépodobnostni miru P* ~ P takovou, ze (B; ')es diskontované nahodné
procesy jsou (P*,F)-martingaly.
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Pokud vezmeme Fj-méfitelnou podminénou skodu (vyplatu) X, muzeme
lehce spocitat jeji hodnotu v case t < k pomoci funkcionalu @);. To lze délat
bud podle realné pravdépodobnostni miry P a stochasticky diskontovat pomoci
F-adaptovaného deflatoru ¢, nebo podle ekvivalentni martingalové miry P* a
diskontovat pomoci predvidatelného numeraire bankovniho étu (By)ies, coZ
zformalizujeme v nasledujicich dusledcich.

Disledek 2.4.5. Hodnota ZCB se splatnosti m < n v ¢ase t < m je dana jako

exp{— 27“5} | .E] .

1 1
P(t,m) = —Elp,, | Fi] = E*[B'| F] =E*
(t,m) o [pm | Fi] B B, | 7]

t

Dusledek 2.4.6. Hodnota cash flow X = (0,...,0,X4,0,...,0) € L, v case
t <k je ddna jako

t

QX = %mek | F]=E

k-1
exp{— ZT’S}Xk | ]—"t] :
s=t

Pokud pracujeme pouze s finanénimi instrumenty, je ¢asto jednodussi pouzivat
pouze P*, kdy diskontujeme pomoci bezrizikovych spotovych sazeb. Pro pouziti
v aktudarské praxi, kdy mame navic i pojistné produkty, ¢astéji volime realnou
pravdépodobnostni miru P, protoze pojistna plnéni a volby parametru je vhodné
modelovat podle P. Je tedy dulezité porozumét spojeni mezi obéma mirami.

Pro ekvivalentni martingalovou miru P* volime pro diskontovani numeraire
bankovniho tétu By . Obecné, pokud vezmeme (A, )ies jako striktné pozitivni,
normalizovany proces, pak mizeme zvolit A; ' jako numeraire a najit vhodnou
ekvivalentni miru P4 ~ P takovou, ze oceniovaci procesy (A;'Q;[X])iez jsou
F-martingaly vzhledem k P4. V této praci volime jako numeraire bankovni ticet.
V souvislosti s ekvivalentni martingalovou mirou jesté zminime jako poznamku
zakladni vétu ocenovani aktiv, ktera je nutnou a postacujici podminkou pro trh,
aby byl bezarbitrazni a tuplny.

Poznamka 2.4.7. (Zdkladni véta ocerniovdni aktiv)

e Hypotéza eficientniho trhu ve své silné podobé predpoklida, Ze dis-
kontovany ndhodny proces

Qt:‘PtQt[X]a te®

tvori F-martingal podle P. Odtud pro ocekdvané cisté zisky (t > s) vyplyvd
E[Q: — Q.| F.] =0,

coz znamend Ze neezistuje Zddnd dobre definovand arbitrazni strategie (toto
vychdzi z myslenky rizikové neutrdlniho ocenéni).
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e Hypotéza eficientniho trhu ve své slabé podobé predpokladd, Ze nee-
zistuje Zadny obéd zadarmo (,there is no free lunch®). Neexistuje tedy Zddnd
(dobre definovand) samofinancugici strategie s kladnymi ocekavanymi zisky
a bez jakéhokoli negativniho rizika. V koneéném modelu s diskrétnim casem
je tato podminka ekvivalentni existenci ekvivalentni martingalové miry pro
diskontovany nahodny proces.

Na tuplnych trzich existuje jen jedna ekvivalentni martingalovd mira, z ¢ehoz
vyplyva, ze mame perfektni replikaci podfizenych zavazku a vypocet jejich
ceny je primocary. Na neuiplnych trzich, kde mame vice nez jednu ekvivalentni
martingalovou miru, potfebujeme ekonomicky model, abychom rozhodli, kterou
miru mame pouzit.

Definovali jsme ekvivalentni martingalovou miru a uvedli jeji pouziti pri
ocenéni cash flow a ZCB. Nyni se datailnéji podivame na podstatu Dusledku
, tedy spojeni mezi deflitorem (pro ocenéni podle redlné pravdépodobnostni
miry) a bezrizikovou spotovou sazbou (pro ocenéni podle rizikové neutralni miry).

2.5 Trzni cena rizika

V této kapitole popiseme rozdil mezi redlnou pravdépodobnostni mirou P a ekvi-
valentni martingalovou mirou P*, ktery bude reprezentovan trzni cenou rizika.
Zakladni myslenka vychazi ze span-deflatoru a identifikace jeho dynamiky podle
obou pravdépodobnostnich mér. Budeme pracovat se spojité irocenou spotovou
sazbou (r)ies. = (R(t,t + 1))iex_. Budeme se zabyvat rodinou modelu, které
vedou k afinnim strukturam, protoze ty dovoluji pocitat ceny ZCB v uzavieném
tvaru (closed form solution). Pro vhodné funkce A(-,-) a B(:,-) vyjadiime ceny

ZCB P(t,m) jako

P(t.m) = ~Elpy, | Fi] = exp{A(t,m) — roB(t.m)}.

Pt

Dynamika spotovych urokovych sazeb podle realné
pravdépodobnostni miry

Predpokladejme, ze podle redlné pravdépodobnostni miry P, spliiuje spojité
uroceny proces spotovych sazeb (ry)ies_, 7o > 0 (fixni) aprot=1,...,n—1

re = f(t,m—1) + g(t,ri_1)ey, (2.20)

kde f a g jsou dostatetné dobie se chovajici funkce (realné a R™-ocenitelné).
Navic (e¢)iex je N-rozmérny F-adaptovany proces a €;41 je nezavislé na F; podle
P pro t € T_. Poznamenejme, Ze €; a g jsou N-rozmérné veliciny a jejich soucin
myslime ve smyslu vnitiniho sou¢inu na R¥. Mnozinu hodnot pro 7, oznaéime
jako Z;, tedy pro vSechna t € T_ plati r; € Z;, P-s.j.

Vyjadreni deflatoru na zakladé spotovych sazeb

Dale zvolime R™-ocenitelnou funkci A(t + 1, 2), kterd se chovd dostateéné vhodné
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prot € ¥ az € Z. Funkce A hraje roli trzni ceny rizika. Modeluje agregovanou
trzni averzi k riziku a vyjadiuje rozdil mezi redlnou pravdépodobnostni mirou P
a ekvivalentni martingalovou mirou P*. My provedeme exogenni volbu funkce A,
ale v plnohodnotném ekonomickém modelu by méla byt trzni cena rizika ziskana
endogenné z podminky trzni rovnovahy. Zvolme F-adaptovany N-rozmérny pro-
ces (0;)iex takovy, ze 8,41 je nezdvislé na F; podle P. Proces (8;)iex se casto
nazyva ,deflator innovation“. Ptedpodkladejme, Ze pro vSechnat € T_ a z € Z;
je octekavanda hodnota
Elexp{A(t + 1,2)d;11}]

kone¢na. Definujeme span-deflator Yy =1 a pro ¢t € T_ volime
Yigr = crexp{—7r: + A(t + 1,7¢)0¢ 11},

pro vhodnnou F;-métitelnou proménnou ¢; > 0 v P-s.j. Poznamenejme, ze pro
vztah mezi span-deflitorem a spotovou sazbou plati z (2.15)) a (2.17)) nasledujici

rovnosti

re=—log P(t,t+1) = —logE [SO;H | ]-}] = —logE[Y;11 | Fi).

t

Tim ziskavame pozadavek na normalizaci pro proménnou ¢;. Lze prfimo spocist
e = Elexp{\(t + 1,7)8:1} | Fi] "
To nés vede k nasledujici definici
h(t +1,z) =log Elexp{A(t + 1,2)0:41} | Fi] < o0, P-s.j. (2.21)

Potom definujeme F-adaptovany deflator ¢ jako

t

o = HYS = exp {— Z[rs,l + h(s,rs-1)] + Z A(s, 7“31)53} ) (2.22)

s=1 s=1

Obecnym ptredpokladem v modelu spotovych sazeb je, ze rozdéleni pro d; a &; a
funkce f, g a A jsou zvoleny tak, ze ¢ je deflator na L} (2, F,P,F):

e [F-adaptovanost je jasna,

e normalizace pg = 1 vychéazi z toho, ze prazdnou sumu, tj. 22:1 definujeme
jako 0,

e striktni pozitivita vychazi z h < co a Ad; > —o0, P-s.j.,

e L!'-vlastnost zavisi na vhodné volbé funkei f, g a A a stochastickych pro-
cesech (6;)iex a (&¢)tes-

Definice ([2.20) procesu spotovych sazeb r, a vyjadieni (2.22)) pro deflator ¢,
poskytuji ramec pro explicitni modely pro deflatory . Gaussovské predpoklady

pro (g4 6;) casto vedou k ,uzavienym fesenim®, a proto se hojné vyuzivaji,
nejsou vdak nutnou podminkou. Casto se predpokladd, ze jsou nahodné procesy
d; a g; identické, ale uvedend teorie plati i pro obecnéjsi predpoklady. My se
v praci priklonime k pfedpokladu identi¢nosti obou procesu jak uvidime v dalsi
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kapitole.

Ekvivalentni martingalova mira

Nakonec spoc¢teme ekvivalentni martingalovou miru P* ~ P. Proces hustot (&;)ses
je dan jako

t t
& = By = HYS exp{r,_1} = Hexp{—h(s, rs—1) + A(s,75-1)05}

s=1 s=1

= H Elexp {A(s,751)0s} | Foo1] " exp {A(s,75_1)8,} . (2.23)

Timto mame pozadovany (P, F)-martingal (&;)es s P-o¢ekdvanou hodnotou 1.
Poznamenejme, ze pro A = 0 ziskame & = 1 a dvé pravdépodobnostni miry P a
P* splyvaji. Vidime tedy, zZe trzni cena rizika A popisuje ,rozdil“ mezi realnou
pravdépodobnostni mirou P a ekvivalentni martingalovou mirou P*. Z toho, ze
jsou P a P* identické pro A = 0 vyplyva, ze v tomto piipadé o, = B; '

V této kapitole jsme uvedli celkem tii zpusoby jak ocenovat cash flow X:

1. pomoci pozitivniho linearniho funkcionédlu @,

2. pomoci deflatoru ¢ podle miry P,

3. pomoci numeraire bankovniho tétu B; * podle rizikové neutralni miry P*.

Vyhodou pouziti rizikové neutralni miry je, ze diskontni faktor je predem zném,
coz znamena, ze nas diskontni faktor nezavisi na stavech, ve kterych se nahodny
proces vyskytne. Hlavni nevyhodou pouzivani rizikové neutralni miry je, ze cel-
kovy koncept neni piili§ piimocary (zejména odhady parametru a modelovani
pojistnych zavazku), a Ze se rizikové neutralni mira méni se zménou mény. Na dru-
hou stranu deflatory jsou spoc¢teny pomoci redlné pravdépodobnostni miry (vy-
jadiujici trznf averzi k riziku). Navic pfesné popisuji zavislosti (jak ukdzeme nize).
Z praktického hlediska deflitory umoznuji modelovani vlozenych (finanénich)
opci a garanci v pojistnych smlouvach, a jsou proto upfednostinovany zvlasté
pojistnymi matematiky, ktefi ocenuji pojistné produkty.

V dalsi kapitole prace se podivame jiz na konkrétni model spotovych sazeb
(r¢)tex_, kterym bude jednofaktorovy Vasickuv model s diskrétnim casem.
Jeho zobecnénou verzi, ze které budeme vychazet, jsme uvedli ve vyjadieni
(2.20)). Na zakladé dynamiky spotovych sazeb odvodime deflator a ekvivalentni
martingalovou miru jako jsme to provedli v zavéru této kapitoly.
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3. Modelovani spotovych sazeb

V této kapitole se podivame na konkrétni model pro modelovani deflatoru, ktery
je zalozen na spotovych sazbach. Bude se jednat o Vasickuv model s diskrétnim
casem, ktery patii do rodiny afinnich modeli. Jde o pomérné jednoduchy model,
ktery je pfi pouziti v praxi ¢asto nevyhovujici, ale pro odvozeni teorie a pouziti
v ilustrativnich piikladech je nejvhodnéjsi. V podstaté se jednd o AR(1) pro-
ces (autoregresni proces prvniho fadu). Pfi jeho odvozeni vyjdeme z obecného
vicerozmérného modelu, pro ktery vezmeme potiebné parametry (a jejich struk-
turu). V prvni ¢éasti kapitoly se sezndmime s obecnymi principy Vasickova mo-
delu s diskrétnim casem. Definujeme dynamiku spotovych sazeb podle redlné
pravdépodobnostni miry a z ni pak odvodime vyjadieni pro deflator. Uvedeme
také ekvivalentni martingalovou miru a ziskdme vyjadreni pro ZCB ceny P(t,m).
V druhé casti uvedeme Vasickuv model s mésicnim casovym krokem a odvodime
pro néj také vyjadieni cen ZCB. Tento model s mésicnim krokem vyuzijeme po-
tom v numerické ¢asti na redlnd data, protoze v ptipadé mési¢niho kroku méame
k dispozici vétsi pocet pozorovani nez v pripadé rocniho ¢asového kroku. Ukazeme
si také jak trnasformovat parametry Vasickova modelu s mési¢nim krokem na mo-
del s roénim krokem. V treti ¢asti kapitoly se potom vénujeme odhadu parametru
Vasickova modelu.

3.1 Jednofaktorovy Vasickuiv model s dis-
krétnim casem

Jednofaktorovy Vasickuv model s diskrétnim casem je nejjednodussim prikladem
jedno-faktorového modelu s afinni ¢asovou strukturou a Normalné (Gaussovsky)
rozdélenymi inovacemi. To, ze je model jednofaktorovy, v podstaté znamena, ze
pracujeme s jednim zdrojem nejistoty.

Dynamika spotovych sazeb podle realné
pravdépodobnostni miry
Predpoklddejme, ze ndhodny proces (€;)ies je F-adaptovany, €1 je nezdvislé
na F; a ma N-rozmérné Standardni norméalni rozdéleni s nezavislymi prvky
pro vsechna t € € podle P. Takze inovace €;,1 jsou nezavislé stejné rozdélené
nahodné veli¢iny s vicerozmérnym Standardnim normalnim rozdélenim podle
redlné pravdépodobnostni miry P (nezavislé ¢leny, stiedni hodnota 0 a rozptyl
1). Nyni s ohledem na definujeme dynamiku spotovych sazeb (r;)es_
podle redlné pravdépodobnostni miry P pro rg > 0 fixniaprot =1,...,n —1
jako
re = f(t,ri—1) + g(t, ri-1)€. (3.1)

Pokud zvolime N =1 (jednofaktorovy model) a funkce f a g ndsledovné

f(t,z) =b + Bz a g(t, z) = g,

kde navic plati pro parametry b = b > 0, ¢y = g > 0 a 5, = 8 > 0, prejdeme
z obecného Gaussovského modelu spotovych sazeb k nasemu Vasickovu modelu:

1 = b+ Prii + ge. (3.2)
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Volme nyni S+ A g =1—k pro k € R, kde A je parametr trzni ceny rizika, potom
ziskame vyjadieni

re=b+pri1+gee=b+ (1 —(k+ Ag)) ri_1 + ge. (3.3)

Novou proménnou k zavadime proto, abychom pak ziskali jednodussi vyjadieni
pro ceny ZCB ve Vété [3.1.3) Nahodny proces (€;)iex je F-adaptovany a €41 je
nezavislé na F; a Standardné normalné rozdélené podle P pro vSechna t € T _.

Z ptedpokladu o spotovych sazbach, tedy rovnice (3.3), a Normalniho
rozdéleni vyplyva pro spotové sazby nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.1.1. Rovm’ce vede, pri redalné pravdépodobnostni mire P,
k podminénému Normdlnimu rozdéleni spotovych sazeb (ry)iex_. Pro parametr
B#1 acast> s plati

b o1 — 52“‘8)) G

rt|]:s~/\/((1—5t_s) 1_5+5t_57’s ;g o

Znamena to, ze v jedno-faktorovém Vasickové modelu je podminéna stiedni
hodnota 7, | Fs rovna vazenému pruméru mezi dlouhodobym prumérem ﬁ a
poslednim pozorovanim 7, pro 8 € (0,1).

Odvodili jsme rozdéleni spotovych sazeb a na jejich zdkladé nyni vyjadiime
deflator pro Vasickuv model s diskrétnim ¢asem.

Vyjadreni deflatoru na zakladé spotovych sazeb

Predpokladejme, ze pro deflator ¢ jsou inovace (d;)iex F-adaptované. Dvojice
(€111,0:11) je nezavisld na F; a mé vicerozmérné Standardni normalni rozdéleni
pro vSechny ¢t € T_ podle P. Prvky ;.1 jsou vzdjemné nezavislé a podminéna
korela¢ni matice mezi €;,1 a 8441, je-li dano JF;, je diagonalni matice X, tedy

COU(€t+1, 5t+1 ‘ ./T"t) =2

Z téchto pozadavki na inovace (d;)iex pro deflator vyplyvé, jak jsme jiz definovali

v rovnici ([2.21]),

N
1 1
h(t, 2) = log Elexp {A(t, 2)0:} | Fia] = 5 > it 2) = S IA, )%,
i=1
kde trzni cena za riziko je ddna A(t,2) = (M\(t,2),..., An(t,2)) € RY. Trzni
cenu za riziko A ¢asto volime exogenné, abychom ziskali analyticky sledovatelné

modely, a to podle obou pravdépodobnostnich mér (redlné P i rizikové neutralni
P*). V praxi tedy ¢asto volime

0 =€ (a stanovime ¥ = TI), (3.5)
coz vyuzijeme i pro ucely této prace. I znac¢i jednotkovou matici, ktera ma

na diagondle jednicky a mimo ni pouze nuly. Zvolime-li navic trzni cenu ri-
zika jako A(t,z) = Mz = Az pro ngjaky parametr A € R, ziskdme deflator
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¢ € L, (Q,F,PF) vyjadieny nésledovné (obdobné definovéno jiz v rovnici

©2.22))
t 1 t
O = exp {— Z [7“51 4 5)\27“3_1] + Z )\7“5165} ) (3.6)
s=1

s=1
Mame tedy definovany deflator ve Vasickové modelu s diskrétnim casem a
nyni se podivame ekvivalentni martingalovou miru a rozdéleni spotovych sazeb
dle této miry.

Ekvivalentni martingalova mira

Radon-Nikodymova derivace pro ekvivalentni martingalovou miru P* ~ P je dana
jako &, = ¢, By, viz Tvrzeni kde ndhodny proces (& )iex spliuje pro t € ¥
nasledujici rovnost, uvedenou jiz ve vzorci (2.23)),

£ = exp {—% S A )P+ YA, rs_l)as} : (3.7)
s=1 s=1

Méme-1i nasi exogenni volbu trzni ceny rizika A(¢, z) = \;z = Az, muZeme prepsat
rovnici 3.7 nasledovne:

1 t t
£ = exp {—§>\2 S orlo+ )\er_les} . (3.8)
1 s=1

s=

Z ptredchozich predpokladu ziskame pro t € T_
E:;_l = €441 — /\Tt, (39)

je-li ddno F;, se Standardnim normélnim rozdélenim podle ekvivalentni martinga-
lové miry P*. Navic podle ekvivalentni martingalové miry P* je nahodny proces
spotovych sazeb (r;)ies_ pro ro > 0 (fixni) aprot=1,...,n—1

re=b+ (1 —k)ri_1 + g€ (3.10)

Stejné jako jsme v ptredchozi ¢asti prace odvodili rozdéleni spotovych sazeb
za realné pravdépodobnostni miry P v Tvrzeni [3.1.1, tak nyni pro ekvivalentni
martingalovou miru odvodime odbdobné tvrzeni:

Tvrzeni 3.1.2. Z predpokladu a , podle ekvivalentni martingalové
miry P* ziskdvame model spotovych sazeb (r¢)iex_ s podminéngm Normdlnim
rozdélenim. Pro parametr k # 0,2 a cast > s mdme

b 1—(1— k)29
rt|]:sNN<(1—(1—k)tS)%—k(l—k)tsrs e <2k_k)2 )
(3.11)

Pri exogenni volbé parametru trzni ceny rizika Az ziskdme Normdlné rozdélené
spotové sazby (r;)iex_, a to jak podle redlné pravdépodobnostni miry P (odvozeno
v Tvrzeni tak podle ekvivalentni martingalové miry P* (odvozeno v Tvrzeni
3.1.2)).

Nyni vyjadiime nahodné procesy pro ceny ZCB, které lze také popsat pomoci
afinnich struktur, a vyuzijeme je v numerické ¢asti této prace.

34



Véta 3.1.3. Pro Vasickiv model s diskrétnim casem, kde mdme trini cenu rizika
definovanou parametrem X\ € R a parametr k # 0 (k inR), ziskdime ndsledugici
model s afinni strukturou prot <m <n

P(t,m) =exp{A(t,m) —r;B(t,m)},

kde A(m —1,m) =0 a B(m —1,m) =1 a plat{

2

A(t,m) = A(t +1,m) — bB(t +1,m) + %B(t +1,m)?
b gz m—1 ,
= _E [(m_t) _B(t>m)] + 5 Z B(Sam) )
s=t+1
1
B(t,m) = v [1—(1—k)"] (3.12)
pro 0 <t <m—1.
Diikaz. Viz Wiithrich [9] Theorem 3.5. O

Jelikoz spotové sazby r; maji normélni rozdéleni, ziskdme logaritmicko-
normélni rozdéleni ZCB cen P(t,m). Poznamenejme, ze A(t, m) i B(t,m) v pod-
staté zavisi pouze na rozdilu m —t, takze bychom mohli psat A(m—t) a B(m—t).

3.2 Jednofaktorovy Vasicktiv model s mési¢nim
krokem

V predchozi kapitole jsme predpokladali roéni ¢asovy krok, ale casto se hodi od-
hadovad parametry v modelu s mési¢nimi spotovymi sazbami, kdy mame k dis-
pozici vice dat pro odhad parametru, a prejit pak na ro¢ni, coz udélame i my
v praktické ¢dsti. Predpokladejme tedy nyni mésiéni krok § = 1/12. Dynamika

spotovych sazeb je tedy (7, )rex. = (R(tk, tht1))kes S tps1 — t, = 0 a za redlné
pravdépodobnostni miry P mame pro rqg > 0 fixniak=1,...,n—1
Ty, = bs + 5574%71 + gsciy, (3.13)

kde €, je Fy -meéfitelné, nezdvislé na F;, |, a ma standardni normalni rozdéleni.
Pro Bs # 1 a t; < t; tedy plati

bg 1— BQ(l—k)
| Fo v N (=B g 487 g | (31

Predpokladame s > 0. Analogicky k Véteé [3.1.3 mame nésledujici Vétu pro ZCB
ceny s mésicnim krokem.

Veéta 3.2.1. Pro Vasickiv model s diskrétnim casem, kde mame trini cenu ri-
zika As € R a Bs + Asgs # 1, ziskdme ndsledujici model s afinni strukturou
pro t, <tg <t,

P(tk,tK> = exp {A(tk, tK) — Tth(tk, tK)} s
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kde A(tK_l,tK) =0a B(tK_l,tK) =9 a platz’
2
At tx) = Altgs1, tr) — bsB(tes1, tx) + %B(tml, tr)?,
)

Blte, tr) = 1 —(Bs + Asgs) [1= (85 + Xags)"* "] (3.15)

pro 0 < k< K —1.

Pokud odhadneme parametry modelu s vyuzitim mésicniho kroku, 1ze je po-
tom transformovat na roc¢ni, a to néasledujicim zpusobem, kdy vyuzijeme konzis-
tence procesu spotovych sazeb v case. Diky vyjadieni muzeme spocitat
rozdéleni procesu roc¢nich spotovych sazeb z procesu mési¢énich spotovych sazeb.
Zvolme | = k+1/6 = k+12, potom pro S5 # 1 a podle redlné pravdépodobnoatni
miry P mame

12 bs 12 21_ ?4
T(tk+12) | Ly~ N (1 — Ps ) + B85y, . 9s .

1 — s 1 — 3
Jestlize z mésicnich dat odhadneme parametry bs, Bs a gs 1ze je potom nasledovneé
konvertovat, abychom ziskali parametry procesu ro¢nich spotovych sazeb

b bs 9 51 — §4
= a g =g .
1-8  1-8s "1 -2

Je zachovana konzistence procesu spotovych sazeb v case, tedy predpoklady
Normadlniho rozdéleni zajistuji, Zze se procesy spotovych sazeb chovaji stejné pii
ruznych velikostech kroku . Nevyhodou tohoto pristupu je, ze ceny ZCB nejsou
konzistentni v case, tedy jednoleté ZCB maji rozdilné ceny pro rocni krok a
meésicéni krok, coz vede ke vzniku arbitraze, pokud bychom uvazovali oba modely
najednou.

B =55, (3.16)

3.3 Odhad parametri v jednofaktorovém
Vasickové modelu

Pro pouziti v praxi je dulezité znat parametry Vasickova modelu b, 8, g a
A. Ty lze odhadnout nékolika moznymi zpusoby zalozenymi na pozorovanych
spotovych sazbach nebo ZCB cendch. My v této kapitole popiseme odhad me-
todou maximalni vérohodnosti (MLE z anglického maximum likelihood estimate).

Uvazujme  dynamiku  spotovych  sazeb  (r;)ies  podle  redlné
pravdépodobnostni miry P. Vezmeme-li v tuvahu pouze jedno ob-
dobi, plati podle Tvrzeni [3.1.1] pro rozdéleni spotové sazby
re | Fio1 ~ N(b+ Bri_1, g*). Dlouhodoby prumér b* definujeme jako

b
b* = ——.
1-p
Pokud prepiseme rozdéleni pomoci parametru b* dlouhodobého pruméru, pak
dostavame

re | Foon ~ N (1= B)b* + Bri—1, ¢°) - (3.17)
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Z toho plyne, ze o¢ekavana hodnota r; je vazenym prumeérem posledniho pozo-
rovani r;_; a dlouhodobého pruméru b* s vahou .

Pozorované hodnoty spotovych sazeb (r;)iex oznacime rop = {ro,...,77}.
Vérohodnostni funkce /., pro pozorovani ro.p, je-li dano Fy, je pak

T

lTo:T (57 b*7g) (8 Z <_ lOg - 2ng (Tt - Brtfl - b*(l - 5))2) )

t=1

kde o znamena rovnost az na konstantu. Abychom maximalizovali predchozi
vérohodnostni funkci pro parametry 5, b* a g, musime vytesit nésledujici systém
rovnic, ¢imz ziskdme maximélné vérohodné odhady

al7"0:T * L
86 (571) 7g) - 07

Mame tedy nasledujici systém rovnic

alTo:T ! al?"o T

* - B >k ;

Mﬂ

=y 1 _ﬁrtfl_b*(l_ﬁ»:()?

t=1

E

(ry — Bry—y — 0" (1 —B)) =0, (3.18)

1
1

= (re — Brio — b (1= B))> =0.

M=

~T+

t=1

Resenim tohoto systému rovnic ziskame maximalné vérohodné odhady. Vysledek
zformulujeme v nasledujicim tvrzeni:

Tvrzeni 3.3.1. Mazimdlné vérohodné odhady pro pozorovani ro.r = {ro,...,rr}
ve Vasickové modelu s diskrétnim casem, podle redlné pravdépodobnostni miry IP,
jsou ddany jako

G- T Tt — Dy Te D gy et
- 2
T T
TSt — (S )

b* Z /87} 1)

=1

I

QAZZ%ET:<W—BW—1—5;(1—B)>2.

t=1

Diikaz. Pro dané 3 vychézi odhady pro b* a ¢* pifmo z poslednich dvou rovnic

v (3.18), takze zbyva dokézat odhad pro 8. Z druhé rovnice v (3.18) mame

T
D> b (re = Brio = b*(1—8)) = 0.
t=1
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Odtud vyplyva, ze pro prvni rovnici v (3.18]) musime vytesit

T
Zrt_l (ry — Pri—1 — 0" (1 = ) =0.

t=1

Nahrazenfm b* jeho odhadem b* = l;?"(ﬁ) ziskame

T 1 T
Zrt—l (Tt — Bri_1 — T Z(Tt - Bﬁ—l)) = 0.
t=1 t=1
Vyfteseni této rovnice ziskame MLE pro (3, ¢imz je trvzeni dokazéano. O]

Ptedchozi Tvrzeni poskytuje pro k 4+ Ag a parametr b néasledujici ma-
ximélné vérohodné odhady

Ftxg=1-5 a b=(1-p8)
Pravdépodobnostni rozdéleni (r;);ex_ podle redlné miry P lze tedy nakalibrovat
pomoci MLE. Parametr trzni ceny rizika A nemtuzeme ovSem ziskat z pozorovani
ror = {ro,...,rr}. Abychom ziskali rozdéleni (r;);cx_ podle ekvivalentni mar-
tingalové miry P* a ceny ZCB, musime nakalibrovat k, g a b. Parametry b a g jsme
jiz. odhadli vyse, avsak pro odhad k potfebujeme znat parametr trzni ceny rizika
A. Ke kalibrovani \ 1ze pristoupit ruznymi zpusoby. My se pokusime fitovat na
skutecnou kiivku forwardovych sazeb. Uvazujme, ze pro parametr k (jako funkci
A) plati
k=Ek(AN)=1-05-\g.

S vyzuzitim jedno-faktorového Vasickova modelu s diskrétnim casem potom
ocenime ZCB v case T < m < n P(T,m,rr)(\) jako funkci A pomoci
nasledujicich vzoreu, které vychézeji z Vety [3.1.3]

P(T,m,rp)(A\) = exp{A(T,m,\) —roB(T,m,\)},

sAm—1,m,A\)=0apro0<t<m-—1
2
A(t,m, ) =A(t +1,m, \) — bB(t +1,m, \) + %B(t +1,m, )2,

1 —t
B(t,m,\) =—— |1 — (1 —=k(X\)" "] .
Tyto hodnoty srovname s redlnymi trznimi forwardovymi sazbami v case T,
které oznacime Fy (T, m). Zvolime A takové, aby forwardové trokové sazby
F(T,m,rr)(\) z Vasickova modelu cen P(T,m,rr)(\) sedély na redlnou trznf
kiivku Fy (T, m) co nejpresnéji, tedy vzhledem k metodé nejmensich ¢tvercu.

Poznamka 3.3.2. Parametry wvolatility g a g* jsou shodné podle redlné
pravdépodobnostni miry P 1 ekvivalentni martingalové miry P*. To nam umoznuje
provddét jejich odhady na zdkladé historickych pozorovani ror = {ro,...,r7} pod-
le P. Proto o MLE § mluvime jako o ,historickém odhadu volatility“. Alterna-
tivnim pristupem k odhadu parametru volatility je vychdzet z aktudlnich trinich
cen derivdtu se ZCB jako podkladovym aktivem. Naptiklad Fvropskd call opce md
parametr volatility g jako vstup do vypoctu své ceny. MiuzZeme se tedy podivat
na aktudlni trini ceny Evropskiych call opci na ZCB a z nich vycist g, protoZe
bylo pouzito jako vstup pro viypocet jejich ceny. Tomuto postupu se Tikd ,,odhad
implikované volatility“, protoZe ji implikuyi aktudini trini ceny.
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V této kapitole jsme se vénovali konkrétnimu modelu pro spotové sazby a
deflator, a to Vasickovu modelu s diskrétnim casem. Také jsme si ukézali jaky
je vztah mezi spotovymi sazby a modely cen ZCB. V druhé ¢asti kapitoly jsme
uvedli jak parametry Vasickova modelu odhadnout. V dalsi kapitole prejdeme
k definici modelu finanéniho trhu, na kterém se budou vyskytovat aktiva, kterymi
budeme pozdéji replikovat pojistné zavazky. Ukazeme jak pomoci Vasickova
modelu z této kapitoly ocenit cash flow aktiv a také finanéni derivaty, které jsou
od aktiv odvozené.
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4. Ocenovani financ¢nich aktiv

Hlavnim cilem této prace je modelovat a ocenovat polozky rozvahy (na strané
aktiv i na strané zavazku) ekonomicky a trzné konzistentné. Pro nékteré polozky
jsme schopni rovnou urcit jejich trzni cenu (je dostupnd na trhu), takze se jiz
jen snazime tuto cenu modelovat do budoucnosti. Pro jiné polozky trzni hod-
noty nemame a musime pouzit marked-to-model metody, abychom ziskali trzné
konzistentni hodnoty v soucasnosti a potom jesté navic modelujeme jejich vyvoj
v budoucnosti. V této kapitole se budeme kratce vénovat ocenéni levé ¢asti rozva-
hy (aktivum), protoze tyto finan¢ni modely vyuzijeme déle v praci pii ocenovani
zavazku pomoci ocenovaciho portfolia. Pokud zde mluvime o finan¢nich akti-
vech, méame na mysli aktiva, u kterych lze identifikovat jejich cash flow, coz nam
umoznuje vyuzit v praci definované ocenéni pomoci deflatoru. Vsechny takto spe-
cifikované finanéni instrumenty, kterymi se budeme zabyvat, maji spolecné to, ze
jejich nahodné procesy by mély byt konzistentni pro pevné dany deflator ¢, coz
uvadime v Definici Znamen3 to tedy, ze pracujeme za predpokladu neexis-
tence arbitrdze uvedené v Pozndmce 2.4.7 k zdkladn{ vété ocenovéni aktiv.

Pii modelovani deflitoru budeme pracovat s jednofaktorovym Vasickovym
modelem s diskrétnim ¢asem, ktery jsme si predstavili véetné odvozeni odhadu
parametru v predchozi kapitole. V praxi modelujeme deflatory vétsinou jinym
zpuseb (napiiklad Heath-Jarrow-Morton framework nebo vicefaktorovy Vasickuv
model) a jednofaktorovy Vasickuv model neni vhodnou volbou, protoze nepopi-

vvvvvv

v e~ s

v této praci.

4.1 Model finan¢éniho trhu

Doposud jsme se bavili o konzistentnich nahodnych procesech (Q4[X])iex pro cash
flow X € L, a dany deflator ¢. Nyni zavedeme finanéni trh 7, ktery se skladd
z bazickych finanénich instrumentt ¥, i € Z. Témito bazickymi finanénimi in-
strumenty mohou byt jakakoli obchodovanda aktiva jako akcie, dluhopisy, atd.
F-adaptovany ndhodny proces cen bazickych financnich instrumentt U @)
oznacime (Agl )tes. PIi ocenovani obvykle za¢indme popisem ndhodnych procesu
(AD),e5 pro obchodované finanén instrumenty 4. Na zdkladé téchto procesi
sestavime deflator tak, abychom ziskali konzistentni systém pro ocenovani.

Budeme pracovat za predpokladu neexistence arbitraze, k c¢emuz lze
pristupovat dvéma rozdilnymi zpusoby. '

V prvnim piistupu nejprve stochasticky popiseme nahodné procesy (Aﬁ”)teg;
bazickych finanénich instrumentd U9, i € Z. Za pouziti ndhodnych pro-
cesu sestrojime deflatory ¢, tak aby diskontované nahodné procesy byly
(P, F)-martingaly (obecné je takovych deflitoru nekoneéné mmoho). Nakonec
zvolime jeden z deflitorii ¢ a ocenime vSechna ,ocenitelnd“ cash flow X € L,
¢imz méame konzistentni systém ocenovani vzhledem k ¢.

Druhym piistupem je jit z opacné strany, kdy piedpoklddame, Ze mame dan
defldtor ¢ a integrovatelné konecné hodnoty A;’ bazickych finanénich instru-
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mentit U, i € T. Prodejem téchto bazickych finanénich instrumentt v koneéném

case n ziskdme cash flow X@ = (0, 0 A(i)) Nas ocenovaci ramec potom
prinasi ndhodné procesy (A( )tex = (Qt[ )5, které jsou konzistentni vzhle-
dem k ¢.

V obou pristupech ziskame (p-konzistentni systém ocenovani, coz zformuluje-
me v nasledujici definici.

Definice 4.1.1. Zwvolme deflitor ¢ € Ly (Q,F,P,F). Ndhodny proces
(A(Z Jtes € L4 (Q,F,P,F) se nazjvd konzistentni vzhledem k ¢ (nebo také
p-konzistentni), jestlize (gptAgz))teg je (P, F)-martingal.

Predpoklddejme, ze mdme dén fixni deflitor ¢ € L), ,(Q,F,P,F). Potom
obecné predpokldddme, Ze viechny bazické finanén{ instrumenty 4™, i € 7, maji
konzistentni procesy cen vzhledem k ¢. To znamena, ze pro vSechna ¢ € Z a
t € ¥_ pozadujeme martingalovou vlastnost

K 90t+1A§21 | ]:t] = %Agi)a

pro dany deflator ¢, filtraci F a redlnou pravdépodobnostni miru P. Mame tedy
bezarbitrazni systém ocenovani pro financni trh Z, ktery lze rozsitit pro vsechna
ocenitelnd cash flow X € L.

4.2 QOcenéni cash flow Vasickovym modelem

Predpoklddejme pevné zvoleny deflétor ¢ € L, (Q, F,P,F). Mame-li dén de-
flitor, muzeme ocenit vsechna cash flow X € L, v jakémkoli case ¢, a to podle
Definice 2.2.6] Vyslednd struktura ocenéni je konzistentm’ vzhledem k ¢.
Ocenéni cash flow zalozime na jedno-faktorovém Vasickové modelu spotovych
sazeb s diskrétnim casem, takze predpokladame, ze pro deflator ¢ v case t € T

plati
t
@t:exp{z |:Ts 1+ 2 )\2 1 Z)\Ts 163}7

s=1

viz rovnice (3.6)). Proces spotovych sazeb (r;)ics_ za redlné pravdépodobnostni
miry P je prorg > 0 fixniaprot=1,...,n — 1 dan jako

o= b Brics + g6 = b (1= (k4 Ag)) it + g

pro F-adaptovany nahodny proces (€;)ex takovy, ze €41 je nezavislé na F; a se
Standardnnim normalnim rozdélenim podle P pro vSechna t € ¥_. Cena ZCB
P(t,m) s maturitou m < n v case t < m ma afinni ¢asovou strukturu, tedy

P(t,m) =exp {A(t,m) — r,B(t,m)},

viz Véta B.1.3
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Budeme predpokladat, ze F-adaptované nahodné procesy cen bazmkych fi-
nanénich instrumenti U@, i € T, maji exponencidlni riist, takze pro A fixni a
pro t € _ plati

A§21 = AE” exp {a§21 — U(i)égl, } (4.1)

kde (5,5@))7565 je F-adaptovany proces takovy, ze 5§21 je nezavislé na F; a
(€141, (57521) mé dvourozmérné standardni normélni rozdéleni s kovarianci
C’ov(etﬂ,ét(i)l | i) = ¢ € (—1,1) podle P pro t € T_. Navic piedpokladame,
7e agl je Fr-mértitelné pro vsechna t € T_ | tedy predvidatelné. Z podminky kon-
zistence vyplyva tvar predvidatelného driftu agl, coz vyjadiime v nasledujicim
tvrzeni.

Veéta 4.2.1. Predpoklddejme, Ze @ je deflator z jednofaktorového Vasickova mo-
delu s diskrétnim casem a Ze ndahodny proces (A,El))teg je vyjadren pomoci rovnosti
s inovacems (6§i))t€§, které maji standardni normdlni rozdéleni. Z konzis-
tence vzhledem k @ vyplyvd nasledujici struktura pro nahodné procesy cen

i i L i) <G
A§l1 = A,E ) exp {(1 + AW e@Dyp, — 5(0( N2 — ol )5§J21} ) (4.2)

prot e T _.
Diikaz. Viz Wiithrich [9] Proposition 5.5. O

Vidime, ze predvidatelny drift agl musi mit specifickou formu, aby pomoci de-
flatoru diskontovany nahodny proces (gotAgl))teg byl (P, F)-martingal. O¢ekavand
(¢ konzistentni) cena v ¢ase t + 1 je v ¢ase t rovna

E [A§21 | ft] = exp {(1 + )\g(i)c(i))rt} Agi)-

4.3 QOcenéni financ¢nich derivatu

Diky vzorci pro ocenéni ZCB z Véty a vzorci pro ostatni finanéni instru-
menty z Véty jsme schopni ocenit také finanéni derivaty. Derivaty jsou
finanéni instrumenty, jejichz hodnoty jsou odvozeny od cen jednoho nebo vice
podkladovych aktiv. My si ukazeme ceny Evropskych put a call opci se ZCB jako
podkladovym aktivem a také pokladovym aktivem, které ma procesy cen defi-
nované pomoci exponencidlnfho rustu (viz Véta [4.2.1)), a to v jednofaktorovém
Vasickové modelu s diskrétnim casem.

Evropské put opce na bazicky finanén{ instrument & = U9, i € T, je smlouva,
ktera umoznuje prodat podkladovy instrument U v ¢ase splatnosti 7' € ¥ za kon-
krétni realizacni cenu K. Cenu této Evropské put opce v case t < T oznacime
Put,(U, K,T) a cenu Evropské call opce (kterd davéa pravo koupit ve splatnosti
T za realizacni cenu K) jako Call,(U,T, K).

Jelikoz ndhodné procesy pro cash flow a bazické finan¢ni instrumenty museji
byt konzistentni vzhledem ke zvolenému deflatoru ¢, ziskavame nasledujici vzorec
pro ocenéni Evropské put opce

1

Putt(U,K, T) = S’?]E [QDT(K — AT)+ ’ E],
t
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kde Ar je cena podkladového aktiva U v case T. Ekvivalentné muzeme pro od-
povidajici diskont bankovniho tuctu (B;)ies a podle ekvivalentni martingalové
miry P* ~ P cenu put opce vyjadrit jako
1
Put,U,K,T) = B_IIE [BrY(K — A7)y | R

t

Cena Evropské call opce v case t < T je

1 1
CallUU,K,T) = —E[pr(Ar — K)4+ | Fi] = —E* [Bf'(Ar — K)4 | F] .

Pt B,
Uziteénym tvrzenim je tzv. put-call parita, kterda dava jednoduchy vztah pro
vypocty cen opci nezavisly na predpokladech o rozdéleni pravdépodobnosti.

Tvrzeni 4.3.1. Predpoklidejme, Ze wvSechny ndhodné procesy cen jsou
p-konzistentni. Prot < T plati

Call,(U, K,T) — Put,(U, K,T) = A, KP(t,T),

kde Ay je cena bazického financéniho instrumentu U v case t a P(t,T) je cena
ZCB se splatnosti T v case t < T.

Diikaz. Plati (Ar — K)y — (K — Arp). = Ar — K, z ¢ehoz vyplyva

Call,(U,K,T) — Put,(U, K,T)

1 1

= o E [Bi'(Ar — K)4 | ] — Sk [Br' (K — A7)y | Fi]
t t
1 1

t t

Cimz je tvrzeni dokazano. O]

Nejprve vyjadifme ceny Evropskych opcf na ZCB Z(™ se splatnosti ZCB
m < n a splatnosti opce T" < m. Definujeme

( z<m>)2 _ 21— (B4 Ag)2 T

Tt 1 — (B + )\9)2 B<T7 m)Z

a uvedeme nasledujici tvrzeni.

Véta 4.3.2. Zvolme diskrétni jednofaktorovy Vasickuv model. @-konzistentni ce-
na Fvropské call opce v case t <T < m < n se ZCB jako podkladovym aktivem
Je

Call (2™, K. T) = P(t,m)o(d:) = P(t. T)K(d: — o7,

se standardnim normdlnim rozdélenim ¢(-) a

1 P<t7T)K 1 z(m)
di = di(m, T, K, t,7¢) = ————log (_) L1 zon
oz, P(t,m) 2 Tl

p-konzistentni cena Evropské put opce je

Put (2™, K, T) = P(t,T)K¢(~dy + 02, ) — P(t,m)¢(—d;).
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Diikaz. Viz Wiithrich [9] Theorem 5.12. O

Ptedchozi Tvrzeni lze pouzit k tzv. odhadu implikované volatility, jestlize se
podivame na soucasné trzni hodnoty Evropskych call/put opci. Obdobné k cené
Evropskych opcf na ZCB muzeme spocitat cenu Evropskych opci na jakékoli jiné
nahodné procesy cen (Af))teg, 1 € Z. Predpokladejme, ze bazicky finanéni instru-
ment U@ m4 striktné pozitivni ndhodny proces cen pro fixnf A(()i) > 0, s expo-
nencidlnim rustem vyjadrenym vzorcem a Vasickovym financnim modelem.
Definujeme

T-1 T-1
(%)) =g* 3 B(s.T)? — 2900 3" B(s,T) + (T —t) (6?)".
S:t+1 S:t+1

Véta 4.3.3. P'redpoklade]me diskrétni jednofaktorovy Vasickuv model a pm ba-
zicky finanénd instrument UD striktné pozztwm proces cen s fiznim A >0 a
exponencidlnim rustem vyjdsrenym vzorcem . p-konzistentni cena Evropske
call opce v case je

Callta/{(l)a K7 T) = Agl)gb(dl) - P(tv T)K(b(dl - O-%(t))a
1 PILTIKY 1 g0
dy = —— 5 log (T) T 50T -

UT|t

p-konzistentni cena Evropské put opce je

Put,U", K, T) = P(t, T)K¢(—d + 0¥, ) — A p(—dy).

Diikaz. Viz Wiithrich [9] Theorem 5.13. O

Tyto vzorce pro Evropskou opci vyuzijeme v praktické ¢asti pii ocenéni ga-
rantovaného zhodnoceni u pojistného produktu.
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5. Aktuarské a financ¢ni
modelovani

5.1 Financ¢ni trh a financ¢ni filtrace

Zvolme pravdépodobnostni prostor (2, F,P,F) a deflitor ¢ € L; ,(Q, F,P,F).
S timto pevné danym deflatorem budeme pracovat. Cilem této kapitoly je
analyzovat filtraci F a deflator ¢. Oba pojmy rozdélime na financni ¢ast a
pojistné technickou c¢ést. Financni ¢ast bude modelovat ekonomické a finanéni
informace, které jsou verejné pristupné, jako napiiklad ceny dluhopisu, akcii,
inflace, atd. Pojistné technickd ¢ast bude modelovat proménné vazané na pojistné
zavazky a pojistné technicky tok informaci, kam patii predpoklady o imrtnosti,
stornovosti, atd.

Model finanéniho trhu

Nejprve si popiseme model financniho trhu, ktery jsme definovali jiz v predchozi
kapitole, a jeho piedpoklddané vlastnosti. Necht Z popisuje finanéni trh vsech ba-
zickych finanén{ instrumenti U4, i € Z. Piedpokladame, Ze tyto bazické finanéni
instrumenty U® majf integrovatelné ¢p-konzistentni ndhodné procesy, které bu-
deme znacit (Aﬁ“)teg, takze splnuji predpoklady Definice pro dany deflator

pe L (QF,PTF). Uedme jesté tii dulezité predpoklady:

e Financni trh Z popisuje dostupné bazické finanéni instrumenty. Tyto in-
strumenty se pouzivaji k popsani zajistitelné casti cash flow z pojistnych
zavazkl.

e Predpokladéame, ze financni trh Z je dostateéné pestry a obsahuje alespon
véechny ZCB Z(™ s maturitami m € T (a tedy i numeraire bankovniho
uctu B).

e Predpokladdme, ze nahodné procesy vsSech bazickych finan¢nich instru-
mentu jsou ¢-konzistentni. Této ¢-konzistence lze dosdhnout ruznymi
zpusoby, ale méla by odrazet tvorbu cen na finan¢nim trhu Z.

Poznamka k likvidite
Ve finanéni praxi a v pojistovnictvi by méla mit aktiva, pouzitd k replikaci po-
jistnych zavazku, spolehlivé trzni hodnoty. Méla by se tedy obchodovat na ak-
tivnich finanénich trzich. To znamena, ze trh s pfipustnymi finanénimi instru-
menty by mél spliiovat pozadavky na rozvinutost, likviditu a transparentnost.

Béhem finané¢ni krize v letech 2008-2011 se mezi aktudry hodné diskutova-
lo o aspektu likvidity na finanénich trzich. Napfiklad ceny dvou ruznych kor-
poratnich dluhopist, které maji stejné marginalni rozdéleni kreditniho rizika,
se mohou vyrazné lisit, protoze jeden se obchoduje na uplném a likvidnim tr-
hu zatimco ten druhy je nelikvidni. Lze potom fici, ze cena druhého obsahuje
prirazku (spread) za likviditu. V soucasnosti vétsinou nerozlisujeme jednotlivé
prvky spreadu (kreditni, likvidni a dalsi rizika). Budeme predpokladat, ze tyto
rizikové faktory jsou spravné zahrnuty v deflatoru ¢ a ceny odpovidaji rovnovaze
mezi nabidkou a poptavkou pro dané aktivum.

45



Je nutné zduraznit, ze mohou existovat dluhopisy s nenulovou
pravdépodobnosti selhéani, které maji stejny rizikovy profil. Tyto dluhopisy
maji tedy stejné marginalni rozdéleni selhani podle realné pravdépodobnostni
miry, ale jejich trzni ceny se lisi. V budoucnosti se ovSem nemohou chovat iden-
ticky (maji pouze stejné marginédlni rozdéleni), protoze jinak by to odporovalo
zakonu jedné ceny, coz by znamenalo vznik arbitraze.

My v této praci predpokladame model finan¢éniho trhu bez arbitraze.

Financé¢ni filtrace

Abychom popsali finanéni informace na trhu, predpokladame, ze existuje druhé
filtrace A = (A;)ies na filtrovaném pravdépodobnostnim prostoru (€2, F,P,F)
s Ay C F; pro viechna t € T. Filtrace A obsahuje ekonomické a finanéni informace
na trhu. Predpokldddme tedy, ze ndhodny proces (Agz))teg je A-adaptovany pro
véechny bazické finanéni instrumenty U, i € Z. Z toho vyplyva, ze

AP = o{AD s <t ieT}C A,

Pokud méame AP = A;, potom bazické finan¢éni instrumenty f; popisuji cely
tok ekonomickych a finan¢nich informaci na trhu. Tuto rovnost ovSem nemusime
nutné predpokladat, protoze mohou existovat dodateéné ekonomické informace,
které nejsou primo odrazeny na finanénim trhu Z.

5.2 Zakladni aktuarsky model

Predpokladejme, ze muzeme rozdélit financni filtraci A a pojistné technickou
filtraci T tak, aby byly nezavislé. Tohle nezavislé rozdéleni ma tu vyhodu, ze
muzeme studovat financéni proménné a pojistné technické proménné oddélene,
takze déle v praci je potom modelujeme zvIast.

Predpoklad 5.2.1. Predpoklddejme, Ze mdme tri fillrace F = (F)es,
A = (A)ex a T = (Ty)ies na daném pravdépodobnostnim prostoru (€, F,P
s Fo=1{0,0} a

1. F; je generovano A; a T; pro vSechna t

2. A a T jsou nezdvislé vzhledem k pravdepodobnostni mire P.

Filtrace A modeluje finané¢ni jevy a filtrace T modeluje pojistné technické jevy.
Plati A;,7; C F; pro vSechna t € ¥, takze jsou finan¢ni informace a pojistné
technické informace pozorovatelné v case t vzhledem k F;. 7Z vySe uvedeného
Predpokladu vyplyva, ze se finanéni a pojistné technické proménné vyvijeji
v Case nezavisle na sobé.

Pro vypocty nadhodnych procesu cash flow X € L, zavedeme soucinovou
strukturu pro dany deflator ¢ a cash flow X. Prvnim krokem je rozdéleni de-
fldtoru € L}, (Q, F,P,F) na finanéni deflator (financial deflator) ¢ a pojistné
technicky deflitor (probability distortion) 7.

Predpokladejme pro tyto deflatory nasledujici tii vlastnosti:

46



1. Deflator ¢ by mél mit soucinovou strukturu, tedy pro vsechna t € ¥ plati
o1 = pio] .
2. Finanénf deflitor ¢p? = (¢);ex by mél byt A-adaptovany.

3. Pojistné technicky deflitor ¢’ = (! );ex by mél byt T-adaptovany a nor-
malizovany (P, T)-martingal.

Souéinové struktura nam usnadiuje vypocty. Deflitor ¢4 by mél vysvétlovat
tvorbu cen na finanénim trhu a ¢! by mél byt ndhodny proces, ktery poskytuje
rizikovou prirazku za nezajistitelna pojistné technicka rizika. Z predchozich tii
vlastnosti a Pfedpokladu lze ocekdvanou hodnotu deflitoru prepsat jako
financni deflator v case t:

Elg: | A =Elpiof | A = o Elof | A = ¢i'Eley] = o

Tedy pfi ocenovani podle financ¢ni filtrace A je releventni pouze financni deflator
e z deflatoru ¢. Pokud navic pfedpokladdme, Ze ¢-konzistentni ndhodny proces
(A,ﬁ”)teg bazickych finanénich instrumentt U je A-adaptovany, ziskdme

SOtAl(ti) = E[%HAI(Ql | Fi] = ]E[Spt+1¢t+1f4t+1 | T2, A
= E[@tTH | ﬁ]E[‘PfﬂAtH | -At] = [@t-&-lAth | At]

Z Predpokladu [5.2.1] a tif vySe predpoklddanych vlastnosti mame
p-konzistentni a A-adaptované nahodné procesy (A,EZ))teg, pro které plati
nasledujici vztah

; 1
A = oA Elpf Al | Al (5.1)
t
To nam ftika, ze financni trh Z je charakterizovan filtrovanym
pravdépodobnostnim prostorem (2, A,,P,A) s ¢“-konzistentnimi ndhodnymi
procesy.
Ptedchozi odvozeni shrneme v nasledujicim predpokladu.

Predpoklad 5.2.2. T7i filtrace F, A a T spliuji predpoklad([5.2.1. Dany defldtor
¢ € L, (Q,F,P,F) md soucinovou strukturu s A-adaptovangm financnim
deflitorem @4 a T-adaptovanym pojistné technickiym deflatorem ol ktery
je normalizovany (P, T)-martingal. Ndhodné procesy (A,E”)teg véech bazickych
finanénich instrumenti U, i € I, jsou A-adaptované, integrovatelné
a p-konzistentni.

Na pojistné technicky defldtor (! );cx lze nahliZet jako na proces hustot na fil-
trovaném pravdépodobnostnim prostoru (€2, 7,,, P, T), ktery umozinuje transfor-
maci miry tak, abychom mohli pracovat s konstantnim pojistné technickym de-
flatorem rovnym 1. TakZe definujeme pravdépodobnostni miru P? ~ P pomoci
Radon-Nikodymovy derivace

dPT T
P Tn = ©n-
Potom ¢! méni (zkresluje) P na ekvivalentni pravdépodobnostni miru P?. Tato

zmeéna se pouziva k vypoctu prirdzky na cast nezajistitelnych pojistné technickych
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rizik. Nejjednodussi volbou pojistné technického deflatoru spliujici Predpoklad
je @7 = 1. Je to vhodnd volba, pokud chceme urcit ¢isté rizikové pojistné
a nejlepsi odhad rezerv jak si ukazeme nize v praci.

Nynf na zdkladé vztahu[5.1a Predpokladu uvedeme nasledujici dusledek.

Disledek 5.2.3. Za Predpokladu ziskdme pro libovolné ndhodné procesy
(A,S”)teg, i €Z, (P, A)-martingalovou vlastnost

SO?AEZ) = E[@?+1A§21 | At]'

Znamenad to tedy, ze nahodné procesy (Af))teg bazickych finanénich instru-

mentt U jsou nejenom konzistentni vzhledem k ¢ a F, ale také vzhledem k ¢*
a A.

Cash flow pojistnych zavazku
Nasim cilem je analyzovat zajistitelné a nezajistitelné ¢asti cash flow z pojistnych
zavazku X. Predpokladame, ze tyto cash flow maji souc¢inovou strukturu. Déle
predpoklddejme, ze cash flow X = (Xo,...,X,) € L, lze pro vsechna k € T
vyjadrit jako

X, = AWTH, (5.2)
kde nshodnd proménnd A®) je Ti-méfitelnd a ndhodny proces U ,E,k) je
Ajp-métitelny. Takze cash flow z pojistnych zdvazku Xj se skladaji ze zajisti-
telné Ajp-métitelné ¢ésti a z nezajistitelné Tp-métitelné casti. Tyto dvé slozky
nyni popiseme.

Predpokladame, ze (Ut(k))teg popisuje A-adaptovany nahodny proces fi-
nanéniho portfolia U* dostupny na finanénim trhu Z. Horn{ index k v Ut(k) znaci
skutecnost, Ze finanéni portfolio U*) kryje cesh flow X a dolnf index ¢ v Ut(k)
znadf fakt, ze se jednd o cenu portfolia U*) v ¢ase t. Finanéni portfolia U®) jsou
linedrni kombinace podkladovych bazickych finanénich instrumentt U®, i € J,
takze pro vhodnou volbu y®*) = (yi(k)>i€j e RPI je finanéni portfolio U*) déno
jako

U® — Z yz(”ﬂ)u(i)7
i€3
a jeho cena v ¢ase t ja dana jako (s vyuzitim linearity)
0O = 4 AP,
7 Predpokladu vime, ze nahodné procesy (Agi))teg jsou ¢-konzistentni,

takze také ndhodny proces (Ut(k))teg je p-konzistentni (vyplyva to z linearity).

Nahodna proménnd A® znaéi pocet jednotek téchto finanénich portfolif ¢ *),
které musime potidit, abychom byli schopni dostat cash flow z pojistnych zavazku
X v case k. Abychom generovali cash flow X}, finanéni portfolia U musime
prodat v ¢ase k, coz znaci hornf index k v U® a (Ut(k))teg.
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Pro jednodussi odvozeni nékterych tvrzeni v dalsich castech této prace defi-
nujme nasledujici cash flow z pojistnych zavazku

X, =XZp=(0,...,0,AMU® 0, 0) € L, (5.3)

kde A® je Tp-méfitelné a (Ut(k))teg je A-adaptovany, ¢p-konzistentni ndhodny
proces finanéniho portfolia U *).
Pro ndami definové cash flow nyni uvedeme nasledujici vétu:

Véta 5.2.4. Za Predpokladu[5.2.9 je p-konzistentnd ndhodny proces cen cash flow
z pojistnych zdvazki X € L, ve tvaru definovdn jako

1 of.
Qu[X )] = EEM{A(’“ | TUR L AP TR,

t

v case t < k.

Diikaz. 7. ¢p-konzistence vyplyva, ze (pQi[Xk])iex je (P, F)-martingal. Takze
z Qr| X k] = Xy ziskdme

Qi X 4] = Elpr Xy | Fi] = E[pF AP UM | T7, A
— Elpf AW | E[AUP | A = Blpf A® | Tpfu®,

kde jsme ve druhém kroku od konce pouzili nezavislost financnich a pojistné tech-
nickych proménnych a v poslednim kroku Dusledek a linearitu ndhodnych
procesu financ¢nich portfolii. Timto je véta dokazéana.

O

Nyni jsme odvodili zédkladni aktuarsky model a jak v ném ocenujeme cash
flow pojistnych zavazku. Jesté pred koncem kapitoly uvedeme nékolik poznamek
k aktudrskému a finan¢nimu ocenovani.

Poznamky:

o Véta iika, ze pro cash flow z pojistnych zavazku X € L, ve tvaru
X, = A(k)U,gk) muzeme uvazovat dva nezavislé procesy za Predpokladu
622
- A-adaptovany ndhodny proces (Ut(k))teg finanéniho  portfolia
U* na finanénim pravdépodobnostnim prostoru (2, A,,P,A) a je
p-konzistentni;

- pojistné technicky ndhodny proces

1
AP = ?MW | T, (5.4)

t

na pojistné technickém pravdépodobnostnim prostoru (A, 7,,P,T)
pro Tr-méfitelné A*).

e Poznamenejme, ze (gotTA,gk))teg je (P, T)-martingal a pro ¢ < k muzeme psat
A® — L gt a®) | — gTIA®
i = =Bl AV | T = EV[A™ | T,

of
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coz zna&i zkreslujici charakter defldtoru . Toto zkresleni je nelinedrni.
7 toho vyplyva, ze ndhodné procesy maji souc¢inovou strukturu

QX4 = APU®.

Muzeme tedy oddélené studovat ndhodné procesy (Ut(k)>t€r§ finan¢énich port-
folif U*) na finanénim trhu Z a pravdépodobnostné zkreslené pojistné tech-
nické procesy (A%k))teg.

Pokud pracujeme s obecnymi cash flow z pojistnych zavazku, vyuzivame
linearitu X =), .« Xy.

Vyraz (Ut(k))teg odrazi zajistitelnou ¢éast pojistnych zévazkt X a A® ne-
zajistitelnou cast. Zajistitelna ¢ast je modelovana s piisluSnym finanénim
deflitorem ¢* pro finanéni trh Z. Pojistné technicky deflitor ¢ se pouziva
k vypoctu rizikové prirdzky za nezajistitelnou cast.

Poté co nakalibrujeme ¢“ na finanéni trh, mame jesté volnost ve volbé
pojistné technického zkresleni ¢?. Nejjednodussi volbou je ¢ = 1 pro
viechna t € . V tomto pripadé ziskdme pro X cenu v case t < k (tento
specidln{ pripad oznacime Q?[])

QV[X ] =EA® | TU®, (5.5)

coZz znamena, ze koupfme ocekavany pocet jednotek E[A®) | T;] financnich
portfolif U™*) v case t < k pro replikaci. Pojistné technické riziko A®) je te-
dy ocenéno jeho podminénou stiedni hodnotou. V pojistné praxi je QY[ X ]
nazyvano nejlepsi odhad (best estimate) diskontovanych zavazkt, kde nej-
lepsi odhad znamené podminénou stiedni hodnotu E[A®) | T;]. Pro ¢! =1
drzime tedy v case t < k finan¢ni portfolio

E[A® | U™, (5.6)

abychom replikovali pojistné zavazky X, = A®U lgk) .

Pokud by A® bylo T;-méfitelné, potom by dévalo perfektni replikacnf
portfolio pro X, v ¢ase t. Obecné A®) neni T,-méfitelné a my Gelime po-
jistné technickym rizikim kvili moznému negativnimu vyvoji v A®) v case
k. Tato pojistné technickd rizika nejsou zajistitelna na finanénim trhu (A a
T jsou nezavislé) a je tedy nutné za né zahrnout prirazku. Ptirdzka je cenou
za riziko nad ocekdvanou hodnotu 5.5 a méla by odrazet marked-to-model
odmeénu za neseni rizik z pojistnych zavazku, jejichz zivot v nasem portfo-
liu dobiha. Pokud chytie zvolime pojistné technicky deflitor ¢f, ziskdme
takovouto marzi na pojistné technicka rizika.

Piedpokladejme, 7e ¢! a A®) jsou striktné pozitivné korelované, mame déno
T; pro t < k. Potom plati

1 1
FE[SO;;FA(M | Te] > FE[SOg | TIEAW | Ti] = E[AW | T3,
t

t
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kde vyuzivame (P, T)-martingalovou vlastnost ¢ v poslednim kroku. Od-

tud mame pro striktné pozitivni ceny Ut(k) >0vcaset <k

1
Qu[X ] = ?EM{ AW T > BIAW | TUP = QX ).

t

Takze rizikové upravend cena Q:[X ] v Case t < k za neseni rizik z run-offu
pojistnych zavazku X je striktné vétsi nez nejlepsi odhad ceny QV[X].
Rozdil

Qi X ] — Q{[Xx] >0

predstavuje prirdzku za (na finantnim trhu) nezajistitelna rizika. Tato ri-
zikové upravena hodnota odrazi rizikovou averzi nositele rizika vyjadienou
pomoci ¢! (v nasem marked-to-model svéte).

V této kapitole jsme uvedli zaklady aktudrského a finanéniho ocenovani, kdy
filtraci F a deflator ¢ rozdélujeme na financni ¢ast a pojistné technickou c¢ast.
Toto rozdéleni vyuzijeme pii sestavovani ocenovaciho portfolia pro replikaci
pojistnych zavazku v dalsi kapitole této prace.
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6. Valuation portfolio v zivotnim

o0~

pojisténi

V piedchozich kapitolach jsme popsali ocenéni cash flow X € L, pro dany de-
flator ¢ € L} ,1(Q, F,P,F) a uvedli jsme finanén{ trh Z bazickych finanénich
instrumenttt U, i € Z. Nyni budeme piedpokladat, ze tento finanéni trh je do-
stateéné bohaty, tzn. obsahuje alesponi véechny ZCB Z (™ se splatnostmivm € ¥,
tedy i bankovni ucet B. V této kapitole se pokusime podivat na celou rozvahu
pojistovny, takze definujeme ocenovaci portfolio (budeme znacit VaPo z an-
glického Valuation Portfolio) uvedené napiiklad v Wiithrich [2] nebo Bithlmann
[8].

Panuje obecny nézor, Ze obé strany rozvahy pojistovny bychom méli ocefiovat
konzistentné. Aktiva vétsinou ocenujeme trzni hodnotou (pokud existuje) nebo
pomoci marked-to-model pfistupu, jestlize nemame dostatecné rozvinuty a li-
pojistné zavazky aktivné obchodovaly. Pro pojistné zavazky tedy nemame trzni
hodnoty. Z tohoto duvodu se pro né snazime spocitat trzné konzistentni hodno-
ty pomoci marked-to-model ptistupu, ktery uvedeme nize. Zakladni myslenkou
je vyjadrit pojistné zavazky (pasivni ¢ast rozvahy) pomoci bazickych finanénich
instrumentt U?, i € Z. Snazime se tedy v podstaté namapovat pojistné zévazky
na vicerozmérné VaPo ve vektorovém prostoru bazickych finanénich instrumentu
UY, i € T, které je jeho bazi. Toto VaPo poté porovnime s realnym portfoliem
pojistovny S, které mame na aktivn{ strané rozvahy. Pojistné zdvazky vyjddiené
pomoci VaPo a existujici portfolio aktiv S jsou definovany na stejném vektorovém
prostoru, takze je mozné obé strany rozvahy porovnavat a muzeme je konzistentné
ocenit.

K obéma stranam rozvahy se stavime pomoci stejné metody, mluvime tedy
o tzv. full balance sheet approach. Pti tomto ptistupu pouzivame dostupné trzni
hodnoty a v piipadech kdy nejsou dostupné, potom trzné konzistentni hodnoty
(tak, aby cely systém ocenovani byl konzistentni).

V prvni podkapitole ukazeme 3 zadkladni kroky, které vedou ke konstrukci
ocenovaciho portfolia. V podstaté nejprve uréime finanéni instrumenty pouzité
k replikaci, poté jejich ,mnozstvi® a nakonec penezni hodnotu ocenovaciho
portfolia. V druhé podkapitole se podivame na vztah ocenovaciho portfolia a
nejlepstho odhadu rezerv. Ve tieti definujeme ocenovaci portfolio zajisténé proti
pojistné technickym rizikum, coz nam umozni definovat prirazku za nezajistitelna
rizika ve ¢tvrté podkapitole.

6.1 Konstrukce valuation portfolia

Nejprve uvedeme ptedpoklady, se kterymi budeme v této kapitole pracovat, a
stanovime model finan¢éniho trhu. To nam umozni v nasledujicich krocich popsat
konstrukeci VaPo. Nasim cilem je replikovat cash flow z pojistnych zavazku X
pomodi finanénich instrumentt U®.
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V této kapitole budeme pracovat s Predpokladem (zdkladni aktuarsky
model) a pojistné technickym deflatorem

pl'=1 (6.1)

pro sestaveni VaPo. Tento predpoklad pro pojistné technicky deflator jsme jiz
uvedli difve v praci a predstavuje jeho nejjedodussi volbu. Funkcional v case
t pii této volbé pojistné technického deflitoru budeme znacit QY[], viz (5.5)).
V dalsi kapitole, kde uvedeme VaPo zajisténé proti pojistné technickym rizikum,
uvolnime predpoklad pro pojistné technicky defldtot ¢’ a ziskdme obecny
funkcional Q;[-].

Predpokladdme finan¢ni trh Z skladajici se z bazickych finanénich instru-
mentt U, i € T, jejichz ceny lze popsat ndhodnymi procesy (Aﬁ”)teg. O téchto
nahodnych procesech predpokladame, ze jsou A-adaptované, integrovatelné a kon-
zistentni vzhledem k ¢.

Pii konstrukci VaPo predpoklddame, ze cash flow z pojistnych zavazku
X € L, lze vyjadiit pomoci bazickych financnich instrumentu U, i e I
Uvazujeme tedy finan¢ni portfolia U, kterd jsou dana linedrnimi kombinacemi
bazickych finanénich instrumentt U®. Pro y = (v;)iez € RP! je finanéni portfo-
lio U definovano jako

U=Uy) =Y yU". (6.2)
i€T
Néhodny proces cen (Uy)es tohoto finanéniho portfolia U je dén (pomoci linea-
rity) jako Uy = >, 1 yiA,gi) a plati pro néj nasledujici vlastnost (konzistence):

Dusledek 6.1.1. Za Predpokladu ndhodnyj proces cen pro U spliiuje pro

te %

1 1
Uy = —Elpi1Upr | Fi] = FE [9024+1Ut+1 | At] .

P t

Tato financ¢ni portfolia U pouzijeme k reprezentaci cash flow X z pojistnych
zavazku a musime je volit obezfetné. Hodné bazickych finan¢nich instrumentu
negeneruje piimo cash flow. Pokud napiiklad koupime akcii (kterd nevyplaci
dividendy) U, potom se cena této akcie vyviji podle (Agi))tg;, ale negeneruje
zadné cash flow, pokud akcii v urcitém case neprodame. Abychom tedy popsali
cash flow generované financ¢nim portfoliem I/, musime nejen urcit bazické finanéni
instrumenty U®, které budeme v nasem finanénim portfoliu drzet, ale také kdy
je prodame za jejich aktualni ceny AEZ). Okamzik, kdy prodame finanéni portfolio
U, budeme znacit hornim indexem k, tedy finanéni portfolio U* je prodéno
v case k € ¥.

Krok 1 pri sestaveni VaPo
Zvolime vhodnou bazi finanénich portfolii U¥), k € T a vyjadifme cash flow
X € L, z pojistnych zavazku pomoci finanéni baze, tedy cash flow X vyjadiime
jako
X = <A<0>UO(°>, o ,A(”)U(”)) : (6.3)

n

kde

o A= (A? ... AM) jsou T-adaptované pojistné technické proménné, repre-
zentujici pocet financnich portfolif
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e nahodné procesy (Ut(k))teg finanénich portfolii U®, k € T, jsou
A-adaptované, integrovatelné a konzistentni vzhledem k ¢

a finanéni portfolio U®) proddme v case k. Ziskdvame tedy nasledujici mapovani

X Y ABy®. (6.4)

Mapovani (6.4) vyjadiuje pojistné zavazky pomoci finanénich portfolif )| tedy
mapuje cash flow X na nékolika rozmérny vektorovy prostor s finanéni bazi U*),
ke®.

Krok 2 pri sestaveni VaPo

Pro pevné zvoleny okamzik ¢ € T nahradime pojistné technické zavazky A®) jejich
nejlepsimi odhady v case ¢t. Dostaneme tedy pro cash flow X a jeho valuation
portfolio VaPo,(X) v case t nésledujici mapovani

X = VaPo(X) =Y E[AW | 7] u®. (6.5)

keT

Jesté nez pristoupime k tfetimu kroku, kde jiz vyjadiime penézni hodnotu
valuation portfolia, uvedeme nékolik poznamek k predchozimu vajadieni a
sladéni cash flow z aktiv a pasiv v ramci pojistovny.

Poznamky:

e Mapovani ptifazuje cash flow X z pojistnych zdvazki T;-méfitelné
finanéni portfolio VaPo;(X). Toto finanéni portfolio replikuje ocekdvané
pojistné technické zavazky pomoci finanénich portfolif U(¥), respektive ba-
zickych finanénich instrumentt 4. Mizeme ho tedy srovnat s jakymkoli
jinym portfoliem aktiv S.

e 7 integrovatelnosti A®) vyplyva, ze VaPo,(X) v (6.4) je dobfe definovéno.

e Jestlize finanéni portfolio U*) je déno nésledujici linedrni kombinaci ba-
zickych finanénich instrumenta U@, i € T,

U® — y® <y(k)) _ Zylﬁk)u(i),

€T

kde y*) = (y(k)>ieI € R, potom ziskdme v ¢ase t vyjadieni

VaPo(X) =Y {Eﬁ (A® 17> yg’“)u(i)}

ke €L
=3 (ZE [A® ] 7] yﬁ’“) U, (6.6)
1€ \keT
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Tohle VaPo miizeme nyni pifmo srovnat s portfoliem S®, které drzime
v rozvaze na strané aktiv. Predpokladejme, ze v ¢ase t je dano jako

O =3 wu. (6.7)
i€T
Potom mame $patné sladénd aktiva a pasiva, jestlize se S® a VaPo,(X)
lisi, tedy pro néjaké ¢ € Z plati

D E[Al B £l (6.8)

ke

Ve vzorci vidime dvé ruzna vyjadieni pro VaPo: prvni tadek dava
vyjadreni pomoci cash flow, kde se soustfedime na to kdy jsou odpovidajici
bazické finan¢ni instrumenty prodany, aby generovaly cash flow; druhy
radek dava vyjadreni pomoci instrumentu, kde nas zajima kolik bazickych
finan¢énich instrumenti musime koupit, abychom replikovali ocekavané
zavazky.

Zatim jsme se nevénovali penéznim hodnotam a ocekavané zavazky jsme
vyjadrili pouze pomoci finanénich portfolii. V dalsim kroku se jim budeme
vénovat a definujeme nejlepsi odhad cash flow X rovny hodnoté VaPo v case
t.

Krok 3: Penézni hodnota pro VaPo

V poslednim kroku mapujeme VaPo na penézni hodnotu v case t pomoci

VaPo,(X) — QJ[X] =Y E[Al ), (6.9)

ke

Poznamky:

Konstrukce naseho mapovani je linearni, muze byt tedy potieba oddélit
cash flow X = X; + X5, abychom nasli vhodna finanéni portfolia /.

Mapovani piifazuje penézni hodnotu ocekdvanym pojistnym
zavazkum v ¢ase t. Pomoci muzeme tuto penézni hodnotu prepsat
jako

- EA® | T U® = Z{E[A<k>|m2y§%”}

ke ke €T
—Z(ZE )
i€ \keT

coz je nejlepsi odhad diskontovanych zéavazku v ¢ase t. Na prvnim tadku je
vyjadieni pomoci cash flow a na druhém pomoci financnich instrumentu.
Nyni miizeme tuto hodnotu srovnat s hodnotou portfolia aktiv S® v case

t, které je dano jako ‘
S =" w AP
i€T
Pokud plati
V> QX

potom jsou ocekavané pojistné zavazky kryty hodnotou aktivy.
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6.2 Nejlepsi odhad rezerv

V predchozi kapitole jsem definovali VaPo v case t pro cash flow X € L,
vyjddiené (6.3). Nachdzi-li se pojistovna v ¢ase t a uz uskutecnila platby X,
pro s < t, potom je hodnota zbylych zavazku

X(t+1) - (O,...,Xt+1,...,Xn) € E,p. (610)

Proto tvorfme rezervy pouze pro tyto zbylé zavazky X 41y v case t. VaPo pro
zbylé zavazky v case t je dano

VaPo (X gn) = > E[A® | TJu® =>" ( > E[AW 7] yi(k)) U,

k=t+1 1€L \k=t+1

Nejlepsi odhad rezerv R{ na budouci zdvazky X 11y v Case t je definovdn
jako

n

RYX 141) = QX )] = > E[AW | 7] U

k=t+1
-5 (3 ) 4
1€ k=t+1

Pro definici nejlepsiho odhadu rezerv jsme tedy zvolili podminénou stiedni
hodnotu. Nyni se podivame na sestaveni valuation portfolia zajisténého proti
pojistné technickym rizikum.

6.3 Valuation portfolio zajisténé proti pojistné
technickym rizikim

VaPo sestavené v predchozich kapitolach kryje ocekavané pojistné zavazky a ve-
de k nejlepsimu odhadu rezerv na budouci zavazky. Abychom ocenili run-off po-
jistnych zavazku, nestaci zohlednit pouze ocekdvané pojistné zavazky. Nositel
rizika (rizikové averzni) zbyvajicich zdvazku bude vyzadovat prirdazku, aby se
mohl vyporddat s (nezajistitelnymi) pojistné technickymi riziky a pokryl nega-
tivni dopady béhem run-offu. Soucet nejlepsiho odhadu rezerv a této prirazky na
nezajistitelna rizika tvori tzv. rizikové upravené rezervy. Vytvorime tedy zajisténé
ocenovaci portfolio, coz bude VaPo zajisténé proti pojistné technickym rizikum.
Budeme pracovat s pojistné technickym deflitorem ¢ # 1.

V pojistovnictvi se (rizikovd) piirdzka na nezajistitelnd pojistné technicka
rizika pocita pomoci marked-to-model pristupu tak, aby rizikové upravené
rezervy napliovali trzné konzistentni pristup. Rizikové upravené rezervy by meély
tedy spliiovat nésledujici definici (viz Cldnek 75 Smérnice 2009/138/EC):

L,.-.2dvazky se ocenuji cdstkou, za miZ by se mohly prevést mebo vyporddat
mezt znalymi partnery ochotnymi uskutecnit transakci za obvyklych podminek.“
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V této kapitole predpokldddme platnost Predpokladu (zdkladni ak-
tudrsky model) s obecnym pojistné technickym defldtorem ¢! pro zajisténé
VaPo. V tomto obecném piipadé budeme ocenovaci funkciondl znacit Q[-].

Zajisténé portfolio sestavime ve dvou krocich a ve tfetim mu priradime
penézni hodnotu, coz bude obdobné jako u nezajisténého portfolia.

Krok 1 pri sestaveni zajisténého VaPo

Prvni krok je stejny jako pro nezajisténé VaPo, plati tedy (6.3))-(6.5)). Zvolime
vhodnou bézi finanénich portfolif ¥, k € T, a vyjadifme cash flow z pojistnych
zéavazku X € L, pomoci financni béze, tedy cash flow X je déno jako

X = (A<0>U(§0>, o ,A(”)U,(L”)> , (6.11)

kde
e A= (A AM) jsou T-adaptované pojistné technické proménné,
e nahodné procesy (Ut(k))tGT finanénich portfolii U®, k € T, jsou
A-adaptované, integrovatelné a konzistentni vzhledem k ¢,

a finanéni portfolio U* prodame v ¢ase k. Ziskavame tedy nasledujici mapovani

X 5y ABY®, (6.12)
ke®

Mapovani (6.12)) vyjadiuje pojistné zavazky pomoci finanénich portfolif /),
tedy mapuje cash flow X na nékolika rozmérny vektorovy prostor s finanéni bazi
UL kexs.

Krok 2 pri sestaveni zajisténého VaPo

Pro pevné zvolené t nahradime pojistné technické zévazky A®) jejich diskon-
tovanymi (pojistné technickym deflaitorem) podminénymi stfednimi hodnotami
v case t. Ziskame nésledujici mapovani pro zajisténé VaPo

1
X v VaPoP™' (X) = S ZE [ AD T u® =3 APu®. (6.13)
keg Tt kes

T-adaptovany diskontovany pojistné technicky nahodny proces (Agk))seg jsme
zavedli v ([5.4]).

Krok 3: penézni hodnota zajisténého VaPo

V poslednim kroku namapujeme zajisténé VaPo na penézni hodnotu v case ¢

VaPoP™ ' (X) = Qi X] = 3 APU®. (6.14)
kex

Stejné jako v prvni podkapitole, i zde uvedeme nékolik poznamek na zavér:
Poznamky:

o7



e Ocenovaci funkciondl Q-] v 6 14) nemé zadny dodateény predpoklad o po-
jistné technickém defldtoru . Lisi se tak od QY]] . kde jsme pouzili
specificky pojistné technicky deflitor ¢! = 1.

e Vysledny ocenovaci proces (Q;[X])ies je -konzistentni, viz Véta [5.2.4]

e Mapovéani (6.14]) pfitazuje penézni hodnotu diskontovanym oc¢ekavanym po-
jistnym zavazkum v case t. Tuto penézni hodnotu lze prepsat jako

x-S a0l - 3 Tt |

ke ke¥ (VA
-3 () ar
1€ \ke%

Na prvnim tadku je vyjadieni pomoci cash flow a na druhém pomoci in-
strumentu.

e Pii rizikové averzi predpokladame, ze A®) je striktné pozitivné korelované
s o1, je-li ddno F;. Z martingalové vlastnosti pojistné technického defldtoru
pro t < k, ziskame

AW = %E [oTA® | 7] > E[A® | T;]. (6.15)

t

Odtud potom pro striktné pozitivni procesy Ut(k) > (0 v case t < k mame

Qe[ X (1)) = Z A k) > Z k)|T = Q7 [ X (141)).

k=t+1 k=t+1

Rozdil Q¢[X (111)] — QY[ X (t41)] > 0 je trzni pfirdzka za riziko (risk mar-
gin nebo market-value margm) kterou nositel rizika vyzaduje za vystaveni
se nezajistitelnym pojistné technickym rizikiim ze zavazku. Blize se mu bu-
deme vénovat v dalsi kapitole v kontextu rezerv.

6.4 Prirazka za nezajistitelna rizika

V této kapitole definujeme rizikové upravené rezervy na pojistné zavazky
X1y =(0,...,0,X¢41,...,X,) vcase t € T_ pro cash flow X € L, vyjadiené
jako (6.11)). Zajisténé VaPo pro pojistné zavazky X 1) je ddno jako, (viz ,

VaPoP™" (X 1)) Z AP ®),

k=t+1

Rizikové upravené rezervy na pojistné zavazky v case t jsou potom definované
hodnotou zajisténého VaPo, tedy

Ri(X (111)) = Qe[ X 141)] Z AP, (6.16)

k=t+1

Nyni zformulujme nésledujici dusledek:
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Disledek 6.4.1. Pfedpoklddejme a zvolme X € L, vzhledem k . Ddle
predpokladejme, Ze nahodné procesy (Ut(k))teg jsou nezdporné, P-s.j., pro vSechna
k € T. Pokud je A% nezdporné korelovany s @f pro vsechna k > t, mdme-li ddno
Fi, plati

Ri(X (141)) = RYU(X (141))-

Diikaz. Jednd se o piimy dusledek (6.15)). O

Dusledek iikd, ze za vhodnych predpokladu jsou rizikové upravené re-
zervy R(X (141)) vétsi nez nejlepsi odhad rezerv RY(X (111)). Rozdil

MVMZ (X (111) = Re(X 41) — R (X (141)) > 0 (6.17)

vyjadiuje prirdazku trzniho rizika v marked-to-model pristupu, tedy prirazku
za nezajistitelna rizika. Tato prirazka je zalozena na explicitni volbé pojistné
technického defldtoru 7, ktery modeluje vlastni averzi k riziku.

Poznamky:

e Rizikové upravené rezervy s vhodnou volbou deflatoru ¢, hlavné tedy
pojistné technické ¢asti 7, spliuji pozadavky formulované v Cldnku 75
Smeérnice 2009/138/EC.

e V aktudrské praxi se pro prirdzku trzniho rizika pouzivaji rozdilné termi-
nologie a také metodologie jejtho vypoctu. Obecné se jedna o bezpecénostni
nebo také rizikovou pfirdzku na nezajistitelna rizika. Naptiklad v Solven-
cy II mluvime o SCR (Solvency Capital Requirement) a pii vypoctu trzné
konzistentni implicitni hodnoty (MCEV) o nakladech na kapital CoC (Cost
of Capital) nebo také CRNHR (Cost of Residual Non-Hedgeable Risk).
Obecné v danych metodach pracujeme se zkreslenim pravdépodobnostni
miry (pojistné technickym deflatorem), teorii uzitku, rizikovymi mirami a
kvantilovymi metodami. VSechny maji spolecné to, ze rizikovou prirdazku
urcujeme pomoci marked-to-model piistupu, protoze neexistuje zadny li-
kvidni trh, kde by se odchodovalo s pojistnymi zavazky (pfrirazku tedy nelze
pozorovat na trhu).

e Pouzita terminologie rizikové upravenych rezerv odpovida technickym nebo
také matematickym rezervam.

e Finanéni trh uréuje model pro finanéni deflitor ¢ (a finanéni filtraci A).
7 predpokladu, ze je finan¢ni trh bezarbitrazni a aplny vyplyva, ze existuje
pravé jeden finanéni deflitor ¢? a ceny bazickych finanénich instrumenti
U jsou jednoznacné. Aviak nas model pro ocenéni je z celkového pohle-
du neuplny, protoze mame nekoneéné mnoho moznosti, jak zvolit pojistné
technicky defldtor ¢!, coz znamen4, Ze ceny pro cash flow z pojistnych
zévazki X nejsou jednoznacéné a zavisi na volbé averze k riziku pomoci 7.
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7. Numerické priklady

Nyni v numerické c¢asti prace uvedeme celkem ttfi priklady, které budou na
sobé vzajemné nezavislé a kazdy z nich ukaze cast toho, v ¢em vlastné spociva
pojem trzné konzistentniho ocenéni a pouziti deflatoru. Nejdiive se podivame
na ocenéni instrumentu obchodovaného na trzich, tedy put opce. Srovname tii
druhy vypoctu, a to pomoci Black-Scholesova vzorce, rizikové neutralni miry a
real world miry za pouziti deflatorti. Ukazeme si, ze pii pouziti dostatecné velkého
poctu simulaci jsou tyto vysledky témér stejné, coz dokazuje ekvivalenci pouzitych
pristupu k ocenéni.

V druhé c¢éasti ocenime jednoduché pojistné produkty, ktery jiz na trhu
obchodované nejsou. Nejdiive pujde o odlozeny duchod s jednorazové placenym
pojistnym, garantovanym zhodnocenim a podily na zisku. Na ném si ukazeme
ekvivalenci ocenéni pomoci rizikové neutralni miry a real world miry s deflatory.
Spocteme trzné konzistentni hodnotu zavazku a soucasnou hodnotu budoucich
zisku. Jde o ¢isté ilustrativni piiklad, takze sami zvolime jednoduchy ekonomicky
model, jeho parametry a parametry pojistného produktu. Poté ocenime pojisténi
pro pripad smrti nebo doziti a na ném si ukazeme aplikaci teorie k replikacnimu
portfoliu. Zde jiz k ocenéni pouzijeme Castecné realnd tzni data, na kterych si
ukazeme alespon naznak mozného pouziti v praxi. Musime vSak zduraznit, ze
nami zvoleny jednofaktorovy Vasickuv model s diskrétnim ¢asem, neni pro praxi
nejvhodnéjsi. My s nim poéitame kvuli jeho jednoduchosti, kterda umoznuje lepsi
odvozeni teoretickych zakladu. Vypocty provedeme v matematickém softwaru
R, kde naprogramujeme potiebné funkce. Kéd programu je soucasti této prace
na prilozeném DVD.

7.1 Ocenéni put opce

Nejdrive srovname trzni hodnotu evropské put opce, a to pro vypocet pomoci tii
metod:

1. Black-Scholestuv vzorec
2. ocenéni pomoci rizikové neutralni miry P*
3. ocenéni pomoci realné miry P s deflatory

Evropska put opce dava jejimu drziteli pravo prodat podkladové aktivum
za predem urCenou cenu (realizacni cena) v ur¢ité datum. Ocenime put opci
na akcii, kterd je v pozici at-the-money, takze jako priklad vezmeme put opci
s nasledujicimi charakteristikami:

e S(0) = K = 100 soucasnd hodnota akcie a realizacni cena (rovnost je
dusledkem at-the-money predpokladu)

e T let je maturita opce a my uvedeme vypocty pro 7' € {1,5,10}

e r = (0,02 bezrizikovéa trokova mira

60



e 1= 0,03 ocekdvany vynos akcie v real world prostredi
e 0 = 0,25 volatilita akciového vynosu

Vyplata put opce s maturitou v ¢ase T je dana vzorcem:

max(K — S(T),0).

7.1.1 Ekonomicky model

Budeme predpokladat, ze v nasem svété se vynosy akcif fidi geometrickym Brow-
novym pohybem. Znamena to, ze v libovolném budoucim ¢ase ¢ plati pro rozdéleni
ndhodného procesu koneéné hodnoty akcie S(t) pii pravdépodobnostni mite P*

log(5(0)) -~ 1og(5(0)) ~ (- %) Vi),

kde r je rocni bezrizikova trokova mira a o je rocni volatilita akciového vynosu.

Pii redlné mite P bereme pro proces S(t) v uvahu také trzni cenu rizika A
podkladové akcie. Mame tedy:

og(5(0)) ~ 1og(S(0) ~ N (- %) Vi),

kde p=1r+ A

V prikladu budeme ptedpokladat konstantni drokové sazby béhem platnosti
smlouvy. Deflatory, coby stochastické diskontni faktory, zajistuji, abychom v real
world modelovani dodrzeli bezarbitraznost a trzni konzistenci.

7.1.2 Black-Scholesuv vzorec

K vypoctu pouzijeme vrozec

p=N(—dy)Ke ™ — N(—dy)S(0),

= [m (S[?) " <r+

s b ()5
=d, — VT

a N(-) je distribuéni funkce standardniho normalniho rozdéleni. Vzorec lze nalézt
napiiklad v Dupacova, Hurt, Stépan [4].

kde
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7.1.3 Rizikové neutralni ocenéni put opce

Predchozi formule je zalozena na rizikové neutralnim procesu pro konecnou ce-
nu akcie. Pokud budeme tento proces simulovat v rizikové neutralnim svété a
spocteme vyplatu derivatu pro kazdou ze simulovanych hodnot, méli bychom do-
stat stejnou hodnotu jako pfi pouziti Black-Scholesova vzorce. Vezmeme tedy:

N
1 =~
p= > max(K ~ SL.(T),0),
i=1

kde Si.(T) je rizikové neutrdlni koneénd hodnota akcie v i-té simulaci. Tu pro
jednotlivé simulace spoc¢teme pomoci

2

Si.(T) = S(0) exp ((r - %) T+ aﬁe) :

kde € mé standardni normalni rozdéleni.

7.1.4 Real world ocenéni s deflatory

Nyni ocenime put opci pomoci real world simulaci a deflatoru. Simulujeme realnou
distribuéni funkei findlni ceny akcie (zahrnuje trzni cenu za riziko). Kazdou si-
mulovanou hodnotu Ize pokladat za stav, ktery muze v budoucnosti nastat. Pri
ocenovani opce budeme postupovat podle nasledujicich krokt:

1. Simulujeme N konecnych cen akcie, které mohou nastat za pouziti procesu
dle miry P. Pfedpoklddame, ze vynos akcii je real world vynos u = r + A.
Ziskame tak N budoucich stavi.

2. Pro kazdou simulovanou cenu akcie (S%(t)) spocteme vyplatu opce
max (K — Sh(t)), kde

2

Si(t) = S(0) exp ((u - %) t+ as\/i>

a € ma standardn{ normalni rozdéleni.

3. Spocteme specifické defldtory ¢* pro véech N moznych budoucich stavi
(scénart).

4. Vsechny simulované vyplaty put opce diskontujeme ptislusnymi deflatory.
5. Vezmeme prumeér vsech diskontovanych vyplat.

Trzni cenu put opce lze tedy vyjadrit jako

N
1 4 ,
p= > plmax(K - 5,(1).0).
=1

Deflatory by mély splnovat nasledujici martingalové podminky:
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1. Pomoci deflatoru by mélo byt mozné ocenit podkladové aktivum:
T

S(0) = % > #iSh(t) (7.1)

i=1

2. Pomoci deflaitort by mélo byt mozné ocenit bezrizikovy bezkuponovy dlu-
hopis:

| XN
—rt __ 7
e = ;:1 ©5. (7.2)

Pokud predpokladdame Black-Scholesuv ekonomicky model, ziskame vyjadieni
Black-Scholesova deflatoru, tedy:

ameo{- (o3 (59 ) - (552) i}

kde £; ma standardni normalni rozdéleni. Odvozeni Black-Scholesova deflatoru
1ze nalézt napiiklad v [10].

Ovérili jsme zda ndmi napocitané deflatory ¢p pro opce s maturitou
T € {1,5,10} splauji martingalovou podminku (7.2)) a koncové hodnoty pod-
kladového aktiva diskontované pomoci deflatoru spliuji . V Tabulce a
Tabulce vidime, ze obé podminky jsou splnény s dostatecnou presnosti, a to
zejména, pokud mame vetsi pocet pozorovani (nase vypocty jsme provedli pro
pocet pozorovani N € {1000, 5000, 10000}).

T=1]T=5|T=10
risk free 0,980 | 0,905 | 0,819
N =1000 | 0,984 | 0,902 | 0,814
defldtor o | N =5000 | 0,980 | 0,903 | 0,819
N = 10000 | 0,980 | 0,905 | 0,819

Tabulka 7.1: Martingalovy test pro deflatory

T=1]T=5]T=10
5(0) 100 | 100 100
Diskontovany | N = 1000 | 97,70 | 102,14 | 103,72
nahodny | N =5000 | 100,08 | 100,62 | 99,83
proces N = 10000 | 100,04 | 100,18 | 99,33

Tabulka 7.2: Martingalovy test ndhodného procesu podkladového aktiva

7 vysledku v Tabulce vidime, ze pokud mame dostatecné mnozstvi po-
zorovani ziskavame blizké vysledky pro rizikové neutralni ocenéni i real world
ocenéni, a to i pro opce s delsi dobou do splatnosti.

Nyni od Evropské put opce, kterd je finanénim instrumentem obchodovanym
na trhu, prejdeme k ocenéni pojistnych smluv, které se jiz na trhu neobchoduji.
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T =10 let S(0) = K =100, r=0,02, 0 = 0,25
N =1000 | N =5000 | N = 10000
Black-Scholes 19,73 19,73 19,73
RN ocenéni 19,01 19,71 19, 86
RW ocenéni 18,87 19,68 19,87
RN/RW rozdil | 0,70% 0,12% —0,04%

T =5 let S(0) =K =100, r =0,02, 0 = 0,25
N =1000 | N =5000 | N = 10000
Black-Scholes 16,53 16,53 16,53
RN ocenéni 15,82 16,25 16,66
RW ocenéni 15,96 16,23 16,68
RN/RW rozdil | —0,90% 0,10% —0,15%

T =1 rok S(0) = K =100, r=0,02, 0 = 0,25
N =1000 | N =5000 | N = 10000
Black-Scholes 8,89 8,89 8,89
RN ocenéni 9,90 8,84 8,92
RW ocenéni 9,94 8, 86 8,93
RN/RW rozdil | —0,36% | —0,16% -0,11%

Tabulka 7.3: Vysledky ocenéni put opce pomoci Black-Scholesova vzorce, rizikové
neutralniho ocenéni a real world ocenéni

7.2 Ocenéni pojistného produktu

Nejdiive se podivame na jednoduchy ptiklad odlozeného duchodu s jednorazoveé
placenym pojistnym, garantovanym zhodnocenim a podily na zisku. Na ném si
ukazeme ekvivalenci ocenéni pomoci rizikové neutralni miry a real world miry
s deflatory. Spocteme trzné konzistentni hodnotu zdavazku a soucasnou hodnotu
budoucich ziski.

7.2.1 Ekvivalence rizikové neutralniho a real world

ocenéni

Uvazujme jednoduchy ekonomicky model, takze nas trh se sklada pouze z bez-
rizikového dluhopisu a akcie. Akcie obsahuje trzni riziko a jeji vyvoj popiSeme
pomoci péti-krokového binomického stromu s Cox-Ross-Rubinstein podminkou
u-d=1, (7.3)
kde u je faktor pohybu ceny akcie nahoru a d pohybu ceny dolu. Tato podminka

plati pro real world projekci. Vyvoj ceny akcie vidime na Obrézku [7.2] Vysledky
si ukazeme na jednoduchém piikladu.

Zvolme real world pravdépodobnost pohybu ceny akcie nahoru jako p = 0,6 a
pravdépodobnost pohybu dolu je potom 1 — p = 0, 4. Predpokladejme, ze jestlize
dojde k rustu hodnoty akcie, potom se v jednom obdobf jeji cena navysi o 13, 5%.
Volime tedy v = 1,135 a z podminky potom mame d = 0,881 pro pokles
ceny akcie. Bezrizikovou trokovou sazbu predpoklddame r = 2%. Na zakladé

64



Syd 3

Syd ®

Obréazek 7.1: Vyvoj ceny akcie v péti-krokovém binomickém stromu

téchto predpokladu spocteme o¢ekavany rocni real world vynos akcie p a rizikove
neutralni pravdépodobnost pohybu ceny akcie nahoru p*:

w_
p=72 = 3,288%
u—d
r_d
pr = S pt=0,548
u—d

Déle piedpoklddejme, ze pojistovna investuje pojistné od klientt do aktiv
dostupnych na nami definovaném trhu, a to v poméru 60% do akcii a 40%
do bezrizikovych dluhopisi. Klienttim pojistovna garantuje minimalni vynos
v = 0,008, tedy rocni vynos z pojistného alespon 0,8% . Jinak klientum pripisuje
60% podila na zisku z investiéniho vynosu portfolia aktiv. Budeme predpokladat,
ze celkové pojistné zaplacené klienty je II = 100000, coz je i pocatecni hodnota
aktiv, kterou investujeme.

Nyni vygenerujeme real world scénare v nasem ekonomickém prostiedi. Mame
péti-krokovy binomicky strom pro vynoj ceny akcie, takze ziskdme celkem 32
moznych ekonomickych scénéaiu, které odpovidaji cestam ve stromu. V programu
R jsme tak v podstaté vytvorili zjednoduSeny generdtoru ekonimickych scénaiu
pro real world prostiedi.

Poté napocteme real world a rizikové neutralni pravdépodobnosti jednotlivych
scénaiu. Napiiklad pravdépodobnost scénaie 32 (5 narustu hodnoty akcie) dle
pravdépodobnostni miry P je

pxpxpxpxp=0,0613
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a obdobné podle rizikové neutralni miry P* mame
prxp kptxptxp" =0,0778.

Ze spoctenych pravdépodobnosti rizikové neutralnich a real world scénaru
muzeme nyni vyjadrit deflatory pro jednotlivé scénére a ¢asové kroky, a to pomoci

vzorce
i D 1
e pi \(1+7)t)’
kde ¢! je deflator pro ¢as t a scéndf i a r je rocni bezrizikovd tirokova sazba.
Dukaz vzorce ([7.4)) 1ze nalézt v [11].

(7.4)

Piehled deflatori pro jednotlivé scénaie a casy vidime v Tabulce [7.11]
Vsimnéme si, ze v fadé scénaru jsou deflatory veétsi nez 1. Jedna se o scénaie
s negativnim vyvojem na nasem trhu, tzn. takové kde dochazi k poklesu cen
akcie.

Déle bychom méli ovérit martingalovou vlastnost pro deflatory, a to tedy ze
plati:

1. ocekdvané hodnoty deflatoru odpovidaji bezrizikové diskontni mife
32
E[(pt]:Zgoipi:e_” prot=1,...,5
i=1
2. deflatory diskontované procesy cen akcie jsou rovny cené v case t = 0

32
Sozz:gpistpi prot=1,...,5
i=1

t=1 t=2 | t=3|t=4|1t=5
E[e:] | 0,9804 | 0,9612 | 0,9423 | 0,9238 | 0,9057
e~ 10,9802 | 0,9608 | 0,9418 | 0,9231 | 0,9048

Tabulka 7.4: Ovéreni martingalové vlastnosti pro deflatory

t=1 [ t=2 [ t=3 [ t=4 =5
E[¢:S:] | 100,020 | 100,040 | 100,059 | 100,079 | 100,099
So 100 100 100 100 100

Tabulka 7.5: Ovéreni martingalové vlastnosti pro diskontované procesy cen akcie

7, Tabulky vidime, ze deflatory splnuji martingalovou vlastnost s do-
statecnou presnosti. Martingalovou vlastnost pro proces cen akcie ovérime pro
pocatecni hodnotu akcie Sy = 100. Z Tabulky vidime, ze ndhodny proces cen
diskontovany deflatory spliuje martingalovou vlastnost.
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Nyni spoc¢teme souc¢asnou hodnotu budoucich zisku (Present Value of Future
Profits, PVFP) za redlné pravdépodobnostni miry P s pomoci deflatoru a také
za rizikové neutrdlni miry P*, kdy diskontujeme bezrizikovou diskontni mirou.
Pro real world PV F Pry plati

5 32
PV FPry = Z Z V;gipiDt,ia

t=1 =1

kde V;; znaci vynos z portfolia aktiv pro pojistovnu v ¢ase ¢ ve scéndii i, ktery
neptipiseme klientium. Pro rizikové neutralni PV F Py méame

5 32

PVEPrpy = Z —(1 i r)t thlpz

t=1 =1

Vidime, ze v pripadé rizikové neutralniho ocenéni diskontujeme vSechny scénéie
stejnou diskontni mirou, narozdil od deflatoru, které jsou specifické pro jednotlivé
scénare. Nyni budeme modelovat cash flow z pojistné smlouvy, abychom spocetli
Vi

Nejprve vyjadiime investiéni vynos naseho portfolia aktiv v jednotlivych le-
tech a pro dané scénére, ktery muzeme vidét v Tabulce [7.12] Potom méme cash
flow z pojistnych zavazku, kde zohledniujeme vynos portfolia, minimalni garanci v
a podily na zisku pripsané klientum. Cash flow z pasiv, které jsou vyplatami kli-
entum vidime v Tabulce a vynosy z portfolia V}, které zustdvaji pojistovné
v Tabulce . Tyto hodnoty jsou jiz oc¢isténé o dan 19%.

Nyni uz muzeme vyjadiit PVFP podle obou pravdépodobnostnich mér a
ziskavame

PV FPpy = —4869,9 = PV F Pry.

Vidime, ze ohodnoceni s pravdépodobnostni mirou P davéa stejné PVFP jako
ohodnoceni s mirou P* pro nasi jednoduchou pojistnou smlouvu a ekonomické
prostiedi, které jsme si definovali v ivodu kapitoly. Vidime, ze napiiklad v tomto
piipadé by byla smlouva pro pojistovnu ztratova a nevyplatilo by se ji smlouvu
za takovychto podminek uzavirat. To je zpusobeno tim, ze jsme parametry smlou-
vy a investicni strategii zvolili bez vazby na redlnd data. V praxi pojistovny pri
nacenovani produktu provadéji testy ziskovovsti, z kterych se stanovuje pojistné
pro klienta tak, aby byl dany produkt ziskovy.

Trzni cenu aktiv oznac¢ime MV, (z anglického market value of assets) a vidime,
ze je stejna v real world prostiedi s mirou P i rizikové neutralnim prostredi s P*

5 32 5

32
MVy=>" yfpip) =9483,9 =) ﬁ >l
=1

t=1 =1 t=1

kde ytﬁf ;, znaci absolutni vynos z portfolia aktiv v real world prostredi a yfj ;v rizi-
kové neutralnim prostredi. Nakonec muzeme vyjadrit trzné konzistentni hodnotu
zavazku jako

MV, =MVy — PVEFP = 14353,8

Hlavnim rozdilem v obou pristupech k ocenéni je hodnota ocekdvaného vynosu
z aktiv. V real world prostiedi s pravdépodobnostni mirou P maji aktiva rozdilné
ocekavané vynosy dle jejich rizikovosti, zatimco v rizikové neutralnim prostiedi
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s mirou P* maji vSechna aktiva ocekdvany vynos roven rizikové neutralnimu
vynosu. Zajima-li nas tedy pouze trzné konzistentni hodnota rezerv, je jedno
zda k ocenéni pouzijeme real world nebo rizikové neutralni prostiedi. Pokud
bychom chtéli zkoumat rozdéleni PVEFP a relevantni rizikové miry, musime pra-
covat s pravdépodobnostni mirou P.

7.2.2 Valuation portfolio

Nyni se podivame na aplikaci teorie z Kapitoly 6 a pojistné zavazky ocenime
pomoci ocenovaciho portfolia. Nejdiive si definujeme zakladni parametry naseho
produktu a toho jak ho budeme modelovat.

Poté sestavime ve ttech krocich ocenovaci portfolio, kdy definujeme jaka cash
flow budeme modelovat jakymi instrumenty, kolik budeme danych instrumentu
k replikaci potfebovat a jak jednotlivé instrumenty ocenit. Uvedeme vyjadieni
pojistného a nejlepsiho odhadu rezerv.

Kromé nejlepsiho odhadu vyjadiime také odhad zajistény proti pojistné tech-
nickym riziku, coz pro nas bude riziko tykajici se imrtnosti. Nejprve musime
sestavit pojistné technicky deflator, abychom poté mohli provést stejné kroky
vypoctu jako u nejlepsiho odhadu. Ukazeme si dulezitou podminku, kterou je
nutno vzit v potaz pii volbé pravdépodobnosti imrtnostich tabulek prvniho radu.

Ve treti casti prikladu jiz doplnime konkrétni hodnoty do nasSich obecnych
vzorcu a spocteme ceny naSich financnich instrumentu, tedy portfolia U a
Evropské put opce P. Vyvoj spotovych sazeb budeme modelovat Vasickovym
modelem na zakladé mési¢nich sazeb pro CHF LIBOR a trzni cenu rizika A
odhadneme z trznich sazeb reprezentovanych Svycarskymi statnimi dluhopisy.
Svycarska data volime zejména kvili jejich dobré dostupnosti a stabilnéjsimu
vyvoji oproti napt. sazbé PRIBOR.

Uvazujme jednoduchou pojistnou smlouvu pro ptipad smrti nebo doziti a
homogenni portfolio L, pojisténych se stejnym vstupnim vékem x = 50. Téchto
L, osob podepsalo v case 0 nasledujici smlouvu na 5 let:

e jednorazova platba pojistného ve vysi II v case 0;

e (ro¢ni) pojistné plnéni v piipadé smrti je finanéni portfolio ¢ s minimalnim
garantovanym vynosem v > (;

e pojistné plnéni v piipadé doziti je rovno hodnoté financ¢niho portfolia .

Jako kone¢ny casovy horizont zvolime n = 5, takze uvazujeme model s dis-
krétnim casem, a to pro t = 0,...,5. Predpokladejme, ze mame zakladni ak-
tuarsky model z Predpokladu s pevné zvolenym deflatorem ¢. Pro sestaveni
VaPo navic predpoklddame, Ze ¢’ = 1. Ocenovaci proces pro finanéni portfolio
U je (Up)iex (s pocatecni hodnotou Uy = 1). Tento proces je A-adaptovany, in-
tegrovatelny a ¢p-konzistentni. L., znaci pocet pojisténych, ktefi jsou na zivu
v ¢ase t. Posloupnost (L,i;)iex je T-adaptovand a nerostouci (tedy omezend a
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integrovatelnd). Definujeme:

Dyity1 = Lyt — Lyyyiq pocet osob, které zemtou v intervalu (¢, ¢ + 1]
Prier1 pravdépodobnost preziti pro (¢,t + 1],
Grt+t+1 = 1 — Pry1 pravdépodobnost dmrti pro (¢, + 1),
E[Lyyit1 | Te) = pryes1Laye oCekdvany pocet téch, kteri preziji interval (¢,¢ + 1],
E[Dwtﬂ | 7;] = Qp+t+1L24 0Cekdvany pocet téch,

ktef{ zemfou v intervalu (¢,t + 1].

L, pocatecnich smluv generuje cash flow X (pro vék =z = 50), které
vidime v Tabulce . Ptichozi cash flow (pojistné) je modelovano se zapornym
znaménkem, odchozi cash flow (pojistnd plnéni pojistnikim) modelujeme
s kladnym znaménkem a y V z = max{y, z}.

cas | cash flow | pojistné plnéni pri tmrti plnéni pri doziti
0 Xo —L, 11
1 X1 DI+1(U1\/(1+U)1)
2 XQ Dz+2(U2 V (1 + U)z)
3 X3 Dx+3(U3 V (1 + 0)3)
4 X4 D:):+4( V (1 + 'U>4)
5 X5 w+5(U5 (1 + U)5) Lx+5U5

Tabulka 7.6: Rozpad cash flow z L, pojistnych smluv

Ocenovaci portfolio

Nyni sestavime valuation portfolio pro nami definované portfolio smluv a budeme
postupovat ve tfech krocich jako v Kapitole 6.

Krok 1 pfi sestaveni VaPo
Pottebujeme zvolit finanéni portfolia, ktera budou replikovat cash flow z po-
jistnych zavazku:

e Cash flow z pojistného jsou jednoduSe penize v case t = 0. Jednotky oz-
nacime U (coz je v podstaté ZCB s maturitou m = 0).

e Pojistné plnéni pii doziti modelujeme finanénim portfoliem U.

e Pojistné plnéni v pripadé timrti pro t = 1,...,5 je maximum z U; a (1 +v)*
(predpokladdme pocatecni hodnotu Uy = 1). Toto maximum modelujeme
pomoci

- podkladového finanéniho portfolia U a

- derivatu na podkladové portfolio & modelovaného put opci P®, kters
umoznuje prodat podkladové finanéni portfolio U v ¢ase t za cenu (1 4 v)°
kdykoli nastane Uy < (1 4 v)".
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Z této volby finan¢nich portfolii vyplyva, ze studujeme 7-dimensionalni vek-
torovy prostor, ktery lze popsat financnimi portfolii

U .u, Py, ... PO,

Predpokladame, ze financni trh Z je dostateéné pestry, takze obsahuje vSechna
tato portfolia. Dostaneme tedy néasledujici mapovani (cash flow vyjidieni a
vyjadieni pomoci instrumentu)

5
X = LIUO + Y Dy +PW) + Ly sU
k=1

5
= L,(-TUO + U) + > Doy PP

k=1

7 vyjadreni pomoci instrumentu vyplyvd, ze pocet podkladovych finan¢ni
portfolif U, které pottebuje pojistovna koupit, je pevné dany (neobsahuje zadny
prvek nahodnosti), protoze kazdy pojistnik dostane pravé jedno finanéni portfolio
bez ohledu na to zda zemfte nebo se dozije konce smlouvy. Jediny prvek nahody
je v poctu put opct P, ... PO které potiebuje pojistovna nakoupit.

Krok 2 v sestaveni VaPo
Musime urcit kolik finanénich instrumentu potfebujeme drzet v case t. VaPo
v case t je ddno pomoci

5
VaPoy(X) = Lo(~TUQ +U) + 3 E[D, s | TIP®
k=1

a pro budouci zavazky v case t =0, ..., 4 ziskdvame

VaPoy (X (141)) = Loyl + Z Dysr | TH]P

k=t4+1
5 k—1
= Ly + Z Qzik ( H px—l—s) Lz+t73(k)
k=t-+1 s=t+1
5 k—1
k=t+1 s=t+1

Druhd rovnost vyplyva z tower property (2.11)) pro podminénou stiedni
hodnotu E[Lz+s+1 ‘ 7;] = px+s+1Lx+s a E[Dx+s+1 | 7;] = q:ererleJrs =
(1 = patst1) Lats. Poznamenejme, ze VaPoy(X (1)) jsou celkové pojistné zavazky
z L, pojistniki, poté co zaplatili pocatecni splatku pojistného II.

Krok 3: Penézni hodnota VaPo
V poslednim kroku vyjadiime penézni hodnotu VaPo. V nasem ptikladé je v case
t = 0 dana jako
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ol X] = Lo(~T1+ Up) + ZE[Derk | TolPuto(U, (1 + 0)*, k)

k=1
5 k—1

=L, |-+ Up+ Y qorr (H pm) Puto(U, (1 + v)*, k:)] . (76)
k=1 s=1

kde U, je cena finanéniho portfolia U v case t a Put,(U, (1 + v)™, m) znaci cenu
put opce P™ v Gase t s realizacni cenou (1 4 v)™ v ¢ase m. Tento ocenovaci
proces pro put opci musi byt také konzistentni vzhledem k ¢, takze je prot < m
déan jako

Puty(U, (1 + )™ m) = %E[wm«l o)~ Uy | Fi.

Z vyjadreni (7.6) muzeme vyjadrit ¢isté rizikové pojistné I1°. Musime zvolit TI
v (7.6)) tak, aby platil princip rovnovdhy Q9[X] = 0. Ziskdme tedy

5 k—1
U0+ 3 g (Hpm) Puta(td, (1 + )" k)
k=1 s=1

Cisté rizikové pojistné II° presné odpovidd oéekdvané hodnoté pojistnych plnén.

Nejlepsi odhad rezerv na budouci pojistné zavazky v case t = 0,...,4 je dan
jako

R (X (t+1)) = Lot

5 k—1
Ut > Gorn ( II p$+s> Put,(U, (1 +v)k,k;)] .

k=t+1 s=t+1

Tato rovnost popisuje penézni run-off budoucich pojistnych zavazk.

Zajisténé ocenovaci portfolio

Nyni se podivame jak urcit portfolio zajisténé proti pojistné technickym riziktm.
O nich obc¢as mluvime jako o nezajistitelnych rizicich, ale tato nezajistitelnost
se vztahuje k instrumentum aktiv dostupnym na trhu. Na nasem piikladu L,
pojisténych ukazeme aplikaci torie z Kapitoly 6.3.

Pro T-adaptovanou posloupnost (L,++)t—o... 5 chceme najit rizikové faktory R,
které ndm umozni sestavit T-adaptovany pojistné technicky deflitor ¢

~ess

E[Lcc—i-t—i-l | 7;] = Payi1 Lz,

kde p,i111 € (0,1) je pravdépodobnost preziti jednoho ¢lovéka. Pro viechny po-
jistené predpokladame stejny vék x + ¢ (a stejné pohlavi), takze méame homo-
genni portfolio s pravdépodobnostmi preziti p, ;11 pro vSechny pojisténé. Navic
predpokladame, ze vSichni pojisténi jsou nezavisli. Predpoklad nezavislosti je
casto rozumny, ale naptiklad pro pojisténi, kde by bylo hodné manzelskych paru,

71



je potfeba zvazit jeho spravnost. Za téchto predpokladu muzeme upravit vyse
uvedenou rovnost na

Lz+t

E[Lyyi1 | Tt = ZE +t+1 | Td] = Poser1 Lo,

kde RY) viit1 € Tep-méfitelny indikdtor zda osoba i z portfolia L, , prezije obdobi

(t,t+1]. Predpokladame, ze Rx+t+1? i=1,..., Ly, jsou iid. (nezavislé a stejné
rozdélené ndhodné veliciny) s Bernoulliho rozdélenim s pravdépodobnosti preziti
Pettr1, za podminky, ze mame dano 7;. Nasim cilem je zvolit tyto indikatory jako
risk drivery, takze uvazujme 7T;,-méfitelny risk driver

1 L,
Rt+1 = (R:E;—ﬁ)-t—&-b ceey Rgc—i—t:f%)'

Poznamenejme, ze R;,; ma i.i.d. prvky, pokud je ddano 7;. Nyni sestrojime po-
jistné technicky defldtor ¢ ;. Zatneme od pojistné technického span-defldtoru,
ktery oznacime jako
Pl
qu =

of

O jednotlivych zivotech predpokladame, ze jsou i.i.d., za podminky 7;, takze
modelujeme span-deflator jako néasledujici soucin

Lot

T R
Vi = Vi (Re) = H 11 x+t+1

s funkef Y2, (-) : {0,1} — Ry tak, ze kazdy faktor v souc¢inu md podminénou
stredni hodnotu rovnu 1. Takze plati

E[Y,}, | Ti) =

Loyt Lyt
H Y;{-l Rx+t+1 ] H E[Y; t+1 zl—&—t—i-l) | Tl =1,

kde jsme ve druhém kroku vyuzili nezavislosti jednotlivych zivotu. Nyni zvolime
nésledujici span-deflatory, které pro p,,., € (0,1) definujeme jako

Yin(1) = IM >0
Pz4t+1

1 — + +
YQ.TH(O) _ Pryit1 _ Dottt >0,

I — potin1 Qr+t+1

(7.7)

pro ¢ 01 = 1 —pli,1 € (0,1). Potom ziskdme pozadovanou normalizaci

+ +
i P q,
E[}/;IJ;l(Rﬂ(cJ)rtJrl) ‘ 7;] = Patt+1 s + qz+t+1l+l = 1.
Pzt Qr+t+1

Ocekdvany pocet prezivsich v intervalu (¢,¢ + 1] diskontovany pojistné tech-
nickymi span-deflatory je potom (pouzijeme rozdéleni span-deflatoru, normalizaci
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a nezavislost jednotlivych zivotu)

I+t

EYii Loy | T = Z B[/ R, | T

L:r+t Loyt ‘

o Z E H Ytzl z]+)t+1 RQ(UZJ)rtJrl 7;]
Lyt A

-2 E YR )R | T
Lz+t

P

= Zp:r+t+1 L = p;rtﬂ[/zﬂ-

i—1 Pati+1

Analogicky méme pro oc¢ekdvany pocet amrti v (¢,t + 1]

E[Y;11Dx+t+1 | 7;] = Lx+tE[Yt+1Lm+t+1 | 7?]

_ _ o+
= Lgyt — px+t+1Lch+t = Qorir1 Lot

Pojistné technicky span-defldtor VX, umoznuje zménu z pravdépodobnosti
preziti pyi¢y11 (a pravdépodobnosti umrti g,y;11) na pravdépodobnost preziti
piiis1 (a pravdépodobnost tmrti ¢, ). V zivotnim pojistén se (py4)r, nazyva
umrtnostni tabulka druhého radu a odpovida ocekavanym hodnotam, zatimco
(P )i je Utmrtnostni tabulka prvniho fadu, kterd zahrnuje obezietnostni
prirazku. Jaké ma tato prirdzka znaménko zavisi na podkladovém pojistném
produktu. Napiiklad pro dozivotn{ diichod volime p 4441 > Patt+1 Pro viechna t.
Pokud se podivdme na technické rezervy, které musi tvorit pojistovny v CR dle
zékona o pojistovnictvi, potom napiiklad v pifpadé vypoctu rezervy na splnéni
zavazku z pouzité technické tdrokové miry a ostatnich pocetnich parametri
pouzivame umrtnostni tabulky prvniho radu.

Pojistné technicky deflator je tedy definovan jako

t t Lgys—1
STV =TI T v/ ). (78)
s=1 s=1 =1

Nyni sestavime VaPo =zajisténé proti pojistné technickym rizikum.
Krok 1, kdy musime zvolit finan¢éni portfolia pro replikaci zavazku, je
stejny jako u nezajisténého VaPo.

Krok 2: Zajisténé VaPo Musime urcit kolik finan¢nich instrumentu z kroku
1 potifebujeme drzet v case t. Pro pojistné technicky deflator ([7.8)) méme

5
1
VaPo™ (X)) = Ly( )+ —T Dy | )P
=1 Pt
a pro ocekavané pojistné zavazky v case t = 0,...,4 mame
VaPol" (X (441)) = Lyrild + Z o Dosr | TJP™
h=t11 ¥
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Zvolime-li tmrtnostni tabulku prvntho fadu pf,, €  (0,1), méme
pravdépodobnosti tmrt{ ¢}, = 1 — p¥,,. Odtud vyplyva rovnost

1

t s=t+1

Takze pro zajisténé portfolio méame

VGPOfr0t<X(t+1)) = Lm+t

5 k-1
U+ Z i ( H p;r+s> P(k)] : (7.9)
k=t+1 s=t+1
Abychom ziskali prirdazku za nezajistitelna rizika MV M, pro vyplatu v case
k = t+ 1 musf platit ¢/ ,,; > @uier1. Abychom ziskali prirdzku pro vyplatu
v case k = t + 2 musi platit ¢, P01 > GoteroPotir1, ale z vyplaty v case
k =t+1jiz mdme p ., < pyies1, takze volba ¢, , musi vykompenzovat i
prvni periodu ¢ + 1.

Krok 3: Penézni hodnota zajisténého VaPo

V poslednim kroku spo¢teme penézni hodnotu zajisténého VaPo. V case t = 0 je
dana rovnosti

QO[X] =L,

k—1
—1I+Uo + Z Dztk (le‘+s> PUtO(u (1 + U)ka k)] ’

k=1 s=1

kde Uy je cena finanéniho portfoliald v ¢ase t a Put, (U, (1+v)™, m) znaci cenu put
opce P v ¢ase t. Pokud pouzijeme princip ekvivalence pojistného Q [ X] =0,
ziskame vyjadieni pro rizikové upravené pojistné II

k—1
H UO + Z qm—i—k (sz-l—s) PU’tO(u7 (1 + U)k7 k)

k=1 s=1

Poznamenejme, ze vzhledem k averzi k riziku by mélo byt toto rizikové upravené
pojistné II vétsi nez ¢isté rizikové pojistné I1°. Mdme tedy nésledujici podminku
na tmrtnostn{ tabulku prvntho fadu p},,

5 k-1
Z A r (H p;rs) Puto(U, (1+v)F Z Qotk (H p$+s> PutoU, (1+v)F k).
k=1 s=1

Rizikové upravené rezervy na budouci pojistné zavazky jsou v ¢ase t =0,...,4
5 k—1
RUX 1) = Lows Ui+ Y iy ( 11 p;:s) Put,(U, (1 +v)*, kz)] .
k=t+1 s=t+1

Predpokladejme, Ze pro vSechna t =0, ..., 4 plati

5 k—1
Z q;rk ( H pi—f—s) PUtt(u’ (1 +U)k’k)

k=t+1 s=t+1

> Z Gtk ( 1:[ pHS) Puty(U, (1 + v)k,k). (7.10)

k=t+1 s=t+1
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Odvozeni predpokladu je uvedeno v priloze prace a ziskdme z néj vhodnou volbu
J’_
pro p, ., a to

her1 (k)
+ t+1
Patt € (k?ﬁ‘,’f,ﬁ . (k)px+t,px+t) ; (7.11)

k—1 k—1
kde hiH(k) = qmt,-k H5:t+1 p;r—i-s a ht+1<k) = Qu+k Hs:t+1 Pxts- Z VOlby " pro
vSechna t +1 = 1,...,5 vyplyva, ze mame kladnou ptirdzku za nezajistitelnd
rizika pro L, > 0, kterd je

MV ME(X 1+1) = Re(X (141)) — RUX (t41))

5 k-1 k—1
= Loyt Z [q;«:k ( H PLs) — Qx+k ( H pz-l—s)]

k=t+1 s=t+1 s=t+1
x Put,(U, (1 +7) k) > 0.

V  podstaté cast  pravdépodobnosti  preziti H];;ll Peis  alokujeme
k pravdépodobnostem tumrti prvniho fadu, tedy posuneme umrtnosti ta-
bulky tak, ze zemfe vice lidi nez se ocekava, coz vede k vysSsim vyplatam
pojistného plnéni.

Numerické vysledky

Ve vyjadieni pro VaPo a pro zajisténé VaPo mame piedpoklad nor-
malizace pro finanéni portfolio U, tedy Uy = 1. To by v podstaté znamenalo, ze
kazdy klient zaplatil pojistné 1, které se poté investovalo do financniho portfolia.
Abychom pracovali s rozumnymi vysledky, zvolime parametr a = 10000, kterym
prenasobime obé rovnice. Ziskavame vyjadieni

5 k—1
U + Z Qz+k ( H px+s> P(k)] )

k=t+1 s=t+1

VaPOt(X(t+1)) = LertCL

VaPofmt(X(tH)) = Ly1ia

?

5 k—1
U+ Z T, < H p:'_-‘rs) P

k=t+1 s=t+1

kde a lze povazovat za vysi investice v jednotkach napt. ur¢ité mény pro kazdého
7 L,y klientt. Nyni musime vyjadfit ndhodné procesy pro finan¢ni portfolio U
a Evropskou put opci P®) a zvolit pravdépodobnosti pro tmrtnostni tabulky
prvnfho a druhého fadu p,4; a py,,. Jako pravdépodobnosti z imrtnost{ tabulky
druhého t4du p,.; zvolime data z populaénich dmrtnostich tabulek Ceského
Statistického Ufadu. Jednd se o dmrtnosti tabulky z roku 2013 a budeme
predpoklddat, ze nase pojisténi uzavieli pouze muzi. Data jsou dostupnd z [12].
Ziskdme tedy umrtnosti druhého fadu ¢+, které vidime v Tabulce [7.7]

t 1 2 3 4 5
¢Go+e 0,51% 0,55% 0,64% 0,72% 0,81%

Tabulka 7.7: Pravdépodobnosti timrti druhého fadu ¢, ¢ pro muze ve véku z = 50
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Abychom ziskali spravné pravdépodobnosti p},, pro umrtnostni tabulky
prvniho Tadu, musime zvolit takové, které splnuji podminku . Pokud
zdvojndsobime pravdépodobnosti dmrt{ pro jednotlivé roky, tedy ¢, = 2¢zis,
bude tato podminka splnéna jak vidime v Tabulce [7.8

t 0 1 2 3 4
Dot 99,54% | 99,49% | 99,45% | 99,36% | 99,28%
[o 99,08% | 98,99% | 98,90% | 98,56% | 93,38%
maxk:t+17,,,75%1—1ggp50+t 51,00% | 50,72% | 50,41% | 50,05% | 49,64%

Tabulka 7.8: Ovéreni podminky ([7.11)) pro pravdépodobnosti preziti

Méme tedy ndsledujici volbu pravdépodobnost{ imrtnosti g, +¢ Z umrtnostni
tabulky prvniho radu:

t 1 2 3 4 5
Qo 1,02% 1,10% 1,28% 1,44% 1,62%

Tabulka 7.9: Pravdépodobnosti timrt{ prvntho fadu ¢/, pro muze ve véku z = 50

Nyni uréime ndhodné procesy financ¢nich instrumentu, tedy portfolia U a Ev-
ropské put opce P. Pro finan¢ni portfolio U predpokladdme ocenovaci proces
(Up)tes s exponencidlnim rustem a Uy = 1, takze pro t € T_ méme

1
Ut+1 = Ut exp{(l + )\O’C)'I"t - 50’2 — U(SH_l},

viz Véta Pro parametr Cov(ei1,0i41 | Ai) = ¢ € (—1,1) predpokladdme
¢ = 1 jak jsme uvedli v (3.5]). Parametr trzn{ ceny rizika A\ odhadneme z dat
nize v této kapitole a volatilitu finanéniho portfolia U zvolime o = 15%. Déle
piedpokldddme, ze finanéni deflitor ¢o? je modelovan diskrétnim jednofakto-
rovym Vasickovym modelem, ktery jsme uvedli v Kapitole 3, a ndhodny pro-
ces (Uyp)ies je p-konzistentni. Abychom mohli spocist deflatory ¢, a hodnoty fi-
nan¢niho portfolia U, potifebujeme namodelovat spotové sazby r;.

Jelikoz v nasem prikladu pouzijeme jednofaktorovy Vasickuv model, ktery
neni prili§ robustni pii pouziti na redlnd data, zvolime jako referencni sazbu
svycarsky CHF LIBOR, kde jsou data dobfe dostupnd z [14] a ¢asové fada je
dostatecné dlouhda a nevykazuje tolik vykyvu jako naptiklad PRIBOR. K odhadu
parametru Vasickova modelu pouzijeme metodu maximalni vérohodnosti popsa-
nou v Kapitole 3.2. Vzorce z Tvrzeni naprogramujeme v softwaru R a kéd
je k nahlednuti na pfilozeném DVD.

Nejprve musime vybrat dostupnd pozorovani ro.r = {rg,...,rr}. Mélo by se
jednat o kratkodobé bezrizikové sazby s malym ¢asovym krokem ¢§. Pokud se
pohybujeme v prostiedi s diskrétnim ¢asem, zéalezi na volbé §. Spotové sazby
(r)iex a odpovidajici numeraire bankovniho uétu (By);es se mohou znacné lisit
v zavislosti na volbé ¢asového kroku ¢ = 1 (roéni ¢asovy interval) nebo § = 1/12
(meésicni ¢asovy interval). Pro odhad parametru spotovych sazeb zvolime mési¢ni
data a potom je transformujeme na ro¢ni krok, zejména proto abychom meéli vétsi
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pocet pozorovani. V jednofaktorovém Vasickové modelu to provedeme pomoci
vzorcu z Kapitoly 3.2.

Jak uz jsme uvedli vySe, pro kalibraci bezrizikovych sazeb pouzijeme jed-
nomésicni CHF LIBOR, takze mame mésiéni casovy krok § = 1/12. Je nutné
poznamenat, ze zanedbame kreditni riziko a riziko likvidity. Pozorované hodnoty
jsou z obdobf od 01/1998 do 12/2010, které vidime na Obrézku [7.2]

Data 1M CHF LIBOR

n.oz 0.03 n.04 0.04
| | | |

0.01
|

I I I T I I I I T I I
1998 2000 2002 2004 2006 2008 2010

Obrazek 7.2: Data pro CHF LIBOR z obdobi 01/1998 az 12/2010

Nejprve odhadneme parametry pro mésicni data a ziskame nasledujici odhady

o~ ~

85 =0,9759, bt =0,0110 a ¢2=592-107°.

S pouzitim téchto odhadu predpokladu muzeme na zdkladé vyjadieni (3.13)
spocitat empirickd rezidua definovana jako
1= Bsriea — (1= B5)b;

€t = — prot=1,...,T.
9s

Tato empiricka rezidua by méla ptiblizné vypadat jako posloupnost i.i.d. Z gra-
fu vidime, Ze je tento predpoklad pravdépodobné porusen. Pokud spocteme
empirickou korelaci mezi po sobé jdoucimi rezidui ziskdme —0,03, coz je porad
celkem rozumna hodnota. Pokud spocteme empirickou korelaci pro absolutni
hodnoty empirickych rezidui |&], které vidime v grafu [7.4] ziskdme hodno-
tu 40,42, z ¢ehoz vyplyva relativné velka zavislost (negativni) mezi po sobé
jdoucimi empirickymi rezidui. Pozorovani s vysokou zapornou hodnotou zvysuje
pravdépodobnost vysoké kladné hodnoty v dalsim obdobi. Znamena to tedy, ze
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Empiricka rezidua
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Obrazek 7.3: Empirickd rezidua & pro 1M CHF LIBOR

bychom méli pravdépodobné pouzit jiné rozdéleni pravdépodobnosti nebo bychom
meéli zavislost v ¢ase modelovat jinak. Jelikoz nam jde jen o ilustrativni piiklad,
zustaneme u nami zvoleného rozdéleni.

Odhadli jsme hodnoty parametru pro mésiéni krok § = 1/12 a nyni je pomoci
vzorcu transformujeme na parametry pro ro¢ni krok. Ziskavame hodnoty

~

=Y ) /;:7 &g/\:, ' .
b6 =0,7462, b 0,0110 2—=551-10"°

Dlouhodoby priumeér bAj} — b*. Na grafu vidime vysledné vynosové kiivky pro
odhady parametru B:;, lz}‘, g3 (mesicni krok) a B, bA*, gA2 (roéni krok). Pro oba
casové kroky jsme stanovili trzni cenu rizika A = 0 a pocatecni spotovou sazbu
ro = 0,1425%, kterd odpovidd 1M CHF LIBOR v 12/2010. Vidime, Ze se obé
krivky 1isi, pficemz ta s mésicnim krokem je vyssi, protoze umoznuje vetsi
mnozstvi investi¢énich prtilezitosti. Obé kiivky konverguji ke stejnému dlouho-
dobému prumeéru 1, 10%.

Pokud nyni nakalibrujeme ro¢né iroceny jednofaktorovy Vasickuv model s dis-
krétnfm ¢asem na trzni sazby Svycarskych stétnich dluhopist s ro = 0,44%
k 12/2010, ziskdme pomoci metody nejmensich ¢tverci odhad parametru trzni
ceny rizika A= 24,8. Na grafu vidime, ze spotové sazby Y (T, m, TT)(;\\) pro
nami odhadnuté parametry nesedi na data uplné presvédcive, coz je zpusobeno
tim, ze Vasickuv model nemd dostatecné mnozstvi stupnu volnosti, aby lépe
kopiroval nase data. Jelikoz se data z let 2008-2010 vztahuji na obdobi finanéni
krize, ziskdvame pomérné vysoky parametr trzni ceny za riziko. Pokud bychom
pozorovani z let 2008-2010 odstranili, ziskdme odhad parametru trzni ceny rizika
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Absolutni hodnota empirickych rezidui
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Obrazek 7.4: Absolutni hodnota empirickych rezidui |&;| pro 1M CHF LIBOR

A=38,2.
Cena Evropské put opce P) v case t se splatnosti T a realizaéni cenou
K = (1 +v)T na podkladové aktivum U je déna (viz Tvrzeni 4.3.3)) vzorcem

Put,(U, (14 0)",T) = P(t,T)(1 4 v)" ®(—dy + 0F),) — Uy ®(—dy),
s Vasickovou cenou pro ZCB P(t,T) v ¢ase t < T a

1 P, T)(1+v)T 1
di = ( ( )lsvt ) ) 50%1&7

0T|t =g Z (5,T)* — 2goc Z (T —t)o?

Spoéteme tedy ceny Evropskych put opci P pro minimélni garantovanou
urokovou sazbu v = 1%. Ceny vidime v ndsledujici tabulce:

Splatnost T 1 2 3 4 5
Puto(U,(1+ )", T) 0,0598 0,0872 0,1038 0,1157 0,1243

Tabulka 7.10: Ceny Evropskych put opci v ¢ase 0: Puto(U, (1 + )T, T) pro mi-
nimalni garanci v = 1%

Nejlepsi odhad rezerv v case 0 pro L, = 100 je dan jako (volime parametr
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Obrazek 7.5: Vynosova kiivka m > T +— R(7T, m) pro mési¢ni a ro¢ni krok

a = 10000, abychom dostali vysledek v rozumnych jednotkéch)

Ro(X (1)) = Lea

5 k—1
Uo + Z Qo+ (H pm) Puto(U, (14 7)F, k)] = 1003237.

k=1 s=1

Cena R{(X (1)) — LyaUy = 3237 za garanci miniméln{ drokové miry je relativné
mala, protoze pravdépodobnosti tmrti ¢, 1,...,q.y5 jsou malé pro x = 50.
Pokud bychom zvolili x = 65, pak by nés tato garance stala 13185.

Nakonec spocteme rizikové upravené rezervy Ro(X (1)) s pravdépodobnostmi
z dmrtnostni tabulky prvnfho fadu pf,, a prirdzku za nezajistitelnd rizika
MV MF (X 1)) v case t = 0. Nejprve pro rizikové upravené rezervy mame

5 k—1
Ro(X ) = Loa |Uo + Y _ ql, (H p;+s) Puto(U, (1 + )%, k)| = 1006375,
k=1 s=1

takze vidime, Ze se zvySenim pravdépodobnosti imrti nam roste hodnota re-
zerv. Nyni vyjadiime hodnotu prirdzky za nezajistitelnd rizika MVM podle ([6.17))

MVME(X 1) = Ro(X 1)) — RY(X (1)) = 3138.

Vidime tedy, Ze abychom v praxi ocenili zdvazky pojistovny vyplyvajici z po-
jistnych smluv trzné konzistentné, muzeme vyuzit replikace podle ocenovaciho
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Obrézek 7.6: Trzni rotné urocené spotové sazby Yy (T, m) k 12/2010 a rocné
urocené spotové sazby Y (T,m,rr)(A) z jednofaktorového Vasickova modelu s
diskrétnim casem.

portfolia. Nejprve je nutné urcit financni instrumenty, kterymi budeme pojistné
zavazky replikovat, a to na zékladé cash flow, které vyplyvaji z pojistnych smluv.
Vyvoj sazeb do budoucna muzeme bud modelovat na zakladé spotovych sazeb,
jako jsme to provedli v této praci, nebo pfistoupit k modelovani celé vynosové
krivky v ¢ase, coz je v praxi castéjsim pristupem.
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Deflatory jsou zavislé na scénatri a case

t=1

t=2

t=3

t=4

t=5

Scénar 1
Scénar 2
Scénar 3
Scénar 4
Scénar 5
Scénar 6
Scénar 7
Scénar 8
Scénar 9
Scénar 10
Scénar 11
Scénar 12
Scénar 13
Scénar 14
Scénar 15
Scénar 16
Scénar 17
Scénar 18
Scénar 19
Scénar 20
Scénar 21
Scénar 22
Scénar 23
Scénar 24
Scénar 25
Scénar 26
Scénar 27
Scénar 28
Scénar 29
Scénar 30
Scénar 31
Scénar 32

1,808
1,461
1,461
1,180
1,461
1,180
1,180
0,954
1,461
1,180
1,180
0,954
1,180
0,954
0,954
0,771
1,461
1,180
1,180
0,954
1,180
0,954
0,954
0,771
1,180
0,954
0,954
0,771
0,954
0,771
0,771
0,623

1,772
1,432
1,432
1,157
1,432
1,157
1,157
0,935
1,432
1,157
1,157
0,935
1,157
0,935
0,935
0,756
1,432
1,157
1,157
0,935
1,157
0,935
0,935
0,756
1,157
0,935
0,935
0,756
0,935
0,756
0,756
0,611

1,737
1,404
1,404
1,134
1,404
1,134
1,134
0,917
1,404
1,134
1,134
0,917
1,134
0,917
0,917
0,741
1,404
1,134
1,134
0,917
1,134
0,917
0,917
0,741
1,134
0,917
0,917
0,741
0,917
0,741
0,741
0,598

1,703
1,376
1,376
1,112
1,376
1,112
1,112
0,899
1,376
1,112
1,112
0,899
1,112
0,899
0,899
0,726
1,376
1,112
1,112
0,899
1,111
0,899
0,899
0,726
1,112
0,899
0,899
0,726
0,899
0,726
0,726
0,587

1,670
1,349
1,349
1,090
1,349
1,090
1,090
0,881
1,349
1,090
1,090
0,881
1,090
0,881
0,881
0,712
1,349
1,090
1,090
0,881
1,090
0,881
0,881
0,712
1,090
0,881
0,881
0,712
0,881
0,712
0,712
0,575

Tabulka 7.11: Deflatory pro real world scénare
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Investiéni vynos v danych letech (v %)
t=1 t=2 t=3 t=4 t=5

Scénar 1 | -6,34% -6,34% -6,34% -6,34% -6,34%
Scénar 2 | -6,34% -6,34% -6,34% -6,34% 8,90%
Scénar 3 | -6,34% -6,34% -6,34% 8,90% -6,34%
Scénar 4 | -6,34% -6,34% -6,34% 8,90%  8,90%
Scénar 5 | -6,34% -6,34% 8,90% -6,34% -6,34%
Scénédr 6 | -6,34% -6,34% 8,90% -6,34%  8,90%
Scénar 7 | -6,34% -6,34% 8,90% 8,90% -6,34%
Scénar 8 | -6,34% -6,34% 8,90% 8,90%  8,90%
Scénar 9 | -6,34% 8,90% -6,34% -6,34% -6,34%
Scénér 10 | -6,34%  8,90% -6,34% -6,34%  8,90%
Scénér 11 | -6,34%  8,90% -6,34% 8,90% -6,34%
Scénar 12 | -6,34% 8,90% -6,34% 8,90%  8,90%
Scénar 13 | -6,34% 8,90% 8,90% -6,34% -6,34%
Scénar 14 | -6,34% 8,90%  8,90% -6,34% 8,90%
Scénér 15 | -6,34%  8,90% 8,90%  8,90% -6,34%
Scénér 16 | -6,34%  8,90%  8,90%  8,90%  8,90%
Scénar 17 | 8,90% -6,34% -6,34% -6,34% -6,34%
Scénar 18 | 8,90% -6,34% -6,34% -6,34% 8,90%
Scénar 19 | 8,90% -6,34% -6,34% 8,90% -6,34%
Scénar 20 | 8,90% -6,34% -6,34% 8,90%  8,90%
Scénér 21 | 8,90% -6,34% 8,90% -6,34% -6,34%
Scénar 22 | 8,90% -6,34% 8,90% -6,34% 8,90%
Scénar 23 | 8,90% -6,34% 8,90% 8,90% -6,34%
Scénar 24 | 8,90% -6,34% 8,90% 8,90%  8,90%
Scénér 25 | 8,90% 8,90% -6,34% -6,34% -6,34%
Scénér 26 | 8,90% 8,90% -6,34% -6,34%  8,90%
Scénér 27 | 8,90% 8,90% -6,34% 8,90% -6,34%
Scénar 28 | 8,90% 8,90% -6,34% 8,90%  8,90%
Scénar 29 | 8,90% 8,90% 8,90% -6,34% -6,34%
Scénér 30 | 8,90% 8,90% 8,90% -6,34% 8,90%
Scénéar 31 | 8,90% 8,90% 8,90% 8,90% -6,34%
Scénéar 32 | 8,90% 8,90% 8,90% 8,90%  8,90%

Tabulka 7.12: Investi¢ni vynos portfolia aktiv
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Platby klientim (RW cash flow)

t=1 t=2 t=3 t=4 t=5
Scénar 1 | 800 800 800 800 800
Scénar 2 | 800 800 800 800 5340
Scénar 3 | 800 800 800 5340 800
Scénar 4 | 800 800 800 5340 5340
Scénar 5 | 800 800 5340 800 800
Scénar 6 | 800 800 5340 800 5340
Scénar 7 | 800 800 5340 5340 800
Scénar 8 | 800 800 5340 5340 5340
Scénar 9 | 800 5340 800 800 800
Scénar 10 | 800 5340 800 800 5340
Scénar 11 | 800 5340 800 5340 800
Scénar 12 | 800 5340 800 5340 5340
Scénar 13 | 800 5340 5340 800 800
Scénar 14 | 800 5340 5340 800 5340
Scénar 15 | 800 5340 5340 5340 800
Scénar 16 | 800 5340 5340 5340 5340
Scénar 17 | 5340 800 800 800 800
Scénar 18 | 5340 800 800 800 5340
Scénar 19 | 5340 800 800 5340 800
Scénar 20 | 5340 800 800 5340 5340
Scénar 21 | 5340 800 5340 800 800
Scénar 22 | 5340 800 5340 800 5340
Scénar 23 | 5340 800 5340 5340 800
Scénar 24 | 5340 800 5340 5340 5340
Scénar 25 | 5340 5340 800 800 800
Scénar 26 | 5340 5340 800 800 5340
Scénar 27 | 5340 5340 800 5340 800
Scénar 28 | 5340 5340 800 5340 5340
Scénar 29 | 5340 5340 5340 800 800
Scénar 30 | 5340 5340 5340 800 5340
Scénar 31 | 5340 5340 5340 5340 800
Scénar 32 | 5340 5340 5340 5340 5340

Tabulka 7.13: Cash flow ze zavazku (pojistnych smluv)

84



Vynosy z aktiv po dani

t=1 t=2 t=3 t=4 t=5
Scénar 1 | -H781 -H781 -5781 -5781 -5781
Scénar 2 | -H781 -5781 -5781 -5781 2884
Scénar 3 | -H781 -5781 -5781 2884 -5H781
Scénar 4 | -H781 -5781 -5781 2884 2884
Scénar 5 | -H781 -5781 2884 -5781 -H781
Scénar 6 | -H781 -H781 2884 -5781 2884
Scénar 7 | -H781 -5781 2884 2884 -5781
Scénar 8 | -H781 -5781 2884 2884 2884
Scénar 9 | -H781 2884 -5781 -H781 -H7T81
Scénar 10 | -5781 2884 -5781 -5H781 2884
Scénar 11 | -5781 2884 -5781 2884 -5781
Scénar 12 | -5781 2884 -5781 2884 2884
Scénar 13 | -5781 2884 2884 -5781 -5781
Scénar 14 | -5781 2884 2884 -5781 2884
Scénar 15 | -5781 2884 2884 2884 -5781
Scénar 16 | -5781 2884 2884 2884 2884
Scénar 17 | 2884 -5781 -5781 -5781 -5H781
Scénar 18 | 2884 -5781 -5781 -5H781 2884
Scénar 19 | 2884 -5781 -5H781 2884 -5781
Scénar 20 | 2884 -5781 -H781 2884 2884
Scénar 21 | 2884 -5781 2884 -5781 -5781
Scénar 22 | 2884 -5781 2884 -5781 2884
Scénar 23 | 2884 -5781 2884 2884 -5781
Scénar 24 | 2884 -5781 2884 2884 2884
Scénar 25 | 2884 2884 -5781 -H781 -5781
Scénar 26 | 2884 2884 -5781 -5H781 2884
Scénar 27 | 2884 2884 -5781 2884 -5H781
Scénar 28 | 2884 2884 -5781 2884 2884
Scénar 29 | 2884 2884 2884 -5781 -5781
Scénar 30 | 2884 2884 2884 -5781 2884
Scénar 31 | 2884 2884 2884 2884 -5781
Scénar 32 | 2884 2884 2884 2884 2884

Tabulka 7.14: Vynosy z aktiv pro pojistovnu (po dani)
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Z.aver

V préaci jsme uvedli zdkladni teorii trzné konzistentniho ocenéni spole¢né s nu-
merickymi piiklady, z kterych lze vychazet pii aplikaci teorie v praxi. V soucasné
dobé vétsina pojistoven pracuje s pomérné komplexnimi aktudrskymi modely pro
ocenovani zavazku a modelovan{ aktiv a vyvoje drokovych sazeb. At uz pouziva
k urceni nejlepsiho odhadu rizikové neutralni nebo real world ocenéni, je dulezite
pochopit spojeni obou principt. V praci jsme na ilustativnim prikladu ukazali,
ze v pripadé dodrzeni predpokladu a spravné kalibrace modelu, kterou vétsinou
v praxi ovérujeme hlavné martingalovymi testy, jsou oba pristupy k ocenéni ekvi-
valentni.

Kromé téchto dvou obecnych pristupu k ocenéni cash flow, mohou po-
jisfovny k ocenéni pojistnych zdvazki vyuzit jesté replikacniho portfolia. Zde
jsme na realnych datech kalibrovali jednofaktorovy Vasickuv model s diskrétnim
casem pro spotové sazby. U tohoto modelu se ukazalo, ze pro potieby aplikace na
realnd data neni zcela vyhovujici. Nam slo ovsem predevsim o odvozeni teorie,
k ¢cemuz je naopak diky své relativni jednoduchosti nejvhodné;jsi.

Zejména s nastupem nového regulatorniho rdémce Solvency II a jeho platnosti
od 1.1.2016 je pro pojistovny dulezité porozumét zakladum trzné konzistentniho
ocenéni, k cemuz muze, doufejme, prispét i tato prace.

Na zaveér je dobré jesté zminit, ze béhem psani této prace doslo k razantnimu
poklesu sazeb na trzich, a to zejména u statnich dluhopisu. Vétsina bank nyni
nabizi sazby blizké nule a Evropska centrdlni banka (ECB) se dokonce v ¢ervnu
2014 odhodlala ke stanoveni zdporné depozitni sazby, coz znamend ze komercni
banky plati za penize ulozené u ECB. Je tedy nutné dodat, ze predpoklad rustu
penéz v case v kapitolach 2.1.1 a 2.1.2 nemusi byt vzdy naplnén. V souvislosti
s témér nulovymi a aZ zdpornymi sazbami vyvstava zdsadni otdzka pro pojistovny,
a to zda diskontovat zavazky vuci klientum zapornou sazbou a jak se s timto
stavem ekonomiky vyrovnat naptiklad u produktu s garantovanym vynosem. Po-
kud bychom na problém nahlizeli ¢isté z matematického hlediska, méli bychom
zaporné sazby brat bez ohledu na jejich negativni dopad do rozvah pojistoven.
Takto jednozna¢né ovsem k problému urcité nepfistoupi management pojistoven
kvuli negativnimu dopadu na kapitél, a tedy i solventnost.
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Seznam pouzitych zkratek

e EU - Evropska unie je politicka a ekonomicka unie Evropskych statu, které
je Ceska republika clenem.

e EIOPA - European Insurance and Occupational Pensions Authority je in-
stituce, kterd ma na starost regulaci a dohled nad pojistnym trhem v ramci
Evropské unie.

e CEIOPS - Committee of European Insurance and Occupational Pensions
Supervisors byla instituce dohledu na pojistnym trhem v ramci EU, kterou
v roce 2011 nahradila EIOPA.

e EC - Evropska komise (European Commission) je vykonny organ Evropské
unie zodpoveédny za legistativu.

e ZCB - z anglického ,zero coupon bond“ znaci bezrizikovy bezkuponovy
dluhopis.

e VaPo - ocenovaci portfolio (Valuation Portfolio) je teoretické portfolio fi-
nanc¢nich instrumentu sestavené ke kryti pojistnych zavazku.

e UFR - Ultimate Forward Rate je pojem pro forwardovou sazbu, ke které
by mély konvergovat dlouhodobé bezrizikové sazby pouzivané pro vypocty
v ramci Solvency II.

e MLE - odhad metodou maximalni vérohodnosti (maximum-likelihood es-
timation) je metoda odhadu parametru ve statistickém modelu.

e MVM - market value margin vyjadiuje trzni prirdazku za nezajistitelna
rizika v makred-to-model piistupu k ocenéni.

e SCR - solventnostni kapitélovy pozadavek (Solvency Capital Requirement)
je hodnota kapitdlu, ktery musi pojistovna drzet, aby byla schopna dostat
svym budoucim zavazkum vuéi pojistnikum.

e MCEYV - Market Consistent Embedded Value nebo téz ,/ Trzné konzistentni
implicitni hodnota® pojistovny je soucasna hodnota budoucich ziskl a ¢isté
hodnoty vlastniho kapitalu.

e PVFP - soucasna hodnota budoucich zisku (Present Value of Future Pro-
fits)

e LIBOR - London InterBank Offered Rate je prumérna urokova sazba, za
niz jsou si banky navzajem ochotny pujcit na londynském mezibankovnim
trhu penize.

e PRIBOR - Prague InterBank Offered Rate je prumérna irokova sazba, za
niz jsou si banky navzajem ochotny pujcit na ¢eském mezibankovnim trhu
penize.
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Prilohy

Piiloha 1: Dukaz  pfedpokladu  ([7.10))
k pravdépodobnostem umrti prvniho radu

V Kapitole 7.2.2 jsme pii vypoctech VaPo zajisténého proti nezajistitelnym ri-
zikum predpoklddali, ze pro vsechna t =0, ..., 4 plati

5 k—1
Z q:;rk ( H p:z_-i-s) Puty (U, (1+7)", k)

k=t+1 s=t+1
5 k—1
> Z Qoik ( H pHS) Put,(U, (1 +7’)k,k’).

k=t+1 s=t+1

Pojdme se nyni pomoci indukce podivat na dany piredpoklad.

Prvni krok
Pro ¢t = 4 zvolme

+
Qz+5 > qI+57

coz je pozadavek 1’ a plat{ p; +5 < Dz+5, tzn. chceme mensi pravdépodobnost
preziti v poslednim obdobi.

Indukéni krok t +1 — ¢
Predpokladejme, ze pro pevné t + 1 € {2,...,5} mame indukéni predpoklad

k—1 k—1
def. def.
h;rl(k) = qu—s-k H pLs > Qrtk H Pzts = ht+1(k)7
s=t+1 s=t+1
pro vsechna k& = t + 1,...,5. Potom bychom chtéli dokazat, ze muzeme zvolit

¢ € (0,1) takové, ze

k—1 k—1
h:r(k?) = qngrk Hp;_-i-s > Qrtk sz-i-s = ht(k>a

s=t s=t

pro vSechna k =t,...,5. Pro k =t pozadujeme
hi(t) = Gy > Gore = hu(2),
coz nam dava nutné omezeni

+ +
ql?+t > Qo+t nebo pz+t < Patt-

Pro k > ¢t ziskame

k-1 k-1
h (k) = a4, Hp;chrs =Gy < H p;s) Pare = I (R)p e,
s=t

s=t+1
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k—1 k—1
ht(k) = Qu+tk pr+s = Qu+k < H prrs) P+t = ht+1<k)px+t-

s=t s=t+1

Takze, pokud zvolime
Patt

I (k)

ziskdme h; (k) > ht(k) pro k > t. Z indukéniho predpokladu ht+1<k’) > h(k)
vyplyva, ze hy (k)% < Peat pro v8echna k =t + 1,...,5. Pokud tedy zo-

p;::t > hyyi(k)

h+ ( )
hlednime vSechna omezeni ziskdme volbu

h (k)
¢ (kt+1 45 ht 1(k) ¢ t)

coz je neprazdny otevieny interval diky nasemu indukénimu predpokladu. Navic
vyplyva, ze

k—1 k—1
h?("?) = q:-l,—k; Hp;_—i-s > Qu+k Hp:v+s - ht(k>a

s=t s=t
pro v8echna k =t,...,5, z ¢ehoz vyplyva, ze muzeme iterovat indukci.
Pro kladné ceny put opci potom ziskame

Z hifoy (B) Puty(U, (1 + 1)k, Z hest (k) Puty(U, (1+r)* k),

k=t+1 k=t+1

coz je presné predpoklad ([7.10]).
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