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Abstrakt: Tato prace popisuje jeden ze zakladnich problémt robustni statistiky,
ktery spociva v detekci odlehljch hodnot, a jeho mozné feseni pomoci Minimum
covariance determinant estimatoru pro odhad stfedni hodnoty a varian¢ni matice
mnohorozmérnych dat. Vysvétluje fungovani tohoto estimatoru a zkouma jeho
vlastnosti. Zaméruje se pak predevsim na aproximaci pomoci algoritmu fastMCD,
pro ktery upfesnuje numerické vlastnosti s diirazem na vypoctovou naroc¢nost a
stabilitu ve standardni implementaci v MATLABu. Diskutuje také mozné tpravy
algoritmu a jejich vliv na numerické vlastnosti. Na zavér na nékolika experimen-
tech s redlnymi daty ukazuje pouziti fastMCD algoritmu.
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Abstract: This work describes one of the basic problems of robust statistics con-
cerning outlier detection and its possible solution by using the Minimum covari-
ance determinant estimator for estimates of the mean value and the covariance
matrix with multivariate data. It explains how the estimator works and analyses
its properties. The work concentrates on its approximation based on the fastMCD
algorithm and specifies its numerical properties with emphasis on computational
costs and stability of the standard implementation in MATLAB. It also discusses
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Uvod

Ve statistice se pfi analyze a interpretaci dat c¢asto narazi na problém, ze
vysledky a odhady, které nam statistika dava, jsou pouze tak vypovidajici, jak
presna data na pocatku mame. Pokud ziskdme data, ktera jsou zatizena chybami,
mohou tim byt odhady ovlivnény.

V mnoha aplikacich se do méreni dostavaji tzv. odlehlé hodnoty, které v néja-
kém ohledu zcela vybocuji z ostatnich dat, protoze jde naptiklad o chybna méteni.
Pokud méame velkda data s mnoha proménnymi, nemusi byt kvili komplexnosti
dat odlehlé hodnoty na prvni pohled nijak vidét. Tyto hodnoty ale obvykle posou-
vaji odhady daleko od skutecnych hodnot a dostavame tak zkreslenou predstavu
o vlastnostech nami zkoumaného problému.

Témto potizim se snazi predejit robustni statistika [I]. Ta se pfedevsim zabyva
tim, jak odlehlé hodnoty v datech najit, aby se jejich vliv na vysledky mohl snizit
¢i zcela odstranit. Metod je v dnesni dobé mnoho, tato prace se vsak zaméri
na odhady stfedni hodnoty a rozptylu pomoci minimum covariance determinant
estimdtoru [2], zkracené MCD estimatoru.

Tento estimator je skutecné velmi rezistentni na odlehlé hodnoty, zvlada i
data, jez obsahujici témér polovinu hodnot odlehlych. Algoritmizace estiméatoru,
tzv. fastMCD algoritmus [3], je navic oproti jinym metoddm pomérné rychla a lze
uc¢inné pouzit i na data s velkymi rozmeéry, které byl dfive problém analyzovat.
FastMCD z dtivodu zrychleni viypoctu dava obecné pouze odhad estimatoru a ne
presny MCD estimator. Dosavadni vysledky ovsem ukazuji, Ze odhady ocekavané
hodnoty a rozptylu, které fastMCD poskytuje, jsou dostatecné dobré. MCD je
sice od zacatku spiSe heuristickd myslenka, naléza vsak velké vyuziti v mnohych
aplikacich, napt. v ekonometrii, mediciné, analyze obrazu a jinych.

Nésleduje stru¢ny pirehled jednotlivych kapitol.

Prvni kapitola uvede zakladni statistické pojmoslovi potifebné v praci a bude
se dal podrobnéji zabyvat problémem robustni statistiky. Zavede veli¢iny mérici
kvalitu robustnosti a vysvétluje, ¢im je hledani odlehlych hodnot slozité.

Na samotny MCD estimator se zaméfi druha kapitola. Prvni dvé ¢asti se veé-
nuji teorii a popisu estimatoru véetné jeho vlastnosti. Ukaze se zde, ze MCD
je skutecné vysoce robustnim estimatorem s dobrymi vlastnostmi, ale ktery je
obecné velmi drahy na vypocet. Posledni ¢ast kapitoly se proto zabyva konkrétni
algoritmizaci fastMCD, ktera umoznuje efektivni hledani MCD estimatoru. Pfi-
nasi popis tzv. C-stepu a vSech urychleni a vylepseni, ktera dnes v algoritmu jsou
a shrnuje je do pseudokédu.

Numerickymi vlastnostmi se podrobné zabyva treti kapitola. Pokud vime,
zatim nebyl v literature uceleny, podrobny pfehled numerickych vlastnosti uve-
den. Kapitola proto obsahuje pamétové naklady, poskytuje prehled vypocetnich
nakladt jednotlivych soucéasti C-stepu a zkouma stabilitu jednotlivych c¢asti al-
goritmu. Zaméruje se i na mozné upravy algoritmu a jejich dopad na numerické
vlastnosti. Konstatuje, Ze na tkor stability dokazeme snizit vypocetni naklady,
coz by v nékterych aplikacich mohlo byt zadouci.

V neposledni fadé obsahuje prace numerické experimenty. Kazdy se zaméruje
na trochu jinou problematiku.

Ukéazeme, ze i ve chvili kdy najdeme pfesné feSeni estimatoru, neznamena



to nutné, ze najdeme vsechny odlehlé hodnoty, nebo Ze naopak nékteré spravné
hodnoty neoznac¢ime za odlehlé. Nékteré mirné odlehlé hodnoty jsou jednoduse
prilis blizké k vétsiné dat a algoritmus je nedetekuje.

U nejvétsich dat zkusime primocare snizit pocet krokii algoritmu a zmensit
tim vypoctovou narocnost. Piiklad bude zkoumat k jakému zhorseni pii hledani
estimatoru dojde a zda by skutec¢né neslo program takto urychlit. Pokusime se
ukazat, za Casto lze snizit pocet C-stepti, aniz bychom dostali vyrazné horsi od-
hady.

Nakonec vyslovime novou myslenku, jak snizit pocet C-stepti. Pokusime se ji
zaclenit do stavajiciho algoritmu a budeme sledovat, zda dojde ke snizeni vypoc-
tové narocnosti a vylepseni algortimu.

V posledni kapitole shrneme zjisténé vysledky, zhodnotime moznosti urychleni
a uprav algoritmu fastMCD a formulujeme nékolik zaveért.



1. Uvod do robustni statistiky

1.1 Zakladni pojmy

V této casti postupné definujeme zakladni statistické pojmy, potiebné v dalsim
textu.

Definice 1 (Nahodné veli¢ina a ndhodny vektor). Necht Q znaci mnoZinu (ele-
mentdrnich) jevi, na které existuje systém podmnozin A, a necht P je pravdépo-
dobnostni funkce na mnoziné A. Potom jako ndhodnou veli¢inu nazveme redlnou
funkci £: Q1 — R, kterd jevu pritadi ¢iselnou hodnotu.

Ndhodnym vektorem je potom redlnd funkce = = (&1, ...,&y) : @ — RP, kterd
jevu prirazuje p ruznych vlastnosti vyjadrenych cisly.

Nahodna veli¢ina £ je hodnota jevu, kterou je mozné opakované mérit a ktera
nabyva rtznych hodnot. Ndhodna veli¢ina miize naptiklad byt pocet ok hozenych
na Sestisténné kostce. Nahodnym vektorem je pak nékolik rtiznych parametrt
nameétrenych ke stejnému objektu. Prikladem mtze byt méreni vysky, vahy a véku
u ndhodného cloveka.

Definice 2 (Relativni ¢etnost). Necht n je celkovy pocet ndhodnych pokusi, v
nichZ se hodnota x; objevila n;krdt, potom relativni cetnost f; se rovnd f; =

ng

PO

3

7

3|

Od relativni ¢etnosti ocekavame, ze kdyz n — oo bude hodnota f; konvergovat
k pravdépodobnosti tohoto x;.

Definice 3 (Pravdépodobnost). Je-li Q neprdazdna mnozina, A je systém podm-
nozin, nahodnych jevi, definovangch na €2, pak pravdépodobnosti se nazyvd redlnd
funkce (nebo obecnéji mira) P definovand na A, kterd spliiuje:

1. P(A) >0, pro kazdy jev A € A
2. P(Q) =1, P0) =0

8. P(UA) = Y2, P(A;), pro kazdé Ay, As,--- € A po dvou disjunktni
i=1
mnoziny.
Definice 4 (Distribu¢ni funkce). Necht £ je ndhodnd veli¢ina, potom jeji dis-

tribucni funkci Fe definujeme vztahem Fe(x) = P(§ < x), x € R. Pokud neni
potreba zduraznit, k jaké ndhodné veliciné funkce patri, pise se pouze F.

7 této definice vyplyvaji nasledujici vlastnosti funkce F'. Distribuc¢ni funkce je
vzdy neklesajici, lim, , o, F'(z) = 0, lim,_,. F'(z) = 1, dale F je zprava spojita
a muze mit spocetné mnoho bodi nespojitosti, tzv. skok.

Definice 5 (Diskrétni rozdéleni a distribu¢ni funkce). Rozdéleni pravdépodob-
nosti se nazyvd diskrétni, pokud existuje konecnd nebo spocetnda posloupnost na-
vzdjem ruznych cisel {x;}ien,, kde Ny je podmnoZina prirozenych cisel, kterd
tvori celou mnoZinu €2 a k ni existuje odpovidagici posloupnost pravdépodobnosti
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{pitien, takovd, Ze ), pi = 1. Potom pravdépodobnost, Ze ndhodnd velicina &
nabyvd hodnoty x; je: P(§ = x;) = p;.
Ekvivalentné muzeme diskrétni rozdéleni definovat pomoct distribucni funkce:

Diskrétni distribu¢ni funkce je proto schodovita, se skoky o velikosti p; v
bodech z;.

Definice 6 (Stfedni hodnota a rozptyl diskrétniho rozdéleni). Stredni hodnota
nebo také ocekdvand hodnota, znacena £, ndhodné veliciny £ je vdZeny primeér
daného rozdélent.

Pro diskrétni rozdéleni je stredni hodnota rovna £ = ZiGNO x; - p;- Rozptyl

var je definovdn jako var = £(§ — £€)* = Y7, (xi — E€)* - pi.

Definice 7 (Spojité rozdéleni). Spojité rozdéleni pravdépodobnosti nahodné ve-
liciny & je takové rozdélent, které md spojitou distribucni funkci Fr.

Definice 8 (Absolutné spojita distribucni funkce a hustota). Distribucéni funkce
F' se nazyva absolutné spojitd, pokud k ni existuje nezdporna borelovsky méritelnd

funkce f takova, Ze F(x) = fjoof(t) dt. Takovd funkce f se nazyvd hustota daného
rozdélent.

Za urcitych podminek existuje pro spojité distribu¢ni funkce F'1i jejich inverzni
funkce, tzv. kvantilova funkce, a hodnoty kvantilové funkce se nazyvaji kvantily.

Definice 9 (a-kvantil). Méjme libovolné rozdéleni se spojitou a ryze monotonni
distribucéni funkci F' a necht 0 < a < 1, potom cislo x takové, Ze F(x) = a se
nazjvd a-kvantifl]

Definice 10 (Absolutné spojité rozdéleni). Absolutné spojité rozdélent je takové
rozdelent, jehoZ distribucni funkce F' je absolutné spojitd. Ekvivalentné je takové
rozdélent jednoznacné dano svou funkci hustoty f.

Definice 11 (Stfedni hodnota a rozptyl absolutné spojitého rozdéleni). Méjme
ndhodnou proménnou £ s absolutné spojitym rozdélenim s hustotou f(x). Potom
definujeme stredni hodnotu jako £ = [, tf(t)dt a rozptyl jako var§ = E(§—EE)?.

Rozptyl se také da vyjadrit v nésledujicim tvaru, ktery vyuzijeme v dalsi
kapitole.

Lemma 1. Pro libovolnou ndhodnou velicinu & plati: varé = E€2 — (€)%

Dikaz. varé = (& — E€)? = E(€2 — 2LEE + (E€)?) = EE* — 2E(LEE) + E(E€)? =
EE? —2(E€)* + (£€)* = £€° — (£¢)*.
0

' Pozdé&ji definova normalni, x? i Fisher-Snedecorovo rozdéleni maji spojité a ryze monoténni
funkce a existuje pro né a-kvantil.



Priklad. Vezméme jako ptiklad Sestisténnou hraci kostku, na které padne ka-
zdé ze Sesti Cisel s pravdépodobnosti 1/6. Distribu¢ni funkce bude po ¢astech
konstantni F'(x) = % pro 1 < z < 6, bude nulova pro x < 1 a bude se rovnat
1 pro x > 6. Stfedni hodnota £ =1/6 - (1+2+3+ 4+ 5+ 6) = 3.5 nam iikd
nasledujici: pokud budeme hazet kostkou n-krat po sobé, ocekavana hodnota na
kostce v jednom hodu bude 3.5 a celkové nahdzenou hodnotu mtizeme ocekavat
kolem 3.5 - n.

Pokud ndm v n ndhodnych hodech padla hodnota z; = 1 celkem ni-krat,
.., x¢ = 6 padla ng-krat, pak primérnd hodnota v jednom hodu je rovna

Lmt2mate 2006 - bhro n— oo se primérna hodnota bude limitng blizit st¥edni

" 1 1 6 6 . n; _ <6 _
hodnoté limy, oo 2 Y7 1 - Ty = D0 T - iy oo o2 = D0 - p = 3.5.
Pokud podobné vezmeme spojity piipad, napi. ndhodné generované realné

0 r<l1
dislo z intervalu [1, 6], dostaneme distribuéni funkei F(z) = =l 1<z <6,
1 x>6

kterd je spojitou verzi funkce F' a hustota f(x) se pak bude rovnat 1/5 na intervalu
[1, 6], jinak bude nulova. Stfedni hodnota vyjde stejné jako v diskrétnim piipadé
€= [paf(x)dx = f16 1/5-xzdx = 3.5.

Lze tedy vidét, ze pokud budeme mit ndhodny (diskrétni) vybér n hodnot z
n&jakého spojitého rozdéleni F', mél by s rostoucim n dobie aproximovat distribuci
a veli¢iny jako je stfedni hodnota, pokud je tento vybér naméreny presné.

Definice 12 (St¥edni hodnota a varianéni matice mnohorozmérného rozdéleni).
Meéjme nahodny vektor & = (&1,...,&,) z néjakého absolutné spojitého rozdélent.
Potom definujeme stredni hodnotu ndhodného vektoru jako = (pua, ..., 1), kde
Vi p; = E&; se dd urcit z jednorozmérné stredni hodnoty z definice[11]

Y € RP*P je variancni matice, pravé kdyZ md na (i,j)-tém proku kovaria,ncﬂ

Y = cov(&i, §5) = E[(& — ) (& — 1))

Pro varian¢ni matici plati, Zze je vzdy pozitivné semidefinitni a symetricka.
Pravdépodobnostni rozdéleni, se kterymi budeme v textu pracovat predevsim,
jsou nasledujici.

Definice 13 (Jednorozmérné normalni rozdéleni). Normdlni rozdéleni N (p, o),
kde pu je stredni hodnota a o? je rozptyl, je absolutné spojité rozdéleni definovdno

hustotou f(x) = %6_(”“_“)2/2”2 prox €R, p €R ao? > 0.

2wo

Definice 14 (Rozdéleni chi kvadrat). Meéjme p nezdvislych nahodnyjch velicin &,
&, ..., & 2z N(0,1) rozdélent, potom definujeme Xﬁ o p stupnich volnosti jako
rozdélent veliciny ¢ =Y 0_ &2, jejiz hustota je definovdna

0 <0
f(.l’) = zn/2-1 —x/2

() € x>0

kde I'(n/2) je gama funkcd]

27 toho dfivodu se setkdvame i s oznacenim ¥ jako kovariancni matice, na druhou stranu
ma tato matice na diagonéle hodnoty rozptylu - variance.

3Gama funkce se vypocita jako I'(n/2) = fooo x™/?1e=* dz pro n > 0.




Definice 15 (Fisher-Snedecorovo rozdéleni). Fisher-Snedecorovo rozdéleni F, ,,

Ly

je distribucni funkce veliciny T = i kde v a ¢ jsou nezdvislé veliciny z x2, resp.
X2,. Hustota je definovdna
0 t<0
fn7m<t) = { L'((n+m)/2) (n\n/24n/2—1 n 4\ —(n+m)/2 -
OB P14 )2 >0

Definice 16 (Mnohorozmérné normalni rozdéleni). Ndhodny vektor dimenze p
€ = (&,....&) md normdlni rozdéleni N(u,X), pravé kdyz p € RP je stredni
hodnota & a ¥ € RP*P je variancni matice. Hustota md pro mmnohorozmeérné
normdlni rozdélent tvar

1 1 Ty—1
fl&, . .6) = Wexp(—§(€ — ) BT — ),

kde det X znaci determinant matice X.

Hlavni dlohou statistiky je urc¢eni parametri charakterizujicich neznamé roz-
déleni pomoci nahodného vybéru z celé populace. Tento vybér je obvykle pomérné
maly vzorek populace, ktery by ovsem mél dostateéné dobte reprezentovat vlast-
nosti rozdéleni.

Definice 17 (Néhodny vybér). Ndhodnygm vybérem nazveme n-tici ndhodnych
velicin &1, ..., &, stejné rozdélenych s distribucni funkci F', které jsou nezduvisle.
To znamend, Ze naméerenim hodnoty x; nahodné veliciny & neovlivnime hodnotu
ostatnich nahodné veliciny. Konkrétni hodnota nahodného vybéru je tedy sada jiz
namerenych pozorovdni xy, ..., T,.

Dale uz budeme pro zjednoduseni vzdy chapat ndhodny vybér jako uz na-
méfenou realizaci ndhodnych velicin x4, ..., x,.

Néahodny vybér se pro mnohorozmérné rozdéleni oznacuje také n-tice nahod-
nych vektort z; = (z;1,...,25)", 1 =1,...,n, kde p je pocet sledovanych veliin.
Pak je vybér reprezentovan matici X = [xy,...,x,|T € R™*P.

1.2 Robustni statistika

Predpokladejme nasledujici tlohu: chceme zjistit ocekavanou hodnotu a va-
riancni matici neznamého rozdéleni pomoci ndhodného vybéru, ktery mame v
matici X = [zy,...,2,]7 velikosti n x p kde z; = (z;1,...,2;)7 je i-t§ ndhodny
vektor s p proménnymi a n > p. Pfedpokladejme, Ze vSechny vektory x; jsou ne-
zavislé, coz znamena, ze jejich hodnoty se pfi vybéru navzajem nijak neovliviiuji
a ze jsou vybrané ze stejného priblizné normalniho rozdéleni, ¢imz myslime, Ze je
rozdéleni blizké norméalnimu. Naptiklad, Ze je normalni rozdéleni kontaminované
jinym rozdélenim.

Definice 18 (Kontaminovana distribu¢ni funkce). Méjme dvé distribucni funkce
F a G. Pak tekneme, Ze F, je distribuce kontaminovand distribucni funkci G v
pomeéru €, pokud ezxistuje 0 < € < 1 takové Ze F.(G) = (1 — €)F + €G.



V nasich datech se ale mohou objevit hodnoty, které se vyrazné odlisuji od
ostatnich. Mohou predstavovat vyjimecna, avSak spravna data, nebo to mohou
byt takzvané odlehlé hodnoty. Ty se objevuji v diisledku chyb, napriklad kvli
samotnému méfeni (chyba v pfistrojich), lidskému faktoru, nebo jsme mohli na-
priklad méfit i jiné objekty (napiiklad p¥i méfeni zafeni vesmirnych objektt ne-
musime védét, jestli pozorujeme hvézdu nebo vzdalenou galaxii). Odlehlé hodnoty
vybocuji z ostatnich, at uz jsou extrémné vysoké, nebo se pohybuji kolem nuly.
Jsou tedy v néjakém slova smyslu abnormalni, pricemz co je abnormalni se méni
v zavislosti na dané tloze. Tim, Ze se hodnoty nachazeji daleko od ostatnich,
spravné namétfenych hodnot, ovliviiuji vypocty priméru a rozptylu natolik, ze
nase feSeni nemusi vibec pripominat to skutec¢né.

Od metody vypoctu budeme pozadovat predevsim tzv. robustnost, tedy co
mozna nejvétsi nezavislost metody na odlehlych hodnotach. Tato definice robust-
nosti je bézna ve statistice, naproti tomu existuje i numericka definice robustnosti.
Ta 1ika, ze numerické metoda je robustni, pokud ji lze pouzit na néjakou celou
tfidu tdloh, ne pouze pro konktrétni piipad. Dalo by se fict, Ze jde o ,,univerzalni“
metodu pro TeSeni jistych typt tloh.
pela, Ronchettiho, Rousseeuwa a Stahela [I], se zabyva problémem jakési ideali-
zace dat. Castokrat u metod piedpokladdme konkrétni tvar rozdéleni dat a vlast-
nosti, jako naptiklad normalitu rozdéleni nebo nezavislost jednotlivych méfeni,
aniz bychom nutné méli jistotu, Ze jsou tyto podminky splnény. Musime si vzdy
dat pozor, jestli muzeme takové pozadavky na data klast. Pokud se nase data
pouze priblizuji nasemu modelu, nemusime nutné dostat ocekavané vysledky, ale
prinejlepsim slusné odhady feseni. Robustni metody se tedy snazi zpracovat sta-
tistickd data s prihlédnutim k faktu, Ze ve skutecnosti se mérené veli¢iny chovaji
podle nasich modelt jen priblizné a mély by byt rozumné efektivni.

V uzsim vyznamu jde hlavné o nezavislost na odlehlych hodnotach. Pokud se
na odlehlé hodnoty podivame z pohledu distribuci, jde o problém tzv. dlouhych
chvostii, kdy maji data vice okrajovych hodnot nez kolik by podle predpokladané
distribuc¢ni funkce mély mit. Odlehlé hodnoty chceme najit a pripadné fesit zv1ast,
snizit jejich vliv na vypocet, nebo pro dalsi vypocty nevyuzit. AZ poté ma smysl
hledat feseni problému. Nasledujici piiklad bude ilustrovat, co mohou odlehlé
hodnoty udélat s nasim resenim.

Priklad. Z dat vin [4] vezmeme dvé sady dat. Obé sady obsahuji 59 vin druhu
Barolo a parametry optickd hustota a prolin, druhd méa pak navic 5 vin druhu
Barbera se stejnymi parametry. Data jsou vykreslena v MATLABu pomoci funkce
mcedcov, kterou lze sehnat v ramci knihovny LIBRA [5].

Na Obrazku 1.1(a) jsou obé 97,5% toleranéni elipsy, klasické i robustni, velmi
podobné. Definice toleranc¢ni elipsy bude podana v sekci 1.4. Prozatim si staci
predstavit a-toleran¢ni elipsu jako odhad elipsy obsahujici o % vSech hodnot
skutec¢ného, ale neznamého rozdéleni. Robustni elipsa nalezla pouze jednu velmi
mirnou odlehlou hodnotu. Co se tyce téchto dvou parametri, jsou vsechna méfena
vina v jistém smyslu podobna.

Oproti tomu v druhém ptipadé Obrazku 1.1(b) je jasné vidét druha skupina 5
vin, kterd mé chemicky jiné vlastnosti. Zatimco klasicka elipsa je témito hodno-
tami hodné ovlivnéna, snazi se je zahrnout do feSeni a vlastné jen jedna hodnota
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se vyraznéji vymyka, robustni elipsa se témér nezménila od prvniho pripadu a s
jistotou vsech 5 hodnot oznacuje za odlehlé hodnoty.

Faktem je, jak se argumentuje v [I], Ze vét$ina dat se bez hrubych chyb neobe-
jde. Existuji pfipady, kdy se jejich poc¢et pohybuje nizko, dejme tomu kolem 1 %,
bézné se ale mnozstvi chyb pohybuje spise okolo 10-20 %. Vzhledem k tomu, Ze se
obvykle da predpokladat, ze se experiment chybam nevyhnul, mizeme pomérné
s jistotou fici, ze vétsina vybocujicich dat v prikladu vyse jsou skutecné Spatné
nameérené odlehlé hodnoty, jak tomu i je, jak v tomto prikladé nastésti vime.

V idealnim pripadé bychom chtéli na vypocet stfedni hodnoty a varianc¢ni
matice robustni metodu, kterd odhali odlehlé hodnoty a z vypoctu je bud vy-
nechd, nebo snizi jejich vliv na vypocet oproti ostatnim hodnotam. V pfipadé,
ktery je na Obrazku 1.1(b) vySe, lze samoziejmé vidét, Ze ¢ast dat je zatizend
chybou. V realnych problémech ovS§em muiizeme pocitat s mnohorozmérnymi na-
hodnymi vektory a s obrovskymi sadami téchto vektorti. Kdyz vezmeme znaceni
ze zacatku uvodu, stacilo by klidné uz n > 1000 a p > 3 a takova data bude v
podstaté nemozné projit ruc¢né, abychom nasli odlehlé hodnoty, protoze uz nebu-
dou na prvni pohled jin& nez ostatni ani neptijdou snadno vizualizovat. Odlehlé
hodnoty nemusi totiz mit néktery z parametrti napadné jiny nez ostatni pozo-
rovani, mohou byt odlehlé ve sméru néjaké kombinace parametri, které vSechny
samy za sebe nejsou napadné. Robustnost je tedy o to zddanéjsi vlastnost, ¢im
mame komplexné€jsi a veétsi data.

1.3 Méreni robustnosti

Existuje nekolik nastroji pro métreni robustnosti metod, jako napiiklad bod
selhani a influen¢éni funkce.

1.3.1 Bod selhani

Bod selhani je hodnota, ktera udava, jaky pocet pozorovani by musel byt
nahrazen libovolné velkymi hodnotami tak, aby metoda selhala, tj. aby pocitané
vysledky sly do nekonecna, respektive do nuly.

Definice 19. Necht n znaci celkovy pocet pozorovdani a m je minimdlni pocet
libovolné zmeénenych hodnot, s nimiZ metoda selhdva. Potom bod selhdni miZeme
definovat jako zlomek =, pripadné se da reprezentovat procentudiné.

Pozadavek na robustnost se pak da interpretovat jako pozadavek na co nej-
vétsi bod selhani a zavisi nejen na metodé samotné, ale i na tloze na kterou
ji pouzivame.

Maximéalni mozna hodnota, které miize bod selhdni dosdhnout, je priblizné
1/2, pfesnéji pro afinné ekvivariantni metody jako je Minimum covariance de-
terminant (MCD, viz. Kapitola 2) je maximalni bod selhanf [“2*2| [6]. Jde
o intuitivni omezeni, protoze ve chvili kdy vétsina dat budou odlehlé hodnoty,
metoda nedokaze rozlisit, ktera data jsou odlehla a ktera ne.
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Priklad. Jako jednoduchy priklad si uvedme nésledujici situaci. Necht méame
nahodny vybér sestavajici se z hodnot a; = 2.8, as = 3.6, ag = 4.1, ay = 5.9,
a5 = 6.6 a ag = 9. Vybérovy primér, coz je odhad stredni hodnoty, vypocitame

6
jako %Z a; a je tedy roven 5.3. Pokud by ale posledni z hodnot rostla, dejme

tomu nza 120, 100 a 1000, budeme dostavat postupné prameéry 7.1, 20.5 a 170.5. Lze
snadno nahlédnout, Ze staci aby jedina z hodnot byla Spatna a vybérovy primér
pak muze vzrist na libovolné velkou hodnotu. Bod selhani je tedy v pripadé
priaméru obecné 1/n, kde n je celkovy pocet pozorovani.

Pro vybérovy median je situace uplné jina. Ten dosahuje maximalniho moz-
ného bodu selhani 1/2. Median je zjednodusené fec¢eno hodnota lezici uprostied
podle velikosti sefazené posloupnosti pozorovani. Piesnéji plati, ze nejméné po-
lovina dat je mensich nebo rovnych medidnu a nejméné 50 % dat je vétsich nebo
rovnych medidanu. Abychom dostali median nekonec¢ny, museli bychom nahradit
alespon polovinu dat nekonec¢nymi hodnotami. Pro a; = 2.8, ay = 3.6, a3 = 4.1,
ay = 5.9 a a5 = 6.6 je median roven as = 4.1, musime zménit hodnoty as, a4 i
as. Pokud mame i pozorovani ag = 9, mediédn se obvykle bere jako %F% =5 a
stacilo by také nahradit posledni 3 hodnoty, aby median selhal. Bod selhani je
proto = | % | ~ 2.

Zde uvedenou definici bodu selhéni lze najit napt. ve skriptech [7] nebo v
¢lanku [6]. Naproti tomu se ¢asto uvadi i definice, kde bod selhani je zlomek dat,
ktery po nahrazeni libovolnymi hodnotami jesté nezpusobi selhani metody, ale
pridanim dalsi odlehlé hodnoty by uz k selhdni doslo. Tuto definici lze najit v [I]
a dalsich. V této definici by byl napt. bod selhani vybérového primeéru 0.

1.3.2 Influenc¢ni funkce

Druhou uvedenou charakteristikou odhadu je influen¢éni funkce, ktera vypo-
vid4 o vlivu malé kontaminace distribuce na nas odhad. Zde se budu drzet za-
vedeni podle jiz zmitiované knihy Robust Statistics [I]. Mé&me data z néjaké
distribuce F', z nichz chceme odvodit hodnotu parametru 6, ktery patii do néjaké
parametrické rodiny © C R. Casto lze chapat 6 jako veli¢inu zavislou na distri-
buci, jako napfiklad stfedni hodnotu, s pfislusnou funkci 7, ndhodného vybéru
r = (x1,...,2,), kdy potom 0 ~ T,(z1,...,x,). T, je tedy vlastné néjakym
estimatorem parametru 6.

Definice 20 (Empiricka influen¢ni funkce). Necht x = (z1,...,x,) je ndhodny
vybér a T, je estimdtor odhadujici nejaky parametr 6. Pokud nahradime pozo-
rovdni x; libovolnou hodnotou vy, pak definujeme empirickou influencni funkci v
bode i jako

E]Fz<y> =n- (Tn(l’l, ey Li—15 Y, i1y - - - ,J]n) —Tn([)’Jl, ey Li 1, Ly Lit 1y - - - ,l’n))

Empiricka influen¢ni funkce méii, jak se zméni odhad parametru # pomoci
néjakého estimatoru 7;,, pokud se nam libovolné zméni hodnota v jednom z po-
zorovani. Zavisi tudiz pouze na datech a zméné vybéru, ale nebere v potaz z jaké
distribuce vybér je. Pristup influen¢ni funkce je proto takovy, Ze zjisfujeme co se
stane s odhadem parametru, kdyz se trochu zmeéni distribuce dat.
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Predpokladejme konkrétni tvar rozdéleni dat, dany distribu¢ni funkci F' a
méjme néjakou jinou distribuéni funkei G. Influenéni funkce, na rozdil od té em-
pirické, zkouma chovani T},, kdyz nejsou data presné z distribuce dané funkci F,
ale kdyz je distribuce dat trochu ovlivnéna distribu¢ni funkci G. Mame pak tzv.
distribu¢ni funkci F' kontaminovanou distribu¢ni funkci G v poméru 0 < € < 1
jako F.(G) = (1 — €)F + €G.

Necht za G vezmeme distribué¢ni funkei generovanou Diracovou mirou 6, pro

0 t<
y € R, kterad je definovana G, (t) = L s Y .t € R. Vracime se tim ke kon-
ZY

taminaci v jednom bodé y. Jak za chvili uvidime, influen¢ni funkce méti miru
zmény odhadu pri kontaminaci jednou odlehlou hodnotou.

Definice 21 (Influen¢ni funkce). Influencéni funkci estimdatoru T pro rozdélend
dat definovanéeho distribucni funkci F' nazveme
T(1—eF +eGy) —T(F)

[F(y; T, F) = lim - ,

kde G, je vyse definovand distrubucni funkce.

Vlastnosti, kterou predevsim ocekédvame od dobré influenéni funkce, je jeji
omezenost. Pokud by totiz mohla influen¢ni funkce v néjakém bodé y nabyvat
nekonecné hodnoty, znamenalo by to, Ze by i pfislusny estimator mohl dosdhnout
nekonecna pro néktera pozorovani.

1.4 Urceni odlehlych hodnot

Jednou z klasickych moznosti detekce odlehlych hodnot je pouziti Mahalano-
bisovy vzdalenosti, kterd ovSem neni piilis vhodna, jak dal ukazeme. K Mahala-
nobisové vzdalenosti potiebujeme jesté tyto definice.

Definice 22 (Vybérovy pramér a vybérova varianéni matice). Méjme ndhodny
vgber X = [x1,..., 2,7 a pro kazdé i € {1,... ,n} z; md p proménnych, potom
n

. ,1 v . o v . | 1 v . . .
definujeme vyjbérovy primer jako T = lel a vybérovou variancni matict jako
1=
1N (N T
V=g 2@ — o)z —2)7

Vybérovy primeér je odhadem stfedni hodnoty, stejné tak vybérova varianc¢ni
matice je odhad varian¢ni matice. Pokud nebude feceno jinak, budeme déle vzdy
predpokladat, ze je V' pozitivné definitni.

Definice 23 (Mahalanobisova vzdalenost). Mahalanobisovu vzddlenost nahod-
ného vybéru x; definujeme vzorcem d(x;) = +/(w; — )TV -1(x; — &), kde T je
vybérovy primeér a V je vybérova variancni matice.

V pripadé klasické tolerance povazujeme vektor x; za odlehly, pokud jeho
vzdélenost d?(x;) je vétsi nez 97,5% kvantil pro x? rozdéleni o p stupnich volnosti,
ktery znacime x?  g7s-

Toleranci, podle které urcujeme odlehlé hodnoty ze vzdalenosti 1ze definovat
i jinak, napi. pfes Fisher-Snedecorovo rozdéleni F,, ,,,, s n a m stupni volnosti
a pro né¢jaky a-kvantil.
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Pokud je odlehlych hodnot vice nez jedna, mutze pak byt Mahalanobisova
vzdalenost témito hodnotami hodné ovlivnéna a pokud pro dvourozmérna data
vykreslime klasickou toleranéni elipsu (tj. mnozina ndhodnych vektort, jejichz
vzdalenost je mensi rovno X§,0.975) ma tendenci pokryt vSechna data. Staci na-
priklad jedna vyrazné odlehld hodnota, ktera posune odhady stiedni hodnoty a
rozptylu svym smérem, aby se tim skryly jiné, mensi odlehlé hodnoty v podobném
sméru. Pisobi tak tzv. maskovaci efekt.

Jinym zptsobem jak nalézt odlehlé hodnoty je pres vypocet robustni vzdale-
nosti rd(z;) = v/(x; — m)TS~(x; — m), kde m je né&jaky robustni odhad st¥edni
hodnoty a S je néjaky robustni odhad varianéni matice. Jde vlastné o stejny
vzorec, ktery ale vyuziva presnéjsich nezkreslenych odhadt. Takovy vipocet by
potom mél byt rezistentni na maskovaci efekt a mnohem lépe odhalit odlehlé
hodnoty [2].

Tolerancni elipsa (97.5%)
T T T T
—— == robustni elipsa

~ - — - klasicka elipsa
35— —

Fenoly

Kyselina jable¢né
Obrazek 1.2: Robustni vs. klasicka elipsa a maskovaci efekt

Maskovaci efekt lze dobte vidét v prikladu vyse na Obrazku [1.1] stejné jako
na Obrazku . Zde jsou vykresleny dva parametry vin z dat [4] a to kyselina
jablecna a celkové mnozstvi fenolti. Pro graf byl pouzity druh Grignolino, celkem
71 vin. Zatimco klasické hledani odlehlych hodnot Mahalanobisovou vzdalenosti
urcilo jako odlehlou hodnotu pouze jedno vino, robustni elipsa oznacila hned
devét vin jako mozné odlehlé hodnoty. Data naznacuji, ze oznacena vina mohou
byt kyselejsi, nez ostatni vina tohoto druhu.

Jednou z velmi pouzivanych robustnich metod odhadu stfedni hodnoty a va-
rian¢ni matice v posledni dobé je estimator MCD (minimum covariance deter-
minant). Touto metodou se budu v praci dale zabyvat, uvedu hlavni myslenku
algoritmu a urc¢im jeji numerické vlastnosti. Na zavér nékolika experimenty ukazi
pouziti MCD estimatoru a jeho mozné Gpravy a urychleni.
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2. Estimator MCD

Pavodni myslenka MCD estimatoru stfedni hodnoty a varian¢ni matice pro
elipticky symetrické, unimodalni (jednovrcholové) distribuce [2] se poprvé obje-
vila v roce 1984 v ¢lanku Petera Rousseeuwa Least Median of Squares Regression
[8] a byla dal rozvedena ve ¢lanku Multivariate estimation with high breakdown
point [9]. MCD estimétor je sice vysoce robustni (dosahuje bodu selhan{ | %22 |
[6]), avsak vipocetné dost naroény. Teprve v roce 1999 uvedli Rousseeuw a Van
Driessenova [3] algoritmus fastMCD. Ten ndm obecné neda samotny MCD estima-
tor, ale obvykle jeho dostatecné dobrou aproximaci. Algoritmus urychlil hledani
MCD estimatoru natolik, aby Sel bézné pouzit i na velkd mnozstvi dat s hodné
parametry.

2.1 Popis MCD estimatoru

Zakladni idea estimatoru je najit takovych h pozorovani z n, kde p+1 < h < n,
pro ktera je determinant vybérové variancni matice miniméalni a z téchto h bodu
zjistit vybérovy primér a vybérovou varianéni matici, které budou odhadem
stfedni hodnoty a rozptylu. Pro pfipad dvou nebo tii proménnych si lze ekviva-
lentné predstavit, ze hledame elipsu ¢i elipsoid s miniméalnim moznym objemem,
ktery obsahuje h pozorovani a odhadem stfedni hodnoty je pak stfed elipsy nebo
elipsoidu.

Pro n/2 < h < n jde o odhady, které zanedbéavaji ¢ast dat, které jsou vzda-
lenéjsi od prevaznéjsi a koncentrovanéjsi ¢asti dat a tim se snazi zanedbat prave
odlehlé hodnoty.

Pokud chceme najit h pozorovani z n, pro které je determinant varianc¢ni
matice minimalni, musime vzit v Gvahu vSech (Z) mnozin velikosti h, coz vede
na obrovské mnozstvi mnozin, pro které bychom museli urcit vybérové primeéry i
vybérové variancni matice véetné determinantti. Z toho divodu je hledani MCD
estimatoru vypocetné velmi naroc¢né, ma kombinatorickou slozitost.

2.2 Vlastnosti MCD estimatoru

Prvné se budeme kratce vénovat jiz diskutované mitre robustnosti.

2.2.1 Robustnost

Jak jiz bylo feceno, za hodnotu h se c¢asto bere [%pﬂj, protoze pak dosa-
huje MCD estimétor nejvyssiho bodu selhani, a to | "= +2 | Bod selhani je roven
mnozstvi dat, které nevyuzijeme k vypoctu odhad.

Velikost mnozin h mtzeme volit kdekoliv mezi p + 1 a n. Protoze ale chceme
védét co nam pozorovani celkové fikaji o chovani a vlastnostech danych dat,
nedava prilis smysl vzit h prili§ nizké, feknéme pod hodnotu n/2. Jisté pujde
napf. najit p + 1 pozorovani, kterd budou blizko sebe a budou tak mit maly
rozptyl, ale z hlediska celkového objemu dat nemusi mit zadny smysl. Klidné to
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mohou i byt odlehlé hodnoty. Pokud budeme brat i v rozmezi L%pﬂj < h<n,
bod selhani se bude spojité ménit od L”‘Q—T?j ~ 1/2 do 0.

Dalsi navrhovanou hodnotou je naptiklad h = 0.75n, kterou napi. navrhuje
Croux a Haesboeck [10]. Pak mame stale hodné robustni estimétor s bodem
selhani 1/4, ale ptfitom dosdhneme vyssi efektivity.

Za nejefektivnéjsi povazujeme estimator, kdyz vyuzije vSechna neodlehla data.
Pokud nastavime hodnotu A niz nez je nutné, zvysujeme sice robustnost viici od-
lehlym hodnotam, ale zaroven snizujeme pocet dat, ktera vyuzijeme k estimatoru,
a tedy snizujeme efektivitu. V pripadé, Zze méame hrubou predstavu o tom, kolik
odlehlych hodnot mohou data obsahovat, mizeme prizptsobit h k nasim datim.

Influenéni funkei MCD estimatoru se také zabyvali Croux a Haesboeck v [10].
Funkce se zda byt pro odhad varian¢ni matice omezené, coz indikuje, zZe je estima-
tor robustni viic¢i libovolné velké kontaminaci v jednom bodé. Pro odhad stfedni
hodnoty vychézi influencni funkce nulova pro takova pozorovani, pro ktera je
kvadrat jejich Mahalanobisovy vzdalenosti vétsi nez mezni hodnota X12;,0.975a tedy
odlehlé hodnoty nemaji na odhad stfedni hodnoty vliv. Stejné tak influencni
funkce pro mimodiagonalni prvky odhadu varian¢ni matice bude nulova pro od-
lehlé prvky, ale uz to neplati pro diagonalni prvky, kde influen¢ni funkce zistava
pro vSechna pozorovani konstantni a nenulova. Z toho plyne, ze na MCD odhad
varian¢ni matice stale maji odlehlé hodnoty néjaky vliv, i kdyz omezeny. Vsechny
influencni funkce jsou spojité az na skok v mezni hodnoté a pfipadné na skok zpt-
sobeny vahovou funkci. Pfesné odvozeni influenc¢nich funkci a z toho i efektivitu
MCD estiméatoru lze podrobné najit v [10].

2.2.2 Afinni ekvivariance

MCD estimator méa vlastnost afinni ekvivariance, nezavislosti na posun dat a
skalovani.

Afinni ekvivariance znamena, ze pro dana data X € R"*? a pro kazdou regu-
larni matici A € RP*P a pro kazdy vektor b € RP plati:

m(AX +b) = Am(X) + b
S(AX +b) = AS(X)AT,

kde m odhaduje stfedni hodnotu a S odhaduje varianéni matici pomoci MCD
[2].

Z toho vyplyva, ze pokud linedrné transformujeme dané X, prislusné se trans-
formuji i odhady a zachova se stejnd mnozina velikosti h, kterd minimalizuje de-
terminant varianéni matice. MCD estimator tudiz nezavisi na otoceni, posunuti
nebo preskalovani dat a odhaluje stejné odlehlé hodnoty.

2.3 Algoritmus fastMCD

Jak bylo zminéno, pfi vypoctu MCD estimatoru bychom obecné méli brat v
uvahu vsech (Z) mnozin z nichz hleddme tu mnozinu, jejiz determinant vybérové
varian¢ni matice je minimalni. Museli bychom tedy pro kazdou z mnozin pocitat
vybérovy primér, vybérovou varianc¢ni matici a jeji determinant. Pokud se n
zvétSuje, poroste velmi rychle naroc¢nost vypoctu a pro velkd data by se metoda
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nedala efektivné pouzit. Az uvedeni fastMCD algoritmu znamenalo pro vyuziti
estimatoru velky obrat, protoze nas zbavuje nutnosti vzit vSech (;‘) mnozin. Misto
toho vezme jen omezeny pocet mnozin velikosti i a pro kazdou iterativné zmen-
suje determinant vybérové varianc¢ni matice, kterému se obcas tikd zobecnény
vybérovy rozptyl.

K tomuto zmensovani determinantu vyuziva itera¢niho kroku nazvaného C-
step, ktery vezme mnozinu velikosti h, vypocita z ni odhady stfedni hodnoty a
varianc¢ni matice véetné determinantu a néasledné vypocita Mahalanobisovy vzda-
lenosti vSech n pozorovani, ovSem pomoci ziskanych robustnich odhadt. C-step
dale urc¢i novych h pozorovani s nejmensimi vzdalenostmi a ty pouzije k dalsi
iteraci. Podle pozdéji uvedené Véty 3 mé variancéni matice pro novou mnozinu
pozorovani mensi nebo stejné velky determinant.

Pozdéji uvedena Véta 2l nAm dava nejen jednoznac¢nost dvojice (i, X), kterd
minimalizuje determinant varian¢ni matice, ale predevsim nam 1ika, ze tato dvo-
jice je prave skutecna stfedni hodnota a varian¢ni matice nezndmého rozdéleni.
Pokud tedy najdeme globalni minimum determinantu pro né&jakou dvojici (v,A)
a pouzili jsme pii tom jen relevantni data bez odlehlych pozorovani, méli bychom
dostat populacni stfedni hodnotu a varian¢ni matici. Diky Vété [3| zase mame za-
rucen, ze kdyz budeme kazdym krokem snizovat det S, musi takovy postup nutné
konvergovat v koneéném poctu krokt.

Dtivod proc¢ zmensovanim determinantu ziskdvame postupné lepsi odhady vy-
plyva dobie z geometrické piedstavy. Rovnice d* = (z — m)TS~1(x —m), kde m
je odhad stfedni hodnoty a S je odhad varian¢ni matice, definuje body, které
maji stejnou vzdalenost od m. V dvourozmérném pripadé ptijde jak bylo feceno
o elipsu, pro p > 3 jde o néjaky zobecnény elipsoid, ktery ovSem neumime gra-
ficky znézornit. Diagonalni prvky vybérové varian¢ni matice urcuji rozptyl dat
ve smeérech jednotlivych os elipsoidu, které jsou dané vlastnimi vektory matice S.
Délka os pak bude timérna vlastnim ¢islim a objem elipsoidu je roven v/det S.
Tudiz pokud by byl determinant varian¢ni matice nulovy, lezely by data v néjaké
nadroviné.

Obecné je tézké interpretovat zobecnény vybérovy rozptyl, protoze zavisi
na seskalovani dat. Pokud se ovSem skalovani veli¢cin béhem vypoctti neméni
a zmensujeme-li kazdym krokem determinant varian¢ni matice, intuitivné zme-
nsujeme elipsoid a tim i rozptyl dat. Postupné tak zpresnujeme odhady polohy a
rozptylu hlavni c¢asti dat.

2.3.1 C-step

Nejdulezitéjsim krokem fastMCD je C-step. Rousseuw a Van Driessenova [3]
pojmenovali tento krok pismenem C od slova concentration, tedy koncentrace,
protoze kazdy krok ”zhustuje” varianéni matici téchto pozorovéani a zmensuje jeji
determinant. Také se vzdy soustiedujeme pouze na h pozorovéani s nejmensimi
vzdalenostmi.

Myslenka C-stepu popsana v [3] je nasledujici:

Vezméme nase data X = [z1,...,2,|7, kde Vi x; = (@;1,...,24)". Necht
H; C {1,...,n} je néjaka mnoZina h indext, kde p+ 1 < h < n.

e Potom spocitdme z dat s indexy z H; vybérovy pramér m; = % D icm, Tia
vybérovou variantni matici Sy = 3 >,y (25 — ma)(z; —my)7.
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e Pokud det(S;) # 0, spoc¢itdme Mahalanobisovy vzdalenosti vsech n pozo-
rovani jako dy (i) = \/(z; — m1)TS; (z; —my) proi=1,... n.

e Nasledné srovname vzdalenosti d; (i) podle velikosti a prvnich A indexu s
nejmensi vzdalenosti oznacime jako mnozinu Hs a iterujeme postup.

Jak jiz bylo Feceno, tento postup zajistuje, ze det(S;) > det(Sz) > ... a rov-
nost det(S;) = det(S;41) nastane pouze pokud S; = S;1 a m; = mj;q, jak bude
dokézano v nasledujici sekci. Proces se zastavi pravé kdyz nastane rovnost deter-
minanti ve dvou po sobé jdoucich varianc¢nich maticich, nebo pokud v néjakém
kroku dostaneme determinant rovny nule.

2.3.2 Dukaz konvergence C-stepu

Podle dikazu R. Griibela [11] nejprve ukazeme, Ze plati véta o jednoznacénosti
dvojice (11,%), kterd minimalizuje determinant variancni matice a ktera je pravé
skutec¢nou stfedni hodnotou a varian¢ni matici rozdéleni.

Véta 2. Necht v = (x1,...,7,)" je ndhodny vektor p proménnych takovy, Ze
E|lz||? < oo, 1 € R” je vektor stiednich hodnot = (u; = Ex; proi € {1,...,p}) a
¥ € RP*P je variancéni matice vektoru x (X = E(x — p)(z— u)T). Predpoklddejme,
Ze Y je pozitivné definitni.

Potom plati, Ze mezi vsemi pary (v,A), kde v € RP a A € RP*P je symetrickd
pozitivn€ definitni matice, takovymi, Ze splnuji rovnost

Ex—v)'A Nz —v)=0p (2.1)

existuje jedind dvojice, kterd minimalizuje det A, a to pravé (p,>).

Diikaz. Nechf ¥~/2 je symetrickd matice takova, ze X ~1/25~12% = I kde I je
jednotkova matice velikosti p x p. Oznaéme y = X ~V2(x — p) a y; je i-ty prvek
y. Symbolem t¢r pouzivanym v nésledujici rovnici oznacujeme trace, tzv. stopu
¢tvercové matice, kterd je sou¢tem prvki na hlavni diagonale matice. V rovnici
také nekolikrat vyuzijeme linearity operatoru &: pro kazdé dva nahodné vektory
x a y plati, ze E(x + y) = Ex + £y a pro kazdou ndhodnou matici X a matice
konstant A a B plati, ze E(AXB) = AE(X)B.

Ew—p)'S o —p)=Ey'y = Z E(y;) = tr((Eyiys)i =) = tr(Eyy") =
= (S (x — ) — )TV = (1) = p

z ¢ehoz plyne, Ze dvojice (i, Y) splituje rovnost z predpokladu véty.

Diky transformaci vyse mizeme piedpokladat BUNO, Ze tma u=0a ¥ = I,
jinak pouzijeme nédhodny vektor y.

Daéle necht v je libovolny vektor p proménnych, A je libovolnd symetricka,
pozitivné definitni matice velikosti p X p a (v,A) spliiuje rovnost (2.I), potom
existuje ortogonalni matice U a ¢isla Ay > Ay > -+ > X, > 0 (tj. vlastni ¢isla
matice A) tak, ze A = Udiag(My, ... \,)UT, kde diag(\y, ... )\,) je diagonalni ma-
tice. Determinant matice A je pak roven det A = A\ Ay - - - )\, protoze ortogonalni
transformace neméni determinant.
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Oznaéme z = UT(z — v) a z; = u! (z — v) je i-ty prvek z, potom

E(x —v)TA  (z —v) = Ediag(\] ,...,/\;l)z:5()\1_lzf+--~+)\;1z§):

= Z EN'AD) = zp: AERT =
Z:pl z;l

= Z A tvarz; + Z N HEZ)Y
i=1 i=1

kde posledni rovnost plyne z Lemma 1 z prvni kapitoly..
Protoze £x = 0, plyne z vysSe uvedenych vztaht a linearity £ pro stfedni
hodnotu a rozptyl z toto:

=&

varz = &€

UMz —v))=&EU 2) - EUTY) =UE(x) —UTEW) = ~Uy,
(z=&E) -8 =E+U)(z+ U =

=EUTr —Uv+ UMW) UT2 —UTv + UM V)T = EU 22 U) =
=UTE(xa" ) U = UTE((x — Ex)(z — Ex)U =UTIU = I

Ze vztahu 1) potom plyne, ze soucet > ©_, ANt < poprov #0 atedy z AG
nerovnosti {;/)\1_1 EEP WS H% plyne A\;'- )\Ijl < 1 a tudiz det A > 1.
Tedy jakékoliv Feseni (£2.1)) pro v # 0 nemtze minimalizovat det A, protoze vime,
%e dvojice (0,1) je feSenim. Pokud v = 0, potom > 7 | A" = p, coZ znovu podle
nerovnosti geometrického a aritmetického primeéru dava pravé dvé moznosti: bud
se viechna \; ' = 1 a ve vyrazu {/)\1’1 - Ayt <1 nastévd rovnost nebo je sou-
¢in ostfe mensi nez 1. Druhy pfipad by znovu neminimalizoval det A a tedy
A =UIUT = I. Z toho plyne, Ze jediné feSeni je (0, I).

OJ

Tuto vétu vyuzijeme k dikazu, Zze posloupnost determinantti bude klesajici
podle ¢lanku Rousseeuwa a van Driessenové [3]. Jesté jednou zformulujeme, co
chceme dokazat.

Véta 3. Necht X = [x1,...,2,)T € R™P je ndhodny vybér, kde kaZdé x; md p
promeénnych. Necht Hy C {1,...,n} je néjakd mnoZina indexi velikosti h, kde
p+1<h<n.

Oznacme m, = %Z%Hl T a S = %ziGHl(xi — my)(x; — m1)T. Pokud
det(Sy) # 0, spocteme vzddlenosti dy(i) = ~/(x; —my)TS; (z; —my) pro i =
1,...,n, které srovname podle velikosti a prvnich h indexu s nejmenst vzdalenosti
oznacime jako mnozZinu Hy a iterujeme postup.

Potom det(S;) > det(S3) > det(S3) > ... a rovnost det(S;) = det(Sj+1)

nastane pouze pokud S; = Sj11 a m; = mjyq.

Dikaz. Méjme z postupu vyse Hy, mo a Ss. Pokud det Sy = 0, jiz mame minimum,
predpokladejme tedy, ze det Sy > 0. Pomoci msy a Sy spocitejme vzdalenosti da(7)
proi=1,...,n, pak
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1 1 1
= —tr g Sy Hxi — ma)(x; —my)T = “trSy 1Sy = —trl = by
p p p

Ekvivalentné lze to samé odvodit i pro Hy, m; a S;. Potom pokud oznac¢ime
dy(m(i)) permutaci pferovnanou fadu d;(i) takovou, ze di(7(1)) < dy(7w(2)) <
- < dy(m(n)), pak z definice H, dostaneme

h
0<a =13 dii) - hip;d%@r(i)) <3 ) =1

i€Ho JEH,

Pro Mahalanobisovy vzdalenosti d(,, «s,) dostaneme nasledujici:

1 1 )
h_p Z d%mLaSl)(Z) = h_p Z(Zm - ml)T(aSI) 1(% — ml) —

I

I
eIle

I

—_

Podle Griibelovy véty plati, Ze ze vSech dvojic (m,S) takovych, Ze spliiuji
E(wi—m)T S wi—m) = 55 Y ich, dim.s) (1) = 1 pravé dvojice (mz, Sp) minimali-
zuje det S a to jednoznacné. Z toho vyplyva, Ze det Sy < det(aS;), kde 0 < a < 1
a tedy det Sy < det(aS;) < det S;.

Rovnost det Sy = det.S; nastane pouze pokud a@ = 1 a zaroven detS, =
det(aSy), coz z Griibelovy véty znamend, ze (mgy, Sy) = (mq,aS;), dohromady
dostaneme podminku rovnosti (ms, Sp) = (mq, S1).

]

2.3.3 Pocatecni volba mnoziny H;

Otéazkou zustava volba pocate¢ni mnoziny H;, pro itera¢ni proces zalozeny na
Veéte [3l Jak bylo uvedeno, fastMCD aplikuje C-step na omezeny pocet mnozin
H;. Uvidime, ze urychleni fastMCD vyplyva ze sniZzeni poc¢tu mnozin H; a Ze
spravnym vybérem téchto mnozin zvysSujeme robustnost algoritmu. Vypocet es-
timatoru by meél brat v avahu vsech (Z) mnozin H; velikosti h a mezi nimi
hledat mnozinu, pro kterou je determinant varianc¢ni matice miniméalni. Protoze
je takovy postup pro vétsi n pomaly a hodnota (2) bude obrovska, musime tedy
udélat omezeni na pocet mnozin, obvykly je pocet 5007} Nejjednodussim piistu-
pem by bylo nagenerovani zcela ndhodnych mnozin, ale pak se da ocekavat, ze
tyto mnoziny obsahuji mnoho odlehlych hodnot, které by nam neptiznivé ovliv-
mnozstvi odlehlych hodnot v pocatecnich mnozinach Hy, diky ¢emuz nabyde C-
step a cely algoritmus ze statistického hlediska na robustnosti a snizi se cena
vypoctu.

ltato hodnota je pifmo navrhovéna v [3] a pfednastavena v implementaci algoritmu
fastMCD.
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Hlavnim problémem volby H; je skutec¢nost, Ze je vysoka pravdépodobnost, ze
nahodné vybranych h pozorovani z n obsahuje odlehlé hodnoty. Cislo h se obvykle
bere jako h = L%”HJ a je to tudiz vice jak polovina vsech pozorovén. Pti volbé
h mimo jiné musime predpokladat, ze data obsahuji méné nez L"%MJ odlehlych
hodnot, coz naptiklad pro data s n = 2p znamené priblizné 25% kontaminaci dat,
ale pro n > 5p zvladne algoritmus i 40% kontaminaci odlehlymi hodnotami, v
piipadé pouze dvou proménnych dosdhne algoritmus bodu selhani presné 50%.

Limitné pijde pravdépodobnost nekontaminovaného nahodného vybéru do
nuly. Rousseeuw a van Driessenova adresuji problém vybéru pocatecni mnoziny
H; nésledujicim trikem. Budeme brat mnoziny nejmensi mozné velikosti, tak aby
z nich spocitany determinant varianéni matice byl nenulovy. To nam témér jisté
zaruci, ze mezi pétisty mnozinami H; bude alespon nektera bez odlehlych hodnot
a bude vhodné pro zacatek algoritmu.

Poznamka. Divod, pro¢ pravdépodobnost vybéru nekontaminované mnoziny
se blizi nule je tento. Oznac¢me z jako pocet odlehlych hodnot, n je pocet vsech
bodl, h = L%”HJ > %, potom pocet moznosti, kterymi lze vybrat nekonta-

minovanou mnozinu je: nek = n=2n—z=l = n-z-htl o hoket viech moznosti je
n—1 n—h+1

vse 1= (2) Pravdépodobnost, ze vybereme nekontaminovanou mnozinu je tedy

nek _ n—=z n—z—h+1 hh-1 2

e = S aS e nThens h+1 Prvnich h faktortt miizeme shora

odhadnout jako (“=2)" ostatnich h faktor odhadneme shora jako ()", ¢imz do-
staneme vyjadieni ”Ek < (” E h) Protoze = <@ =c kdec<1 udavé pomér
n2 dosta,vame vysledne 25 < (&) < (1) <

nekonta,mmovanych dat a E > == 5

1\n/2 Stauiict
(5)”/ — 0 pro zvétsujici se n.

Vezméme libovolnou podmnozinu J C {1,...,n} velikosti p + lﬂ Pokud se
stane, ze det S; = 0., pfidavame postupné do J libovolné dalsi indexy az dosta-
neme J* takové, ze det Sy« # 0. Spocitame stfedni hodnotu a varianéni matici
z J, resp. J*, mg = %Zig x; a Sy = %Ziej(a:i — mg)(z; — mg)” a z nich do-
pocitdme vzdalenosti d2(i) = (x; — mg)’ Sy (x; — mg) pro kazdé i € {1,... n}.
Vzdélenosti srovname podle velikosti od nejmensi po né€jvétsi a za H; vezmeme
prvnich h indexi s nejmensi vzdalenosti.

2.3.4 Zredukovani mnozstvi C-stepu

Nyni jsme v situaci, kdy mame mnoziny H;, které bychom chtéli pomoci C-
stepu dovést do konvergence a nasledné vybrat tu z mnozin, kterd ma nejmensi
determinant varian¢ni matice. Narazime tim na dalsi problém co se tyce rych-
losti. Kazdy krok C-stepu vyzaduje vypocet stfedni hodnoty, varian¢ni matice a
n vzdalenosti, ptiblizné O(np?) operaci jak bude pozd&ji spoditano, je tedy vy-
pocetné narocny. K urychleni algoritmu potiebujeme zmensit pocet C-stepti. Jak
je naznaceno v [3], casto lze vidét rozdil mezi robustnim a nerobustnim FeSeni
v rychlosti konvergence determinantu varianéni matice. U vhodnych, robustnich
mnozin lze pozorovat, ze jiz po dvou nebo tfech C-stepech je jejich determinant
mnohem mensi, nez u ostatnich mnozin a konverguje smérem k minimu.

2Reélné je ve fastMCD nastavena trochu jind hodnota, blizkd h = 0.75 - n. Piesny vzorec
pro / bude uveden v &asti [2.3.6]
3Mensi mnoZina nem4 smysl, determinant S by byl jisté nulovy
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Tato myslenka je pouha heuristika, jisté neni univerzalni. Tedy nemusi platit,
ze mnozina, kterd po dvou krocich konverguje rychleji nez jind mnozina, bude
konvergovat rychleji i dal. Proto algoritmus pouzije 2 C-stepy na vSech 500 mnozin
H, a dal nepouziva pouze jednu nejlepsi, ale pouzije jich hned nékolik, obvykle se
pouziva 10 nejlepsich. Ty potom iterujeme dal az do konvergence a z nich zvolime
mnozinu, kterd ma nejmensi determinant.

2.3.5 Urychleni pro velka n

Dalsi zrychleni algoritmu se uvazuje pro velka n. Protoze ¢as vypoctu se zvy-
Sujicim se n rychle roste, napriklad i kvili potfebé vypocitat vzdy n vzdalenosti
v kazdém C-stepu, pokusime se tomu vyhnout rozdélenim dat na mensi podm-
noziny.

Rousseuw a Van Driessenova [3] rozlisuji tii pfipady. Pro n < 600 pouZzivaji
dosavadni algoritmus beze zmény, pro 600 < n < 1500 uvazuji rozdéleni dat na
maximalné ¢tyfi disjunktni podmnoziny, které jsou priblizné stejné velké a kazda
obsahuje minimalné 300 pozorovani. Podmnoziny se voli nahodné.

Pro posledni pripad n > 1500 se postupuje obdobné. Nejdiiv ndhodné vybe-
reme mnoziny obsahujici 1500 pozorovani z n a ty pak dal rozdélime po tiech
stech na dalsich 5 podmnozin.

V obou dvou pripadech, kdy n > 600, pokracujeme takto: v kazdé podm-
noziné vybereme nékolik pocatecnich mnozin H,, tak abychom jich celkové pro
vSechna data dostali 500. Velikost mnoziny h se musi pro rozdélené podmnoziny
zmensit v poméru hy.,, = h- "= kde n;,, znaci velikost podmmnoziny. Na kazdé
H, pouzijeme dva C-stepy a v kazdé podmnoziné zvlast uchovame 10 nejlepsich
feseni. Prislusné podmnoziny spojime zpét do mnozin o maximalni velikosti 1500,
prislusné zménime hypo; = h- 222 & h- 1590 ke kazdé mame sadu 50 (nebo méné)
feSeni (m, S). Tato FeSeni pak rozsifime na celou slou¢enou mnozinu, tedy znovu
aplikujeme 2 C-stepy vyuzivajici jiz vSech 1500 pozorovani a ulozime 10 nejlepsich
z nich.

Nésledné rekurzivné sloucime mnoziny velikosti 1500 do kompletni sady dat a
stejnym zptisobem rozsitime dosavadni Teseni, az poslednich 10 feSeni dovedeme
do konvergence (nebo do ptrednastavené hodnoty poctu C-stepil) a ziskame tak
nejlepsi feseni celé fllohyﬁ

2.3.6 Pseudokod fastMCD

V této sekci shrneme, jak algoritmus funguje.
Vstup: X € R"*P

1. Zvolime 0.5 < a < 1, potom h = [2(1 — )| 22| + (2a — 1)n] nebo

1
nechdme prednastavené v = 0.75 a h = [1| M2+ ] 4 2|,

2. Pokud a = 1, pouzijeme vSechna data k odhadim stfedni hodnoty m a
varian¢ni matice S a algoritmus ukoncime.

4Hodnoty jako 500 poc¢atecnich mnozin H;, podmnoziny velikosti cca. 300, uchovavani 10
nejlepsich feSeni, aj. jsou prednastavené hodnoty ve fastMCD, které vSak jdou zmeénit.
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3. Pokud p=1 vypoditaji se odhady podle [3] pomoci algoritmu uvedeného v
[12] a algoritmus ukonc¢ime.

4. Dale uz mame h < n, p > 2. Pro n < 600 pouzijeme vSechna data.

e Mnozstvi pocateénich mnozin oznac¢ime ntrial = 500 a 500krat opa-
kujeme:

— vezméme libovolnou mnozinu Hj velikosti p + 1 a podle popisu v
2.3.3| sestrojime mnozinu A indextt Hy,

— na H; pouzijeme 2 C-stepy popsané v Casti dostaneme 500
mnozin Hj s ptislusnymi odhady varian¢ni matice Ss.

e Vezmeme 10 dosavadné nejlepSich feSeni s nejmensim det S3, a pouzi-
jeme na né C-stepy az do konvergence, maximalné vsak pouzijeme 100
C-stept na kazdou z deseti mnozin Hs.

e Urcéime feSeni (m,S) s nejmensim det S, vratime ho, ukonéime algo-
ritmus.

5. Pokud n > 600 potom budeme data rozdélovat jak bylo Feceno v sekci[2.3.5]

e Pro n > 1500 rozdélime nejprve data ndhodné na disjunktni mnoziny
velikosti 1500 a ty pak rozdélime dal po tiech stech na 5 podmnozin.

Pokud n < 1500 rozdélime data na maximalné 4 disjunktni podm-
noziny priblizné stejné velikosti n,.,, > 300.

e Rozdeélime 500 starti co nejrovnomérnéji mezi vSechny podmnoziny a

v kazdé podmnoziné tak opakujeme zhruba ———% ____krjt:
pocet podmnozin

— pomoci p + 1 velké mnoziny H, zkonstruujeme mnozinu H; veli-
kosti hy, = R - Prez

n ?

— v podmnoziné pouzijeme na H; 2 C-stepy,
— ulozime 10 nejlepsich odhad (my.oz, Sroz)-

— Pokud n < 1500, pak:

% slou¢ime zpét podmnoziny do kompletnich dat,

* na vSech 40 ulozenych feSeni (M., Sro.) pouzije C-step az
do konvergence, nejvic vsak pouzijeme 100 C-stept na kazdé
feSeni,

* najdeme nejlepsi feseni (m,S) s nejmensim determinantem,
vratime ho a ukonc¢ime algoritmus.

— Jinak n > 1500 a potom:

* slou¢ime vzdy 5 podmnozin velikosti 300 do pfislusné mnoziny
velikosti n4p,; = 1500,

* v kazdé spojené mnozin€ pouzijeme na 50 dosavadnich feSeni
2 C-stepy pro hgpej = h - né#‘” a ulozime 10 nejlepsich TeSeni,

* nakonec slou¢ime vSechny mnoziny do kompletni sady dat a
pro dosavadni nejlepsi feSeni pouzijeme nékolik C-stepu (jiz
ne 100, ale pocet C-stept se odviji od velikosti n a p),

* najdeme feSeni (m,S) s nejmensim determinantem, vratime
ho a skoncime.
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V zévislosti na velikosti » mé tim padem algoritmus rtzny pocet fazi, které
pouzivaji C-stepy. Pro n < 600 a 600 < n < 1500 mame 2 faze. Prvni pouziva
C-step vzdy dvakrat a finalni pouziva az 100 C-stept na kazdou mnozinu. Pro
n > 1500 mame 3 faze, prvni a druha pouzivaji 2 C-stepy, finalni faze ma pocet
C-stepu ruzny podle n a p.

Poslednim vylepsenim algoritmu je pak pouziti vahové funkce.

2.3.7 Vahy ve fastMCD
ntp+l

Algoritmus MCD je nejrobustnéjsi pro h = |*£=|, kde je dosazZeno nej-
vyssitho mozného bodu selhani. V takovém ptipadé k vypoctu odhadl stfedni
hodnoty a varianc¢ni matice pouzijeme h dat, misto této hodnoty h mizeme ekvi-
valetné brat a = 0.5. Zaroven vsak ma algoritmus pro toto h nizkou efektivitu
pro normalni rozdéleni, vice o tomto lze najit v [2] a [10], viz téz [2.2.1]

Pokud zvysime o a budeme odhady pocitat s vétsim mnozstvim dat, efek-
tivita se bude zvySovat, ale na tikor robustnosti. Z divodu zvyseni efektivity a
soucasného zachovani robustnosti, se pouziva tzv. vazeny odhad. Ten vyuziva
néjakou vahovou funkci, ktera by idealné méla priradit nizkou ¢i nulovou vahu
odlehlym hodnotam a naopak by méla upfednostnit data nejblize k centru dat,
stfedni hodnoté.

FastMCD vyuziva velmi jednoduché vadhové funkce, kterd prifazuje nulu od-
lehlym hodnotam a jednic¢ku vSem ostatnim. Je to funkce robustnich vzdalenosti

di(i) = \/(xZ — my)T S, (@, — my), kterd podobné jako toleranéni elipsa vyuziva
k rozliseni odlehlych hodnot jako mezni hodnotu Xz,0.975- Tvar vahové funkce je
pak W(d}) = ¥(dp(i) < X2o975) @ € {1,...,n}, kde ¥ je charakteristicka funkce,
ktera piifazuje i-tému pozorovani jednicku pokud nerovnost dz (i) < X;yo.gm plati,
jinak mu prifadi nulu.

Ziskavame tim vazené nasledujici odhady pro stfedni hodnotu a variancéni
matici:

T W@ (i),
S WD)

Se—c- % S W) s = ) = )

myg

Konstanta c je tzv. konzistenc¢ni faktor, ktery zajistuje pro normalni rozdéleni
konzistenci, coz je vlastnost, ze pro zvétsujici se n se odhad parametru limitné
blizi k samotnému parametru.

2.3.8 Exaktni fit

Zajimavou vlastnosti MCD estimatoru je moznost pouziti na exaktni fit, to
znamenad, kdyz h nebo vice pozorovani lezi v néjaké nadroviné mensi dimenze nez
p. I v takovém pripadé dostaneme odhad stfedni hodnoty m a varian¢ni matice
S, ktera v takovém piipadé bude singularni. Algoritmus pak z (m, S) vypocitava
i rovnici nadroviny.

Pokud mame data s n > 600, rozdélujeme mnozinu pozorovani na mensi
podmnoziny a pro h,o, = h - "= hleddme odhady (M., Syo.). MiZe se stat, ze
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narazime na pfipad, kdy det S,,, = 0. Z toho vime, Ze existuje h,,. nebo vice
pozorovani lezicich ve stejné nadroviné. Zkusime projit celou sadu dat a kdyz na-
jdeme h nebo vice pozorovani v této nadroviné, dopocitame k ni stredni hodnotu
a varian¢ni matici (m, S), které budou koneénym vysledkem a zastavime algorit-
mus. Jinak pokracujeme, s tim Ze (M., Syo.) pro které det S,,, = 0 budeme jisté
predavat jako jeden z 10 nejlepsich vysledkd do slouc¢enych mnozin a piipadné
postup opakujeme.
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3. Numerické vlastnosti
algoritmu fastMCD

Kvalitu algoritmu fastMCD zde budeme posuzovat z hlediska tii kritérii: vy-
pocetnich ndkladi, pamétovych ndkladu a stability. Zaméfime se predev$im na
vypocetni naklady a stabilitu, které nejsou tak piimocaré jako pamétové naklady.
Vypocetni naklady nam davaji odhad, jak rychle poroste mnozstvi operaci, a tim
i Cas potfebny k vypoctu, v zavislosti na velikosti tilohy. Stabilita zase urcuje, jak
moc se na vysledky mtzeme spolehnout, vzhledem k vlivu konecné aritmetiky.
Tedy, jestli lze Tict, ze spocitany vysledek je blizko presnému fesSeni.

V ptivodnim ¢lanku o fastMCD z roku 1999 [3] se ze jmenovanych numerickych
vlastnosti algoritmu fesi pouze vypocetni naklady v zavislosti na n. Pfedpoklada
se p velmi malé a proto se zde tvrdi, ze C-step ma naro¢nost O(n). Protoze se ale
fastMCD pouziva i na data s p > 50, ma i p vliv na odhad vykonnosti algoritmu.
Zkusime proto upiesnit a doplnit numerické vlastnosti i vzhledem k velikosti p.

3.1 Pamétové naklady

e/

n > 1500 a data délime. Kromé samotné matice X, kterd ma np hodnot, uchova-
vame také 10 nejlepsich feseni pro kazdou podmnozinu velikosti 300, tj. ukla-
dame odhady stfednich hodnot, varian¢nich matic a jejich hodnoty determi-
nanti a pfislusné indexy pro kazdou mnozinu. Pro kazdou podmnozinu tedy
potfebujeme p + p? 4+ 1 + h hodnot, podmnozin je piiblizné 300 = 7, tedy kon-
stantni (malé) mnozstvi. Celkové budeme v nejhorsim piipadé potiebovat ulozit
np+v-(h+p*+p+1) = O(np) ¢isel. Standardné jsou uloZena jako ¢islo s plovouci
rfadovou carkou typu double, kdy kazdé ¢islo zabere 8 bytu.

3.2 Vypocetni naklady

vvvvvv

algoritmu je také nejdrazsi. Vypocitava vzdy odhad stfedni hodnoty, variancéni
matice, jeji determinant a vSech n Mahalanobisovych vzdalenosti jednotlivych
pozorovani. Soustfedime se na variantu algoritmu, ktery je v knihovné LIBRA
[5] pro MATLAB. Tato verze vyuZiva v pribéhu ekonomicky singularni rozklad.

Definice 24 (Ekonomicky singuldrni rozklad). Pro kaZdou matici A € R
hodnosti r existuji ortogondini matice U € R™™ a V € RP*" q kladnd cisla
pL> > p, >0 tak, Ze A= Udiag(py,...,p. )V =URVT,

Singularni ¢isla p; jsou odmocninami z vlastnich ¢isel matice A, coz budeme
dale vyuzivat. C-step rozdélime do jednotlivych kroki podle Véty 3 a budeme
pocitat pocty elementarnich operaci - s¢itani/od¢itani, nasobeni, déleni aj. v za-
vislosti na velikosti tlohy, tj. na mnozstvi dat n, na poc¢tu proménnych p a v
zavislosti na velikosti podmnoziny indext h. Omezime se na tzv. floating point
operations (flops).
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¢ My = %Zzer T
v sumé s¢itdme h vektori velikosti p, jednou délime 1/h a nasobime
¢islo krat vektor velikosti p
pocet operaci: (h — 1) -p+ 1+ p = O(hp)

e S se explicitné nevypocitava, pouze uréime X, — M, z vyrazu

Sk = % Z(ZL} — mk)(xz — mk)T = %(Xk — Mk)T(Xk — Mk;),

1€ Hy,
kde matice Xy i My, jsou velikosti h x p , X} méa v radcich radky matice
X s indexy z Hj, matice M méa v kazdém tadku vektor vybérové
stfedni hodnoty my,

pocet operaci: 2hp = O(hp)

e ziskdme spektralni rozklad S, ve tvaru VkR,%VkT7 kde Vi, € RP*P je unitarni
matice a R; € RP*P je diagonalni matice vlastnich ¢isel

pouZije se ekonomicky SVD rozklad X; — My, = Uy R, VL, ktery stoji
zhruba 6hp? + 20p3, potom

1
ok

1

Sk .

ViRFULULRLVE = Vi RIV,E

pocet operaci: 6hp? + 20p® = O(hp?)
o det Sy = Hle rii, kde ry; jsou diagonalni prvky matice Ri

pocet operaci: p — 1 = O(p)

e vypodet vzdalenosti d2(i) = (z; — myp)T S, (x; —my,) proi=1,...n
nejprve se zinvertuje matice R na (R7)™! = diag(%, ..., =), potom
pp
spocitame [(Xy — My)Vi]. Vektor di lze pocitat cely nardz. Miizeme

vypocitat

Dy = (Xp — Mp)Sit (X, — My) =
= (Xi — My) (Vi REV,))™h % (X — My) =
= [(Xh — M)V(RE) ™+ [(Xi — My)Vil,

kde operaci .x znaci nasobeni po prvcich a nésledné di (i) = Zyzl dij,
kde d;; je (i, j)-ty prvek Dy.
pocet operaci: p + np® + 2np = O(np?)

e srovnani d (i) pomoci quicksort algoritmu
pocet operaci: O(n - logn)

Protoze predpokladame, ze p < n a ze h < n je pevné cislo, dostavame
dohromady tento odhad slozitosti jednoho C-stepu:

O(2hp + hp* + p +np® +n -logn) = O(np?).
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3.3 Stabilita

Stabilita je dilezitd numericka vlastnost algoritmii. Vypovida o pfesnosti vy-
poctl v konecné aritmetice. Piima stabilita pfimo pométuje rozdil presného reseni
a vypoctem ziskaného Teseni.

Definice 25 (Prima stabilita). Necht mame ddna néjakd data x a algoritmus f.
Oznacme jako f(z) presny vysledek algoritmu a jako fi(f(x)) vysledek v konecné
aritmetice. Potom prima analyza méri relationt chybu vysledki W a
algoritmus je pak primo stabilni, kdyzZ je tato chyba velmi mald, nejlepe Ldyzv je

umeérnd strojové presnosti u.

Jak moc mala chyba je jesté pripustnd pro primou stabilitu zalezi na kon-
krétnich datech a algoritmu. Analyzovat vSak takto chybu je obvykle nemozné,
protoze jednoduse nezname piesny vysledek. Proto se castéji pouziva zpétna sta-
bilita.

Definice 26 (Zpétna stabilita). O algoritmu rekneme, Ze je zpétné stabilni, pokud
spocten€ resent dan€ ulohy je presnym resenim pozmeénéné ulohy, jejiz vstupni
data jsou blizka puvodnim datim dané ilohy. Tedy pokud mame fi(f(x)) = f(&)
pro néjakd data T, pak je algoritmus f zpétné stabilnd, kdyz 12=2l ~ O(u).

lll

Prozkouméame ted stabilitu pro fastMCD, pfi¢emZ se omezime na regularni
vybérové varianéni matice Sy.

3.3.1 Stabilita fastMCD

Jak bylo vyse feceno, fastMCD z knihovny LIBRA vyuziva v pribéhu C-stepu
ekonomického singulérniho rozkladu. SVD rozklad je zpétné stabilni [13], norma
chyby ptijde odhadnout jako ||E|| ~ u - || Xz — Mg||. Obecné se SVD poklada za
nejstabilnéjsi rozklad. Za stabilitu ovSsem platime velkou vypocetni narocnosti.

Rozklad matice X; — M} pocitame pomoci SVD pres bidiagonalizaci, tj. pfe-
vedeme X, — M} pomoci unitarnich matic P, a (J; na bidiagonalni matici By,
kterou teprve rozlozime SVD rozkladem:

PL(X, — My)Qy, = By = Up R, VL.
Matice X, — M, je potom rovna:
Xy — My = P(URYVDQE = (PU)Re(QiVi)T = UpRLV,E .

Z bidiagonalni matice uz dostaneme singularni ¢isla s relativni chybou timérnou
strojové presnosti w [13] str. 129]. Problém miiZe nastat pfi ndsobeni matic. Kdyz
napiiklad nasobime fi( Pl (X}, — My,)) = PL((X), — My,) + Ey), kde pro chybu Ey
plati, ze || Ex|| ~ u|| Xy — Mg||, viz [13} str. 70] a [14], str. 100]. Norma chyby zavisi
tedy hlavné na normé matice Xy — My, tedy na nejvetsim ze singularnich ¢isel.
Pfesnost, ¢i chybu, jednotlivych singularnich ¢isel poc¢itame relativné k normé
matice kterou rozkladame, tj. relativné k nejvétsimu ze singularnich ¢isel, proto
mohou byt nejmensich singularni ¢isla mnohem neptesnéjsi. Zalezi vzdy na tom
jak jsou od sebe fadové daleko singularni ¢isla, viz Corollary 8.6.2. v [14]. Naproti
tomu pravé i levé singularni vektory, coz jsou sloupcové vektory v; a u; matic Vj a
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Uy z rozkladu Xy, — My, primo stabilni obecné nejsou. Zalezi na blizkosti presnych
a vypoc¢tenych singularnich ¢isel, viz Theorem 8.6.5 z [14].

Stejné tak budeme nasobit matice pii vypoctu vzdalenosti. Znovu bude platit,
ze je maticové nasobeni zpétné stabilni (vice znovu [14] str. 100], ale norma chyby
je zavisla na normé Ay.

3.3.2 Pouziti spektralniho rozkladu

Protoze je singularni rozklad hodné drahy, lze ho alternativné nahradit roz-
nasobenim matic Sy = %(Xk — M) (X — My) a pouzit spektralni rozklad na
vyslednou matici Sy.

Definice 27 (Spektralni rozklad). UvaZujme symetrickou matici A € RP*P | pak
existuje jeji spektrdalni rozklad A = UAUT, kde U je ortogondlni matice, kterd ve
sloupcich obsahuje viastni vektory matice A a A = diag(\q, ..., N,) je diagondlni
matice obsahujict vlastni ¢isla matice A.

Vypocetni narocnost se faddove nezméni, prakticky se ale skutec¢né snizi diky
zmensSeni konstant a ¢lenti nizsiho rfadu. Singularni rozklad potfebuje zhruba
6hp? + 20p® flopi, zatimco se spektralnim rozkladem se dostaneme piiblizné na
hp + hp? + 4/3 - p3, protoZe roznésobeni matic (X — Mj,)T (X}, — M) nas bude
stat ptiblizné O(hp?) a nasledny rozklad, ktery je pro symetrickou matici pomérné
efektivni, stoji 4/3 - p> = O(p?).

Pouzitim spektralniho rozkladu Sy = UpA Ul mtzeme vypocitat determi-
nant a vzdalenosti dy (i) podobné snadno jako predchozim pfipadé. Pro determi-
nant plati: det Sy, = det Ay = [[?_; \;. Ke stabilité tohoto vypoctu se dostaneme
pozdéji. K vypoctu Mahalanobisovych vzdalenosti vyuzijeme toho, ze jde matici
Ay, rozlozit na Ay = A,lc/ ZA,IC/ ?. To plyne z toho, ze pokud je Sy pozitivné definitni,
ma vSechna vlastni ¢isla kladné a Ize je odmocnit. Potom vzdalenosti vypocitame
pfes vzorec

(i) = (i — mp) TUN, VPN PUT (20 — ),

kde staci spocitat pouze jednu z hranatych zavorek, druhou pak ziskdme trans-
pozici. Pak uz staci primocafe roznéasobit. Piipadné jde znovu rovnou vyuzit
maticového zapisu [(Xy — Mk)UkAlzl/Q]. * [(Xy — Mk)UkA,;I/Q] a potom di (i) je
souctem i-tého radku této matice.

Néaroc¢nost vypoctu determinantu ani n vzdalenosti se proto skute¢né nezméni,
ziistanou O(p), resp. O(np?). Z hlediska vypoctové narocnosti jsou tedy obé moz-
nosti rozkladu a vypoctu radove stejné nakladné.

Rozdil nastane ve stabilité. Zatimco v pripadé pouziti singularniho rozkladu
jsme pouzivali matici (X — M) s podminénosti k(Xy — My), zde rozkladame
matici Sj, s podminénosti (k(Xy — My))% Z Corollary 8.1.6. v [14] vyplyva pro
citlivost vlastnich cisel \;, Ze chyba ve vypoctu kazdého vlastniho cisla je shora
odhadnuta [|E||s &~ u||Sk|2 = u||(X) — M) (Xx — My)||2 = ul| X — My||*>. Po-
kud ma tedy matice X — M, velké ¢islo podminénosti, bude spektralni rozklad
mnohem méné stabilni nez SVD rozklad.

Problém muze nastat také kvuli ztraté informace pii roznasobovani matic
(X — M) (X}, — My,). Mize napiiklad dojit ke sniZeni hodnosti, jak je zminéno
v [I4] a [15]. Nasledujici jednoduchy piiklad z [I5] dobfe ilustruje problém.
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Priklad. Necht u zna¢i strojova presnost pocitace a ¢ € (0,+/u). Definujme

.. 11 . , . ,
matici A = ‘ 0l A ma jisté plnou hodnost a nenulovy determinant rovny —e.
1 | 11
Pokud spo¢itdme AT A = —; ¢ 1= ‘ 11l protoze pocita¢ nedokaze ¢isla

1 a1+ €% odligit a vysledna matice je singularni.

Zde navic zmensujeme dimenze. Z matice h X p dostaneme pouze p X p matici,
pricemz p je obvykle nékolikandsobné mensi nez h.
Vypocet determinantu a n Mahalanobisovych vzdalenosti je prakticky stejny
jako u singularniho rozkladu. Stabilita téchto vypocti se proto nezmeéni.

3.3.3 Pouziti Choleského rozkladu

Druhou moznosti je rozlozit matici Sy pomoci Choleského rozkladu.

Definice 28 (Choleského rozklad). Meéjmeé matici A € RP*P| kterd je symetrickd
a pozitivné definitni, tj. pro kazdé x # 0 € RP plati 27 Az > 0, pak emistuje
jednoznacny rozklad A = LLT, kde L € RP*? je dolni trojihelnikovd matice s
kladnymi prvky na diagondle.

Vypodet nas bude opét stat O(hp?) za ziskani matice Sy, Choleského rozklad
potom stoji pouze 1/3-p* = O(p®) operaci, stoji proto 4krat méné nez spektralni
rozklad.

Determinant lze snadno dostat jako det Sy = det(LyL;”) = det Ly - det L," =
(IT5-, L)%, kde l;; jsou diagonélni prvky matice L. Choleského rozklad také pou-
zivame pro vypocet vzdalenosti dy(i):

di (i) = [(w — m)" (L") (L) ™ (s — )] =
(L) (i — ) [ [( L) (i — 1),

nebo mizeme stejné jako v predchozich pripadech pouzit maticovou verzi:
dy = [(Xi — M) (L) ™. # [(Xi — M) (L) ™']

Pak sta¢i vypocitat pouze Y = (X, — M;)(LL)~! € R™P. Diky tomu, Ze je
LY v hornim trojihelnikovém tvaru, piijde snadno najit matici Y jako soustavu
linedrnich rovnic pomoci p¥imé substituce, ktera vyzaduje O(p*) operaci.

Y = (X}, — M) (L") <= YL = (Xp — My)

Dale stejnym zptisobem najdeme di (i) jako soucet i-tého fadku matice Y. x Y,
kde znovu .x znaci nasobeni po prvcich.

Choleského rozklad méa také dobré numerické vlastnosti. Je totiz bezpodmi-
necné zpétné stabilni, coz lze najit véetné dikazu v [13]. Bezpodminetné zpétna
stabilita nam fika, Ze nezavisle na prvcich matice L se pouzitim Choleského roz-
kladu dopustime jen malé chyby.

Piiméa analyza chyb pro vypocet soustavy Az = b s pouzitim Choleského roz-
kladu matice A se ukazuje v [14], ¢ast 4.2.6 a 10. kapitola z [15]. Rika, ze chyba
spocteného FeSeni je odhadnuta jako ||Ells < BhullA||, kde 5, je néjakd mala
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konstanta zavisla na n. Navic béhem rozkladu nenastane problém s odmocnova-
nim zaporného ¢isla, pokud plati odhad 7,urs(A) < 1 pro néjakou jinou malou
konstantu ~,,.

Pokud méame $patné podminénou matici A, mize nastat pti Choleského roz-
kladu chyba. Protoze pro symetrickou pozitivné definitni matici jsou singularni
a vlastni ¢isla stejna, mizeme pocitat podminénost matice A pomoci vlastnich
Cisel jako ry(A) = i\\:j:((ﬁ)), kde A0z T€Sp. Amin znaci nejveétsi a nejmensi vlastni
¢islo. Stabilita proto zavisi na tom, jak daleko od sebe A,z & A jsou. V nasem
pripadé proto stabilita zavisi na ¢islu podminénosti matice S, potazmo Lj,.

Pro substituci pfi feSeni soustavy Y LI = (X — My) zalezi presnost feseni
na ¢islu podminénosti matice L. Obecné lze Tici, ze dobife podminéné matice
fesi soustavy s trojuhelnikovou matici s velkou presnosti. Pro Spatné podminéné
matice obecné nelze nic Fici, ale miize byt velky rozdil mezi feSenim soustavy s
matici Ly a s L] . Jedna matice miize mit totiz ¢islo podminénosti nizké, zatimco
druha druha matice miize byt velmi Spatné podminéna. Piima stabilita chyby je
omezena exponencialné klesajici funkci vzhledem k poradi prvku, ktery pocitame.
Proto pozdéji pocitané prvky Y jsou presné€jsi nez jiz vypocitané prvky, vice v
[15], Lemma 8.6 a diskuze za nim.

Z vysledku vyse jasné plyne, ze lepsi stabilitu ziskdme pouze na tkor vypocet-
nich nakladi. Pokud od algoritmu vyzadujeme predevsim stabilitu, je nejlepsi
pouzit SVD rozklad. Naopak chceme-li docilit nizsich vypocetnich nakladu, bude
vhodnéjsi pouzit spektralni nebo Choleského rozklad. Protoze vsak spektralni a
Choleského rozklad maji srovnatelnou stabilitu, da se za tcelem zrychleni dopo-
rucit spise Choleského rozklad, jehoz vypocet stoji zhruba ¢tvrtinu oproti spekt-
ralnimu rozkladu.

3.3.4 Stabilita invertovani matice

Prestoze v C-stepu se bézné invertuje pouze diagonalni matice vlastnich ¢i-
sel (pokud nepouzijeme Choleského rozklad), objevuje se v algoritmu mcdcov v
knihovné LIBRA i invertovani plné matice. V jiné verzi fastMCD algoritmu pro
MATLAB, kterou lze také bézné sehnat v [16], se dokonce misto SVD rozkladu
invertuje celd matice Sy v kazdém C-stepu.

Inverzi matice se doporucuje vzdy vyhnout, pokud je to mozné. Invertovani
je zaprvé drahé, zadruhé je operace nestabilni a mtize béhem ni dojit k pomérné
velkym chybam, obzvlast pokud je matice blizko k mnoziné singularnich matic,
tj. méa velké ¢islo podminénosti.

Priklad. Vezméme matici z MATLABu, ktera je Spatné podminéna a zkusme

vytesit soustavu rovnic Ax = b riznymi zpisoby.
Necht A = gallery(‘moler’ 20, —1), coZ je symetrickd pozitivné definitni matice
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s ¢islem podminénosti 1.72 - 10'3. Tvar této matice je:

1 -1 -1 -1 - —1
1 2 0 0 - 0
1 0 3 1 - 1
A=[_1 0o 1 14 9
1 0 1 2 - 20

Zvolme nahodny vektor ,.esn, =rand(20,1) a urceme pfislusnou pravou stranu
b= Ax*Tpresny-

Zkusime vyfFesit soustavu Ax = b tfemi rtiznymi zpusoby. Funkce A\b z
MATLABu vyuziva k vypoc¢tu pro symetrické pozitivné definitni matice Cho-
leského rozklad, dale se dopocita x pomoci pfimé a zpétné substituce: Ly = b a
LTz = y. SVD rozklad A = URVT se pouzije k uréeni z jako z = V(R (UTD)).
Posledni zptisob je pomoci piimé inverze x = A~'b. Uréime chybu spoé¢teného
feSeni & od presného ||& — Zpresny|| @ relativni residuum [|o — Az /(]| All[|0]]).

metoda vipoctu | [|Z — presny | | [[b— AZ][/([[Al}[|0]])
A\b 0.8368- 10> | 8734910 %
SVD 4.21-1072 2.0393 - 1017
A1 1.1-107° 6.6409 - 107

Uz z chyby ve vysledku se zda byt ze vSech tii metod Choleského rozklad
nejlepsi, ovSem opravdovy rozdil je vidét v reziduu. Reziduum nadm v podstaté
dava zpétnou stabilitu, jasné 1iké, ze vypocet s inverzi ma mnohem horsi zpétnou
stabilitu oproti obéma ostatnim metodam. Jak lze najit v [I5] nejlepsi mozny
odhad zpétné chyby pomoci rezidua je pro invertovani matice:

nu

b— Az| < Al A7 [bl,

1 —nu
kde w znadi strojovou presnost, n je velikost tlohy a | - | je chyba brand po
jednotlivych prvcich. Pro pfiklad vySe ndm dava horni odhad |b— Az| pro vsechny
prvky chybu omezenou c¢islem 0.17.

3.3.5 Determinant

P¥i pouzivani determinantu musime dbat na dvé véci, jak miizeme najit v [15].
Velikost determinantu nijak nevypovidd o podminénosti matice. Pokud bychom
vzali ortogonalni matici A a prenasobili ji néjakym cislem -, dostaneme matici
~vA, jejiz determinant bude roven +4™ a miZe proto byt libovolné velky pro rtizné
hodnoty ~, prestoze matice YA ma ¢islo podminénosti vzdy 7.

Skutecny problém vsSak souvisi s reprezentaci dat a omezenim pocitace. Mize
se totiz pomérné snadno stat, ze pfi vypoctu determinantu pretece nebo podtece
moznosti reprezentace ¢isla v pocitaci, coz zavisi na velikosti prvki matice a
pripadné i na velikosti matice samotné. Naptiklad pii podteceni dostaneme tak
nizké cislo, ze je numericky povazovano za nulu, pfestoze matice viibec nemusi
byt singularni. Zptisobem jak tomu zabranit je logaritmovani determinantu. Pro
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diagonalni matici D to znamend, Ze vypocitame log|det(D)| = log [[;_, |di| =
> i log |diil.

V mecdcov se determinant pouziva k urceni hodnosti matice X, — M, a tim
i Sk a dale k porovnavani dosavadné nejlepsich vysledki. LIBRA by mohla mit
problém praveé s pretékanim ¢i podtékanim, data ale standardizuje (transformaci
pomoci medidnu), takze problémtim dochazi méné ¢asto. Pfesto by bylo vhodné
do algoritmu logaritmovani zaclenit, ¢imz by se problém odstranil iplné.
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4. Numerické experimenty

Vsechny vypocty vyuzivaji pocitac¢ s 2,66 GHz i7 procesorem a 8 GB RAM,
program MATLAB 2012a [I7] a pouzivaji fastMCD skript mcdcov z knihovny
LIBRA [5].

Pred zacatkem experiment jesté konstatujme, ze se v algoritmu sice uvadi,
ze ,vybirdme mnoziny velikosti p + 1 ndhodné“, ale v realizaci mcdcov to tak
ve skutecnosti neni. Vybér je pseudonahodny a pokud bychom algoritmus pus-
tili nékolikrat se stejnymi parametry na stejna data, dostaneme stejny vysledek.
Néhodnost by vsak slo v MATLABu jednoduse pfidat pfikazem randperm.

Uvedme také, Ze nalezeni malého determinantu nutné nezaruc¢uje dobrou de-
tekei odlehlych hodnot. Potad je fastMCD algoritmus, ktery pouze aproximuje
MCD estimator, a ten zase pfedstavuje heuristickou myslenku. To ukéze nasle-
dujici priklad.

Piiklad 4.1. Prvni z experimenti je z dat o ionosféfe [18]. Tato data maji 351
pozorovani a 34 proménnych, prvni dvé pozorovani vSak jsou z vypocétu vyne-
chana, vedou totiz k exaktnimu fitu. Navic je u téchto dat znamé, ktera data
jsou sprdavnd a kterad jsou sSpatnd a méla by vyjit odlehla. Spravna data jsou v
tomto prikladé takova data z radaru, kterd néjakym zptsobem ukazuji, co se v
ionosfére nachéazi. Naproti tomu Spatnda, odlehla data, jsou takova, kdy viny z
radaru projdou skrze ionosféru a neodrazi se.

Nespravnych dat je 126 z celkovych 351 pozorovani. Budeme zde zkoumat
jak dobfe algoritmus odhaluje odlehlé hodnoty, kdyz budeme ménit parametr «,
ménime tak pfimo pomér odlehlych hodnot, které by mél algoritmus zvladnout.

V nésledujici Tabulce 4.3 jsou shrnuta meéreni, kde jsme pomoci fastMCD
zjistovali pocet odlehlych hodnot, pocet nespravné klasifikovanych hodnot, déle
hodnotu determinantu varianéni matice a pocet pouzitych C-stept (v zavorce
ptislusné poradi mnoziny H;), nez algoritmus nasel v datech nejmensi determi-
nant.

Q h | #odlehlych | #nespravnych | determinant | #C-stepi k det
0.5 192 206 92 5.8695 - 10799 36 (12)
0.625 | 231 172 64 1.1182-107 303 (101)
0.75 | 271 137 39 3.8985 - 10748 1287 (429)
0.875 | 311 102 36 2.2858 - 10737 1194 (378)

1 351 140 42 6.545 - 10748 X

Tabulka 4.1: Ionosférickd data pro rizna «

P1i pohledu na Tabulku 4.1 vidime, zZe byly dosazené velmi malé hodnoty de-
terminantti, o mnoho mensi nez je strojova presnost. Vznikly v diisledku nasobeni
p = 32 vlastnich ¢isel.

Na prvni pohled asi prekvapi pomérné vysoky pocet Spatné urcenych pozo-
rovani, tj. takovych pozorovani, kterd jsou urcena jako odlehlé hodnoty, prestoze
jde o spravna meéteni a naopak. Objevuje se zde problém, Ze i méfeni vin, které se
od ionosféry neodrazi, mohou byt velmi podobna spravnym dattm, vice v [19]. Na
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Obrazek 4.1: Urcené a skutecné odlehlé hodnoty v ionosférickych datech, a« = 0.75

Obrazku [4.1| jsou vykresleny spravna i odlehld data a toleran¢ni mez X§2,0,975- Je
vidét, Ze na to, jak jsou si spravna i néktera odlehla data blizka, urceni odlehlych
hodnot je pomérné rozumneé.

7 podobného divodu se i stalo, Zze nejlepsi vysledek nam dal pripad, kdy

0.875, prestoze podle poc¢tu odlehlych hodnot, ktery zname, by mél byt
nejpresnéjsi vysledek pro o = 0.625.

Tento experiment nikdy nepotieboval vSech 500 pocatecnich mnozin H;, nej-
mensi determinant se vzdy nalezl diive. Dokonce nikdy nebylo tfeba finalni faze
C-stepu (viz. , kdy se bere 10 mnozin s dosavadné nejnizsim determinantem,
které se pak az 100krat iteruji, protoze ke zlepseni uz v zadném z pripadi nedoslo.
Na druhou stranu, to jestli mnozinu s nejmensim determinantem dostaneme uz
béhem vyzkouseni prvnich 100 mnozin H;, nebo az blizko pétisté mnoziny, je zcela
nahodné. Neni tudiz mozné bez rozsahlejsiho experimentu s ménénim hodnoty
ntrial Tict, zda je v tomto ptipadé hodnota ntrial = 500 zbytecné velka.

Priklad 4.2. Druhy z experimentt se vraci k datim vin [4]. V kapitole 3 jsme
upozornili na to, Ze pocet proménnych muze mit dilezity vliv na vypocetni na-
klady. Zde se pokusime naznacit, ze kdyz uméle snizime pocet proménnych, se
kterymi budeme pocitat odhady pomoci fastMCD, muzeme dostat jinou klasifi-
kaci odlehlych hodnot.

Zde se vzaly tti parametry: kyselina jable¢na, fenoly a prolin, a vykreslil se
97,5% elipsoid, viz Obrazek 4.2, Pokud se podivame na elipsoid pouze v jedné
roviné (kyselina jabletnd—fenoly) a vykreslime piislusnou tolerancni elipsu pro
stejné dva parametry, mizeme jednoduse vizualné srovnat zménu v urceni odleh-
Iych hodnot, viz Obrazek 4.3. Pouziti fastMCD na t¥i parametry oproti dvéma
parametrim se projevilo v natoc¢eni hlavni osy elipsoidu mimo rovinu, navic vyssi
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dimenzi p se zvy$uje i mezni hodnota x? a elipsoid tak zahrnuje néktera pozoro-
vani, ktera v dvourozmérné pripadé jsou odlehla.

Tento priklad tedy ilustruje, Ze neni mozné data prochazet po mnozinach s
mensim p a nasledné se snazit z takovych odhadt vytvorit predstavu pro celd
data, protoze ndm uniknou spojitosti mezi parametry. Pro odhady bychom méli
vzdy vyuzit vSechny relevantni parametry.

¢ data vin
| IM97,5% toleranéni elipsoid

1000 —

800 —
700

600 — -

500 —: -

Prolin

400 — -
300
200

100

3 - B

Kyselina jable¢na ) o o5

Obrazek 4.2: Robustni vzdéalenosti a odlehlé hodnoty
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Ptiklad 4.3. Nésledujici data vypovidaji o cukrovce [20]. U 442 pacientti bylo
méfeno 10 zakladnich hodnot, 45 interakci mezi nimi (kovarianci) a 9 kvadratic-
kych clenti, celkem p = 64 parametri. U kazdého pacienta je navic znamo, jak
u néj behem jednoho roku nemoc postoupila. Z dat se ma obvykle odvodit, zda
je mozné predvidat pribéh nemoci u novych pacienti a jaké parametry maji na
zhorSovani nemoci nejveétsi vliv.

U tohoto experimentu budeme ménit hodnotu ntrial, tedy pocet pocatecnich
mnozin velikosti p+ 1, a budeme zkoumat jak dobré odhady dostavame (jak velky
je determinant vybérové varia¢ni matice), kolik C-stepii celkové jsme pouzili a jak
se lisi posouzeni odlehlych hodnot v jednotlivych piipadech.

V Tabulce 4.2 znovu vidime, Ze hodnota determinantu je o mnoho fadt pod
strojovou presnosti. Uvedené hodnoty vznikaji v algoritmu po transformaci, stan-
dardizaci dat, kterd mimo jiné zvétsuje hodnoty determinantt. Po zpétné trans-
formaci maji vysledné varianéni matice prvky v fddu 107° a mensim, takze pii
vypoctu determinantu s p = 64 skutecné dojde k podteceni, jak bylo popséno v
C4sti[3.3.5] Misto abychom dostali vysledek zhruba kolem 1073% dostaneme nu-
mericky nulu. Proto doporucujeme pro data s velkym p pouzivat logaritmovani
determinantu.

ntrial | #odlehlych hodnot | celkovy #C-stepti | hodnota determinantu
500 176 1539 1.7663 - 10~77
400 177 1239 1.2530 - 10777
300 179 946 1.9503 - 10=77
200 174 642 3.2744 - 10777
100 177 341 3.4085 - 10777
5000 176 15041 1.1883 - 10777
50000 176 150041 1.1883 - 1077
100000 176 300041 1.1883 - 10777

Tabulka 4.2: Data o cukrovce pro rtizna ntrial a fixni o = 0.75 bez nahodnosti
vybéru mnozin velikosti p + 1

Vezméme obvyklé nastaveni ntrial = 500 jako referencni bod. Mize mozna
prekvapit, ze jsme dostali mensi odhad pro ntrial = 400. Zde se stane to, co
bylo naznaceno v Pro ntrial = 500 dostaneme jinou sadu 10 nejlepsich
mnozin, ktera se determinanty po dvou krocich zda lepsi, nez sada feseni pro 400
pocatecnich mnozin H;. V tomto piipadé presné nastalo, ze determinant mnoziny;,
ktera se do 10 nejlepsich mnozin pro 500 poc¢atecnich mnozin nedostala, nakonec
dalsimi C-stepy klesne nize nez pro mnoziny, jejichz determinant se do té doby
zdal lepsi.

V pripadé ntrial = 100 jsme dostali priblizné dvakrat vétsi determinant nez
pro ntrial = 500, tedy na prvni pohled horsi feseni, pfesto je pouze 13 pozorovani
klasifikovano jako odlehla ¢i neodlehla hodnota opac¢né nez pro ntrial = 500.
Dostali jsme sice nepresnéjsi feSeni, ale pritom se zda blizké k feseni s obvyklym
vstupnim nastavenim a navic vyzadovalo témér pétinu C-stepii.

Provedli jsme proto jesté pokus, kdy jsme algoritmus spustili s ndhodnym
vybérem mnozin p 4 1, jak bylo feceno na zacatku kapitoly, a 100krat jsme vy-
pocitali hodnotu determinantu pro obé nastaveni nitrial = 500 a nitrial = 100.
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Vysledné zprimérované hodnoty determinantu jsou vypsany v nésledujici Ta-
bulce 4.3. Primérné tedy vychéazi odhad determinantu pro ntrial = 100 jen o
malo horsi, nez s klasicky nastavenim za vyrazného snizeni poc¢tu C-stepu.

ntrial | primérny #C-stept | primérna hodnota determinantu
500 1540 1.3902 - 10~
100 344 1.72299 - 10777

Tabulka 4.3: Priimérné hodnoty determinantu pro 100 spusténi

Vratime-li s k Tabulce 4.2, vidime Ze zkousenim ntrial > 500 jsme dosli k
lepsimu odhadu s mensim determinantem kovarian¢ni matice. Prekvapiveé ovsem
pocet opacné kasifikovanych hodnot mezi pfipady pro ntrial = 100 a ntrial =
100000 je znovu pouze 13 hodnot ze 442. V tomto prikladu je vidét, ze pro slusny
odhad miize stacit i méné pocatecnich mnozin H;. Nésledujici grafy na Obrazku
vykresluji robustni vzdalenosti jednotlivych pozorovani pro 2 hodnoty ntrial
a mezni hodnotu xg, ¢ g7s, kterd oddéluje odlehlé hodnoty od ostatnich. Lze jasné
vidét, ze velké odlehlé hodnoty jsou urceny témér identicky, rozdily tudiz nastanou
u mirnych odlehlych hodnot.

Ptiklad naznacuje, ze pokud nas z néjakého divodu zajimaji pouze velké od-
lehlé hodnoty, je pravdépodobné mozné zmensenim veli¢iny ntrial vypocty urych-
lit a presto dostat, co chceme.

Pro vykresleni Obrazku 4.4 pouziva mcdcov Mahalanobisovy vzdéalenosti spo-
¢itané primo pomoci inverze variancni matice. V ¢asti 3.3.4 jsme popsali mozné
disledky pro stabilitu vypoctu. Tady uvedeme piiklad.

Priklad. Pro ntrial = 500 dava mcdcov vektor Mahalanobisovych vzdalenosti

Pokud bychom pocitali stejné vzdalenosti pomoci spektralniho resp. Choleského
rozkladu dostaneme vektory vzdalenosti

dzpe = (dipe(l)v <o 7dzp€<n)) a thOl = (di}wl(l)a s 7dzh01(n))7

které se oba lisi od dj,.
Pro spektralni rozklad dostaneme normu rozdilu a relativni chybu:

spe|| __ ”dk — dzpeH _ -7
di — d;"|| = 0.0025 a “———gzi— = 5.626 - 10
[ehenl
a pro Choleského rozklad dostaneme prislusné chyby
d. — dchol
| — d$"°Y| = 0.0023 a w = 5.1470- 107",
k

Rozdil je proto pomérné vyznamny a miize hrat roli pfi urceni odlehlych
hodnot. V tomto ptipadé vSak tyto rozdily vliv nemély, sefazeni prvka dy, d;" i
déhl davaji stejné srovnané indexy pozorovani. Oviem pro jind data s vétsim p
to jiz pravda byt nemusi.
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Piiklad 4.4. Nésledujici experiment je z dat o katetrech [21I]. Tyto data popi-
suji détské pacienty s vrozenymi srdecnimi vadami. Celkem bylo u n = 12 déti
zméfeny 3 parametry: vyska, vaha a jako tfeti parametr je vhodné urcena délka
katetru. Katetr se v podobnych pripadech zavadi do srdce, aby se pfesnéji zjistila
funk¢énost srdce. Délku katetru obvykle musi doktor uhodnout, proto se z dat
zkoumad, jestli lze odvodit vhodnou délku z vysky a vahy pacienta.

V tomto pripadé se pokusime ukézat, ze pro data o malém rozsahu se da
vyrazné zmensit pocet C-stept.

V datech se pokusime najit odlehlé hodnoty, tedy ptripady, kdy bylo potfeba
pouzit kratsi ¢i delsi katetr nez by se dalo podle télesné stavby ocekavat. Diky
malému rozsahu dat lze jednoduse najit mnozinu s minimalnim determinantem.
Miuzeme tedy zjistovat, kolik pocatecnich mnozin a C-stepi staci k nalezeni glo-
balniho minima, tj pfesného MCD estimatoru, pokud ho nalezneme.

Pokud nezasahujeme do nastaveni mcdcov, pouziji se hodnoty: a = 0,75,
h = 10, pocet pocateénich mnozin velikosti p + 1 je ntrial = 495 (misto 500,
protoze (pzl) = (142) = 495, projdeme vSechny podmnoziny). V dalsich pokusech
budeme ménit pouze hodnotu proménné ntrial, o a tim ani h ménit nebudeme.

Pro tento priklad navic upravime algoritmus na ndhodny vybér p+ 1 mnozin.
Protoze pripad s nitrial = 495 projde vSechny moznosti, mame jistotu, ze najde
globalni minimum. Pro ntrial = 100,20,10 a 5 se pouzil fastMCD algoritmus
vzdy 10krat. V tabulce je vzdy pro danou hodnotu ntrial vypsano, kolikrat se
podafilo najit globalni minimum, kolik bylo primérné potieba C-stepti k minimu
(pouze z Gspésnych pokust, zaokrouhleno na celd ¢isla) a kolik celkové C-stept
bylo pouzito.

ntrial | #nalezeni glob. minima | #C-stepti k min. det | celkovy #C-stepi
495 vzdy nalezne 6 1515

100 10/10 26 330

20 10/10 13 90

10 9/10 8 52

5 5/10 9 31

Tabulka 4.4: Data katetrii pro a = 0,75

Jak je vidét v Tabulce 4.4, i pro pouhych 10 pocatecnich mnozin nasel al-
goritmus fastMCD globalni minimum s 90% uspé$nosti.. Diivodem je naptiklad
to, ze s ptivodnimi nastavenimi hned 111 ze 495 p + 1 mnozin vedlo na stejnou
mnozinu s minimalnim determinantem. Pouze pro ntrial = 5 jsme v poloviné
pripadt nedostali minimélni determinant, tedy samotny MCD estiméator, ale jen
odhady, které vzdy oznacili spravné jen jednu z odlehlych hodnot.

Evidentné bereme zbytecné mnoho p+ 1 mnozin, jednodussi by bylo brat rov-
nou vSechny h mnoziny, kterych je (Z) = (}g) = 66 a pouziti mnozin velikosti p+1
uplné vynechat, protoze opakované prochézi stejné mnoziny H;. UsSetfili bychom
tim 500 C-stept pouzité na mnoziny velikosti p+ 1 na prvotni uréeni mnozin H; a
snizili bychom celkovy pocet pouzitych C-stepti priblizné na 160. Pro takto malé
data sice neni zrychleni prili§ podstatné, pokud by se ovsem algoritmus poustél
mnohokrat za sebou pro podobné malé data, uz se pravdépodobné urychleni pro-
jevi. Do algoritmu by proto slo pridat podminku, ze kdyz (Z) < 500, vezmeme
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rovnou vSechny mnoziny H;.

Priklad 4.5. Na zavér se znovu na datech o cukrovce pokusime snizit pocet
C-stepti nasledujici heuristikou.

Pro kazdou z 500 pocatec¢nich p+ 1 mnozin vypocitame Mahalanobisovy vzda-
lenosti se seskalovanou variancni matici gk = {’/ﬁ‘g’“' Miuzeme ocekavat, ze
soucet prvnich h nejmensich Mahalanobisovych vzdalenosti, oznac¢ime mahsum,
bude mérit kvalitu odhadu podobné jako samotny determinant varianc¢ni matice,
protoze maly det Sj, implikuje, Ze i mahsum bude maly [22]. To lze nahlédnout
znovu z geometrické interpretace. Pokud se zmensi hodnota determinantu, zmensi
se tim objem prislusného p-rozmérného elipsoidu. Body v elipsoidu se zhusti blize
ke stiedu tohoto elipsoidu, ¢imz se zmensi jejich Mahalanobisova vzdalenost.

Pro kazdou mnozinu tedy nejprve uréime mahsum = S dy(w(i)), kde
di(m(7)) jsou vzdalenosti prerovnané podle velikosti od nejmensi po nejvétsi. Za-
roven srovname i mnoziny obsahujici h prislusnych indext, pouzitych k vypoctu
kazdé ze sum. Pro dalsi iterace zkusime vzit pouze 100 mnozin H,, které maji
nejmensi hodnotu mahsum, protoze by se dalo predpokladat, zZe mezi nimi na-
jdeme dobry odhad, nebo pifimo globalni minimum. D&l uz pokracujeme stejné.

Snizime tim vyrazné pocet C-stepti. Vypoctova narocnost ve vypoctech s p+1
mnozinami se fadové nezméni, protoze piibylo pouze déleni prvktt matice Sy
hodnotou ﬁ a soucet h cCisel.

Podivame se, jak se zméni vykonnost algoritmu.

Pro ntrial = 500 a ntrial = 230 pouzijeme mcdcov s pridanou nahodnosti
vybéru p+1 mnozin, ale bez tipravy popsané v této sekci. Hodnota 230 je vybrana,
proto, ze bude potiebovat podobny pocet C-stepi jako tfeti méreny pripad, ktery
upravy vyuzije presné jak je zde popsana. Dostaneme tedy srovnani, zda za stejny
pocet C-stepti jako pro ntrial = 230 ziskame lepsi odhad determinantu.

Vsechny tii pripady pustime 1000krat za sebou a spocitame primérnou hod-
notu determinantu a primeérny pocet celkové pouzitych C-stepi, zaokrouhlenych
na celé cisla.

pripad primérny #C-stept | primérna hodnota determinantu
ntrial = 500 1538 1.4463 - 10777
ntrial = 230 734 1.9503 - 10~
upraveny mcdcov 742 1.7419 - 1077

Tabulka 4.5: Srovnani vykonnosti mcdcov a upraveného algoritmu

Modifikaci algoritmu jsme sice snizili pocet C-stept pfiblizné na polovinu,
ale z Tabulky se zda, ze je zkoumana tuprava sice o néco lepsi nez pirimé
snizeni poc¢tu C-steptd snizenim hodnot ntrial, ale ani nedava tak dobry odhad
jako ptivodni verze algoritmu s ntrial = 500. Upravu by bylo dobré jesté podrobit
dalsimu zkoumani s jinymi, vétsimi daty.
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Z.avér

Prace se zabyvala estimatorem Minimum covariance determinant. Na tvod
shrnula v ¢em spocivaji problémy spojené s odhadem stiedni hodnoty a rozptylu,
kdyz mame mnohorozmérna data obsahujici odlehlé hodnoty. Vysvétlovala tak
ulohu robustni statistiky, ktera se snazi ziskat nezkreslené vysledky nehledé na
odlehlych hodnotach.

Tim se prace dostala k MCD estimatoru a jeho algoritmizaci fastMCD. Po-
psala vlastnosti estimatoru, ktery je obecné tézké urcit kvili kombinatorické
slozitosti po¢tu mnozin, které bychom museli projit. Proto rozvadi jak funguje
fastMCD algoritmus, ktery sice obecné nedava samotny estimator, jen jeho odhad,
ale zato urychluje vypocet natolik, aby Sel algoritmus pouzit na mnohorozmeérna
data.

Dale se uz prace posouva od shnuti jiz znamych faktd k urceni numerickych
vlastnosti algoritmu fastMCD, které se zatim, pokud vime, podrobné v literature
neobjevily. Zaméiuje se pfedevsim na vypocetni naklady a stabilitu. Vypocetni
naklady byly rozsiteny tak, aby nezavisely pouze na velikosti tlohy, ale i na poc¢tu
parametrl, ¢imz reflektuji potiebu pouzivat fastMCD i na mnohem vétsi tlohy,
nez jak bylo v ptivodnim ¢lanku zamgysleno.

Stabilita je urcena nejen pro samotny algoritmus fastMCD a jeho verzi z
MATLABu, ale zahrnuje také jiné moznosti vypoctt v C-stepech. Dosli jsme zde
k zavéru, Ze je mozné snizit vypoctovou narocnost pouzitim spektralniho nebo
Choleského rozkladu, ovsem praveé na tkor stability.

Navrhujeme také nékolik zlepseni stability fastMCD. Predevsim diskutujeme
uplné odstranéni invertovani plnych matic, které se obecné nikdy nedoporucuje,
a pridani logaritmovani pfi vypoctu determinantu pro data s velkym poctem
proménnych, kde hrozi preteceni nebo podteceni moznosti reprezentace cisel v
pocitadi.

Nakonec obsahuje prace numerické experimenty. Ukazujeme zde nékolik po-
znatkt. Jednim z nich je to, Ze ani kdyz dostaneme jako vysledek presnou hodnotu
estimatoru, nemusi to nutné znamenat, ze byly zcela spravné detekovany odlehlé
hodnoty. To ovSem vzhledem k heuristické povaze celé myslenky MCD estimatoru
neni prili§ prekvapivé.

Zabyvali jsme se i tim, pro¢ neni zadouci uméle snizovat pocet proménnych, se
kterymi pocitame. Uvedli jsme, ze fastMCD pouziva pro mala data priliS mnoho
C-steptl, ¢imz prochazi nékteré mnoziny i né€kolikrat a navrhli jsme zjednoduseni,
které vede ke snizeni vypoctové narocnosti, aniz bychom ztratili pfesnost feseni.
zin, které pro vypocet pouzivame, pro vétsi data. Pfimocafe jsme snizovali pocet
C-stepti a zkoumali jsme dopad na hodnoty determinantu. Podle nasich vysledki
se zda, ze Casto pro dobry odhad estimatoru staci mnohem mensi pocet C-stept
nez kolik fastMCD obvykle pouziva. Dala by se tak vyrazné zmensit vypoctova
narocnost algoritmu, pricemz bychom nemeéli dostat o mnoho horsi odhad esti-
matoru.

V poslednim z experimenti jsme uvedli novy navrh na vylepseni vybéru poca-
tecnich mnozin. Myslenku jsme zakomponovali do stavajicitho algoritmu a zkou-
mali jsme zda dosdhneme dobrych odhadi estimatoru pii snizeni poc¢tu C-stepti.
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Z naseho pokusu vyplynulo, Ze ndmi upraveny algoritmus dosahuje o néco le-
pSich odhadt, nez kdybychom jednoduse zmensili pocet pouzivanych C-stepti, na
druhou stranu jsme dostali horsi odhady nez pro klasické nastaveni algoritmu.
Zda se, ze uprava funguje, i kdyz ne tak dobte, jak bychom chtéli. Bylo by proto
vhodné dal apravu zkoumat s dalsimi daty.
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