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nych rokoch. Podla spdsobu charakterizacie exponencidlneho rozdelenia pokryva
x? testy dobrej zhody, testy zaloZzené na empirickej distribucnej funkcii, pouzi-
vajuce Kolmogorovovu-Smirnovovu a Cramérovu-von Misésovu testovu Statisku,
dalej testy zaloZené na integralnych transforméciach, entropii, strednej rezidudl-
nej funkcii zivota, Giniho indexe a iné. Specidlne sa tato bakalarska praca venuje
testom zalozenym na charakterizacii pomocou réznych typov entropie, ako na-
priklad Shannonovej, Rényiho alebo kumulativnej rezidualnej entropii. V zéavere
bakalarskej prace je zahrnutd simulacnd Studia porovnavajuca silu niekolkych
novsich testov exponenciality, ktoré boli teoreticky popisané.
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Uvod

V tejto bakalarskej praci sa budem zaoberat roznymi pristupmi k testova-
niu exponenciality dat. Exponencidlne rozdelenie je velmi dolezitym rozdelenim
v modelovani v réznych sférach nielen vedy ale aj inZinierstva, poistovnictva a
inych oborov. Preto je schopnost spolahlivo testovat, ¢i redlne data pochadzaja
z triedy exponencialnych rozdeleni, uz niekolko desafro¢i predmetom vyskumu
matematikov.

Vychadzajic z prac autorov Henze a Meintanis| (2005) a Baratpour a Rad
(2012), prevediem rozsiahlu resers literatiry s cielom popisat klasické aj moderné
testy exponenciality. Niektoré popisané testy na zaklade simulacnej studie porov-
nam z hladiska ich empirickej sily proti vybranym alternativam.

Dalej bude tato bakalarska praca ¢lenené nasledovne. V kapitole 1 zavediem
definicie dolezitych pojmov a popisem niektoré dolezité vlastnosti exponenci-
alneho rozdelenia. V kapitole 2 popiSem niekolko testov exponenciality ¢lene-
nych podla charakterizacie exponencidlneho rozdelenia, ktort vyuzivaju. Nako-
niec v kapitole 3 previedem simula¢nt stiudiu s 1000 simuléciami s cielom porov-
nat empirick( silu vybranych modernejsich testov exponenciality proti 6 vybra-
nym alternativnym rozdeleniam.



1. Zakladné pojmy

1.1 Exponencialne rozdelenie

Na uvod definujeme exponencialne rozdelenie.

Definicia 1 (Exponencidlne rozdelenie). Spojitd ndhodnd veli¢ina X md expo-

nencidlne rozdelenie s parametrom it A >0, ak jej hustota ma tvar

f(x):{o pre x < 0,

Ae > pre x > 0.

Oznacujeme X ~ Exp(1/\).

Najcastejsie sa exponencialne rozdelenie pouziva na modelovanie doby ¢akania
na uré¢ita udalost alebo uréity jav. DalSou interpretaciou exponencidlného rozde-
lenia je modelovanie doby medzi 2 udalostami v postupnosti udalosti rovnakého
typu (dopravné nehody, telefonaty do call centra, atd.). Parameter A nazyvame
intenzita. Distribu¢na funkcia exponencialneho rozdelenia ma tvar

Flx)=1—e 1>0.

Exponencialne rozdelenie je spojitym rozdelenim s nezapornym nosicom. Je
Specidlnym pripadom gama rozdelenia s parametrami 1 a A, t.j. Exp(1/\) =
['(1,)A). Toto rozdelenie moézme taktiez chapat ako spojiti analégiu geometrického
rozdelenia. Pre momenty exponencialneho rozdelenia plati

EX=

Y

_ > =

var X = 5vk

Ako jediné spomedzi spojitych rozdeleni je exponencialne rozdelenie oznaco-
vané ako rozdelenie bez paméti. Hovorime, Ze rozdelenie nahodnej veli¢iny X je
bez pamiiti, ak spliuje

P(X >s+t|X >t)=P(X > s),
alebo ekvivalentne
P(X >s+1t)=P(X >s)P(X >1t). (1.1)
Veta 1. Exponencidlne rozdelenie je jediné spojité rozdelenie bez pamdtsi.
Dékaz. Nech X ~ Exp(1/)), potom plati
PX>t)=1-P(X<t)=1—-F()=e M,
Analogicky P(X > s +t) = e *(*). Z toho plynie

P(X >s+1)=e ) = ¢ M = P(X > 5) P(X > 1).

3



Teda plati (1.1)) a tym je dokdzané, Ze exponencidlne rozdelenie je rozdelenie
bez pamiiti. Teraz dokazeme, Ze exponencidlne rozdelenie je jediné spojité roz-
delenie s touto vlastnostou. Nech pre spojitii ndhodnt veli¢inu X s distribu¢nou
funkciou F plati , potom chceme dokazat, ze X mé exponencidlne rozdelenie.
Hladame funkciu F'(t), ktora spliia F(t + s) = F(t)F(s). Tato rovnica ma dve
trivialne rieSenia F(t) = 0 a F'(t) = 1. Funkcia F'(t) m4 byt funkciou preZitia na-
hodnej veli¢iny, preto ani jedno z tychto trividlnych rieSeni nie je nami hfadanym
rieSenim. Pre netrividlne riesenie m4 platit F'(t) = 1 — F(t), kde F(t) je distri-
buc¢né funkcia nahodnej veli¢iny X. Derivaciou distribu¢nej funkcie je hustota,
preto funkcia F'(t) musi byt diferencovatelnd. Pozrime sa na derivaciu F(t)

_ F(t+h)— F(t) F(t)F(h) — F(t)

! _ . o .
R
_ . F(h) -1 _
= F(t) ’1111}% - = aF(t).

Limita a = limy,o[F'(h) — 1]/h musi existovat a byt nenulové, aby existovala
nenulova derivacia F'(t) = —F'(t) = —f(t) pre nejaké t. Funkcia F'(t) musi
spliiat nasledujticu diferencidlnu rovnicu, pre a # 0

F'(t) = aF'(t).

]?alej musi byt funkcia F(t) > 0, pretoZe je to funkcia prezitia. Trivialne riesenie
F(t) = 0 opit nie je funkcia, ktorti hfaddme, pretoze by neexistovala distribu¢na
funkcia F(t) spliiujaca F'(t) = 1— F(t). Preto F(t) musi byt nenulovéa na nejakom
intervale a na nom pre a # 0 plati

F'(t) = aF(t)

dt—/adt

log F(t) = at + C;
F(t) = C’ge“t,

kde Cy = €t > 0. Z definicie konstanty a dostdvame

Y F(h)—l_ Cgeah—l
a = lim ——— = lim ———— 0.

Aby tato limita existovala a bola kone¢né, musi platit
lim (Che™ — 1) = 0,
h—0

v tom pripade limitu dopocitame pomocou 1'Hospitalovho pravidla pre pripad
,0/0”. Odtial dostavame hodnotu konstanty Cy ako

1= CQ lim €ah == CQ.
h—0



Dostavame riesenie F'(t) = e, a # 0. Pre t = 0 plati F(0) = P(X >0) =1.
Z monoténnosti distribu¢nej funkcie plynie monoténnost funkcie F(t), ktoré je
nerastiica. Preto pre ¢ < 0 plati

Preto hladan4 funkcia ma tvar

_ 1 pret <0,
F(t) - at
e pret >0, a # 0.

Pripustné hodnoty parametra a dostaneme z

lim e = lim F(t) =1 — lim F(¢) = 0.

t—o00 t—00 t—o00

Z tejto limity plynie, ze a < 0, pretoze exponencidla sa limitne blizi k 0 pre hod-
noty argumentu bliziace sa —co. Oznafme A = —a, A > 0. Distribuéna funkcia
F(t) =1 — F(t) ndhodnej veli¢iny X ma tvar

0 pret<O,
F(t) = Xt
1—e pret >0, A > 0.

Z toho plynie, ze ndhodné veli¢ina X ma exponencialne rozdelenie Exp(1/)) a
tym je tvrdenie vety dokazané.
O

1.2 Definicie dbélezitych pojmov

V tejto ¢asti uvediem definicie pojmov, na ktorych su zalozené statistické testy
exponenciality uvedené v kapitole 2 tejto bakalarskej prace.

Definicia 2 (Empirickd distribu¢né funkcia). Nech Xi,...,X,, je ndhodny vyber.
Empiricka distribucnd funkcia nahodného vyberu Xi,....X,, je definovand ako

1
Fn(l‘) = ﬁ Z 1{X¢Sx}‘
=1

Definicia 3 (Funkcia prezitia). Nech X je nahodnd velicina s distribuc¢nou funk-
ciou F'. Potom jej funkciu preZitia definujeme ako

F=1-F

Definicia 4 (Integrovana distribu¢né funkcia). Nech X je kladnd ndhodna ve-
licina s distribucnou funkciou F' a konecnou strednou hodnotou. Integrovand dis-
tribucna funkcia ndhodnej veliciny X je definovand pre t > 0 ako

Uxt) = [ Py,

kde F je funkcia preZitia z definicie @



Integrovana distribu¢na funkcia charakterizuje rozdelenie ndhodnej veli¢iny,
¢o vyuzil [Klar (2001) na konstrukciu testovych Statistik, ako uvidime neskér.

Definicia 5 (Empirickéd integrovana distribu¢né funkcia). Nech X;,...,X,, je nd-
hodng vyber. Empirickd integrovand distribucnd funkcia nahodného vyberu je de-
finovand ako

n

(1) = /t Tl Fu@)de = 230G - 1 xsn.

i=1

Druhé rovnost v definicii [5] plati, pretoze plati

[e%) 1 00 n
\I’n(t):/ (1—Fn(l’))dx:ﬁ/ (n_zl{XzSﬂ:}) dx

t t i=1
1 [ 1 e [

- - Tixopdr == Tixopd
v/ > Tk de z/ (i o
LD oo [ de= 10 -1

= - , T =— P~ —t}+
n & {Xi>t} ) n {X;—t}

i=1

Definicia 6 (Stredné rezidudlna funkcia zivota). Nech X je kladnd ndhodnd
velicina s distribucnou funkciou F'. Strednd rezidudlna funkcia Zivota ndhodnej
veliciny X je definovand pre t > 0 ako

m(t) = E(X—t|X>t):1_;F(t)/tooF(:p)dx,

kde F(x) je funkcia preZitia z definicie @

Dalsim pojmom, ktory hra klt¢ovii rolu v rozvoji tedrie testovania, ¢ ndhodny
vyber pochadza z urcitej parametrickej triedy rozdeleni, je pojem entropie. Ako
prvy tento pojem ako mieru neurcitosti pokusu zaviedol Shannon v roku 1948.
Este pred nim sa kvantifikdciou neurcitosti vysledkov pokusu zaoberal Hartley
(1928), ktory navrhol prirodzene modelovat tto mieru logaritmickou funkciou.

Definicia 7 (Entropia pokusu). Majme pokus s n mozngmi vysledkami Ay,...,A,
s pravdepodobnostami p1,...,p,. Entropia pokusu je definovand ako

H:==) pilogp:
=1

7 definicie [7| je zrejmé, Ze sa jedna o strednti hodnotu diskrétnej nahodnej
veli¢iny Z s hodnotami —logpy,..., —logp, a ich pravdepodobnostami pi,...,p,,
t.j. H = E Z . Z tejto interpretacie mozme usudit, Ze Shannon vzal za mieru
neurcitosti pokusu strednt hodnotu neurcitosti jednotlivych vysledkov (— log p;).
V tejto praci dalej vyuzijeme Shannonovu definiciu entropie spojitej ndhodnej
velic¢iny.



Definicia 8 (Entropia spojitej ndhodnej veli¢iny). Nech X je spojitd nahodnd
velicina s hustotou f. (Shannonova) entropia ndhodnej veliciny X je definovand
ako

() == [ f@)log f(a)ds

Shannon| (1948) dalej uviedol nasledujtce tvrdenie charakterizujice exponen-
cialne rozdelenie, ktoré samostatne dokazeme.

Veta 2. Nech X je spojita ndhodnd velicina s hustotou f a kladnym nosicom
(f(x) = 0, < 0) a strednou hodnotou E X = a. Potom X md mazimdlnu
entropiu H(f) prave vtedy, ked X ~ Exp(a).

Dokaz. Maximalizujeme entropiu H(f) = — [ f(z)log f(x) dz, za podmienok

a:/oooxf(x)dxalz/ooof(:c)dx.

Puzijeme metédu Lagrangeovych multiplikatorov a dostaneme Lagrangeovu funk-
ciu v tvare

L) = [ =Fa)log () + dof(@) + Milef (@) de
0
Derivéciou Lagrangeovej funkcie podla f dostaneme podmienku
—1 —log f(x) + Ao + Mz = 0.
Riesenim tejto rovnice je funkcia
f(x> — 6)\0+)\1x71.

Toto riesenie dosadime do druhej podmienky a riesime

oo Arx | > Ao—1
1 _ 6/\0+)\1.’Efl _ 6)\071 € _ _6
- - YR P VI
0 1 0 1

pricom A; musi byt zadporné, aby integral bol konecny. Pre A\; dostavame vztah

)\1 = —6/\0_1 < 0.

Dosadime do prvej podmienky a pomocou integracie per partes dostavame

[ee) A1 |90 [e’¢)
a= / e TMTTl gy — ol [_xe o eM® dx}
0 Ay Mo
Ax |0
e
=—-\
YN
1
=5
Z tejto rovnosti dostdvame \; = —1/a a zo vztahu z druhej podmienky dostavame
Ao = log(A1) + 1 =1log(1/a) + 1. Dosadenim do f(x) kone¢ne dostavame
f(f) _ e10g(1/a)—&-1—ac/a—1 _ le—x/a _ )\6_)@.
a



Tym sme dokézali, ze hustota exponencialneho rozdelenia maximalizuje entropiu
na kladnej poloosi.
O

Veta 2] nAm hovori, Ze exponencidlne rozdelenie maximalizuje entropiu spoji-
tej nahodnej veli¢iny na kladnej poloose.
Po tom ako Shannon zaviedol pojem entropie, niekolko autorov nadviazalo na jeho
pracu a zaviedli dalSie miery tohto typu. Medzi najznamejsie patri Rényiho ent-
ropia, ktort Rényil (1961)) zaviedol nasledovne.

Definicia 9 (Rényiho entropia pokusu). Majme pokus s n moznymi vysledkamsi
Ai,... A, s pravdepodobnostami p,...,p,. Rényiho entropia pokusu rddu o, >
0, # 1, je definovand ako

H, = ! logip?.
i=1

11—«

Shannonova entropia H je Specidlnym pripadom Rényiho entropie H, pre
a— 1.

Definicia 10. Nech X je spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou f. Rényiho entropia
radu o, > 0, # 1, ndhodnej veliciny X je definovand ako

1
11—«

H,(f) = log/ fé(x)dx.

Nevyhodou oboch predchadzajicich definicii entropie spojitej nahodnej ve-
li¢iny (definicie [§] [10) je okrem iného nutnost znalosti hustoty ndhodnej veli¢iny.
Aby sme dokézali napriklad odhadnit Shannonovu entropiu pre spojit ndhodnt
veli¢inu, potrebujeme odhad hustoty, ¢o je obecne zlozité. Iny postup rozsirenia
Shannonovej entropie na spojité ndhodné velic¢iny bez znalosti hustoty zvolili Rao
a kol.| (2004)) a zaviedli kumulativnu rezidualnu entropiu.

Definicia 11 (Kumulativna reziduélna entropia). Nech X je spojitd ndhodnd
velicina s distribucnou funkciou F. Kumulativna rezidudlna entropia ndahodnej
veliciny X je definovand ako

CRE(X) = — /0 " Fa)log Flz) du,

kde F(x) je funkcia preZitia z definicie @

Dalsim pristupom, ktory autori vyuzivaji na charakterizaciu exponencialneho
rozdelenia a jeho nasledné testovanie je pouzitie integralnych transformacii. Dve
z nich, ktoré neskor uvidime aplikované, si definujeme.

Definicia 12 (Laplaceova transforméacia). Nech X je redlna ndhodnd veli¢ina
s hustotou f. Potom Laplaceova transformdcia hustoty ndahodnej veliciny X je
definovand ako strednd hodnota

Lx(t):=E(e™™), teR.



Definicia 13 (Hankelova transformécia). Nech X je redlna nezdpornd ndhodnd
velicina. Hankelova transformdcia X je definovand ako redlna funkcia definovand
na RT U {0}

Hy(t) = E(Jo(2V1X)),t > 0,

kde Jy je Besselova funkcia prvého druhu radu 0, t.j.
) (_1)k x 2k
Jb($)3: jz:._ZEE_ 5‘ .

k=0

Besselova funkcia prvého druhu rddu 0 mé niekolko integralnych vyjadreni,
¢o dokazuje nasledujica lemma.

Lemma 3. Pre Besselovu funkciu prvého druhu rddu 0 plati

Jo(x) = l/ cos(zsinf) df = l/ cos(x cosf) do.
0 0

™ ™

Dokaz. Oznacme funkciu A(z) = 1/ [ cos(x sin 6) df. Pomocou rozvoja funkcie
kosinus v mocninnt radu moézeme prepisat funkciu A(z) do tvaru

I [T (—1)*(zsing)?*
A(x):;/o g S e

KedZe tento integrél je pre kazdé = koneény (integral z obmedzenej funkcie na ko-
necnom intervale), zamenime poradie integralu a sumy

o -1 k..2k T
Z%/ sin?* 9 d6.

Osobitne vypocitame hodnotu integralu vovnutri sumécie. Funkcia sinus je sy-
metrickd na intervale (0,7) okolo bodu 7/2, preto

T w/2
/ sin?* 0 dh = 2 / sin?* 6 d6 = 21,.
0 0

Pre integraly typu I,,, n prirodzené, pomocou integréacie per partes ziskame vztah

w/2 w/2
I, = / sin" 0 df = / sin® ! @ sin 6 d6
0 0

w/2

/2
= [ — sin"! @ cos 9} + / (n —1)sin" 26 cos? 6 df
0

0
w/2
— (1) / (sin" 20 — sin” ) dO
0
=(n—1)I—o— I,).
Z tohto vztahu dalej dostavame rekurentny vzorec pre I, ako

In:n—l

I, .



Integraly sa lisia pre parne a neparne n, pre nas vypocet potrebujeme vyjadrit
L5y, pre ktoré plati

L _(2k=1) (2k—3)
T o T2k —2

1
20

2k - 1)( 2k 3
= k(k - /
m
5

~ (2k— 1)(2k 3) 2k k!
B 20k 2|
(2k)!m
(k1)222k+1

Dosadenim tohto vysledku do A(z) dostaneme

o 1 k 2k o (_1)k X 2k
Z - o 2 => Gk (5) = Jo(x).
k=0 k=0

Druhti rovnost dokazeme pouzitim vlastnosti funkci sinus a kosinus. Analogickou
upravou aku sme pouzili pre A(z) upravime druhy integral do tvaru

1 o

T k 2k
it 6)d 2k 0.d6.
- /0 COS X COS Z / OS

Integral v sume vyjadrime pomocou Is; a tym ukazeme dokazovanti rovnost

™ /2 T
/ cos?* 0 do = 2/ cos?k 0 do = 2/ sin?? 0 d6 = 21,.
0 0

w/2
Odtial plynie rovnost

1 ™
—/ cos(z cos ) df = Jy(x)
T Jo

a tym je tvrdenie dokazané.
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2. Testovanie exponenciality

V kapitole 2 sa budeme venovat roznym testovym Statistikam, ktoré sa pou-
Zivajui na testovanie hypotéz, ¢i dany nahodny vyber pochadza z triedy expo-
nencialnych rozdeleni s jednorozmernym parametrom s hustotou ako v Definicii

1.

Definicia 14 (Statistika a Statisticky test). Nech X = Xi,...,X,, je ndhodny
vyber, S(X) je redlna funkcia ddt a C C R. Statisticky test testujici nulovi
hypotézu Hy proti alternative Hy je definovany pomocou testovej statistiky S(X)
a kritického oboru C', pre ktoré plati:

eS(X) € C = Hy zamietame v prospech Hj,

eS(X) ¢ C = Hy nemozme zamietnut v prospech H.

Testy uvedené v tejto kapitole, st testami dobrej zhody (goodness-of-fit tests).
St to testy, ktoré skiimaji, ako dobre sedi hypotetické rozdelenie (v nasom pri-
pade exponencialne) na data v danom ndhodnom vybere. Prvymi testami tohto
typu boli x? testy dobrej zhody, ktoré boli publikované uz v roku 1900. Dalsie
testy dobrej zhody vyuzivaju rozne charakterizacie exponencialneho rozdelenia
na zostavenie testovych statistik, napriklad charakterizacie pomocou empiric-
kej distribu¢nej funkcie (Kolmogorovov-Smirnovov test alebo Cramér-von Misés
test)alebo novsie charakterizacie pomocou Hankelovej transformécie alebo kumu-
lativnej rezidualnej entropie.

2.1 ? testy dobrej zhody

Svoj sthrnny nazov dostali x? testy dobrej zhody podla asymptotického roz-
delenia ich testovych statistik. Uplnym priekopnikom v tejto oblasti bol Karl
Pearson, ktory v roku 1900 publikoval svoju sldvnu x? $tatistiku a polozil zaklad
v oblasti testovania vhodnosti pouzitia hypotetického modelu na pozorované data
na dalsie storodie.

Od ostatnych testov dobrej zhody sa x? testy dobrej zhody lisia tym, Ze ne-
testuju priamo c¢i rozdelenie, z ktorého ndhodny vyber pochédza, je exponenci-
alne. Su to testy, ktoré testuji hodnotu parametra p multinomického rozdelenia
Mult K (N ,p) .

Nech i = (ny,....,nx )T ~ Multg(N,p). Cheeli by sme testovat hypotézu, ¢i sa
vektor pravdepodobnosti jednotlivich kategérii p = (pi,...,px )’ rovna nejakému
konkrétnemu vektoru pravdepodobnosti po = (p1.0,.-.,px0)7 Zfil pio =1, t.j.

Hy : p = po proti Hy : p # po.

Pearsonova \? Statistika Pearson v prelomovom ¢lanku (Pearson, [1900)
navrhol pouzit nasledovnu Statistiku:

K

=D _(ni—; “)

i=1

kde e; = Np,;o oznacuje ocakdvané cetnosti v kategorii ¢ za platnosti nulovej
hypotézy. Prilis velkd hodnota testovej Statistiky znamend prilis velky rozdiel
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pozorovanych a ofakavanych hodnot, ¢o naznacuje neplatnost nulovej hypotézy.
Ako nazov napovedd, x? ma za H, asymptoticky x%_, rozdelenie, ¢o dokaZem
v nasledujticej vete.

Veta 4. Pre Pearsonovu x? $tatistiku za platnosti Hy plati pre N — oo
D
x> — Xk 1

Dokaz. Testovi Statistiku mozeme prepisat do nasledovného tvaru

_ ((m — Np1o) (nx — NPK,O))T ((m — Np1o)  (nk — NPK,0)>
\/ Npl,o T \V NpK,O \/ Npl,o T \ NpK,o

Pre nadhodny vektor m = (ny,...ng)7 ~ Multg(N,p) za platnosti H, plati
p = po. Nahodny vektor n, ktory predstavuje N nezavislych nahodnych pokusov,
mozeme zapisat ako sicet N nezavislych nahodnych vektorov m;, j = 1,....N,
predstavujtcich jednotlivé pokusy, pre ktoré plati m,; ~ Multk(1,po). Z vlast-
nosti multinomického rozdelenia vieme, Ze pre kazdé j = 1,...,N plati E m; = po
a varm; = diag(po) — popy, kde diag(po) predstavuje diagonalnu maticu s prv-
kami vektoru pg na diagondle. Z centralnej limitnej vety dostavame pre N — oo

1
TZ — E m;) —>NK(O varm;),
1 )
\/_N(n — Npo) 2, Nk (0, diag(po) — Pops )-

Oznac¢me ,/pg vektor s prvkami ,/p; o, potom varian¢ni maticu var m; mozeme
upravit do tvaru

varm; = diag(y/Po)[I — (v/Po)(v/Po)" |diag(/Po).

KedZe diagondlna matica je rovna svojej transpozicii, mozeme dalej pisaf

Viﬁdmgwp—ow(n — Npo) -2 Nkc(0,1 = (/Po) (vPo)").

Inverz diagonalnej matice je diagonalna matica s inverznymi prvkami na diago-
nale, v nasom pripade s prvkami 1/, /p; o, preto ndhodny vektor, ktorého asympto-
tické rozdelenie sme odvodili vyssie, je presne vektor Yy s prvkami

- szyo)-

Matica ¥ = [I — (\/Do)(1/Po)?] je idempotentn4, lebo
(

BE = [I = (v/Po)(vPo)' |l = (v/Po)(vPo)']
=1 —2(/po)(vPo)" + (v/Po)(vPo)" (v/Po)(v/Po)"

= I —2(/Po)(v/Po)" + Zpi,o(\/p_o)(\/Fo)T



Odvodili sme, ze vektor Yy ma asymptoticky rozdelenie Nk (0,X%), kde X je idem-
potentna matica. Preto pre N — oo plati

D
X2 = Y§YN — X?rv

kde stopa matice tr¥ = Zfil(l —pip) = K — Zfil = K — 1. Tym je tvrdenie
vety dokéazané.
O

Veta 4] nam dava prostriedok na urcenie kritického oboru testu zalozeného
na \? tatistike. Nulovti hypotézu zamietame pre hodnoty testovej Statistiky >
vicsie ako (1 — «)- kvantil x% _, rozdelenia.

7Z vety {4 vieme, aké asymptotické rozdelenie ma x? $tatistika v pripade, Ze
je hypotetické rozdelenie, ktoré testujeme presne dané. V pripade, Ze chceme
testovat ¢i ndhodny vyber pochadza z urcitej parametrickej triedy rozdeleni s ne-
zndmym ¢-rozmernym realnym parametrom, 0 < ¢ < K — 1, tvrdenie vety
pouzit nemozeme. Chceme testovat hypotézu

H) :p=poe(0), (8) € © CR? proti H{ : p # po(0).

V takom pripade asymptotické rozdelenie y? $tatistiky zavisi na po¢te neznamych
zloziek parametru. Aby sme mohli x? test dobrej zhody previest, musime neznamy
parameter @ aproximovat nejakym jeho odhadom. Ak za splnenych podmienok
regularity odhadneme neznamy parameter jeho maximéalne vierohodnym odha-
dom, x* Statistika ma asymptoticky x%_, ; rozdelenie (Birch, 1964). Na zaklade
toho, budeme nulovt hypotézu H|, zamietaf pre hodnoty x~ Statistiky viiésie ako
(1 — a)-kvantil x%_,_, rozdelenia.

Vierohodnostny pomer/ G-test Vierohodnostnéd funkcia uréuje pravde-
podobnost vyskytnutia sa pozorovanych hodnot pri danej hodnote nezndmeho
parametra. Maximélne vierohodny odhad parametra tito pravdepodobnost ma-
ximalizuje. Maximélna vierohodnost za platnosti nulovej hypotézy musi byt me-
nsia alebo rovna maximalnej vierohodnosti v pripade, Ze vektor pravdepodobnosti
p mdZze mat Tubovolnt hodnotu (Simonoff, |2003). Maximélne vierohodnym od-
hadom parametra p je p s hodnotami p; = n;/N). Preto vierohodnostny pomer
(likelihood ratio) je definovany ako

maximéalna vierohodnost za H,

A:

maximalna vierohodnost pri lubovolnom p’

V nasom pripade ma tvar

K ; )
n1!.].\.[7!1K! H’i=1 pZZ) o ﬁ <i)nl
I ()" i)

nil..ng! i=1

Za platnosti nulovej hypotézy by mal byt maximélne vierohodny odhad p
vektora p ,,blizko” pg a vierohodnostny pomer A by nemal byt ,prili§ mensi” ako
1 (Simonoft, [2003)).

Statistika G* (loglikelihood statistics), ktora je definovand pomocou A, ma

tvar «
2= 2logA =2 milog [ Z).
G og Zzln og(n

(2
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Rovnako ako Pearsonova statistika nadobida tato statistika svoje minimum
rovné 0 prave vtedy, ked n; = e; pre vSetky i = 1,..../K a velké hodnoty testo-
vej Statistiky naznac¢uju neplatnost nulovej hypotézy. Jej asymptotické rozdelenie
urc¢ime v dalSom odseku.

Statistiky mocninnej divergencie Obe vyssie predstavené statistiky, x? a
G?, patria do obecnej triedy Statistik nazyvanych Statistiky mocninnej divergencie
(power divergence statistics), ktoré maju asymptoticky x% _; rozdelenie. Ttto
triedu Statistik Cressie a Read| (1984)) definovali predpisom

2 K ni\*
ol = ——— =) —1 R.
n )\()\4—1);”1[(@) ],pre)\e

Aj ked 2nI* nie je definovana pre A = 0 a A = —1, v tychto bodoch je spojito
dodefinovana limitami pre A — 0 a A\ — —1. Testové Statistiky y? a G? st
$pecidlnymi pripadmi 2nI* pre A =1 a A = 0, pretoZe plati

o]l — - Uz 1l = Kﬂ%—nz‘&i_K (m’—ei)Q n;e; — €;
nrt = 3o | B o1 = YA Ly ) e
i=1

=1 i=1

K K
:X2+Zni_szi,0:X2+N_N:X2

i=1 i=1

oI’ = lim 200> — lim — Sl 2K log [ ) = @2
N e _,\IE(IJ/\——HZWT = 2ni0g(e—i>—

=1

Vsetky statistiky z triedy 2n/* maja za platnosti nulovej hypotézy asympto-
ticky pre n — oo rozdelenie %, (Cressie a Read, [1984). Preto nulovii hypotézu
zamietame pre hodnoty 2n/* vidSie ako (1 — a)- kvantil rozdelenia y% ;.

V pripade, ze vektor pravdepodobnosti pg, nie je presne znamy, ale zavisi
na g-rozmernom vektore parametrov @, nahradzujeme ocakavané cetnosti e; ich
odhadmi ¢é;, ktoré st zalozené na odhade 6 vektora parametrov 6. Toto ovplyvnuje
asymptotické rozdelenie statistik 2nI* za H,. Za predpokladu splnenia podmienok
regularity a pouzitim odhadu 0, ktory je najlepsi asymptoticky normalny ma x?
statistika pre N — oo rozdelenie X%{—q—l' Medzi najlepsie asymptoticky normélne
odhady parametrov patria aj maximalne vierohodné odhady (Birch) |1964), preto
ich pouzitie v x? testoch dobrej zhody, zaloZenych na 2nI* $tatistikdch zachova
asymptoticky y% 41 rozdelenie. V tomto pripade hypotézu zamietame pre 2n/ A
viicsie ako (1 — )- kvantil x%_,_; rozdelenia.

Zaujimavou otézkou je, ktory test z tejto triedy je vhodné si vybrat. [Cressie
a Read| (1984) odporucaju pouzivat Statistiku s A = 2/3 v pripade, ze N > 10
a min;e; > 1. DalSou otézkou je, kedy je vhodné x? testy pouzivaf. Na ttto
otazku neexistuje presna odpoved, ale ¢asté doporucenie je, pouzivat y? testy
dobrej zhody v pripadoch, ked viiéSina o¢akavanych cetnosti v kategdriach e; ma
hodnotu aspoii 3 a vetky maji hodnotu aspori 1 (Simonoff, [2003)).

Testovanie exponenciality so znamym parametrom Majme nahodny
vyber Xi,..., X, z rozdelenia F'y. Chceme testovat hypotézu

Hy: Xq,.... X, je z Exp(1/)g), Ao > 0 zname, proti
Hy: Xy,...,X, nie je z Exp(1/)\).
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Na prevedenie niektorého z x? testov dobrej zhody popisanych vyssie musime
vytvorit z naSho ndhodného vyberu ndhodny vektor z Multy (n,p). Najprv roz-
delime redlnu os na K disjunktnych intervalov (ax_1,ax], k = 0,....K, —00 = ag <

. < ag = 00, a vytvorime ndhodny vektor m = (ny,...,nx)7 z K-rozmerného
multinomického rozdelenia predpisom:

ni= > L cton ) (2.1)
j=1

Cetnost n; uréuje pocet pozorovani z ndhodného vyberu X;,...,X,,, ktoré padli
do i-tého intervalu. Aby sme mohli pouzit jeden z x? testov, zostava urcit vektor
pravdepodobnosti jednotlivych kategorii za nulovej hypotézy. Ten jednoducho od-
vodime z distribu¢nej funkcie exponencialneho rozdelenia, ktoré testujeme. Ozna-
cime po = (p1.0,--Pr0)", kde pig = F(a;) — F(ai1) = Ao(e710% — e720%1) j =
1,....K.

Prevedieme niektory z vyssie popisanych y? testov dobrej zhody, na testovanie
hypotézy ¢i vektor n ~ Multy(n,p) pochddza z Multx(n,po). Ako sme disku-
tovali vySSie, testova Statistika bude mat za platnosti nulovej hypotézy asympto-
ticky x%_, rozdelenie.

Testovanie exponenciality s neznamym parametrom V tomto pripade
mame nahodny vyber Xi,...,X,, z rozdelenia F'x a chceme testovat hypotézu

Hy: Xy,... Xy je z Exp(1/X), A > 0, proti
Hy: Xy,....X,, nie je z Exp(1/\).

Vektor n, vytvorime rovnako ako v pripade so zndmym parametrom (podla
Vzorca. Nevieme ale presne hodnotu parametra, ktory by malo mat exponen-
cidlne rozdelenie za platnosti nulovej hypotézy, preto nevieme urc¢it presne vektor
po. Stredntt hodnotu 1/\ odhadneme vyberovym priemerom X,, ktory je ma-
ximalne vierohodnym odhadom (a teda aj najlepsim asymptoticky normélnym
odhadom (Birch, [1964)) a dostaneme odhad vektora po

PO(S\) = (p1,0(5‘>7---7pK,0(5\))T7

kde pio(A) = <+ (ex —e fénl),z' =1,..K.

Budeme testovat pomocou jedného z x? testov dobrej zhody hypotézu, ¢i vek-
tor n ~ Multyx (n,p) je z Multx(n,po())). Testova statistika bude mat za plat-
nosti nulovej hypotézy asymptoticky x% _, rozdelenie, kedZe sme odhadovali jeden
neznamy parameter maximéalne vierohodnym odhadom (Birch, 1964).

2.2 Testy zalozené na empirickej distribucnej
funkcii

Testy, ktoré porovnavaju empririckt distribu¢na funkciu ndhodného vyberu
s hypotetickou distribu¢nou funkciou za platnosti nulovej hypotézy patria medzi
klasické metody testovania exponenciality. Medzi najznamejsie patria Kolmogo-
rovov - Smirnovov test (KS test) a Cramérov-von Misesov test (CVM test) a ich
modifikacie.
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Klasicky Kolmogorovov-Smirnovov test Kolmogorov vo svojom slavnom
a prelomovom ¢lanku z roku 1933 formalne definoval empiricka distribu¢nt funk-
ciu a skimal ako dobre aproximuje F,(x) skuto¢nt distribuéni funkciu F(z)
pre velké hodnoty n (Stephens, (1992). Za tGcelom porovnania F,,(z) a F(z) defi-
noval [Kolmogorov| (1933) statistiku

D,, = sup |F,,(z) — F(x)].
T
Kolmogorovi (1933) taktiez odvodil nasledovné asymptotické rozdelenie Statistiky
D,,, ktoré nazyvame Kolmogorovovo rozdelenie.

Veta 5. Nech F(x) je spojita distribucnd funkcia. Potom pre kaZdé pevné z > 0
plati

—(2i—1)7?/( 8z2)

P(vnD, < z) =3 1— Z 1)6-1) )2t _ V2T
=1

=1

Dokaz. Tato veta bola dokdzana v (Kolmogorov, (1933). Alternativny dokaz bol
publikovany v (Feller, [1948]).

O
Okrem toho, ze Kolmogorov zaviedol veli¢inu D,, a skiimal jej asymptotické vlast-
nosti, sam sa v ¢lanku z roku 1933 nevenoval aplikécii v testoch dobrej zhody.
Kolmogorovovu pracu o niekolko rokov rozsiril a doplnil napriklad o dvojvyberové
testy [Smirnov; (1939ab).

Kolmogorovov—Smirnovov test bol navrhnuty na testovanie hypotézy, ¢i dis-
tribu¢na funkcia Fyx spojitého rozdelenia, z ktorého pochiddza nédhodny vyber
X4, ..., X, je rovna nejakej konkrétnej vopred danej distribuc¢nej funkcii F'. Z vety
plynie, ze testova sStatistika D,, mé za platnosti nulovej hypotézy asymptoticky
Kolmogorovovo rozdelenie. V nasom pripade testovania exponenciality teda tes-
tujeme

Hy: Fx(z) =1—¢e% pre x € R, )\ > 0,zname, proti
Hy:3r€R: Fy(x) #1—e 0,

Nulovua hypotézu zamietneme pre tie hodnoty testovej Statistiky Dn, ktoré
kritickych hodnot pre rozne rozsahy nahodného vyberu a rozne hladiny testu
publikoval |[Smirnov (1948)).

Lillieforsov test KS typu pri neznamom parametri Kolmogorovov—
Smirnovov test, testuje hypotézu o presnom exponencidlnom rozdeleni a neda
sa pouzif na situécie, kedy presné hodnota parametra A nie je znama. [Lilliefors
(1969) modifikoval tento test prave na pripady, kedy chceme testovat, ¢i ndhodny
vyber pochadza z parametrickej triedy exponecidlnych rozdeleni s jednorozmer-
nym parametrom. Lillieforsov test testuje hypotézu

Hy: Fx(z) =1—e*, pre z € R, A > 0 nezname, proti
Hy: 3z eR: Fx(r) #1—e "
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Lilliefors navrhol ugraviﬁ statistiku D,, odhadnutim strednej hodnoty 1/\ vybe-
rovym priemerom X, do tvaru
F.(x) — (1 - e_in) '

Nulovii hypotézu zamietame pre prili§ velké hodnoty testovej Statistiky Dx,,.
Priblizné kritického hodnoty pre rézne hodnoty n a «, ziskané Monte Carlo si-
muldciami, publikoval Lilliefors| (1969).

Finkelsteinov-Schaferov test KS typu Finkelstein a Schafer v roku 1971
prestavili dal$iu modifikaciu klasického KS testu, ktord sa v ich simula¢nej $t-
udii ukazala byt silnejsia ako klasicky KS test aj Lillieforsov test (Finkelstein a
Schafer, 1971). Ich Statistika méa dve verzie — na testovanie hypotézy o presnom
exponencidlnom rozdeleni a hypotézy o exponencidlnom rozdeleni s neznamou
strednou hodnotou. V pripade znameho parametra testujeme

D; = max
x>0

Hy: Fx(x)=1- e % prex € R, Ao > 0 zname, proti
Hi:3r€R: Fx(x) #1—e 07,

Testova statistika ma v tomto pripade tvar

1—1

= i
=1

V pripade nezndmeho parametra testujeme

Hy: Fx(z) =1—¢e ™ prex € R,\ > 0, proti
Hy:32€R: Fx(x) #1— e

Testova statistika ma potom tvar

Sk = Zmax (’F*(X(i)) -
i=1

kde F*(z) =1 — ¢ %u .

Finkelstein a Schafer| (1971) tiez publikovali tabulky pribliznych kritickych
hodnot S, a S;, ktoré ziskali pomocou Monte Carlo simulécii.

Cramérov-von Misesov test |Cramer| (1928) navrhol testovat hypotézu, ze
nahodny vyber pochddza z konkrétneho rozdelenia s distribu¢nou funkciou F'(z)
pomocou testovej sStatistiky

/muam>—F@m%ﬂ«@,

[e.e]

kde K(x) je nejakd vhodna neklesajiica vahova funkcia. Von Mises| (1931) neza-
visle prisiel s ekvivalentnym néavrhom a odvodil niekolko vlastnosti testu (Darling,
1957). Von Mises navrhol pouzit nasledovnu statistiku s vahovou funkciou #(z).

iz/[ﬂwwwumwmm

—00
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Dalsiu modifikéciu tejto testovej Statistiky o niekolko rokov neskor zaviedol |Smir-
nov| (1936), ktory navrhol pouzit

=n [ 1Fia) - F@PlF@)] dF (a).

Smirnovova modifikdcia w? s volbou vdhovej funkcie 1)(z) = 1, sa stala Statisti-
kou W2, ktorti dnes najcastejsie pozname pod pojmom Cramérova-von Misesova
Statistika a ma tvar

W2 =g /_ T F(2) — Fa)2dF(z).

oo

Lemma 6. Pre statistiku W? plati

" 2 —11* 1
W2:Z[F(X(i))— on } +12n.

=1

Dokaz. |Anderson a Darling| (1952) odvodili pomocou substitticie a vlastnosti
empirickej distribuc¢nej funkcie, ze

n F(X)) 2 —1 [F&Xw) 1
W2:22[/ tdt — 2 / 1dt]+n/(1—t)2dt.
i—1 LJO 2n - Jo 0

Dalsimi upravami dostavame

[P X)  2i—1 2i —1\° 27"
W2 = -2 F(X4) £ t——
[T s (550 [l -5

n

"7 2 —11% 1 o, n
= | F(X@) - 5| Tz 22T
=1 = - =1

T 2 —11* 1 n
=Y |F(Xa) - o —4—7ﬂ(4n2—1)+§

=1 = -

" T 2 —11% —4n2+1+4n
=D |[F(Xw) - om | T 12

=1 + -

21 — 1]

i=1 L .

O
Nulovti hypotézu zamietame pre velké hodnoty testovej Statistiky, ktoré nazna-
¢uju, ze empirickd a hypoteticka distribuéna funkcia sa prilis lisia. Asymptotické
rozdelenie testovej Statistiky diskutuja napriklad Anderson a Darling (1952)). Do-
sadenim distribucnej funkcie a hustoty podla nami testovanej hypotézy o presnom
exponencialnom rozdeleni dostavame

n

2 —-11* 1
W2 — 1 _ 7)\0X(1) _ )
; [ ‘ 2n - 12n
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Van Soestov test typu CVM Van Soest| (1969) analogickym sposobom ako
Finkelstein a Schafer (1971) rozsiril testovanie pomocou $tatistiky 1?2 na hypo-
tézy o exponenciadlnom rozdeleni s nezndmym parametrom odhadnutim stredne;j
hodnoty 1/\ vyberovym priemerom X,. Van Soestova W?2* §tatistika m4 tvar

" 2 —11* 1

i=1

_._z
Xn |

kde F*(z) =1—e¢

2.3 Testy zalozené na vlastnosti bez pamiiti

Ako sme dokazali vo vete [I} exponencidlne rozdelenie mé unikatnu vlastnost
medzi spojitymi rozdeleniami, Ze je bez pamiti. Ako prvy publikoval test expo-
nenciality zaloZeny na vlastnosti bez paméti (Angus| 1982). Predstavil dve testové
Statistiky - jednu typu KS, druht typu CVM. (Ahmad a Alwasel, [1999) publi-
kovali lepsi test exponenciality vyuzivajuci tito charakterizaciu exponencialneho
rozdelenia. Zaviedli Statistiku, ktorda méa za platnosti nulovej hypotézy normalne
rozdelenie (na rozdiel od Statistik typu KS alebo CVM) a relativne velkd silu
(v porovnani s vtedy zndmymi asymptoticky normalnymi Statistikami zaloZe-
nymi na Giniho indexe). Pomocou vlastnosti bez pamiti mozno exponencialne
rozdelenie charakterizovat nasledovne.

Veta 7. Nech X je kladnd spojita ndhodnd velicina s distribucnou funkciou F.
Potom X ~ Exp(1/)\) prdve vtedy ked F(2x) = F?*(x) pre vietky x > 0.

Dokaz. 7 vety 1 plynie

F(2r) =P(X > 2z) = P(X > 2)P(X > ) = F*(2).

Pouzitim tejto charakterizacie mozeme definovat funkciu
Ay(F) = / [F(2x) — F?(2)]? dF(x). (2.2)
0

Tuato funkciu mozme dalej upravit do tvaru

o)

NAy(F) = /000 F%(2x) dF(z) — 2/0Oo F(2x)F?(x)dF(x) + F(z)dF(x)

S~

o] —

— /OOO F?(2x)dF(z) — 2/000 F(22)F?(x)dF(x) +

Z vety [7] vidime, Ze pre exponencidlne rozdelenie je hodnota As(F) nulova,
¢o Ahmad a Alwasel vyuzili k testovaniu. Miesto pouzitia odhadu Ay(F') spdso-
bom Cramér-von Mises, t.j. Ay(F) = Ay(F,), ktory nemé za nulovej hypotézy
asymptoticky normalne rozdelenie (Shorack a Wellner, 1986), zvolili autori iny
postup. Navrhli odhad Ay(F'), ktory je asymptoticky normalny ako za platnosti
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nulovej hypotézy, tak aj za platnosti alternativy a odvodili jeho rozptyl. Navrho-
vany odhad je zaloZeny na nasledujicom odhade F(x).

1 n
=1

kde {Ci.(7)};,n > 1, je trojrozmerné pole redlnych ¢isel zavisejice na para-
metri v,y € (0,1], spliiujice pre n — oo a pre v € (0,1]

1 n
=1

]‘ - 2 2

=D G = () > 1
=1

Aj ked C; ,,(y) mozme volit lubovolne za splnenia danych podmienok, autori na-
vrhuji jednoduchu volbu pre v € (0,1]

Cin(y) = 1 —~ ak jei parne, (2.4)
iy 1+~ ak je ¢ neparne. '

Lemma 8. Pre {C;,(v)},,n > 1 definované ako (2.4)) plati
C*y)=14+~*> 1.

Dokaz. Pre n parne plati

|3

1in
] lim —|=(1 2 1—~)?
C nl_%onz n1—>nolon[2( +7) + ( 7)]

1
=51+ 47 +1-2y4+7%) = (1+77).

Pre n neparne plati

2 . o - 2
0<7>—,}£20n2 0= fim [P

0
Za odhad funkcie Ay(F) Ahmad a Alwasel navrhli vziat
A 1 ¢ 2 <
Bo(Fny) = > Fl(2X) — - Y FR2Xe)F (X))
= i=1 (2.5)
2y - _
) (1) E(2X @) F (X)) + 0p( )

Ahmad a Alwasel taktiez dokazali nasledujticu vetu, ktord nam umoziuje zostavit
testovil statistiku, ktora mé asymptoticky standardné normalne rozdelenie.
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Veta 9. Pre kazdé i = 1,....,n oznacme

&
>
Il
o)
c\
s
=Sl
o
o
(oW
=
=
+
’122\
=
c\g
!
o
=
(oW
=
2
+
|

Potom pre n — oo plati
Vi(As(F,) = Aa(F)) = N(0,0),

kde 0% = var [ Y7, ¢2(X;)].
Specidlne za platnosti nulovej hypotézy plati

~

Vi(Bao(Fuy) — Do(F)) 2 N(0,08(7)),

kde o5 () = 5555 (C?(7) = 1)

Dokaz. Cely dokaz aj s postupnymi krokmi mozno najst v (Ahmad a Alwasel,
1999).
0
Z Lemmy [§| plynie, Ze rozptyl za Hy sa rovné o3 (y) = 50=7>.
Chceme testovat hypotézu Hy : Xq,..., X, pochddza z Exp(1/\), A > 0, proti
alternative H; : Xi,...,X,, nepochéddza z Exp(1/)). Na zéklade vety [9] zostavime

nasledujicu testovu Statistiku pre v € (0,1] pevné

n,'y)

Nulovt hypotézu H, zamietame podla tvrdenia vety @ pre hodnoty testovej sta-
tistiky Z, > u1_o, kde u;_, je (1 — «)-kvantil rozdelenia N(0,1).

Z testovej procedury je jasné, Ze zavisi na volbe v € (0,1]. V (Ahmad a
Alwasel, [1999) autori na zdklade experimentu v zaujme dosiahnutia ¢o najvicsej
sily testu odporacaja volit v € [0.3,0.8]. Jasnou vyhodou tohto testu je znalost
asymptotického rozdelenia testovej statistiky, ktoré je dokonca normalne so zna-
mym rozptylom.

2.4 Testy zaloZené na integralnych transforma-
ciach

2.4.1 Laplaceova transformacia

Pomocou Laplaceovej transformacie ndhodnej veli¢iny mozno charakterizovat
exponencialne rozdelenie. Laplaceova transformacia veli¢iny s exponencidlnym
rozdelenim Exp(1/A), A > 0, ma pre t > 0 tvar

o0 o A
L(t)=E(e™) = / e Ae M dr = )\/ e Ty =
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Baringhaus a Henze| (1991) vyuzili charakterizdciu pomocou diferencialnej rov-
nice, ktoru spliuje Laplaceova transformacia nahodnej veli¢iny s exponencialnym
rozdelenim. Uvadzaju, ze diferencidlnu rovnicu

A+ 0L + L) =0, t>0,

s podiatocnou podmienkou £(0) = 1, splita jedina spojité nezaporna nadhodn4 ve-
licina X ~ Exp(1/)\), pretoZze Laplaceova transformacia charakterizuje rozdelenie
nezapornej nahodnej veli¢iny. Toto tvrdenie samostatne dokazeme obsiahlejsim
sposobom.

Veta 10. Nech X je nezapornd nahodna velicina s hustotou f. Potom Laplaceova
transformdcia ndhodnej veliciny X spliia diferencidlnu rovnicu

A+)L')+L(E)=0, t>0,A>0

s pociatocnou podmienkou L(0) = 1, prdve vtedy, ked X ~ Exp(1/)\).

Doékaz. Nech plati X ~ Exp(1/)\), A > 0, potom Laplaceova transformacia X je
L(t) = N/ (X + 1), ako sme ukazali vyssie. Pre L(t) plati

A
(L)(©0) = T =1,
A A
(/\H){_ (>\+t)2} Y

Tym sme ukazali prvii implikaciu. Nech naopak Laplaceova transformécia nahod-
nej veli¢iny X spliia diferencidlnu rovnicu

A+ OLW) +LE =0, t>0,A>0

s pociatotnou podmienkou £(0) = 1. Jedna sa o separabilnt diferencialnu rov-
nicu, ktori moézeme upravit ako

1,1
mﬁ S
_Loace) o 1
L(t)y dt A+t

log £(t) = —log(A+1t) + C4
1
log L(t) = log <)\——|—t> + 4

1
L =513

2
kde Cy = €. Integracnui konstantu dopocitame z pociato¢nej podmienky
1= £0) = ¢
- — )\ 2
22



odkial plynie, ze Cy = \. Jednozna¢nym rieSenim tejto diferencidlnej rovnice je
L(t) =X/ (A+t).t >0, ¢o je rovné Laplaceove]j transformacii veli¢iny s exponen-
cidlnym rozdelenim FExp(1/)\). Kedze Laplaceova transformécia charakterizuje
rozdelenie spojitej nezdpornej ndhodnej veli¢iny, ndhodna veli¢ina X méa expo-
nencidlne rozdelenie Exp(1/)).

O

Majme nahodny vyber X,...,X, z neznameho rozdelenia s nezapornych no-
sicom, potom jeho empiricka Laplaceova transformécia je definovana pre ¢t > 0

ako
n
T
n 4
=1

Baringhaus a Henze| (1991)) navrhli na testovanie hypotézy

Hy: Xy,... Xy je z Exp(1/X), A > 0, proti
Hy: Xy,....X,, nie je z Exp(1/\),
testovil Statistiku, ktora ma tvar vazeného integralu. Parameter exponencialneho

rozdelenia nie je znamy, preto ho autori odhadli maximalne vierohodnym odha-
dom )\, = 1/X,,. Pre a > 0 mé navrhované trieda testovych Statistik formu

BHy, —n / G+ )L (8) + Lo ()2 K e da
0
Autori uréili aj vypocetne vyhodny tvar tejto testovej statistiky, ktory samostatne
overime v nasledujucej vete.

Veta 11. Nech Xi,...,X, je ndhodny vyber z neznameho rozdelenia s nezipor-
nych nosicom a pre i = 1,....n oznaéme Y; = X;/X,. Pre testovi Statistiku
BH, q,a >0, plati

_ Z{ (1-Y;) Yty —2VY; = 2V
B Y+Y+a Yi+Y;+a)? (Y;+Y;+a)

3,j=1

Dokaz. Testova $Statistiku mozeme jednoduchymi upravami integrantu previest
na tvar

BHM—n/D [ +
S
e

+4)L3, (1) + Lo(t)]* Xpe ™ da

2
[ (1+ X,t) Xi ‘Xit+e‘Xit” X, e” %0 q¢

X, 2 _
l (1+ X,t) )]} X,e % dt,
Xn
Pomocou substittcie u = X,t a oznacenim Y; = X;/X,,,i = 1,... n, dostavame

n

1 [ 2
BH, ,= — Y] Y —uY;)| e ™ du.
7 n/o [Ze ( u )} e u

=1
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Umocnenim zatvorky v integrante a zdmenou sumy a integralu dostaneme

BH,,= - / Ze D1 Y, —uY) (1 =Y — uYj)e " du

,Jl

- / Do (Y, Y, Y, a4 Y, - 20)
i,j=1

+ w?Y;Y;] du

l « 00
n

ij=1 0

+(Y; + Vj-2Y}Y;) / we Y 4y 4 Y, / etV du}.
0 0

Integraly [~ ue”MitYit@udy a [ u?e”(itYitau dy vypocitame pomocou me-
tody integracie per partes a dostaneme dokazovany tvar statistiky

ZZ{ A -Yy) (it —2hyy) 2N }
Y+Y—|—a) (Y; +Y; +a)? Y, +Y;+a)?]

i=1 j=1

O
Baringhaus a Henze (1991)) odvodili skimanim asymptotického sprévania Statis-
tiky BH,, , asymptotické rozdelenie BH,, , za platnosti nulovej hypotézy. Na prak-
tické pouzitie testu zalozeného na tejto Statistike autori urcili priblizné kritické
hodnoty na zéklade simulacii. Simulac¢néa studia, ktora porovnéavala silu viacerych
testov exponenciality, ukazala, Ze prijatelné vysledky pre tiplne nezndme alterna-
tivy majua Statistiky BH,, 15 a BH,25.

Henze a Meintanis (2002b)) navrhli celt triedu testovych Statistik, zalozent
na porovnani Laplaceovej transformacie exponencidlneho rozdelenia a empiric-
kej Laplaceovej transformécie ndhodného vyberu. Jednotlivé prvky triedy sa lisia
volbou vahovej funkcie. Navrh Henzeho a Meintanisa bol motivovany pozoro-
vanim, ze v pripade, ze ndhodny vyber Xi,... X, pochadza z exponencialneho
rozdelenia, by sa empiricka Laplaceova transformécia pozorovani Yi,...,Y,, kde
Y; = X;/X,,, nemala prili$ li$it od Laplaceovej transforméacie rozdelenia Exp(1),
ktora je rovna L(t)1/(1+t¢),t > 0.

Na testovanie hypotézy

Hy: Xq,....X,, je z Exp(1/)\), A > 0, proti
Hy: Xy,....X,, nie je z Exp(1/\),

navrhuji Henze a Meintanis (2002b) pouzit testovi Statistiku
Wha = n/ [(1+ )L, (t) — 1Pw(t)e " dt,
0
kde @ > 0 a w(t) je nejakd redlna spojitd vahova funkcia spliiujica rovnost

w(t) = O(t"),r > 0 pre t — co. Specialnym pripadom tejto testovej Statistiky je
Statistika, ktortt navrhol Henze, (1993)), s volbou vahovej funkcie w(t) = (1+¢)~?
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ktord mé tvar

1

2
- | e
14+t

HEp, =n /0 h [[,n(t)
= n/ooo[(l + 1)L, (t) — 12(1 + ) 2e " dt.

Dalsou $pecialnou volbou, ktorti navrhli Henze a Meintanis| (2002b) pouzit, je
Statistika s vahovou funkciou w(t) = (1 + t)?, ktora ma tvar

HM, , = n/ (14 8)L, () — 1]%e " dt
0

141

Vyhodou statistiky HM,, , oproti HE,, , je jednoduchost vypoctu zjednoduseného
tvaru testovej statistiky. Vypocetne vyhodny tvar statistiky H E,, ,, ktory odvodil
Henze| (1993), je rovny

= n/ooo {ﬁn(t) - L} 2(1 +t)%e " dt.

1 — 1 -
HE, ,= — ) Yita p (Y; 1 — ae®E
, nijZZIYi—l—Yj—l—a ;e 1(Y: +a) + n( ae®Fy(a)),

kde Fi(z) = fzoo e;at dt, z > 0, je exponenciédlny integral. £;(z) sa musi numericky
priblizne vypocitat, ¢o moze maf negativny vplyv na presnost testu. Naproti tomu
HM,, , mozno zapisat ako

1 &K1+ (Y 4+Y+a+1)? ~1+Y,+a n
HM; .= — ] -2 —_— —.
D D R Lot S

ij=1 i=1
Oba tieto zjednodusené tvary mozno overit z definicie Statistik analogickym spo-
sobom ako sme odvodili zjednoduseny tvar testovej statistiky BH,, ,. Preto jedno-
ducho aplikovatelnou testovou Statistikou z tejto triedy statistik je HM,, ,. Henze
a Meintanis (2002b)) na zaklade simulac¢nej studie urcili priblizné kritické hodnoty
tejto testovej Statistiky. Nulovii hypotézu zamietame pre velké hodnoty testove;
statistiky H M,, o, ktoré naznacuju signifikantny rozdiel medzi empirickou Lapla-
ceovou transforméciou ndhodného vyberu a Laplaceovou transformaciou expo-
nencialneho rozdelenia. Autori doporucuju pouzitie Statistik HM,, o75 a HM,, 1.0,

ktoré sa ukézali byt empiricky najsilnejsie v ich simula¢nej studii.

2.4.2 Fourierova transformacia

Fourierovou transforméciou ndhodnej veli¢iny X s hustotou f je jej charakte-
risticka funkcia, ktora je definovana pre ¢t € R ako

o) —(e) = [ e f(a) dr = O(F) + iS(0),

kde C(t) = E [cos(tX)] je redlna ¢ast charakteristickej funkcie a S(t) = E [sin(¢.X)]
je jej imaginarna cast. Charakteristickt funkciu exponencialneho rozdelenia s hus-
totou f(z) = e ™ X > 0,2 > 0, odvodime pomocou integracie per partes.
Pre redlnu ¢ast mame

C(t) = Elcos(tX)] = )\/OOO cos(tr)e ™ dx = A,

25



pricom integral [ je rovny

e8] —Ax ] © o0
I= / cos(tz)e ™ dx = [— M} - E/ sin(tz)e ™ dz
0 0

A 0o A
1t in(tz)e > ¢t [
ZX—X{[—%]O —X/O Cos(tx)e_)“dx}
1 ¢
=—-—-—=I
AN
Odtial dostdvame, ze [ = ﬁ a preto pre t € R
Clt) = M= —
142/

Analogickym pouzitim integracie per partes pre imaginarnu ¢ast odvodime, Ze
preteR
t/A
S(t) = /—
1+t2/X2

Charakteristicka funkcia exponencialneho rozdelenia je rovna pre t € R

1 A

t) = .
o0 =T T e

7Z tohto vztahu dostavame prvi charakterizaciu exponencidlneho rozdelenia, kedze
pre nejaké A\ > 0 a vSetky ¢ € R plati

S(t) = %C(t).

Tuato charakterizaciu dokazali |Meintanis a Iliopoulos| (2003) a dékaz ich tvrdenia
dalej detailne rozpracujeme.

Veta 12. Zo vsetkych spojitych nezdpornych nahodnych velicin s hladkymi hus-
totami s konecnou limitou pre v — 07 a absolitne integrovatelnymi derivdciami,
ndhodnd velicina s exponencidlnym rozdelenim Exp(1/X),\ > 0 je jedind, ktord
splna

S(t) = §c<t), pret € R.

Dokaz. Majme nadhodnu veli¢inu s hustotou f spliiujicu predpoklady vety. Vy-
nasobenim rovnice v tvrdeni vety parametrom A\ dostavame

A /0 " sin(t) f(z) d — ¢ /0 " cos(tx) f(x) da.

Integraciou per partes pravej strany dostavame
o0 d _ o0 d _ oo . , d
t/o cos(tz) f(x)dz /o [t cos(tx)] f(z) dx /0 [sin(tz)]' f(z) dz
= [sin(tx)f(x)]go —/ sin(tz) f'(x) dz
0
= —/ sin(tx) f'(z) du,
0
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pricom sme pouzili konec¢nost limity hustoty v 0 zprava a absolutnu integrovatel-
nost derivacie hutoty, ktoré predpokladame. Teda pre vSetky ¢t € R plati

/OOO[/\f(x) + f'(z)] sin(tz) dz = 0.

Aby platila tato rovnica pre kazdé redlne ¢, musi byt funkcia A f(z) + f'(z) rovna
0. Teda hladéame rieSenie diferencialnej rovnice

1
- f(x),

v v . (e .o] N o v ’ ’ 7
s podiato¢nou podmienkou [;* f(z)dz = 1, kedZe rieSenim ma byt hustota nezé-
pornej ndhodnej veli¢iny. Upravou a rieSenim diferenciélnej rovnice dostévame

df(z)
& —Af(x)
1 df(z)
f(z) dz

Ldi@) [y
/m du d‘“‘/ Ad
log[f(x)] = —Az + Cy

f(x) = 026_)\:07

kde Cy = €. Z poéiatoénej podmienky dostidvame
o e M Cs
dz = C =—=1
/0 f(l’) ! ’ [ —A }0 A

Odtial plynie, ze hodnota integrac¢nej konstanty je Co = A a jednoznacnym riese-
nim tejto diferencidlnej rovnice je hustota exponencialneho rozdelenia f(z) =
e ™ x> 0.

O
Druht charakterizaciou exponencialneho rozdelenia pomocou charakteristickej
funkcie, ktort dokézali taktiez [Meintanis a Iliopoulos (2003), dostaneme z druhe;
mocniny modulu charakteristickej funkcie rozdelenia Fxp(1/)\)

! /3 1
(1+12/)2)2 + (1 + 2/)2)2 = 14 2/ =C(t).

Meintanis a Iliopoulos (2003 dokézali, Ze pre nezdporni ndhodnu veli¢inu X
plati |¢(t)|> = C(t) pre t € R préave vtedy, ked X pochédza z exponencidlneho
rozdelenia.

Henze a Meintanis| (2002a;, 2005)) zaviedli testy exponenciality zalozené na vy-
ssie uvedenych charakterizacii exponencialneho rozdelenia pomocou charakteris-
tickej funkcie a tieto testy dalej predstavime.

Najprv predstavme test, ktory zostavili Henze a Meintanis| (2002a) na zaklade

6(t)]* = C*(t) + S*(t) =

prvej charakterizacie. Nech X, ..., X,, je ndhodny vyber s neznamym rozdelenim
a oznatme Y; = X;/X,,i = 1,...,n. Chceme testovat nulovi hypotézu, ze vy-
ber X, ..., X, pochidza z exponencidlneho rozdelenia s neznamym parametrom.

Empiricka charakteristicka funkcia je definovana pre t € R ako

Gult) = - 306 = Cult) +iSul),
j=1
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kde C,(t) = 377 cos(tY;) a Su(t) = &30 sin(tY;) predstavujii redlnu a
imaginarnu cast empirickej charakteristickej funkcie. Henze a Meintanis (2002al)
navrhuji zamietnuf nulovii hypotézu v prospech alternativy, ze ndhodny vyber
nemé exponencialne rozdelenie, pre velké hodnoty Statistiky

CF! = n/oo 1S, (1) — tC (1) w(t) dt,

kde w(t) je nezdporna vahova funkcia spliiujica [ t*w(t)dt < oo. Autori sk-
tumali dve triedy Statistik so Specidlnymi volbami vahovej funkcie. V simula¢nej
studii, v ktorej [Henze a Meintanis (2002a) porovnavali tieto dve triedy s inymi
testami exponenciality, preukazali obe triedy velmi podobné empirické vysledky,
preto uvedieme len jednu z nich. Pre triedu testovych statistik s vahovou funk-
ciou w(t) = e, a > 0, odvodili Henze a Meintanis| (2002a)) apravou integralu
vypocetne vyhodny tvar

1 4(Y; + Yy)
n,a Z Z [GQ Y Yk) a2 —+ (YJ —+ Yk)2 B (a2 + (}/J + Yk:)>2

=1 k=1
2~ 6(Y; = Vi) | 20° = 6(Y; + Yi)?
@+ ;- Y7 @+ (% + )

Test zalozeny na Statistike C’Féﬁa zamieta na hladine « nulovi hypotézu pre
hodnoty testovej statistiky vécsie ako priblizna kriticka hodnota, ktord muzeme
pre dant volbu n,a najst v tabulke, ktort zostavili a publikovali Henze a Mein-
tanis (2002a)). Priblizné kritické hodnoty autori ziskali na zéklade Monte Carlo
simulécii.

Henze a Meintanis (2005) pomocou druhej charakterizacie exponencidlneho
rozdelenia na zaklade charakteristickej funkcie navrhli triedu Statistik

CF?=n / T1ou(®)P — Cult)Pw(t) dt,

kde w(t) je nezaporna vahova funkcia. Autori skiimali dve vahové funkcie a ako
vyhodnejsia sa ukdzala byt vdhova funkcia w(t) = e~ a > 0, pre ktort odvodili
zjednoduseny predpis

, 1
CFl.=— ZZ[GQ (Y; — Y})? +(12+(Yj+yk)2:|

j=1 k=1
23Sy TR
Hio g e+ (- Yk—Y> a®+ (Y; = Y +Y))?
1 1
ZZZZ{ (v, — Yk—Yw)+a2+<n—Yk+%—Ym>2]'

Testy zalozené na C’Fﬁ’a zamietaju nulovi hypotézu pre hodnoty testovej Statis-
tiky vécsie ako priblizné kritické hodnoty, ziskané simulaciami a uvedené pre rézne
hodnoty n, a, ktoré uviedli [Henze a Meintanis (2005)) v tabulke.
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2.4.3 Hankelova transformacia

Medzi najnovsie testy exponenciality patri test zalozeny na Hankelovej trans-
formécii, ktory publikovali |Baringhaus a Taherizadeh| (2013)). Hankelova trans-
formécia nahodnej veliciny X ~ Ezp(1/)) je rovna Hy(t) = ex (Baringhaus a
Taherizadeh| 2013)). Charakterizacia exponencialneho rozdelenia pomocou Hanke-
lovej transformacie, ktort autori pouzili na odvodenie testovej statistiky vychadza
z jednoznac¢nosti Hankelovych transformadcii, ktoré st rovné e~ pre t € [0,¢], € > 0.

Veta 13. Nech X je nezdipornd ndhodnd velicina s Hankelovou transformdciou
Hx(t) =e" pre vietky t € [0,e],e > 0. Potom X ~ Exp(1).

Dokaz. Uvazujme nezaporni nahodnu velicinu Z, ktora méa beta rozdelenie
B(1/2,1/2) s hustotou 1/mx~Y/2(1 — 2)~'/2 pre x € (0,1) a 0 inak, ktoré je neza-
visld na Y = 2v/X. Ozna¢me ndhodnd veli¢inu V = 27 — 1, ktora je symetricky
rozdelend okolo 0, pretoZze rozdelenie B(1/2,1/2) je symetrické okolo bodu 1/2
a linedrna transforméacia nezmeni symetriu rozdelenia. Dalej hladdme rozdelenie
nahodnej veli¢iny V', teda jej distribu¢na funkciu

Fy(t) =P(V<t)=P(2Z—-1<t)=P(Z < (t+1)/2)

t+1

1
:/ ’ —x V21— 2)" V2 .
0

™

Podla Leibnitzovho pravidla o derivacii integralu s parametrom dostavame hus-
totu pre t € (—1,1)

d 1/t+1\ " t+1\ %1
fvt) = —Fy(t) = —(T) (1 - T) 5

dt s

1 1

— o+ 1)V )V = 21— )2
2t 1) A1) = (1 1)

Fourierova transformacia ndhodnej veli¢iny V' je
. |
¢V(t> —E [eth] — / eztv_(l _ U2)_1/2 dv

1 ™

/ [Cos(tv) + iSin(tv)](l _ v2)—1/2 do

1

4 1
= cos(tcos ) — isin(t cos )| ————sin 6 db
~ [ leosttcoso) = isin(ecos)l ———r
1 s - s
= —/ cos(t cos ) df — i/ sin(t cos 0) df = Jy(t),
0 0

™ ™

1
T
1

pricom sme pouzili substiticiu v = — cos . Druhy integral v predposlednej rov-
nosti je nulovy pretoze integral z funkcie kosinus na intervale (0,7) je nulovy.
Prvy integral je integralnym vyjadrenim Besselovej funkcie prvého druhu radu 0,
ktoré sme dokazali v lemme 3. Dalej preto plati pre [t| < ¢

e = Hx () = E[J(tY)] = E[pv (1Y)] = E (™).
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Z charakteristickej funkcie normélneho rozdelenia vieme, Ze nahodné veli¢ina
VY ~ N(0,2). Z momentov normélneho rozdelenia vieme, Ze pre vsSetky pri-
rozdené k plati

E[(VY)* ] =0,
ok _ 2R)! e (2K)!
Z nezavislosti V' a Y mozeme dalej pisat
2k)!
E[(2V VX)) = E (V) xt) = K] :,) .
Odtial dostavame
1 (2k)!
EXF=
E[(2V)2k] E!
1 (2k)!

~2FE[(V2)H] !

Preto je nutné najst momenty a rozdelenie ndhodnej veli¢iny V2. Jej distribu¢na
funkcia ma tvar

Fi2(t) =P(V2<t) =P(V <VHV >0)+ P(V < =1V <0)

/ fv(z d$+/ fv(z d$—2/ fv(z)de

1
= 2/ —(1—2%)"Y2dg.
0

™

Pomocou distribuc¢nej funkcie a derivacie integralu s parametrom dostavame hus-
totu pre t € (0,1)

frz(t) = %sz( t) = 2%(1 _ t)—l/z

= SR — ) = f40).

1
2Vt

Teda nadhodn4 veli¢ina V2 méa taktiez beta rozdelenie B(1/2,1/2). Momenty tohto
beta rozdelenia pre prirodzené k spliiaji

1 (2k)!

(V)] = oo r

Odtial dostdvame momenty nadhodnej veli¢iny X ako

1 22Kk (2k)

EXxh= = DR
2% (2k)! Kl ’

¢o st momenty rozdelenia Fxp(1). Rozdelenie Fxp(1) je jednozna¢ne uréené svo-
jimi momentami, preto X ~ FExp(1).

O
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Na zaklade tohto vysledku navrhli Baringhaus a Taherizadeh| (2013)) testovi
statistiku typu KS na testovanie hypotézy

Hy: Xy,....X, je z Exp(1/X\), A > 0, proti
H : Xi,...,.X,, nie je z Exp(1/)).

Nimi navrhovana Statistika porovnava empirickt verziu Hankelovej transformacie
s hodnotou za platnosti nulovej hypotézy. Ma tvar

L, =+v/n sup |H,(t) — e,

0<t<1

kde H,(t) = 237 | Jo(21/1Y;),0 < t < 1 je empirickd Hankelova transformécia
nahodného vyberu Y; = X1/X,,...,Y,, = X,,/X,. Interval [0,1] na ktorom hla-
ddme suprémum moézeme nahradit inym kone¢nym intervalom [0,¢],0 < € < oo,
autori volili interval [0,1] pre jednoduchost.

Test zalozeny na L, zamieta H, pre velké hodnoty testovej Statistiky, na-
znacujuce velky rozdiel medzi Hankelovou transforméciou transformovanych déat
a Hankelovou transforméaciou nahodnej veli¢iny s exponencidlnym rozdelenim.
Konkrétne zamietame Hy pre L, > ¢, o, kde ¢, o je (1 — a)-kvantil rozdelenia L,

za Hy. KedZe pre ndhodné veli¢iny ¢X;,c > 0,7 = 1,...,n, plati

o CXi .
Bty xS
n i=1 ?

hodnota testovej statistiky L,, je pre Xi,...,X,, a cX;,...,cX,, taktiez rovna. Preto
testova Statistika L, nezavisi na neznamom parametri A exponencialneho rozde-
lenia.

Baringhaus a Taherizadeh| (2013) odvodili asymptotické rozdelenie testovej
statistiky za platnosti nulovej hypotézy. Na zaklade simulacii zostavili Baringhaus
a Taherizadeh (2013) tabulku pribliznych kritickych hodnét ¢, , pre rézne hod-
noty n a a.

Y;

2.5 Testy zaloZené na entropii

Testy exponenciality zalozené na entropii boli hlavne v poslednych rokoch
zadujmom vyskumu niekolkych autorov. Pouzivaji rozne typy entropie a pristupy,
preto niekolko takychto testov bude predstavenych v nasledujicej casti prace.

2.5.1 Shannonova entropia

Charakterizaciu exponencialneho rozdelenia pomocou Shannonovej entropie,
sme ziskali v kapitole 1, dokdzanim, Ze exponencidlne rozdelenie maximalizuje
Shannonovu entropiu na kladnej poloosi. Otazkou ale je, akym spésobom porov-
nat hustotu ndhodného vyberu s hustotou exponencialneho rozdelenia za vyuzitia
tejto charakterizacie. Kullback a Leibler| (1951)) zaviedli veli¢inu, ktora porovnava
vzdialenost dvoch hustot, zalozeni na Shannonovej entropii. Nech f a g st hus-
toty rozdelenia s kladnym nosi¢om, potom Kullbackova-Leiblerova vzdialenost
hustét f a g je definovana ako

f(=@)

Dir(f:9) = /Ooo f(z)log [@} dz.
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Plati Dk (f : g) > 0, pricom rovnost nastava prave vtedy, ked f = g skoro vSade
Kullback a Leibler (1951)).

Ebrahimi a kol.| (1992) navrhli spdsob ako pouzit Kullbackovu-Leiblerovu vz-
dialenost na testovanie exponenciality. Nech X je ndhodné veli¢ina s hustotou f a
kone¢nou strednou hodnotou E X = 1/, A > 0, a ozna¢me fo(z) = Ae ™, 2 > 0,
hustotu exponencidlneho rozdelenia. Kullbackova-Leiblerova vzdialenost rozdele-
nia nadhodnej veli¢iny X a exponencialneho rozdelenia je

J]C;((g;))] &

:/Ooof(x)logf(x)dx—/Ooof(:c)logfo(fv)dx

Dicslf : fo) = [ fla)log {

=-H — log A\ - d A h d
(f) — log /0 f(2)da + /0 £f () da
=—H(f)—logA+1,

kde H(f) je Shannonova entropia rozdelenia s hustotou f.

Nech X1,...,X, je ndhodny vyber zo spojitého rozdelenia s hustotou f, klad-
nym nosi¢om a kone¢nou strednou hodnotou E X = 1/A; A > 0 neznadme. Chceli
by sme testovat hypotézu

Hy: Xy,....X, je z Exp(1/X\), A > 0, proti
Hi: Xi,....X,, nie je z Exp(1/)\).

Ako sme odvodili vyssie, Kullbackova-Leiblerova vzdialenost hustoty f a hus-
toty exponencidlneho rozdelenia je rovna Dg(f : fo) = —H(f) —logA + 1 a za
platnosti nulovej hypotézy je rovna 0. K vypocétu Dy (f : fo) je nutna presnd
znalost oboch rozdeleni, avSak hustotu f ani parameter A nepozname. Preto je
nutné pouzit odhady parametra A\ a Shannonovej entropie H(f). Konkrétne pa-
rameter A odhadneme pomocou A=1 /X,.. Za odhad Shannonovej entropie vzali
Ebrahimi a kol.| (1992) zndmy Vasickov odhad entropie, ktory dalej odvodime.

Majme nahodny vyber Xj,...,X, s rozsahom n > 3 zo spojitého rozdelenia
s distribu¢nou funkciou F' a hustotou f(x) a nosi¢om (a,b), — oo < a < b < 0.
Vasicek| (1976]) navrhol upravit vztah pre Shannonovu entropiu rozdelenia H(f)
pomocou substiticie p = F'(x) a jeho vysledok a vztah pre odhad entropie teraz
odvodime a overime. Pre dant substittciu plati

p=F(z)
€(0,1), =z € (ab)
dp = f(x)dx
Fip) ==
gy 1 _ 1
& VTG T @

pricom poslednd rovnost plynie z vety o derivécii inverznej funkcie a z faktu, ze
distribu¢na funkcia spojitého rozdelenia je na nosici ostro rastica, teda tu existuje
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jej inverz. Pomocou tejto substiticie upravime Shannonovu entropiu do tvaru

1
f(z)
= /0 log [dipF_l(p)l dp.

KedZe distribu¢ént funkciu F nepozname presne, odhadneme ju pomocou em-
pirickej distribuénej funkcie F,. Zvolme prirodzené ¢islo m tak, ze m < n/2.
Pre kazdé p € (0,1) chceme ziskat odhad derivacie F'~!(p). Empirick4 distribu-
¢nd funkcia je po castiach konstantna skokovitéa funkcia, so skokmi v bodoch X;
velkosti 1/n. Oznaéme X(g) = 0, potom postupnost {F,(X;))}7—o = {j/n}j=o je
delenim intervalu (0,1). Preto pre kazdé p € (0,1) existuje i € 1,...,n také, ze
(1—1)/n < p <i/n. Odtial a z monténnosti F,, plynie, ze plati aj (i — m)/n <
p < (i +m)/n. Cheeli by sme odhadnif hodnotu derivacie inverzu distribuc¢nej
funkcie v p. V bodoch {j/n}}_, delenia intervalu (0,1) mézeme odhadntt funkéna
hodnotu inverzu pomocou

- [ " () o [—] da

F! (l) = F,'[Fa(X(p)] = X(p)-

n

Odtial dostavame odhad derivacie inverzu distribu¢nej funkcie tak, Ze nahradime
operator derivacie operatorom rozdielu

— F-1 =2 =

Pre Specidlne pripady ¢ > n, resp. ¢ < 1 oznacime X(;y = X(y), resp. X(,). Aj tento
odhad je po castiach konstantna funkcia v premennej p, s konstantnou hodnotou
na kazdom intervale ((j — 1)/n,j/n),j = 1,...,n. Dosadenim do upraveného
vztahu pre Shannonovu entropiu dostdvame Vasickov odhad v tvare

n

1 n
van:_ 1 _sz_X'Lfm >
, n; Og[Qm( (i+m) — X(i-m))
kde m < n/2 je vopred dané prirodzené ¢islo, X;y = X1), prei < 1 a X = X(p)
pre ¢ > n. R
Pozitim odhadov A a HV,,,, dostavame odhad Kullbackovej-Leiblerovej vzdi-
alenosti hustot

Dyn=—HVp, +log X, + 1.
Ebrahimi a kol.| (1992) navrhli vziat za testovt Statistiku monoténnu transforma-
ciu Dy, , v tvare
exp{HVm,n}

KLV, = —Dpnt = = .
m = oxp{ n} exp{log X,, + 1}

Testova Statistika K LV, , z&visi na rozsahu nahodného vyberu n a tiez na pa-
rametri m, m < n/2, z Vasickovho odhadu entropie. Priblizné kritické hodnoty
testu ¢, () autori ziskali pomocou Monte Carlo simulécii. Nulov hypotézu
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zamietame pre hodnoty testovej Statistiky KLV,,, < ¢nn(@), svedéiace v pro-
spech alternativy. Pre dany rozsah vyberu zistili autori, Ze najvacsiu silu ma test
pri pouziti hodnoty m takej, ktord maximalizuje kriticki hodnotu ¢, , (). Ebra-
himi a kol.| (1992)) zostavili tabulku doporucenej hodnoty m pri danom rozsahu
vyberu ako aj tabulku pribliznych kritickych hodnot ¢, () pre dané n a a a
doporucené m.

Choi a kol.| (2004) pouzitim rovnakého postupu ako Ebrahimi a kol.| (1992),
ale odlisného odhadu Shannonovej entropie navrhli 2 dalSie testové Statistiky
na testovanie exponenciality. Pouzili Van Esov a Correov odhad entropie.Van
Esov odhad entropie ma tvar

1 = n+1 "1 m
Emn: 1 Xim_Xi—m 7 1 N E
: n—m; Og{ m (X(im) ( ))]+;1k—|— 0g(n+1)

kde m < n/2 je vopred dané prirodzené ¢islo, Xy = Xy, pre i < 1 a X(;) =
X(ny pre ¢ > n. Correov odhad entropie je modifikiciou Vasickovho odhadu a je
definovany ako

n +m i .
1 (X — X .
Conn = —— > _log {Zw i+fn )~ X@)U : )}’
(gt ny i (X)) — X))

kde X(;) = Z;J;”_m X/ (2m + 1), m < n/2 je vopred dané prirodzené dislo,
X(i) = X(o), prez<1a X(Z-) = X(n) pre ¢ > n.
Odhady Kullbackovej-Leiblerovej vzdialenosti, ktoré navrhli|Choi a kol.| (2004)
si
DEpp=—FEp,+logX, —1

DChyp = —Copp +log X, — 1.

A navrhované testové statistiky, ziskané rovnakou monoténnou transformaciou
ako statistika KLV, ,, st

KLEy, — — P Ena}
7 exp{log X, + 1}
: C
KLCyy = — 2P G

exp{log X,, + 1}

Malé hodnoty testovych statistik KLE,,, a KLC,,, naznacujt, ze ndhodny
vyber nepochadza z exponencidlneho rozdelenia. Preto testy zalozené na KLE,, ,,
a K LC,, , rovnako ako test zalozeny na K L,, ,,, s pribliznou hladinou o zamietaju
Hy v prospech alternativy pre hodnoty testovych statistik mensie ako a-kvantil
rozdelenia danej testovej statistiky za platnosti nulovej hypotézy. Kvoli nutnosti
volit hodnotu parametra m, nie je mozné uréit rozdelenie za platnosti nulovej
hypotézy analyticky. Preto |Choi a kol.| (2004) urcili priblizné kritické hodnoty
na zéklade Monte Carlo simulécii empiricky. Pre kazdy rozsah vyberu vybrali
autori hodnotu m, ktora maximalizuje pribliznu kritickt hodnotu a tieto hodnoty
taktiez mozno najst v tabulke.
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2.5.2 Rényiho entropia

Na zaklade Rényiho entropie mézeme podobne ako v pripade Shannonovej
entropie a Kullbackovej-Leiblerovej vzdialenosti definovat asymetricki Rényiho
vzdialenost rddu r medzi dvomi hustotami f(z) a g(z) pre r > 0,7 # 1, ako

Dr(f:9) =~ i -log /_Z {%]T_lf(x) dz.

Abbasnejad| (2012) zaviedol niekolko testov exponenciality zaloZenych na Ré-
nyiho vzdialenosti. Previedol problém testovania exponenciality pomocou trans-
formécie dat na problém testovania uniformity na intervale (0,1). Podobnu straté-
giu transformécie dat a pouzitia Shannonovej entropie pred nim pouzil na zosta-
venie testov exponenciality Taufer| (2002)). AvSak v rozsiahlej simulac¢nej $tudii
porovnavajucej testy exponenciality zalozené na entropii, ktort previedol Taufer
(2002)), sa ukazalo, Ze transformécia ndhodného vyberu ma v tomto pripade zna-
¢ne negativny vplyv na silu testu. Testy zavedené Tauferom neobstali v porovnani
s testami zaloZenymi na entropii, ktoré zaviedli Ebrahimi a kol.| (1992). Pre testy
zalozené na Rényiho entropii, ktoré zostavil Abbasnejad| (2012)), sa takyto vplyv
nepreukazal a preto tieto testy predstavime.

Na charakterizaciu exponencidlneho rozdelenia pouziva Abbasnejad (2012)
nasledujuce transformécie nezavislych nahodnych veli¢in na veli¢iny s rovnomer-
nym rozdelenim.

Veta 14. Nech X a X5 su ndhodné veliciny s distribucnou funkciou F. Potom
plati, Ze

X
W= xlTl v, ~ R(O.1) prave viedy, ked X; ~ Exp(1/A)A >0, a
X — X
- Xi +‘x‘z ~ R(—1,1) prdve vtedy, ked X; ~ Exp(1/A) A > 0.

Dokaz. Dokaz mozno najst v Abbasnejad| (2012).

O
Na zostavenie testovych statistik transformujeme nahodny vyber X1, ..., X, zroz-
delenia s kladnym nosicom s distribu¢nou funkciou F' na dva nové nahodné vybery

X S
M/i'_ Z#]’ Zajzla"wn
Xy — X
? Xy — X
o —XG ...
Lij = —F——= 1>751]=1,...n.
Xay +X)

Nosic¢om rozdeleni oboch novych ndhodnych vyberov je (0,1). V pripade vyberu
Z;; to vyplyva z vlastnosti poriadkovych Statistik, ktoré s usporiadané podla
velkosti vzostupne. Chceme testovat hypotézu

Hy: Xy, ..., Xy je z Exp(1/X), A > 0, proti
Hy: Xq,...,X, niejez Exp(1/)).
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Z vety [14] plynie, ze za platnosti hypotézy Hy, maja W;j, 4,5 = 1,...,n,% # j, aj
Zij,i,j = 1,..,n,i > j rovnomerné rozdelenia na intervale (0,1). Preto mo6zeme
formulovat ekvivalentni hypotézu

Hj - Wi;(resp. Zi;) je z rozdelenia R(0,1), proti
HY : Wi (resp. Z;;) nie je z rozdelenia R(0,1).

Na testovanie uniformity na intervale (0,1) moézeme pouzit nasledovny vztah
pre Rényiho vzdialenost rozdeleni. Nech Y je ndhodné veli¢ina s hustotou g(z)
pre z € (0,1) a nech go(z) = 1,z € (0,1), oznacuje hustotu rozdelenia R(0,1).
Potom pre Rényiho vzdialenost radu r,r > 0,r # 1, hustot g a gy plati

Di(g: o) = ri1 1og/01 B’O(é>>]”g(x) dp —

= _Hr(g)7

r—1

1
log/ g"(x)dx
0

kde H,(g) je Rényiho entropia hustoty g radu r. KedZe hustotu g nepozname
presne, musime hodnotu jej Rényiho entropie odhadnif. Abbasnejad| (2012)) uva-
zuje 4 rozne odhady Rényiho entropie a na transforméciu dat pouziva transfor-
macie W a Z, ktoré boli predstavené vyssie. V zavere svojho ¢lanku Abbasnejad
porovnava v simulacnej studii vSetkych 8 takto vzniknutych Statistik, pricom 2
z nich, ktoré dalej predstavime, patrili medzi empiricky najsilnejsie.

Vyuzivany odhad Rényiho entropie pre ndhodny vyber Yi,....Y,, zaviedli Wa-
chowiak a kol.| (2005)) a jedna sa o Vasickov typ odhadu entropie, ktory ma tvar

n

1 1 n e
HVmn = — 1 - — Yrm) — Yiem ’
m T—lOg{nZ{2m<(+) ( ))] }

i=1

kde m je prirodzené ¢islo spliiujice m < n/2, Y;) = Yy pre i < 1 a Y;) = Yy
pre ¢ > n. Tento odhad bol odvodeny z Rényiho entropie analogickym spdsobom
ako Vasickov odhad Shannonovej entropie. Dve nami uvazované testové statistiky
st definované ako

TVW = _H‘/;“,m,n’

TVZ == _H‘/r,m,n”u

kde index Z alebo W udava, ktora transformacia dat bola pouzita. Transfor-
mované nadhodné vybery sa liSia svojimi rozsahmi, pretoze rozsah vyberu W;;
je n’ = n(n — 1) a rozsah vyberu Z;; je n” = n(n — 1)/2. Pri vypocte tes-
tovych statistik vypocitame hodnoty Vasickovho typu odhadu Rényiho entro-
pie HV, , , pre transformované data s poriadkovymi statistikami Wy,... , W,
resp. Z(y, - - - ,Z(n»y- Nulovia hypotézu zamietame pre velké hodnoty testovych sta-
tistik, ktoré odhaduju Rényiho vzdialenost skutoc¢nej hustoty transformovanych
dat a hustoty rovnomerného rozdelenia, svedc¢iace v prospech alternativy.

Testové Statistiky aj kritické hodnoty zavisia na volbe parametrov r a m.
Abbasnejad| (2012) podobne ako autori ostatnych testov zaloZenych na odhade
entropie, tvrdi, Ze neexistuje kritérium na vyber optimélneho r* a m*, ktoré
zavisia na alternative a rozsahu vyberu. Autor vSak doporucuje volbu r* = 1.2 a
m* = |y/n+0.5], ktora sa ukazala ako vhodné na zdklade empirickych vysledkov
simulacii. Priblizné kritické hodnoty pre tito volbu parametrov a rozne volby n
a « uviedol |Abbasnejad| (2012) v tabulke.
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2.5.3 Lin-Wongova vzdialenost

Abbasnejad a kol.| (2012) definovali novi vzdialenost medzi dvomi hustotami
f(z) a g(x) ako

2(@) ],
@) +g<x>1 -

Plati, ze Drw(f : g) > 0, pricom rovnost plati prave vtedy, ked f(z) = g(z)
(Abbasnejad a kol., 2012)). Preto je mozné pouzit Lin-Wongovu vzdialenost na tes-
tovanie dobrej zhody a Specidlne na testovanie exponenciality. Chceme testovat
hypotézu Hy, Ze hustota f(z) ndhodného vyberu X, ..., X, je rovnéd hustote
fo(z) = Xe™™* 2 > 0, pre nejaké A > 0, proti alternative, Ze nahodny vyber
nepochadza z exponencialneho rozdelenia. Lin-Wongova informéacia ma v tomto
pripade tvar

Duntf19) = [ fi)log [

Duw(f  fo) = /jf(ar)log[ 2/(@) }dx,

f(x) + de e

pricom za platnosti nulovej hypotézy je Dpw (f : fo) nulova. Velké hodnoty Lin-
Wongovej vzdialenosti svedéia v prospech alternativy. Abbasnejad a kol.| (2012)
odhadli Lin-Wongovu vzdialenost podobnym sposobom aky sme videli vo Vasic-
kovom odhade entropie, t.j. pouZitim substitticie F'(z) = p, a zostavili testovi
statistiku
LW = ! ilog F + Lf(X iem) — X (i )e_X<i>/X"
n — 9 4an (i+m) (i—m) )

kde X ;) = X(o) pre ¢ <1 a X = X(,) pre ¢ > n a m je parameter. Abbasnejad
a kol. (2012) taktiez uviedli tabulku pribliznych kritickych hodnét, ktora ziskali
pomocou Monte Carlo simulécii pre volbu parametra m = |y/n + 1/2].

2.5.4 Kumulativna rezidualna entropia

Rao a kol (2004) zaviedli novi mieru informaécie, ktora rozsiruje pojem Shan-
nonovej entropie a nazvali ju kumulativna rezidualna entropia (CRE). Namiesto
hustoty v definicii Shannonovej entropie pouziva funkciu prezitia. CRE ma teda
pre nejaku distribu¢ni funkciu F' tvar

CRE(F) = — /O " Pla) log F(z) da.

Baratpour a Rad (2012) definovali novt vzdialenost medzi dvomi rozdeleniami
zalozend na kumulativnej rezidualnej entropii, tak ako je definovana Kullbackova-
Leiblerova vzdialenost na zaklade Shannonovej entropie. Tato nova vzdialenost
bola nazvand kumulativna Kullbackova-Leiblerova vzdialenost.

Definicia 15. Nech X,Y su nezdporné absoliutne spojité nahodné veliciny s dis-
tribucnou funkciou F, resp. G. Potom kumulativna Kullbackova-Leiblerova vzdi-
alenost medzi tymito rozdeleniami je definovand ako

CKL(F:G) = /OOO F(z)log [ggﬂ dor — (EX - EY).
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Plati, ze CKL(F : G) > 0, pricom rovnost plati prave vtedy, ked F' = G (Ba-
ratpour a Rad, 2012)). Preto sa C'K L pontika ako dobry prostriedok na testovanie
zhody rozdeleni.

Nech Xi,...,X, > 0, je ndhodny vyber z rozdelenia s distribu¢nou funkciou
F as kone¢nym 1/\ = E(X?)/(2E X;). Nech je dalej Fy(x) =1 —e %, pre z >
0, A > 0, A nezname. Testujeme hypotézu

Hy : F(x) = Fy(x) pre vsetky x > 0, proti

H, :3x: F(z) # Fo(z).
Za platnosti nulovej hypotézy je CKL(F : Fy) = 0 a velké hodnoty CKL(F :
Fy) sveddia v prospech alternativy. Kedze F' nepoznédme presne musime hodnotu

CKL(F : Fpy) nejakym sposobom odhadnuf. V pripade tejto konkrétnej testovanej
nulovej hypotézy ma CKL(F : F,) tvar

oo _ _ 1
CKL(F : Fy) = —CRE(F) —/ F(z)log Fy(x)dx — E X1+X
0

——C’RE(F)—FA/ xF(x)dx—EXl—i-%
0

= —CRE(F) + g {x2(1 — F(x))|, + /Ooo 2% f(z) dx} ~E X+ 1

A
Ay 1
=—CRE(F) - JEX{ —E Xi + 1
1

V poslednej rovnosti sme vyuzili predpoklad o rozdeleni nadhodného vyberu, ze
1/\=E(X?)/(2E X;). Na odhadnutie CKL(F : Fy) je nutné odhadntf veli¢iny
CRE(F) a 1/X. Ako odhad 1/ vezmeme konzistentny odhad veli¢iny, ktory ma

tvar N
1 >, X?
A 22?:1 X

Hodnotu CRE(F') odhadneme kumulativnou reziduélnou entropiou empiricke;
distribu¢nej funkcie, ktorou je

n—1 .
— < - n—1 n—1
CRE(F) = — / Fu(e)log F(r) dr = — 3 " 1og( - )(X(Hl)—x(m.
0

Druh4 rovnost plati, pretoze empiricka distribu¢na funkcia aj F), () st konstantné
na kazdom intervale (X(),X@+1)),% = 1,... ,n—1, s funkénymi hodnotami F,,(z) =
i/na F,(x) = (n—1i)/n. Baratpour a Rad (2012)) navrhli pouzif testovi Statistiku

n—1 n— n— = Xi2
D i nl log ( n1)<X(i+1) - X@) + 22?:11 Xi
o, X2 '
230 X

BR, =

Nulovti hypotézu zamietame pre velké hodnoty testovej Statistiky BR,,. Na hla-
dine o zamietame H, pre hodnoty BR,, > C,,1_,, kde C,,1_, je (1 — o)—kvantil
rozdelenia Statistiky BR,, za platnosti Hy. KedZe rozdelenie za platnosti nulove;
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hypotézy nebolo mozné odvodit, uviedli |Baratpour a Rad| (2012) tabulku pri-
bliznych kritickych hodnét testovej Statistiky, ziskanych pomocou Monte Carlo
simulacii.

Zardasht a kol.| (2015 pouzili na porovnanie rozdeleni dvoch nédhodnych ve-
licin X a Y s distribuénymi funkciami F' resp. G porovnavaciu distribu¢ni funkciu
D(u) = F7'[G(u)],0 < u < 1. V pripade rovnosti distribu¢nych funkcii F' a G
je D(u) = F7'[F(u)] = 4,0 < u < 1, rovna distribu¢nej funkcii rovnomerného
rozdelenia na intervale [0,1]. |Zardasht a kol.| (2015) navrhli pouzif na testovanie
zhodnosti rozdeleni ndhodnych velicin X a Y kumulativnu rezidualnu entropiu
ich porovnavacej distribu¢nej funkcie D(u). Bez dokazu uvadzaju nasledujice
tvrdenie, ktoré dokazem.

Veta 15. Pre kumulativnu rezidudlnu entropiu porovndvacej distribucnej funkcie
D(u) distribucnych funkcii F' a G plati

CRE(D) = — /OOO F(z)log F(z)dG(x).

Dokaz. 7 definicie kumulativnej rezidualnej entropie pomocou substittcie dosta-
neme

CRE(D / D(u)log D(u)du = [ =G (u),u e (0,1)]
5 / FIG(G(u))) log FIG(G(w))] G (u)
= _/000 F(z)log F(x)dG(x).

O

Nech Y je nezaporna nahodnéa veli¢ina s distribu¢nou funkciou G a ndhodna
veli¢ina X pochadza z exponencialneho rozdelenia Fxp(1/)\), A > 0 nezname.
Chceme testovaf hypotézu Hy, ze G je rovnd distribucnej funkcii exponencial-
neho rozdelenia Exp(1/A), A > 0 nezname, proti alternative, ze Y nepochadza z
exponencialneho rozdelenia. V tomto pripade ndhodnych veli¢in X a Y je kumu-
lativna rezidualna entropia ich porovnavacej distribuc¢nej funkcie rovna

Clexp,Y) := CRE(D) = —/ e M loge ™ dG(z)
0

= / \ze M dG(x).
0
Ako sme ukazali vyssie, ak méa Y exponencidlne rozdelenie, je D(u) rovna distribu-
¢nej funkeii rovnomerného rozdelenia R(0,1). Preto za platnosti nulovej hypotézy
Hy je C'(exp,Y’) rovna kumulativnej reziduédlnej entropii rovnomerného rozdelenia
R(0,1) a jej presny tvar odvodime.

Nech je ndhodna veli¢ina Z ~ R(0,1), potom jej funkcia prezitia je F(z) =
1 — 2 pre € (0,1). Jej kumulativnu rezidudlnu entropiu upravime pomocou
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integracie per partes na tvar
00 1
CRE(Fy) = —/ Fy(x) log Fy(x) dz = —/ (1— 2)log(1 — z) da
0 0

L sy e

2 o 2

1 ) 1 (1-2)2]"
=S lim(1 - ) 10g(1—x)+§{—TO

1
1
Limita v predposlednej rovnosti je nulova, pretoze podla I’'Hospitalovho pravidla

log(1 — x) b (1—a%)

L z=12(1 — x) a

lim(1 — z)?log(1 — z) = lim
(1= o log(1 - a) = iy 22 5

z—1

Preto Zardasht a kol.| (2015) zostavili test exponenciality, ktory pouziva ako mieru
odlignosti rozdelenia nahodnej veliéiny Y a exponenciidlneho rozdelenia vztah
C(exp,Y) — 1/4.

Nech X1, ...,X, je ndhodny vyber z rozdelenia s distribu¢nou funkciou /', nech
st vsetky X; > 0 a nech ndhodné veli¢ina X pochadza z rovnakého rozdelenia
ako ndhodny vyber. Zardasht a kol.| (2015) navrhli nasledovny odhad C(exp,X),
v ktorom parameter \ odhadli pomocou 1/X,,

Odhad (), je zaroven testovou Statistikou, pricom na testovanie pouzijeme fakt,
ze za platnosti Hy je C(exp,X ) = 1/4. Prilis velké a prili§ malé hodnoty C,, —1/4
svedcia v prospech alternativy.

Testova statistika C',, méa za platnosti nulovej hypotézy asymptoticky norméalne
rozdelenie, pretoze Zardasht a kol.| (2015)) dokazali za H,

Vn(Cy —1/4) 2 N(O,%).

Odtial odvodime priblizny konfiden¢ny interval testovej Statistiky ako

382n 1

Uy /2 < T(Cn - Z) < Ul—a/2
382n 1

—Ul—q/2 < T(Cn - 4_1) < Ul—a/2-

Preto nulov hypotézu zamietame pre hodnoty ./%]Cn — 1/4| > u1_q/2, kde

Ui—q/2 je (1 — o /2)—kvantil Standardného normélneho rozdelenia N (0,1). Jasnou
vyhodou tohto testu je jednoduchost testovej Statistiky a znamost asymptotického
rozdelenia za platnosti nulovej hypotézy, ktoré je normalne.
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2.6 Testy zalozené na strednej rezidualnej funk-
cii zivota

Pomocou strednej rezidualnej funkcie zivota mozno jednoznacne charakteri-
zovat exponencidlne rozdelenie, pretoze je jediné s konstantnou funkciou m(u),
ako dokazuje nasledujtuca. Nasledujica veta bola stru¢ne dokazana v Shanbhag
(1970), my jej dokaz doplnime o chybajice kroky.

Veta 16. Nech X4, ...,X,, je nahodny vyber z rozdelenia s nezndmou distribucnou
funkciou F' s nezapornym nosicom a konecnou kladnou strednou hodnotou a nech
ich X je nahodnd velicina s rovnakou distribucnou funkciou. Potom nahodny vy-
ber pochddza z exponencidlneho rozdelenia prdave vtedy, ked je strednd rezidudlna
funkcia Zivota ndahodnej veliciny X konstantnd, t.j. ked pre vSetky z > 0 plati

E(X—z2|X>2)=EX.
Dokaz. Nech je ndhodny vyber (aj ndhodné veli¢ina X') z exponencidlneho roz-

delenia s hustotou f(z) = Ae™*, 2 > 0, A > 0. Potom stredna rezidualna funkcia
Zivota méa pre z > 0 tvar

1 _ 1 o
E(X—z\X>z):—/ F(x)de = /e_)‘xdx

F(z) e
1 [e ™™ 1

= — | =Z=EX.
e~ [ —A L A

Tym sme dokézali prva implikaciu. Teraz predpokladajme, ze pre strednu rezi-
dudlnu funkciu zivota m(z) nadhodnej veli¢iny X plati pre z > 0

m(z) =E(X —z2|X >2)=E X.

Tento vztah moéZzeme prepisat do tvaru

[ w-2are@ = FeE X

Zo spojitosti a diferencovatelnosti lavej strany plynie spojitost a diferencovatel-
nost pravej strany. Derivovanim lavej strany podla z dostaneme pouzitim deriva-
cie integralu podla parametru

d [~ d [~

€. (x—Z)dF(ﬂf):& ] (x —2)f(z)dz
© 9

_ / = 2)f(@)dr = (= = 2)f(2)

_ _/ dF(z) = —(1 - F(2)) = —F(2).

Derivovanim povodnej rovnice podla premennej z a dosadenim posledného vy-
sledku dostavame diferencidlnu rovnicu
1 d -

—ﬁp(z) = —F(2).
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Za pociatofnt podmienku vezmeme vlastnost funkcie prezitia nezdpornej ndhod-
nej veli¢iny, pre ktord plati

lim F(2) = lim[l — F(2)] =1a lim F(z) = 0.

z—0 z—0 2Z—00

Diferencialnu rovnicu vyrieSime nasledujicim spoésobom

F(z) = Cye X x?,
kde Cy = ¢“1. Hodnotu konstanty dopocitame z limity F'(z) pre z — 0 ako

1 =1lim F(z) = Cylime~ EX° = (),

z—0 z—0

pretoze stredna hodnota nahodnej veli¢iny X je z predpokladu vety kladna. Ozna-
¢me A = 1 / E X, potom jednozna¢nym riesenim tejto diferencialnej rovnice je
F(z) = e7**, 2 > 0. Odtial plynie, ze ndhodna veli¢ina X aj ndhodny vyber po-
chadzaju z rozdelenla Exp(1/\).

OJ
Baringhaus a Henze| (2000) tvrdia, Ze podmienka E(X — z|X > z) = E X je
ekvivalentnd podmienke

min(X,z)] = F(2)E X. (2.6)

Toto tvrdenie dokdZeme nasledovne

1 [oe)
F(z)/z (x —2z)dF(z) =E X
/ (z— 2)dF(z) = [1 — F(:)]E X

HEX = /xdF /(x—z)dF(x)

DEX = /;ch /zdF(:c)

F(2)E X = E[min(X,z2)].

Charakterizdciu exponencidlneho rozdelenia pomocou (2.6 vyuzili Baringhaus a
Henze| (2000) na zostavenie dvoch testovych Statistik- jednu typu KS a druha
typu CVM.

Majme nahodny vyber X, ..., X, s rozdelenia s nezapornym nosicom a klad-
nou strednou hodnotou £X. Oznac¢me Y; = X;/X,,,i = 1,... n,. Chceme testovat
hypotézu

Hy: Xy,....X, je z Exp(1/X\), A > 0, proti
Hi: Xy,....X,, nie je z Exp(1/)\).
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Za platnosti nulovej hypotézy sa pre velké n spravajua Yi,...,Y, priblizne ako n
nezavislych nahodnych veli¢in s rozdelenim Fxp(1). Pre nahodnt veli¢inu Y ~
Exzp(1) ma podmienka (2.6) tvar

E[min(Y}2)] = F(z).

Sktimanim rozdielu empirickych verzii pravej a lavej strany, ziskanych odhadnu-
tim neznamej distribuc¢nej funkcie ndhodného vyberu Yy, .. ..Y,, empirickou distri-
bu¢nou funkciou, moZno zostavit testové Statistiky na testovanie exponenciality
pévodného ndhodného vyberu X, ..., X,,. Preto Baringhaus a Henze| (2000) na-
vrhli skiimat testovu Statistiku typu KS

me Yi,2) — Zl{y<z}

L, =+/nsup |—
z>0

a Statistiku typu CVM

G, / [ Zmln Yi,z) — Zl{y<z}:| “dz.

Autori tiez odvodili asymptotické rozdelenie testovych Statistik za platnosti nu-
lovej hypotézy. Prisli k vysledku, ze pre n — oo maju testové statistiky L, a G,
rovnaké asymptotické rozdelenie ako klasické statistiky KS a CVM na testovanie
uniformity na intervale [0,1] pre ndhodny vyber s rozsahom n — 1. Pre praktické
pouzitie testov zaloZenych na L, a G, nasimulovali Baringhaus a Henze (2000))
priblizné kritické hodnoty testov pre rézne rozsahy vyberov. Empirické kritické
hodnoty ziskané simuléciou sa prilis nelisia pre n > 20 od skutoc¢nych kritickych
hodno6t asymptotického rozdelenia.

Jammalamadaka a Taufer| (2006) predstavili celt triedu testovych Statistik
JT,,a € (0,1), zalozenych na charakterizacii exponencidlneho rozdelenia po-
mocou strednej rezidudlnej funkcie zivota. Vyuzili vyssie dokdzané tvrdenie, ze
konstantnost m(u) charakterizuje exponencidlne rozdelenie. Simula¢na Studia,
ktora previedli |Jammalamadaka a Taufer (2006), porovnéavala silu niekolkych
testov exponenciality so silou celej skaly reprezentatov triedy JT,. Tato studia
ukézala velmi silni volatilitu vysledkov novo zavedenej triedy J7T,, v zévislosti na
volbe parametra «. TUto triedu by bolo mozné doporucit na testovanie proti Spe-
cifickym alternativam, kedy je volba parametra a jednoduchsia. V pripade testo-
vania proti Uiplne neznamej alternative pontkaju iné testy zalozené na charakte-
rizécii pomocou m(u) spolahlivejsiu silu testy, ktoré zaviedli Baringhaus a Henze
(2000) alebo |Aboukhmaseen a Aly| (2016).

Aboukhmaseen a Aly| (2016)) vysli z vysledkov, ktoré publikovali |Jammalama-
daka a Taufer (2006), a zaviedli dalsiu triedu testovych Statistik, ktord pontika
empiricky lepSie vysledky ako trieda Statistik JT,. Pouzili rovnakt charakteriza-
ciu pomocou konstantnosti strednej rezidualnej funkcie zivota.

Majme nahodny vyber Xi, ... X, z nezndmeho rozdelenia a oznacme X 0) =
0. Ozna¢me normalizované vzdialenosti Y; = (n — i + 2)(X) — X(-1)), pre i =
1,...,n — 1. Nové testové statistiky st zalozené na veliCine

Znﬂ (menuj42 Y [(n+ D)
T,(u;v) =+vVn+1 "+1 o — I'(1+ ,
( 7) (nJrl Zn-l,-l Y) n + 1 ( 7)
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kde v > 0 je pevné. Aboukhmaseen a Aly| (2016) doporucuju ako najsilnejsie z
nimi zostavenych statistik Statistiky

n+1
T2
- n+12 (k/(n+1);1)
& +1
o T2(k/(n+1);1)
Ao = 1 n Ay
2=(n+ )k:I k(n—k+1)

Sktimanim asymptotického spravania testovych statistik odvodili [Aboukhma-
seen a Aly| (2016), ze testova Statistika A,, ; ma rovnaké asymptotické rozdelenie,
ako Statistika G, ktort zaviedli Baringhaus a Henze| (2000), ktoré je zaroven li-
mitnym rozdelenim klasickej CVM statistiky na testovanie uniformity na intervale
(0,1).Pre praktické pouzitie testov uviedli/Aboukhmaseen a Aly|(2016) na zéklade
Monte Carlo simulécii tabulku pribliznych kritickych hodnot pre koneéné rozsahy
nahodného vyberu.

2.7 Test zalozeny na integrovanej distribucnej
funkcii

Inovativny sposob testovania exponenciality zvolil vo svojej praci Klar| (2001),
ktory pouzil na charakterizaciu triedy jednoparametrickych exponencidlnych roz-
deleni integrovant distribu¢nti funkciu nahodnej veliciny X tak, ako bola defi-
novand v definicii 4. Pre exponencidlne rozdelenie Exp(1/A),\ > 0, at > 0 ma

tvar
—\t

xp(m):/too[1—F(x)]dx:/Oooe—de:GT.

Majme ndhodny vyber X, ..., X, z neznameho rozdelenia s kladnym nosi¢om
a konecnou strednou hodnotou E X. Testujeme hypotézu

Hy: Xy,....X, je z Exp(1/)\), A > 0 nezname, proti
H, : Xy,...,X,, nie je z Exp(1/\).

Klar| (2001) navrhol testovat exponencialitu ndhodného vyberu porovnanim em-
pirickej integrovanej distribu¢nej funkcie W, (¢), ktora bola definované v definicii
5, s integrovanou distribu¢nou funkciou za platnosti hypotézy. Kedze parameter
testovaného exponencidlneho rozdelenia nie je znamy, autor navrhol pouzit jeho
maximalne vierohodny odhad A, = 1/X,, a porovnévat W, (t) s ¥(t,\,). Testova,
Statistika, ktort zostavil |[Klar| (2001), ma tvar

/ (VAW (6) — WA d

Velké hodnoty testovej Statistiky naznac¢uju, Ze sa empirickd integrovana distribu-
¢né funkcia prilis 1isi od integrovanej distribuc¢nej funkcie za platnosti hypotézy,
a teda svedCia v prospech alternativy. Autor uviedol vypocetne vyhodny tvar
testovej statistiky K, ktory v nasledujicej vete odvodime a overime.
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Veta 17. Oznacme Y; = ;\nXi,i =1,...,n. Potom pre testovi statistiku K, plati

:——QZe’Yi (n—z—lY(Z+ ZZY

zl]z

Dokaz. Najprv upravme tvar testovej Statistiky K, dosadenim funkcii a vlozenim
parametra A3 do vniitra integralu na

R e’} 1 n e—j\nt 2
Kn:)\f;/o {\/E{EZ(Xi—t)l{Xm}— 3 ” dt

i=1 n

o] 1 n . A A 2A
— /0 {\/ﬁ [EZ(AnXi ~ AL xoh _e_m]} A

=1

Pouzitim substiticie © = A,t a oznacenim nahodnych veli¢in Y; = A\, X;,7 =
1,....n, prevedieme Statistiku K,, do tvaru

n

K, = /OOO {\/ﬁ[% D Yi—u)lpysu - e‘“} }Qdu

i=1
1 [ (<& 2
= —/ { Z |:(Y; — u)l{ypu} — 6_“:| } du.
nJo i=1

Vyraz v integrante umocnime a podla vzorca pre druhtt mocninu. Pri nésobeni
dvoch indikatorov 1y,>u31{y,>4} dostaneme nenulovii hodnotu prave vtedy ked
Y; >wuaY; > u, o jerovné 1 min(v;,y;)>ul- Dostavame tvar

1 [N » »
— 5/ ZZ [(Yi—u)(Y}'—U)l{mm(m,yj)>u}—2e <Yi_u)1{yi>u}+e 2 1 du.
0

i=1 j=1

Zamenou sumy a integralu a naslednym vypoctom integralov vo vnutri sumy
upravime Statistiku do tvaru

min(Y;,Y}) Y;
K”:_Z{/ Yi—u)(Yj—u)du—Q/ (Y; —u)e " du
0

i,7=1

+ / e~ du}
0

(Y; +Y; 37 min(Y;,Yj) Yi 4
:—Z{{YYu—%zf—i—%} —2{6“(1—%71—32)] —1—5}

i,5=1 0 0
min(Y,,)"

1 « Y; +Y;
=2 > {rnminnyg) - S w4 20
n

ij=1
v 1

Posledné dva ¢leny s¢itanca, mozeme jednoducho upravit, pouzitim vztahu, Ze
pre Y;, plati 1/n> " | ¥; =1, do tvaru

%i{— e VitY,—1)+ ]:—226 Yi 2n+2n+—:—226_y"

i.j=1

45



Zvysné cleny upravime tym, ze nahradime Y; ich poriadkovymi Statistikami, aby
sme mohli ur¢it minimum, kedZe poriadkové Statistiky st usporiadané vzostupne.
Dvojice indexov (i,7) rozdelime na diagonélne (7,i) a mimodiagonalne (i,7),7 # J.
Ocividne skimany vyraz je symetricky v (i,5), preto jeho hodnota pre dvojice
indexov nad diagonélou (i,7),7 < j, je rovna hodnote pre dvojice pod diagonalou
(1,5),i > j. Preto plati

(Yi +Y5)

S == Z {YY min(Y;,Y;) — min(Yian)Q}

Z]l

IR A - (R 1 Y
5P of (LI BES
n 2 6 n 4 3

i=1 j—i+1

= 31n (n—z—lY(l—i— ZZYU

=1 zl]H—l

A nakoniec dostavame zjednoduseny tvar testovej Statistiky K, v tvare

Kn:S—2ieY"—|—
=——2Ze‘” Z(n—z—w( DR

11]2

a tym je tvrdenie vety dokazané.
OJ

Nech a € (0,1) a z,(a) znaci (1 —«a)-kvantil rozdelenia K, za platnosti nulovej
hypotézy. Test exponenciality zaloZeny na testovej statistike K, zamieta nulova
hypotézu na hladine « v prospech alternativy v pripade, ze K, > z,(«). Klar
(2001)) tvrdi, ze asymptotické rozdelenie testovej Statistiky za platnosti nulovej
hypotézy sa zda byt nemozné ziskat analyticky. Preto autor spolu s testom publi-
koval tabulku empirickych kritickych hodnét, pre rozne rozsahy vyberu a hladiny
testu. Tieto priblizné kritické hodnoty boli ziskané Monte Carlo simulaciami.

So zamerom vylepsit silu testu pridal Klar| (2001) do testovej Statistiky vahovi
funkciu e=, a > 0, a modifikoval testovi Statistiku na tvar

Ko = (aA,)? /0 OO{\/E[\Dn(t) — WA, e dt

Analogickym sposobom ako sme pouzili v dokaze vety [17] upravil autor testovi
statistiku na vypocetne vyhodny tvar

2(3a+2)n ~(+a)Y,
Kna — 3 _ = —aY
T (24a)(1+a)? Z (1+a)? 12:
P23 3l - Ve
=1 j=i+1

Rovnakym sposobom ako v pripade statistiky K, ziskal [Klar (2001) pomocou
Monte Carlo simulécii empirické kritické hodnoty pre testy zaloZene na K, ,
pre a = 1,5, 10, 20.
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2.8 Test zalozeny na Giniho indexe

Gail a Gastwirth (1978) navrhli test exponenciality zaloZeny na zndmom Gi-
niho indexe. Majme nahodny vyber X, ..., X, z rozdelenia s kone¢nym druhym
momentom. Chceme testovat hypotézu, Ze tento nahodny vyber pochidza z ex-
ponencialneho rozdelenia s neznamym parametrom proti alternative, Ze vyber
nema exponencialne rozdelenie. Potom Giniho statistika, ktortt navrhnuja Gail a
Gastwirth| (1978)) pouzit, mé tvar

> [i(n = 1) (X — X))
(n—1) >, Xi '

Ako dokazali (Gail a Gastwirth (1978), testova Statistika G1, ma za platnosti
nulovej hypotézy asymptoticky normélne rozdelenie

GIl, =

12(n — 1)(GI,, — 1/2) -2 N(0,1).

Tento vysledok o asymptoticky normélnom rozdeleni statistiky vyuzijeme na vy-
pocet obojstranného priblizného konfiden¢ného intervalu. Nulova hypotézu za-
mietame na hladine priblizne o pre hodnoty testovej statistiky

12(n — 1)(GI, — 1/2)| > tt1_a)n.

kde u1_q /2 oznacuje (1 — «/2)-kvantil standardného normalneho rozdelenia. Au-
tori odvodili aj presné rozdelenie testovej Statistiky, avSak pre jednoduchost apli-
kéacie testu je vyhodnejSie pouzit symptotick(i normalitu testovej Statistiky. Ako
ukazali Gail a Gastwirth (1978) v simulacnej Studii, aproximéacia rozdelenia Sta-
tistiky normélnym rozdelenim je velmi presné uz pre malé n, napr. n = 10.

2.9 Test zaloZeny na normalizovanych vzdiale-
nostiach dat

Jammalamadaka a Taufer| (2003) zaviedli dve testové Statistiky na testovanie
exponenciality zalozené na charakterizacii exponencialneho rozdelenia pomocou
normalizovanych vzdialenosti pozorovani. Obe testové Statistiky preukazali v si-
mulacnej studii porovnavajuicej silu réznych testov exponenciality, ktori previedli
Jammalamadaka a Taufer| (2003) takmer identicku silu, preto bude dalej pred-
stavena len jedna z nich.

Seshari a kol.| (1969) dokazali nasledujticu vlastnost, ktora charakterizuje ex-
ponencialne rozdelenie.

Veta 18. Nech Xi,...,X, je ndhodny vgber z rozdelenia Exp(1/X),A > 0, a
oznacme Xy = 0. Potom normalizované vzdialenosti

Yi=n—i+ )Xy —X-p), i=1,...n

st nezavislé a rovnako rozdelené a plati Y; ~ Exp(1/\), pre i = 1,... n. Tdto
vlastnost charakterizuje exponencidlne rozdelenie.
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Na zaklade tejto charakterizacie autori zostavili testovu statistiku typu KS.
KedZe za platnosti nulovej hypotézy pochadzaju Xi,...,X, a Y;,....Y, z rovna-
kého exponencidlneho rozdelenia, prirodzene sa ponika porovnaf ich empirické
distribucné funkcie. Porovndme vzdialenost medzi empirickou distribu¢nou funk-

ciou F, vyberu Xi,...,X,, a empirickou distribu¢nou funkciou G,, transformova-
ného vyberu Yi,....Y, pomocou testovej Statistiky
n
Tip=1/75 sup |Fu(t) — Ga(t)]-
2 0<t<oo

Za platnosti nulovej hypotézy, ze povodny ndhodny vyber pochadza z exponen-
cidlneho rozdelenia s nezndmym parametrom, by mali byt empirické distribu¢né
funkcie F;, a GG, blizko seba a hodnota testovej statistiky by mala byt mala. Hod-
nota testovej Statistiky sa vypocitava rovnako ako v pripade dvojvyberového KS
testu, kde testované dva porovnavané vybery su Xi,.... X, a Yj,....Y,, ktoré
vsak nie su nezavislé.

Jammalamadaka a Taufer (2003) dokazali, Ze T7,n mé za platnosti nulovej
hypotézy asymptoticky rovnaké rozdelenie ako klasickd KS statistika, ktord méa
asymptoticky Kolmogorovovo rozdelenie. Dokazali, ze pre testova Statistiku 77,n
at > 0 teda plati

lim P(Ty, >t) =2 (—1)FHe 2,

)
n—00
k=1

Nulovt hypotézu zamietame na hladine priblizne o pre hodnoty testovej Statis-
tiky 77,n vicsie ako (1 — a)-kvantil Kolmogorovovho rozdelenia. Hodnoty tychto
kvantilov je nutné dopocitat numericky, alebo najst v tabulkach.
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3. Porovnanie testov

V tejto kapitole som sa rozhodla pomocou simulécii porovnat silu niektorych
testov, ktoré boli predstavené v kapitole 2. Henze a Meintanis (2005) publikovali
rozsiahlu Monte Carlo simula¢na stadiu porovnavajicu cela skalu testov expo-
nenciality a vécsina z nich bola predstavena v predchadzajtcej casti tejto prace.
Autori uvazovali dva rézne rozsahy nahodného vyberu n = 20 a n = 50 pre hla-
dinu testu a = 0,05. Vychadzajic z ich vysledkov som vybrala pre n = 20 tri,
ktoré sa ukazali byt najsilnejSie proti uvaZovanym alternativam. Konkrétne su
to testy zaloZené na Laplaceovej transformécii, BH,, ,, charakteristickej funkcii,
C’F,f}a, a strednej rezidualnej funkcii zivota, G,,. K tymto trom statistikdm som
sa rozhodla pridaf este statistiku K'LV,,,, zaloZzeni na charakterizacii pomo-
cou Kullbackovej-Leiblerovej vzdialenosti vyuzivajic Vasickov odhad entropie.
Silu tejto Statistiky som sa rozhodla skimat z dovodu, Ze testové Statististiky
KLE,,, a KLC,,,, ktoré publikovali Choi a kol.| (2004)), zaloZené na rovnakej
charakterizacii exponenciadlneho rozdelenia pomocou Shannonovej entropie, ne-
boli v simulacnej $tudii porovnané s testovou Statistikou KLV, ,. Ako ukézali
Choi a kol.| (2004)) na zaklade simulécii, test zaloZeny na Statistike K LC,, ,,, vyu-
na KLFE,,,, vyuzivajicej Van Esov odhad, preto v nasledujtcej simula¢nej studii
bude zahrnuté statistika K LC,, . Henze a Meintanis (2005) uvazovali v simu-
la¢nej studii celkovo az 9 alternativnych rozdeleni, ja som sa rozhodla vybrat 6
z nich, pre ktoré som previedla mensiu simula¢na sttdiu s 1 000 simulaciami.

Cielom mojej simulacnej studie bolo urcit empiricka silu niekolkych testov ex-
ponenciality proti danym alternativam a porovnat nové metddy testovania expo-
nenciality so star$imi testami na zaklade ich empirickej sily. Zaroveri bolo ciefom
porovnat skimané testy medzi sebou podla charakterizacie exponencidlneho roz-
delenia, ktort pouzivaji (napr. jednotlivé testy zaloZené na entropii).

Na porovnanie vysledkov uvadzam vysledky casti simulacnej studie, ktoru
previedli Henze a Meintanis (2005), pre 4 vyssie spominané testové Statistiky(viz
Tabulka . V tabulke najdeme percentualny podiel, zaokrtihleny na najblizsie
celé ¢islo, nasimulovanych ndhodnych vyberov o rozsahu n = 20 z jednotlivych
alternativnych rozdeleni oznacenych ako signifikantny vramci Monte Carlo si-
mulacnej studie s 10000 simuladciami pre a = 0,05. Je to podiel simulovanych
nahodnych vyberov z celkového poctu 10000, pre ktoré dany test zamietol nu-
lovi hypotézu H, v prospech alternativy H; na hladine priblizne «, vyjadreny
ako percento zaokrithlené na najblizsi percentualny bod.

V simulac¢nej studii testujem pre kazdy ndhodny vyber hypotézu

Hy: Xq,....Xo0 je z Exp(1/)\), A > 0 nezname, proti
Hy : X,...,.Xo0 nie je z Exp(1/)\).

Simulécie aj jednotlivé testy som implementovala v jazyku R, ¢o popisem v dalse;j
casti. Uvazované alternativy s

e Weibullovo rozdelenie W (#) s hustotou 0x'~1e=*" x > 0, pre hodnoty pa-
rametra 6 rovné 0,8 a 1,4,

e Gamma rozdelenie I'(6) s hustotou I'(§)12?~te=* x > 0, pre hodnoty pa-
rametra 6 rovné 1, 2 a 0,4,
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e rovnomerné rozdelenie R(0,1) na intervale [0,1].

Medzi porovnavané testové Statistiky nebola zaradena jedind nova testova sta-
tistika L,, zalozend na Hankelovej transformacii, ktord nema vypocetne vyhodny
tvar. Rovnako medzi porovnavané testy neboli zahrnuté x? testy dobrej zhody,
ktoré st zname tym, Ze svojou silou modernym metédam nekonkuruji. Porovna-
vanymi testami su testy pouzivajuce Statistiky

e BH, 15, zaloZena na Laplaceovej transformacii (Baringhaus a Henze, |1991)),

e G, typu CVM, zaloZené na strednej reziduélnej funkcii zivota (Baringhaus
a Henze|, 2000)),

o CF?

2.5 zalozend na charakteristickej funkcii (Henze a Meintanis, 2005),

e KLV,,, zalozend na Vasickovom odhade entropie (Ebrahimi a kol., 1992)),
e KLCy,, zalozena na Correovom odhade entropie (Choi a kol., 2004),

o LW, m+, kde m* = |\/n + 1/2], zalozend na Lin-Wongovej vzdialenosti
(Abbasnejad a kol., 2012)),

e TVZ zalozeni na Rényiho entropii (Abbasnejad, 2012),

e BR,, zalozend na kumulativnej reziduédlnej entropii (Baratpour a Rad,
2012),

e (), zalozend na kumulativnej rezidualnej entropii (Zardasht a kol., 2015)),

o A, a A,,, zaloZené na strednej rezidualnej funkcii zivota (Aboukhmaseen
a Aly| [2016)),

e (G1,, zalozenéa na Giniho indexe (Gail a Gastwirth, (1978)),

e T3 ,, zalozena na normalizovanych vzdialenostiach (Jammalamadaka a Tau-
ter, 2003)).

V pripade, Ze testova Statistika zévisi na volbe parametra, zvolila som v kaz-
dom pripade bud hodnotu doporucovantt autormi, v pripade KLVy,,, KLCy, a
LW,, m=, alebo hodnotu, ktora bola simula¢nou §ttdiou overené ako najvhodnejsia
pre neznadmu alternativu, v pripade BH,, 15 a CFT%’Q’E,.

3.1 Implementacia testov v jazyku R

Simula¢na stadiu som implementovala v jazyku R. Niektoré z testov, ktoré
uvazujem, si implementované v balicku EWGoF a tieto funkcie som vyuzila,
konkrétne testy zalozené na Statistikach G]n,BHmm,CFiZS, a G,, je mozné
previest pomocou nasledujucich prikazov.

>x<-rexp(20,1)
>EDF_NS.test(x,type="G")
>LRI.test(x,type="BH",a=1.5)
>CF.test(x,type="T1",a=2.5)
>LRI.test(x,type="BHC")

50



Alternativa  BH, .5 G, CF225 KLV, ,

W(0,8) 24 22 4 11
W (1,4) 37 35 45 20
I'(0,4) 80 75 33 51
(1) 5 5 5 5
I'(2) 51 A7 55 33
R(0,1) 61 70 86 31

Tabulka 3.1: Percentualny podiel simulovanych ndhodnych vyberov oznacenych
ako signifikantny v Monte Carlo $tudii s 10000 simuldciami (n = 20, o = 0.05)
(Henze a Meintanis, 2005).

Ostatné statistiky som implementovala samostatne a testy zalozené na nich som
previedla pomocou testovacieho postupu a pribliznych kritickych hodnét, ktoré
pre kazdy test urcili jeho autori a boli popisané v kapitole 2. Vynimkou si testy
zaloZené na testovych Statistikdch TVZ a LW,,. Testy zalozené na empiricky kri-
tickych hodnotach publikovanych pre dané testy nedosahovali ani priblizna hla-
dinu @ = 0,05. Preto som pre tieto testové statistiky pomocu simulacie s 10000
simuléciami uréila priblizné kritické hodnoty (viz Tabulka [3.2)). Tieto kritické
hodnoty sa lisia od tych, ktoré urcili autori. Testy prevedené pomocou nasimulo-
vanych pribliznych kritickych hodno6t uz dosahuji hladinu priblizne o = 0,05.

Teraz uvediem priklad prevedenia simulacnej Studie s 1 000 simulaciami preve-
dent pre testovt Statistiku C), a alternativu I'(0,4). Ukazky simulécii pre zvysné
Statistiky mozno najst v Prilohe A tejto bakalarskej prace.

n<-20
asim<-1000
p<-0
for(i in 1:asim)
{set.seed(i)
x<-rgamma(n,0.4)
xn<-mean (x)
y<-x/xn
z<-c()
for(j in 1:n){
zi<-y[jl*exp(~-y[j1)
z<-c(z,zi)
}
Cn<-sum(z)/n
test<-abs(sqrt(382*n/5) *(Cn-0.25))
r<-ifelse(test>1.96,1,0)
p<-p*r}
print (p/asim*100)
1] 79.5

—V 4+ + + 4+ + 4+ + 4+ + + 4+ + 4+ VVVYV
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n LWy, T

[0}

5 0,3968 1,1670
10 0,2218  0,5990
20 0,017  0,3298
30 0,0330  0,2295

Tabulka 3.2: Priblizné kritické hodnoty pre $tatistiky LW,, a TV Z ziskané simu-
lac¢nou studiou s 10 000 simulaciami, o = 0,05.

3.2 Vysledky simulac¢nej studie

Vysledné hodnoty pre jednotlivé Statistiky mozno néjst v Tabulke Vy-
sledky su konzistentné s vysledkami v Tabulke [3.1| avsak lisia sa pre testova
Statistiku C’Fim. Vysledky, ktoré prezentovali [Henze a Meintanis (2005), na-
znacuji mensiu silu testovej Statistiky C’Fﬁ?m, ako vysledky v mojej simulacne;j
studii. Z vysledkov prezentovanych v Tabulke pre jednotlivé Statistiky mozno
utvorit nasledujice zavery:

Spomedzi vSetkych uvazovanych testov ukazali najvicsiu empiricka silu
testy zaloZené na testovych statistikach BH,, 15, KLVy,, LW, o 2 Ay, 1. Je
vSak nutné dodaft, ze testova Statistika LW, ,,~ preukazala takmer nulovt
silu v pripade alternativ W (0,8) a I'(0,4).

Proti vSetkym uvazovanym alternativam za ostatnymi testami zaostava test
zalozeny na T ,,, ktory nedosahuje ani porovnatelné vysledky s ostatnymi
testami.

Vsetky skimané testy maji zna¢ne mensiu silu proti alternative 1 (0,8),
v porovnani s ostatnymi alternativami.

Porovnanim testov zalozenych na charakterizacii pomocou strednej rezi-
duélnej funkcii zivota mé test zaloZeny na A, » mensiu empirickd silu ako
zvys$né dva. Najlepsim testom v tejto skupine testov je test zalozeny na A, 1,
ktory patri medzi najsilnejsie aj v porovnani s ostatnymi testami.

Porovnanim testov zaloZenych na entropii ma test zaloZzeny na KLV, , naj-
vacsiu silu, pretoze LW, zlyhava v pripade dvoch alternativ. Testy pouzivaj-
tice Statistiky TVZ a C,, maji vyrazne lepsie vysledky v pripade alternativ
W(0,8) aI'(0,4), ale zaostavaju v pripade ostatnych alternativ.
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Testova W(O,S) W(1,4) F(OA) ]__‘(1) F(Q) R(O,l)

Statistika
BH, 15 25 39 82 5 52 63
G 23 38 77 5 48 72
CF? 45 19 34 67 5 39 81
KLV, , 4 43 34 5 54 90
KLCy,, 2 41 24 5 51 89
LW 1 46 0 5 53 91
TV? 20 14 83 5 32 42
BR,, 7 36 26 5 39 92
C, 19 35 80 5 50 50
An 25 37 82 5 47 75
Ao 21 30 75 5 39 67
GI, 24 38 79 5 48 70
Ty 4 23 2 5 30 A7

Tabulka 3.3: Percentualny podiel simulovanych ndhodnych vyberov oznacenych
ako signifikantny v simula¢nej studii (n = 20, o = 0.05, 1000 simulacii).
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Z.aver

Cielom tejto bakalarskej prace bolo prezentovat prehlad najroznejsich pristu-
pov k testovaniu hypotéz o exponencialite ndhodného vyberu a prezentované
testy porovnat. V kapitole 2 boli popisané ako klasické metddy testovania dobrej
zhody, tak aj moderné metédy pouzivajuce Specifické charakterizacie exponen-
cidlneho rozdelenia. Medzi klasické metddy, ktoré boli popisané patria y2-testy
dobrej zhody. Najmi Pearsonova y? &tatistika, patrila k bodom zvratu v tes-
tovani dobrej zhody. Avsak silou sa dnesnym modernejsim metédam y2-testy
dobrej zhody nevyrovnavaja. Dalsim sposobom, ktory mozno zaradif medzi kla-
sicky, je testovanie pomocou Kolmogorovovej-Smirnovovej alebo Cramérovej-von
Misésovej statistiky. Napriek tomu, Ze vo svojej klasickej podobe testuji vopred
presne zname exponencialne rozdelenie, autori, ako napriklad [Lilliefors (1969),
Finkelstein a Schafer| (1971]) alebo|Van Soest| (1969), boli schopni ich klasické ver-
zie roz§irit na testovanie exponencidlneho rozdelenia s nezndmym parametrom.
Pouzitie statistik typu Kolmogorov-Smirnov alebo Cramér-von Misés je dodnes
jednou zo zakladnych metdd testovania dobrej zhody.

Dalej boli predstavené viaceré moderné pristupy testovania exponenciality.
Medzi metody pouzivajice integralne transformécie boli zaradené testy zalozené
na Laplaceovej a Hankelovej transformécii ndhodnej veli¢iny, alebo charakteristic-
kej funkcii. Dalej boli spomedzi testov vyuzivajtcich entropiu predstavené testy
zalozené na Shannonovej, Rényiho a kumulativnej reziduédlnej entropii a Lin-
Wongovej vzdialenosti. Novsie pristupy testovania charakterizuji exponencialne
rozdelenie pomocou strednej rezidualnej funkcie zivota. V zavere kapitoly 2 boli
predstavené aj testy vyuzivajuce Giniho index, empirickl integrovant distribu¢ni
funkciu a normalizované vzdialenosti.

Novsie testy exponenciality, ktoré boli teoreticky popisané v kapitole 2, boli
v kapitole 3 porovnané na zaklade simulacnej Stidie. V nadvéznosti na vysledky
rozsiahlej Monte Carlo simulac¢nej studie, ktortt publikovali Henze a Meintanis
(2005), bola prevedend simula¢na Studia pre rozsah ndhodného vyberu n = 20
a hladinu testu a = 0,05 porovnavajica silu 14 testov exponenciality proti 6 al-
ternativam. Ako najsilnejSie proti uvazovanym alternativam sa ukézali byt testy
zalozené na statistikdch BH,, 15, KLVy,, LW, a Ay 1. Statistiku BH, 15 za-
viedli Baringhaus a Henze| (1991) a je zalozena na charakterizacii exponencialneho
rozdelenia pomocou Laplaceovej transformacie. Testova Statistika KLV}, ktora
navrhli [Ebrahimi a kol. (1992), je zalozené na charakterizacii pomocou Vasicko-
vho odhadu Shannonovej entropie. Obe testové Statistiky LW, .- a A, 1 patria
medzi najnovsie publikované testy exponenciality. Prvy z nich, zalozeny na Lin-
Wongovej vzdialenosti, publikoval Abbasnejad a kol.| (2012)). Druhy publikoval
Aboukhmaseen a Aly| (2016) a je zalozeny na charakterizacii exponencialneho
rozdelenia pomocou strednej rezidualnej funkcie zivota.

Testovanie exponenciality dat je vyuzivané v réznych sférach vedy a techniky
a preto sa da ocakavat, Ze zostane aj nadalej predmetom zaujmu odbornej verej-
nosti. Preto resers, ktora bola prevedena v tejto bakalarskej praci, bude pravde-
podobne mozné rozsirit o nové sposoby testovania exponenciality uz v najblizich
rokoch.
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Prilohy

A. Ukazky simulacnej studie

V tejto prilohe uvediem ukézky vystupov simulacii, ktoré boli popisané v

kapitole 3. Simulécia kritickych hodnot testovej statistiky C), pre n = 10:

n<-10
sim<-10000
d<-c()
for(i in 1:sim)
{set.seed (i)
x<-rgamma(n, 1)
r<-1.2
m<-trunc(sqrt(n)+0.5)
n2<-nx(n-1)/2
xi<-sort (x)
z<-c()
for(j in 1:n){
for(k in (j+1):n){
zj<-(xil[jl-xilk])/(xi[jl1+xi[k])
z<-c(z,zj)
}
}
zi<-sort(z)
y<—C()
for(j in 1:n2){
a<-ifelse(j+m>n2,zi[n2],zi[j+m])
b<-ifelse(j-m<1,zi[1],zi[j-m])
yi<-a-b
yi<-(n2*yi/(2*m) ) ~ (1-r)
y<-c(y,yi)
}
test<-sum(y)/n2
test<-log(test)/(r-1)
d<-c(d,test)
}
d<-sort(d)
crit<-quantile(d,0.95)
print(crit)
95%
.5990363

VVV 4+ 4+ 4+ +++++++++++++++++++++++VVVYV

o

Simulacia kritickych hodnét testovej statistiky LW, pre n = 10:

n<-10
sim<-10000
d<-c(Q)
for(i in 1:sim)
{set.seed (i)
x<-rgamma(n,1)
xi<-sort (x)
xn<-mean (x)
m<-trunc(sqrt(n)+0.5)
z<-c()
for(j in 1:n){

+ 4+ 4+ 4+ + + +VV VYV
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+ o+ + + + o+ o+ o+

+
>
>
>

0.

a<-ifelse(j+m>n,xi[n] ,xi[j+m])
b<-ifelse(j-m<1,xi[1],xi[j-m])
yi<-a-b
koef<-4*m*xn
f<--x[j1/xn
zi<-nxyixexp(f)/koef
zi<-log(zi+0.5)
z<-c(z,zi)

}

test<--sum(z)/n

d<-c(d,test)

}

d<-sort(d)

crit<-quantile(d,0.95)

print(crit)
95%

2217874

Teraz uvediem ukazky vystupov pre mnou implementované Statistiky pre al-

ternativu W (1.4). Pre porovnanie ide o tidaje v druhom stipci Tabulky 3.3. Si-
muldcia pre testova statistiku KLV, pre alternativu W (1,4)

—V + + + + + + 4+ + 4+ 4+ ++++++++VVVYV

n<-20
asim<-1000
p<-0
for(k in 1:asim)
{set.seed (k)
x<-rweibull(n,1.4)
m=4
xi<-sort(x)
poml<-rep(xil[1],m)
pom2<-rep(xi[n],m)
xi<-c(poml,xi,pom2)
E<-c()
for(i in 1:n){
Ei<-(xi[i+2*m]-xi[i])*n/(2*m)
Ei<-log(Ei)
E<-c(E,Ei)
}
F<-sum(E)/n
xn<-mean (x)
test<-exp(F)/exp(log(xn)+1)
r<-ifelse(test<0.6799,1,0)
p<-p+r}
print (p/asim*100)

1] 42.6

Simulacia pre testovu Statistiku K LCy,, pre alternativu W (1,4)

+ + + + VvV VvV VvV VvV

n<-20
asim<-1000
p<-0
for(k in 1:asim)
{set.seed (k)
x<-rweibull(n,1.4)
m=4
xi<-sort (x)
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poml<-rep(xil[1],m)
pom2<-rep(xi[n],m)
xi<-c(poml,xi,pom2)
E<-cQ)
for(i in 1:n){
A<-c()
for(j in (i-m):(i+m)){
Ai<-xi[j+m]
A<-c(A,Ad)
}
B<-sum(A) / (2*m+1)
C<-c()
D<-c()
for(j in (i-m):(i+m)){
Ci<-A[j-i+m+1]
Ci<-(Ci-B)*(j-1i)
C<-c(C,Ci)
Di<-(A[j-i+m+1]-B)"2
D<-c(D,Di)
}
Ei<-sum(C)/sum(D)
Ei<-log(Ei/n)
E<-c(E,Ei)
}
F<--sum(E) /n
xn<-mean (x)
test<-exp(F)/exp(log(xn)+1)
r<-ifelse(test<0.77276,1,0)
p<-p+r}
> print(p/asim*100)
[1] 40.9

+ 4+ + F F o+ A+ A+ +

Simulacia pre testovu Statistiku LW,, pre alternativu W (1,4)

n<-20
asim<-1000
p<-0
for(i in 1:asim)
{set.seed (i)
x<-rweibull(n,1.4)
xi<-sort(x)
xn<-mean (x)
m<-trunc(sqrt(n)+0.5)
z<-c()
for(j in 1:n){
a<-ifelse(j+m>n,xi[n] ,xi[j+m])
b<-ifelse(j-m<1,xi[1],xi[j-m])
yi<-a-b
koef<-4*m*xn
f<--x[j1/xn
zi<-nxyixexp(f)/koef
zi<-log(zi+0.5)
z<-c(z,zi)
}
test<--sum(z)/n
r<-ifelse(test>0.0917,1,0)
p<-p+r}

+ 4+ 4+ + + + + +++ 4+ A+ F A+ ++VVVYV
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> print(p/asim*100)
[1] 45.9

Simul4cia pre testovi Statistiku TV Z pre alternativu W (1,4)

n<-20

asim<-100

r<-1.2

m<-trunc(sqrt(n)+0.5)

p<-0

for(i in 1:asim)

{set.seed (i)
x<-rweibull(n,1.4)
n2<-n*(n-1)/2
xi<-sort(x)
z<-c()
for(j in 1:n){

for(k in (j+1):n){
zj<-(xil[jl-xilk])/(xil[jl+xi[k])
z<-c(z,2z]j)
}
}
zi<-sort(z)
y<—c()
for(j in 1:n2){
a<-ifelse(j+m>n2,zi[n2],zi[j+m])
b<-ifelse(j-m<1,zi[1],zi[j-m])
yi<-a-b
yi<-(n2*yi/(2*m) ) ~ (1-r)
y<-c(y,yi)
}
test<-sum(y)/n2
test<-log(test)/(r-1)
res<-ifelse(test>0.3298,1,0)
p<-ptres}
print (p/asim*100)
[1] 14

v+ + + + + + 4+ ++ + + + + + ++++ + + + + + + V VYV VVYV

Simulécia pre testovi Statistiku BR,, pre alternativu W (1,4)

n<-20
asim<-1000
p<-0
for(i in 1:asim)
{set.seed (i)
x<-rweibull(n,1.4)
xi<-sort (x)
s<—-Xx*X
A<-sum(s)/(2*sum(x))
B<-c()
for(i in 1:n-1){
Bi<-xi[i+1]-xil[i]
a<-(n-i)/n
Bi<-axlog(a)*Bi
B<-c(B,Bi)
}
test<-(sum(B)+A)/A

+ 4+ 4+ 4+ + + + ++++++VVVYV
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+ r<-ifelse(test>=0.162147,1,0)
+ p<-ptr}

> print(p/asim*100)

[1] 36.3

Simulécia pre testov statistiku A, ; pre alternativu W (1,4)

n<-20
asim<-1000
p<-0
for(i in 1:asim)
{set.seed (i)
n2<-n+1
x<-rweibull(n2,1.4)
xi<-sort (x)
y<-c(n2*xi[1])
for(j in 2:n2){
yi<-(n-j+2)*(xi[jl-xi[j-11)
y<-c(y,yi)
}
yn<-sum(y)
z<-c()
for(j in 1:n2){
pom<-0
ni<-n-j+2
for(k in ni:n2){
pom<-pom+y [k]
}
zi<-pom/yn-j/n2
z<-c(z,zi)
}
z<-z*Z
test<-sum(z)
r<-ifelse(test>0.44,1,0)
p<-ptr}
print(p/asim*100)
1] 37.3

MV 4+ 4+ + + + + ++++++++++++++ 4+ A+ A+ VYV VYV

Simulacia pre testovu Statistiku A,, » pre alternativu W (1,4)

n<-20
asim<-1000
p<-0
for(i in 1:asim)
{set.seed (i)
n2<-n+1
x<-rweibull(n2,1.4)
xi<-sort(x)
y<-c(n2+*xi[1])
for(j in 2:n2){
yi<-(n-j+2)* (xi[§1-xil[j-11)
y<-c(y,yi)
}
yn<-sum(y)
z<-c()
for(j in 1:n2){
pom<-0

+ 4+ 4+ 4+ 4+ + + ++++++VVVYV
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ni<-n-j+2
for(k in ni:n2){
pom<-pom+y [k]
}
zi<-pom/yn-j/n2
h<-n2-j+1
pom2<-j*h
zi<-zi*zi/pom2
z<-c(z,zi)
}
1<-n272
test<-1l*sum(z)
r<-ifelse(test>2.41,1,0)
+ p<-ptr}
> print (p/asim*100)
[1] 30.4

+ 4+ + F + + + + + + + o+

Simulacia pre testovu Statistiku 77, pre alternativu W (1,4)

n<-20
asim<-1000
p<-0
for(i in 1:asim)
{set.seed (i)
x<-rweibull(n,1.4)
xi<-sort (x)
yi1<-n*xi[1]
y<-c(y1)
for (i in 1:n){
yi<-(n-i+1)*(xi[i]-xi[i-1]1)
y<-c(y,yi)

test<-ks.test(x,y)$statistic
r<-ifelse(test>0.3041,1,0)
p<-ptr}

print(p/asim*100)
D

22.8

V+ 4+ +++4+++++++VVVYV
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