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Uvod
Bakalarskd prace Meéteni délek si klade za cil struéné¢ obezndmit Ctenate

S historii méteni délek a ukazat mu, jak snadno a zajimavé se da toto téma vyuzit

ve vyuce matematiky.

Rozvrzeni prace je nasledujici. Prvni kapitola se zabyva axiomy eukleidovské
geometrie.

Druha kapitola je stru¢nou historii vyvoje méfeni délek v Ceskych zemich
a historii vzniku zakladni jednotky délky — metru.

Tteti kapitola pojednava o kruznici. Dozvime se, jak pocital obvod kruhu
Archimédés a jak odvodil ¢islo m. Soucasti prace je 1 vyuZziti Archimédova méteni
na stfednich Skolach. Dozvime se, co je to rektifikace, a tfi nejzndm¢;js$i postupy jsou
zde uvedeny (Kochanského, Sobotkova a D’Ocagneova rektifikace). U Kochanského
a Sobotkovy rektifikace je uveden i vypocet velikosti chyby s pouzitim pouze
sttedoSkolské matematiky.

Ctvrta kapitola popisuje kiivky v roving i v prostoru. Najdeme tady konkrétni
piiklady zajimavych kiivek i piiklady na vypocet jejich délky na daném intervalu.

Pata kapitola je piehledem starych i novych ucebnic, kde se téma méfeni délek
vyskytuje. Kapitola obsahuje i zajimavé ulohy, které jsou v uvedenych ucebnicich.

Déle nasleduje priloha — Piiru¢ka malého méfiCe. Jedna se o napady, jak si
jednoduse vyrobit méfidla a kde a jak je pouzit. Najdeme v ni i jednoduché tukoly
na mefeni délky. Tato piirucka je uréend zejména pro déti na prvnim stupni
zakladnich Skol.

Soucasti prace je CD, na némz se nachazi elektronicka verze celé bakalarské
prace a také priloha Piirucka malého méfice ve verzi pro tisk a navod, jak prirucku

spravné vytisknout a slozit z ni knizku.



1. Axiomy

Geometrie je nauka o vlastnostech a vzajemnych vztazich prostorovych utvara.
Uz 3000 let pf. n. . byly ve starovékém Recku znamy nejjednodudsi poznatky
geometrie. Nazev GEOMETRIE, odvozeny z feckych slov GE = zem¢ a METREIN =
méfiti, pochazi piiblizné z 6. stoleti pt. n. L. (pf. n. . = pfed nasim letopoétem), kdy
se geometrie zacala rozvijet jako véda. Ze starovékych matematikli jsou nejznaméjsi
naptiklad Thalés z Milétu, Pythagoras ze Samu a v neposledni fadé¢ Eukleidés
z Alexandrie.

Eukleidés byl autorem dila Stoicheia (v piekladu Ziklady), které ovlivnilo
geometrii na tisicileti a po vice nez 2000 let bylo zdkladem ucebnic elementarni
geometrie po celém svéte.

Eukleidovy Zaklady se skladaji ze 13 knih. V Gvodu kazdé knihy jsou
definovany zdkladni pojmy, o kterych se v knize piSe. Déle nésleduji postulaty,
axiomy a poucky. (Postulaty a axiomy v dneSni dobé¢ jiz nerozliSujeme, jsou to
zakladni poucky, z nichZ deduktivné odvozujeme dalsi.)

V tvodu prvni knihy Zaklad Eukleidés popisuje 23 definic zakladnich pojmt, jako

napiiklad:
1. Bod jest, co nema dilu.
2. Cdra pak délka bez siiky.
3. Hranice cary jsou body.

4. Primd jest ¢ara (primka), ktera svymi body tahne se rovné. ([7], strana 1)

(Ovsem tato tvrzeni v dneSni dob¢ nelze povazovat za definice.)

Pak nasleduji ,,ukoly prvotné* (postulaty):

Budiz ukolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti primku.
A primku omezenou nepretrzité rovne prodlouZiti.

A z jakéhokoli stredu a jakymkoli polomérem narysovati kruh.

A Ze vSecky pravé uhly sobé rovny jsou.

o~ w0 b PE

A kdyz primka protinajic dvé primky tvori na téZe strané vnitini (prilehlé)
uhly mensi dvou pravych, ty dvé primky prodlouzeny jsouce do nekonecna zZe

se sbihaji na té strané, kde jsou whly mensi dvou pravych. ([7], str. 2)



Dnes bychom postulaty formulovali asi takto:

I.  Dva ruzné body A, B Ize spojit vzdy jen jedinou primkou.

II.  Usecku AB Ize vidy neomezené prodlouzit.

I1l.  Zlibovolného stredu S Ilze vidy sestrojit kruznici KS libovolnym
polomeérem T.

IV.  Vsechny pravé uhly R jsou vidy stejné (shodné).

V.  Tvori-li pricka r dvou primek a, b na nékteré strané dva vnitini prilehlé
tthly o souctu mensim nez dva pravé uhly, pak se dané primky a, b na této

strané pricky protinaji. ([6], str. 230) Viz obrazek 1.1.

b

Obrazek 1.1: Pricka dvou riznobéznych piimek.

Piestoze Eukleidova soustava axiomu byla nedokonala, stacila k dikazim pievazné
vétSiny vét elementarni geometrie az do 19. stoleti, kdy se mnoho vyznamnych
matematik pokouselo soustavu doplnit. Az v roce 1899 vydal némecky matematik
Hilbert dilo Grundlagen der Geometrie, kde uvadi uplnou soustavu axiomi, z niz
dnes odvozujeme vSechny véty elementarni geometrie.

Eukleidova geometrie splituje vSech pét Eukleidovych postulatt.



Soustava axiomi tzv. eukleidovské geometrie:

V knize Elementdrni geometrie od Jana Vysina [9], jsou axiomy eukleidovské
geometrie rozdéleny do péti skupin podle obsahu. Prvni skupinou jsou tzv. axiomy
spojovani neboli axiomy incidence. Tykaji se zdkladnich pojmu: bod, pfimka, rovina,
a jejich vzajemnych vztahd, naptiklad ,,pfimka prochazi bodem®, ,bod lezi
na ptimce*, ,,bod lezi v rovin€*, ,rovina prochazi bodem®, a tak dale. VSechny
uvedené vztahy lze pro stru¢nost vyjadfit jedinym slovem ,,incidence®. Naptiklad
,primka inciduje s bodem®, to znamena, ze piimka prochazi bodem. Proto jsou

axiomy spojovani ¢asto nazyvany vystiznéji jako axiomy incidence.
1.1 Axiomy incidence
Kazdymi dvema navzajem ruznymi body prochazi jedind primka.

Na kazdé primce lezi aspon dva navzajem ruzné body.

Existuje aspon jedna trojice bodii, které nelezi na (zadné) primce.

M w0 DB

Jestlize dva navzdjem ruzné body lezi na primce p i v roviné a, pak primka p lezi

V rovinée o.

o

Tremi body, které nelezi v (Zadné) primce, prochazi jedina rovina.

6. Maji-li dve rizné roviny spolecny bod, pak maji spolecny aspon jeden dalsi bod.
(Lze vyslovit i ,,silnejsi* trzeni: Maji-li dvé riizné roviny spolecny bod, pak maji
spolecnou primku.)

1. V kazdé rovine lezi aspon jeden bod.

8. Existuje aspon jedna ctverina bodii, které nelezi v (2adné) rovine. ([9], str. 14)

Pomoci téchto axiomtli zavadime pojmy piimka a rovina. Prvni tfi jsou axiomy
planimetrické.
Daéle z téchto axiomii plynou poucky:
Ptimkou a bodem prochazi asponi jedna rovina.
Jestlize body A, B, C, D nelezi vroviné, pak Zadné tfi z nich nelezi v ptfimce.

V kazdé roviné existuje alespon jedna trojice bodi, které nelezi v pfimce.



1.2 Axiomy usporadani

Dalsi skupinou jsou tzv. axiomy uspotfadani. Zabyvaji se polohovymi tlohami
elementarni geometrie. Polohové tlohy se tykaji incidence a uspoiadani bodu, které
se zaklada na vztahu ,,mezi“. (Dany bod lezi mezi jinymi dvéma body.)

Tyto axiomy zajist'uji existenci racionalnich Cisel.

Axiomy usporadani:

1. Lezi-li bod B mezi body A, C, jsou body A, B, C tri riizné body na primce a plati
také, ze bod B leZi také mezi body C, A.

2. Jsou-li A, B dva navzdajem ruzné body, pak existuje na primce AB aspon jeden bod
C takovy, Ze bod B lezi mezi body A, C.

3. Ze tri ruznych bodit A, B, C lezicich na téze primce lezi nejvyse jeden mezi
ostatnimi dvéma.

4. Axiom Paschiv: Jsou-li A, B, C tri body, které nelezi v primce, a p primka roviny
ABC, kterd neprochazi Zadnym z bodu A, B, C a ktera obsahuje jisty bod D lezici
mezi body A, B, pak obsahuje primka p jisty bod E lezZici mezi body B, C nebo jisty
bod F lezici mezi body C, A. (Nastane aspon jedna z obou moznosti.) ([9], str. 23)
Viz obrazek 1.2.

‘o

Obrazek 1.2: Grafické zndzornéni Paschova axiomu.

Pomoci téchto axiomti definujeme pojmy usecka a polopiimka:

Definice usecky:

Budte body P, Q dva navzajem riizné body. Vnitikem usecky PQ nazyvame mnoZinu

vSech bodu, které lezi mezi body P, Q. Vnitiek usecky PQ doplnény body P, Q

nazyvame useckou PQ. ([9], str. 29)

Definice polopFimky:

Necht' PQ je usecka. Pak prodlouzeni usecky PQ za bod Q je mnoZina vSech

takovych bodut X, pro néz Q lezi mezi body P, X. Bod P je tzv. pocatek poloprimky.
([9], str. 29)
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1.3 Axiomy shodnosti

Tteti skupinou axiomil jsou axiomy shodnosti, pomoci nichz jsou zavadény
do geometrie tzv. metrické vlastnosti — vlastnosti vychazejici z pojmu shodnosti
usecek.

Pro zapsani vztahu shodnosti mezi useCkami pouzivime znak rovnosti (=).
Tento vztah ma skute¢né vSechny zakladni vlastnosti rovnosti dvou ¢isel.

Z druhého axiomu shodnosti (je uveden nize) vyplyva, ze tento vztah je transitivni.

Reflexivnost a symetrii Ize snadno dokazat:

Reflexivnost: Podle prvniho axiomu plati AB=BA a zaroven plati (zaménime-li body

A, B) BA=AB. Z druhého axiomu potom vyplyva ze shodnosti AB=BA a BA=AB,

7ze AB=AB. Tim je reflexivnost dokazana.

Soumérnost/symetrie: Necht AB=CD. Podle prvniho axiomu shodnosti lezi

na poloptimce AB jen jediny bod E takovy, ze CD=AE. Z druhého axiomu

a ze vztahit AB=CD, CD=AE plyne vztah AB=AE. Ale podle prvniho axiomu lezi

na polopiimce AB jen jediny takovy bod, pro ktery plati, ze AB=AE, a proto B=E.

A z toho plyne CD=AB. Tak je dokazana symetrie.

Axiomy shodnosti:

1. Budiz dana usecka AB a poloprimka CD. Na poloprimce CD lezi jediny bod E
rizny od C takovy, Ze uisecky AB a CE jsou shodné. Usecky AB a BA jsou shodné.

2. Necht plati AB = CD, CD = EF, pak je také AB = EF.

3. Bud’ B bod lezici mezi body A, C a B” bod lezZici mezi body A', C" a necht plati AB
=A'B’, BC=B'C". Pak je takée AC =A'C".

4. Budte dany body A, B, C, které nelezi v jedné primce, a body A', B', M, které také
nejsou kolinedrni. Necht je AB = A'B’. Pak v polorovine A'B M lezi jediny bod C’
takovy, ze A'C"'= AC, B'C" = BC.

5. Budte A, B, Ca A’, B', C’ dvé trojice riiznych bodii neleZicich v primce a necht
plati A’'B" = AB, B'C' = BC, C’A" = CA. Budiz P bod lezici mezi body A, B, P’
bod lezici mezi body A, B'tak, Ze A'P" = AP. Pak je také C'P" = CP. ([9], str. 42)
Viz obrazek 1.3 c

Obrazek 1.3: Grafické znazornéni patého axiomu shodnosti.



Pti shodném zobrazeni je obrazem kazdé tsecky AB usecka 4 'B” shodné s AB.
Pojem shodnosti tse¢ek ndm umoziuje srovnavat usecky a zjistit, které jsou shodné
(tj. maji stejnou délku) a ktera z dvojice neshodnych tsecek je vétsi (resp. mensi).
Ale nedovoluje ndm métit useCky. Pokud chceme zmétit délku usecky AB,
potiebujeme si nejprve zvolit jednotku miry. Tedy urcitou usecku CD, o které
fekneme, ze ma délku jedna. Tu pak nanaSime na poloptimku AB od bodu A stale
ve stejném smyslu. Tak dostavame postupné body Pi, P2, Ps,... Pokud se stane,
ze n¢jaky bod P, splyne s bodem B (obrazek 1.4), pak fikame, Ze velikost usecky AB

je n jednotek (usecek miry jedna).

C D
d=1
P P P, B=P

Obrazek 1.4: Usecka o délce n jednotek (usecek miry jedna)

VétSinou se tak nestane a bod Ppni lezi uvnitt usecky AB a P, vné
(Obrazek 1.5). Pak fikame, Ze velikost tseCky AB je mezi n-1 a n jednotkami
(obrazek 1.5). |APn.1| < |AB| < |APy|.

NN LN

A P P .... P, BP

Obrizek 1.5: Usecka, jejiz velikost je mezi n-1 a n jednotkami.
Ptiblizna velikost usecky je v tomto ptipad¢ urcena dvéma kladnymi celymi Cisly.
Cilem naseho méteni je ptifadit kazdé tiseCce kladné Cislo, které nazyvame jeji
velikosti a které splituje tyto vlastnosti:
e Shodné tseCky maji stejné velikosti.
e Velikost sou¢tu dvou usecek je rovna souctu jejich velikosti (obrazek 1.6).

e Urcita pfedem dana Gisecka ma velikost jedné jednotky.

A BC D
|AB| =5 ICD| =8

A B=C D

A |AD| = 13 D

Obriazek 1.6: Grafické znazornéni souctu isecek AB a CD.



1.4 Axiomy spojitosti

A I:1) Pz P3 n-1 B E

Obrazek 1.7: Bod P, je vné usecky AB.

Aby bylo mozné provést popsany postup méteni, musi platit, Ze po n krocich bod Py
padne vné meétfené tseCky AB (obrazek 1.7). Toto tvrzeni se neda odvodit
z ptedeslych axiomt, proto musime vyslovit dal$i axiomy.

Axiomy spojitosti:

1. Archimedtv axiom: Budte dany dve usecky AB, CD. Na poloprimce AB sestrojme
body Pi, Py, Ps... tak, aby platilo AP, = P1P, = P,P3 = ... = CD, P n.1 # Pn+1. Pak
existuje jisté prirazené cislo n takové, ze prislusny bod P, nelezi mezi body A, B.
([9], str. 73)

2. Cantoriiv axiom uplnosti: Budiz dana posloupnost usecek GiHi, GaH,, GsHs...,
Z nichz kazda nasledujici leZi v predchozi. Pak existuje aspon jeden bod, ktery lezi

ve vSech useckdach GnHy nasi posloupnosti. ([9], str. 81)

Oba axiomy spojitosti se ¢asto nahrazuji jedinym axiomem:

3. Dedekindliv axiom spojitosti: Budiz dana libovolna usecka AB. Jeji body necht
Jsou rozdeleny do dvou skupin, tzv. trid, téchto viastnosti:

a) Kazdy bod usecky AB ndlezi do jediné z obou trid.

b) Bod A nalezi do tridy I, bod B do tridy II.

C) Ndlezi-li bod X # A do tridy I, ndlezi také kazdy bod Y leZici mezi body A, X
do tridy I.
Za téchto predpokladii plati: existuje bod H usecky AB takovy, ze — je-li H # A
— pak kazdy bod lezici mezi body B, H nalezi do tridy I1. ([9], str. 86)

Axiomy spojitosti zajiSt'uji, Ze na usecce lezi husté nekonecné¢ mnoho bodd.

Z této vlastnosti pak plyne, Ze existuji iraciondlni ¢isla.



1.5 Axiom rovnobéznosti

Do posledni skupiny patii pouze jediny axiom rovnob&znosti:

Budiz ddna libovolnd primka p a libovolny bod A nelezici na primce p. Pak
existuje nejvyse jedna primka k, kterd je rovnobéznd s danou primkou p, a zdaroven
prochazi bodem A. Tyto primky p, kse nazyvaji rovnobézky. ([9], str. 91,

preformulované znéni) Viz obrazek 1.8.

Tento axiom je ekvivalentni s patym Eukleidovym postulatem.
Jeho historie je vSeobecné znama. Bylo mnoho netspéSnych pokusi dokazat jej
Z ptedchozich axiomti. Tuto sérii netispéchii zakoncil az Lobacevskij, ktery objevil
tzv. hyperbolickou geometrii. Hyperbolickd geometrie vychazi ze stejnych axiomu
(incidence, uspotadani, shodnosti a spojitosti) jako eukleidovskd geometrie, jenom
axiom rovnobéznosti je nahrazen jinym axiomem. Lobalevského geometrie tedy

dava jasny diikaz, ze axiom rovnobé&znosti nelze odvodit z predeslych axiomtl.

Obrazek 1.8: Bodem A Ize vést pouze jednu primku k, ktera je rovnobézna s pifimkou p.



2. Historie méreni délek
2.1 Méfeni délky v Ceskych zemich

Nasledujici text vychazi z knih snazvem Pojdte s nami meérit zemekouli 1
a Pojdte s nami mérit zemekouli 11 ([3], [4]).

Mgfeni je ¢innost, kterd lidstvo provazi jiz od jeho nejstarSich déjin. Potieba
méfit vznikla spolecné se vznikem sménného obchodu, ktery je u mnoha druhii zbozi
mozno uskuteCnit jen na zdkladé méfeni. Kromé& toho méli panovnik i duchovni
z4jem na tom, aby znali rozlohu pozemk svych poddanych, aby mohli urovat vysi
dani a dal$i bfemena.

S méfenim samoziejmé souvisi i méfici jednotky. V Ceské republice, stejné jako
ve vétSiné zemi celého svéta, plati Mezinarodni soustava jednotek — Systéme
International d’Unités, oznacovana mezinarodné piijatou zkratkou Sl.

Co ale bylo predtim?

Nazvy slovanskych méticich jednotek se vyskytuji uz i v pamétech psanych latinsky.
Starymi znamymi jednotkami byly napiiklad hon, zahon, brazda. Doklady o méteni
v Ceskych zemich mame az ze 13. stoleti z doby velkého osidlovani.

V dobéach velkého osidlovani bylo potfeba vyméfit pozemky pro stavéni
usedlosti a rozdélit piidu pro pristéhovalce. Tuto Cinnost provadél tzv. ,lokétor®.
Meéfieni pti téchto pracich bylo zcela bézné. PresvédCuje nas o tom 1 listina kralovny
Jitky z roku 1291, ve které svétuje svému sluhovi k osidlovani panstvi Lysou nad
Labem. A piSe mu, aby pozemky provazem vymértil na lany tak, jak to d€la kazdy
lokator.

Ale uvédomme si, Zze tehdy se métilo na lany a lan byl v kazdém kraji jinak
velky. Takze toto métfeni bylo znacné nepresné.

Postupem c¢asu se métfeni zdokonalovala a zptfesnovala. Proto davali kralové ptivodné
vymétené pozemky premétit a pak urovali vysi dani a desatki.

Prvni sjednoceni jednotek v Cechach prob&hlo ziejm& vroce 1268 na piikaz
Premysla Otakara II. Zptsob odvozeni jednotek délky byl: Ctyfi je¢na zrna vedle
sebe poloZena se rovnala jednomu prstu, Sitka Ctyf prstli poloZenych vedle sebe byla
dlan, deset prstl vedle sebe bylo nazvano pid’ a tii pid€ davaly loket.

Zakladni jednotkou byl stanoven tzv. prazsky loket, ktery se pouzival jiz dfive,
ale az vroce 1268 se stal kralovskou jednotkou zavaznou pro méfeni v celém

Ceském kralovstvi.
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Tak byl polozen ziklad ceské délkové miry. Za vlady Karla IV. byly jednotky délky
znovu stanoveny a zapsany do zemskych desek, ale bohuzel v roce 1541 zachvatil
Prazsky hrad pozar a vSe shotelo.

Kolem roku 1620 za vlady Ferdinanda II. prob¢hla druhd mérova reforma
a za zékladni jednotku délkové miry byl opét zvolen prazsky loket.
Popis vSech starych Ceskych mér se ndm zachoval ve spisu ,,Knizky o mérach
zemskych® z roku 1617 od zemského méfi¢e Simona Podolského z Podoli.
Podolsky zde pise o tom, Ze bylo v Praze zazdéno nékolik vzorovych zeleznych
meétidel délky prazského lokte, aby byla jeho délka ptistupna kazdému. Jedno takové
vzorové méfidlo bylo zazdéno na Staroméstské radnici, dal$i bylo vsazeno do véze

novomestské radnice a jsou tam dodnes (obrazek 2.1).

Obrazek 2.1: Fotografie Prazského loktu na vézi Novoméstské radnice
(zdroj: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Prazsky loket.JPG, obrazek byl stazen dne
29.4.2015).
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vvvvv

do novoméstské véze vypravi verSovani nazvané: ,,Poctivy loket na novoméstské

veézi“. (Autorem byl jakysi basnik, jehoz jméno neni znamo.)

»lam na Karlové namésti — jest znamo vam to stézi —

poctivy loket zazden jest na novoméstskeé vezi.

Dnes nevsiman tam rezavi — driv kazdemu zde slouZil,

kdo miru latek koupenych si zkontrolovat touzil.

Byl zazdeén trochu vysoko, a proto méric staval

tam na podiu o trzich a za plat zpravy daval.

Meéric byt musil ciperny — sta loket denné zméril.

Kdyz rekl: ,, Mira dobra jest, “ kazdy mu kupec veril.

To hbité jeho méreni, zel vedlo mnohdy k zlému,

neb vedle kupcii platili i prodavaci jemu.

Duch poctivosti tehdy jiz zde nejedenkrat klesl,
kdo deset loket zaplatil, pet mnohdy domui nesl.

Kdo poctivy ten loket ziis, kazdy si v duchu rekni:

., Tak bylo, jest a bude ddl, ““ a v uctivosti smekni.

Neb loket — ten je poctivy, zaslouzi ucty preci.

vvvvv
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Vroce 1756, za vlady Marie Terezie, byl podle jejiho nafizeni ufedni
jednotkou délky zaveden vidensky loket. A ten platil az do dob, kdy Rakousko —
Uhersko zavedlo metrickou soustavu v Cechich i na Moravé. Stalo se tak v roce
1871 s platnosti az od roku 1876.

Tabulka (2.1) pievodu starych jednotek délky do dnes$ni metrické soustavy je

pouze orienta¢ni. Jak uz bylo fec¢eno, urceni takovych jednotek bylo velmi neptesné.

jednotky: prevod na mensi jednotku prevod na metry
jecné zrno 4,9 mm
prst Sitka 4 je¢nych zrn 19,7 mm
palec Sitka 5 je€nych zrn 24,6 mm
dlan Sitka 15 je¢nych zrn 3 palce 73,8 mm
¢tvrtlokte Sitka 30 je¢nych zrn 6 palct 147,7 mm
pid’ Sitka 40 jecnych zrn 10 prsti 197,0 mm
stopa Sitka 60 jecnych zrn 12 prst 295,5 mm
loket Sitka 120 je¢nych zrn 2 stopy 0,591 m
sah 6 stop 3 lokty 1,733 m
latro 8 stop 4 lokty 2,364 m
prut 16 stop 8 loktil 4,728 m
rybnikarsky provazec 44 stop 22 lokti 13,002 m
provazec 104 stop 52 lokth 30,732 m
vini¢ny provazec 128 stop 64 loktl 37,824 m
teneto 240 stop 120 loktt 70,920 m
mile 365 provazcu | 18.980 lokta 11.217,180 m
mén¢ uzivané jednotky:

¢arka 1/12 palce 2,05 mm
tecka 1/12 carky 0,17 mm
Skrup §itka vlasu 0,32 mm
druhy Skrup 0,032 mm
treti Skrup 0,0032 mm

Tabulka 2.1: Pievody starych jednotek do dnesni metrické soustavy.
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2.2 Metr
Metr je jednou ze sedmi zakladnich jednotek Mezindrodni soustavy
jednotek SI.
Definice metru:
Metr (m) je délka drdhy, kterou urazi ve vakuu svétlo za Y599 702 458 sekundy.
([6], str. 308)
Historie vzniku metru:

Nejednotnost métidel délky byla velkym problémem zejména pii mezistatnich

obchodnich a védeckych stycich. Az v 17. stoleti se zacala projevovat vyraznéjsi
snaha o jednotné stanoveni délkové jednotky, ale prvni kroky k naplnéni této
jednotku délky, kterou by se métilo ve vSech zemich a se kterou by vSechny staty
souhlasily. Kazda zemé chtéla prosadit své délkové jednotky jako ty vSeobecné.
Proto bylo zapotiebi zvolit upln¢ novou jednotku, se kterou by souhlasily vSechny
zeme¢. (BohuZzel dodnes jesté nékolik zemi na jednotnou miru nepfistoupilo.)
Na novou zdkladni jednotku bylo né€kolik navrhi. Fyzik a matematik Huygens
navrhoval délku vtefinového kyvadla, Bohm zase drahu, kterou probéhne volné
padajici téleso ve vakuu za jednu vtefinu, dal§i védci navrhovali primér Slunce, jak
ho vidime, nebo délku buiiky ve vceli plastvi.

Koncem 18. stoleti se konvent Francouzské republiky rozhodl zvolit
za zakladni jednotku délky délku vtefinového kyvadla patizské hvézdarny, ale
pafizska Akademie véd to nedoporucila a v kvétnu roku 1790 pfijalo Narodni
shromazdéni Francie dekret o reformé soustavy mér a za délkovou jednotku byla
skupinou matematikii navrzena deseti milionta ¢ast zemského kvadrantu (obrazek

2.2), tj. deseti milionta ¢ast poloviny délky zemského poledniku.

Obrazek 2.2: Znazornéni zemského kvadrantu.
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Tento navrh byl pfijat v bfeznu 1791.

Aby bylo mozné zavést metr jako vSeobecnou zdkladni délkovou jednotku,
bylo zapotiebi nejdiive piesné stanovit jeji délku a k tomu bylo nutné znat délku
poloviny zemského poledniku. Timto dilezitym tkolem francouzska Akademie véd
povétila dva vyznamné pracovniky. Byli jimi rytit Delambre Jean Baptist a Pierre
Francois André Méchain. Koncovymi body métfeni byly stanoveny Barcelona
rozdé¢lili tak, Ze od Barcelony az k Rodeze vykonaval méfeni Méchain a od Rodezy
k Dunkerque méfil Delambre.

Meéfeni ovSem nebyla viibec jednoducha. Ve Francii tou dobou probihala Velka
revoluce a tak Delambre musel ¢asto nejdfive svolat lid, vysvétlit jim co, jak a pro¢
meii a teprve po souhlasu shromdzdéni se mohl pustit do prace. Ale Méchain na tom
nebyl o mnoho Iépe. Jeho zdravi bylo oslabeno velkou namahou a castymi
horeCkami. Navic nejistota doby v ném vyvolavala deprese.

Ptes vSechny utrapy se podatilo oblouk zmétit.
Me¢filo se pomoci triangulaénich siti. Co to znamena? Vysvétlime si to na obecném
prikladu.

Necht’ jsou déany dva body A, B takové, Ze alesponl jeden z nich je dostupny
(pro nas necht’ to je bod A) a z jednoho bodu je vidét na druhy. My chceme zméfit
jejich vzdalenost, ale mezi nimi je piekazka, takZze nemizeme zméfit jejich
vzdalenost ptimo. Vyuzijeme tedy tfetiho bodu C takového, ze mezi body A, C neni
zadna piekazka a jejich vzdalenost se da bez problému zméfit, a zaroven je z bodu C
vidét na bod B (obrazek 2.3). Potom zméfime vzdalenost mezi body A, C a zjistime
velikost thli CAB, ktery oznafime «, a ACB, jenz ozna¢ime y. Potom hledanou
vzdalenost mezi body A, B vypocitame S vyuzitim goniometrické funkce sinus (dale

jen sin) podle vzorce:
B

| | _ |AC|-siny
sin(180°—a—y)

C

Obrazek 2.3: Méteni vzdalenosti nepfistupného bodu.
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Tento postup se vyuziva pii geodetickych méfenich, v kartografii pfi vytvareni map,
pti vyméfovani pozemki, projektovani dopravnich komunikaci apod.

A byl pouzit i zde. Mezi Barcelonou a Dunkerquem byla vytvofena triangula¢ni sit’
ze 120 trojuhelnikd.

Pomoci této triangulacni sit¢ byla vzdéalenost mezi koncovymi mésty vypoctena
na 551 584,72 toisy (tois je francouzsky sah). Pokud budeme méfit ve stupnich
zemepisné Sitky, zjistime, ze vzdalenost téchto dvou zemépisnych bodl Ccini
9°40°24,75¢.

A délka poloviny poledniku byla spocitana na 5 130739,8 toisu.
Nicméné vétsina ucenct nebyla s timto vysledkem spokojena. Matematické dtivody
pfimély Méchaina navrhnout, aby bylo méfeni prodlouzeno aZ na ostrov Formentera
v Balearském souostrovi vychodné od Spanélska. Chtél totiz, aby 45. rovnobézka
vedla sttedem méfeného oblouku. Francouzskd Akademie véd tento navrh schvalila
a roku 1803 se Méchian vydal na méfeni do Spanélska. Druhé méfeni bylo jesté
nebezpeéndj§i neZz prvni, protoze vztahy mezi Franciii a Spanélskem byly hodné
vyhrocené. Bohuzel Méchain neustal velkou namahu jak fyzickou tak i psychickou
a roku 1804 ve Valencii zemiel. OvSem jeho myslenky zily dal.

A tak dokoncenim tohoto velkého planu byli povéfeni Jean Baptiste Biot
a Francois Dominik Arago. A zaroven dostali dal$i ukol, a to prodlouzit méteni az do
Alziru.

Pfes vSechny tUtrapy se nakonec méfeni povedlo a délka zemského Ctvrtkruhu byla
spocitana. Bylo to 5 130 740 francouzskych sahti. Teprve ted’ mohla zacit realizace
myslenky o jednotné mezinarodni délkové mife.

Deseti milionta Cast byla vypoctena piiblizné na 0,513 toisu a byla zvolena
za obecnou zékladni jednotku a ta byla pojmenovana ,,metr*. Jeji nazev byl odvozen
od feckého slova ,,metron®, coz znamena v prekladu ,,merit*.

Dne 10. prosince 1799 byl ve Francii oficidlné zaveden metr jako zdkonna jednotka
délky (ale staré jednotky délky byly definitivn€ zruSeny az v roce 1840). A zdroven
byla zhotovena platinova ty¢ ve tvaru obdélniku s prifezem 25x4 mm jako prototyp
metru, ktery udaval presnou délku metru pfi teploté tajiciho ledu, tj. pii 0 °C. Tento
prototyp byl ulozen ve Statnim archivu Francouzské republiky v Louvru, a proto
dostal ptizvisko ,,archivni®.

V letech 1803 az 1866 byl metr postupné zaveden 1 v Italii, Holandsku, Belgii,

Recku, Spanélsku a uzivani metru bylo povoleno i Anglii a Americe.
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Teprve vroce 1875 byl metr pfijat osmnacti stity jako zaklad délkové,
objemové i plosné miry.

Byly to: Argentina, Belgie, Brasilie, Dansko, Francie, Itdalie, Néemecko, Norsko,
Petru, Portugalsko, Rakousko - Uhersko, Rusko, Spojené stdty severoamerické,
Spanélsko, Svédsko, Svycarsko, Turecko a Venezuela. Tyto staty podepsaly
tzv. Metrickou konvenci (Convention du Metre) a byl ziizen Mezindarodni ustav mér
avah v Parizi. ([3], str. 54)

Jedind Anglie metrickou soustavu nepfijala. Divodem mél byt prili§ velky
zasah do primyslové vyroby, ktera se fidi odliSnou mirou.

Archivni metr byl v roce 1899 nahrazen tzv. mezindarodnim prototypem metru, ktery
byl zhotoven ze slitiny platiny a iridia v poméru 9:1, mél tvar tyce s profilem velkého
pismene X (obrazek 2.4), aby mél co nejvetsi odolnost proti ohybu a metr byl
definovdn jako vzddilenost dvou tenkych vrypii na platiniridiové tyci uloZené
V Mezinarodnim uradu pro vahy a miry v Sevres u Parize. ([6], str. 309)

Nasledné byla dana kopie mezinarodniho prototypu kazdému statu, ktery ptistoupil
na metrickou soustavu, a podle n¢j se pak pfemétovala vSechna délkovd meétidla
Vv zemi.

Pro zajimavost — Ceskoslovensko pouzivalo jako zdkladni délkovy etalon ndhradni
invarovy metru az do roku 1929, kdy se podarilo ziskat platiniridiovy etalon
varobeny v roce 1874. Tento etalon stdl 250 000 K¢s, byl ulozen v tehdejsim Uradu

pro miry a vahy a je v soucasném Uradu pro normalizaci a méreni uloZen dodnes.

([6], str. 309)

20mm

20mm

Obrazek 2.4: Tzv. mezindrodni prototyp metru.

(zdroj: http://gis.zcu.cz/studium/genl/html/ch06.html, obrazek stazen dne 29.4.2015)
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3.Kruh a kruznice

3.1 Obvod kruhu

Do kruznice k0 poloméru r > 0 vepiSme pravidelny Sestithelnik. Jak jisté
vime, jeho strana je rovna délce poloméru kruznice jemu opsané, proto se jeho obvod
rovna 6r. Pak kruznici opiSme ¢tverec. Délka jeho strany je rovna priméru kruznice
vepsané. Tudiz je jeho obvod roven 4 - 2r = 8r.

Z obrazku 3.1 je patrné, Ze obvod Sestithelniku je mensi nez délka kruznice mu

opsané¢ a naopak obvod ctverce je vétSi nez délka kruznice. Proto pro obvod 0

kruznice plati 6r < 0 < 8r. —

Obrazek 3.1: Kruznici opsany Ctverec a kruznici vepsany Sestiuhelnik.

Podobny postup vyuzil k vypoctu obvodu kruhu i Archimédés ze Syrakus (viz

nasledujici podkapitola Meéreni délky kruznice podle Archiméda), ktery odhadl ¢islo
7 (Cislo ® udava pomér obvodu kruhu o K jeho priméru d, m = o/d) S piesnosti
na dvé desetinnd mista.
Archimédiiv vypocet inspiroval fadu matematiki. Za zminku stoji Leonardo
Pisansky (zvany téz Fibonacci, asi 1170 — 1250), ktery zopakoval Archimédiv
vypocet ve svém dile De practica geometriae asi z roku 1220, kde dospél k ptiblizné
hodnoté Cisla ©t = 3,141818...

Z mnoha uspésnych pokusii o vypocet cisla m pripomenme jesté dva. Persky
matematik a astronom al-Kasht (14. az 15. stol.), ktery pusobil v Samarkandu,
vypocet! roku 1429 hodnotu cisla m na 16 desetinnych mist a holandsky matematik
Ludolf van Ceulen (1540 — 1610) vypocital roku 1596 cislo n podle Archimédova
vzoru na dvacet desetinnych mist (dosel k 15+ 237- iihelniku) a roku 1603 na 32
desetinnych mist. PFi svych vipoctech dospél az k 2%%-iihelniku. ([1], str. 56)

Po ném se nazyva r ¢islem Ludolfovym.

V roce 2011 urcil francouzsky matematik Fabrice Bellard s pomoci osobniho
pocitace Cislo w na témér 2,7 bilionu desetinnych mist. ([19], str. 28)

Ale pro praktické pouZiti se vyuZziva pfibliznych hodnot, jako jsou 3,14159;
3,14 nebo %
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3.2 M¢éfteni délky kruznice podle Archiméda

Nasledujici text vychazi z knihy od Jindficha Be¢vare a kolektivu autord [1].

Jednim z Archimédovych d€l je spis Mereni kruhu, ktery na pocatku 20. stoleti
pielozil do ¢estiny Miloslav Valouch (1878 — 1952).

Tento spis obsahuje tfi matematické véty, které bychom dnes formulovali asi takto:

Véta 1: Obsah kruhu je roven obsahu pravouhiého trojuhelniku, jehoz
odvésnami jsou polomér a obvod tohoto kruhu. ([1], str. 52)

1
S=--r-o0
2

(Tvrzeni této véty Archimédés dokazal exhaustivni metodou a exaktné tak ukdzal
vztah obvodu a obsahu kruhu.)

Véta 2: Obsah kruhu je priblizné roven jedenacti ctrnactinam obsahu ctverce,
Jjehoz stranou je prumér kruhu. ([1], str. 53)

(V diikazu vyuziva prvni vétu a také vysledek nasledujici tieti véty. Potadi druhé

a tieti véty bylo snad pii1 néjakém pozdéjsim piepisu omylem zameénéno.)

Véta 3: Pro obvod o kruhu o polomeru r plati: 3% - 2r <o < 3% - 2r.
([1], str. 53)

(V dtikazu této véty vypocital horni i dolni odhad obvodu 0 kruhu jesté presnéji, ale
horni mez potom zaokrouhlil nahoru a dolni dolt.
10

310 o L8330 o 14088 3L,
— . T' . r " r — - r
71 2017% 4673% 7

Po pfevedeni na desetinnd c¢isla bude pfesnost Archimédovych odhada
zieymé&jsi:

3,140845... - 2r < 3,140909... - 2r < 0 < 3,142826... - 2r < 3,142857 ...- 2r)

Miuzeme také tici, ze Archimédés odhadl Cislo m s piesnosti na dvé desetinna
mista.

3,140909... < m < 3,142826...

UZ pro vycisleni prvni véty potieboval Archimédés znat délku kruZnice

(tj. obvod kruhu). Proto se na dikaz tfeti véty a zaroven na vypocet délky kruznice
podivame podrobné;ji.
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Diikaz treti véty (S vyuzitim algebraick¢ symboliky, kterou Archimédés
k dispozici nemél).

Vypocet obvodu 96-uhelniku kruZnici opsaného.

Pro jednoduchost budeme pocitat s jednotkovou kruznici, které opiSeme pravidelny

n-thelnik. Rozpllenim stfedovych thli ziskame pravidelny 2n-uhelnik (obrazek 3.2

a obrazek 3.3).

w

w > -4 >

Obrazek 3.2: Kruznici opsany pravidelna n-tihelnik a 2n-uhelnik.

\

Al

Obrazek 3.3: Nalezeni délky poloviny strany kruznici opsané¢ho 2n-tthelniku pomoci ptleni

sttedovych uhla n-thelniku.

Usetka BT je polovinou strany opsan¢ho n-tihelniku a AT je polovinou strany

opsaného 2n-uhelniku (|<TSA| = |<ASB|).
TS| = 1.
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Délky téchto tse¢ek oznac¢me [BT| =t, a |AT| = ton.

Necht je ptimka BR rovnobézna s piimkou AS, potom plati:
|«ASB| = |<SBR| = |<SRB|,

a tedy |SB| = |SR|. Potom je A ATS podobny A BTR podle véty ,,uu, a tudiz:
|AT| _ |BT| _ |BT]| 3 |BT|
ITS| ~ |TR|  ITS|+ |SR|  ITS|+ |SB|

tn

Po dosazeni dostaneme vztah: t;, = ————, tento vztah oznacime (*).
1+ [1+62

Nyni vypocitame tq (obrazek 3.4):

B
. 60"
T
<) [ 30°
B T : ‘ s

Obrazek 3.4: Vypocet délky usecky BT pomoci pravothlého trojihelniku SBT.

“r s p rotilehla v v v ,
Potom t, vypocitdme pomoci funkce tangens (tana = —pp“ilehl' , ve vétsing Ceskych
T a

ucebnic se pro funkci tangens uziva zkratka tg, ja ve své praci vyuzivam anglickou
zkratku tan, kterou se vyskytuje napiiklad v poéitacovych programech):

tg = tan30° = 3
e = tan =3

Podle vztahu (*) mizeme vypocitat tip, tos, tss, a kone¢né i tgg (2 mohli bychom

pokracovat s vycCislovanim i déle).

Obvod opsaného 96-uhelniku: 96 - 2tgs = 192 - toe

21



90000

Obrazek 3.5: Kruznici opsany pravidelny 6-thelnik, 12-thelnik, 24-uhelnik, 48-thelnik

a 96-uhelnik.

Z obrazku 3.5 je patrné, Ze s narlstajicim poctem vrcholi mnohouhelniku
se zmensuje jeho obvod a stale se ptiblizuje k obvodu kruznice.

Pocet vrcholii n, hodnoty t; az ts144, obvod opsaného mnohotuhelniku 0 a horni
odhad ¢isla 7= (m =0/ 2) jsou uvedeny V nasledujici tabulce. VSechny hodnoty jsou
vypocitany v programu MatLab a zaokrouhleny na 15 desetinnych mist. U horniho
odhadu c¢isla & je tu¢né zvyraznéno na kolik desetinnych mist je tento odhad piesny.
(Archimédés vypocital hodnoty jen pro n = 6, 12, 24, 48, 96. Dalsi hodnoty jsou
uvedeny v tabulce 3.1 pod ¢arou).

th

0

horni odhad ¢isla =

0,577350269189626

6,928203230275511

3,464101615137755

0,267949192431123

6,430780618346946

3,215390309173473

0,131652497587396

6,319319884195003

3,159659942097501

0,065543462815238

6,292172430262871

3,146086215131436

0,032736610412973

6,285429199290739

3,142714599645370

0,016363922135312

6,283746099959650

3,141873049979825

0,008181413403794

6,283325494113701

3,141662747056850

0,004090638250787

6,283220353209383

3,141610176604691

0,002045310569220

6,283194068643057

3,141597034321528

0,001022654215095

6,283187497542709

3,141593748771355

5,113269738582517¢™

6,283185854770197

3,141592927385099

Tabulka 3.1: Tabulka hodnot délek stran, obvodt a pfiblizné hodnoty &isla m pro kruznici opsané

pravidelné 2n-uhelniky.
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Vypocet obvodu 96-thelniku kruZnici vepsaného.
M¢jme opét jednotkovou kruznici, do které vepiSeme pravidelny n-uhelnik

a rozptlenim stiedovych uhli ziskame pravidelny 2n-tihelnik (obrazek 3.6).

B

Obrazek 3.6: Kruznici vepsany n-thelnik a 2n-uhelnik.

ISA| = 1, tsecka AB je stranou vepsané¢ho n-uhelniku, Gsecky AC a BC jsou
strany vepsaného 2n-thelniku. Délky téchto stran ozna¢me |AB| = s, |AC| = Son.
Pomoci elementarni geometrie zjistime, ze trojuhelniky A ADC a A EAC jsou
podobné (podle véty ,,uuu‘). Potom z téchto podobnosti vyplyvaji rovnosti:

|AD| _ |EA| |BD| _ |EB| _ |EB]
o]~ jcal % Jcbl [cB]  IcAl

Odtud plyne:
|AD| + |BD| _ |EA| + |EB| _ |AB|

Icbl  — |CAl T |CA

2+ /4— sZ s

= S—", ktery upravime s,, =
2n

Po dosazeni dostaneme vztah
4—s2

a upraveny vztah oznac¢ime (**).
Nyni si musime uvédomit, Ze sg = 1 (obrazek 3.7).

Potom podle vztahu (**) snadno ziskame s12, Sy4, Sas

a nakonec i Sgg.

Obrazek 3.7: Délka usecky AB.

Vypocitali jsme tedy obvod vepsaného 96-thelniku: 96 - sqq
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Obrazek 3.8: Kruznici vepsany pravidelny 6-uhelnik, 12-uhelnik, 24-thelnik, 48-uhelnik

a 96-uhelnik.

Z obrazku 3.8 je patrné, Ze s nartstajicim poctem vrchold mnohouhelniku
se zvétSuje jeho obvod a stale se ptiblizuje k obvodu kruZnice.

Pocet vrchold n, hodnoty s; az Sg144, obvod vepsaného mnohotihelniku 0 a dolni
odhad ¢isla 7 (m =0/ 2) jsou uvedeny V nasledujici tabulce. VSechny hodnoty jsou
vypocitdny v programu MatLab a zaokrouhleny na 15 desetinnych mist. U dolniho
odhadu c¢isla & je tu¢né zvyraznéno na kolik desetinnych mist je tento odhad piesny.
(Archimédés vypocital hodnoty jen pro n = 6, 12, 24, 48, 96. Dalsi hodnoty jsou

uvedeny v tabulce 3.2 pod ¢arou).

dolni odhad ¢isla

Sn 0

1,000000000000000

6,000000000000000

3,000000000000000

0,517638090205041

6,211657082460498

3,105828541230249

0,261052384440103

6,265257226562476

3,132628613281238

0,130806258460286

6,278700406093734

3,139350203046867

0,065438165643552

6,282063901781019

3,141031950890509

0,032723463252974

6,282904944570923

3,141452472285462

0,016362279207874

6,283115215823715

3,141557607911858

0,008181208052470

6,283167784296635

3,141583892148318

0,004090612582328

6,283180926456099

3,141590463228050

0,002045307360677

6,283184211998542

3,141592105999271

0,001022653814027

pravidelné 2n-thelniky.

6,283185033384313

3,141592516692156

Tabulka 3.2: Tabulka hodnot délek stran, obvodu a piiblizné hodnoty &isla m pro kruznici vepsané
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Obrazek 3.9: Kruznici opsany i vepsany pravidelny 6-uhelnik, 12-thelnik, 24-uhelnik, 48-thelnik
a 96-uhelnik (Cervené kiizky jsou vrcholy opsaného n-thelniku a ¢erné kiizky jsou

vrcholy vepsaného n-tihelniku).

Obvod kruhu mtizeme tedy odhadnout shora obvodem opsaného 96-thelniku
a zdola obvodem vepsaného 96-uhelniku (obrazek 3.9). Potom pro obvod kruhu
plati:
96 " Sg6 < 0 <192 -ty

Podle vzorcti (*) a (**) lze vypocitat hodnoty obvodu kruhu a také urcit odhad
¢isla . V tabulce 3.3 jsou uvedené ptiblizné hodnoty Ludolfova ¢isla omezené shora
pomoci vepsanych pravidelnych n-uhelnikti a zdola pomoci vepsanych pravidelnych

n-thelnik. Tucné je zvyraznéno, na kolik desetinnych mist je odhad spravny.

Dolni odhad

Ludolfovo ¢&islo Horni odhad

3,000000000000000

3,464101615137755

3,105828541230249

3,215390309173473

3,132628613281238

3,159659942097501

3,139350203046867

3,146086215131436

3,141031950890509

3,142714599645370

3,141452472285462

3,141873049979825

3,141557607911858

3,141662747056850

3,141583892148318

3,141610176604691

3,141590463228050

3,141597034321528

3,141592105999271

3,141593748771355

3,141592516692156

3,141592927385099

Tabulka 3.3: Pfiblizné hodnoty ¢isla = omezené shora pomoci vepsanych pravidelnych n-uhelnika

a zdola pomoci vepsanych pravidelnych n-uhelniki.
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3.3 Méreni obvodu kruhu na stiedni Skole

Aplikace Archimédova méieni obvodu kruhu na sti‘edni $kole.

Pomoci néasledujicich obrazkli lze jednoduse zndzornit Archimédiv vztah
S = % - r -0, kterym bychom vyjadtili jeho prvni vétu v jeho spisu.

Kruh rozdélime na 2n shodnych vyseci a tyto vyse¢e poskladame tak, jak je
na obrazku 3. Vznikne tak jakysi ,kfivocary rovnobéznik®“. Jedna jeho strana je
rovna poloméru fezaného kruhu a druhd odpovida polovin¢ obvodu daného kruhu.
Pokud zvétsujeme pocet vyseéi (tj. neomezené zvysujeme Cislo n), pak se ,kiivocary

rovnobéznik* blizi skute¢nému obdélniku (obrazek 3.10).

o/2

Obrazek 3.10: Obsah kruhu jako obsah kiivocarého rovnobézniku.

Druhy mozny zplisob vysvétleni je na nasledujicim obrazku 3.11.

S

0= 21r

Obrazek 3.11: Obsah kruhu jako obsah pravothlého trojuhelnika.

Kruh ,odvalime* tak, aby se kruZnice ,narovnala®“. Obsahy jednotlivych
kruhovych vyseci jsou rovny obsahiim jednotlivych trojahelniki, jejichz soucet délek
zakladen je roven obvodu daného kruhu a vyska odpovidd poloméru tohoto kruhu.

Archimédovy vypocty ¢isla m pomoci aproximace obvodu kruhu obvody
pravidelnych vepsanych a opsanych n-tthelnikii miZzeme vyuzit i na stfedni Skole.

Studenti si tak zopakuji fadu poznatkl z matematiky.
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3.4 Rektifikace kruznice

Rektifikace je latinské slovo a ¢esky znamena narovndni. Rektifikace kruznice
(resp. oblouku kruznice) tedy znamena narysovani usecky o délce obvodu dané
kruznice (resp. oblouku kruznice).

Uz v davnych dobach se staii Rekové pokouseli pesné sestrojit jen s pomoci
pravitka a kruzitka tsecku, kterd by byla rovna obvodu kruhu daného poloméru, tedy
provést rektifikaci kruznice. Ale az v roce 1882 bylo dokazano, ze to nejde. Je to
tedy jedna ze &ty ,nefeSitelnych® matematickych uloh, kterd nelze vyfesit
eukleidovskou konstrukci (tj. pravitkem a kruzitkem). Dalsi ,,nefeSitelné* tlohy jsou
trisekce Uhlu, zdvojeni krychle a kvadratura kruhu. Pravé kvadratura kruhu
a rektifikace kruZznice spolu tzce souviseji, proto se v nékterych pramenech uvadi
pouze ti1 ,nefeSitelné” matematické ulohy. NefeSitelnost rektifikace kruznice
a kvadratury kruhu eukleidovskou metodou vyplyva z vlastnosti ¢isla . V roce 1882
némecky matematik F. Lindemann dokazal, Ze m neni feSenim Zadné algebraickeé
rovnice s racionalnimi koeficienty a celo¢iselnymi mocninami (tj. © neni algebraické,
ale transcendentni Cislo) a tudiz nelze sestrojit tsecku této délky eukleidovskou

konstrukeci.

Vyhodnym zpiisobem, jak alespoii ptiblizné sestrojit isecku o velikosti obvodu

daného kruhu, je Kochanského rektifikace.

Pro rektifikaci oblouku o stfedovém thlu mensim nez 30°, pfipadné i pro zpétné

navijeni useCky na kruznici je uzivana Sobotkova rektifikace.

Pouzitim téchto metod dostdvame useCku, kterd ma délku piiblizné stejné

velkou, avSak nepatrné vétsi, nez je skute¢na délka piislusného oblouku.
Opacny problém (tj. délka usecky je jen nepatrné mensi nez délka ptislusného
oblouku) nastava pfi rektifikaci D’Ocagneové. Tato rektifikace slouzi pro narysovani

usecky o délce, ktera je rovna délce oblouku o sttedovém thlu mensim nez 90°.

Na dalSich strankach si vSechny tyto konstrukce nazorné predvedeme.
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3.4.1 Kocharniského rektifikace kruZnice
Postup konstrukce (obrazek 3.12):

M¢jme narysovanou kruznici kK se stfedem v bod¢ Sa polomérem délky r.
Narysujme si libovolny primér. Koncové body oznaéme P, Q. Bodem P ved'me
kolmici na primér PQ. Dale rysujeme podle obrazku thel X'SP, ktery mé velikost
30°. Prise¢ik polopiimky SX“ a kolmice na primér vedené bodem P je bod X.
Na poloptimku XP naneseme tsecku, jejiz velikost je rovna trojnasobku poloméru r.
Koncovy bod této usecky T spojime s bodem Q. Velikost vzniklé usecky TQ je

pfiblizné rovna polovin€ obvodu rektifikované kruznice.

<

Obrazek 3.12: Kochanského rektifikace.

Chyba pti presném rysovani ¢ini pifiblizné 0,000019. Mizeme to dokdzat

jednoduchym vypoctem, ktery je ptredveden na nasledujicich strankach.
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Chybu Kochainského rektifikace miizeme snadno vypocitat za pomoci znalosti

stiedoskolské matematiky. K lepsi orientaci ve vypoctech poslouzi obrazek 3.13.

Q

2r
300
90°

X X P 3r-x R
Obrazek 3.13: Velikost chyby pti Kochariského rektifikaci.

K vypoctu velikosti usecky QR potiebujeme nejprve znat velikost tsecky XP,
kterou ozna¢ime x (tj. |[XP| = X). Musime si uvédomit, Ze X je odvésnou
Vv pravouhlém trojuhelniku A XPS, kde pravy uhel je u vrcholu P a druhd odvésna ma
délku poloméru dané kruznice (|PS| = r). Proto mizeme k vypoctu pouzit funkci

__ protilehla
tangens (tan @ = tilente )

X
— = tan 30°
r

Po uprave:
x =71+ tan 30°

Po dosazeni:

Druhy pravouhly trojuhelnik je A QPR, jenz ma pravy uhel opét u vrcholu P,
ale nyni nas zajima délka piepony, kterou oznac¢ime y (JRQ| =y). Vzhledem k tomu,
ze zname délky obou jeho odvésen (|QP| = 2r, |PR| = (3r — X)), vyuzijeme k vypoctu
Pythagorovu vétu (a® + b% = ¢?).

\/§2
r? |22 + <3—?> =y

Po uprave:

1
r? <4+9—2\/§+§>=y2
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Nakonec celou rovnici odmocnime (druhé feSeni neuvazujeme, protoze
vzdalenost je vzdy kladné ¢islo):

’40
T ?—2\/§=y

Pokud by konstrukce byla naprosto ptfesna, musel by byt podil poloviny

obvodu kruhu (% = 2%) a y roven jedné. Ale neni.

T
/%—2\5

Po odecteni jednicky a zaokrouhleni dostavame ptibliznou chybu této

=1,00001888087067 ....

rektifikace, kterd je priblizné 0,000019.
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3.4.2 Sobotkova rektifikace kruznice
Postup konstrukce (obrazek 3.14):

M¢jme narysovanou kruznici K se stiedem v bod¢ Sa polomérem délky r.
Chtéjme narysovat usecku PX’, kterd bude mit délku jako oblouk PX.
Narysujme polopiimku PS. Jeden prisecik polopiimky PS s kruznici k je bod P,
druhy ozna¢me pismenem Q. Na poloptimku PS nanesme od bodu P usecku délky 3r
a koncovy bod této usecky oznacme Y (|PS| = [SQ| = |QY| = r). Bodem P ved'me
kolmici m na poloptimku PS. Nyni narysujme polopiimku YX. Prusecik této
poloptfimky YX a pfimky M oznaéme X"

Délka usecky PX' je ptiblizné rovna velikosti oblouku PX.
Z obrazku je vidét, Ze miizeme postupovat i opacnym smerem, tj. sestrojit oblouk

dané kruznice o velikosti délky dané usecky.

. Obrazek 3.14: Sobotkova rektifikace.

Velikost chyby u této rektifikace zavisi na stiedovém thlu rektifikovaného
oblouku kruznice, ptipadné na volbé délky navijené tisecky na danou kruznici, proto
dale predvedu, jak pomoci stfedoskolské matematiky odvodit vzorec pro snadné
dopocitani chyby rektifikace kruznice o daném poloméru a pro konkrétni thel i pro

délku usecky navijenou na kruznici o poloméru r.
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P Z r S r Q r Y

Obrazek 3.15: Chyba pii Sobotkové rektifikaci (rektifikujeme-1i oblouk kruznice piislusny danému
uhlu)

Kdyz rektifikujeme oblouk ptisluSny danému thlu, mame dan stfedovy thel a

(ve stupnich) a polomér kruhového oblouku r (obrazek 3.15).

Nejdiive si vypocitame délku naseho kruhového oblouku, kterou ozna¢ime d.

21r _
360 &

Nyni potiebuje spocitat délku tusecky PX’. Ktomu vyuzijeme podobnych
trojuhelniki AYZX aAYPX  (je zfejmé, Ze trojuhelniky jsou podobné podle
veéty ,,uu’).

Délku tsecky ZX vypocitame z pravothlého A SZX a vyuzijeme k tomu funkci

sinus (sin _ protilehlé)
4 pieponé 7’

|ZX| = r-sina

Abychom zjistili délku usecky ZY, musime nejdiive urcit velikost usecky ZS,
protoZe z obrazku vidime, ze |ZY| = |YS| + 2r. Ale velikost ZS vypocitame snadno

opét za pomoci pravouhlého ASZX a vyuzijeme ktomu funkci cosinus

(cos @ = M)_

preponé
|ZS| =71 cosa
Potom

|ZY| =7 cosa + 2r
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Ted si uvédomme, ze mame spocitané délky dvou stran trojuhelnika A YZX
a zname délku strany PY podobného trojihelnika A YPX" (|PY| = 3r). V podobnosti
si odpovidaji strany: PY a ZY, PX"a ZX, YX a YX (Zname: |ZX|, |ZY|, |PY|, chceme
IPX)).

Pomoci podobnosti nyni mizeme urcit délku strany PY.
|[PX’| |PY]|
|ZX|  |ZY]

Po Uprave:

|PX| = IPYL 7k

Po dosazeni a drobné upraveé dostaneme:
3r-sina

PX'| =
| | cosa + 2

Nyni mame vypocitanou délku oblouku i1 délku ptislusné usecky. Abychom
zjistili velikost chyby, musime ud¢lat podil téchto délek a odecist jednicku.
Dostavame pak velikost chyby, jejiz znaminko ndm ftika, jestli je usecka krat$i nebo

delsi nez délka oblouku.

hyba = —— — 1
yPa=1px ]

Po dosazeni a drobnych upravach dostaneme:

(cosa +2) na
540 sina

chyba =

chyba > 0 a z toho plyne, Ze rektifikovany oblouk kruzZnice je o velikost chyby vétsi

nez ziskana usecka.
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Priklad: M¢jme oblouk jednotkové kruznice se stfedovym thlem o

Piiblizna chyba

0, 000000322485989
0, 000005173852888
0, 000026312170593
0, 000083693519786
0, 000206028154359
0, 000431594836769
0, 000809352168613
0, 001400401654945
0, 002279877492210
0, 003539364551310
0, 005289981413259
0, 007666313463454

Tabulka 3.4: Tabulka velikosti chyb pii Sobotkové rektifikaci oblouku kruznice ptislusného danému
uhlu.

Z tabulky 2.4 je vidét, Ze pii zvétSovani stfedového uhlu chyba prudce roste. Proto
se doporucuje rektifikovat oblouky o sttedovém thlu mensim nez 30°. Na internetu
se Casto uvadi, Ze tato rektifikace je vhodna az pro thel 45°, ale neni tomu tak. Pti
rektifikaci oblouku o stiedovém uhlu vétsSim nez 30° je chyba jiz velkd a je vhodné

oblouk rozd¢lit, pripadné pouzit jinou rektifikaci.
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Pokud postupujeme opa¢nym smérem, tj. mame danou useCku (zname |PX’|),
kterou chceme ,,navinout* na kruznici o daném poloméru r, a spocitat chybu, pak

pocitame nasledujicim zptisobem (obrazek 3.16).

P Z r S r Q

=<

Obrazek 3.16: Chyba pii Sobotkové rektifikaci (navijime-1i danou tisec¢ku na kruznici).

Pottebujeme urcit velikost thlu a. Dopln€k thlu a do 180° je thel o. Takze
nam sta¢i ur€it vnitini thly v trojuhelniku A YSX. Kurceni velikosti thlu @ nam
pomize pravouhly trojuhelnik A YPX".

Velikost tseCky PX’ byla dana a velikost isecky YP je trojnasobek poloméru
dané kruznice (tj. |YP| = 3r).

Potom  velikost twhlu < PYX" spocitime pomoci funkce tangens

__ protilehla
(tang = prilehlé )
. |PX’|
anw = ——
|YP]
Potom
PX’
w = tan~?! u
3r

Nyni si musime uvédomit, ze trojuhelnik A YSX je obecny, ale plati v ném

a b __ ¢

sinova véta (S ). Tudiz jsme schopni dopocitat vSechny ostatni thly.

ina sin 8 - siny
Isx| ISyl x|
sinw sinf  siné

A @+ +68=180°

Po dosazeni:

r 2r

sin (tan—l —|PXI|> ~ sinp
3r
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Po Uprave:

Nyni si dopocitame uhel a.

§ =180°— (w+ ) =180°—« =

p =sin~! (2 - sin (tan‘

L 1PX]

3r

)

a=w+f

V tuto chvili jiZ miZeme pro vypocet chyby pouZit vzorecek z pfedchoziho

ptikladu.

chyba =

chyba =

(cosa + 2)  na

540sin«

(cos(tan‘1 ”;—)il +B) + 2) -m(tan”

11PX|

X
3r

+B)

540sin(tan~1‘w—

|PX’]
3r

+5)

Pro jednotkovou kruznici dostavame tabulku chyb (tabulka 3.5):

PiibliZna chyba

0,000000556218865

0,000008931715297

0,000045495064381

0,000145062439632

0,000358355624025

0,000754390526657

0,001424244992746

0,002486976627436

0,004099047666614

0,006469757398925

0,047197551196598

1

Tabulka 3.5: Tabulka velikosti chyb pii Sobotkové rektifikaci navijime-li danou tisecku na kruznici.
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3.4.3 D’Ocagneova rektifikace.
Postup konstrukce (obrazek 3.17):

M¢jme danou kruznici K se sttedem S a polomérem r. Rektifikovany oblouk je
uréen body A, B lezicich na kruznici k.

Sestrojme usecku AB. Pak ji pomoci bodi 1, 2 a 3 rozdélme na 3 shodné ¢asti
(na tfetiny). Bod v jedné tieting iseCky AB oznaéme P. Pak sestrojme polopiimku
SP. Jeji prusecik s kruznici k ozna¢me Q. Potom bodem A ved'me rovnobézku m
s poloptimkou SP. Sestrojme polopiimku BQ. Prisecik polopiimek BQ a m oznacme
R. Hledana délka oblouku AB je pfiblizné stejné velka jako délka tisecky BR.

Obrazek 3.17: D’Ocagneova rektifikace.

Vice o rektifikacich a jejich chybach jsem nasla na zajimavych webovych strankach:

http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/401711/DejinyMat_44-2010-1_6.pdf
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Obrazek 4.1: Rovinné kiivky: logaritmicka spirala, kardioida, Coonsova kubika a asteroida.

Ktivky patii k zakladnim geometrickym objektim. Pod pojmem Arivka si asi
kazdy intuitivné predstavi dlouhou tenkou caru, kterd se mize rizné klikatit.
Muzeme ji chapat jako drahu pohybujiciho se bodu (napf. draha letadla leticiho po
obloze nebo stopa ve snéhu za lyzafem).

Studiem a popisovanim kiivek se zabyva naptiklad diferencidlni geometrie.

Nyni vyslovime definici kiivky:
Krivkou v R, rozumime zobrazeni ¢ néjakého intervalu [a,b] c Rdo R,..
MnozZinu ¢([a, b]) nazyvame jejim geometrickym obrazem. Nekdy se také krivkou
nazyva mnozina ¢([a, b]) a zobrazeni ¢ se nazyva jejim parametrickym zadanim.

([5], str. 175)
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4.1 Ktivky v roviné

Priklady znamych krivek v roviné:

5
5
2F or
s
15
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25
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Obrazek 4.2: Piiklady rovinnych kiivek: ptimka, prosta cykloida a spirala.

Dalsi priklady znamych rovinnych k¥ivek: kruznice, elipsa, parabola, hyperbola,
asteroida, kardioida, logaritmicka spirala, fetézovka, klotoida, atd.
Zadani krivky v roviné:

e Explicitni rovnice: graf funkce y = f(x), x € [a, b] ([5], str. 178)

e Implicitni rovnice: mnozina boda F(x,y) =0

e Parametrické rovnice: ¢: [a, b] > R?, c(t) = [x(t), y(t)], t € R

e Tzv. polarnitvar: r =h(), ¢ € [a, f] < [0, 2x] ([5], str. 179)

e Je mnoho experimentalnich kiivek, jejichz pocetni vyjadieni nezname.

4.2 Ktivky v prostoru
Priklady ktivek v prostoru:

10 -10

Obrazek 4.3: Priklady prostorovych kiivek: Sroubovice a Coonsova kubika v prostoru (rizovy je

pudorys kiivky, modra je prostorova kiivka).

Zadani krivky v prostoru:
e Implicitni rovnice: mnozina bodu F(x,y,z) =0
e Parametrické rovnice: ¢: [a, b] > R®, c(t) = [x(t), y(t), z(t)], tE R

e Je mnoho experimentalnich kiivek, jejichZ pocetni vyjadieni nezname.
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4.3 Vypocet delky kiivky

Abychom mohli vypocitat délku kiivky, musime znat jeji pocetni vyjadfeni.
Nésledn¢ ji miizeme nahradit lomenou Carou.

Secteme-li délky jednotlivych usecek (vypocitame délku lomené cary)
a budeme pozorovat, jestli se pii zjemnovani déleni délky lomenych car blizi
k n¢jakému ¢islu. Toto ¢islo pak nazveme délkou kiivky.

Pokud je supremum délek téchto lomenych ¢ar kone¢né, pak jej nazveme délkou
kiivky a kiivku rektifikovatelnou.

Tyto dva postupy odpovidaji dvéma definicim Riemannova integralu:

Pomoci integralnich soudti:

Necht' [a,b] je omezeny uzavieny interval. Necht xo =a <X; < ... <xp, =D je
(n+1) cisel. Potom Fekneme, Ze tato cisla urcuji déleni D intervalu [a,b] a nazyvame
je delicimi body tohoto déleni. Interval (Xi.1,Xi) nazyvdame i-tym délicim intervalem
deleni D a cislo v (D) = max{xi - Xo X2 - X1,...., Xn = Xn-1} nazyvame normou tohoto
déleni.

Deéleni D’ nazyvame zjemenim déleni D, je-li kazdy délici bod déleni D také
delicim bodem déleni D’. ([5], str. 150)

Pomoci hornich a dolnich souctii:
Necht je f realnd funkce, definovand a omezend na intervalu [a, b]. Je-li déleni
D intervalu [a, b] s délicimi body xi, i = 1, 2, 3, ..., n, oznacme:
m; = Nfie,  x1f Mi =SUpbpe,_ xfr i=123 ...n
Potom cislo s(f, D) = X1, mi (Xi — Xi.1) nazyvdame dolnim Riemannovym souctem
funkce f odpovidajicim déleni D.
A cislo S(f, D) = Xi=1 Mi (Xi — Xi-1) nazyvame hornim Riemannovym souctem funkce f
odpovidajicim déleni D. ([5], str. 151)
Délku kiivky c na intervalu [a, b] znac¢ime: I(c, [a, b]).
I(c, [a, b]) =supp X7vq |le(t) —c(ti)l|, Dra=to<ti<...<th=b

Omezime se na pripad jednoduché krivky tridy C', coz znamend, e zobrazeni ¢
zadavajici krivku je prosté na [a, b], jeho slozky ¢1, @2, @3 ..... , @r JSOU Spojité
derivovatelné na [a, b] a ¢’ = (p1°, ¢2°, 93, ... o’) # 0 nebo jednoduché uzaviené
kiivky tidy C', coz znamend, Ze zobrazeni ¢ zaddvajici kiivku je prosté na [a, b),
o(a) = o(b) a jeho slozky @1, p2, @3 ....., Or JSOU SPojité derivovatelné na [a, b], ¢ '# 0.

([5], str. 175)
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Pro parametricky zadanou krivku plati:

I(c(t), [a, b]) = [ I’ @®llde = [, X OF + Y (©F dt

Lze dokazat, ze tento vzorec plati pro jednoduchou nebo jednoduchou

uzavienou kfivku nezavisle na zvolené parametrizaci.

Pro krivku zadanou jako graf funkce plati:

Za parametr volime x a dostaneme tento vzorec:

109, [a, b]) = [} T + [F P dx

([5], str. 178)

Pro kfivku zadanou v polarnich souradnicich pouzivame vzorec:

I(h(o), [0, B1) = [ hZ(@) + [I' ()] de
([5], str. 179)
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4.4 Priklady
Priklad 1:
Vypocitejte délku oblouku Fetézovky zadané jako graf funkce: y = ¢ - cosh(x/c),
X € [a,b], ¢ #0.
(Retézovka je vtechnice a stavebnictvi velmi uZivand kiivka, napiiklad lano
venkovniho vedeni (at uz mezi stejné nebo rizné vysokymi tycemi) ma tvar
retézovky.)
Konkrétni zadani krivky: ¢ = 1, [a,b] = [-2, 2].

Pro vypocitani délky fetézovky do ni vepisujeme lomenou caru a s€itame
velikosti jejich usecek.

Pti déleni na intervalu [a,b] po 1 jednotce (obrazek 4.4a), ma vepsana lomena
Cara piiblizné délku 7,1440. Pii zjeméni déleni intervalu [a,b] po % jednotky
(obrazek 4.4b) se délka lomené Cary zvétSi (tato lomenad Cara ma piiblizné délku
7,2265) a ptiblizi se vice délce zadané fetézovky. Pokud budeme takto pokracovat,

zjistime, Ze piiblizna délka tohoto oblouku fetézovky je 7,2537 (obrazek 4.4c).

354 os 0 o8 1 s ¢

Obrizek 4.4 a, b, ¢: Retézovka: a) déleni intervalu [a,b], b) zjemnéni déleni intervalu [a,b], c) graf

fetézovky
Vypocet délky pomoci integralu:
Pro vypocet délky fetézovky pouzijeme obecny vzorec:
I(fetézovky, [a,b]) = f; 1 +[f'(x)]? dx
Pottebujeme znat prvni derivaci:
y*=c - sinh(x/c) - 1/c
1 + (y9)? = 1 + sinh?(x/c) = cosh*(x/c)
I(tetézovky, [a,b]) = f: cosh? (x/c) dx = f cosh (x/c) dx = [sinh(x/c)]4
Dosazeni konkrétniho zadani:
I(fetézovky, [-2,2]) = J°,\[cosh? (x/T)dx = [ cosh(x) dx = [sinh(x)]?,
~7,2537 cm

Délka oblouku fetézovky na intervalu [-2,2] je pfiblizne 7,2537 cm.
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Priklad 2:

Vypoditejte délku oblouku paraboly zadané jako graf funkce: y = x%, X € [-2,2]

a porovnejte parabolu s retézovkou.

Obrazek 4.5: Parabola.

Délku paraboly na intervalu [a,b] vypocitdme pomoci intervalu:

Pro vypocet délky paraboly pouzijeme obecny vzorec:

I(paraboly, [a,b]) = [ /T + [ C]? dx

Pottebujeme znat prvni derivaci: y' =2x 2 1 + ' )? =1 + 4x?

Dosazeni zadanych a vypocitanych hodnot do obecného vzorce pro vypocet

délky kiivky zadané jako graf funkce:
2
I(paraboly, [-2, 2]) = f_22v1 + 4x?dx = E (2xVaxz + 1+ sinh‘l(Zx))] =

= ~ (417 + sinh™*(4)) ~ 9,2936 cm

. . s ; . tan a Ve
Tento integral vypocitame pomoci substituce x = — nebo vyuzijeme

internetového programu WolframAlpha (https://www.wolframalpha.com)

Konkrétni zaddni je na webové adrese:

https://www.wolframalpha.com/input/?i=integral+from+%28-
2%29+to+2+0f+sqrt%281+%2B+4*x%5E2+%29+dx

Délka paraboly na intervalu [-2,2] je pfiblizne 9,2936 cm.
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Srovnani fetézovky s parabolou:

4
3]
2]

1

0

-2 -1 0 1 2

Obrazek 4.6: Srovnani paraboly a fetézovky — ruZova je parabola, modra je fetézovka.

Z obrazku 4.6 je vidét, jaky je rozdil mezi fetézovkou (y = cosh X)
a parabolou (y = x%).

V piedchozich dvou piikladech jsme se omezili na interval hodnot x € [-2,2].
A vypocitali jsme délku obou kiivek. Vysledky byly:
Délka oblouku fetézovky na intervalu [-2,2] je pfiblizné 7,2537 cm.
Délka paraboly na intervalu [-2, 2] je pfiblizné 9,2936 cm.

Z toho vyplyva, Ze parabola roste rychleji nez fetézovka a na stejném intervalu

je delsi.

Piiklad 3:
Odvozeni vzorce pro vypocet délky kruznice.

Uvédomme si, ze kruznice je rovinna kiivka a my zndme jeji parametrické
vyjadieni: x =r-cos(t), y =r - sin(t), kde t je realny parametr a r je polomér.

Pfipomenime si, Ze pro parametricky zadanou kiivku plati:

I(e(t), [, b]) = [}, lle'(®)1lde = f; 'O + Y OF dt

Potom délku kruznice vypocitame jako:

I(kruznice, [0, 2n]) = 2 [ /[r cos’ (]2 + [r sin’(D)]?dt = 2r [t]§ = 2nr
Odvodily jsme tak obecny vzorecek pro vypocet délky kruznice/obvodu kruhu, ktery

je o =2nr.

Obrazek 4.7: Kruznice o poloméru r.
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Priklad 4:
Vypoéitejte délku jednoho oblouku prosté cykloidy zadané parametricky:
x =3 (t-sin(t)),y =3 (1-cos (1)), t € [0, 2a].

(prosta cykloida = draha pevné zvoleného bodu na kruznici, ktera se vali po ptimce)

s N v o
/ [/ \) .
NS N :

Obrazek 4.8: Cykloida: a) znazornéni vzniku cykloidy, b) jeden oblouk cykloidy.

Pro vypocet délky jednoho oblouku cykloidy pouzijeme vzorec pro kiivku zadanou

parametricky:

I(cykloidy, [a, b]) = [, VX' O + [V (D]

Dosazeni do vzorce a vypocet integralu:

I(cykloidy, [0, 2a]) = 3 [ /[T — cos (O)]Z + sin?(t) dt = 6 [, [¢ — sin (£)] dt =
=6 [t-sin (t)]3" = 12

D¢élka jednoho oblouku cykloidy je 12m.
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5. Obsah a ukazky z uc¢ebnic matematiky

O. Odvirko, J. Kadle¢ek: MATEMATIKA 3 pro 8. ro¢nik zakladni Skoly,

Prometheus, Praha 2013

Cela tato ucebnice se vénuje kruhu, kruznici a valci a konstrukénim uloham. Je velmi

prehlednd a barevna. Naptiklad na strané¢ 28 najdeme stru¢nou historii odvozeni

desetinného rozvoje Ludolfova ¢isla.

Ucebnice je plna zajimavych ukolt, ale asi nejvice m¢ zaujala tiloha na strané 31:

Fantazie a skutecnost

Zemsky rovnik je priblizné kruznice o polomeru 6 400 km. Vesmirna stanice ma tvar

koule o poloméru 6 m. Superman, ktery méri 2 m, nejprve obeSel po rovniku celou

Zemi a potom, opét po ,,rovniku“, obesel vesmirnou stanici.

Vypocitej, o kolik metrii delsi drahu vykonal vrsek jeho hlavy nez podrazka jeho boty
a) pri cesté po zemském povrchu, b) pri obchdzeni vesmirné stanice.

Vysledek zaokrouhli na desetiny metru.

0. Odvarko, J. Kadlecek: MATEMATIKA 1 pro 6. ro¢nik zakladni Skoly,
Prometheus, Praha 1997
Kapitola 5: CRTAME, RYSUJEME, MERIME
V této ucebnici najdeme ulohy na rysovani tisecky dané délky, naptiklad:
Sestroj na primce p dva body K, L tak, aby jejich vzdadlenost byla 6 cm.
Déle zde najdeme tilohy na shodnost tsecek a prenaSeni usecek pomoci kruzitka.
Zajimavou ulohou je odhadovani velikosti usecek, napiiklad uloha:
Odhadni bez mereni délku usecky UV, odhad si zapis. A ted usecku UV zmér a zapis
zmeérenou délku. O kolik milimetru ses zmylil?
Soucasti této kapitoly jsou 1 ulohy na rysovani trojuhelnikl a ctyithelniki.
Kapitola 6: POCITAME OBVODY A OBSAHY:
Zde najdeme zajimavé piiklady na pfevody jednotek délky. Piiklady:
Vyzkousej sviij odhad. Nacrtni bez pravitka a méritka
Usecku AB, kterd je podle tvého odhadu dlouha 1 centimetr,
Usecku CD s délkou jeden decimetr.
Ted’ obé usecky zmér. Pokud ses zmylil u usecky AB o méné nez 2 mm a u usecky CD
o méne nez 1 cm, mds vyborny odhad.

Také se zde objevuji ulohy na obvody mnohothelnik.
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J. Justova: MATEMATIKA pro 5. roénik ZS (tieti dil), Alter, VSen 1997
Kapitola: Geometrie

Tato ucebnice se tady zabyva vzdalenosti dvou rovnobézek a grafickym s¢itanim
a odc¢itanim usecek. Najdeme zde naptiklad tuto ulohu:

Sestroj graficky soucet/rozdil usecek KL a MN. Presnost rysovani over mérenim.
Kapitola: Opakovani

V kapitole nazvanou Opakovani najdeme tlohy na vzdalenost bodu od ptimky

a na obvody rovinnych utvart.

J. CiZnar, L. Hrdina, M. Koman, D. Rebi¢kova, F. Zapletal: MATEMATIKA
pro 6. ro¢nik zakladni Skoly, II. dil, Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha
1990

Kapitola 8: Topografické prace

V této kapitole najdeme dvé zajimavé feSené tillohy na méfeni vzdalenosti v pfirodé.
Napiiklad:

Ve vodorovném terénu vytycte primku AB pomoci bodit A, B, jejichz vzdalenost je
20 m. Na primce AB vytycte usecku CD tak, aby body C, D lezely mezi body A, B
aaby |CD|=5m, |AC|=7ma|AD| > |AC|.

J. DiviSek, L. Balint, M. JaroSova: SBIRKA ULOH Z MATEMATIKY pro 2.
a 3. roénik ZS, Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha 1989

Kapitola: GEOMETRIE

V této kapitole najdeme ulohy zabyvajici se délkou usecky, vzdalenosti bodi
ve ¢tvercove siti, prevody jednotek délky, délkami stran trojuhelniku a odhady délky
usecky. Nalezneme tady ptiklady:

Ukazte na méridle: 96 mm + 6 cm, 84 mm + 7 cm, ...

Odhadnéte délku tuzky v centimetrech. Mérenim zjistéte, jak presny byl vas odhad.
Kapitola: Zajimavé tlohy

Strana 143, ptiklad 38.: Urcete nejprve odhadem a pak mérenim, ktera z usecek FB
a BD na obrazku je delsi.
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J. Urbanova, R. Blaska, J. Kabele, M. Janki, J. Melichar, J. Smelhaus:
MATEMATIKA — cvi¢ebnice pro 5. Ro¢nik ZS (paté vydani), Statni
pedagogické nakladatelstvi, Praha 1981

Kapitola: Geometrie IV/OBSAH

V prvni podkapitole nazvané DELKA USECKY najdeme témata obvod obdélniku
a méteni délky v pfirodé pomoci kroki a dvojkrokl, kde mé zaujala nésledujici
uloha:

Na primé cesté polozte dva kameny ve vzdalenosti 100 m (podle svého odhadu). Sviij

odhad zkontrolujte zmérenim na dvojkroky.

V. Machaéek: GEOMETRIE pro stiedni Skoly pro pracujici (I. dil), Statni
pedagogické nakladatelstvi, Praha 1961
Kapitola 7: Délka kruznice a obsah kruhu.
Ucebnice se v této kapitole zabyva mimo jiné i odvozenim desetinného rozvoje

Ludolfova ¢isla pomoci vepsani i opsani pravidelného 25-thelniku.

J. Simek, J. Pirek, F. Prochazka, J. Schejbal: GEOMETRIE pro osmy ro¢nik,
Statni pedagogické nakladatelstvi, Praha 1959
Ucebnice se zabyva problematikou vepisovani pravidelného mnohouhelniku

do kruznice a vypocty délky obvodu kruznice a kruznicového oblouku.

F. Balada: MATEMATIKA pro II. tiidu gymnasii, Statni pedagogické
nakladatelstvi, Praha 1953

Kapitola 6.: Délka oblouku kruznice

V této kapitole se do¢teme o obloukové mite, ale na jejim konci je cviceni, kde jsou
zajimavé ulohy. Napftiklad:

216. Na trati se jedno kolo vozu otocilo m-krat, druhé n-krat. Urcete pomer
polomerii obou kol.

219. Urcete velikost kruznice, jejiz velikost je o 5 dm vétsi nez jeji priimer.
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E. Cech, A. FiSer, V. Jozifek, K. Kominek, J. VySin, R. Zelinka: GEOMETRIE
pro tieti tfidu stfednich Skol, Statni nakladatelstvi, Praha 1950

Kapitola IV.: Kruznice

V sSesté podkapitole nazvané Délka kruznice a kruhového oblouku najdeme pékné
ulohy na vypocet délky kruznice a kruhového oblouku. Napiiklad cviceni ¢islo 194
na strané 71:

Kus dratu dlouhy 1 m je ohnut do tvaru a) kruhu,b) polokruhu, c) ctvrtkruhu.
Vypoctéte polomer.

M. Valouch, K. SPACEK: MERICSTVI pro 1., 1l. a lll. t¥idu stfednich $kol
(sedmé, prepracované vydani), Jednota ¢eskoslovenskych matematiki a fysiki,
Praha 1933

Pro prvni tridu stfednich Skol
Kapitola 4: Méteni délek. Pocetni vykony s useCkami.
Zde se seznamime s jednotkami délky a s pojmy ,,usecka* a ,,vzdalenost dvou bodi*.
Také se naucCime s€itat a odcitat useCky a délit iseCku na shodné ¢asti.

Pro druhou tfidu stfednich kol
Kapitola 7: Vymétovani ahli a délek
V podkapitole 38, ktera nese nazev Vymeérovani délek, se dozvime, jak méfit
vzdalenost dvou bodi pomoci stifedové soumérnosti, jak se ur¢i vzdalenost
nepiistupného bodu, také se zde dozvime, jak métit vysku. Dale tady najdeme pékné
piiklady pro méteni vzdalenosti v ptirod¢, naptiklad:
193. Jak byste zmérili sirku rybnika?
194.Stanovte hledanou vysku nebo vzddlenost narysovanim prislusnych trojuhelnikii
ve zmenseném méritku.

Pro tieti tfidu stfednich Skol
Kapitola 6: Obvod a obsah kruhu a jeho ¢asti.
V této kapitole najdeme odvozeni Cisla m pfes kruznici opsany Ctverec a kruznici
vepsany Sestitthelnik a dal$i n-thelniky.
Také jsou zde ulohy na obvod kruhu, naptiklad:
258. Jakého priiméru je strom, jenz obepjat byl Siiirou délky 3 m 9 dm 7 cm?

262. kolikrat se otoci kolo priimeru 1% m na draze 100 km?
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F. Kneidl: POCETNICE pro druhou tiidu m&tanskych $kol (vydani paté,
nezménéné), Ceska graficka unie a.s., Prha 1925

V této ucebnici najdete pékné tabulky.

Cast devata: Miry, vahy a penize — tabulky:

I. Pfehled mér a vah metrickych (ukézka 1):

I. Prehled meér a vah metrickyech.

ALTIN = e ) i ’ :
Nasobky zdkladni jednotky Dily zdkladni jednotky
e ; lasa gl | S .
| = (2| 5| 8|2 | s by ol I S
ezl 2 21818 |2 L% O S B R
= g8 13 [ A" < IR R
| = | | < ‘ | =l 7
Z | Ly 1 myria- | lulu- hekto- | deka- ’ - if deci- | cenli- | mi‘li_r - e s
| [ wm hm [ <
5 2 Lm‘ m| Im | @.geay) dkm | | dm ! cm i mm = o =
| | I < ‘_:_:‘
m? i l I DA
= 100 kem? | ha | | @ | m? dm? | cm? mm? 3 %3
| km® | | ; | | =
l EEEICI _1—|_ - [ gt [\ "\4
Viz ; I } l | o ::.E
pozn. 1. dkm? [ m? L dm?® l ems D
‘ i | ‘ ‘ N
e TSR AR Y ' e
l : | dakl | 2 S ’
| (& i ml
| l | | W (Svjeary)| ! |i Pozn. 2, 1
{ | e b o IEISRArEN
| ta) e | oo | e |
‘ l ==lox‘:;”&g°_; 0 ?s(, @vjeary) kg (Svy ﬂr.vY dkg !’ g “ dyg } cy ng |
e AT
I ! I i i |
Pazn. 1. 1 km®=1 tisic mil. m®; 1 pm® = jeden bilion %
2. Dovoleny jsou téZ miry: '/a. /e s, s /a2 litru.
Obrazek 5.1: Tabulka mér, vah.
II. Miry a vahy — anglické (ukéazka 2):
I1. Miry a vahy anglické, ruské a staré rakouské.
1
Rise Miry délkove ‘; Miry plosné Miry téles (krychlové)

,;i(f&{y yard (yd) = 091438 m ' acre (akr) = 404671 a kr)'chl. yd = 076455 m?

i
| dily yd = 3 stopy (feet) po 12

palcich (inches) acre = 4840 cétvere¢. yardd | krychl. yd = 27 krychl. stop

angl. mile = 1760 yds,

yard zems (of land) = 30 acré tuna rejstifkovd, registerton?)

bE (anglickd mira nosnosti lodi)

sobky|| mofskd mile = grstupné rov-

nikového — 20288 yds | ™mile zemé (ofland) = 640 acrd, 4 © " '100 angl. krychl. stop
: !; Miry duté Vahy Poznamka E
Il
i | iibra (#4) obchodni — | ') Regisiertonjest mezindrodni
Anglie | jed- ’I = 0:4335903 kg mira nosnosti lodi. Vnitini
f — 4°3436 | e , SYiLO :
e e T e R e
— 0:373241 ke i VY ¥
| ‘ ”_ R 03‘3741 kg | v m* a rozdcleny & 2'83
‘ | #¢ = 16 unci (02) po 16 | 4 dd hruby lodni obsah
1 gallon =4 quarly a 2 pintich,?) | drachmidch (drs), I prostorovy
dily 1 pinta = 4 gilly | ¢4 troyskd =12uncia 24grén., | 2) Americky gallon — 3:7852

(gill = nejmen3i mira dutd) | drs = 3 skruple po 10 gré-

%) Americky busl = 35258 ;
nech (grs)

| barel petrol. = 42 am. gall.
quarter = 8 busld po 8 gall.®) l ) Vihy troyské jsou k vazZeni
barel = 36 gallond, i angl. cent®) (cwt) = 4 quar- drahyeh kovii a zboZi 1é-

nbéIE tuna na vino — 252 "“H"“L tery po 28 g’ B Sk ahb!
SO | {una na jiné tekut. — 192 gall., | ‘ tuna — 20 ewi 5 Amer. centdl =100 angl. Z%
tuna lodni = 42 krychl. stopy U » tuna= 2000 angl. ¢

Poznamka: Vyslovuj: @) miry délkové: jard, fit, ines; b) plo¥né: ekr, of lend; ¢) teles:. ridzistrin: &) vihu: gryn.

Obrazek 5.2: Anglické miry a vahy.
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II. Miry a vahy — ruské (ukézka 3):

B < 1! T | R e g\ !!7 7A”_
Rige |' i Miry délkové j Miry plosné J Miry téles (krychlové)
| o= -
i .V —R‘ b s P ‘ l' i k hl 2 Fomn H
B H saleii = 21336 m | Stver. sadeil = 455225 m? | 0o g0l SO =
f | I I‘
| | saZefi —a) 3 ariny,ar§in =16 | o ks p [
aily | verskii n. 28 paled, & | T S i
i !, =Db) 7stop po12palcich I N
' né- | versta — 500 sazni, desjatina :.‘2{400 ctvef?}. saZ{u’, |
| sobky | R ) | CGtverec. versta — 104Y/; des- ! —
I | Jjatiny
'i ~ Miry duté E i Vahy | Poznamka
Rusko |——! —— s e —
I eq I . libra (#4) = 0°40951236 kg, |
lnolky|  védro —12:2993 1 (¢ 1ékarnickd — .
I T? = 035832336 kg) ‘
s ¢4 = 32 lotl po 3 zolotnikich, |
i i i rasreray || 1 zolotnik — 96 dolji (dilka),
]i dily | vedro= 101 l\n:.xe::_(‘(:zoanl\u) (## lékdrnickd — 12 uncipo 8 !i
| (i po 10 carkich drachmdch, 1 drachma — 3 --
T e . 4 i skrupule po 20 granech) |
! ;‘ etvert (na obili) = 8 ¢elverika | e 1, !
| . ’ po 4 cetverkich a 2 garnce pud = 40 #
g (hrnce), berkovec = 10 pud,
I | bocka (bedka, na tekutiny)= tonna, tuna = 120 pudd
it 40 veder i

Obrazek 5.3: Ruské miry a vahy.

II. Miry a vahy — rakousko-uherské (ukazka 4):

Rige

|
|
|
|

|

Miry délkové

Miry plosné I

Miry téles (krychlové)

Z byvalého
Rak.-
Uherska

nékteré

uzivané:

u nds dosud |

Ged- | sdh (9) = 1896484 m | étvereé. sah (09 — < 1
notky i m = 0527 sihu I — 3396652 m? kryechl. sah = 6:820992 m*
|l sih = 6 stop (), stepa 12 i ol o krychl. sih — 216 krychl. stop
gily | paled () po 12 garkich, | O'= ';"?VE’,,,”“D 1 kryehl stopa 1728 krychl,
f loket =2 slopy s palei
| jitro = 16000J°,
nia- | R nnn e || koree vyseva = 1/, jilra,
sobky rakouskd mile = 4000 sdhd | mefice , = 1;”“,.3, | i
! lin = 32 jitra
i : 5 3 :
"\ Miry duté Vahy Poznamka
| koree (stryeh, ma obili) |
ed- = 93-392 1, -
notky | sud (piva) = 24 hl, Cent = 56:006 kg
‘ » (vina) = 58 hl .
—ii, korec = % veértele po 4 ctvricich, |
i = 11/, méfi . 2/, kor- ¢
. y laetiesin fikor B | daoter ot g PEb
dily ‘ ce = 1 méfice), i lotd 5 koventlikéck e
| sud (piva) =4 védra,1védro= | DALY DORELSVRILASCD
| || 40mdzi, 1m.=2pinly 4 2 zejd. | TR T e
vid. hiivna =16 lot& po 18 gré-|
! stiibra |=280668 g [nech, |
nas —_ | vid. h¥ivna (= 24 kar. po 12 grén.
sobky |

[ zlata |=4946496 g

1 karit — 0206104 g |

Obrazek 5.4: Rakousko-uherské miry a vahy.

Naskenované tabulky (ukazky) jsou v plném rozliSeni na pfilozeném CD ve slozce

s nazvem ukazky.
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J. Vojtéch: GEOMETRIE pro IV. a V. tfidu Skol stfednich (paté vydani),
Jednota ¢eskoslovenskych matematiki a fysikii, Praha 1924

Kapitola 10: Méfeni tisecek.

Podkapitoly nesou ndzvy: Méfeni a Déleni; zakladni vykony algebraické. Nazev
podkapitol jasné vystihuje obsah celé kapitoly. Najdeme zde ulohy typu:

Rozdéliti jest danou usecku na udany pocet rovnych dili.

Podkapitola 99 pojedndva o odvozeni ¢isla m pomoci opisovani a vepisovani
n-thelnik®l kruznici a o historii odvozovani a je zde zminka 1 o rektifikacich
kruznice. Najdeme tady ulohu:

Je-li dana strana pravidelného n-uheniku vepsaného do kruznice, jest vypocitati
stranu pravidelného 2n-uhelniku do téze kruznice vepsaného a stranu pravidelného
N-uhelniku téze kruznici opsaného.

Nasleduje postup feseni lohy a ptehledna tabulka vysledki.

E. Formanek, H. Vojtéchovska: MERICSTVI A RYSOVANI pro 1., 1. a lll.
tfidu mést’anskych kol divéich (paté vydani), KOMENIUM, Praha 1923

Na zacatku ucebnice (na stranach 6 a 7) najdeme text o méieni usecek, naptiklad:
Jednotka miry délkové jest metr, tj. desiti milionta cast ctvrtiny polednikové kruznice
(zemského kvadrantu). Znaménko metru jest m.

Druhé tfida zacind Ctvrtou casti nazvanou O obvodu a plosném obsahu uhelnikii
akruhu. V kapitole 29 se dozvidame, jak vypocitat obvod a plochu obdélniku
a ctverce. V nasledujicich kapitolach se naucime jak vypocitat obvod kosouhlych
rovnobézniki, trojahelniki, lichobéznikd, riznobéznikli a mnohouhelnikt. Kapitola
35 se zabyva obvodem kruhu a délkou kruhového oblouku. Docteme se zde
o Ludolfové ¢isle. Zaujala mé kapitola 39 s nazvem Obvod a plocha elipsy, protoze
vzorecek na pfesné urceni obvodu elipsy neexistuje, ale pfesto je zde uveden. Nikde
neni ani zminka, Ze jde pouze o ptiblizné urceni jejiho obvodu.

Cituji (v€etné tu¢ného zvyraznéni):

Je-li velika poloosa oznacena a, mald poloosa b, jest obvod elipsy = (a + b) . =, t. j.

obvod elipsy vypocitame, znasobime-li soucet poloos Cislem Ludolfovym.
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V kapitole 40 nazvané Prehled vypocti obvodii a ploch rovinnych utvari najdeme

na stranach 52 a 53 pe&knou tabulku: |

Jméno Obraz Obvod — 0O Plocha =P

| £ b S

(ukazka 5 a 6) ==

Lichobginik | f v E ‘ “':';:t @ta). 5
§ 40. P¥ehled vypo&ti obvodit a ploch rovinnych dtvara. -

Zkratky: a=hlavni poloosa elipsy, b = vedlej&i poloosa elipsy;
d = délka, s — strana, § = §ifka, % = Ghlop¥idka, » — vyika, 2 = zékladna- 5 S A
/ % Riiznobéznik YA T VAN

Jméno Obraz Obvod =0 Plocha = P S
o 1 Rovnostranny : AT
i R s*.0'433
‘ d.3 trojiuhelnik it e
Obdélnik 'l‘ @+3.2 d=P 43 Ene)
§=P:d. ALTISE Shabu Lol TS
(S 7]
- 2 Pravidelny i 2 o
2 7 . | #mebog Sestiihelnik O s ph
Stverec s
. : e
P 5=\p.
1 Pravidelny Y Hoy
.7 5 (smiet i osmitihelnik Sl £ e
Kosodélnik ousednich stran). 2| z.v |
e E
o
obvod + —»
S 2
Kosoétveree s.4 2. nebo 2 :2"2 2.r—=
T ] Kruh d.n, kit
d=0:n

w|a

SR R)

Ty
Ze —
3% y soucet 2 d=\/p. 2.
Trojihelnik i RN V 7
N

Mezikruzi 2w R+2ar. (R*—1rY). n

Obrazek 5.5: Piehled vzorcu — prvni ¢ast.

Elipsa (a+b).n a.b.xw

Obriazek 5.6: Prehled vorct — druhd ¢ast.

Za zminku stoji jesté prehledna tabulka metrickych mér a vah, kterou najdeme

na strané 77 (ukazka 7).

Tabulka metrickych mér a vah.

Jednotkou miry

délkové —m | vloiné —m* |krychlové — m|duté— 1 | vah=Fhg
m=10dm m® — 100dm*| m*=1000dm* l=10dl|dkg =10 g

dm =10 ¢m |dm?*=100cm? [dm? = 1000 em3|dl —10 ¢l| g =10 dg
b, | em=10mm |cm* — 100 mm=em*=1000mm? dg=10cg
g cg =10 myg
bnE n{telI i S S RO ane i S {11 ARty 1000 . . .10 e o 1 ()
:": 1.000 w0 = km | 100 m*=a 1000 = hl| 100 kg = q
2 [10.000 m — wm | 100 a == ha | 2 1000 kg =t

32 100 ha = fem* |

Obrazek 5.7: Tabulka metrickych mér a vah.

Naskenované tabulky (ukédzky) jsou v plném rozliSeni na ptfilozeném CD ve slozce

S nazvem ukazky.
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J. Havelka: GEOMETRIE L. pro tstavy ulitelské, Ceskoslovenska graficka unie
a. s., Prahal922

Kapitola 6.: Zakladni kiivky rovinné
Podkapitola 31. Obvod a plocha kruhu se vénuje odvozeni Ludolfova Cisla a opét
tady najdeme péknou tabulku pro vymezeni Cisla @ pomoci kruznici opsanych

I vepsanych n-tihelniki (vyéisleni az pro 3072-thelnik).

A. Strnad, K. Rasin: GEOMETRIE pro vyssi $koly realné — dil I1., F. Kytka,
Praha 1913

Kapitola XII.: Obvod a obsah kruhu.

Prvni ulohou v podkapitole 59. nazvané Obvod a obsah pravidelnych mnohouhelniku
je: 1. Ddna jest strana a, pravidelného n-ithelnika vepsaného do kruznice poloméru

r, vypocitati
a) stranu ap, pravid. n-uhelnika téze kruznici vepsaného,
b) stranu d, pravid. n-ihelnika téze kruznici opsaného.

Nasleduje feseni, tabulka vysledkii a zavér. Nicméné obvodem kruhu, Ludolfovym
¢islem 1 jeho historii se zabyva dalsi podkapitola, kde najdeme 1 mnoho zajimavych

uloh, naptiklad:
Kolikrat se otoci kolo majici 1 m priuméru na draze 1 km?

V ucebnici je i zminka o Kochaiiského rektifikaci kruznice.
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Zavér

V bakalarské praci jsme se nejdiive zabyvali axiomatickou vystavbou

euklidovské geometrie.

Druha kapitola pojednava o historii.

Ve tieti kapitole jsme si ukdzali, jak postupoval Archimédés pii pocitani délky
kruznice, a jak se tento postup da vyuzit na stfedni Skole a také jsme si ukazali tfi
nejznamé;jsi rektifikace kruznice.

O rovinnych i prostorovych kiivkach je nasledujici ¢tvrta kapitola. Najdeme v ni
i ptiklady na vypocet délky ruznych kiivek.

Posledni kapitola ukazuje, jaké zajimavé piiklady k tématu méteni délek ukryvaji
staré 1 nové ucebnice.

Prace obsahuje obrazky vytvofené v pocitatovych programech GeoGebra,
MatLab a Rhino. Tabulky jsou vytvafené v tabulkové aplikaci Microsoft Excel.
A pro vypocty byl vyuZivam internetovy program Wolfram Alpha.

Potésilo by mé, kdyby moje bakalaiska prace Méteni délek mohla slouzit jako

inspirace pro budouci i soucasné ucitele matematiky.
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Seznam pouzitych zkratek a znacek
Zkratky:

atd. = a tak dale

cm = centimetr

cos = goniometricka funkce cosinus
m = metr

mm = milimetr

pt. n. . = pfed nasim letopoctem

SI = Systéme International

sin = goniometricka funkce sinus

str. = strana
tan = goniometrickd funkce tangens
tj. =to je

tzv. = tak zvany
Znacky:

A = trojiihelnik
& = uhel

IX| = velikost x

1t = Ludolfovo ¢islo
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Priloha — Priruc¢ka malého mérice

(Prirucka

Vvive\v

Jméno
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Ahoyj,

Jjmenuji se Metrik a v této prirucce té naucim
spoustu uZitecnych véci. URdZu ti, jak si vyrobit
jednoduchd méridla, jak a cim mérit vzddlenosti
doma, ve Skole i v prirode.

Doufdm, Ze té to bude bavit tak jako mé a uZijes

si pri méteni spoustu legrace.

Meéveni zdar!

Tviij Metrik,

64



Nejdrive si_zopakujeme nase jednotky delky a jejich

prevody:
ZdRladni jednotkou délRy je metr — znacka m.
Dalsi jednotky a jejich znacky:
o milimetr ......mm
® centimetr.....cm

® decimetr.......dm

o kilometr...... kRm

Prevody:

1 km = 1000 m
1m=10dm =100 cm = 1000 mm
1dm=10cm =100 mm

1cm=10mm
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Postup pri mérent:

1. Zvol si spravné métidlo (pravitRo).

2. PriloZ pociteR, méridla (nulu) na zacditek,
méreného predmétu,

3. Srovnej méridlo rovné (tésné) podle méreného
predmétu. Dej pozor, aby se ti neposunul
zacdtek méridla.

4. Zjisti udaj na stupnici, Ktery je na Ronci
métidla. Nebo spocitej jednotky na métidle od
zacdtku do konce predmétu.

5. Pri Cteni jednotek se na stupnici divej Rolmo.

6. Uvédom si jednotRy, v Rterych méris, a zapis

nameérené tidaje.

L ALEABJRALE
ofaovzozfﬂ
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Ted’ si vyrobime pomiicku na méteni vétsi vzddlenosti.
Napriklad vzddlenost dvou stromi, délRu stény tridy,
délku hodu. ..

Meétidlo 1: Co budeme potrebovat?

® Provdzek urcité delRy - nejlépe 8 m
o [ihovy fix (misto fixu [ze pouZit iSpendliky,
samolepky, uzliky...)

Postup:

Rozmote] provdzek, ale dej pozor, aby se ti nezamotal.
Dej konce provdzRu K sobé a provizek preloZ presné
na polovinu, v prefybu udélej znacku. PreloZeny provdzek,
preloZ opét na polovinu a opét udélej v prehybu znacku.
Tento postup opakRyyj jesté dvakydt. Pak provdzek rozdélej.
Ziskal jsi tak 15 znacek vzddlenych od sebe 50 cm. TakzZe

mds meéridlo s jednou jednotkou o wvelikosti 50 cm.
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Méridlo 2: Co budeme potrebovat?

® Pravitko

o Provdzek, (¢im delsi, tim lepsi, ale dej pozor, aby se ti
nezamotal)

® [ihovy fix (misto fixu [ze pouZit iSpendliky,
samolepRy, uzliky...)

Postup:

Vezmi si vSechno, co budeme pottebovat. Rozmysli si, jaké
jednotky budes chtit pii méteni pouZivat. Jd jsem volil
jako jeden dilek 50 cm, ale [ze volit i 10 cm, nebo rovny
1 m. PriloZ zacdtek provizRu R nule na pravitku a fixem
udélej na provizku znacku ve vzddlenosti zvolené
jednotRy. Potom provdzeR, posuti tak, aby znalka
na provdzRy byla u nuly na pravitRu a opét udelej znacku
na provdizku ve vzddlenosti zvolené jednotky. Tento

postup opakyj aZ do konce provdzRu.

68



Dalsi pomiicka bude slouZit R méreni vysky.
Meétidlo 3: Priprav si:

o Turdy papir ve tvaru obdélniku

o NiZky

o Dérovacku (nebo néco, cim udélds do papiru dirku)

o Kousek provazRu (postaci i pevnd nit)

Postup:

Opatrné preloZte ctvrtRu tak, jak je na obrazku.
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Prebytecnou Cdst odstrihnéte, jak je vyznaceno na dalsim

obrdzku.

Odstiihnout

PreloZenou cdst rozloZ. Tim ziskds ctverec. OdstiZenou
cdst (tu mensi) miiZes zahodit, nebudeme ji uZ potiebovat.
V jednom rohu ctverce udélej dirku. Dirkou protdhni Rus

provdzku a jeho Ronce spoj uzlikem.
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Pro Méteni obvodu a priiméru Rmene stromu si pripravime

dalsi métidlo.

Meétidlo 4: Co si mds pripravit?

® Pravitko
® Provdzek — miiZe byt Ryatsi, cca 2 m

o Lihovy fix

Postup:

Vezmi si vse, co budeme potiebovat. PriloZ jeden Ronec
provdizku K nule na pravitku. Srovnej provdzek podél

pravitka a udélej znacky na provdzRu ve vzddlenosti

3 cm.
TakZe u téchto Cisel na pravitRu: 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21,
24, 27, 30 udélej znacku. Pak, pravitko posuti a postup

opakuj, aZ se dostanes na Ronec provdzRu.
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NeZ zacneme mérit, tak, si povime néco mdlo o tom, jak,

lidé mérili drive.

Meéreni délRy je cinnost clovéRa, Rterd ho provdzi uZ
od nejstarsich déjin. Aby bylo moZné méfit, je potreba
zvolit vhodné jednotRy. Drive si lidé volili jako jednotky
délky cdsti svého téla, napriklad palec, loket, sdh, stopu. ..
Bylo to sice velmi neptesné, ale vyhodou bylo, Ze RaZdy
mél sviij ,metr” vZdy po ruce.

Takovych jednoteR, bylo wvelké mnoZstvi, proto bylo
potteba je sjednotit. K vyraznym snahdm o sjednoceni
jednoteR mér doslo aZ v 18. stoleti.

Ale aZ v 19. stoleti byla podepsina dohoda o pouZivini
metrickych jednotek, protoZe zdRladni jednotkou byl
zvolen metr. A tato soustava dostala ndzev metrickd
a stala zdkladem pro Mezindrodni soustavu jednotek

zvanou SI, Rterou pouZivime dodnes.
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Jak uZ jsem tikal, lidé drive pouZivali R méteni délRy cdsti

svého téla.

Takové méreni si miZeS vyzRouset i ty a porovndnim
vysledkil se spoluzdky se miiZes presvédcit o tom, jak moc

nepresné to méteni bylo. ..

Takové jednotky délRy jsou napriklad:

prst, palec, loket, sah, stopa, Rrok,

Sttka prstu nebo palce je jasnd.

Ale co je to vlastné loket a sdh?

Loket  je délka mezi loRetnim Rloubem a SpicRou
prostrednicku. Sdh je délka mezi Spickami prostiednickii
rozpaZenych rukou.

Stopa je veliRost tvého chodidla a Ryok je délkou kroku.
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Nejdiive si vyzRousime méteni a nase métidla ve tiide.

A moje proni iRoly zni:

o Zmér Rolik stop je dlouhd trida.

Cus
Délka tiidyje_____ stop. |

o Zmér pomoci naseho vyrobeného provdzRového
méridla, jak je dlouhd trida.
Trida je dlouhd dm.

o Zmét, Rolik palcii je Sirokd tvoje lavice.

—_——
—_—
—_—

Lavice je Sirokd palcil.

o Zmér Rolik centimetrii je SiroRy tviij sesit.

Sesit je SiroRy cm.

Zapsané vysledRy porovnej se spoluZdRy.
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Nyni se presuneme ven. V' této Cdsti té€ naucim R cCemu
ajak, pouZivat nase pfipravend méridla a jak zméfit

vzddlenost nedostupnych mist.

Co si mds s sebou vzit na cestu?

o VSechna nase vyrobend méridla a pomiicky (provdzky
s jednotkami, papirovy ctverec)

o Tuto prirucku

o (epici s Rgiltem

o Kalkulacku (jisté se ti bude hodit)

e Stopky

® Papir a tuZRu na zapisovdni vysledkii

o Néjakou svacinu a piti
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Ted si zkusime zmérit vzddlenost dvou stromii.

Jak na to?

Vezmi si pripravené métidlo 1 nebo 2. fJeden Ronec
provdzRu poloZ na zem tésné Re Rmeni stromu. Pak popros
svého Ramardda/ RamarddRu, aby ti ho tam pridrZel. Pak,
provdzeR, natihni aZ Rdruhému Rmeni stromu. Ddvej
pozor, aby se ti provdzeR nezacuchal a aby byl napnuty
a poloZeny na zemi. Pokud tomu tak je, spocitej, Rolik,
dilkii provizku se veslo mezi ty dva Rmeny. ®Pak si
uvédom, jak je velRy jeden dileR a zapis si vysledeR,

Vzddlenost mezi dvéma stromy je:
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Druhym 1ikolem je zméfit priimér Rinene stromu.

Ale nejdrive si priprav méridlo 4. Je to Ryatsi provdzek,
Rtery — md  jednu  jednotRu  dlouhou 3 cm.
Vyber si néjaky pékny strom. Pak ho timto provizkem
omotej. Ddvej pozor, aby byl provdzeR na vsech mistech
priblizné stejné vysoRo. ZaldteR, provdzku se ti musi
potkat s jinou Cdsti provazRu. V té jiné dsti si provdzeR,
chytni a spocitej, Rolik, dilkii jsi vzddlen od zacdtku
provdzRu. Priblizné tolik, centimetrii je priimér tohoto

Kmene stromu.
Priimér Rmene je:

cm.
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Dalsi, co zmétime, bude obvod kmene stromu.

Nebude to nic téZkého, ale moZnd pouzijes Ralkulacku.

Méridlo i postup bude iplné stejny jako u predchoziho
prikladu. TakZe si priprav méridlo 4. Vyber si néjaky
pékny strom. Pak, ho timto provdzkem omotej. Ddvej
pozor, aby byl provdzek na vsech mistech pribliZné stejné
vysoRo. ZacdteR provdzRu se ti musi potkat s jinou Cdsti
provdzRu. V'té jiné cdsti si provdzeR, chytni a spocitej,
RoliR dilkii jsi vzddlen od zacdtRu provdzRu.

Ted’ ale jesté nezapisuj vysledeR, Nejdiive musis pocet
dilkil vyndsobit tiemi.

Pak, dostanes vysledny obvod  Rmene  stromu

1]

v centimetrech.

Obvod kmene je: cm.
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A kdyZ ug jsme u téch stromil, tak bychom mohli zRusit
zméfit jefich vysku pomoci naseho papirového ctverce.
Tohle méreni vyZaduje vhodny strom, Rtery je néRde
na Rraji lesa a kolem néj je dostateR volného prostoru,
nebo strom, Rtery je primo na louce.

Pokud mds takovy strom, pak si priprav nase provizRové
métidlo a papirovy cCtverec.

Stoupni si tak daleko od stromu, jak vysoRy asi je —
odhadem. Pak chytni Ctverec za provdzek a snaZ se ho
stovnot tak, aby zorny paprseR (smér jakym se divds)
z naseho oka R vrcholku stromu splyval s jednou stranou
Ctverce (jako je na obrdzRu). Potom zmét, jak vysoko je
tvoje oRo nad zemi a jak daleRo jsi od stromu. Soucet
téchto vzddlenosti je vyska stromu. Pozor, scitat miiZes

pouze stejné jednotky. ..

Vyska stromu je




Co bychom si jesté mohli zmeétit? UZ vim! Zmétime si
vySku mostu nad hladinou 7eky.

Nejdrive si najdi néjaky pékny Raminek, Pak, si priprav
stopRy. Stoupni si na most tak, aby bylo dobre videét
na hladinu vody vedle mostu. Vezmi si do jedné ruky
Ramen a do druhé stopRy. RuRu s Ramenem natdhni
z mostu nad vodu. Ve chvili, kdy poustis Rdmen, stiskni
stopRy, a RdyZ kdmen dopadne na hladinu, tak je zase
rychle stopni.

Pak_ si vyndej Ralkulacku a pouzij jednoduchy vypocet pro
priblizné urceni vysky, Rtery je:

5 - naméteny cas - naméreny cas = vyska mostu

(Jd jsem naméril 2 vtetiny, takZe milj vypocet byl: 5 -2 - 2

= 20, a proto je vyska mého mostu 20 metrii).

Vyska mostu je m.




Rikds si, pro¢ jsi mél mit Cepici s R§iltem (R§iltovku)? Rdd
ti to povim, je to idedlni pomiicka pro méteni Sirky 7eRy
a vzddlenosti dalSich nepristupnych mist.

TakZe si to ted vyzRousime.

Nasadsi R§iltovku na hlavu. Postav se na jeden breh reky.
Nastav si R§ilt na hlavé tak, aby se Rryl s okrajem druhého
brehu teky. Ted’ vidis pouze vodu v fece. Pak, se otoc,
pripadné Rousek popojdi tak, abys vidél néjaké misto, Ram
se dd dojit, ale nehybej s hlavou ani s Ksiltem. Popros
nékoho, aby oznacil treba vétvi nebo Ramenem misto, Které
vidis stejné, jako jsi vidél druhy breh. Pozor! To misto
nesmi byt na Ropci ani néRde dole. Musi byt v roviné. Pak,
zmet métidlem 1 nebo 2 vzddlenost od tebe kK oznacenému

mistu. Tato vzddlenost se rovnd Sitce mérené reky.
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Na konec naseho méteni bych ti chtél predat jesté pdr

ndpadil.

Hloubku studny miiZes zjistit stejnym zpiisobem, jako

jsme métili vysku mostu nad hladinou 7eRy.

Pomoci KSiltovky se dd zméfit wvzddlenost 1jinych

nepristupnych mist, ne jenom $irka reky. ..

Pomoci naseho ctverce miiZeme mérit vysku cehoRoli, tieba

sloupu, domu, rozhledny.

Priimér nemusi byt jen Rmene stromu, ale vSech Rulatych

véci, jako treba mice, nebo nasi hlavy.

No a vzddlenosti dvou predmétii se daji zmérit cimRoli

pomoct stop, Rroki, jednoduchych i sloZitych méridel. . ..
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Doufdm, Ze vysledRy mds vSechny poctivé zapsané

a ted je miiZes porovnat se svymi spoluZdky.

Veérim, Ze té€ moje ndvody inspirovaly R dalsimu
méreni a budes v tom poRracovat. Ale dej pozor
na bezpecnost, nikde se mnevyRldnéj a meév vZdy
spolecné s dospélou osobou, Rterd ti urcité rdda

pomiiZe.

Nezapomerti na me.

Tvilj Metrik,
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Tvoje ndpady:
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