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Předmluva

Gravitace od nedávna přitahovala lidskou pozornost. Její chápání a popis se vý-
razně měnily v průběhu dějin. Důležitými pionýry ve snahách o popsání gravitace
byli G. Galilei se svými pokusy na Šikmé věži a Johannes Kepler a jeho zákony o
pohybu planet ve Sluneční soustavě. První ucelená a úspěšná teorie je pak dílem
I. Newtona. Newtonova teorie se osvědčila v popisu širokého spektra astrofyzi-
kálních jevů a používá se nejen ve výuce na školách, ale i prakticky dodnes.

A. Einstein uspěl v hledání teorie, která je kompatibilní s požadavky speciální
teorie relativity a zároveň vysvětluje některá astronomická pozorování nesou-
hlasící s Newtonovou teorií. Einsteinova teorie gravitace je výrazně odlišná od
Newtonova pojetí gravitace jako síly působící okamžitě na dálku. Místo toho tvr-
dí, že gravitace je projevem zakřivení prostoročasu. Prostor a čas už nadále nelze
chápat jako veličiny nezávislé na probíhajících fyzikálních dějích.

Einsteinova teorie je ověřována a úspěšně aplikována v mnoha oblastech ast-
rofyzikálního bádání. Například kosmologické modely využívající obecnou teorii
relativity ukázaly, že vesmír je dynamický a neustále se vyvíjí.

Problém s používáním obecné relativity tkví v obtížnosti hledání řešení pří-
slušných rovnic. První pokusy o jejich řešení se zabývaly hledáním prostoročasů
se symetriemi, Einsteinovy rovnice se tím významně zjednoduší. Je tedy žádoucí
prostoročasy jistým způsobem klasifikovat podle přítomnosti symetrií, roztřídit je
do kategorií se společnými vlastnostmi. Jedním z přístupů je Petrovova algebraic-
ká klasifikace2. Společně s užitím algebraické speciálnosti a Goldbergova-Sachsova
teorému byla nalezena Kerrova metrika [1]. Dalším známým výsledkem využíva-
jící algebraické klasifikace je tzv. peeling teorém. Algebraická klasifikace se ale
nutně neomezuje pouze na prostoročasy, které jsou řešením Einsteinových rovnic.

Přes všechny úspěchy obecné teorie relativity se s ní někteří vědci nespokojili
a v průběhu času navrhli nebřeberné množství alternativních teorií. Mnohé z
nich na obecné relativitě staví a snaží se ji zobecnit. Existují i pokusy skloubit
obecnou relativitu s kvantovými teoriemi pole. Žádná z těchto teorií však zatím
nebyla úspěšně potvrzena experimenty.

Rozšíření algebraické klasifikace do prostoročasů s více než čtyřmi rozměry
bylo také zkoušeno. Bylo nalezeno několik alternativních přístupů, které nejsou
nutně navzájem ekvivalentní, ale dávají stejné výsledky pro čtyřrozměrné prosto-
ročasy. Klasifikace prostoročasů ve vyšších rozměrech je tedy bohatší. Zobecnit
Goldbergův-Sachsův teorém se ukázalo být ještě složitější a dosud nebyla vy-
pracována ucelená verze pro prostoročas libovolné dimenze. Dílčích výsledků již
dosaženo bylo.

2Petrovova klasifikace zkoumá Weylův tenzor. Segreova klasifikace tenzor energie a hybnosti či Ricciho tenzor.
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Zaměření práce

Zadaný obor diplomové práce, gravitace ve vyšších dimenzích, je velmi obsáhlý. Z
možných témat se práce zaměřuje na algebraickou klasifikaci ve vyšších rozměrech
a pokusy o zoběcnění Goldbergova-Sachsova teorému do vyšších rozměrů.

Cílem bude osvojení si základů algebraické klasifikace ve vyšších rozměrech a
zkoumání prostoročasů typu III v šesti dimenzích.

Obeznámení

Práce se primárně zaměřuje na seznámení studenta s vybraným tématem. Hlavní
oddíl diplomové práce značně přebírá ze zdrojů uvedených na začátku každé části.
Vlastní práce autora je obsažena v kapitole 6.4 a v dodatcích.

V textu se objevují anglické názvy pro odborné termíny bez vžitého českého
názvu.

Konvence

Vektory se zapisují tučně. Používá se Einsteinova sumační konvence, sčítá se i ve
výrazech s indexy na stejné úrovni: BijCjk. Naopak se nesčítá, pokud jsou oba
indexy v závorce: Bi(j)C(j)k. Symetrizace: B(ij) =

1
2
(Bij +Bji), antisymetrizace:

B[ij] =
1
2
(Bij −Bji), cyklus: B{ijk} = Bijk +Bkij +Bjki.
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Část I

Základy algebraické klasifikace ve
vyšších dimenzích
Následuje stručný úvod do algebraické klasifikace Weylova tenzoru ve vyšších roz-
měrech3 a zobecněného Gerochova-Heldova-Penroseova a Newmanova-Penrosova4

formalismu. Převzato z [2] a [3].

1 Klasifikace tenzorů pomocí null alignment5

1.1 Zavedení prostoru, báze a Lorentzových transformací

Pracuje se v n-rozměrném prostoročase s Lorentzovskou metrikou. Je zvolena
n-tice vektorů jako tzv. nulová báze6

{ℓ ≡ e(0) = e(1),n ≡ e(1) = e(0),m(i) = m(i)}, (1.1)

kde ℓ a n jsou nulové vektory. Vektorů m(i) je (n − 2) a jsou prostorupodobné.
Vektory splňují relace

ℓ · ℓ = lala = 0, n · n = nana = 0, (1.2)
ℓ · n = lana = 1, m(i) ·m(j) = m(i)am(j)

a = δij.

Ortochronní Lorentzovy transformace jsou tvořeny nulovými rotacemi kolem jed-
noho z nulových vektorů

ℓ̂ = ℓ+ zim
(i) − 1

2
zizin, n̂ = n, m̂(i) = m(i) − zin, (1.3)

n̂ = n+ z′im
(i) − 1

2
z′iz′iℓ, ℓ̂ = ℓ, m̂(i) = m(i) − z′iℓ, (1.4)

spiny popsané ortogonální maticí X i
j

ℓ̂ = ℓ, n̂ = n, m̂(j) = X i
jm

(j) (1.5)

a boosty (λ > 0)

ℓ̂ = λℓ, n̂ = λ−1n, m̂(i) = m(i). (1.6)
3Termíny dimenze a rozměr se oba v textu práce vyskytují se stejným významem.
4Nadále jen GHP a NP.
5’Nulového zarovnání.’
6V originále ’null frame’. Ve čtyřrozměrném prostočasu se tato báze nazývá tetráda.
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1.2 Boostová váha, boostový řád, alignment, algebraické typy

Nechť T je tenzor se složkami Tâ..b̂ v nulové bázi a složkami Ta..b v souřadnicové
bázi.

Definice 1.1. Veličina q má boostovou váhu7 b, když se při transformaci (1.6)
změní na q̂ = λbq.

Snadno se nahlédne, že boostová váha složky tenzoru T v nulové bázi je jed-
noduše rozdíl počtu indexů s nulou a jedničkou.

Definice 1.2. Boostový řád tenzoru T vzhledem k bázi ℓ,n,m(i) je nejvyšší z
boostových vah jeho složek

bo(T) = max{b(Tâ..b̂) |Tâ..b̂ ̸= 0}. (1.7)

Platí, že boostový řád záleží pouze na volbě směru ℓ. Zvolí-li se nová báze,
kde ℓ̂ = λℓ (λ > 0) a ostatní vektory libovolně tak, aby splňovali (1.2), pak se
boostový řád nezmění. Boostový řád tenzoru T vzhledem ke směru ℓ se značí
boℓ(T).

Definice 1.3. Vezme se nejvyšší boostový řád tenzoru T přes všechny směry ℓ

bomax(T) = max{boℓ(T) | ℓ je nulový}. (1.8)

Vektor ℓ se nazývá aligned null direction (AND)8 tenzoru T , pokud bomax(T) >

boℓ(T). Rozdíl bomax(T)− boℓ(T) se nazývá jeho násobností.

Nyní se zavedou hlavní veličiny, které určují algebraický typ tenzoru.

Definice 1.4. Jako principal alignment type (PAT)9 tenzoru T se chápe rozdíl

PAT = bomax(T)− bomin(T), (1.9)

kde
bomin(T) = min{boℓ(T) | ℓ je nulový}. (1.10)

Nechť ℓ je směr s nejvyšší násobností. Secondary alignment type (SAT)10 se
definuje jako

SAT = bomax(T)− b̃omin(T), (1.11)

kde

b̃omin(T) = min{bon(T) |n je nulový s různým směrem od ℓ}. (1.12)
7’Boost weight.’
8’Zarovnaným nulovým směrem.’
9’Hlavním typem zarovnání.’

10’Vedlejší typ zarovnání.’
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A konečně:

Definice 1.5. Alignment type tenzoru je dvojice čísel (PAT, SAT).

Tenzoru T nyní lze přiřadit algebraický typ dle následující definice.

Definice 1.6. Netriviální tenzor T je algebraického typu

• G pro PAT = 0

• I pro PAT ≥ 1

• II pro PAT ≥ bomax(T)

• D pro PAT = SAT = bomax(T)

• III pro PAT ≥ bomax(T) + 1

• N pro PAT = 2bomax(T).
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2 Algebraická klasifikace Weylova tenzoru ve vyšších roz-
měrech

2.1 Weylův tenzor

Weylův tenzor lze zavést jako čistě matematický objekt, ale nejprve pár slov o
jeho dobře známých fyzikálních vlastnostech.

Jedná se o bezestopou část rozkladu Riemannova tenzoru

Cabcd = Rabcd −
2

n− 2
(ga[cRd]b − gb[cRd]a) +

2

(n− 1)(n− 2)
Rga[cgd]b. (2.1)

Popisuje tedy zakřivení vakuové části prostoročasu, uváží-li se tvar Einsteinových
rovnic. Dále platí, že Weylův tenzor je invariantní při konformních transformacích
metriky. Dá se dokázat, že prostoročas je konformně plochý právě tehdy, když
Weylův tenzor je všude nulový.11

Pro potřeby této práce postačí vědět, že Weylův tenzor má stejné symetrie
jako Riemannův tenzor a je zcela bezestopý

Cabcd = C{abcd} ≡
1

2
(C [ab][cd] + C [cd][ab]), (2.2)

Ca[bcd] = 0, (2.3)
Cc

acb = 0, (2.4)

což dává podmínky na složky Weylova tenzoru v bázi (1.1). Weylův tenzor tedy
se rozloží v bázi (1.1) následovně [3]:

b.w. Složky Označení a relace
2 C0i0j Ωij = Ωji, Ωii = 0

1 C0ijk Ψijk = −Ψikj, Ψ[ijk] = 0

C010i Ψi = Ψkik

0

Cijkl Φijkl = Φ[ij][kl] = Φklij, Φi[jkl] = 0

C0i1j ΦS
ij ≡ Φ(ij) = −1

2
Φikjk

C01ij ΦA
ij ≡ Φ[ij]

C0101 Φ = Φii

-1 C1ijk Ψ′
ijk = −Ψ′

ikj, Ψ
′
[ijk] = 0

C101i Ψ′
i = Ψ′

kik

-2 C1i1j Ω′
ij = Ω′

ji, Ω
′
ii = 0

Tabulka 2.1: Rozklad Weylova tenzoru do složek dle boostových vah. GHP formalismus.

2.2 Klasifikace Weylova tenzoru pomocí nulových směrů

Nyní se aplikuje klasifikace tenzorů s využitím null alignment na Weylův tenzor.
11Pro n ≥ 4 rozměrný prostoročas.
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Definice 2.1. Nulový směr daný vektorem ℓ se nazývá Weyl aligned null direction
(WAND), pokud se jedná o aligned null direction (AND) Weylova tenzoru. WAND
s násobností > 1 se značí mWAND12.

Definice 2.2. Weylův tenzor je algebraicky speciální, když připouští mWAND.

Prostoročas daného Weylova typu má všude Weylův tenzor onoho typu (nebo
speciálnější).

Zavedená algebraická klasifikace je ekvivalentní Petrovově klasifikaci pro čtyřroz-
měrný prostoročas.

Porovnání Weylových typů s Petrovovými typy pro 4D [3]:

n > 4 rozměry 4 rozměry
Weylův typ Alignment type (PAT,SAT) Petrovův typ

G (0, 0)

I (1, 0)

Ii (1, 1) I
II (2, 0)

IIi (2, 1) II
D (2, 2) D
III (3, 0)

IIIi (3, 1) III
N (4, 0) N

Tabulka 2.2: Srovnání Weylovy klasifikace pro n > 4 s Petrovovou klasifikací.

2.3 Určení Weylova typu

Zbývá ještě zmínit metody určení Weylova typu. Dle definice (1.6) by se měl
rozložit Weylův tenzor do složek báze (1.1), určit jejich boostová váha a pomocí
nulových rotací vynulovat co nejvíce složek s nejvyššími a nejnižšími boostovými
váhami. Existují i praktičtější postupy: Bel-Debeverova kritéria a určení hlavních
nulových směrů tenzoru superenergie13.

Belova-Debeverova kritéria sestávají z množiny polynomiálních rovnic pro ne-
známý vektor ℓ

ℓ je WAND (typ I) ⇐⇒ ℓ[eCa]bc[dℓf ]ℓ
bℓc = 0 (2.5)

ℓ je WAND násobnosti ≥ 2 (typ II) ⇐⇒ ℓ[eCa]b[cdℓf ]ℓ
b = 0 (2.6)

ℓ je WAND násobnosti ≥ 3 (typ III) ⇐⇒ ℓ[eCab][cdℓf ] = 0 (2.7)
ℓ je WAND násobnosti ≥ 4 (typ N) ⇐⇒ Cab[cdℓe] = 0. (2.8)

12’multiple WAND’
13Ang. ’superenergy tensor’.
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Z Weylova tenzoru lze rovněž sestavit tzv. tenzor superenergie. Nalezením jeho
hlavních nulových směrů se pak určí typ Weylova tenzoru.

Podrobněji viz [3].
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3 Alternativní přístupy k algebraické klasifikaci ve vyšších
rozměrech

Jsou další možnosti, jak klasifikovat tenzory ve vyšších rozměrech. Diplomová
práce se jimi nebude podrobně zabývat.

3.1 Spinorové typy pětirozměrných časoprostorů a klasifikace podle
optické struktury

Petrovova klasifikace podle hlavních nulových směrů ve čtyřech rozměrech je ekvi-
valentní klasifikaci využívající spinory. De Smet přišel se zobecněním této klasi-
fikace pro pětirozměrné prostoročasy, která ovšem není ekvivalentní klasifikaci
pomocí WANDů.

Lze ukázat, že existuje osm různých spinorových typů. [3]
Dále lze prostoročasy klasifikovat pomocí optických struktur viz [4] pro refe-

renci.
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4 Využití algebraické klasifikace

4.1 Peeling teorém

Ve čtyřrozměrných asymptoticky plochých časoprostorech je známo chování Wey-
lova tenzoru podél nulové geodetiky jdoucí do nekonečna

Cµνρσ = λ−1C(N)
µνρσ+λ

−2C(III)
µνρσ+λ

−3C(II)
µνρσ+λ

−4C(I)
µνρσ+O(λ−5), (4.1)

kde λ je afinní parametr. C(N)
µνρσ je Weylův tenzor typu N (a podobně pro typy

III, II a I). Tento výsledek se nazývá peeling teorém.
Při zobecnění do vyšších rozměrů musí být zohledněno, jak definovat asympto-

tickou plochost prostoročasu. Podrobnější diskuzi lze nalézt v [5]. Zde jsou pouze
konstatovány výsledky.

Pětirozměrná verze je speciální

Cµνρσ = λ−3/2C(N)
µνρσ +λ

−5/2C(II)
µνρσ +λ

−3C(N ′)
µνρσ +λ

−7/2C(G)
µνρσ +O(λ−4),

(4.2)
kde C(N ′)

µνρσ je odlišný od C(N)
µνρσ.

Pro n ≥ 6

Cµνρσ = λ−(n/2−1)C(N)
µνρσ + λ−n/2C(II)

µνρσ + λ−(n/2+1)C(G)
µνρσ +

+

O(λ−(n/2+2)) pro n sudé
O(λ−(n/2+3/2)) pro n liché

. (4.3)

4.2 Goldbergův-Sachsův teorém ve 4D

Goldbergův-Sachsův teorém platný ve čtyřech rozměrech lze vyjádřit následovně
(např. [3]):

Nulové vektorové pole v prostoročase, který je řešením Eisteinových rovnic
a zároveň není konformně plochý, je násobný PND14 právě tehdy, když je toto
vektorové pole geodetické a má nulový shear (κ = 0, resp. σ = 0 - viz kapitola
5.2).

14’Principal Null Direction’ (Hlavní nulový směr)
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Část II

Snaha o rozšíření Goldbergova-Sachsova
teorému do vyšších rozměrů
Převzato z [3].

Rozšíření Goldbergova-Sachsova teorému do vyšších dimenzí vyžaduje zna-
lost vztahů mezi algebraicky speciálními prostoročasy a vlastnostmi příslušných
kongruencí nulových geodetik. Zobecnění geodetické části teorému je poměrně
přímočaré, protože platí (viz [3]):

Prostoročas s rozměrem n > 4 řešící Einsteinovy rovnice dovoluje mWAND
právě tehdy, když dovoluje geodetický mWAND.

Některé algebraicky speciální prostoročasy typu D dovolují i negeodetické
mWANDy, ale pak nutně dovolují i geodetický mWAND.

Další ekvivalenci Goldbergova-Sachsova teorému, která dává do souvislosti al-
gebraickou speciálnost a nulový shear, už přímočaře zobecnit nelze. Existují al-
gebraicky speciální prostoročasy ve vyšších dimenzích, které mají nenulový shear
σ. Jsou snahy najít jiné (optické) vlastnosti, které souvisejí s algebraickou speci-
álností, a zároveň ve 4D dávají zpět podmínku σ = 0.

5 Ricciho rotační koeficienty, kongruence nulových geo-
detik, optická matice

Nejprve se zavede potřebný formalismus a pojmy v souladu s [3].

5.1 Ricciho rotační koeficienty

Provedou se kovariantní derivace bázových vektorů (1.1):

Lab ≡ ∇bℓa = ℓa;b, Nab ≡ ∇bna = na;b,
i

Mab ≡ ∇bm
(i)
a = m

(i)
a;b. (5.1)

Jejich promítnutím do báze (1.1) se získají tzv. Ricciho rotační koeficientyLâb̂,

Nâb̂,
i

M âb̂. Relace (1.2) mají za důsledek nulovost určitých koeficientů. Z norma-
lizace vektorů se dostane15

L0â = N1b̂ =
(i)

M (i)â = 0. (5.2)

15V zavedené konvenci se přes i v koeficientu
(i)

M(i)â nesčítá.
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Z ostatních relací

N0â + L1â = 0,
i

M0â + Liâ = 0,
i

M1â +Niâ = 0,
i

M jâ +
j

M iâ = 0. (5.3)

Derivace lze tedy rozložit následovně

ℓa;b = L11ℓaℓb + L10ℓanb + L1iℓam
(i)
b + Li1m

(i)
a ℓb + Li0m

(i)
a nb + Lijm

(i)
a m

(j)
b ,

na;b = −L11naℓb − L10nanb − L1inam
(i)
b +Ni1m

(i)
a ℓb +Ni0m

(i)
a nb +Nijm

(i)
a m

(j)
b ,

m
(i)
a;b = −Ni1ℓaℓb −Ni0ℓanb − Li1naℓb − Li0nanb −Nijℓam

(j)
b +

i

M j1m
(j)
a ℓb −

−Lijnam
(j)
b +

i

M j0m
(j)
a nb +

i

Mklm
(k)
a m

(l)
b . (5.4)

5.2 Kongruence nulových geodetik a optická matice

Zvolí-li se kongruence nulových geodetik odpovídající ℓ, pak odpadnou další čle-
ny v (5.4). Podmínka pro geodetičnost způsobí, že κ ≡ Li0 = 0. Při správné
parametrizace lze ještě položit L10 = 0 [3]. Celkem

La0 = 0. (5.5)

Z derivace ℓ zbyde podle (5.4) a (5.5)

Lab = ℓa;b = L11ℓaℓb + L1iℓam
(i)
b + Li1m

(i)
a ℓb + Lijm

(i)
a m

(j)
b . (5.6)

Poslední člen se osamostatní užitím relací (1.2)

ℓa;bm
(i)am(j)b = Labm

(i)am(j)b = Lij ≡ ρij. (5.7)

ρij se nazývá optická matice. Rozloží se na symetrickou (Sij) a antisymetrickou
část (Aij)

ρij ≡ Lij = Sij + Aij, (5.8)
Sij = ℓ(a;b)m

(i)am(j)b, (5.9)
Aij = ℓ[a;b]m

(i)am(j)b. (5.10)

Ze symetrické části se oddělí stopa (θ - ’expansion’) a její bezestopá část σij.

θ ≡ 1

n− 2
ρii =

1

n− 2
Sii (5.11)

σij ≡ ρ(ij) −
1

n− 2
ρkkδij = S(ij) −

1

n− 2
Skkδij. (5.12)

’Shear’ ℓ je dán stopou

σ2 ≡ σijσji = ρ(ij)ρ(ji) −
1

n− 2
ρkkρll = Tr

(
S2

)
− 1

n− 2
[Tr (S)]2 (5.13)
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a ’twist’ stopou
ω2 ≡ −AijAji. (5.14)

Shear, twist a expansion se souhrnně nazývají optické skaláry.
Význam shearu se nahlédne při práci s diagonálním tvarem matice16 Sij =

diag(s2, s3, s4, ..., sn−1).

σ2 =
n−1∑
i=2

s2i −
1

n− 2

[
n−1∑
i=2

si

]2

=
1

n− 2

[
(n− 3)

n−1∑
i=2

s2i −
n−1∑
i=2

n−1∑
j>i

2sisj

]
=

=
1

n− 2

n−1∑
i=2

n−1∑
j>i

(si − sj)
2 (5.15)

Shear tedy udává, jak moc se od sebe liší vlastní čísla Sij. Dále vyplývá, že

σ = 0 ⇔ Sij = sδij. (5.16)

16Reálná symetrická matice lze vždy převést do diagonálního tvaru.
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6 Známé hlavní vztahy optických matic a algebraicky spe-
ciálních prostoročasů ve vyšších dimenzích

Převzato z [3] a [6].

6.1 Optické matice v 5D

V pětirozměrném algebraicky speciálním Einsteinově prostoročasu, který není
konformně plochý, existuje geodetický mWAND a lze zvolit bázi m(i) tak, že
optická matice má jeden z následujích tvarů

ρij = b


1 a 0

−a 1 0

0 0 1 + a2

 , (6.1)

ρij = b


1 a 0

−a 1 0

0 0 0

 , (6.2)

ρij = b


1 a 0

−a −a2 0

0 0 0

 . (6.3)

Typ III a N mají optickou matici (6.2). Viz [6].

6.2 Optické matice s nulovým twistem v n ≥ 6

V algebraicky speciálním Einsteinově prostoročase dimenze n ≥ 6, který není
konformně plochý, má optická matice netwistujícího mWANDu alespoň jedno
dvojnásobné vlastní číslo. Navíc jsou známy výsledky pro vlastní čísla následují-
cích podpřípadů:

• ΦA
ij ̸= 0: {s, s, 0, 0, ..., 0},

• detρ ̸= 0, Φij ̸= 0: {s, s, ..., s},

• detρ ̸= 0, Φij = 0: {a, a, b, b, c1, ..., cn−6},

• pro typy III a N: {s, s, 0, ..., 0}.

Viz [3] nebo [4].
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6.3 Typ N v obecné dimenzi

V prostoročasu typu N dimenze n ≥ 4, který řeší Einsteinovy rovnice, lze zvolit
ortonormální bázi vektorů m(i) tak, že optická matice geodetického mWANDu
nabývá tvaru

ρij = b



1 a 0 . . . 0

−a 1 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0

... ... ... ...

0 0 0 . . . 0


. (6.4)

Viz [3] nebo [7].
Pro n ≥ 5 má tedy typ N nenulový shear (pro b ̸= 0).

6.4 Zkoumání typu III

Optická matice typu III v 5D vypadá následovně (viz [3] nebo [6])

ρij = b


1 a 0

−a 1 0

0 0 0

 . (6.5)

V obecné dimenzi byl znám výsledek (viz [7]) pro netwistující případ (ω = 0 ⇔
Aij = 0) - matice musí nabývat tvaru

ρij = Sij = diag(s, s, 0, 0, ..., 0). (6.6)

Cílem této práce je prošetření twistujícího případu v 6D. Bude postupováno v
souladu s [7] - budou se řešit příslušné rovnice (B.1), (B.2) získané z Bianchiho
identit a přidají se k nim identity Ψ′

[ijk] = 0 a Ψ′
k = Ψ′

kik z Tabulky 2.1. V
Dodatcích D a G byl vyřešen jednoduchý podpřípad, kdy Sij = diag(s2, s3, 0, 0).
Manuální řešení (viz Dodatek B, C, D a F) rovnic pro obecný tvar optické matice
je i v této relativně nízké dimenzi nepraktické. Byla nutná pomoc počítače.

Matice Sij = diag(s2, s3, s4, s5) obsahuje alespoň dva nenulové prvky (řešení
pouze s jedním nenulovým prvkem je nutně celé nulové - viz Dodatek E). Rovnice
(B.1), (B.2) jsou lineární v ρij. Matici (a rovnice) lze proto vydělit jedním z
prvků matice Sij a snížit tak počet neznámých: Sij = s2 diag(1, s′3, s′4, s′5). Na
pořadí prvků v matici nezáleží, lze ho libovolně měnit přeuspořádáním bázových
vektorů. Na členu vytknutém z matice také nezáleží, pokud není nulový. Zkoumá
se případ, kdy je alespoň jeden prvek Sij nenulový a na pořadí prvků v matici
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nezáleží - volí se tedy s2 ̸= 0.

Počítačový program Maple nalezl všechna řešení pro matici Sij = diag(1, s′3, s′4, 0),
ale nebyl schopný si poradit se třemi různými proměnnými. V Dodatku I byl proto
navržen jiný postup řešení tohoto problému. Kombinací algebraických a počíta-
čových metod bylo ukázáno, že optická matice typu III v 6D nabývá pro s ̸= 0

tvaru

ρij =



s a 0 0

−a s 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


. (6.7)

Dále byl v Dodatcích E a G studován případ, kdy matice Sij libovolného
rozměru má na diagonále pouze nuly a jedničky

Sij = diag(1, 1, 1, ..., 1, 0, 0, 0, ..., 0). (6.8)

Optická matice pak nutně nabývá pro s ̸= 0 tvaru

ρij =



s a 0 . . . 0

−a s 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0

... ... ... ...

0 0 0 . . . 0


. (6.9)

Což znamená, že prostoročas typu III, který není Kundtův prostoročas17, má
nulový shear (σ = 0 ⇔ Sij = sδij) pouze ve 4D.

Nakonec se Dodatek H zabýval rovnicí (67)18 z [7] v obecné dimenzi. Ukázalo
se, že Ψ′

k má maximálně dvě nenulové složky. Pro právě dvě nenulové složky se
pak dostane optická matice (6.9).

17Kundtovy prostoročasy mají optickou matici nulovou [3].
18Rovnice má stejný tvar ve formalismu použitém v této práci i v [7].
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Závěr

Student se seznámil s úvodem do algebraické klasifikace ve vyšších rozměrech a
zkoumal typ III v šesti dimenzích.

Bylo zjištěno, že typ III dovoluje maximálně dvě nenulové složky Ψ′
k v dimenzi

n ≥ 4 (viz Dodatek H). Pokud jsou nenulové složky Ψ′
k právě dvě, pak jediné

řešení dovolující nenulové Lij ≡ ρij (a Sij ̸= 0) musí nabývat tvaru

ρij =



s a 0 . . . 0

−a s 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0

... ... ... ...

0 0 0 . . . 0


.

V Dodatku I byl prošetřen typ III v 6D kombinací algebraických a počítačo-
vých metod. Nalezená optická matice je stejného tvaru. Vzhledem k rapidnímu
nárůstu počtu rovnic a neznámých (viz Dodatek B) se jeví řešení ve vyšších roz-
měrech pomocí počítačového programu Maple jako neschůdné.

Dále bylo ukázáno, že prostoročas typu III, který není Kundtovým prostoro-
časem, má nulový shear pouze ve 4D (viz Dodatek E a G).

Doslov

K praktické aplikaci teorií studovaných v této práci pravděpodobně nedojde. Te-
orie se oprošťuje od rámce našeho vesmíru tak, jak mu v tuto chvíli rozumíme.
Nicméně lidský důvtip si neklade žádná omezení na obory svého zkoumání. Může
bádat v nekonečných hlubinách vesmíru, aniž by se do nich člověk sám vydal.
Stejně dobře může prozkoumávat vesmíry, které existují pouze na papíře. Ste-
phen Hawking si proto ve své knize dovolil citovat Hamleta: ’I could be bounded
in a nutshell and count myself a king of infinite space...’
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Seznam použitých zkratek

GHP formalismus - Geraldův-Heldův-Penroseův formalismus
NP formalismus - Newmanův-Penroseův formalismus
bo - boost order (boostový řád)
PAT - Principal Alignment Type
SAT - Secondary Alignment Type
AND - Aligned Null Direction
WAND - Weyl Aligned Null Direction
mWAND - multiple Weyl Aligned Null Direction
PND - Principal Null Direction
4D, 5D, 6D - čtyři rozměry, pět rozměrů, šest rozměrů
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A Dodatek

V této práci se používá stejný formalismus jako v [3], který je bohužel rozdílný
od formalismu použitého v [7]. Je nutné převést potřebné vztahy (54), (55), (58)
a (66) z [7].

Východiskem jsou definiční vztahy pro složky Weylova tenzoru. Ve formalismu
[7]

ψi ≡ C101i, ψijk ≡
1

2
C1kij. (A.1)

Ve formalismu [3]

Ψ′
i ≡ C101i, Ψ′

ijk ≡ C1ijk. (A.2)

Jednoduchým porovnáním pravých stran se dostanou převodní vztahy

ψi = Ψ′
i, (A.3)

ψijk =
1

2
Ψ′

kij. (A.4)

Dosazením do rovnice (58) z [7]

Lψijk + 4S[i|sψsk|j] − 2Sskψijs + 2S[i|kψ|j] = 0,

L
1

2
Ψ′

kij + 4S[i|s
1

2
Ψ′

|j]sk − 2Ssk
1

2
Ψ′

sij + 2S[i|kΨ
′
|j] = 0,

LΨ′
kij + 4S[i|sΨ

′
|j]sk − 2SskΨ

′
sij + 4S[i|kΨ

′
|j] = 0.

Rovnice (66) z [7]

Lψi − 4Sijψj + 4Sjkψijk = 0,

LΨ′
i − 4SijΨ

′
j + 4Sjk

1

2
Ψ′

kij = 0.

Rovnice (54) z [7]

Li[jψk] + 2Ls[j|ψsi|k] = 0,

Li[jΨ
′
k] +

2

2
Ls[jΨ

′
k]si = 0,

Li[jΨ
′
k] + Ls[jΨ

′
k]si = 0.
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A konečně (55) z [7]

2A{ij|ψkl|m} + Ll{iψjm}k − Lk{iψjm}l = 0,

2A{ijΨ
′
m}kl + Ll{i|Ψ

′
k|jm} − Lk{i|Ψ

′
l|jm} = 0,

2A{ijΨ
′
k}ml + Ll{i|Ψ

′
m|jk} − Lm{i|Ψ

′
l|jk} = 0,

kde byly v posledním řádku přeznačeny indexy k ↔ m.
Sada rovnic ve formalismu [5] vypadá následovně

LΨ′
kij + 4S[i|sΨ

′
|j]sk − 2SskΨ

′
sij + 4S[i|kΨ

′
|j] = 0, (A.5)

LΨ′
i − 4SijΨ

′
j + 2SjkΨ

′
kij = 0, (A.6)

Li[jΨ
′
k] + Ls[jΨ

′
k]si = 0, (A.7)

2A{ijΨ
′
k}ml + Ll{i|Ψ

′
m|jk} − Lm{i|Ψ

′
l|jk} = 0. (A.8)
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B Dodatek

V tomto dodatku se studují rovnice (A.7) a (A.8) získané z Bianchiho identit

Li[jΨ
′
k] + Ls[jΨ

′
k]si = 0, (B.1)

2A{ijΨ
′
k}ml + Ll{i|Ψ

′
m|jk} − Lm{i|Ψ

′
l|jk} = 0. (B.2)

V dimenzi n = m+2 = 6 nabývají indexy hodnot (i, j, k, l,m) ∈ {2, 3, ...,m+1} =

{2, 3, 4, 5}.
Rovnice (B.1) je antisymetrická v indexech [j, k], a tak se jedná o soustavu

4 · 6 = 24 nezávislých a nenulových rovnic19.
Na první pohled obsahuje soustava rovnic (B.2) 45 = 210 = 1024 rovnic. Na-

štěstí jich 1000 odpadne. Lze si snadno všimnout, že rovnice je antisymetrická v
indexech [l,m]. Cyklus v indexech {i, j, k} jde sestavit dvaceti různými způsoby.

i 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 4 4 4 5

j 2 2 2 2 3 3 3 4 4 5 3 3 3 4 4 5 4 4 5 5

k 2 3 4 5 3 4 5 4 5 5 3 4 5 4 5 5 4 5 5 5

Tabulka B.1: Indexy cyklu. Tučně zvýrazněny cykly s různými hodnotami indexů.

Navíc je rovnice nulová, pokud mají dva indexy v cyklu stejnou hodnotu, což
není zřejmé na první pohled.

(nesčítat!): 2A{(i)(i)Ψ
′
k}ml + Ll{(i)|Ψ

′
m|(i)k} − Lm{(i)|Ψ

′
l|(i)k} = 2

0︷ ︸︸ ︷
A(i)(i)Ψ

′
kml+

+2Ak(i)Ψ
′
(i)ml + 2

−Ak(i)︷︸︸︷
A(i)kΨ

′
(i)ml + Ll(i)Ψ

′
m(i)k + Ll(i)

−Ψ′
m(i)k︷ ︸︸ ︷

Ψ′
mk(i) + Llk

0︷ ︸︸ ︷
Ψ′

m(i)(i)−

−Lm(i)Ψ
′
l(i)k − Lm(i)

−Ψ′
l(i)k︷ ︸︸ ︷

Ψ′
lk(i) − Lmk

0︷ ︸︸ ︷
Ψ′

l(i)(i) = 0

Vybrat 3 různé indexy ze 4 možností lze čtyřmi způsoby. Jedná se o 4 · 6 = 24

nezávislých a nenulových rovnic20. Společně s definičními vztahy a identitami z
(Tab. 2.1) se tak jedná o soustavu 56 homogenních rovnic pro neznámé Ψ′

kij, Ψ
′
i

a parametry Aij, Sij, kterých je dohromady 38. Soustava je přeurčená. Nalézt
její obecné řešení není snadné ani pro naši relativně nízkou dimenzi. Prakticky
je nutné pouze nalézt podmínky, kdy existuje nenulové řešení Ψ′

kij a odpovídající
matici ρij ≡ Lij = Sij + Aij.

Konkrétně vypadají nezávislé a nenulové rovnice (B.1) a (B.2) v dimenzi n = 6

následovně (pracuje se v bázi, kde je matice Sij diagonální).
19V obecné dimenzi jde o m2(m− 1)/2 rovnic.
20Obecně m2(m− 1)2(m− 2)/12 rovnic.
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(B.1)(ijk) : LijΨ
′
k − LikΨ

′
j + LsjΨ

′
ksi − LskΨ

′
jsi = 0,

(223) : S22Ψ
′
3 −A23Ψ

′
2 +A23Ψ

′
323 +A24Ψ

′
324 +A25Ψ

′
325 + S33Ψ

′
223 −A34Ψ

′
224 −A35Ψ

′
225 = 0,

(224) : S22Ψ
′
4 −A24Ψ

′
2 +A23Ψ

′
423 +A24Ψ

′
424 +A25Ψ

′
425 +A34Ψ

′
223 + S44Ψ

′
224 −A45Ψ

′
225 = 0,

(225) : S22Ψ
′
5 −A25Ψ

′
2 +A23Ψ

′
523 +A24Ψ

′
524 +A25Ψ

′
525 +A35Ψ

′
223 +A45Ψ

′
224 + S55Ψ

′
225 = 0,

(234) : A23Ψ
′
4 −A24Ψ

′
3 − S33Ψ

′
423 +A34Ψ

′
424 +A35Ψ

′
425 +A34Ψ

′
323 + S44Ψ

′
324 −A45Ψ

′
325 = 0,

(235) : A23Ψ
′
5 −A25Ψ

′
3 − S33Ψ

′
523 +A34Ψ

′
524 +A35Ψ

′
525 +A35Ψ

′
323 +A45Ψ

′
324 + S55Ψ

′
325 = 0,

(245) : A24Ψ
′
5 −A25Ψ

′
4 −A34Ψ

′
523 − S44Ψ

′
524 +A45Ψ

′
525 +A35Ψ

′
423 +A45Ψ

′
424 + S55Ψ

′
425 = 0,

(323) :−A23Ψ
′
3 − S33Ψ

′
2 + S22Ψ

′
323 +A24Ψ

′
334 +A25Ψ

′
335 −A23Ψ

′
223 −A34Ψ

′
234 −A35Ψ

′
235 = 0,

(324) :−A23Ψ
′
4 −A34Ψ

′
2 + S22Ψ

′
423 +A24Ψ

′
434 +A25Ψ

′
435 −A24Ψ

′
223 + S44Ψ

′
234 −A45Ψ

′
235 = 0,

(325) :−A23Ψ
′
5 −A35Ψ

′
2 + S22Ψ

′
523 +A24Ψ

′
534 +A25Ψ

′
535 −A25Ψ

′
223 +A45Ψ

′
234 + S55Ψ

′
235 = 0,

(334) : S33Ψ
′
4 −A34Ψ

′
3 +A23Ψ

′
423 +A34Ψ

′
434 +A35Ψ

′
435 −A24Ψ

′
323 + S44Ψ

′
334 −A45Ψ

′
335 = 0,

(335) : S33Ψ
′
5 −A35Ψ

′
3 +A23Ψ

′
523 +A34Ψ

′
534 +A35Ψ

′
535 −A25Ψ

′
323 +A45Ψ

′
334 + S55Ψ

′
335 = 0,

(345) : A34Ψ
′
5 −A35Ψ

′
4 +A24Ψ

′
523 − S44Ψ

′
534 +A45Ψ

′
535 −A25Ψ

′
423 +A45Ψ

′
434 + S55Ψ

′
435 = 0,

(423) :−A24Ψ
′
3 +A34Ψ

′
2 + S22Ψ

′
324 −A23Ψ

′
334 +A25Ψ

′
345 −A23Ψ

′
224 − S33Ψ

′
234 −A35Ψ

′
245 = 0,

(424) :−A24Ψ
′
4 − S44Ψ

′
2 + S22Ψ

′
424 −A23Ψ

′
434 +A25Ψ

′
445 −A24Ψ

′
224 −A34Ψ

′
234 −A45Ψ

′
245 = 0,

(425) :−A24Ψ
′
5 −A45Ψ

′
2 + S22Ψ

′
524 −A23Ψ

′
534 +A25Ψ

′
545 −A25Ψ

′
224 −A35Ψ

′
234 + S55Ψ

′
245 = 0,

(434) :−A34Ψ
′
4 − S44Ψ

′
3 +A23Ψ

′
424 + S33Ψ

′
434 +A35Ψ

′
445 −A24Ψ

′
324 −A34Ψ

′
334 −A45Ψ

′
345 = 0,

(435) :−A34Ψ
′
5 −A45Ψ

′
3 +A23Ψ

′
524 + S33Ψ

′
534 +A35Ψ

′
545 −A25Ψ

′
324 −A35Ψ

′
334 + S55Ψ

′
345 = 0,

(445) : S44Ψ
′
5 −A45Ψ

′
4 +A24Ψ

′
524 +A34Ψ

′
534 +A45Ψ

′
545 −A25Ψ

′
424 −A35Ψ

′
434 + S55Ψ

′
445 = 0,

(523) :−A25Ψ
′
3 +A35Ψ

′
2 + S22Ψ

′
325 −A23Ψ

′
335 −A24Ψ

′
345 −A23Ψ

′
225 − S33Ψ

′
235 +A34Ψ

′
245 = 0,

(524) :−A25Ψ
′
4 +A45Ψ

′
2 + S22Ψ

′
425 −A23Ψ

′
435 −A24Ψ

′
445 −A24Ψ

′
225 −A34Ψ

′
235 − S44Ψ

′
245 = 0,

(525) :−A25Ψ
′
5 − S55Ψ

′
2 + S22Ψ

′
525 −A23Ψ

′
535 −A24Ψ

′
545 −A25Ψ

′
225 −A35Ψ

′
235 −A45Ψ

′
245 = 0,

(534) :−A35Ψ
′
4 +A45Ψ

′
3 +A23Ψ

′
425 + S33Ψ

′
435 −A34Ψ

′
445 −A24Ψ

′
325 −A34Ψ

′
335 − S44Ψ

′
345 = 0,

(535) :−A35Ψ
′
5 − S55Ψ

′
3 +A23Ψ

′
525 + S33Ψ

′
535 −A34Ψ

′
545 −A25Ψ

′
325 −A35Ψ

′
335 −A45Ψ

′
345 = 0,

(545) :−A45Ψ
′
5 − S55Ψ

′
4 +A24Ψ

′
525 +A34Ψ

′
535 + S44Ψ

′
545 −A25Ψ

′
425 −A35Ψ

′
435 −A45Ψ

′
445 = 0.
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0

(B.2)(ijklm) : 2AijΨ
′
kml + 2AkiΨ

′
jml + 2AjkΨ

′
iml + LliΨ

′
mjk + LlkΨ

′
mij + LljΨ

′
mki − LmiΨ

′
ljk −

−LmkΨ
′
lij − LmjΨ

′
lki = 0,

(23423) : −2A23Ψ
′
423 + 3A24Ψ

′
323 − 3A34Ψ

′
223 + S22Ψ

′
334 −A23Ψ

′
324 +A23Ψ

′
234 + S33Ψ

′
224 = 0,

(23424) : −3A23Ψ
′
424 + 2A24Ψ

′
324 − 3A34Ψ

′
224 + S22Ψ

′
434 +A24Ψ

′
423 +A24Ψ

′
234 − S44Ψ

′
223 = 0,

(23425) :−2A23Ψ
′
425 + 2A24Ψ

′
325 − 2A34Ψ

′
225 + S22Ψ

′
534 +A24Ψ

′
523 −A23Ψ

′
524 +A25Ψ

′
234 +

+A45Ψ
′
223 −A35Ψ

′
224 = 0,

(23434) : −3A23Ψ
′
434 + 3A24Ψ

′
334 − 2A34Ψ

′
234 +A34Ψ

′
423 − S33Ψ

′
424 − S44Ψ

′
323 −A34Ψ

′
324 = 0,

(23435) :−2A23Ψ
′
435 + 2A24Ψ

′
335 − 2A34Ψ

′
235 −A23Ψ

′
534 +A34Ψ

′
523 − S33Ψ

′
524 +A25Ψ

′
334 +

+A45Ψ
′
323 −A35Ψ

′
324 = 0,

(23445) :−2A23Ψ
′
445 + 2A24Ψ

′
345 − 2A34Ψ

′
245 −A24Ψ

′
534 + S44Ψ

′
523 +A34Ψ

′
524 +A25Ψ

′
434 +

+A45Ψ
′
423 −A35Ψ

′
424 = 0,

(23523) : −2A23Ψ
′
523 + 3A25Ψ

′
323 − 3A35Ψ

′
223 + S22Ψ

′
335 −A23Ψ

′
325 +A23Ψ

′
235 + S33Ψ

′
225 = 0,

(23524) :−2A23Ψ
′
524 + 2A25Ψ

′
324 − 2A35Ψ

′
224 + S22Ψ

′
435 +A25Ψ

′
423 −A23Ψ

′
425 +A24Ψ

′
235 −

−A45Ψ
′
223 −A34Ψ

′
225 = 0,

(23525) : −3A23Ψ
′
525 + 2A25Ψ

′
325 − 3A35Ψ

′
225 + S22Ψ

′
535 +A25Ψ

′
523 +A25Ψ

′
235 − S55Ψ

′
223 = 0,

(23534) :−2A23Ψ
′
534 + 2A25Ψ

′
334 − 2A35Ψ

′
234 −A23Ψ

′
435 +A35Ψ

′
423 − S33Ψ

′
425 +A24Ψ

′
335 −

−A45Ψ
′
323 −A34Ψ

′
325 = 0,

(23535) : −3A23Ψ
′
535 + 3A25Ψ

′
335 − 2A35Ψ

′
235 +A35Ψ

′
523 − S33Ψ

′
525 − S55Ψ

′
323 −A35Ψ

′
325 = 0,

(23545) :−2A23Ψ
′
545 + 2A25Ψ

′
345 − 2A35Ψ

′
245 −A24Ψ

′
535 +A45Ψ

′
523 +A34Ψ

′
525 +A25Ψ

′
435 −

−S55Ψ
′
423 −A35Ψ

′
425 = 0,

(24523) :−2A24Ψ
′
523 + 2A25Ψ

′
423 − 2A45Ψ

′
223 + S22Ψ

′
345 +A25Ψ

′
324 −A24Ψ

′
325 +A23Ψ

′
245 −

−A35Ψ
′
224 +A34Ψ

′
225 = 0,

(24524) : −2A24Ψ
′
524 + 3A25Ψ

′
424 − 3A45Ψ

′
224 + S22Ψ

′
445 −A24Ψ

′
425 +A24Ψ

′
245 + S44Ψ

′
225 = 0,

(24525) : −3A24Ψ
′
525 + 2A25Ψ

′
425 − 3A45Ψ

′
225 + S22Ψ

′
545 +A25Ψ

′
524 +A25Ψ

′
245 − S55Ψ

′
224 = 0,

(24534) :−2A24Ψ
′
534 + 2A25Ψ

′
434 − 2A45Ψ

′
234 −A23Ψ

′
445 +A35Ψ

′
424 −A34Ψ

′
425 +A24Ψ

′
345 −

−A45Ψ
′
324 + S44Ψ

′
325 = 0,

(24535) :−2A24Ψ
′
535 + 2A25Ψ

′
435 − 2A45Ψ

′
235 −A23Ψ

′
545 +A35Ψ

′
524 −A34Ψ

′
525 +A25Ψ

′
345 −

−S55Ψ
′
324 −A45Ψ

′
325 = 0,

(24545) : −3A24Ψ
′
545 + 3A25Ψ

′
445 − 2A45Ψ

′
245 +A45Ψ

′
524 − S44Ψ

′
525 − S55Ψ

′
424 −A45Ψ

′
425 = 0,

(34523) :−2A34Ψ
′
523 + 2A35Ψ

′
423 − 2A45Ψ

′
323 +A23Ψ

′
345 +A25Ψ

′
334 −A24Ψ

′
335 − S33Ψ

′
245 −

−A35Ψ
′
234 +A34Ψ

′
235 = 0,

(34524) :−2A34Ψ
′
524 + 2A35Ψ

′
424 − 2A45Ψ

′
324 +A23Ψ

′
445 +A25Ψ

′
434 −A24Ψ

′
435 +A34Ψ

′
245 −

−A45Ψ
′
234 + S44Ψ

′
235 = 0,

(34525) :−2A34Ψ
′
525 + 2A35Ψ

′
425 − 2A45Ψ

′
325 +A23Ψ

′
545 +A25Ψ

′
534 −A24Ψ

′
535 +A35Ψ

′
245 −

−S55Ψ
′
234 −A45Ψ

′
235 = 0,

(34534) : −2A34Ψ
′
534 + 3A35Ψ

′
434 − 3A45Ψ

′
334 + S33Ψ

′
445 −A34Ψ

′
435 +A34Ψ

′
345 + S44Ψ

′
335 = 0,

(34535) : −3A34Ψ
′
535 + 2A35Ψ

′
435 − 3A45Ψ

′
335 + S33Ψ

′
545 +A35Ψ

′
534 +A35Ψ

′
345 − S55Ψ

′
334 = 0,

(34545) : −3A34Ψ
′
545 + 3A35Ψ

′
445 − 2A45Ψ

′
345 +A45Ψ

′
534 − S44Ψ

′
535 − S55Ψ

′
434 −A45Ψ

′
435 = 0.
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C Dodatek

Usnadnit si řešení soustavy rovnic (B.1), (B.2) uvedené v Dodatku B lze pomocí
rovnic (A.5) a (A.6), které jsou z nich odvozené a ze kterých byla vyloučena matice
Aij, proto nekladou na její tvar žádné podmínky. Přidají se k nim i definiční
vztahy a identity z (Tab. 2.1)

LΨ′
kij + 4S[i|sΨ

′
|j]sk − 2SskΨ

′
sij + 4S[i|kΨ

′
|j] = 0, (C.1)

LΨ′
i − 4SijΨ

′
j + 2SjkΨ

′
kij = 0, (C.2)
Ψ′

i = Ψ′
kik, (C.3)

Ψ′
kij +Ψ′

jki +Ψ′
ijk = 0. (C.4)

Kde L = Lii = Sii je stopa matice L. Najdou-li se podmínky, kdy soustava rovnic
(C.1), (C.2) dovoluje pouze triviální řešení Ψ′

kij = 0, pak i soustava rovnic (B.1),
(B.2) bude mít za těchto podmínek pouze nulové řešení. Naopak nenulové řešení
soustavy (C.1), (C.2) nutně neznamená nenulové řešení plné soustavy rovnic - jak
bude demonstrováno na konkrétním příkladě.

Jednoduchými algebraickými úpravami lze ukázat, že se rovnice (C.2) získá
zúžením (C.1) v indexech k, i nebo k, j

L

Ψ′
i︷︸︸︷

Ψ′
kik+2Sis

Ψ′
s︷︸︸︷

Ψ′
ksk−2

=0︷ ︸︸ ︷
SksΨ

′
isk−2SskΨ

′
sik+2SikΨ

′
k−2

L︷︸︸︷
Skk Ψ

′
i = −LΨ′

i+4SisΨ
′
s−2SskΨ

′
sik,

kde třetí člen zleva odpovídá úžení symetrické s antisymetrickou maticí.
Lze se proto omezit pouze na rovnici (C.1) a její řešení bude splňovat i (C.2).

Pro úplnost se bude v některých následujících úvahách a příkladech stále zahr-
novat i rovnice (C.2).

Další výhodná vlastnost rovnic (C.1) až (C.4) je separace rovnic pro dva indexy
se stejnou hodnotou a pro tři různé indexy. Efektivně se tím snižuje počet rovnic,
které se musí naráz vyřešit. Místo toho se řeší několik oddělených soustav.

Rovnice (C.1) je antisymetrická v [i, j] - nezávislých a nenulových rovnic je
opět 24 v dimenzi n = 6. Dva stejné indexy ze čtyř možností se najdou čtyřmi
způsoby. Nezávislých rovnic s dvěma stejnými indexy lze sestavit 4 · 3 = 12.
Vybrat tři různé indexy ze čtyř možností jde čtyřmi způsoby. Navíc je rovnice
symetrická vůči cyklické záměně tří různých indexů, a tak máme celkem 4 ·3 = 12

nezávislých rovnic se třemi různými indexy. Přidá se k nim (C.3), respektive (C.4),
a dostane se 8 nezávislých soustav po čtyřech rovnicích. Podrobnější diskuze v
obecné dimenzi bude provedena v Dodatku F.

Rovnice (C.1) v dimenzi n = 6 vypadají následovně.

Sij = diag(S22, S33, S44, S55) ≡ diag(s2, s3, s4, s5)
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(kij) : = 0,

(323) : −2s3Ψ
′
2 +(3s2 − s3 + s4 + s5)Ψ

′
323 = 0,

(424) : −2s4Ψ
′
2 +(3s2 + s3 − s4 + s5)Ψ

′
424 = 0,

(525) : −2s5Ψ
′
2 +(3s2 + s3 + s4 − s5)Ψ

′
525 = 0,

(223) : 2s2Ψ
′
3+(−s2 + 3s3 + s4 + s5)Ψ

′
223 = 0,

(434) : −2s4Ψ
′
3 +(s2 + 3s3 − s4 + s5)Ψ

′
434 = 0,

(535) : −2s5Ψ
′
3 +(s2 + 3s3 + s4 − s5)Ψ

′
535 = 0,

(224) : 2s2Ψ
′
4+(−s2 + s3 + 3s4 + s5)Ψ

′
224 = 0,

(334) : 2s3Ψ
′
4 +(s2 − s3 + 3s4 + s5)Ψ

′
334 = 0,

(545) : −2s5Ψ
′
4 +(s2 + s3 + 3s4 − s5)Ψ

′
545 = 0,

(225) : 2s2Ψ
′
5+(−s2 + s3 + s4 + 3s5)Ψ

′
225 = 0,

(335) : 2s3Ψ
′
5 +(s2 − s3 + s4 + 3s5)Ψ

′
335 = 0,

(445) : 2s4Ψ
′
5 +(s2 + s3 − s4 + 3s5)Ψ

′
445 = 0,

(234) : (−s2 + s3 + s4 + s5)Ψ
′
234 +2s4Ψ

′
324 −2s3Ψ

′
423 = 0,

(324) : 2s4Ψ
′
234 +(s2 − s3 + s4 + s5)Ψ

′
324 +2s2Ψ

′
423 = 0,

(423) : −2s3Ψ
′
234 +2s2Ψ

′
324 +(s2 + s3 − s4 + s5)Ψ

′
423 = 0,

(235) : (−s2 + s3 + s4 + s5)Ψ
′
235 +2s5Ψ

′
325 −2s3Ψ

′
523 = 0,

(325) : 2s5Ψ
′
235 +(s2 − s3 + s4 + s5)Ψ

′
325 +2s2Ψ

′
523 = 0,

(523) : −2s3Ψ
′
235 +2s2Ψ

′
325 +(s2 + s3 + s4 − s5)Ψ

′
523 = 0,

(245) : (−s2 + s3 + s4 + s5)Ψ
′
245 +2s5Ψ

′
425 −2s4Ψ

′
524 = 0,

(425) : 2s5Ψ
′
245 +(s2 + s3 − s4 + s5)Ψ

′
425 +2s2Ψ

′
524 = 0,

(524) : −2s4Ψ
′
245 +2s2Ψ

′
425 +(s2 + s3 + s4 − s5)Ψ

′
524 = 0,

(345) : (s2 − s3 + s4 + s5)Ψ
′
345 +2s5Ψ

′
435 −2s4Ψ

′
534 = 0,

(435) : 2s5Ψ
′
345 +(s2 + s3 − s4 + s5)Ψ

′
435 +2s3Ψ

′
534 = 0,

(534) : −2s4Ψ
′
345 +2s3Ψ

′
435 +(s2 + s3 + s4 − s5)Ψ

′
534 = 0.
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D Dodatek

Plné rovnice (B.1), (B.2) v dimenzi n = 6 se v jednoduchém případě

Sij = diag(s2, s3, 0, 0) (D.1)

vyřeší následovně.
Nejprve se nalezne řešení zúžených rovnic a identit (C.1), (C.2), (C.3), (C.4).

(C.2) : (s3 − 3s2)Ψ
′
2 +2s3Ψ

′
323 = 0,

(C.1) : k, j, i :

(C.1) : 3, 3, 2 : 2s3Ψ
′
2+(s3 − 3s2)Ψ

′
323 = 0,

(C.1) : 4, 4, 2 : 2

0︷︸︸︷
s4 Ψ′

2 −(3s2 + s3)Ψ
′
424 = 0,

(C.1) : 5, 5, 2 : 2

0︷︸︸︷
s5 Ψ′

2 −(3s2 + s3)Ψ
′
525 = 0,

(C.3) : Ψ′
2 −Ψ′

323 −Ψ′
424 −Ψ′

525 = 0,

(C.2) : (s2 − 3s3)Ψ
′
3 +2s2Ψ

′
232 = 0,

(C.1) : 2, 3, 2 : 2s2Ψ
′
3+(s2 − 3s3)Ψ

′
232 = 0,

(C.1) : 4, 4, 3 : (s2 + 3s3)Ψ
′
434 = 0,

(C.1) : 5, 5, 3 : (s2 + 3s3)Ψ
′
535 = 0,

(C.3) : Ψ′
3 −Ψ′

232 −Ψ′
434 −Ψ′

535 = 0,

(C.2) : (s2 + s3)Ψ
′
4 +2s2Ψ

′
242 +2s3Ψ

′
343 = 0,

(C.1) : 2, 4, 2 : 2s2Ψ
′
4+(s2 − s3)Ψ

′
242 = 0,

(C.1) : 3, 4, 3 : 2s3Ψ
′
4 −(s2 − s3)Ψ

′
343 = 0,

(C.1) : 5, 5, 4 : (s2 + s3)Ψ
′
545 = 0,

(C.3) : Ψ′
4 −Ψ′

242 −Ψ′
343 −Ψ′

545 = 0,

(C.2) : (s2 + s3)Ψ
′
5 +2s2Ψ

′
252 +2s3Ψ

′
353 = 0,

(C.1) : 2, 5, 2 : 2s2Ψ
′
5+(s2 − s3)Ψ

′
252 = 0,

(C.1) : 3, 5, 3 : 2s3Ψ
′
5 −(s2 − s3)Ψ

′
353 = 0,

(C.1) : 4, 5, 4 : (s2 + s3)Ψ
′
454 = 0,

(C.3) : Ψ′
5 −Ψ′

252 −Ψ′
353 −Ψ′

454 = 0,
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(C.1) : 4, 3, 2 : (s2 + s3)Ψ
′
423 +2s2Ψ

′
324 −2s3Ψ

′
234 = 0,

(C.1) : 3, 4, 2 : 2s2Ψ
′
423+(s2 − s3)Ψ

′
324 = 0,

(C.1) : 2, 4, 3 : 2s3Ψ
′
423 +(s2 − s3)Ψ

′
234 = 0,

(C.4) : Ψ′
423 −Ψ′

324 +Ψ′
234 = 0,

(C.1) : 5, 3, 2 : (s2 + s3)Ψ
′
523 +2s2Ψ

′
325 −2s3Ψ

′
235 = 0,

(C.1) : 3, 5, 2 : 2s2Ψ
′
523+(s2 − s3)Ψ

′
325 = 0,

(C.1) : 2, 5, 3 : 2s3Ψ
′
523 +(s2 − s3)Ψ

′
235 = 0,

(C.4) : Ψ′
523 −Ψ′

325 +Ψ′
235 = 0,

(C.1) : 5, 4, 2 : (s2 + s3)Ψ
′
524 +2s2Ψ

′
425 = 0,

(C.1) : 4, 5, 2 : 2s2Ψ
′
524+(s2 + s3)Ψ

′
425 = 0,

(C.1) : 2, 5, 4 : +(s2 − s3)Ψ
′
245 = 0,

(C.4) : Ψ′
524 −Ψ′

425 +Ψ′
245 = 0,

(C.1) : 5, 4, 3 : (s2 + s3)Ψ
′
534 +2s3Ψ

′
435 = 0,

(C.1) : 4, 5, 3 : 2s3Ψ
′
534+(s2 + s3)Ψ

′
435 = 0,

(C.1) : 3, 5, 4 : +(s2 − s3)Ψ
′
345 = 0,

(C.4) : Ψ′
534 −Ψ′

435 +Ψ′
345 = 0.

Každou soustavu lze řešit samostatně. Jedná se o homogenní lineární sousta-
vy. Nenulové řešení dovolují, pokud determinant matice soustavy je nulový. S
využitím této podmínky se ukáže, že řešení obsahující nenulové složky Ψ′

kij exis-
tují pro {s3 = −3s2; s3 = −s2; s3 = −1

3
s2; s3 = s2}. Postupně se dosadí každá z

podmínek a naleznou se nenulové složky Ψ′
kij. Výsledky budou zapsány ve tvaru

Ψ′
kij ≡


Ψ′

2ij Ψ′
3ij

Ψ′
4ij Ψ′

5ij

 ,Ψ′
i = (Ψ′

2,Ψ
′
3,Ψ

′
4,Ψ

′
5)

T. Složky Ψ′
kij jsou antisymetrické

v indexech [i, j], není tedy třeba vypisovat úplně všechny.
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Obecný tvar pro Sij = diag(s2, s3, 0, 0)

0 Ψ′
223 Ψ′

224 Ψ′
225 0 Ψ′

323 Ψ′
324 Ψ′

325

0 Ψ′
234 Ψ′

235 0 Ψ′
334 Ψ′

335

0 Ψ′
245 0 Ψ′

345

0 0

0 Ψ′
423 Ψ′

424 Ψ′
425 0 Ψ′

523 Ψ′
524 Ψ′

525

0 Ψ′
434 Ψ′

435 0 Ψ′
534 Ψ′

535

0 Ψ′
445 0 Ψ′

545

0 0



,



Ψ′
2

Ψ′
3

Ψ′
4

Ψ′
5


. (D.2)

Pro Sij = diag(s, s, 0, 0)

0 Ψ′
223 Ψ′

224 Ψ′
225 0 Ψ′

323 Ψ′
234 Ψ′

235

0 Ψ′
234 Ψ′

235 0 −Ψ′
224 −Ψ′

225

0 Ψ′
245 0 Ψ′

345

0 0

0 0 0 1
2Ψ

′
245 0 0 −1

2Ψ
′
245 0

0 0 1
2Ψ

′
345 0 −1

2Ψ
′
345 0

0 0 0 0

0 0



,



Ψ′
323

−Ψ′
223

0

0


. (D.3)

Pro Sij = diag(s,−s, 0, 0)

0 0 1
3Ψ

′
545 − 1

3Ψ
′
445 0 0 0 0

0 0 0 0 1
3Ψ

′
545 −1

3Ψ
′
445

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 Ψ′
445 0 Ψ′

545

0 0



,



0

0

1
3Ψ

′
545

− 1
3Ψ

′
445


. (D.4)
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Pro Sij = diag
(
s,−1

3
s, 0, 0

)


0 Ψ′
223 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 Ψ′
434 Ψ′

534 0 Ψ′
534 2Ψ′

223 −Ψ′
434

0 0 0 0

0 0



,



0

Ψ′
223

0

0


. (D.5)

Pro Sij = diag(s,−3s, 0, 0)

0 0 0 0 0 Ψ′
323 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 Ψ′
424 Ψ′

524 0 0 Ψ′
524 −2Ψ′

323 −Ψ′
424

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0



,



−Ψ′
323

0

0

0


. (D.6)

Nyní se dosadí výsledky do rovnic (B.1), (B.2). Viz kompletní seznam rovnic
na konci Dodatku B. Ukáže se, že tři ze čtyř řešení budou nakonec nulová. K
jejich vyloučení nejsou potřeba všechny rovnice ze soustavy.

Pro Sij = diag(s,−s, 0, 0) vystačí

(B.1) : (224) : 1

3
sΨ′

545+
1

3
A45Ψ

′
445 = 0,

(B.1) : (225) : −1

3
sΨ′

445+
1

3
A45Ψ

′
545 = 0,

(B.1) : (445) : 2

3
A45Ψ

′
545 = 0,

(B.1) : (545) : −2

3
A45Ψ

′
445 = 0.

Poslední dvě rovnice se dosadí do prvních dvou. Rovnice jsou splněny pomocí
s = 0 ⇒ Sij ≡ 0 nebo Ψ′

445 = Ψ′
545 = 0. Nulová matice Sij je nežádoucí řešení,

je nutné zvolit podmínku Ψ′
445 = Ψ′

545 = 0. Po dosazení do (D.4) se dostane
Ψ′

kij ≡ 0. Ostatní rovnice již není třeba ověřovat.
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Pro Sij = diag
(
s,−1

3
s, 0, 0

)
se vezmou rovnice

(B.1) : (223) : 2

3
sΨ′

223 = 0,

(B.1) : (434) : −1

3
sΨ′

434 = 0,

(B.1) : (435) : −A45Ψ
′
223−

1

3
sΨ′

534 = 0.

Z prvních dvou analogicky plyne Ψ′
223 = Ψ′

434 = 0 a po dosazení do poslední
rovnice i Ψ′

534 = 0. Porovnáním s (D.5) plyne Ψ′
kij ≡ 0.

Podobně se prošetří i Sij = diag(s,−3s, 0, 0), kde se pracuje s rovnicemi

(B.1) : (323) : −2sΨ′
323 = 0,

(B.1) : (424) : sΨ′
424 = 0,

(B.1) : (435) : A45Ψ
′
323 +sΨ′

524 = 0.

První dvě rovnice dají Ψ′
323 = Ψ′

424 = 0, což pro třetí rovnici znamená Ψ′
524 = 0.

Dosazením do (D.6) se opět získá Ψ′
kij ≡ 0.

Zbývá případ Sij = diag(s, s, 0, 0), který projde test rovnicemi (B.1), (B.2), i
když je nutno položit A24 = A25 = A34 = A35 = A45 = 0 a Ψ′

245 = Ψ′
345 = 0.

Nebude zde dopočítán, protože se jedná o speciální případ úlohy řešené v Dodatku
G.
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E Dodatek

Pracuje se v libovolné dimenzi n = m + 2. Matice Sij má na diagonále pouze
{0; 1}. Přeuspořádá se do tvaru:

Sij = diag(1, 1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
d

, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m−d

) =
∑
l∈I

δilδjl=
d+1∑
l=2

δilδjl, (E.1)

(i, j) ∈ {2, 3, ...,m+ 1},

I = {2, 3, ..., d+ 1},

L = d.

Identity a definice z (Tab. 2.1)

Ψ′
kij +Ψ′

jki +Ψ′
ijk = 0, (E.2a)

Ψ′
kij = −Ψ′

kji, (E.2b)
Ψ′

i = Ψ′
kik. (E.2c)

Dosazením (E.1) do rovnice (A.6):

d ·Ψ′
i − 4

∑
I

δilΨ
′
l + 2

∑
I

Ψ′
lil = 0,

i /∈ I : d ·Ψ′
i + 2

∑
I

Ψ′
lil = 0, (E.3)

i ∈ I : (d− 4) ·Ψ′
i + 2

∑
I

Ψ′
lil = 0. (E.4)

Dosazením (E.1) do rovnice (A.5):

d

2
·Ψ′

kij+
∑
I

δilΨ
′
jlk−

∑
I

δjlΨ
′
ilk−

∑
I

δklΨ
′
lij+

∑
I

δilδklΨ
′
j−

∑
I

δjlδklΨ
′
i = 0. (E.5)

Je nutné vyřešit rovnici pro všechny možné kombinace

i ∈ I

i /∈ I

j ∈ I

j /∈ Ik ∈ I

k /∈ I
. Jedná se o 3 binární volby (23 = 8 různých případů), ale díky antisy-

metrii v indexech [ij] jsou volby k, i ∈ I, j /∈ I shodné s k, i /∈ I, j ∈ I.

Nejjednosušší volba indexů je k /∈ I, i /∈ I, j /∈ I. Z rovnice (E.5) ihned plyne

k /∈ I, i /∈ I, j /∈ I : Ψ′
kij = 0. (E.6)
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Což má za důsledek

i /∈ I : Ψ′
i = Ψ′

kik =
∑
l∈I

Ψ′
lil +

∑
l/∈I

0︷︸︸︷
Ψ′

lil =
∑
l∈I

Ψ′
lil.

Vynásobením rovnice dvěma a přičtením k (E.3):

i /∈ I :

>0︷ ︸︸ ︷
(d+ 2)Ψ′

i = 0,

i /∈ I : Ψ′
i = 0 =

∑
l∈I

Ψ′
lil. (E.7)

Další přímočará volba je k ∈ I, i /∈ I, j /∈ I. Rovnice (E.5) dává

k ∈ I, i /∈ I, j /∈ I :

(
d

2
− 1

)
·Ψ′

kij = 0 ⇒

d = 2 Ψ′
kij ̸= 0 i ̸= j,

d ̸= 2 Ψ′
kij = 0.

(E.8)

Rovněž volba k /∈ I, i ∈ I, j ∈ I nezpůsobí velké potíže

k /∈ I, i ∈ I, j ∈ I :
d

2
·Ψ′

kij +Ψ′
jik −Ψ′

ijk = 0,

(E.2a) : Ψ′
kij −Ψ′

jik +Ψ′
ijk = 0,

(d/2 + 1)Ψ′
kij = 0,

k /∈ I, i ∈ I, j ∈ I : Ψ′
kij = 0. (E.9)

Kombinace k ∈ I, i ∈ I, j /∈ I už je pracnější. Z rovnic (E.5) a (E.7)

k ∈ I, i ∈ I, j /∈ I :
d

2
·Ψ′

kij +Ψ′
jik −Ψ′

kij + δik

(E.7)
= 0︷︸︸︷
Ψ′

j = 0,

(E.2a) : Ψ′
kij −Ψ′

jik +Ψ′
ijk = 0,

k ∈ I, i ∈ I, j /∈ I :
d

2
·Ψ′

kij = Ψ′
ikj. (E.10)

K pokračování je třeba dokázat pomocné tvrzení.

Tvrzení E.1. Nechť q je reálné číslo a i ∈ J, k ∈ J jsou indexy, kde J je neprázdná
množina přirozených čísel. Pak soustava rovnic

Bik = q ·Bki ∀(i, k) ∈ J (E.11)

dovoluje nenulové řešení pouze pro q = ±1. Matice Bik splňující (E.11) je tedy
buď symetrická, antisymetrická či nulová.

Důkaz. Přeznačme index i → k a k → i v soustavě rovnic (E.11): Bki = q · Bik.
Jedná se o stejnou soustavu rovnic, protože indexy postupně vybíráme ze stejné
množiny J .
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Volme indexy i, k libovolné, ale pevné. Tím dostáváme homogenní soustavu
dvou lineárních rovnic pro formální proměnné {Bik, Bki}:

Bik−q ·Bki = 0,

q ·Bik− Bki = 0.

Tato soustava bude mít nenulové řešení pouze tehdy, když její determinant bude
rovný nule

0 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −q

q −1

∣∣∣∣∣∣∣ = −1 + q2,

q = ±1,

⇒ Bik =


Bki

−Bki

0

. (E.12)

Nyní se tvrzení aplikuje na (E.10) pro libovolné, ale pevné j /∈ I. Toto lze
provést pouze tehdy, když indexy probíhají stejnou množinou přirozených čísel.
V případě (E.10) k ∈ I, i ∈ I.

k ∈ I, i ∈ I, j /∈ I : Ψ′
kij

= 0 d ̸= 2,

= Ψ′
ikj d = 2.

(E.13)

Analogicky lze vyřešit kombinaci k /∈ I, i /∈ I, j ∈ I.

k /∈ I, i /∈ I, j ∈ I :
d

2
·Ψ′

kij −Ψ′
ijk = 0,

d

2
·Ψ′

kij = −Ψ′
ikj,

k /∈ I, i /∈ I, j ∈ I : Ψ′
kij

= 0 d ̸= 2

= −Ψ′
ikj d = 2 Ψ′

(k)j(k) = 0 (nesčítat!).
(E.14)

Zbývá poslední kombinace indexů: k ∈ I, i ∈ I, j ∈ I. Rychle se řešení najde
využitím (E.14) v definičním vztahu (E.2c) a následně využitím (E.4).

(E.2c) : i ∈ I :Ψ′
i −

∑
I

Ψ′
lil −

∑
k/∈I

(E.14)
= 0︷︸︸︷
Ψ′

kik = 0,
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(E.4) : i ∈ I: (d− 4) ·Ψ′
i + 2

Ψ′
i︷ ︸︸ ︷∑

I

Ψ′
lil = 0,

(d− 2) ·Ψ′
i = 0,

d ̸= 2 : Ψ′
i = 0. (E.15)

Dosazením do rovnice (E.5)

k ∈ I, i ∈ I, j ∈ I :
d

2
·Ψ′

kij +Ψ′
jik −Ψ′

ijk −Ψ′
kij + δikΨ

′
j − δjkΨ

′
i = 0,

(E.2a) : Ψ′
jik −Ψ′

ijk −Ψ′
kij = 0,

k ∈ I, i ∈ I, j ∈ I :
d

2
·Ψ′

kij + δikΨ
′
j − δjkΨ

′
i = 0, (E.16)

(E.15) : d ̸= 2 :
d

2
Ψ′

kij = 0, (E.17)

k ̸= j, k = i : Ψ′
j =

d

2
Ψ′

(k)j(k), (E.18)

k = i = j : 0 = 0,

kde (E.17) dává kýžený výsledek. Nicméně bude uveden technicky náročnější
způsob řešení, který lze ovšem zobecnit pro komplikovanější tvary matice Sij.

Rovnice (E.18) je platná pro všechny indexy k ∈ I, k ̸= j. Jde tedy o (d− 1)

rovnic a d neznámých pro každé j. Zároveň platí Ψ′
j ≡ Ψ′

ljl a (E.4). Celkem se
jedná o soustavu (d+1) rovnic a d neznámých pro každé j. Soustava je přeurčená.

Řešení se omezuje na soustavu rovnic (E.18) a (E.4). Po vyřešení se ověří, zda
platí Ψ′

j ≡ Ψ′
ljl. Bez újmy na obecnosti se index j přesune na poslední pozici I,

protože (E.18) je stejná pro všechna j. Matice této soustavy

d



d︷ ︸︸ ︷

1 −d
2 0 ... 0 0

1 0 −d
2 ... 0 0

...
...

1 0 0 ... −d
2 0

1 0 0 ... 0 −d
2

d
2 − 2 1 1 ... 1 1


(E.19)

musí mít nulový determinant, má-li existovat nenulové řešení. Prvky matice jsou
spjaty s jejím rozměrem. Bude se místo toho hledat determinant matice (E.20)
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pro vyhnutí se zbytečním zmatkům

d



d︷ ︸︸ ︷

1 a 0 0 0 ... 0 0

1 0 a 0 0 ... 0 0

...
...

1 0 0 0 0 ... a 0

1 0 0 0 0 ... 0 a

b 1 1 1 1 ... 1 1


(E.20)

a nakonec se dosadí a = −d/2, b = −2 + d/2.
Determinant se spočítá Laplaceovým rozvojem podle posledního sloupce

Detd(a, b) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a 0 0 0 ... 0 0

1 0 a 0 0 ... 0 0

...
...

1 0 0 0 0 ... a 0

1 0 0 0 0 ... 0 a

b 1 1 1 1 ... 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)d−1+d · a ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a 0 0 0 ... 0

1 0 a 0 0 ... 0

...
...

1 0 0 0 0 ... a

b 1 1 1 1 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+(−1)d+d · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a 0 0 0 ... 0

1 0 a 0 0 ... 0

...
...

1 0 0 0 0 ... a

1 0 0 0 0 ... 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

První subdeterminant není nic jiného, než Detd−1(a, b). Druhý subdeterminant
se rozvine podle posledního řádku - dostane se diagonální matice.

Detd(a, b) = (−1) · a ·Detd−1(a, b) + (−1)d−1+1 · 1 · ad−2

Iteruje se pro (d− 1), (d− 2), ..., 1. Det1(a, b) = b.

Detd(a, b) = (−1) · a ·Detd−1(a, b) + (−1)d−1+1 · 1 · ad−2 =

= (−1) · a ·
[
(−1) · a ·Detd−2(a, b) + (−1)d−2+1 · 1 · ad−3

]
+ (−1)dad−2 =

= (−1)2 · a2 · [Detd−2(a, b)] + 2(−1)d · ad−2 = ... =

= (−1)d−1 · ad−1b+ (d− 1) · (−1)d · ad−2.
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Dosazením a = −d/2, b = −2 + d/2

Detd

(
−d
2
,
d

2
− 2

)
=

(
d

2

)d−1 (
d

2
− 2

)
+ (d− 1)

(
d

2

)d−2

=

=

(
d

2

)d−2 [
d

2

(
d

2
− 2

)
+ (d− 1)

]
=

=

(
d

2

)d−2
[(

d

2

)2

− 1

]
.

Soustava (E.18) může mít nenulové řešení pouze pro d = 2→ index j ∈ I = {2, 3}.
Řešení (E.18) explicitně

j ∈ I, k ∈ I, k ̸= j(nesčítat!) : Ψ′
j =

d

2
Ψ′

(k)j(k),

d = 2, j = 2, k ∈ {2, 3} \ {2} : Ψ′
2 = Ψ′

323, (E.21)
d = 2, j = 3, k ∈ {2, 3} \ {3} : Ψ′

3 = Ψ′
232, (E.22)

d ̸= 2, j ∈ I, k ∈ I(nesčítat!) : Ψ′
j = 0, (E.23)

Ψ′
(k)j(k) = 0. (E.24)

Řešení splňují definiční vztah

j ∈ I : Ψ′
j ≡ Ψ′

ljl =
∑
l∈I

Ψ′
ljl +

∑
l/∈I

(E.14)
= 0︷︸︸︷
Ψ′

ljl ,

d = 2, j = 2 : Ψ′
2 =

∑
l∈I

Ψ′
l2l =

3∑
l=2

Ψ′
l2l =

0︷︸︸︷
Ψ′

222 +Ψ′
323,

d = 2, j = 3 : Ψ′
3 =

∑
l∈I

Ψ′
l3l =

3∑
l=2

Ψ′
l3l = Ψ′

232 +

0︷︸︸︷
Ψ′

333,

d ̸= 2, j ∈ I : Ψ′
j =

∑
l∈I

(E.24)
= 0︷︸︸︷
Ψ′

ljl = 0.

Dosazením do (E.16)

d ̸= 2, k ∈ I, i ∈ I, j ∈ I : Ψ′
kij = 0, (E.25)

a nebo již známé vztahy (E.21), (E.22) pro Ψ′
j pokud d = 2. Pro úplnost by bylo

vhodné prošetřit ještě možnost, že v (E.16) jsou tři různé indexy. Okamžitě je
zjevné, že příslušné složky budou nulové (navíc z I = {2, 3} ani vybrat tři různé
indexy nelze).

Rovnice (E.5) byla prošetřena pro všechny možné kombinace indexů.
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Ještě lze získat nové informace z (E.2a). Po sérii pokusů a omylů (například
dosazením (E.13) dostaneme pouze (E.9)) se získají dosazením (E.14) nové vzta-
hy.

d = 2, (k, i) /∈ {2, 3} : Ψ′
k2i =

1

2
Ψ′

2ki = −Ψ′
i2k, (E.26)

Ψ′
k3i =

1

2
Ψ′

3ki = −Ψ′
i3k.

Složky Ψ′
2ki jsou nenulové díky (E.8).

Dílčí výsledky dohromady dají

d ̸= 2 : Ψ′
kij = 0, (E.27)

d = 2 :

(E.6) : (i, j, k) /∈ {2, 3} : Ψ′
kij = 0, (E.28)

(E.7) : j /∈ {2, 3} : Ψ′
j = 0, (E.29)

(E.8) : (i, j) /∈ {2, 3}, i ̸= j : Ψ′
2ij ̸= 0, (E.30)

Ψ′
3ij ̸= 0,

(E.9) : k /∈ {2, 3} : Ψ′
k23 = 0, (E.31)

(E.13) : j /∈ {2, 3} : Ψ′
23j = Ψ′

32j, (E.32)
(E.7) : Ψ′

22j = −Ψ′
33j, (E.33)

(E.26) : (k, i) /∈ {2, 3} : Ψ′
k2i = −Ψ′

i2k =
1

2
Ψ′

2ki, (E.34)

Ψ′
k3i = −Ψ′

i3k =
1

2
Ψ′

3ki,

(i, j, k) ∈ {2, 3} : Ψ′
2 = Ψ′

323, (E.35)
Ψ′

3 = Ψ′
232.

Nenulové řešení existuje pouze pro d = 2. Jediná přípustná matice tvaru (E.1)
je tedy Sij = diag(1, 1, 0, ..., 0) v libovolném rozměru, ať už se jedná o twistující
či netwistující případ.
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F Dodatek

Pracuje se v libovolné dimenzi n = m+ 2.

Sij = diag(s2, s3, s4, ..., sm+1) =
∑
l∈K

slδilδjl = s(i)δ(i)j = s(j)δi(j), (F.1)

(i, j) ∈ {2, 3, ...,m+ 1},

K = {2, 3, ...,m+ 1},

L =
m+1∑
t=2

st.

Identity a definice z (Tab. 2.1)

Ψ′
kij +Ψ′

jki +Ψ′
ijk = 0, (F.2a)

Ψ′
kij = −Ψ′

kji, (F.2b)
Ψ′

i = Ψ′
kik. (F.2c)

Dosazením (F.1) do rovnice (A.6):

nesčítat přes i!kk
(
L

2
− 2s(i)

)
Ψ′

(i) +
∑
K

slΨ
′
lil = 0. (F.3)

Dosazením (F.1) do rovnice (A.5):

nesčítat! : L

2
Ψ′

kij + s(i)Ψ
′
j(i)k − s(j)Ψ

′
i(j)k − s(k)Ψ

′
(k)ij + s(k)δi(k)Ψ

′
j−

−s(k)δj(k)Ψ′
i = 0,

j = k, j ̸= i :
L

2
Ψ′

(j)i(j) + s(i)Ψ
′
(j)(i)(j) − s(j)

0︷ ︸︸ ︷
Ψ′

i(j)(j) − s(j)Ψ
′
(j)i(j) + s(j)

0︷︸︸︷
δi(j)Ψ

′
j−

−sjΨ′
i = 0,

sjΨ
′
i −

(
L

2
+ s(i) − s(j)

)
·Ψ′

(j)(i)(j) = 0,

(F.4)

i = j = k : 0 = 0.

Rovnice (F.4) je platná pro všechny indexy k ∈ I, k ̸= j. Jde o (m− 1) rovnic
a m neznámých pro každé i. Zároveň platí (F.2c) a (F.3). Celkem se jedná o
soustavu (m + 1) rovnic a m neznámých pro každé i. Rovnice (F.3) se dostane
součtem (F.4) přes {j|j ̸= i}, a tak ji lze ze soustavy vypustit, protože není
nezávislá. Bude ponechána v soustavě rovnic pro ilustraci, že poskytne neplatné
řešení navíc. Během mechanického dosazování při práci s rovnicemi (A.5), (A.6)
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je tedy nutná jistá obezřetnost.
Plná matice této soustavy zahrnující případ i = j = k.



#rovnice 1 2 3 . . . i . . . m m+ 1

index j Ψ′
i Ψ′

2i2 Ψ′
3i3 . . . Ψ′

(i)(i)(i) . . . Ψ′
mim Ψ′

(m+1)i(m+1)

1 2 s2 ci2 0 . . . 0 . . . 0 0

2 3 s3 0 ci3 . . . 0 . . . 0 0
...

...
...

...

i− 1 i 0 0 0 . . . 0 . . . 0 0
...

...
...

...

m− 1 m sm 0 0 . . . 0 . . . cim 0

m m+ 1 sm+1 0 0 . . . 0 . . . 0 ci(m+1)

m+ 1 (F.2c) : −1 1 1 . . . 0 . . . 1 1

m+ 2 (F.3)
[
L
2 − 2si

]
s2 s3 . . . 0 . . . sm sm+1



Tabulka F.1: Soustava rovnic (F.2c), (F.3) a (F.4).

Jeden řádek a sloupec je vždy nulový a lze je vypustit. Na jejich absenci je
ale stále nutné pamatovat při požadavku obecného řešení pro libovolný index i.
Nenulové řešení existuje pouze, pokud deterninanty všech možných matic sesta-
vených z rovnic (F.2c), (F.3) a (F.4) jsou nulové. Vybrat m−tici z (m+1) rovnic
lze (m+ 1) způsoby. Teoreticky by bylo nutné vypočítat (m+ 1) různých deter-
minantů pro index i a najít řešení, pro která jsou všechny determinanty nulové.
Naštěstí je situace mnohem jednodušší, díky závislosti jedné z rovnic.

Začne se výpočtem determinantu matice následujícího tvaru.

m



m︷ ︸︸ ︷

s2 ci2 0 ... 0 0

s3 0 ci3 ... 0 0

...
...

sm 0 0 ... cim 0

sm+1 0 0 ... 0 ci(m+1)

b1 b2 b3 ... bm bm+1


(F.5)

Práce navíc se brzy vrátí při dokazování dodatečných vlastností determinantu
této soustavy.

Determinant matice, kde chybí řádek a sloupec indexu i, se vypočítá Lapla-
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ceovým rozvojem podle posledního sloupce

Det(i)m (c(i)j , br) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s2 ci2 0 ... 0 0

s3 0 ci3 ... 0 0

...
...

sm 0 0 ... cim 0

sm+1 0 0 ... 0 ci(m+1)

b1 b2 b3 ... bm bm+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)c(i)(m+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s2 ci2 0 ... 0

s3 0 ci3 ... 0

...
...

sm 0 0 0 cim

b1 b2 b3 ... bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+ (−1)2mbm+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s2 ci2 0 ... 0

s3 0 ci3 ... 0

...
...

sm+1 0 0 ... 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

První subdeterminant je opět Det(i)m−1(c(i)j, br). Druhý subdeterminant se rozvine
podle posledního řádku - dostane se diagonální matice v indexech 2 až m (index
i stále chybí).

Det(i)m (c(i)j, br) = (−1) · c(i)(m+1) ·Det(i)m−1(c(i)j, br) + (−1)m · bm+1 · sm+1 ·
m∏
k=2
k ̸=i

cik

Iterace pro (m− 1), (m− 2), ..., 1. Det(i)1 (c(i)j, br) = b1.

Det(i)m (c(i)j , br) = (−1)c(i)(m+1)Det
(i)
m−1(c(i)j , br) + (−1)mbm+1sm+1

m∏
k=2
k ̸=i

cik =

= −c(i)(m+1)

−c(i)mDet
(i)
m−2(c(i)j , br) + (−1)m−1bmsm

m−1∏
k=2
k ̸=i

cik

+ (−1)mbm+1sm+1

m∏
k=2
k ̸=i

cik =

= c(i)(m+1)c(i)mDet
(i)
m−2(c(i)j , br) + (−1)mbmsm

m−1∏
k=2
k ̸=i

c(i)(m+1)c(i)k + (−1)mbm+1sm+1

m∏
k=2
k ̸=i

cik = ...

Det(i)m (c(i)j, br) = (−1)m−1 · b1
m+1∏
k=2
k ̸=i

cik + (−1)m ·
m+1∑
l=2
l ̸=i

blsl

m+1∏
k=2
k ̸=l
k ̸=i

cik. (F.6)

Je důležité si uvědomit, že poslední člen
∏

v (F.6) závisí na sčítacím indexu l a
nelze jej vytknout před

∑
.
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Dosazením cik = −
[
L
2
+ s(i) − s(k)

]
Det(i)m

(
c(i)k, [−1, 1, .., 1]

)
= −

m+1∏
k=2
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
+

m+1∑
l=2
l ̸=i

sl

m+1∏
k=2
k ̸=l
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
, (F.7)

Det(i)m

(
c(i)k,

[
L/2− 2s(i), s2, .., sm+1

])
=

[
L/2− 2s(i)

] m+1∏
k=2
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
+

+

m+1∑
l=2
l ̸=i

s2l

m+1∏
k=2
k ̸=l
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
. (F.8)

Dle očekávání existuje vztah mezi (F.7) a (F.8), protože rovnice (F.3) se zís-
ká součtem rovnic (F.4) přes {j|j ̸= i}. Na první pohled ovšem není patrný v
obecném vyjádření vzorců

Det(i)m

(
c(i)k,

[
L/2− 2s(i), s2, .., sm+1

])
=

(
L

2
+ s(i)

)
·Det(i)m

(
c(i)k, [−1, 1, .., 1]

)
.

(F.9)
Důkaz spočívá ve využití několika obecných vlastností determiantů

Det(i)m

([
−
(
L/2 + s(i)

)
,
(
L/2 + s(i)

)
, ..,

(
L/2 + s(i)

)])
−Detim

([
L/2− 2s(i), s2, .., sm+1

])
= 0,

Det(i)m

([
−L+ s(i),

(
L/2 + s(i) − s2

)
, ..,

(
L/2 + s(i) − sm+1

)])
= 0.

Poslední řádek se rozepíše podle (F.6)

(−L+ s(i))
m+1∏
k=2
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
+

m+1∑
l=2
l ̸=i

sl

︷ ︸︸ ︷(
L/2 + s(i) − sl

)m+1∏
k=2
k ̸=l
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
=

= (−L+ s(i))
m+1∏
k=2
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
+

=L−s(i)︷ ︸︸ ︷
m+1∑
l=2
l ̸=i

sl

nezávisí na l︷ ︸︸ ︷
m+1∏
k=2
��HHk ̸=l
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
=

= (−L+ s(i))
m+1∏
k=2
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
+ (L− s(i))

m+1∏
k=2
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
= 0.

Požadovaných (m + 1) nezávislých determiantů lze vybrat tak, že se začne
s maticí soustavy rovnic (F.3) a (F.4) a pak se postupně nahradí každý řádek
rovnicí (F.2c). Nechť je nahrazen řádek s indexem u rovnicí (F.2c). Následně se
přesune na předposlední řádek matice. Nakonec se vezme sloupec s indexem u a
přesune se zcela vpravo na poslední pozici. Při transpozici řádků/sloupců se mění
znaménko determinantu. Lze si rozmyslet, že tyto dvě operace dají dohromady
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faktor +1. Zbývá samotný výpočet, který se opět provede Laplaceovým rozvojem
podle posledního sloupce. Dostane se (nesčítat přes u)

Det
(i)
m\(u)

(
c(i)k,

[
L/2− 2s(i), s2, .., sm+1

])
= −Det

(i)
m−1\(u)

(
c(i)k,

[
L/2− 2s(i), s2, .., sm+1

])
+

+ s(u)Det
(i)
m−1\(u)

(
c(i)k, [−1, 1, .., 1]

)
.

Nelze využít vztahu (F.9) přímo, ale analogicky lze ukázat, že

Det
(i)
m−1\(u)

(
c(i)k,

[
L/2− 2s(i), s2, .., sm+1

])
=

(
L

2
+ s(i)

)
·Det

(i)
m−1\(u)

(
c(i)k, [−1, 1, .., 1]

)
+s(u)

m+1∏
k=2
k ̸=i
k ̸=u

cik.

Dosazením do předchozího

Det
(i)
m−1\(u)

([
L/2− 2s(i), sk

])
= −(L/2 + s(i) − s(u))

− m+1∏
k=2
k ̸=i,u

c(i)k +

m+1∑
l=2
l ̸=i,u

sl

m+1∏
k=2

k ̸=l,i,u

c(i)k

−

−s(u)

m+1∏
k=2
k ̸=i,u

cik =

= +
m+1∏
k=2
k ̸=i,�Au

cik −
m+1∑
l=2
l ̸=i,u

sl

m+1∏
k=2

k ̸=l,i,�Au

cik − s(u)

m+1∏
k=2
k ̸=i,u

cik =
m+1∏
k=2
k ̸=i

cik −
m+1∑
l=2
l ̸=i,�Au

sl

m+1∏
k=2
k ̸=l,i

cik =

= −Det
(i)

m��HH−1��ZZ\u
(
c(i)k, [−1, 1, .., 1]

)
.

Tedy

Det
(i)
m−1\(u)

(
c(i)k,

[
L/2− 2s(i), s2, .., sm+1

])
= −Det(i)m

(
c(i)k, [−1, 1, .., 1]

)
.

(F.10)
Z potenciálně (m+1) různých determinantů pro každý index i jich je (m− 1)

identických dle (F.10). Navíc jsou rovny záporně vzatému determinantu
Det

(i)
m

(
c(i)k, [−1, 1, .., 1]

)
. Poslední nezávislý determinant je rovněž pouze násob-

kem:
(
L
2
+ s(i)

)
·Det(i)m

(
c(i)k, [−1, 1, .., 1]

)
dle (F.9). Očekávaný výsledek, protože

jedna z rovnic v soustavě nebyla nezávislá.
Hledá-li se netriviální řešení soustavy (Tab. F.1), pak musí být všechny možné

nezávislé determinanty rovny nule. Determinanty mají společný faktor
Det

(i)
m

(
c(i)k, [−1, 1, .., 1]

)
, a tak postačuje Det(i)m

(
c(i)k, [−1, 1, .., 1]

)
= 0.

0 = −
m+1∏
k=2
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
+

m+1∑
l=2
l ̸=i

sl

m+1∏
k=2
k ̸=l
k ̸=i

[
L/2 + s(i) − s(k)

]
(F.11)

Počítání s pouze jednou kombinací rovnic (F.9) by dalo navíc řešení (L/2+s(i)) =
0, které není nutně platné.
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Řeší se polynomická rovnice (F.11) stupně (m − 1) pro každé i. V dimenzi
n = 6 = m+ 2 to odpovídá řešení kubické rovnice, považuje-li se jedna složka si
za nezávislou proměnnou a zbytek složek za parametry. Řešení lze najít analyticky
pomocí Cartanových vzorců - ty jsou ovšem dost nepraktické. V rozměrech n ≥ 8

pak obecně již analytické řešení neexistuje.
Pro určité tvary matice Sij je ovšem situace jednodušší. Má-li alespoň dvě

nulové složky, pak lze vyknout L/2 pro všechny i a snížit stupeň polynomu.
Například Sij = diag(0, 0, s4, s5, ..., sm+1):

Det2m (c2k, [−1, 1, .., 1]) = − [L/2 + s2 − s3]

m+1∏
k=4

c2k + [L/2 + s2 − s3]

m+1∑
l=4

sl

m+1∏
k=4
k ̸=l

c2k =

=
L

2

−m+1∏
k=4

c2k +
m+1∑
l=4

sl

m+1∏
k=4
k ̸=l

c2k

 .

Netriviální řešení se dostane i v případě dvou stejných složek (různých od si)
- v prvním členu jsou dva stejní činitelé, kteří jsou v ostatních členech obsaženi
alespoň jedenkrát.

Další řešení existuje pro

sj = 0 ∧
(
L

2
+ si

)
= 0,

což lze snadno uhodnout z (F.4) a ověřit dosazením do (F.11)

−
0︷ ︸︸ ︷[

L/2 + s(i) − s(j)
] m+1∏

k=2
k ̸=i,j

c(i)k+

0︷︸︸︷
sj

m+1∏
k=2
k ̸=l
k ̸=i,j

cik+
m+1∑
l=2
l ̸=i,j

sl

0︷ ︸︸ ︷[
L/2 + s(i) − s(j)

] m+1∏
k=2
k ̸=l
k ̸=i,j

c(i)k = 0.

Obrázek F.1: Řešení Det24([−1, 1..]) = 0
odpovídající soustavě rovnic s Ψ′

2 pro Sij =
diag(s2, s3, s4, 0).

Obrázek F.2: Řešení Det24([−1, 1..]) = 0
odpovídající soustavě rovnic s Ψ′

2 pro Sij =
diag(1, s3, s4, 0).
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Obrázek F.3: Řešení Det34([−1, 1..]) = 0
odpovídající soustavě rovnic s Ψ′

3 pro Sij =
diag(s2, s3, s4, 0).

Obrázek F.4: Řešení Det34([−1, 1..]) = 0
odpovídající soustavě rovnic s Ψ′

3 pro Sij =
diag(1, s3, s4, 0).

Obrázek F.5: Řešení Det44([−1, 1..]) = 0
odpovídající soustavě rovnic s Ψ′

4 pro Sij =
diag(s2, s3, s4, 0).

Obrázek F.6: Řešení Det44([−1, 1..]) = 0
odpovídající soustavě rovnic s Ψ′

4 pro Sij =
diag(1, s3, s4, 0).
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Obrázek F.7: Řešení Det54([−1, 1..]) = 0
odpovídající soustavě rovnic s Ψ′

5 pro Sij =
diag(s2, s3, s4, 0).

Obrázek F.8: Řešení Det54([−1, 1..]) = 0
odpovídající soustavě rovnic s Ψ′

5 pro Sij =
diag(1, s3, s4, 0). Zahrnuje neplatné řešení
L/2 + s5 = 0.
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Nyní se bude zkoumat rovnice

L

2
·Ψ′

kij + s(i)Ψ
′
j(i)k − s(j)Ψ

′
i(j)k − s(k)Ψ

′
(k)ij + s(k)δi(k)Ψ

′
j − s(k)δj(k)Ψ

′
i = 0

v případě, kdy jsou všechny indexy navzájem různé

j ̸= k, k ̸= i(nesčítat!) :
(
L

2
− s(k)

)
·Ψ′

(k)ij − s(i)Ψ
′
jk(i) − s(j)Ψ

′
i(j)k = 0. (F.12)

Vybere se libovolná, ale pevná trojice (i, j, k) navzájem růných. Rovnice (F.12)
platí pro všechny kombinace tří navzájem různých indexů, a tak platí i pro cyk-
lické záměny indexů k → j, i → k, j → i a k → i, i → j, j → k. Společně s
(F.2a) jde o soustavu 4 rovnic s 3 neznámými pro každou volbu (i, j, k) navzájem
různých .

j ̸= k, k ̸= i :
(
L
2
− s(k)

)
Ψ′

(k)ij −s(i)Ψ′
jk(i) −s(j)Ψ′

i(j)k = 0,

−s(i)Ψ′
k(i)j +

(
L
2
− s(j)

)
Ψ′

(j)ki −s(k)Ψ′
ij(k) = 0,

−s(j)Ψ′
ki(j) −s(k)Ψ′

j(k)i +
(
L
2
− s(i)

)
Ψ′

(i)jk = 0,

Ψ′
kij +Ψ′

jki +Ψ′
ijk = 0.

Narozdíl od předchozího případu, kdy se měnil počet soustav rovnic i počet rov-
nic v jedné soustavě s dimenzí, teď se pracuje vždy se čtyřmi rovnicemi. Stále
se však mění počet těchto soustav. Vybrat tři různé indexy z m možností lze
m(m − 1)(m − 2)/6 způsoby. Netriviální řešení soustavy může existovat, pokud
jsou determinanty matic všech kombinací 3 rovnic rovné nule. Vzhledem k níz-
kému počtu rovnic lze všechny determinanty snadno vypočítat explicitně a najít
jejich společnou část. Podmínka netriviálnosti řešení soustavy vypadá následovně

(i, j, k) různé : −s2i − s2j − s2k + sisj + sisk + sjsk + (L/2)2 = 0. (F.13)

Výběrem prvních tří rovnic se získá i řešení (L/2 − si − sj − sk) = 0, které se
ovšem neopakuje v ostatních volbách rovnic, a tak je nutné ho vypustit.
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Obrázek F.9: Řešení (F.13) odpovída-
jící volbě Ψ′

234,Ψ
′
423,Ψ

′
342 pro Sij =

diag(s2, s3, s4, 0).

Obrázek F.10: Řešení (F.13) odpovída-
jící volbě Ψ′

234,Ψ
′
423,Ψ

′
342 pro Sij =

diag(1, s3, s4, 0). Zahrnuje neplatné řešení
(L/2− s2 − s3 − s4) = 0.

Obrázek F.11: Řešení (F.13) odpovída-
jící volbě Ψ′

345,Ψ
′
534,Ψ

′
453 pro Sij =

diag(s2, s3, s4, 0).

Obrázek F.12: Řešení (F.13) odpovída-
jící volbě Ψ′

345,Ψ
′
534,Ψ

′
453 pro Sij =

diag(1, s3, s4, 0). Zahrnuje neplatné řešení
(L/2− s3 − s4 − s5) = 0.
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Obrázek F.13: Řešení (F.13) odpovída-
jící volbě Ψ′

235,Ψ
′
523,Ψ

′
352 pro Sij =

diag(s2, s3, s4, 0).

Obrázek F.14: Řešení (F.13) odpovída-
jící volbě Ψ′

235,Ψ
′
523,Ψ

′
352 pro Sij =

diag(1, s3, s4, 0). Zahrnuje neplatné řešení
(L/2− s2 − s3 − s5) = 0.

Obrázek F.15: Řešení (F.13) odpovída-
jící volbě Ψ′

245,Ψ
′
524,Ψ

′
452 pro Sij =

diag(s2, s3, s4, 0).

Obrázek F.16: Řešení (F.13) odpovída-
jící volbě Ψ′

245,Ψ
′
524,Ψ

′
452 pro Sij =

diag(1, s3, s4, 0). Zahrnuje neplatné řešení
(L/2− s2 − s4 − s5) = 0.
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G Dodatek

V tomto dodatku se dořeší úloha s maticí Sij = diag(s, s, 0, 0, ..., 0), s ̸= 0, v
libovolné dimenzi. Určí se přípustné tvary matic Aij po dosazení do rovnic (B.1)
a (B.2)

Li[jΨ
′
k] + Ls[jΨ

′
k]si = 0, (G.1)

2A{ijΨ
′
k}ml + Ll{i|Ψ

′
m|jk} − Lm{i|Ψ

′
l|jk} = 0. (G.2)

Označení: I = {2, 3}. Složky Ψ′
kij řešící rovnice (A.5) a (A.6) splňují následující

vztahy (viz konec Dodatku E)

(E.6) : (i, j, k) /∈ {2, 3} : Ψ′
kij = 0, (G.3)

(E.7) : j /∈ {2, 3} : Ψ′
j = 0, (G.4)

(E.8) : (i, j) /∈ {2, 3}, i ̸= j : Ψ′
2ij ̸= 0, (G.5)

Ψ′
3ij ̸= 0,

(E.9) : k /∈ {2, 3} : Ψ′
k23 = 0, (G.6)

(E.13) : j /∈ {2, 3} : Ψ′
23j = Ψ′

32j, (G.7)
(E.7) : Ψ′

22j = −Ψ′
33j, (G.8)

(E.26) : (k, i) /∈ {2, 3} : Ψ′
k2i = −Ψ′

i2k =
1

2
Ψ′

2ki, (G.9)

Ψ′
k3i = −Ψ′

i3k =
1

2
Ψ′

3ki,

(i, j, k) ∈ {2, 3} : Ψ′
2 = Ψ′

323, (G.10)
Ψ′

3 = Ψ′
232.

Rovnice (G.1) a (G.2) se prošetří pro všechny kombinace indexů

∈ I = {2, 3},

/∈ I,

tím se zaručí řešení rovnic pro všechny možné hodnoty indexů. Rovnice (G.1) je
antisymetrická v [j, k], celkem tedy obsahuje 6 nezávislých kombinací. Cyklus v
rovnici (G.2) zrovnoprávňuje tři indexy, jsou v něm nezávislé pouze 4 kombinace,
protože musí obsahovat tři různé indexy (viz Dodatek B). Jedna z kombinací je
automaticky nulová, protože nejde vybrat tři různé indexy z {2, 3}. Ke každé
lze přiřadit jednu ze tří nezávislých kombinací pro antisymetrické indexy [l,m].
Celkem tedy existuje 9 nezávislých kombinací v rovnici (G.2). K nalezení řešení
nejsou naštěstí potřeba úplně všechny. Budou vypsány ty, díky nimž se určí tvar
Aij.

Při úpravách velmi se často užívá vztahů (G.3)-(G.10). Zpracování první kom-
binace indexů bude předvedeno názorně, pro ostatní už jsou pouze konstatovány
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výsledky.

(G.1) : LijΨ
′
k − LikΨ

′
j + LsjΨ

′
ksi − LskΨ

′
jsi = 0,

(i, j, k) /∈ I :

=0︷︸︸︷
Sij

(G.4)
= 0︷︸︸︷
Ψ′

k + Aij

(G.4)
= 0︷︸︸︷
Ψ′

k −
=0︷︸︸︷
Sik

(G.4)
= 0︷︸︸︷
Ψ′

j − Aik

(G.4)
= 0︷︸︸︷
Ψ′

j +

=0︷︸︸︷
Ssj Ψ

′
ksi + AsjΨ

′
ksi−

−
=0︷︸︸︷
Ssk Ψ

′
jsi − AskΨ

′
jsi = 0,

A2j

(G.9)
= 1

2
Ψ′

2ki︷︸︸︷
Ψ′

k2i +A3j

(G.9)
= 1

2
Ψ′

3ki︷︸︸︷
Ψ′

k3i +
∑
r/∈I

Arj

(G.3)
= 0︷︸︸︷
Ψ′

kri − A2k

(G.9)
= 1

2
Ψ′

2ji︷︸︸︷
Ψ′

j2i − A3k

(G.9)
= 1

2
Ψ′

3ji︷︸︸︷
Ψ′

j3i −

−
∑
r/∈I

Ark

(G.3)
= 0︷︸︸︷
Ψ′

jri = 0,

(G.1) : (i, j, k) /∈ I : A2jΨ
′
2ki + A3jΨ

′
3ki − A2kΨ

′
2ji − A3kΨ

′
3ji = 0,

i = k, (nesčítat!) : A2j

=0︷ ︸︸ ︷
Ψ′

2(k)(k) + A3j

=0︷ ︸︸ ︷
Ψ′

3(k)(k) − A2(k)Ψ
′
2j(k) − A3(k)Ψ

′
3j(k) = 0,

A2(k)Ψ
′
2j(k) + A3(k)Ψ

′
3j(k) = 0,

(G.11)

(G.2) : i = 2, j = 3, k /∈ I, l /∈ I,m /∈ I :

m = k (nesčítat!) : A3(k)Ψ
′
2l(k) − A2(k)Ψ

′
3l(k) = 0. (G.12)

(G.11) a (G.12) tvoří formální homogenní lineární soustavu dvou rovnic se stej-
nými proměnnými (v rovnici (G.12) je třeba provést triviální přeznačení indexů
l ↔ j).

k /∈ I, j /∈ I(nesčítat!) : A2(k)Ψ
′
2j(k) + A3(k)Ψ

′
3j(k) = 0,

A3(k)Ψ
′
2j(k) − A2(k)Ψ

′
3j(k) = 0.

Soustava dovoluje nenulové řešení pouze, pokud má nulový determinant

k /∈ I, j /∈ I : A2
2(k) + A2

3(k) = 0 ⇔ A2(k) = A3(k) = 0 nebo Ψ′
2j(k) = Ψ′

3j(k) = 0.

(G.13)

Důsledkem (G.13) je A2(k)Ψ
′
2j(k) = A3(k)Ψ

′
3j(k) = A3(k)Ψ

′
2j(k) = A2(k)Ψ

′
3j(k) = 0.

Tyto relace jsou užívány v dalších úpravách rovnic (G.1) a (G.2).
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Dosazením další kombinace indexů do (G.1), (G.2)

(G.1) : i /∈ I, j = 2, k = 3 : A2(i)Ψ
′
232 − A3(i)Ψ

′
323 = 0,

(G.2) : i = 2, j = 3, k /∈ I, l = 2,m = 3 : A3(k)Ψ
′
232 + A2(k)Ψ

′
323 = 0.

Opět se jedná o soustavu dvou rovnic. Analogicky se určí podmínky řešitelnosti

k /∈ I : A2(k) = A3(k) = 0 nebo Ψ′
232 = Ψ′

323 = 0. (G.14)

Zpracují se další kombinace v rovnici (G.2):

i = 2, j = 3, k /∈ I, l = 2,m /∈ I;m = k : A2(k)Ψ
′
23(k) + A3(k)Ψ

′
2(k)2 = 0,

i = 2, j = 3, k /∈ I, l = 3,m /∈ I;m = k : −A3(k)Ψ
′
23(k) + A2(k)Ψ

′
2(k)2 = 0.

Tedy

k /∈ I : A2(k) = A3(k) = 0 nebo Ψ′
23(k)

(G.7)
= Ψ′

32(k) = Ψ′
2(k)2

(G.8)
= Ψ′

3(k)3 = 0.

(G.15)

Shrnutím dílčích výsledků (G.13), (G.14) a (G.15) a porovnáním se vztahy
(G.3)-(G.10) se dostane

∀k /∈ I : A2(k) = A3(k) = 0 nebo Ψ′
lij ≡ 0. (G.16)

Protože je žádoucí nenulové řešení pro složky Ψ′
lij, musí nutně

∀k /∈ I : A2(k) = A3(k) = 0. (G.17)

Nyní se do rovnice (G.2) dosadí další kombinace indexů. V následujích rovni-
cích se nesčítá přes stejné indexy.

i = 2, j /∈ I, k /∈ I, l /∈ I,m /∈ I, j = l, k = m : A(j)(k)Ψ
′
2(j)(k) = 0,

i = 3, j /∈ I, k /∈ I, l /∈ I,m /∈ I, j = l, k = m : A(j)(k)Ψ
′
3(j)(k) = 0,

i = 2, j /∈ I, k /∈ I, l = 2,m /∈ I, k = m : Aj(k)Ψ
′
2(k)2 = 0,

i = 3, j /∈ I, k /∈ I, l = 3,m /∈ I, k = m : Aj(k)Ψ
′
3(k)3 = 0,

i = 2, j /∈ I, k /∈ I, l = 3,m /∈ I, k = m : Aj(k)Ψ
′
2(k)3 = 0,

i = 3, j /∈ I, k /∈ I, l = 2,m /∈ I, k = m : Aj(k)Ψ
′
3(k)2 = 0,

i = 2, j /∈ I, k /∈ I, l = 2,m = 3 : 2AjkΨ
′
223 + A23Ψ

′
2jk + s ·Ψ′

3jk = 0,

i = 3, j /∈ I, k /∈ I, l = 2,m = 3 : 2AjkΨ
′
323 − s ·Ψ′

2jk + A23Ψ
′
3jk = 0.
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Řešení této zdlouhavé soustavy se nabízí jako

j /∈ I, k /∈ I : Ajk = 0, (G.18)
Ψ′

2jk = Ψ′
3jk = 0. (G.19)

Lze ukázat, že jiné řešení dovolující Llm ̸= 0 a zároveň Ψ′
lij ̸= 0 neexistuje.

Nechť j /∈ I, k /∈ I : Ψ′
2jk ̸= 0,Ψ′

3jk ̸= 0. Pak z první rovnice nutně j /∈ I, k /∈
I : Ajk = 0. Tím se soustava vyřeší až na poslední dvě rovnice

j /∈ I, k /∈ I : A23Ψ
′
2jk + sΨ′

3jk = 0,

−sΨ′
2jk + A23Ψ

′
3jk = 0.

A tedy buď s = A23 = 0 ⇒ Llm ≡ 0, nebo j /∈ I, k /∈ I : Ψ′
2jk = 0,Ψ′

3jk = 0, což
je ve sporu s předpokladem.

Nechť j /∈ I, k /∈ I : Ψ′
2jk ̸= 0,Ψ′

3jk = 0. Z první rovnice opět j /∈ I, k /∈ I :

Ajk = 0. Soustava je vyřešena, kromě

j /∈ I, k /∈ I : A23Ψ
′
2jk = 0,

−sΨ′
2jk = 0.

A tedy opět buď s = A23 = 0 ⇒ Llm ≡ 0, a nebo j /∈ I, k /∈ I : Ψ′
2jk = 0, což je

zase ve sporu s předpokladem.
Analogicky se ukáže to samé pro j /∈ I, k /∈ I : Ψ′

2jk = 0,Ψ′
3jk ̸= 0.

Jediná zbývající možnost: j /∈ I, k /∈ I : Ψ′
2jk = Ψ′

3jk = 0. Po dosazení lze
soustavu vyřešit následovně

j /∈ I, k /∈ I : Ajk = 0 nebo Ψ′
223 = Ψ′

323 = Ψ′
2(k)2 = Ψ′

3(k)3 = Ψ′
2(k)3 = Ψ′

3(k)2 = 0 ⇔

⇔ Ψ′
lij ≡ 0.

Nyní by bylo nutné projít všechny možné kombinace indexů v rovnicích (G.1)
a (G.2) a ověřit je bez předpokládání shodných indexů. Ukáže se, že jsou splněny.

Konečný výsledek díky (G.17) a (G.18) zní:
Matice tvaru Sij = diag(s, s, 0, ..., 0), s ̸= 0, v libovolné dimenzi dovoluje

nenulové řešení pro složky Ψ′
lij pouze pro Aij = a (δ2iδ3j − δ3iδ2j) .

Lij =



s a 0 . . . 0

−a s 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0
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H Dodatek

Rovnice (67) z [7], která vznikne úžením (B.1) maticí Lij, má tvar

LijLikΨ
′
j =

1

2
LijLijΨ

′
k. (H.1)

Upraví se na

LT
kiLijΨ

′
j =

1

2
LT
jiLijΨ

′
k, (H.2)(

LT · L
)
Ψ′ =

[
1

2
Tr

(
LT · L

)]
Ψ′. (H.3)

Matice
(
LT · L

)
je

• reálná,

• symetrická:
(
LT · L

)T
= LT ·

(
LT)T

= LT · L,

• pozitivně semidefinitní: xT (
LT · L

)
x = (Lx)T (Lx) ≡ yTy ≥ 0.

Z uvedených vlastností vyplývá, že matice LT · L má pouze reálná nezáporná
vlastní čísla Λi ≥ 0.

Přejde se do báze mi, kde je LT · L diagonální:(
LT · L

)
kj

= Λ(k)δ(k)j, (H.4)

Tr
(
LT · L

)
=

∑
i

Λi. (H.5)

Dosazením do (H.2) se dostane

Λ(k)Ψ
′
(k) =

1

2
Tr

(
LT · L

)
Ψ′

k, (H.6)

0 =

[
Λ(k) −

1

2
Tr

(
LT · L

)]
Ψ′

(k). (H.7)

Rovnici lze splnit položením všech vlastních čísel Λi = 0, což ale vede na Lij ≡ 0

(viz rovnice (H.13)-(H.17)). Zajímavá řešení dovolují nenulovou matici Lij.
Má-li Ψ′

k dvě nenulové složky, pak rovnici (H.7) lze splnit pouze následovně
(bez újmy na obecnosti volme Ψ′

2 ̸= 0, Ψ′
3 ̸= 0)

Λ2 = Λ3, 0 = Λk pro k = 4, 5, ... (H.8)

Více nenulových složek Ψ′
k už rovnice (H.7) nedovoluje: kdyby i Ψ′

4 ̸= 0, pak

Λ4
(H.7)
= 1

2
Tr

(
LT · L

)
, Tr

(
LT · L

)
=

∑
i Λi =

3
2
Tr

(
LT · L

)
+
∑

i≥5

≥0

Λi > Tr
(
LT · L

)�
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Matice nabývá v dané bázi tvaru

LT · L =



Λ 0 0 . . . 0

0 Λ 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0

... ... ... ...

0 0 0 . . . 0


. (H.9)

Jediný nenulový blok je úměrný jednotkové matici, která se při libovolné tran-
formaci báze m(i) nemění. Matice LT · L tedy zachovává svůj tvar v libovolné
bázi.

Tvar Lij lze získat zpět výpočtem matic Sij a Aij(
LT · L

)
kj

= LikLij = (Sik + Aik) (Sij + Aij) = SikSij + SikAij +AikSij +AikAij.

(H.10)
Nyní se přejde do báze, kde je matice Sij diagonální.

Sij = s(j)δi(j). (H.11)

Dosazením do (H.10) a využitím (H.9)(
LT · L

)
kj

= s2(k)δ(k)j +
[
s(k) − s(j)

]
A(k)(j) +

∑
i

AikAij, (H.12)(
LT · L

)
22

≡ Λ =s22 +
∑
i

A2
2i, (H.13)(

LT · L
)
23

= 0 = [s2 − s3]A23 +
∑
i

Ai2Ai3, (H.14)(
LT · L

)
33

≡ Λ =s23 +
∑
i

A2
3i, (H.15)(

LT · L
)
44

= 0 = s24 +
∑
i

A2
4i, (H.16)(

LT · L
)
55

= 0 = s25 +
∑
i

A2
5i, (H.17)

...

V rovnicích (H.16), (H.17) atd. se součet čtverců rovná nule. To se dá reálnými
čísly splnit jedině, když jsou všechny členy nulové

0 = s4 = s5 = s6 = ...

0 = A42 = A43 = A45 = ...

0 = A52 = A53 = A54 = ...
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V matici Aij zbyde jediný nenulový člen A23. Dosazením do (H.13), (H.14) a
(H.15) (

LT · L
)
22

≡ Λ =s22 + A2
23, (H.18)(

LT · L
)
23

= 0 = [s2 − s3]A23, (H.19)(
LT · L

)
33

≡ Λ =s23 + A2
23. (H.20)

Odečtením rovnic (H.18) a (H.20)

(H.18)− (H.20) = 0 =s22 − s23, (H.21)(
LT · L

)
23

= 0 = [s2 − s3]A23. (H.22)

Soustava má následující řešení

s2 = s3 nebo s2 = −s3 ∧ A23 = 0. (H.23)

Druhé řešení není platné, protože netwistující případ (Aij = 0) dovoluje pouze
matici Sij = diag(s, s, 0, 0, ..., 0) (viz kap. 6.2). Jediné platné řešení soustavy tedy
zní

Lij =



s a 0 . . . 0

−a s 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0

... ... ... ...

0 0 0 . . . 0


. (H.24)

Jak bylo ukázáno v Dodatku G, toto řešení splňuje plné rovnice (B.1), (B.2).
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I Dodatek

V tomto dodatku se dokončí zkoumání typu III v 6D kombinací algebraických a
počítačových metod.

Počítačový program Maple nedokáže vyřešit rovnice (B.1), (B.2) s obecným
tvarem matice Sij v této dimenzi21

Sij = diag(1, s3, s4, s5). (I.1)

Ulehčit mu práci lze buď uplatněním podmínek na složky Sij nebo na složky Ψ′
kij.

Při experimentování s programem se zjistí, že žádoucí jsou podmínky na složky
Sij. Vazby či omezení na složky Ψ′

kij velký vliv na řešitelnost úlohy nemají. Z
předchozího dodatku vyplývá, že stačí prověřit dva případy pro kompletní řešení:
Ψ′

k s jednou nenulovou složkou a se všemi složkami nulovými.

Prvně se prošetří případ, kdy jsou všechny složky Ψ′
k nulové.

Prozatím nechť je jenom jedna složka nulová: Ψ′
i = 0. Musí se splnit identita

z (Tab. 2.1): ∑
k ̸=i

Ψ′
(k)i(k) = 0. (I.2)

Z rovnice (A.6) se dostane

−4SijΨ
′
j + 2SjkΨ

′
kij = 0. (I.3)

Bude se pracovat s diagonálním tvarem Sij

−4s(i)Ψ
′
(i) +

∑
k ̸=i

2s(k)Ψ
′
(k)i(k) = 0. (I.4)

Tedy ∑
k ̸=i

s(k)Ψ
′
(k)i(k) = 0. (I.5)

Vynásobí se rovnice (A.5) maticí Sij a dosadí se (I.5)

−2SjkSjsΨ
′
isk − 2SjkSskΨ

′
sij + 2SjkSikΨ

′
j − 2SjkSjkΨ

′
i = 0. (I.6)

V prvním členu se úží symetrická část s antisymetrickou, což dá nulu. S diago-
nálním tvarem Sij platí ∑

k ̸=i

s2(k)Ψ
′
(k)i(k) = 0, (I.7)

protože poslední dva členy v (I.6) jsou úměrné ∼ Ψ′
i = 0. Lze analogicky postu-

21Jako obvykle se pracuje s diagonálním tvarem Sij .
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povat dál a ukázat, že ∑
k ̸=i

sp(k)Ψ
′
(k)i(k) = 0, (I.8)

pro p ∈ N. Společně s (I.2) tedy platí rovnice (I.8) pro p ∈ N ∪ {0}.
Pro každé i existuje (m − 1) neznámých Ψ′

(k)i(k). Rovnic (I.8) je k dispozici
teoreticky neomezeně, ale vybere se pouze prvních (m− 1). Matice této soustavy
rovnic je tzv. (transponovaná) Vandermondova matice.

1 1 . . . 1

s2 s3 . . . s(m+1)

s22 s23 . . . s2(m+1)

... ...

sm−2
2 sm−2

3 . . . sm−2
(m+1)


(I.9)

V matici (I.9) chybí sloupec i. Determinant matice musí být nulový, požadují-li se
nenulová řešení pro složky Ψ′

(k)i(k). Determinant Vandermondovy matice je znám∏
2≤k<j≤m+1

j ̸=i, k ̸=i

[sj − sk] = 0. (I.10)

Nenulové složky Ψ′
(k)i(k) se tedy získají, když jsou dvě složky j ̸= i : sj stejné.

Stejná podmínka zároveň dovoluje nenulové řešení libovolně vybrané soustavy
(m− 1) rovnic z (I.8), protože jsou v ní pak dva sloupce stejné a determinant je
nulový.

V n = 6 se všemi složkami Ψ′
i = 0 tedy stačí prošetřit následující podpřípady22:

• Sij = diag(1, 1, s4, s5), s4 a s5 jsou libovolné;

• Sij = diag(0, 0, s4, s5), s4 a s5 jsou libovolné;

• Sij = diag(1, s3, s4, s5), kde jsou složky matice navzájem odlišné. Pak jsou
všechny složky Ψ′

(k)i(k) nulové pro ∀i. Aby existovalo nenulové řešení Ψ′
kij,

musí složky matice splňovat minimálně jednu vazbu (F.13):

(i, j, k) různé : −s2i − s2j − s2k + sisj + sisk + sjsk + (L/2)2 = 0. (I.11)

Maple dokáže vyřešit první a třetí podpřípad i bez uvalení podmínek na složky
Ψ′

kij. Vazba (I.11) je nutná, různé složky Sij není třeba předpokládat. Druhý
podpřípad byl vyřešen ručně v Dodatcích D a G. Jediná optická matice dovolující

22Na pořadí složek v matici Sij nezáleží.
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nenulové Ψ′
kij:

ρij =



s a 0 0

−a s 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


. (I.12)

Nyní postačuje prošetřit případ, kdy je pouze jedna složka Ψ′
k nenulová. Tento

případ lze vyřešit v 6D explicitním, i když značně zdlouhavým, způsobem. Stra-
tegií bude stanovit nerovnosti pro složky Sij a využít je k vynulování co nejvíce
složek Ψ′

kij.
Nechť Ψ′

2 ̸= 0.
Rovnice (H.2) se postupně vyčíslí pro všechny složky Ψ′

k.(
LTL

)
22
Ψ′

2 =
1

2
Tr

(
LTL

)
Ψ′

2, (I.13)(
LTL

)
32
Ψ′

2 = 0, (I.14)(
LTL

)
42
Ψ′

2 = 0, (I.15)(
LTL

)
52
Ψ′

2 = 0. (I.16)

Z rovnic vyplývá (Ψ′
2 ̸= 0):

(
LTL

)
22

=
1

2
Tr

(
LTL

)
, (I.17)(

LTL
)
32

= 0, (I.18)(
LTL

)
42

= 0, (I.19)(
LTL

)
52

= 0. (I.20)

Pracuje se v bázi, kde je Sij diagonální. Složky
(
LTL

)
kj

jsou dány (H.12):

(
LT · L

)
kj

= s2(k)δ(k)j +
[
s(k) − s(j)

]
A(k)(j) +

∑
i

AkiAji. (I.21)

Dosazením do (I.17)-(I.20).

s22 + A2
23 + A2

24 + A2
25 =

1

2
Tr

(
LTL

)
, (I.22)

[s3 − s2]A32 + A34A24 + A35A25 = 0, (I.23)
[s4 − s2]A42 + A43A23 + A45A25 = 0, (I.24)
[s5 − s2]A52 + A53A23 + A54A24 = 0. (I.25)

Dále se spočítá stopa Tr
(
LTL

)
=

(
LT · L

)
kk

=
∑
s2k +

∑
k

∑
iA

2
ki a uváží se
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(I.22):

s22 + A2
23 + A2

24 + A2
25 =

1

2
Tr

(
LTL

)
=

5∑
k=3

s2k +
5∑

k=3

5∑
i=2

A2
ki. (I.26)

Upraví se na

s22 =
5∑

k=3

s2k +
5∑

k=3

5∑
i=3
i̸=2

A2
ki. (I.27)

Znaménko s2 lze zvolit kladné. Z (I.27) nutně vyplývá

∀k ̸= 2 : s2 ≥ |sk|. (I.28)

Kdyby ∃i : 0 ≤ s2 < |si|, pak se přeuspořádá (I.27)

0 = (s2i − s22) +
5∑

k=3
k ̸=i

s2k +
5∑

k=3

5∑
i=3

A2
ki. (I.29)

První člen je větší než nula, ostatní větší nebo rovny nule. Rovnici splnit nelze.
V případě, kdy ∃i : si = |s2|, platí

0 =
5∑

k=3
k ̸=i

s2k +
5∑

k=3

5∑
i=3

A2
ki. (I.30)

V rovnici se součet čtverců rovná nule. Splnit ji lze jenom, když jsou všechny členy
nulové. Nechť i = 3, pak Sij = diag(s2, s2, 0, 0) - tento případ už byl vyřešen v
Dodatku G - nebo Sij = diag(s2,−s2, 0, 0) - což bylo vyloučeno v Dodatku D.

Zbývá
∀k ̸= 2 : s2 > |sk|. (I.31)

Zpět k rovnicím (I.23), (I.24) a (I.25). Jejich členy se přeuspořádají následovně.

[s2 − s3]A23 +A34A24 +A35A25 = 0, (I.32)
−A34A23+ [s2 − s4]A24 +A45A25 = 0, (I.33)
−A35A23 −A45A24+ [s2 − s5]A25 = 0. (I.34)

Soustava se bude řešit pro neznámé {A23, A24, A25}. Determinant soustavy musí
být nulový, aby existovalo nenulové řešení pro zvolené neznámé. Tedy

0 = (s2− s3)(s2− s4)(s2− s5)+ (s2− s3)A
2
45+(s2− s4)A

2
35+(s2− s5)A

2
34. (I.35)

Kvůli podmínce (I.31) nelze rovnici splnit - první člen je větší než nula, ostatní
větší nebo rovny nule. Nutně platí

0 = A23 = A24 = A25. (I.36)
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Z (I.27) teď plyne další nerovnost

s22 ≥
5∑

k=3

s2k. (I.37)

Kdyby platila rovnost, pak jsou kvůli (I.27) nutně nulové všechny zbývající slož-
ky Aij. Jedná se o netwistující případ s výsledkem Sij = diag(s, s, 0, 0), který
porušuje nerovnost (I.31). Stačí se proto omezit na

s22 >
5∑

k=3

s2k. (I.38)

Nyní se využijí rovnice (F.11) a (I.10) k vynulování složek i ̸= 2 : Ψ′
(k)i(k). Z

rovnice (I.10) vyplývá, že dva členy j ̸= 2 : sj musí být stejné, aby složky i ̸=
2 : Ψ′

(k)i(k) byly nenulové. V úvahu připadají pouze členy j ̸= 2 kvůli nerovnosti
(I.31).

Nechť Sij = diag(s2, s, s, s). Rovnice (F.11) musí být splněna pro i = 2, protože
Ψ′

2 ̸= 0. Tedy

0 =

[
L

2
+ s2 − s

]2{
−
[
L

2
+ s2 − s

]
+ 3s

}
, (I.39)

kde L = s2 + 3s. Upraví se na

0 =

[
3s2 + s

2

]2 {
5s− 3s2

2

}
. (I.40)

Řešení s2 = −1
3
s nesplňuje nerovnost (I.31) a řešení s2 = 5

3
s nesplňuje nerovnost

(I.38). Matice Sij = diag(s2, s, s, s) není dovolena.
Nechť Sij = diag(s2, s3, s, s), s3 ̸= s. Tato matice by dovolovala nenulové složky

Ψ′
(k)3(k). Rovnice (F.11) (opět Ψ′

2 ̸= 0).

0 =

{
−
[
L

2
+ s2 − s

] [
L

2
+ s2 − s3

]
+ s3

[
L

2
+ s2 − s

]
+ 2s

[
L

2
+ s2 − s3

]}
·[

L

2
+ s2 − s

]
(I.41)

kde L = s2 + s3 + 2s.
Dále se využije rovnice (F.4) a definiční vztah 0 = Ψ′

3 = Ψ′
k3k. Rovnice (F.4)

musí mít nenulové řešení pro alespoň dvě složky {Ψ′
232,Ψ

′
434,Ψ

′
535}. Kdyby měla

nenulové řešení jen pro jednu složku, pak tuto složku vynuluje definiční vztah.
Rozdílné dvojice rovnic (F.4) lze vybrat následovně: {Ψ′

232,Ψ
′
434}, {Ψ′

232,Ψ
′
535},

{Ψ′
434,Ψ

′
535}. Je-li ovšem splněna rovnice (F.4) pro Ψ′

434, pak je splněna i pro
Ψ′

535, protože s4 = s5. Rovnice (F.4) pro i = 3, k = 4 tedy musí být splněna ve

61



všech dvojicích s nenulovým řešením:[
L

2
+ s3 − s

]
Ψ′

434 = 0. (I.42)

Nutně [
L

2
+ s3 − s

]
= 0, (I.43)

jinak jsou složky {Ψ′
434,Ψ

′
535} nulové okamžitě a složka Ψ′

232 je nulová po dosazení
do definičního vztahu 0 = Ψ′

3 = Ψ′
k3k. Tedy

s3 = −1

3
s2. (I.44)

Dosazením (I.44) do (I.41)

0 =

[
4

3
s2

]{
−
[
4

3
s2

] [
5

3
s2 + s

]
+

(
−1

3
s2

)[
4

3
s2

]
+ 2s

[
5

3
s2 + s

]}
. (I.45)

Po několika úpravách

0 =

[
4

3
s2

]{
−8

3
s22 + 2s2s+ 2s2

}
. (I.46)

Řešení s2 = 0 vede na Sij = 0, ostatní řešení nesplňují nerovnost (I.38).
Tedy ani matice Sij = diag(s2, s3, s, s) není dovolena. Nutně jsou všechny členy

sj navzájem různé a všechny příslušné složky nulové viz (I.10).

∀i ̸= 2,∀k : Ψ′
(k)i(k) = 0. (I.47)

Dále se vynulují složky {Ψ′
534,Ψ

′
435,Ψ

′
345}. Využijí se rovnice (B.2) vypsané na

konci Dodatku B

(B.2)(23425): s2Ψ′
534= 0, (I.48)

(B.2)(23524): s2Ψ′
435= 0. (I.49)

Obě složky {Ψ′
534,Ψ

′
435} jsou nulové, protože s2 > 0. Poslední složka se vynuluje

identitou z (Tab. 2.1)
Ψ′

345 +Ψ′
534 +Ψ′

453 = 0. (I.50)

Proto
Ψ′

345 = Ψ′
534 = Ψ′

453 = 0. (I.51)

Další složky se vynulují, protože splnit rovnici (F.13) lze pouze pro jednu trojici
{234}, {235} nebo {245} navzájem různých indexů.

Začne se řešením dvou rovnic (F.13) najednou. Každá dvojice těchto trojic
indexů sdílí dva stejné indexy. Pro každou dvojici je nutné splnit dvě rovnice
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(F.13)

−s22 − s2j − s2k + s2sj + s2sk + sjsk + (L/2)2 = 0, (I.52)
−s22 − s2j − s2l + s2sj + s2sl + sjsl + (L/2)2 = 0. (I.53)

Odečtením rovnic a několika úpravami se získá

[sk − sl] [s2 + sj − (sk + sl)] = 0. (I.54)

Řešení sk = sl bylo vyloučeno v předchozích úvahách. Pro nenulové řešení složek
dvou trojic indexů nutně platí

s2 = sk + sl − sj. (I.55)

Vezme se například dvojice {234, 235}. Z (I.55)

s2 = s4 + s5 − s3, (I.56)
s3 = s4 + s5 − s2. (I.57)

Dosadí se (I.57) zpátky do rovnice (F.13) pro {234}

−s22 − s23 − s24 + s2s3 + s2s4 + s3s4 + (s2 + s3 + s4 + s5)
2/4 = 0, (I.58)

−3s22 + 3s2s4 + 3s2s5 + s4s5 = 0. (I.59)

Vyjádří se s4 nebo s5 z rovnice (I.59)

s5 =
3s2(s2 − s4)

3s2 + s4
. (I.60)

Jmenovatel (I.60) je vždy větší než nula díky nerovnosti (I.31).
Opět je nutné splnit rovnici (F.11) pro i = 2 (Ψ′

2 ̸= 0), do které se dosadí
(I.57) a (I.60). Po (mnoha) úpravách

−24s4s
2
2(s2 − s4)

3s2 + s4
= 0. (I.61)

Obě řešení {s2 = 0, s2 = s4} porušují nerovnost (I.31). Řešení s4 = 0 vede na
(viz (I.60)) s5 = s2, což také porušuje nerovnost (I.31). Rovnici (F.13) proto nelze
splnit pro dvě trojice navzájem různých indexů. Maximálně jedna trojice indexů
{234}, {235} nebo {245} dovoluje nenulové složky Ψ′

kij. Nechť

Ψ′
235 = Ψ′

325 = Ψ′
523 = 0, (I.62)

Ψ′
245 = Ψ′

425 = Ψ′
524 = 0. (I.63)

Nyní se dosadí získané vztahy (I.36), (I.47), (I.51), (I.62) a (I.63) do rovnic
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(B.1), (B.2) vypsaných na konci Dodatku B. Začne se následujícími

(B.1)(523):A35Ψ
′
2= 0, (I.64)

(B.1)(524):A45Ψ
′
2= 0, (I.65)

ze kterých plyne (Ψ′
2 ̸= 0)

A35 = A45 = 0. (I.66)

Další rovnice ke zpracování:

(B.2)(23535): − s3Ψ
′
525 − s5Ψ

′
323= 0, (I.67)

(B.2)(24545): − s4Ψ
′
525 − s5Ψ

′
424= 0. (I.68)

Složky Ψ′
(k)2(k) se vyjádří pomocí vztahu (F.4)

Ψ′
(k)2(k) =

s(k)
c2(k)

Ψ′
2 =

s(k)
(L/2 + s2 − s(k))

Ψ′
2. (I.69)

Jmenovatel je vždy větší než nula díky nerovnosti (I.31). Například

c23 ≡
L

2
+ s2 − s3 =

(I.31)>0︷ ︸︸ ︷
s2 − s3

2
+

(I.31)>0︷ ︸︸ ︷
s2 + s4

2
+

(I.31)>0︷ ︸︸ ︷
s2 + s5

2
> 0. (I.70)

Dosazením (I.69) do (I.67) a (I.68)

(B.2)(23535): − s3s5
c23c25

(3s2 + s4)Ψ
′
2= 0, (I.71)

(B.2)(24545): − s4s5
c24c25

(3s2 + s3)Ψ
′
2= 0. (I.72)

Výrazy v závorkách jsou větší než nula a s2 > 0. Musí tedy platit

s5 = 0 nebo s3 = s4 = 0. (I.73)

Případ matice Sij s pouze dvěma nenulovými členy byl vyřešen v Dodatku C.
Jediné platné řešení Sij = diag(s, s, 0, 0) porušuje nerovnost (I.31). Zbývá tedy

s5 = 0. (I.74)

Další rovnice s využitím vztahu (I.69)

(B.1)(323): s3
(
s2
c23

− 1

)
Ψ′

2 − A34Ψ
′
234= 0, (I.75)

(B.1)(424): s4
(
s2
c24

− 1

)
Ψ′

2 − A34Ψ
′
234= 0. (I.76)

64



Odečtením rovnic [
s3

(
s2
c23

− 1

)
− s4

(
s2
c24

− 1

)]
Ψ′

2= 0, (I.77)

⇒
[
s3

(
s2
c23

− 1

)
− s4

(
s2
c24

− 1

)]
= 0. (I.78)

Rovnice (I.78) obsahuje tři neznámé {s2, s3, s4, s5 = 0}. Jedna neznámá se elimi-
nuje pomocí rovnice (F.13) pro indexy {234}

−s22 − s23 − s24 + s2s3 + s2s4 + s3s4 + (s2 + s3 + s4)
2/4 = 0. (I.79)

Vyjádří se třeba s3
s3 = s2 + s4 ± 2

√
s2s4 (I.80)

a dosadí se do (I.78). Řešení pak jsou {s2 = 0, s2 = s4, s2 = 4s4}. První dvě
řešení jsou vyloučena nerovností (I.31). Poslední řešení s2 = 4s4 se dosadí do
(I.80)

s3 = 5s4 ± 4|s4|. (I.81)

Řešení s3 = 9s4 porušuje nerovnost (I.31) a řešení s3 = s4 už bylo vyloučeno v
předchozích úvahách. Rovnice (F.13) nelze splnit ani pro jednu trojici navzájem
různých indexů.

Ψ′
234 = Ψ′

324 = Ψ′
423 = 0 (I.82)

Po dosazení (I.82) do rovnic (B.1)

(B.1)(324): − A34Ψ
′
2= 0. (I.83)

Tedy
A34 = 0. (I.84)

Celkem vztahy (I.36), (I.66) a (I.84) dávají

Aij = 0. (I.85)

Jedná se o netwistující případ s řešením Sij = diag(s, s, 0, 0), které porušuje
nerovnost (I.31).

Nebylo nalezeno ani jedno řešení splňující nerovnost (I.31).23 Z (I.28) vyplývá,
že ∃i : s2 = si a zbylé členy Sij jsou nulové (viz (I.30)). Optická matice pro tento

23Kdyby se podařilo dokázat, že nerovnost (I.31) neplatí obecně, pak by byl případ Ψ′
k s jednou nenulovou

složkou vyřešen v libovolné dimenzi.
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případ vypadá následovně (viz Dodatek G) s ̸= 0:

ρij =



s a 0 0

−a s 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


. (I.86)

Úspěšně byly prošetřeny všechny případy pro n = 6. Nalezená optická je pro
s ̸= 0 tvaru

ρij =



s a 0 0

−a s 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


. (I.87)
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