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3.2 Stochastická rovnice porézńıho prostřed́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Vedoućı diplomové práce: Doc. RNDr. Bohdan Maslowski, DrSc., Matematický ústav AV
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parciálńı diferenciálńı rovnice s multiplikativńım šumem, kdy ř́ıd́ıćım procesem je frak-
cionálńı Brown̊uv pohyb (fBm), a řešeńım jej́ı deterministické verze. Řešeńı stochas-
tické rovnice je explicitně vyjádřeno pomoćı řešeńı deterministické rovnice a trajektoríı
fBm. Kĺıčovou roli hraje tzv. geometrický frakcionálńı Brown̊uv pohyb. Řešeńı se uvažuj́ı
v silném i slabém smyslu. Integrál podle fBm s Hurstovým indexem H lze definovat
r̊uznými zp̊usoby. Zde je pro hodnoty H > 1/2 uvažován integrál Stratonovičova typu.
Źıskaný vztah je použit ke zkoumáńı některých vlastnost́ı řešeńı stochastické rovnice difúze
v porézńım prostřed́ı – středńı hodnoty hmoty řešeńı a limitńıho chováńı pro velké časy.
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Abstract: The present work describes the relation between solutions of a special kind
of nonlinear stochastic partial differential equation with multiplicative noise, driven by
fractional Brownian motion (fBm), and the solutions of deterministic version of this equa-
tion. Solution of the stochastic equation is given explicitly by means of solution to the
deterministic equation and trajectories of fBm. The geometric fractional Brownian motion
plays an important role here. The solutions are considered both in strong and weak sense.
Stochastic integral wrt. fBm with Hurst index H can be defined in various ways. Here we
consider a Stratonovich type integral for H > 1/2. The results obtained are used for the
study of properties of solution of stochastic porous media equation – the expected value
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Itô formula

4



Úvod

Inspiraćı této diplomové práce je článek [6] S. Lototského, ve kterém je studován vztah
mezi řešeńımi deterministické parciálńı diferenciálńı rovnice

vt = F (v,Dv,D2v, . . .),

kde F je tzv. homogenńı funkce, a jej́ı stochastické verze

du = F (u,Du,D2u, . . .) dt+ u(f(t) dW (t) + g(t) dt),(1)

kde W je standardńı Brown̊uv pohyb a rovnice je chápána v Itôově smyslu. Výsledky
ukazuj́ı, že za jistých předpoklad̊u je mezi řešeńımi těchto dvou rovnic vzájemně jed-
noznačný vztah, vyjádřený explicitńı formuĺı. Důležitou roli v tomto vztahu hraje tzv.
geometrický Brown̊uv pohyb.

Nab́ıźı se otázka, jestli existuje podobný vztah i v situaci, kdy je stochastická rovnice
ř́ızena frakcionálńım Brownovým pohybem (fBm) s Hurstovým indexem H. Situaci zde
ztěžuje poměrně komplikovaná teorie integrace podle fBm. Přirozenou analogíı rovnice (1)
by bylo použit́ı Skorochodova stochastického integrálu, který jistým zp̊usobem odpov́ıdá
Itôovu stochastickému integrálu pro Brown̊uv pohyb. Při této volbě však naraźıme na
pot́ıže v podobě dosti komplikovaného tvaru Itôovy formule. V této práci se proto vydáme,
pro hodnotyH > 1/2, cestou stochastického integrálu definovaného po trajektoríıch, který
je obdobou Stratonovičova integrálu.

Rovnice tohoto typu nebyly dosud studovány. Jistou výjimkou jsou práce [3] a [10],
které pojednávaj́ı ale jen o lineárńım př́ıpadě (v př́ıpadě práce [10] může být (fBm) závislý
i na prostorové proměnné).

Práce je členěna do čtyř kapitol. V prvńı kapitole je definován frakcionálńı Brown̊uv
pohyb a jsou zde uvedeny některé jeho základńı vlastnosti. Hlavńım zdrojem informaćı
prvńı kapitoly jsou knihy [2] a [9]. Ve druhé kapitole je s využit́ım frakcionálńıho kalkulu
zaveden stochastický integrál a zformulována př́ıslušná Itôova formule. Hlavńım zdrojem
informaćı pro druhou kapitolu je článek [7] a kniha [9]. Třet́ı kapitola je členěna do dvou
sekćı. V prvńı je ukázáno, že pro bilineárńı rovnici plat́ı stejný vztah mezi řešeńımi jako
v “nefrakcionálńım” př́ıpadě (Věta 3.2) a že pro nelineárńı homogenńı rovnici plyne exis-
tence řešeńı stochastické rovnice z existence řešeńı rovnice deterministické (Věta 3.1). Zde
jsou uvažována klasická řešeńı. Ve druhé sekci ukážeme existenci explicitńı formule pro vz-
tah mezi zobecněnými řešeńımi deterministické a stochastické rovnice porézńıho prostřed́ı
(porous medium equation, pme) (Věta 3.3), literaturou pro kapitolu tři jsou články [1],
[6] a kniha [11]. Posledńı kapitola je rozdělena do tř́ı část́ı. V prvńı jsou uvedeny některé
vlastnosti d̊uležitého Barenblattova (nebo anglicky také source-type solution, nebot’ v čase
0 je násobkem Diracovy mı́ry) řešeńı pme. Ve druhé a třet́ı sekci jsou odvozeny některé
vlastnosti řešeńı stochastické verze pme zkonstruovaných pomoćı výsledk̊u z předchoźı
kapitoly. Konkrétně ve druhé sekci se zabýváme středńı hodnotou celkové hmoty řešeńı
(na Př́ıkladu 4.1 můžeme vidět, že i pro velké časy rychle degeneruj́ıćı šum může ovlivnit

5



asymptotické chováńı středńı hodnoty řešeńı) a ve třet́ı sekci zkoumáme limitńı chováńı
některých řešeńı pro velké časy (Tvrzeńı 4.1-3 a Důsledky 4.1-2). Literaturou k posledńı
kapitole je [1], [2], [4], [6] i [11].

Rovnice porézńıho prostřed́ı je rovnice tvaru

vt = ∆(vm)

a v závislosti na hodnotě parametru m popisuje r̊uzné fyzikálńı děje. Např́ıklad vedeńı
tepla, prouděńı plynu v porézńım prostřed́ı, prosakováńı podzemńı vody, radiaci plaz-
matu, š́ı̌reńı populace a daľśı. Studium vlastnost́ı jej́ı stochastické verze je aktuálńı téma.

Výsledky obsažené v diplomové práci úzce souvisej́ı s grantovým projektem GAČR č.
201/07/0237.
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Kapitola 1

Frakcionálńı Brown̊uv pohyb

Definice 1.1. Necht’ H ∈ (0, 1) je konstanta. (Skalárńı) frakcionálńı Brown̊uv pohyb
(fBm) s Hurstovým parametrem H je spojitý centrovaný stochastický gaussovský proces
(B(H)(t))t≥0 s kovariančńı funkćı

E

[
B(H)(t)B(H)(s)

]
=

1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H).

Pro hodnotu Hurstova parametru H = 1/2 je fBm standardńı Brown̊uv pohyb. Př́ımo
z Definice 1.1 vyplývá, že fBm B(H) má následuj́ıćı vlastnosti:

1. B(H)(0) = 0 a E[B(H)(t)] = 0 ∀t ≥ 0.

2. B(H) je gaussovský proces a E[B(H)(t)]2 = t2H , t ≥ 0, H ∈ (0, 1).

3. B(H) má stacionárńı př́ır̊ustky, tj. B(H)(t + s) − B(H)(s) má stejné rozděleńı jako
B(H)(t) pro t, s ≥ 0, plat́ı totiž:

E[B(H)(t+ s) −B(H)(s)]2 = E[B(H)(t+ s)]2 + E[B(H)(s)]2 − 2 E[B(H)(t+ s) ·

· B(H)(s)] = (t+ s)2H + s2H − ((t+ s)2H + s2H

− |t+ s− s|2H) = t2H = E[B(H)(t)]2

4. B(H) má spojité trajektorie.

V daľśım budeme B(H) uvažovat na fixovaném filtrovaném pravděpodobnostńım pros-
toru F = (Ω,F , {Ft}t≥0,P) splňuj́ıćım obvyklé podmı́nky úplnosti F a spojitosti zprava
Ft a B(H) je Ft-adaptovaný. Frakcionálńı Brown̊uv pohyb má celou řadu zaj́ımavých
vlastnost́ı. Zde jich několik stručně a převážně bez d̊ukaz̊u uvedeme, zdrojem těchto a
mnoha daľśıch informaćı o fBm jsou knihy [2] a [9], kde může př́ıpadný zájemce nalézt
podrobnosti.

1. Reprezentace stochastickým integrálem
fBm lze vyjádřit jako Itô̊uv stochastický integrál podle standardńıho Brownova po-
hybu (Bt)t≥0:

B(H)(t) =

∫ t

0

KH(t, s) dB(s), t ≥ 0,

kde pro H > 1/2

KH(t, s) = cHs
1/2−H

∫ t

s

|u− s|H−3/2uH−1/2 du,
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kde cH = [H(2H − 1)/β(2 − 2H,H − 1/2)]1/2 a t > s, β je beta funkce,
a pro H < 1/2

KH(t, s) = bH

[( t
s

)H−1/2

(t− s)H−1/2 −
(
H −

1

2

)
s1/2−H

∫ t

s

(u− s)H−1/2uH−3/2 du

]
,

kde bH = [2H/((1 − 2H)β(1 − 2H,H + 1/2))]1/2 a t > s.

2. Korelace mezi př́ır̊ustky
Pro H 6= 1/2 jsou př́ır̊ustky fBm korelované. Přesněji, kovariance mezi B(H)(t+h)−
B(H)(t) a B(H)(s+ h) −B(H)(s), kde s+ h ≤ t a t− s = nh, je

ρH(n) =
1

2
h2H [(n+ 1)2H + (n− 1)2H − 2n2H ].

Speciálně, př́ır̊ustky typu B(H)(t + h) − B(H)(t) a B(H)(t + 2h) − B(H)(t + h) jsou
pozitivně korelované pro H > 1/2 a negativně korelované pro H < 1/2.

3. Soběpodobnost
Pro každou hodnotu a > 0 maj́ı procesy (B(H)(at), t ≥ 0) a (aHB(H)(t), t ≥ 0) stejné
rozděleńı.

4. Hölderovská spojitost trajektoríı
Tato vlastnost bude zvláště d̊uležitá pro definováńı stochastického integrálu. Připo-
meňme, že funkce f : I → R, kde I ⊂ R je interval, je hölderovsky spojitá stupně
0 < α ≤ 1 (α-hölderovská), jestliže

‖f‖α := sup
t∈I

|f(t)| + sup
t,s∈I

|f(t) − f(s)|

|t− s|α
<∞.

Množinu α-hölderovských funkćı na intervalu I znač́ıme Cα(I). Dále označme
Cβ−(I) =

⋂
0<α<β

Cα(I).

Věta 1.1. Necht’ H ∈ (0, 1). Existuje modifikace fBm, jej́ı̌z trajektorie jsou skoro
jistě α-hölderovsky spojité pro každé 0 < α < H.

D̊ukaz.
Podle Kolmogorovova kriteria má proces X = (Xt)t∈R spojitou modifikaci, jestliže
pro každý kompaktńı interval K ⊂ R existuj́ı konstanty α ≥ 1, β > 0 a k > 0 tak,
že

E[|X(t) −X(s)|α] ≤ k|t− s|1+β, t, s ∈ K,

a trajektorie této modifikace jsou lokálně γ-hölderovsky spojité pro každé γ ∈
(0, β/α).
Pro každé α > 0 máme

E

[
|B(H)(t) −B(H)(s)|α

]
= E

[
|B(H)(1)|α

]
|t− s|αH ,

takže podle Kolmogorovova kritéria dostáváme hölderovskou spojitost trajektoríı
B(H) řádu menš́ıho než H, tj. B(H) ∈ CH−([0, T ]) ∀T > 0.

�
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5. Plat́ı zákon iterovaného logaritmu, viz [5], tj.

lim sup
t→∞

B(H)(t)

(2t2H log log t)
1
2

= KH P-s.j.,(1.1)

kde KH je konstanta, která záviśı jen na H.

6. Konečná 1/H-variace

Definice 1.2. Necht’ (X(t))t∈[0,T ] je stochastický proces a π = {0 = t0 < t1 < . . . <
tn = T} je děleńı intervalu [0, T ]. Položme

S(X, π, ψ(x)) :=
n∑

k=1

ψ(X(tk) −X(tk−1)).

Potom p-variace X přes interval [0, T ] je definována jako

Vp(X, [0, T ]) := sup
π

S(X, π, |x|p),

kde π je konečné děleńı [0, T ]. Index p-variace procesu X je definován jako

I(X, [0, T ]) := inf{p > 0;Vp(X, [0, T ]) <∞)}.

Pro fBm {B(H)(t), t ≥ 0} s Hurstovým indexem H ∈ (0, 1) a pro p > 0 uvažujme
sumy

Sn,p(t) =
2n∑

j=1

∣∣∣B(H)
jt
2n

−B
(H)
(j−1)t

2n

∣∣∣
p

· 2n(pH−1)(1.2)

a

S̃n,p = 2−n

2n∑

j=1

∣∣∣B(H)
jt −B

(H)
(j−1)t

∣∣∣
p

.

Rozděleńı Sn,p(t) a S̃n,p je d́ıky vlastnosti soběpodobnosti fBm stejné. Posloupnost

{B
(H)
kt −B

(H)
(k−1)t}k∈N je stacionárńı a ergodická, viz [8]. Tud́ıž, podle ergodické věty,

S̃n,p(t) → E|B(H)(t)|p =: Cpt
pH pro n→ ∞

s pravděpodobnost́ı 1 a v L1( P), z čehož plyne

Sn,p(t)
d
→ Cpt

pH , n→ ∞

a

Sn,p(t)
P
→ Cpt

pH , n→ ∞.(1.3)

Z (1.2) a (1.3) dostáváme

2n∑

j=1

∣∣∣B(H)
jt
2n

−B
(H)
(j−1)t

2n

∣∣∣
p

P
→





0, p > 1
H
,

+∞, p < 1
H
,

E|B(H)(t)|1/H , p = 1/H.
(1.4)

9



Uvažujme nyńı t = 1 a označme Π(δ) množinu všech děleńı π intervalu [0, 1] s |π| < δ,
kde |π| := sup{tj − tj−1} je norma děleńı π. Z (1.4) ihned dostáváme, že

lim
δ→0

sup
π∈Π(δ)

S(B(H), π, |x|p) = +∞

s pravděpodobnost́ı 1 pro p < 1/H.
Pro p > 1/H plat́ı Vp(B

(H), [0, 1]) = 0 s pravděpodobnost́ı 1, viz [9], Věta 1.18.1-3.
Celkově dostáváme

I(B(H), [0, 1]) =
1

H
.(1.5)

7. Lévyho věta
Pro situaci H = 1/2 plat́ı známá Lévyho věta:

Věta 1.2. Necht’ {µ(t), t ≥ 0} je spojitý lokálńı martingal s kvadratickou variaćı
〈µ〉t = t. Potom µt je Wiener̊uv proces.

Ukazuje se, že i fBm lze charakterizovat podobným zp̊usobem, viz [9], Věta 1.19.2.
Necht’ {Xt, t ≥ 0} je náhodný proces definovaný na stochastické bázi
{Ω,F , {Ft}t≥0, P}. Pro t > 0 označme tk := t k

n
, 1 ≤ k ≤ n. Plat́ı následuj́ıćı věta

Věta 1.3. Necht’ proces Xt splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

(a) trajektorie X jsou γ-hölderovsky spojité pro každé 0 < γ < H, kde 0 < H < 1,

(b)

n2α

n∑

k=1

(Xtk −Xtk−1
)2 → t2α+1

pro každé t > 0 v prostoru L1( P) při n→ ∞,

(c) proces

Mt :=

∫ t

0

s−α(t− s)−α dXs

je Ft-adaptovaný spojitý L2-martingal, kde α = H − 1/2.

Potom Xt je Ft-adaptovaný fBm s Hurstovým indexem H.

Poznámka

Integrál
∫
· dX z předchoźı věty je tzv. Wiener̊uv integrál a v této práci se mu

věnovat nebudeme, je nicméně zaveden v mnoha učebnićıch stochastického kalkulu
pro fBm, viz také [2], Definice 2.1.3, nebo [9], Definice 1.6.1.
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Kapitola 2

Integrál vzhledem k fBm

Stochastický integrál pro frakcionálńı Brown̊uv pohyb lze zavést r̊uznými zp̊usoby. Zde
budeme předpokládat, že hodnota Hurstova indexu H > 1/2, a definujeme integrál po
trajektoríıch pomoćı frakcionálńıho kalkulu, viz. např. [7], [2], Appendix B, a [9], kapitola
1 a 2.

Necht’ α ∈ (0, 1). Řekneme, že funkce f : [0, T ] → R má Weylovu derivaci Dα
0+f ,

Dα
0+f(t) =

1

Γ(1 − α)

(
f(t)

tα
+ α

∫ t

0

f(t) − f(λ)

(t− λ)α+1
dλ

)
,

jestliže integrál napravo existuje pro skoro všechna t ∈ (0, T ), kde Γ je Eulerova gamma
funkce. Analogicky definujeme Dα

T−f(t) jako

Dα
T−f(t) =

1

Γ(1 − α)

(
f(t)

(T − t)α
+ α

∫ T

t

f(t) − f(λ)

(λ− t)α+1
dλ

)
.

Weylovy derivace jsou inverzemi k následuj́ıćım frakcionálńım integrál̊um. Předpo-
kládejme, že φ ∈ L1([0, T ]). Levostranný, resp. pravostranný frakcionálńı Riemann̊uv-
Liouvill̊uv integrál φ stupně α je definován pro skoro všechna t ∈ (0, T ) rovnost́ı

Iα
0+φ(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− λ)α−1φ(λ) dλ,

resp.

Iα
T−φ(t) =

1

Γ(α)

∫ T

t

(t− λ)α−1φ(λ) dλ.

Předpokládejme, že f = Iα
0+φ, kde φ ∈ L1([0, T ]). Potom Weylova derivace f existuje

a Dα
0+f = φ. Podobný vztah plat́ı i pro pravostranný frakcionálńı integrál.
Necht’ W α,1(0, T ) je prostor měřitelných funkćı f : [0, T ] → R takových, že

|f |α,1 :=

∫ T

0

(
|f(s)|

sα
+

∫ s

0

|f(s) − f(λ)|

(s− λ)α+1
dλ

)
ds <∞,

kde 0 < α < 1/2 je pevné. Dále necht’ g je spojitá funkce na [0, T ] taková, že Λα(g) <∞,
kde

Λα(g) :=
1

Γ(1 − α)Γ(α)
sup

0<s<t<T

(
|g(t) − g(s)|

(t− s)1−α
+

∫ t

s

|g(λ) − g(s)|

(λ− s)2−α
dλ

)
.

Nyńı můžeme definovat zobecněný Stieltjes̊uv integrál
∫ T

0
f dg funkce f podle g jako

∫ T

0

f dg :=

∫ T

0

Dα
0+f(s)D1−α

T− gT−(s) ds,(2.1)
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kde gT−(t) = g(t)− g(T ). Při výše uvedených předpokladech integrál
∫ T

0
f dg nezáviśı na

volbě α (se kterým f a g splňuj́ı výše uvedené předpoklady), integrál
∫ t

0
f dg existuje pro

všechna t ∈ [0, T ] a plat́ı ∫ t

0

f dg =

∫ T

0

f1(0,t) dg.

Nav́ıc plat́ı následuj́ıćı odhad

∣∣∣∣
∫ t

0

f dg

∣∣∣∣ ≤ Λα(g)|f |α,1, t ∈ [0, T ].

Následuj́ıćı lemma popisuje integrál
∫ t

0
f dg coby funkci horńı meze v př́ıpadě, že f i

g jsou hölderovské funkce. Důkaz a daľśı detaily lze nalézt v [9], Lemma 2.1.9.

Lemma 2.1. Necht’ f ∈ Cα+ε([0, T ]), g ∈ C1−α+ε([0, T ]), pro nějaké 0 < ε < α∧ (1−α),
a necht’ G(t) :=

∫ t

0
f dg. Potom G ∈ C1−α([0, T ]).

Poznámka

Integrál
∫
f dg v předchoźım lemmatu je dobře definován, nebot’ Cα+ε([0, T ]) ⊂ W α,1(0, T )

a Λα(g) <∞ pro každou g ∈ C1−α+ε([0, T ]), ε > 0. Podrobnosti opět viz. [9].

Pro f a g hölderovské funkce existuje
∫
f dg i jako tzv. Riemann-Stieltjes̊uv integrál.

Přesně to popisuje následuj́ıćı věta, podrobnosti a d̊ukaz viz [9], Věta 2.1.7.

Věta 2.1. Necht’ f ∈ Cλ([a, b]), g ∈ Cµ([a, b]), λ+ µ > 1, a πn = {a = x0 < x1 < . . . <
xn = b} je posloupnost děleńı intervalu [a, b] s |πn| → 0, n→ ∞. Potom

∫ b

a

f dg = lim
n→∞

n−1∑

k=0

f(xk)(g(xk) − g(xk−1)).

Nyńı již můžeme definovat integrál podle B(H).

Definice 2.1. Necht’ frakcionálńı Brown̊uv pohyb B(H) je definován na pravděpodobnost-
ńım prostoru (Ω,F ,P) a necht’ Hurst̊uv index H ∈ (1/2, 1). Pro funkci f ∈ W α,1(0, T ),
kde α ∈ (1 −H, 1/2), budeme integrál

∫ T

0

f(s) d◦B(H)(s)

chápat ve smyslu definovaném rovnost́ı (2.1) po trajektoríıch, což má smysl, protože
Λγ(B

(H)) <∞ P-s.j. ∀ γ ∈ (1 −H, 1/2).

Právě definovaný integrál je integrálem Stratonovičova typu, nebo se také nazývá
symetrický integrál.

Na následuj́ıćıch řádćıch uvedeme tvar Itôovy formule pro takto definovaný stocha-
stický integrál, nejprve nejjednodušš́ı verzi i s d̊ukazem a poté verzi, kterou budeme
potřebovat v daľśıch kapitolách, daľśı podrobnosti a d̊ukazy lze nalézt v [9], Lemma 2.7.1,
Věta 2.7.2, Věta 2.7.3 a Poznámka 2.7.4.

Věta 2.2. Necht’ B(H) je fBm s H ∈ (1/2, 1), F ∈ C2(R). Potom pro každé t > 0 plat́ı

F (B
(H)
t ) = F (0) +

∫ t

0

F ′(B(H)
u ) d◦B(H)

u .

12



D̊ukaz.
Podle Taylorovy formule s integrálńım tvarem zbytku plat́ı

F (x) = F (y) + F ′(y)(x− y) +

∫ x

y

F ′′(u)(x− u) du.

Necht’ πn = {0 = tn0 < tn1 < . . . < tnkn
= t} je posloupnost děleńı taková, že |πn| → 0 pro

n→ ∞. Potom

F (B
(H)
t ) − F (0) =

kn∑

k=1

[F (B
(H)
tnk

) − F (B
(H)
tnk−1

)] =
kn∑

k=1

F ′(B
(H)
tnk−1

)(B
(H)
tnk

−B
(H)
tnk−1

) +Rn
t ,

kde

Rn
t =

kn∑

k=1

∫ B
(H)

tn
k

B
(H)

tn
k−1

F ′′(u)(B
(H)
tnk

− u) du.

Dále, protože F ∈ C2(R), máme sup
0≤u≤t

|F ′′(B
(H)
u )| < ∞ s.j. a pro H ∈ (1/2, 1) d́ıky (1.5)

plat́ı

P-lim
n→∞

kn∑

k=1

∣∣∣B(H)
tnk

−B
(H)
tnk−1

∣∣∣
2

= 0.

Tud́ıž

|Rn
t | ≤

1

2
sup

0≤u≤t
|F ′′(B(H)

u )|
kn∑

k=1

∣∣∣B(H)
tnk

−B
(H)
tnk−1

∣∣∣
2

P
−→ 0

a podle Věty 2.1 máme konvergenci sumy
kn∑

k=1

F ′(B
(H)
tnk−1

)(B
(H)
tnk

−B
(H)
tnk−1

) k
∫ t

0
F ′(B

(H)
u ) d◦B

(H)
u

a celkově dostáváme

F (B
(H)
t ) − F (0) =

∫ t

0

F ′(B(H)
u ) d◦B(H)

u .

�

Věta 2.3. Necht’ Y i
t =

∫ t

0
fi(s) dB

(Hi)
s , kde H1 = 1/2, Hi ∈ (1/2, 1), 2 ≤ i ≤ m − 1,

Y m
t =

∫ t

0
g(s) ds,

∫ t

0
f 2

1 (s) ds < ∞ s.j., fi ∈ Cβi [0, t] s.j. pro βi + Hi > 1,
∫ t

0
|g(s)| ds <

∞ s.j., F = F (t, x) : R+ × R
n → R, F ∈ C1(R+) × C2(R) × C1(Rn−1), integrály

∫ t

0

(
∂F
∂x1

(Zs)f1(s)
)2

ds,
∫ t

0
|∂F

∂t
(Zs)| ds,

∫ t

0
|∂

2F
∂x2

1
(Zs)|f

2
1 (s) ds a

∫ t

0
| ∂F
∂xm

(Zs)g(s)| ds jsou ko-

nečné skoro jistě, ∂F
∂xi

(Zs)fi ∈ Cγ[0, t] s.j. pro γ + Hi > 1 a každé t > 0, kde Zs =

(s, Y 1
s , . . . , Y

m
s ).

Potom

F (t, Y 1
t , . . . , Y

m
t ) = F (0) +

∫ t

0

∂F

∂t
(Zs) ds+

∫ t

0

∂F

∂x1

(Zs)f1(s) dB(H1)
s

+
m−1∑

i=2

∫ t

0

∂F

∂xi

(Zs)fi(s) d◦B(Hi)
s +

∫ t

0

∂F

∂xm

(Zs)g(s) ds

+
1

2

∫ t

0

∂2F

∂x2
1

(Zs)f
2
1 (s) ds.(2.2)
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Poznamenejme, že integál podle B(H1) v rovnosti (2.2) je Itôovým integrálem, integrály
podle B(H2) až B(Hm−1) jsou integrály z Definice 2.1.

V daľśım bude užitečný následuj́ıćı d̊usledek předchoźı věty:

Důsledek 2.1. Necht’ Yt =
∫ t

0
a(s) d◦B

(H)
s +

∫ t

0
b(s) ds, t ∈ [0, T ], (předpoklady na a, resp.

b, necht’ jsou stejné jako na f2, resp. g, výše) a Y m je jako výše,
∫ T

0
|Y (s)g(s)| ds < ∞,∫ T

0
|Y m(s)b(s)| ds

<∞ a Y m(s)a(s) ∈ Cγ([0, T ]) s.j., kde γ +H > 1, pak pro t ∈ [0, T ] plat́ı

YtY
m
t =

∫ t

0

Y (s)g(s) ds+

∫ t

0

Y m(s)b(s) ds+

∫ t

0

Y m(s)a(s) d◦B(H)(s).(2.3)

D̊ukaz.
Plat́ı

YtY
m
t =

( ∫ t

0

a(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

b(s) ds
)∫ t

0

g(s) ds

=

∫ t

0

a(s) d◦B(H)(s)

∫ t

0

g(s) ds+

∫ t

0

b(s) ds

∫ t

0

g(s) ds.

Na prvńı sč́ıtanec použijeme Větu 2.3 a procesy ve druhém sč́ıtanci máj́ı derivaci s.j.,
takže použijeme pravidlo o derivaci součinu. Dostaneme

YtY
m
t =

∫ t

0

a(s)Y m(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

g(s)

∫ s

0

a(r) d◦B(H)(s) ds

+

∫ t

0

b(s)Y m(s) ds+

∫ t

0

g(s)

∫ s

0

b(r) dr ds

=

∫ t

0

Y (s)g(s) ds+

∫ t

0

Y m(s)b(s) ds+

∫ t

0

Y m(s)a(s) d◦B(H)(s).

�
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Kapitola 3

Rovnice a jej́ı řešeńı

3.1 Homogenńı rovnice

Uvažujme rovnici

vt = F (v,Dv,D2v, . . .), t > 0, x ∈ R
d,(3.1)

s počátečńı podmı́nkou v(0, x) = v0(x). Neznámou v rovnici (3.1) je funkce v = v(t, x),
funkce F je dána, vt = ∂v/∂t a Dkv je obecná k-tá derivace v podle x. Zápis
F (v,Dv,D2v, . . .) zde znamená, že F je závislá na v a konečném počtu derivaćı
Dv,D2v, . . . , Dmv, . . . ,m ∈ N.

Dále uvažujme stochastickou verzi rovnice (3.1) pro neznámé náhodné pole u = u(t, x),
t > 0, x ∈ R

d ve tvaru

du = F (u,Du,D2u, . . .)dt+ u(f(t) d◦B(H)(t) + g(t) dt),(3.2)

se stejnou počátečńı podmı́nkou jako v (3.1), tj. u(0, x) = u0(x) = v0(x), kde f ∈
Cα+ε([0, T ]) ∀T > 0, pro nějaké 0 < ε < min{1 − α, α, H + α− 1}, a g ∈ L∞

loc(R+).

V daľśım budeme zkoumat vztah mezi řešeńımi rovnic (3.1) a (3.2). K tomu je potřeba
pojem řešeńı rovnice vhodně definovat.

Definice 3.1. Funkce v : R+ × R
d → R je klasickým řešeńım rovnice (3.1) , jestliže

splňuje:

1. v je spojitá,

2. všechny potřebné parciálńı derivace funkce v vzhledem k x existuj́ı a jsou spojité
v proměnné x a γ-hölderovsky spojité v proměnné t na [0, T ] ∀T > 0, kde γ > 1−H.

3. Je splněna rovnost

v(t, x) = v0(x) +

∫ t

0

F (v(s, x), Dv(s, x), D2v(s, x), . . .) ds

pro všechna (t, x) ∈ R+ × R
d.

Markovský čas τ v následuj́ıćı definici má význam předevš́ım v př́ıpadě, že řešeńı
př́ıslušné deterministické rovnice exploduje v konečném čase, v tom př́ıpadě má τ význam
např. času exploze.

15



Definice 3.2. Necht’ τ : Ω → R+ ∪ {+∞} je markovský čas. Náhodné pole u = u(t, x)
je klasickým řešeńım rovnice (3.2), jestliže existuje množina Ω∗ ⊂ Ω, P(Ω∗) = 1, a na
množině ((0, τ ]] = {(t, x, ω) : t < τ(ω), ω ∈ Ω∗, x ∈ R

d} je splněno:

1. u je spojité v proměnné x a γ-hölderovsky spojité v proměnné t pro každé (t, x, ω) ∈
((0, τ ]], pro nějaké γ > 1 −H,

2. všechny potřebné parciálńı derivace u vzhledem k x existuj́ı a jsou spojité v pro-
měnné x a γ-hölderovsky spojité v proměnné t na [0, T ] ∀ 0 < T < τ , pro nějaké
γ > 1 −H,

3. rovnost

u(t, x) = u0(x) +

∫ t

0

F (u(s, x), Du(s, x), . . .) ds+

∫ t

0

u(s, x)(f(s) d◦B(H)(s) + g(s) ds)

plat́ı pro všechna (t, x, ω) ∈ ((0, τ ]].

V daľśım se budeme zabývat pouze jistým typem diferenciálńı rovnice, tzv. homogenńı
rovnićı. Konkrétně to popisuje následuj́ıćı definice.

Definice 3.3. Řekneme, že funkce F je homogenńı stupně m ≥ 1, jestliže ∀λ > 0 plat́ı

F (λx, λy, λz, . . .) = λmF (x, y, z, . . .), x ∈ R, y ∈ R
d, z ∈ R

d×d, . . .(3.3)

Řekneme, že rovnice (3.1) je homogenńı stupně m ≥ 1, jestliže funkce F je homogenńı
stupně m.

Definujme funkce

h(t) = exp
( ∫ t

0

g(s) ds+

∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s)
)

a H(t) =

∫ t

0

hm−1(s) ds.(3.4)

Proces h se nazývá geometrický frakcionálńı Brown̊uv pohyb a hraje kĺıčovou roli ve
vztahu řešeńı rovnic (3.1) a (3.2). Zřejmě h(0) = 1 a př́ımou aplikaćı Itôovy formule (2.2)
dostáváme, že proces h splňuje rovnost

h(t) = 1 +

∫ t

0

h(s)f(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

h(s)g(s) ds.

Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 3.1. Předpokládejme, že funkce F v rovnici (3.1) je spojitá a homogenńı stupně m,
a necht’ funkce v = v(t, x) je klasickým řešeńım rovnice (3.1). Definujme funkci u vztahem

u(t, x) = h(t)v(H(t), x).(3.5)

Potom u je klasickým řešeńım rovnice (3.2).

D̊ukaz.
Necht’ v je klasickým řešeńım (3.1) a necht’ máme dán markovský čas τ . Dále pro t < τ(ω)
definujme funkce

h̃(t) := h(t) − h(0),

ṽ(t, x) := v(t, x) − v0(x)
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a funkci H∗ : R+ × R
d → R+ × R

d, (t, x) 7→ (H(t), x). Vid́ıme, že plat́ı

h̃(t) =

∫ t

0

h(s)f(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

h(s)g(s) ds

a protože v řeš́ı (3.1), plat́ı také

v(t, x) = v0(x) +

∫ t

0

F (v,Dv,D2v, . . .)(s, x) ds

a

v(H(t), x) = v0(x) +

∫ H(t)

0

F (v,Dv,D2v, . . .)(s, x) ds,

a tedy
d

dt
v(H(t), x) = H ′(t)F (v ◦H∗, D(v ◦H∗), D2(v ◦H∗), . . .)(t, x),

neboli

ṽ(H(t), x) = v(H(t), x) − v0(x) =

∫ t

0

H ′(s)F (v ◦H∗, D(v ◦H∗), D2(v ◦H∗), . . .)(s, x) ds.

Nyńı můžeme psát

u(t, x) = h(t)v(H(t), x) = (h̃(t) + h(0))(ṽ(H(t, x)) + v0(x))

= h(0)v(0, t) + h̃(t)ṽ(H(t), x) + h̃(t)v0(x) + ṽ(H(t), x)h(0)(3.6)

a chtěli bychom aplikovat Itôovou formuli (2.3) na součin h̃(t)ṽ(H(t), x). Vid́ıme, že jsme
v situaci Důsledku 2.1, kdy roli Y m(t) hraje ṽ(H(t), x) a Y (t) je h̃(t). Ověřme tedy
předpoklady Důsledku 2.1.

• Předpoklad

∫ t

0

|H ′(s)F (v ◦H∗, D(v ◦H∗), D2(v ◦H∗), . . .)(s, x)| ds <∞ s.j.

plat́ı, nebot’:

X(t) =

∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s)

je s.j. (1 − α)-hölderovská podle Lemmatu 2.1, tud́ıž eX(t) je (1 − α)-hölderovská,

protože exponenciála má lokálně omezenou derivaci, a nakonec h(t) = eX(t)+
R t
0 g(s) ds

je s.j. (1 − α)-hölderovská, protože e
R t
0 g(s) ds má taktéž lokálně omezenou derivaci.

Z toho plyne, že H ′(t) = hm−1(t) je s.j. spojitá a tedy omezená na [0, t]. Tedy
H ′(s)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(s, x) je integrovatelná, protože F (v ◦
H∗, D(v ◦H∗), D2(v ◦H∗), . . .)(s, x) je integrovatelná, nebot’ H∗ je spojitá a v řeš́ı
(3.1).

• Předpoklad ∫ t

0

|ṽ(H(t), x)h(s)g(s)| ds <∞ s.j.

plat́ı, protože všechny tři funkce v integrandu jsou s.j. omezené na [0, t].
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• Předpoklad

∫ t

0

|h̃(s)H ′(s)F (v ◦H∗, D(v ◦H∗), D2(v ◦H∗), . . .)(s, x)| ds <∞ s.j.

plat́ı, protože h̃(t) je omezená a H ′(t)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(t, x)
integrovatelná s.j.

• Předpoklad

ṽ(H(t), x)h(t)f(t) ∈ Cγ([0, t]), pro nějaké γ, γ +H > 1, s.j.

plat́ı, protože h ∈ C1−α([0, t]), f ∈ Cα+ε([0, t]), ṽ(H(t), x) má na [0, t] omezenou
derivaci s.j. (zde se využila spojitost F ) a α+H > 1, tedy můžeme položit γ = α.

Ted’ můžeme na h̃(t)ṽ(H(t), x) použ́ıt Itôovu formuli (2.3) z Důsledku 2.1. Dostáváme

h̃(t)ṽ(H(t), x) =

∫ t

0

h̃(s)H ′(s)F (v ◦H∗, D(v ◦H∗), D2(v ◦H∗), . . .)(s, x) ds

+

∫ t

0

ṽ(H(s), x)h(s)g(s) ds+

∫ t

0

ṽ(H(s), x)h(s)f(s) d◦B(H)(s)

=

∫ t

0

hm(s)F (v ◦H∗, D(v ◦H∗), D2(v ◦H∗), . . .)(s, x) ds

− h(0)

∫ t

0

H ′(s)F (v ◦H∗, D(v ◦H∗), D2(v ◦H∗), . . .)(s, x) ds

+

∫ t

0

v(H(s), x)h(s)g(s) ds− v0(x)

∫ t

0

h(s)g(s) ds

+

∫ t

0

v(H(s), x)h(s)f(s) d◦B(H)(s) − v0(x)

∫ t

0

h(s)f(s) d◦B(H)(s)

=

∫ t

0

F (u,Du,D2u, . . .)(s, x) ds− h(0)ṽ(H(t), x)

+

∫ t

0

u(s, x)g(s) ds− v0(x)h̃(s) +

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s),

přičemž v prvńı rovnosti byl použit Důsledek 2.1, ve druhé definice h̃ a ṽ a rovnost
H ′(s) = hm−1(s) a ve třet́ı rovnosti homogenita F , definice u, h̃ a ṽ.

Dosad́ıme-li právě spočtený výraz do rovnosti (3.6), dostáváme

u(t, x) = h(0)v(0, t) +

∫ t

0

F (u,Du,D2u, . . .)(s, x) ds− h(0)ṽ(H(t), x)

+

∫ t

0

u(s, x)g(s) ds− v0(x)h̃(s) +

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s) + h̃(t)v0(x)

+ ṽ(H(t), x)h(0)

= u0(x) +

∫ t

0

F (u,Du,D2u, . . .)(s, x) ds

+

∫ t

0

u(s, x)g(s) ds+

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s).

T́ımto jsme ověřili bod 3 z Definice 3.2. Body 1 a 2 plat́ı d́ıky hölderovské spojitosti h a
H. Celkově dostáváme, že u je klasickým řešeńım rovnice (3.2).
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Tvrzeńı předchoźı věty lze obrátit minimálně v př́ıpadě bilineárńı rovnice.

Věta 3.2. Předpokládejme, že funkce F v rovnici (3.1) je spojitá a homogenńı stupně
1, a necht’ u je klasické řešeńı jej́ı stochastické verze (3.2). Potom funkce v definovaná
vztahem

v(t, x) = z(t)u(t, x)

je klasickým řešeńım rovnice (3.1), kde z(t) = 1/h(t).

D̊ukaz.
Tvrzeńı se ukáže analogicky jako v předchoźı větě. Necht’ u je klasickým řešeńım (3.2),
tj. plat́ı

u(t, x) = u0(x)+

∫ t

0

[
F (u(s, x), Du(s, x), . . .)+u(s, x)g(s)

]
ds+

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s).

Pomoćı Itôovy formule (2.2) aplikované na proces z(t) = p(t,X(t)), kde

p(t, x) = e−x−
R t
0 g(s) ds

a stejně jako ve Větě 3.1

X(t) =

∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s),

dostáváme

z(t) = 1 −

∫ t

0

z(s)g(s) ds−

∫ t

0

z(s)f(s) d◦B(H)(s).

Nyńı definujme funkce z̃(t) = z(t) − z(0) a ũ(t, x) = u(t, x) − u0(x). Plat́ı

v(t, x) = z(t)u(t, x) = (z̃(t) + z(0))(ũ(t, x) + u0(x))

= z̃(t)ũ(t, x) + z(0)ũ(t, x) + z̃(t)u0(x) + u0(x)z(0)(3.7)

a z̃(t)ũ(t, x) = z1(t)ũ(t, x) + z2(t)ũ(t, x), kde

z1(t) = −

∫ t

0

z(s)g(s) ds a z2(t) = −

∫ t

0

z(s)f(s) d◦B(H)(s).

Na součin z1(t)ũ(t, x) aplikujeme Itôovu formuli (2.3) z Důsledku 2.1, přičemž roli Y má
ũ a Y m je z1, a dostaneme

z1(t)ũ(t, x) =

∫ t

0

z1(t)
[
F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)

]
ds

+

∫ t

0

z1(s)u(s)f(s) d◦B(H)(s) −

∫ t

0

ũ(t, x)z(s)g(s) ds.

Na součin z2(t)ũ(t, x) aplikujeme Itôovu formuli (2.2) z Věty 2.3 následuj́ıćım zp̊usobem:
z2(t)ũ(t, x) = p(Y 2(t), Y 3(t), Y m(t)), kde

p(y2, y3, ym) = −y2(y3 + ym),
∂p

∂y2

(y2, y3, ym) = −(y3 + ym),
∂p

∂y3

(y2, y3, ym) = −y2,
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∂p

∂ym

(y2, y3, ym) = −y2, Y 2(t) = −z2(t), Y 3(t) =

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s)

a

Y m(t) =

∫ t

0

[
F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)

]
ds.

Dostáváme

z2(t)ũ(t, x) = −

∫ t

0

(Y 3(s) + Y m(s))z(s)f(s) d◦B(H)(s) −

∫ t

0

Y 2(s)u(s)f(s) d◦B(H)(s)

−

∫ t

0

Y 2(s)
[
F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)

]
ds

= −

∫ t

0

ũ(s, x)z(s)f(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

z2(s)u(s, x)f(s) d◦B(H)(s)

+

∫ t

0

z2(s)
[
F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)

]
ds.

Dále

z̃(t)ũ(t, x) = z1(t)ũ(t, x) + z2(t)ũ(t, x)

=

∫ t

0

z̃(s)u(s, x)f(s) d◦B(H)(s) −

∫ t

0

ũ(s, x)z(s)f(s) d◦B(H)(s)

+

∫ t

0

z̃(s)
[
F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)

]
ds

−

∫ t

0

ũ(s)z(s)g(s) ds

=

∫ t

0

{
(z(s) − z(0))u(s)f(s) − (u(s, x) − u0(x))z(s)f(s)

}
d◦B(H)(s)

+

∫ t

0

{
(z(s) − z(0))

[
F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)

]

−(u(s, x) − u0(x))z(s)g(s)

}
ds

= −z(0)

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s) + u0(x)

∫ t

0

f(s)z(s) d◦B(H)(s)

+

∫ t

0

z(s)F (u(s, x), Du(s, x), . . .) ds+ u0(x)

∫ t

0

z(s)g(s) ds

− z(0)

{ ∫ t

0

F (u(s, x), Du(s, x), . . .) ds+

∫ t

0

u(s, x)g(s) ds

}

=

∫ t

0

F (v(s, x), Dv(s, x), . . .) ds− u0(x)z̃(t) − z(0)ũ(t, x)

a dosad́ıme-li právě vypočtený výraz do (3.7), dostáváme konečně

v(t, x) =

∫ t

0

F (v(s, x), Dv(s, x), . . .) ds− u0(x)z̃(t) − z(0)ũ(t, x)

+ z(0)ũ(t, x) + z̃(t)u0(x) + u0(x)z(0)

=

∫ t

0

F (v(s, x), Dv(s, x), . . .) ds+ v0(x),
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tedy v splňuje rovnost (3.1) a bod 3 z Definice 3.2. Předpoklady pro použit́ı Itôovy formule
podle Věty 2.3 a Důsledku 2.1 se ověř́ı zcela analogicky jako v d̊ukaze Věty 3.1. Platnost
bod̊u 1 a 2 Definice 3.1 plyne př́ımo z bod̊u 1 a 2 Definice 3.2 a spojitosti z.

�

3.2 Stochastická rovnice porézńıho prostřed́ı

Uvažujme ideálńı plyn, který isentropicky proud́ı v homogenńım porézńım prostřed́ı. Jeho
tok je ř́ızen následuj́ıćımi třemi zákony:

• Stavová rovnice:
p = p0ρ

α,

kde p = p(x, t) je tlak, ρ = ρ(x, t) je hustota a α ∈ [1,∞) a p0 ∈ R+ jsou konstanty.

• Zachováńı hmoty:

κ
∂ρ

∂t
+ div(ρ~v) = 0,

kde ~v = ~v(x, t) je vektor rychlosti a κ ∈ R+ je pórovitost prostřed́ı (tj. pod́ıl objemu

volného pro plyn), kde div~f =
d∑

i=1

∂ ~f
∂xi

je divergenčńı operátor.

• Darcyho zákon:
ν~v = −µ∇p,

kde ν ∈ R+ je viskozita plynu a µ ∈ R+ je permeabilita prostřed́ı.

Eliminujeme-li z rovnic p a ~v a přeškálováńım odstrańıme výsledné konstanty, dosta-
neme rovnici porézńıho prostřed́ı

vt(t, x) = ∆vm(t, x), t > 0,(3.8)

kde vt = ∂v/∂t, m ∈ N, m > 1 a ∆ je Laplace̊uv operátor, tj.

∆v =
d∑

k=1

∂2v

∂x2
k

.

Daľśı informace o této rovnici lze nalézt např. v [1] a [11].
Stejně jako v předchoźı sekci uvažujme stochastickou verzi rovnice (3.8):

du(t, x) = ∆um(t, x) dt+ u(t, x)(f(t) d◦B(H)(t) + g(t) dt), t > 0, x ∈ R
d(3.9)

se stejnou počátečńı podmı́nkou jako v (3.8), tj. u(0, x) = u0(x) = v0(x), kde f ∈
Cα+ε([0, T ]) ∀T > 0, pro nějaké 0 < ε < min{1 − α, α, H + α− 1}, a g ∈ L∞

loc(R+).
Budeme zkoumat vztah mezi řešeńımi těchto dvou rovnic, ovšem nyńı již nebudou

uvažovaná řešeńı nutně klasická. Řešeńı deterministické rovnice definujeme následuj́ıćım
zp̊usobem:
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Definice 3.4. Nezáporná funkce v = v(t, x) se nazývá řešeńı rovnice (3.8), jestliže pro
každou funkci ϕ ∈ C∞(Rd) s kompaktńım nosičem plat́ı pro všechna t > 0 rovnost

(v, ϕ)(t) = (v0, ϕ) +

∫ t

0

(vm,∆ϕ)(s) ds,

kde

(v, ϕ)(t) =

∫

Rd

v(t, x)ϕ(x) dx,

a funkce t 7→ (vm, ϕ)(t) je γ-hölderovsky spojitá na [0, T ] ∀T > 0, pro nějaké γ > 1−H.

Analogicky řešeńı stochastické rovnice:

Definice 3.5. Necht’ τ : Ω → R+ ∪ {+∞} je markovský čas. Nezáporné náhodné pole
u = u(t, x) se nazývá řešeńı rovnice (3.9), jestliže existuje množina Ω∗ ⊂ Ω, P(Ω∗) = 1,
a na množině ((0, τ ]] = {(t, ω) : t < τ(ω), ω ∈ Ω∗} plat́ı pro každou funkci ϕ ∈ C∞(Rd)
s kompaktńım nosičem pro všechny (t, ω) ∈ ((0, τ ]] rovnost

(u, ϕ)(t) = (u0, ϕ) +

∫ t

0

(um,∆ϕ)(s) ds+

∫ t

0

(u, ϕ)(s)(f(s) d◦B(H)(s) + g(s) ds),

(3.10)

kde

(u, ϕ)(t) =

∫

Rd

u(t, x)ϕ(x) dx.

Mezi řešeńımi rovnic (3.8) a (3.9) plat́ı stejný vztah jako pro klasická řešeńı.

Věta 3.3. Necht’ v je řešeńım rovnice (3.8). Pak náhodné pole u dané vztahem

u(t, x) = v(H(t), x)h(t),(3.11)

kde h a H jsou dány v (3.4), je řešeńım rovnice (3.9).

D̊ukaz.
Důkaz prob́ıhá stejně jako d̊ukaz Věty 3.1. Necht’ v je řešeńım (3.8) a necht’ τ je markovský
čas, t < τ(ω) a ϕ = ϕ(x) je hladká funkce s kompaktńım nosičem. Definujme funkce

h̃(t) := h(t) − h(0),

ṽ(t, x) := v(t, x) − v0(x)

a funkci H∗ : R+ × R
d → R+ × R

d, (t, x) 7→ (H(t), x). Vid́ıme, že plat́ı

h̃(t) =

∫ t

0

h(s)f(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

h(s)g(s) ds

a protože v řeš́ı (3.8), plat́ı také

(ṽ ◦H∗, ϕ)(t) =

∫ H(t)

0

(vm,∆ϕ)(s) ds =

∫ t

0

hm−1(s)(vm,∆ϕ)(s) ds.

Můžeme psát

(u, ϕ)(t) = h(t)(v ◦H∗)(t) = h(0)(v0, ϕ) + h̃(t)(ṽ, ϕ)(t) + h̃(t)(v0, ϕ) + h(0)(ṽ, ϕ)(t),
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na součin h̃(t)(ṽ, ϕ)(t) použ́ıt Itôovu formuli (2.3) z Důsledku 2.1 a dostaneme

h̃(t)(ṽ, ϕ)(t) =

∫ t

0

h̃(s)hm−1(s)(vm ◦H∗,∆ϕ)(s) ds+

∫ t

0

(ṽ, ϕ)(s)h(s)g(s) ds

+

∫ t

0

(ṽ, ϕ)(s)h(s)f(s) d◦B(H)(s)

=

∫ t

0

hm(s)(vm ◦H∗,∆ϕ)(s) ds− h(s)(ṽ, ϕ)(t) +

∫ t

0

(v, ϕ)(s)h(s)g(s) ds

− (v0, ϕ)

∫ t

0

h(s)g(s) ds+

∫ t

0

(v, ϕ)(s)h(s)f(s) d◦B(H)(s)

− (v0, ϕ)

∫ t

0

h(s)f(s) d◦B(H)(s)

=

∫ t

0

(um,∆ϕ)(s) ds+

∫ t

0

(u, ϕ)(s)g(s) ds+

∫ t

0

(u, ϕ)(s)f(s) d◦B(H)(s)

− h(0)(ṽ(t), ϕ) − (v0, ϕ)h̃(t).

Dosad́ıme-li za h̃(t)(ṽ, ϕ)(t) zpátky, dostáváme

(u, ϕ)(t) = (u0, ϕ) +

∫ t

0

(um,∆ϕ)(s) ds+

∫ t

0

(u, ϕ)(s)g(s) ds+

∫ t

0

(u, ϕ)(s)f(s) d◦B(H)(s).

Ověřeńı předpoklad̊u Důsledku 2.1 proběhne stejně jako v d̊ukazu Věty 3.1 s t́ım, že roli
ṽ(H(t), x) hraje (ṽ ◦H∗, ϕ)(t).

�
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Kapitola 4

Př́ıklady

V této kapitole poṕı̌seme některé vlastnosti tzv. Barenblattova řešeńı rovnice porézńıho
prostřed́ı a pomoćı výsledk̊u z předchoźı kapitoly odvod́ıme některé vlastnosti řešeńı
stochastické rovnice porézńıho prostřed́ı. Ukážeme např́ıklad, jak se pro velké časy chová
středńı hodnota celkové hmoty řešeńı při konkrétńı volbě funkćı f a g modifikuj́ıćıch
pravou stranu diferenciálńı rovnice. Dále ukážeme limitńı chováńı jednotlivých trajektoríı
řešeńı opět v závislosti na volbě f a g.

4.1 Barenblattovo řešeńı

Barenblattovým řešeńım rovnice porézńıho prostřed́ı

Ut = ∆(Um)(4.1)

je funkce

U [BT ](t, x; b) =
1

tα

(
max

(
0, b−

m− 1

2m
β
|x|2

t2β

))1/(m−1)

, t > 0, x ∈ R
d,(4.2)

kde b > 0 a

β =
1

(m− 1)d+ 2
, α = βd.

Je to d̊uležité speciálńı řešeńı, které určuje chováńı pro velké časy každého globálńıho
řešeńı rovnice (3.8). Podobně, s jistými omezeńımi na funkce H a h definované pomoćı
(3.4), potažmo na funkce f a g, určuje pro velké časy stochastická verze Barenblat-
tova řešeńı zkonstruovaná podle Věty 3.3 chováńı některých řešeńı stochastické rovnice
porézńıho prostřed́ı (3.9).

Deterministické Barenblattovo řešeńı (4.2) má mnohé zaj́ımavé vlastnosti, jejichž po-
drobněǰśı popis lze nalézt např. v [1], [4], [11] nebo [6]. Zde si uvedeme několik základńıch.

• U [BT ] neńı klasické řešeńı podle definice (3.1). Počátečńı podmı́nka U [BT ](0, x) je
násobek Diracovy mı́ry v bodě 0, plat́ı

U [BT ](0, x) = Mδ0(x),

kde M je celková hmota řešeńı, definovaná jako M =
∫

Rd U
[BT ](t, x; b) dx, nezáviśı

na t a je jednoznačně určena hodnotou parametru b; plat́ı

M := Mb = b1/(2β(m−1))
(m− 1

2πm
β
)−d/2 Γ( m

m−1
)

Γ( m
m−1

+ d)
,

kde Γ je gamma funkce.
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• U [BT ] je klasickým řešeńım rovnice Ut = ∆(Um) na množině

{
(t, x) : |x| 6=

√
2mb

(m− 1)β
tβ

}
.

• Pro každé p, q, t0 > 0, x0 ∈ R
d je také funkce

Ũ(t, x) =
( p

q2

)1/(m−1)

U [BT ](pt+ t0, qx+ x0; b)

řešeńım rovnice (3.9).

• Necht’ U [BT ](t, x; b) je Barenblattovo řešeńı s hmotou Mb a U(t, x) je libovolné řešeńı
rovnice (3.8) ve smyslu Definice 3.4 s

∫
Rd U(0, x) = Mb. Potom

tβd|U(t, x) − U [BT ](t, x; b)| → 0, t→ ∞,(4.3)

stejnoměrně vzhledem k x na množinách tvaru

{(t, x) ∈ R
d × R+ : |x| ≤ Ctβ},

kde C > 0.

4.2 Středńı hodnota

Řešeńı U [BT ] splňuje předpoklady Věty 3.3, a proto náhodné pole

u[BT ] = u[BT ](t, x; b) = h(t)U [BT ](H(t), x; b)(4.4)

je řešeńım rovnice (3.9). Spočtěme středńı hodnotu jeho hmoty M .

E

∫

Rd

u[BT ](t, x; b) dx = Eh(t)

∫

Rd

U [BT ](H(t), x; b) dx = Mb Eh(t)

= Mb E exp
(∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

g(s) ds
)

= Mbe
R t
0 g(s) ds

E exp
( ∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s)
)

= Mb exp
{∫ t

0

g(s) ds

+
1

2
H(2H − 1)

∫ t

0

∫ t

0

f(u)f(v)|u− v|2H−2 du dv
}
,(4.5)

protože (viz např. [2], Věta 5.5.1 a Lemma 3.1.3)
∫ t

0
f(s) d◦B(H)(s) je centrovaná gaussovská

náhodná veličina s rozptylem

H(2H − 1)

∫ t

0

∫ t

0

f(u)f(v)|u− v|2H−2 du dv,

a tud́ıž

E exp
(∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s)
)

= exp
{1

2
H(2H − 1)

∫ t

0

∫ t

0

f(u)f(v)|u− v|2H−2 du dv
}
.

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, jak se může středńı hodnota hmoty u[BT ] chovat pro velké
časy.
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Př́ıklad 4.1. Necht’ jsou funkce g a f v rovnici (3.9) dány následovně: g < 0 je konstantńı
a f(s) = 1∧ sα, s ∈ (0, t), 0 > α > −H. Ze vztahu (4.5) vid́ıme, že hmota Barenblattova
řešeńı (deterministické) rovnice

vt(t, x) = ∆vm(t, x) + gv(t, x)(4.6)

je Mb exp(gt) a pro g < 0 jde exponenciálně k 0.
Spočtěme středńı hodnotu hmoty řešeńı u[BT ](t, x; b). Pomoćı (4.5) máme

E

∫

Rd

u[BT ](t, x; b) dx = Mb exp
(
gt+

1

2
H(2H−1)

∫ t

0

∫ t

0

(1∧uα)(1∧vα)|u−v|2H−2 du dv
)
.

Dvojný integrál v předchoźım výrazu lze rozdělit na několik část́ı:

∫ t

0

∫ t

0

(1 ∧ uα)(1 ∧ vα)|u− v|2H−2 du dv =

∫ 1

0

∫ 1

0

|u− v|2H−2 du dv

+2

∫ 1

0

∫ t

0

uα|u− v|2H−2 du dv +

∫ t

1

∫ t

1

uαvα|u− v|2H−2 du dv

= I1 + 2I2(t) + I3(t),

kde

I1 =
1

H(2H − 1)
E[B(H)(1)]2 =

1

H(2H − 1)
,(4.7)

I2(t) =

∫ t

0

∫ 1

0

uα|u− v|2H−2 dv du

= −

∫ t

0

uα

[
(u− v)2H−1

(2H − 1)

]1

0

du

=

∫ t

0

uαu
2H−1 − (u− 1)2H−1

2H − 1
du

=

∫ 1

1/t

(ut)α((ut)2H−1 − (ut− 1)2H−1)

2H − 1
t du

=
tα+2H

2H − 1

∫ 1

1/t

uα[(u−
1

t
)2H−1 − u2H−1] du

=
1

2H − 1

[
2Γ(1 − α− 2H)Γ(H)

(α+ 2H)Γ(−α)

+Γ(−α)[(α+ 2H)β(1/t,−α− 2H, 2H) − 1 + tα+2H ]

]
,

kde β(u0, a, b) je neúplná Beta funkce, tj. plat́ı

β(u0, a, b) =

∫ u0

0

ua−1(1 − u)b−1 du.

Pro t ≥ t0 ≥ 1 plat́ı

β(1/t0,−α− 2H, 2H) ≥ β(1/t,−α− 2H, 2H) ≥ 0

26



a dostáváme odhad

K1(H,α) + 2Γ(−α)tα+2H ≤ I2(t) ≤ K̃1(H,α) + 2Γ(−α)tα+2H .(4.8)

kde K1(H,α) a K̃1(H,α) jsou konstanty závisej́ıćı pouze na H a α. Integrál I3(t) odhad-
neme takto:

I3(t) =

∫ t

1

∫ t

1

uαvα|u− v|2H−2 du dv

=

∫ 1

1/t

∫ 1

1/t

(ut)α(vt)α|ut− vt|2H−2t2 du dv

= t2H+2α

∫ 1

1/t

∫ 1

1/t

uαvα|u− v|2H−2 du dv

a pro t ≥ t0 ≥ 1 plat́ı

0 <

∫ 1

1/t0

∫ 1

1/t0

uαvα|u− v|2H−2 du dv =: K2(H,α)

<

∫ 1

1/t

∫ 1

1/t

uαvα|u− v|2H−2 du dv

<

∫ 1

0

∫ 1

0

uαvα|u− v|2H−2 du dv =: K̃2(H,α),

přičemž konečnost konstanty K̃2(H,α) uvid́ıme z Lemmatu 4.1 uvedeného za t́ımto př́ı-
kladem a z toho, že pro α > −H a T > 0 funkce u 7→ uα lež́ı v prostoru L1/H([0, T ]).
Dostáváme

K2(H,α)t2H+2α < I3(t) < t2H+2αK̃2(H,α).(4.9)

Kombinaćı (4.7), (4.8) a (4.9) źıskáváme odhad pro středńı hodnotu hmoty stochastického
Barenblattova řešeńı:

Mb exp
{
gt+

1

H(2H − 1)
+K1(H,α) + 2Γ(−α)tα+2H +K2(H,α)t2H+2α

}

< E

∫

Rd

u[BT ](t, x; b) dx <

Mb exp
{
gt+

1

H(2H − 1)
+ K̃1(H,α) + 2Γ(−α)tα+2H + K̃2(H,α)t2H+2α

}
.

Z tohoto odhadu v́ıd́ıme, jak se pro g < 0 středńı hodnota v závislosti na α aH chová. Je-li
−H < α < 1−2H, pak jde středńı hodnota s rostoućım t k 0 stejně jako v situaci rovnice
(4.6). Plat́ı-li ale 1 − 2H < α < 0, pak jde středńı hodnota s rostoućım t k nekonečnu,
což je zaj́ımavé, protože by se mohlo zdát, že když f , tj. vliv náhodné složky, se bude
zmenšovat k 0, převáž́ı vliv g a středńı hodnota hmoty p̊ujde k 0 (pro 1−2H < α < −1/2
je totiž dokonce f ∈ L2(R+), a tedy je opravdu “malá”).

Lemma 4.1. Necht’ H ∈ (1/2, 1) a T > 0. Označme |H| prostor měřitelných funkćı ψ
definovaných na intervalu [0, T ] a splňuj́ıćıch

‖ψ‖2
|H| := H(2H − 1)

∫ T

0

∫ T

0

|ψ(s)||ψ(t)||s− t|2H−2 ds dt <∞.

Potom
‖ψ‖|H| ≤ βH‖ψ‖L1/H([0,T ]),

pro nějakou konstantu βH > 0, tedy L1/H([0, T ]) ⊂ |H|.

27



D̊ukaz.
Viz. [2], Tvrzeńı 2.1.13.

�

4.3 Limitńı chováńı

V této sekci ukážeme, jak se pro velké časy chová stochastické Barenblattovo řešeńı rovnice
(3.9) a jak je jeho limitńı chováńı spojeno s limitńım chováńım některých daľśıch řešeńı
této rovnice. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.1. Necht’ lim
t→∞

H(t) = ∞ s pravděpodobnost́ı 1. Necht’ U(t, x) je takovým

řešeńım rovnice (3.8), že plat́ı

∫

Rd

U(0, x) dx = Mb

a u(t, x) je jemu odpov́ıdaj́ıćı řešeńı rovnice (3.9), tj. u(t, x) = h(t)U(H(t), x), potom

∀x ∈ R
d lim

t→∞

(H(t))α

h(t)
|u(t, x) − u[BT ](t, x; b)| = 0 s.j.

D̊ukaz.
Plat́ı

lim
t→∞

(H(t))α

h(t)
|u(t, x) − u[BT ](t, x; b)|

= lim
t→∞

(H(t))α

h(t)
h(t)|U(H(t), x) − U [BT ](H(t), x; b)|

= lim
t→∞

(H(t))α|U(H(t), x) − U [BT ](H(t), x; b)|

s.j.
= lim

t→∞
tα|U(t, x) − U [BT ](t, x; b)| = 0,

přičemž posledńı rovnost plyne z vlastnosti (4.3) řešeńı deterministické rovnice.

�

Dále se pod́ıváme na chováńı u[BT ] pro velké časy a konkrétńı volbu f a g. Necht’ jsou
funkce g a f v rovnici (3.9) konstantńı. Kĺıčovou roli pro chováńı u[BT ] maj́ı funkce h a
H definované rovnostmi (3.4). V této situaci maj́ı tvar

h(t) = exp
(
gt+ fB(H)(t)

)
,(4.10)

H(t) =

∫ t

0

h(m−1)(s) ds =

∫ t

0

exp
(
gs(m− 1) + fB(H)(s)(m− 1)

)
ds.(4.11)

Zabývejme se situaćı, kdy g > 0, a popǐsme jejich asymptotiku. V daľśım plat́ı, že
všechny konstanty za existenčńımi kvantifikátory jsou funkcemi ω, které je pro přehlednost
zpravidla vynecháváno. Podle zákonu iterovaného logaritmu (1.1) plat́ı

∀ε > 0 ∀δ > 0 ∃t0 = t0(ω) > 0 ∀t ≥ t0 |B(H)(t)| < (KH + ε)tH+δ
P-s.j.
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Odtud dostaneme odhady pro chováńı h a H. Pro t ≥ t0 plat́ı

h(t) ≥ exp
(
gt− |f |(KH + ε)tH+δ

)

a tedy, voĺıme-li 0 < δ < 1 −H,

∀κ > 0 ∃t1 > 0 ∀t > t1 h(t) ≥ e(g−κ)t.

Dále

H(t) ≤

∫ t0

0

egs(m−1)+f(m−1)B(H)(s) ds+

∫ t

t0

egs(m−1)+|f |(m−1)(KH+ε)sH+δ

ds

≤ C1 +

∫ t

t1

e[g(m−1)+κ]s ds = C1 +

[
e[g(m−1)+κ]s

g(m− 1) + κ

]t

t1

≤ C2 +
e[g(m−1)+κ]t

g(m− 1) + κ

a

H(t) ≥

∫ t0

0

egs(m−1)+f(m−1)B(H)(s) ds+

∫ t

t0

egs(m−1)−|f |(m−1)(KH+ε)sH+δ

ds

≥ C ′
1 +

∫ t

t′1

e[g(m−1)−κ]s ds = C ′
1 +

[
e[g(m−1)−κ]s

g(m− 1) − κ

]t

t′1

≥ C ′
2 +

e[g(m−1)−κ]t

g(m− 1) − κ
.

Odtud plyne, pro 0 < α < 1,

Hα(t) ≤ C3 +
eα[g(m−1)+κ]t

(g(m− 1) + κ)α
.

Analogicky se ukáže, že plat́ı

H2β(t) ≥ C4 +
e2β[g(m−1)−κ]t

(g(m− 1) − κ)2β

t→∞
−→ ∞.

Použijeme-li tyto odhady na stochastické Barenblattovo řešeńı definované rovnost́ı
(4.4), dostaneme

u[BT ](t, x) ≥
e(g−κ)t

C3 + eα[g(m−1)+κ ]t

(g(m−1)+κ)α

(
max(0, b−

m− 1

2m
β

|x|2

C4 + e2β[g(m−1)−κ ]t

(g(m−1)−κ)2β

)
) 1

m−1

.

Dále

∀x ∈ R
d ∃t2 > 0 ∀t ≥ t2

m− 1

2m
β

|x|2

C4 + e2β[g(m−1)−κ ]t

(g(m−1)−κ)2β

<
b

2

a tedy ∀t ≥ t1 ∨ t2 plat́ı

u[BT ](t, x) ≥ e(g−κ)t
(
C4 +

eα[g(m−1)+κ]t

[g(m− 1) + κ]α

)−1( b
2

) 1
m−1

= e(g−κ)t

{( b
2

) 1
m−1

[g(m− 1) + κ]α
}( C4

[g(m− 1) + κ]α
+ eα[g(m−1)+κ]t

)−1

= C5
e(g−κ)t

C6 + eα[g(m−1)+κ]t
.

Předchoźı výpočty můžeme shrnout do tvrzeńı:
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Tvrzeńı 4.2. Necht’ g > 0 a f jsou konstantńı a u[BT ] je řešeńı rovnice (3.9) definované
pomoćı (4.4). Potom plat́ı

∀κ > 0 ∃C,K, t0 > 0 ∀x ∈ R
d, t > t0 u[BT ](t, x) ≥ C

e(g−κ)t

K + eα[g(m−1)+κ]t
P-s.j.

Speciálně,
∀x ∈ R

d lim inf
t→∞

uBT (t, x) = +∞.

D̊ukaz.
Speciálně:

lim inf
t→∞

u[BT ](t, x) ≥ lim
t→∞

C5
e(g−κ)t

C6 + eα[g(m−1)+κ]t
= C5 lim

t→∞

e(g−κ)t

eα[g(m−1)+κ]t

= C5 lim
t→∞

e{(g−κ)−α[g(m−1)+κ]}t = +∞,(4.12)

nebot’

g − κ − αgm+ αg − ακ = g(1 − α(m− 1)) − κ(1 + α),

kde

α =
d

(m− 1)d+ 2
,

α(m− 1) =
(m− 1)d

(m− 1)d+ 2
= 1 −

2

(m− 1)d+ 2
< 1

a κ je libovolně malé. Stač́ı volit

κ(1 + α) <
2g

(m− 1)d+ 2

κ <
2g

[(m− 1)d+ 2]
(
1 + d

(m−1)d+2

)

=
2g[(m− 1)d+ 2]

[(m− 1)d+ 2][md+ 2]
=

2g

md+ 2

a koeficient {(g − κ) − α[g(m− 1) + κ]} v exponentu (4.12) je kladný.

�

Je-li g < 0, analogicky jako výše se ukáže, že plat́ı tvrzeńı

Tvrzeńı 4.3. Necht’ g < 0 a f jsou konstantńı a u[BT ] je řešeńı rovnice (3.9) definované
pomoćı (4.4). Potom plat́ı

∀κ > 0 ∃C,K, t0 > 0 ∀x ∈ R
d, t > t0 u[BT ](t, x) ≤ C

e(g+κ)t

K + eα[g(m−1)−κ]t
P-s.j.

Speciálně,
∀x ∈ R

d lim
t→∞

uBT (t, x) = 0 P-s.j.
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D̊ukaz.
Speciálně: stač́ı volit κ < g ∧ g(m− 1).

�

Poznámka

Analogicky za předpoklad̊u předchoźıho tvrzeńı dostaneme, že i celková hmota stocha-
stického Barenblattova řešeńı jde s.j. k nule:

∫

Rd

u[BT ](t, x; b) dx = h(t)

∫

Rd

U [BT ](H(t), x; b) dx = Mbh(t) → 0, t→ ∞.

Naproti tomu pro středńı hodnotu hmoty podle (4.5) plat́ı

E

∫

Rd

u[BT ](t, x; b) dx = Mb exp
(
gt+ f 2H(2H − 1)

∫ t

0

∫ t

0

|s− v| ds dv
)

= Mb exp(gt+ f 2t2H) → ∞, t→ ∞.

Vid́ıme, že chováńı hmoty řešeńı odpov́ıdá chováńı frakcionálńıho geometrického Brow-
nova pohybu. Dále si všimněme, že zde pro H > 1/2 nemůže doj́ıt k situaci, kdy středńı
hodnota je konstantńı.

Zkombinujeme-li Tvrzeńı 4.1 a 4.2, dostaneme následuj́ıćı d̊usledek o asymptotice
některých daľśıch řešeńı rovnice (3.9).

Důsledek 4.1. Necht’ plat́ı předpoklady Tvrzeńı 4.2 a necht’ U(t, x) je takovým řešeńım
rovnice (3.8), že plat́ı ∫

Rd

U(0, x) dx = Mb

a u(t, x) je jemu odpov́ıdaj́ıćı řešeńı rovnice (3.9), tj. u(t, x) = h(t)U(H(t), x). Potom

∀x ∈ R
d lim

t→∞
u(t, x) = +∞ P-s.j.

D̊ukaz.
Zřejmě H(t) → ∞, t→ ∞, a tedy podle Tvrzeńı 4.1 plat́ı

0 = lim
t→∞

Hα(t)

h(t)
|u(t, x) − u[BT ](t, x)| =

∣∣∣H
α(t)

h(t)
u(t, x) − (b−

m− 1

2m
β

|x|2

H2β(t)
)+

∣∣∣,

přičemž výraz

(b−
m− 1

2m
β

|x|2

H2β(t)
)+

konverguje k b > 0 pro t→ ∞ a

Hα(t)

h(t)
→ 0, t→ ∞.

Muśı tedy nutně
u(t, x) → ∞, t→ ∞.

�

Pro g < 0 plat́ı

31



Důsledek 4.2. Necht’ g < 0 a f jsou konstantńı a u[BT ] je řešeńı rovnice (3.9) definované
pomoćı (4.4) a necht’ U(t, x) je takovým řešeńım rovnice (3.8), že U(0, ·) je omezená a
integrovatelná funkce a u(t, x) je jemu odpov́ıdaj́ıćı řešeńı rovnice (3.9), tj. u(t, x) =
h(t)U(H(t), x). Potom

∀x ∈ R
d lim

t→∞
u(t, x) = 0 P-s.j.

D̊ukaz.
Pomoćı vztahu (4.3) a spojitosti v t (viz. [6], Věta 3.5) je U(t, x) omezené v t ∀x ∈ R

d. Z
předpoklad̊u plyne, že h(t) → 0, t→ ∞ a tud́ıž i u(t, x) = h(t)U(H(t), x) → 0, t→ ∞.

�

32



Literatura

[1] Aronson D. G.: The Porous Medium Equation. In Nonlinear Diffusion Problems
(Montecatini Terme, 1985), Lecture Notes in Math. 1224 1–46, Springer, Berlin,
1986.

[2] Biagini F., Yaozhong H., Øksendal B., Zhang T.: Stochastic Calculus for Fractional
Brownian Motion and Applications, Springer, London, 2008.

[3] Duncan T. E., Maslowski B., Pasik-Duncan, Stochastic equations in Hilbert space with
a multiplicative fractional Gaussian noise, Stoch. Process. Appl. 115(8) 1357–1383,
2005.

[4] Friedman A., Kamin S.: The Asymptotic Behavior of Gas in n-dimensional Porous
Medium, Trans. Amer. Math. Soc., 262(2), 551-563, 1980.

[5] Hunt G. A.: Random Fourier Transform, Trans. Amer. Math. Soc., 71 38–69, 1951.

[6] Lototsky S. V.: A random change of variables and applications to the stochastic
porous medium equation with multiplicative time noise, Communications on Stochas-
tic Analysis 1(3) 343–355, 2007.

[7] Maslowski B., Nualart D.: Evolution equations driven by a fractional Brownian mo-
tion, Journal of Functional Analysis 202 277–305, 2003.

[8] Maslowski B., Schmalfuss B.: Random dynamical systems and stationary solutions
of differential equations driven by the fractional Brownian motion, Stochastic Anal.
Appl. 22(6) 1577–1607, 2004.

[9] Mishura Y. S.: Stochastic Calculus for Fractional Brownian Motion and Related Pro-
cesses, Springer, Berlin, 2008.

[10] Tindel S., Tudor C. A., Viens F.: Stochastic evolution equations with fractional Brow-
nian motion, Probab. Theory Related Fields 127(2) 186–204, 2003.

[11] Vázques J. L.: The Porous Medium Equation (Mathematical Theory), Oxford Ma-
thematical Monographs, Oxford, 2007.

33


