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Uvod

Stanoveni pojistnych sazeb je ve finanénim svété jednim ze zakladnich pro-
blémi. V této praci rozebirame miry rizika, pomoci kterych se tyto sazby dale
urcuji. Zamérujeme se predevsim na hodnotu v riziku, resp. podminénou hodnotu
v riziku, a na koherenci mér rizika. Déle se také vénujeme rozdéleni pocti a vysi
ztrat, jez jsou rozhodujici pro rozdéleni celkového tthrnu skod.

Na zacatku prvni kapitoly délime miry rizika podle typu bezpec¢nostni pti-
razky na Ctyri kategorie. Prvni typ je bez bezpecnostni prirazky, druha kategorie
mé bezpecnostni prirazku zavedenou pomoci stfedni hodnoty a tieti typ, resp.
posledni kategorie, ma bezpecnostni prirazku vyjadienou rozptylem, resp. sméro-
datnou odchylkou. Nasledné zavadime pojem koherence a ukazujeme, zda jsou
uvedené miry rizika koherentni nebo ne.

V dalsi ¢asti této kapitoly se vénujeme hodnoté v riziku a na prikladu ukazu-
jeme, ze tato mira rizika neni koherentni. V posledni podkapitole se zamérujeme
na podminénou hodnotu v riziku a podrobnéji rozebirame jeji vlastnosti.

V druhé kapitole zkouméame principy sazbovani. Nejprve uvadime nejcastéji
pouzivana rozdéleni vyse ztrat, mezi ktera se zarazuji exponencialni, gama, Pare-
tovo a logaritmicko-normalni rozdéleni. Dale predstavujeme néktera nejbéznéjsi
rozdéleni poctu ztrat jako Poissonovo ¢i negativné binomické rozdéleni.

Nésledné zavadime pojem slozeného rozdéleni. Nakonec odvozujeme stredni
hodnotu, rozptyl, hodnotu v riziku a podminénou hodnotu v riziku pro slozené
Poissonovo a pro slozené negativné binomické rozdéleni.

V posledni kapitole této bakalarské prace uvadime numerickou studii pro kon-
krétné zvolené parametry. Kapitola je rozdélena do dvou hlavnich c¢asti dle typu
slozeného rozdéleni. Tyto Casti nasledné délime dle typu rozdéleni vyse ztrat.
Pro kazdou kategorii pocitame stfedni hodnotu a rozptyl celkového tthrnu ztrat
s konkrétné zvolenymi parametry a tim ukazujeme, jak se tyto momenty méni
v zavislosti nejen na typu rozdéleni vyse ztrat, ale i na hodnotach parametri
rozdéleni poc¢tu ztrat. Pro vypocet hodnoty v riziku je nutno nejprve urcit distri-
bucni funkci celkového tthrnu ztrat, kterou pocitdme pomoci vzajemného vztahu
zavedenych pravdépodobnostnich vytvorujicich funkci. Pribéh vysledné distribu-
¢ni funkce na kladné poloose vykreslime do grafu. Dale také pocitame hodnotu
v riziku a podminénou hodnotu v riziku a nasledné vykreslime jejich pribéhy do
grafu v zavislosti na parametru a.

Veskeré vypocty provadime v programu Wolfram Mathematica 10.0.



Kapitola 1
Miry rizika

V této kapitole se budeme zabyvat mirami rizika. Zavedeme si pojem miry
rizika a uvedeme si, jaké existuji principy stanoveni pojistného na zakladé meér
rizika. Dale si ukdzeme vyznam koherence, coz je jedna ze zakladnich zkoumanych
vlastnosi mér rizika. Nakonec se budeme vice vénovat hodnoté v riziku, respektive
podminéné hodnoté v riziku.

Definice 1.1 Necht X je nezdpornd ndhodna veli¢ina vyjadiujici ztratu. Potom
mira rizika ndhodné veli¢iny X | znacend p(X), je redlna funkce p : X — R, kde
R je mnozina vsech realnych cisel.

Poznamka. Pro el méfeni pojistnych rizik predpokladejme, ze p(X) nezaporna
mira rizika.

Nyni si oznac¢me stfedni hodnotu ndhodné veliciny X jako EX = ux a jeji
rozptyl jako varX = 0%.

Rozptyl ndhodné veli¢iny X odvodime ze vztahu varX = EX? — (EX)2.
Smeérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny X oznac¢ime ox = v/varX.

1.1 Pojistné a miry rizika

V této podkapitole se budeme vénovat principim stanoveni miry rizika po-
moci tzv. bezpecnostni prirdzky.

Uvedme si nékolik metod, jak 1ze odvodit miru rizika p(X):

a) ryzi pojistné

Mira rizika p(X) je urcena na zakladé ryziho pojistného bez bezpec¢nostni
prirazky, tj. p(X) = px.

b) princip stfedni hodnoty

Mira rizika p(X) je urena na zakladé ryziho pojistného s bezpec¢nostni ptiraz-
kou, ktera je vyjadfena pomoci stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny X, tj. p(X) =
(14 6)ux, kde 6 > 0.

¢) princip rozptylu

Mira rizika p(X) je urena na zakladé ryziho pojistného s bezpec¢nostni ptiraz-
kou, kterd je vyjadiena pomoci rozptylu ndhodné veli¢iny X, tj. p(X) = ux+00%,



kde 6 > 0.

d) princip smérodatné odchylky

Mira rizika p(X) je uréena na zakladé ryziho pojistného s bezpeénostni pfi-
razkou, kteréd je vyjadfena pomoci smérodatné odchylky nahodné veli¢iny X, tj.
p(X) = ux + 0ox, kde 6 > 0.

1.2 Koherence

Koherence miry rizika je jedna z jejich zakladnich zkoumanych vlastnosti a
lze ji zavést nékolika zpisoby. V nékterych zdrojich (viz [2]) se tato koherence
definuje pomoci ¢tyf axiom@ — monotonie, pozitivni homogenita, subaditivita,
transla¢ni invariance (viz nize) — v jiné literatufe (viz [6]) najdeme axiomy mono-
ténie, transla¢ni invariance a konvexity. Nicméné konvexita obecné neimplikuje
pozitivni homogenitu, a proto miry rizika spliujici pouze tyto 3 axiomy se né-
kdy nazyvaji slabé koherentni. V dalsich zdrojich (viz [1],[6]) lze najit definici
koherence vyuzivajici tvrzeni, ze libovolna pozitivné homogenni mira rizika je
konvexni pravé tehdy, kdyz je subaditivni.

My zavedeme koherenci miry rizika pomoci axiomi monotdnie, translacni in-
variance, subaditivity a pozitivni homogenity.

Definice 1.2.1 Rekneme, Ze mira rizika p(X) je koherentni, pokud jsou splnény
nasledujici 4 axiomy:

Axiom 1 [Transla¢ni invariance] Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X a libo-
volné a > 0 plati p(X + a) = p(X) + a.

Axiom 2 [Subaditivita] Pro libovolné ndhodné veli¢iny X a Y plati
p(X +Y) < p(X) + p(Y).

Axiom 3 [Pozitivni homogenita] Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X a libo-
volné a > 0 plati p(aX) = ap(X).

Axiom 4 [Monoténie] Pro libovolné ndhodné veliciny X a Y takové, ze
X <Y, plati p(X) < p(Y).

Nyni rozebereme koherenci jednotlivych mér rizika zavedenych v podkapitole

LIl

Tvrzeni 1.2.1 Mira rizika zalozena na ryzim pojistném je koherentni mirou
rizika.
Dikaz. Ovérime, ze pro tuto miru rizika plati vSechny ¢tyfi axiomy.

Axiom 1: Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X a libovolné a > 0 mame p(X +
a)=E(X +a) =EX +a=pX)+a.

Axiom 2: Pro libovolné ndhodné veli¢iny X a Y méme p(X +Y) =
E(X+Y)=EX +EY =p(X) + p(Y).

Axiom 3: Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X a libovolné a¢ > 0 mame
p(aX) = E(aX) = aEX = ap(X).

Axiom 4: Pro libovolné nadhodné veliciny X a Y takové, ze X < Y, plati
EX < EY. Z toho tedy okamzité vyplyva, ze i p(X) < p(Y).

Jelikoz mira rizika zalozend na ryzim pojistném spliiuje vSechny axiomy, je
koherentni mirou rizika. []



Tvrzeni 1.2.2 Mira rizika zalozena na principu stfedni hodnoty neni koherentni
mirou rizika. Axiomy subaditivity, pozitivni homogenity a monotoénie jsou sice
splnény, ale axiom transla¢ni invariance je porusen.
Dtkaz.

Axiom 1: Pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X, libovolné a > 0 a # > 0 mame
p(X +a)=(14+0)E(X +a) > (1+0)EX +a = p(X) + a.

Axiom 2: Pro libovolné nahodné veliciny X a Y a libovolné 6 > 0 mame
pX+Y)=1+0EX+Y)=(1+0)EX +(1+0)EY = p(X)+ p(Y).

Axiom 3: Pro libovolnou nahodnou veli¢inu X a libovolné #,a > 0 mame
p(aX)=(140)E(aX) =a(l+0)EX = ap(X).

Axiom 4: Pro libovolné 6 > 0 a libovolné ndhodné veliciny X a Y takové, ze
X <Y, plati EX < EY. Tedy, p(X) = (1+0)EX > (1+0)EY = p(Y).

Dokazali jsme, ze pro miru rizika zalozenou na principu stfedni hodnoty plati
axiomy subaditivity, pozitivni homogenity a monotdnie. AvSak axiom translac¢ni
invariance pro 6 > 0 neplati (pro § = 0 se dostavame do situace, kdy mira rizika
je zaloZend na ryzim pojistném). Z tohoto diivodu mira rizika zaloZend na prin-
cipu stfedni hodnoty neni koherentni mirou rizika. []

Tvrzeni 1.2.3 Mira rizika zaloZend na principu rozptylu neni koherentni mirou
rizika. Axiom transla¢ni invariance je splnén, avsak axiomy subaditivity, mono-
ténie a pozitivni homogenity jsou poruseny.

Dikaz.

Axiom 1: Pro libovolnou nahodnou veli¢inu X a libovolné #,a > 0 mame
p(X +a)=E(X +a)+ 0var(X + a) = EX + Ea + OvarX = EX + OvarX +a =
p(X) + a.

Axiom 2: Pro libovolné 6 > 0 a libovolné nahodné veli¢iny X a Y mame
p(X+Y) =E(X+Y)+60var(X+Y) = EX+EY +60varX +60varY +20cov(X,Y) =
p(X) +p(Y)+20cov(X,Y). Clen cov(X,Y) miiZe mit libovolné znaménko a axiom
subaditivity tedy obecné neplati.

Axiom 3: Pro libovolnou nahodnou veli¢inu X a libovolné #,a > 0 mame
p(aX) =E(aX) + Ovar(aX) = aEX + fa*varX # ap(X).

Axiom 4: Pro libovolné 6 > 0 a libovolné ndhodné veli¢iny X a Y takové, ze
X <Y. Vime, ze X <Y implikuje EX < EY. Nicméné X <Y jiz neimplikuje
varX < varY a tudiz axiom monotonie obecné neplati.

Ukéazali jsme, ze pro miru rizika zalozenou na principu rozptylu plati pouze
axiom transla¢ni invariance a ostatni axiomy obecné pro tuto miru rizika neplati.
Tato mira rizika tedy neni koherentni mirou rizika. [

Tvrzeni 1.2.4 Mira rizika zaloZzend na principu smérodatné odchylky neni ko-
herentni mirou rizika, protoze je porusen axiom monoténie. Nicméné axiomy
translacni invariance, subaditivity a pozitivni homogenity jsou splnény.
Dukaz.
Axiom 1: Pro libovolnou nahodnou veli¢inu X a libovolné #,a > 0 mame
p(X +a)=E(X +a)+0yvar(X +a) =a+EX + 0vvarX = p(X) + a.
Axiom 2: Pro libovolné 6 > 0 a libovolné nahodné veliciny X a Y mame
p(X+Y)=EX+Y)+0/var(X +Y) =
= EX +EY +0/varX + varY + 2cov(X,Y) < EX +0vvarX + EY +0/varY =




— p(X) + p(¥).
Podrobnéji ukazeme platnost nerovnosti. Vyraz

0y/varX + varY + 2cov(X,Y) < 6vvarX + 6v/vary
po zkraceni # a umocnéni obou stran dava
varX + varY + 2cov(X)Y) < varX + varY + 2vvarX - varY.

Z toho vyplyva, ze
cov(X,Y) -1

vVvarX -varY

coz vzdy plati dle vlastnosti korelacniho koeficientu, vyplyvajicich z Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti. (viz [4])

Axiom 3: Pro libovolnou nahodnou veli¢inu X a libovolné #,a > 0 mame
p(aX) = E(aX)+6y/var(aX) = aEX +0vVa?varX = aEX +afvvarX = ap(X).

Axiom 4: Pro libovolné # > 0 a libovolné ndhodné veli¢iny X a Y takové, ze
X <Y. Vime, ze X <Y implikuje EX < EY. Nicméné¢ X <Y jiz neimplikuje
VvarX < v/varY a tudiz axiom monoténie obecné neplati.

Dokazali jsme, Ze pro miru rizika zalozenou na principu stfedni hodnoty plati
axiomy translacni invariance, subaditivity a pozitivni homogenity, ale axiom mo-
notonie nikoliv. Z tohoto poznatku vyplyva, ze mira rizika zalozenad na principu
smérodatné odchylky neni koherentni mirou rizika. [J

1.3 Hodnota v riziku

V této podkapitole se budeme zabyvat jednou z nejpouzivanéjsich meér rizika
nazyvanou hodnota v riziku, anglicky value-at-risk (zkrdcené VaR).

Definice 1.3.1 Hodnotu v riziku definujeme jako a-kvantil ndhodné velic¢iny X,
tj.
VaR,(X) = ¥ () = min {z € [0,00) : U(z) > a}. (1.1)
VaR, ndm tedy udéava velikost ztraty, ktera nebude s pravdépodobnosti «
prekrocena. Veli¢ina W(z) oznacuje zleva spojitou distribu¢ni funkci ndhodné ve-
liciny X. Parametr o € (0,1) vétSinou volime blizky 1, napt. « = 0,95 nebo
a = 0,99.

Poznamka. Déle predpokladame, 7ze EX < oo. Tento predpoklad koneéné stiedni
hodnoty neni nutny zavadét pro VaR, pro CVaR nicméné splnén byt musi a bude
se nam hodit naptiklad v dikazu Tvrzeni 1.4.2.1.

Minimum je vzdy dosaZeno, protoze funkce W(z) je neklesajici a zprava spo-
jitd v proménné z. Jestlize je W(z) spojitd a rostouci funkce, pak VaR,(X) je
jednoznacné dana fesenim x spliujici rovnici ¥(z) = «. Pokud dané podminky
nejsou splnény, tato rovnice neméa zadné nebo naopak vice feseni.

Prestoze VaR patii mezi nejfrekventovanéjsi miry rizika, existuji nedostatky,
které se zdaji byt zasadni. Jeden z nich je, Ze hodnota v riziku neni koherentni
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mirou v riziku dle definice 1.2.1, protoze nespliiuje axiom subaditivity. Ukazme
si ptiklad, kde je tento axiom porusen (viz také [5]):

Mé¢jme portfolio slozené ze dvou dluhopisi A a B, jejichz trzni hodnoty a
pravdépodobnosti, se kterymi téchto hodnot nabyvaji, jsou dany v Tabulce |1.1
Snadno lze vypocitat VaRose, ktery je uveden v Tabulce[1.2] Z Tabulky [1.2]je jiz
dle autort ¢lanku [5] zfejmé, Ze axiom subaditivity je skuteéné porusen, z ¢ehoz
vyplyva, Zze hodnota v riziku neni koherentni mirou rizika.

Dale je hodnota v riziku Spatné€ interpretovatelna pro ztraty, které nemaji
y,normalni“ rozdéleni — coz je Casty jev, protoze rozdéleni ztrat ma tézké chvosty
nebo byva diskrétni. S tim souvisi problém, Ze VaR neni schopen urcit velikost
ztraty, pokud je prekrocena hranice a. Nevime tedy, jestli je prislusna ztrata jen
nepatrné vétsi, nez bylo spocitano pomoci VaR, nebo zda tato ztrata dosahuje
ohromnych velikosti. Abychom méli pfedstavu o velikosti ztraty, ktera prekracuje
dany a-kvantil, zavadime dalsi miru rizika v podkapitole [1.4]

1.4 Podminéna hodnota v riziku

V podkapitole [1.3| jsme zavedli miru rizika znacenou jako VaR,, ktera udava
velikost ztraty, ktera nebude prekrocena s pravdépodobnosti a. Nicméné jsme
zjistili, ze tato mira rizika neukazuje velikost ztraty pokud dojde k pfekroceni
prislusného a-kvantilu. Z tohoto dtivodu si nyni zavedeme dalsi miru rizika zvanou
podminénd hodnota v riziku, anglicky conditional value-at-risk (zkracené CVaR).
Néasledné odvodime minimaliza¢ni formuli, diky které lze vypocitat soucasné VaR
a CVaR na hladiné o ztraty X.

1.4.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 1.4.1.1 Podminénou hodnotu v riziku pro spojité rozdélenou ndhodnou
veli¢inu X lze definovat jako

CVaR,(X) = E[X|X > VaR,(X)] = . i - /VO; o zfx(z)dz, (1.2)

A B A+B Pravdépodobnost

70 100 170 3 %
90 100 190 2%
100 70 170 3%
100 90 190 2%
100 100 200 90 %

Tabulka 1.1: Portfolio sloZzené ze dvou dluhopisu A a B.

A B A+B

Stfedni hodnota 98,9 98,9 1978
VaR0795 8,9 8,9 27,8

Tabulka 1.2: VaR na hladiné 0,95.



kde fx je hustota ndhodné velic¢iny X.

Existuje vice moznosti, jak CVaR definovat. Ukazeme si tedy jesté jiny zptisob
zavedeni podminéné hodnoty v riziku. Navic tento zptisob definice je vyhodnéjsi
v tom sméru, ze nahodna veli¢ina vyjadiujici ztratu nemusi byt spojita.

Definice 1.4.1.2 [viz [8] nebo [1], str. 1448-1449] Podminénd hodnota v riziku na
hladiné « je definovana jako CVaR,(X) = stfedni hodnota rozdéleni ztraty X,
ktera prekroc¢ila hladinu «, kde rozdéleni ztraty X mé distribuéni funkci ¥, (z)
definovanou jako
V,(z)=0 pro x < VaR,(X),
= Y@)-a pro x > VaR,(X).

11—«

Vezméme si situaci, kdy distribu¢ni funkce ¥(z) ma skok v bodé VaR,(X). V
tomto pfipadé mé interval [VaR,(x),00) pravdépodobnost vétsi nez 1 — «, takze
vyvstava otazka, co je vlastné minéno rozdélenim ztraty, které prekrocilo hra-

nici o. Praveé definice 1.4.1.2 tento problém fesi pomoci zavedeni nové distribuc¢ni
funkce ¥, (z).

Pro dalsi vypocty je vyhodné si zadefinovat dalsi dvé varianty podminéné
hodnoty v riziku, které ozna¢ime CVaR ™, respektive CVaR ™.

Definice 1.4.1.3 Horni podminéné hodnota v riziku na hladiné « je definovana
jako
CVaR} (X) = E[X|X > VaR,(X)]

a dolni podminéné hodnota v riziku na hladiné « je definovana jako
CVaR, (X) = E[X|X > VaR,(X)].

Uvedené veliciny CVaR* a CVaR™ nejsou koherentnimi mérami rizika (diikaz
viz [7]).

Nyni si uvedeme zakladni vztahy mezi zavedenymi veli¢inami CVaR, CVaR*

a CVaR™.

Tvrzeni 1.4.1.1 [viz [1], str. 1449] Pokud v bodé VaR,(X) distribu¢ni funkce
nema skok, potom

CVaR- (X) = CVaRq(X) = CVaR (X).
Jestlize v bodé VaR,(X) je skok, pak
CVaRZ (X) < CVaRq(X) = CVaR (X),
pokud o = ¥(VaR, (X)), nebo
CVaR- (X) = CVaRa(X),
pokud ¥(VaR, (X)) = 1. Jinak plati
CVaRZ (X) < CVaRq(X) < CVaR (X),



tj. ve vSech ptipadech, kdy ¥(VaR, (X)) < a < ¥(VaR, (X)) < 1.
Dukaz. K diikazu tohoto tvrzeni si potifebujeme ukéazat, jak vypadaji distribu¢ni
funkce, pomoci kterych jsou definovany CVaR™ a CVaR™. Distribu¢ni funkce
CVaR} (X) je definovana jako
Uh(z)=0 pro z < VaR,(X),
= M pro x > VaR,(X),
kde o™ = ¥(VaR,(X)).

Distribu¢ni funkce CVaR je definovana jako

U (z)=0 pro z < VaR,(X),
— ‘I’(“”_);fﬁ pro z > VaR,(X),
kde o= =¥(VaR, (X)) = lim  ¥(z).
z—VaRq (X))~

Uvédomme si, ze &~ a ot oznacuji dolni a horni mez skoku v bodé VaR,, (X).
Nyni jiz stac¢i rozebrat jednotlivé pripady vztahd mezi témito dvéma mezemi. [

Tvrzeni 1.4.1.2 [CVaR jako vazeny primér| Necht A\, je pravdépodobnost, ze
ztrata X = VaR,(X), kde

U(VaR, (X)) — «

l1—«

Ao = € [0,1].

Pokud ¥(VaR, (X)) < 1, existuje moznost ztraty vétsi nez VaR,(X), tedy
CVaRa(X) = Ao VaRa(X) + [1 — Aa]CVaR (X),

kde A\, < 1. Jestlize ¥(VaR,(X)) = 1, potom VaR,(X) je nejvétsi mozna ztrata,
ktera mize nastat (a A\, = 1), tj. CVaR,(X) = VaR,(X).

Dtikaz. Tvrzeni 1.4.1.2 vyplyva z definice 1.4.1.2 a z definice 1.3.1 kterd ukazuje,
ze vyraz o < W(VaR, (X)) vzdy plati. O

Skute¢nost, ze CVaR lze vyjadfit jako vazeny primér VaR a CVaR™, mize
byt trochu piekvapujici. Napiiklad CVaR je koherentni mirou rizika (viz tvrzeni
1.4.2.2), piestoze VaR ani CVaR" nejsou koherentni (viz [5], respektive [7]).

Nyni si mtizeme ukazat, jak CVaR konkrétné vypadé pro diskrétni rozdéleni
ztrat.

Tvrzeni 1.4.1.3 [viz [1], str. 1453] Necht rozdéleni veli¢iny X je diskrétni s
realizacemi z; < z5 < --- < zy. Sefadme body z;, tak, Ze z; < 25 < --- < 2y, kde
pravdépodobnost z; je pr > 0. Oznacme k, jako index splnujici

ko—1

ko
Zpk > o> Z Pk (1.3)
k=1 k=1

Potom VaR na hladiné « je dan vyrazem VaR,(X) = z, a CVaR na hladiné «
je dan




V této situaci je tvar A\, nasledujici a plati nerovnost

k
1 - Pk
Ao = —a] < - .
1—a<;pk >_pka+"'+pN

Dukaz. Dle vyrazu [I.3] mame dano

U(VaR, (X)) — ¥(VaRa (X)) = pg,.-

Rovnosti potom vyplyvaji z definice CVaR,(X) zavedené v definici 1.4.1.2 a z
tvrzeni 1.4.1.2. [

Dusledek. [Nejvyssi ztraty] Pokud zy mé pravdépodobnost py > 1 — «, potom
CVaR,(X) = VaR,(X) = zx.

Dikaz. V tvrzeni 1.4.1.3 polozime k, = N a dosadime do vzorct pro VaR
a CVaR. [J

1.4.2 Minimaliza¢ni formule a koherence

Nyni si jiz mizeme ukazat, jak spolecné spocitat VaR a CVaR na hladiné «
ztraty X diky feseni zdkladniho optimalizacniho problému. Nejprve zavedeme
specialni funkci

FL(X.0) = ¢+ 7B {[X - %}, (1.4)

kde [X — ¢]7 = max {0, X — (}. Pravé tuto funkci vyuzijeme v nasi minimaliza-
¢ni formuli.

Tvrzeni 1.4.2.1 [Minimaliza¢ni formule; viz [1], str. 1454] Necht ( € R a
a € (0,1). Potom F,(X,() je omezena a konvexni (a tudiz spojité) funkce, kde

CVaR,(X) = mgin F,(X.,Q) (1.5)
a navic
VaR,(X) = dolni koncovy bod arg m(in Fo.(X,() a
VaR} (X) = horni koncovy bod arg mcin F(X,0),

kde argmin odkazuje na mnozinu bodt ( takovych, pro které je minimum dosa-
zeno. V tomto pripadé to musi byt neprazdny, uzavieny a omezeny interval. Tedy
vzdy plati, ze VaR,(X) € arg mcin F,(X,() a CVaR,(X) = F,(X,VaR,(X)).
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Dukaz. Omezenost funkce F, (X ) vyplyva jiz z poznamky za definici 1.3.1, tedy
EX < oo. Jeji konvexita je dana konvexitou vyrazu [X — (]* vzhledem k (. Jako
omezena konvexni funkce, ma F, (X, ) konecné derivace zprava a zleva v kazdém
bodé (.

V dalsim priibéhu diikazu pocitame tyto derivace a limity. Nakonec vyuzijeme
platnosti vyrazu U((~) < a < ¥((). Podrobny diikaz lze najit v [1], str. 1454
1456. [

Tvrzeni 1.4.2.1 ukazuje rozdil mezi VaR a CVaR a odhaluje, pro¢ se CVaR
,chova“ mnohem lépe nez VaR. Duvodem je fakt, Ze optimalni hodnota v mi-
nimalizaénim problému, v nasem pi¥ipadé CVaR,(X), je mnohem vice pfijatelna
jako funkce proménné X nez jako mnozina optiméalnich feseni, ktera je zde repre-
zentovana intervalem argmin majici VaR,(X) jako dolni koncovy bod.

Na zaveér této kapitoly ukadzeme, ze podminéna hodnota v riziku je koherentni
mirou rizika.

Tvrzeni 1.4.2.2 Podminéna hodnota v riziku je koherentni mirou rizika.
Dukaz. V dikazu tvrzeni 1.4.2.2 nevyuzivame vSechny axiomy zavedené v definici
1.2.1, ale najdeme zde mirné upravy. Neni napfiklad dokadzan pfimo axiom suba-
ditivity, ale jsou odvozeny platnosti axiomi pozitivni homogenity a konvexity, z
kterych jiz subaditivita ptimo vyplyva. Cely dikaz lze opét najit v [1], str. 1458
(s vyuzitim poznatku ze str. 1456-1457).

Ukézeme zde alespon dtikaz konvexity CVaR, (X) tak, jak je uveden v [1]. P¥islu-
sné tvrzeni zni:

Jestlize je funkce F,(X,() konvexni vzhledem k X, potom CVaR,(X) je také
konvexni vzhledem k X.

Konvexita funkce F, (X,() vyplyva pfimo z definice této funkce v[1.4a z konvexity

vyrazu [X —(]*. Konvexita CVaR,(X) potom ihned vyplyva z minimaliza¢ni for-
mule [L.5 [
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Kapitola 2

Principy sazbovani

V této kapitole nejprve uvedeme, jakéa rozdéleni mohou mit pocty a vyse ztrat
a jejich zakladni charakteristiky. Dale definujeme slozené rozdéleni a ukazeme,
ktera rozdéleni mtize mit celkovy thrn ztrat. Nasledné odvodime stfedni hodnotu,
rozptyl, hodnotu v riziku a podminénou hodnotu v riziku pro kazdé z téchto
slozenych rozdeéleni.

2.1 Vyse ztrat

Obecné lze Tici, Ze rozdéleni vyse ztrat je spojité s nosi¢em [0,00). Tato roz-
déleni také vykazuji kladnou sikmost, tj. existuje vétsi cetnost vyskytu mensich
ztréat. Koeficient Sikmosti (za predpokladu koneéného tietiho momentu) 1ze spoci-
tat jako

E(X — EX)3

& 2.1
(varX)2 1)

=
Poznamka. Uvedeme zde pouze vycet rozdéleni a nékteré jejich zakladni cha-
rakteristiky; podrobné odvozeni jednotlivich momenti lze nalézt v [3].

Vyse ztrat (znac¢ime X) modelujeme nejcastéji témito rozdélenimi:

a) exponencialni rozdéleni

Exponencialni rozdéleni je definovdno hustotou f(z) = ae™®* pro z > 0
a a > 0. Stfedni hodnota je rovna é a rozptyl se rovna é Koeficient sikmosti,
odvozeny ze vzorce je roven 2 (a tedy nezavisly na parametru «).

Toto rozdéleni ma lehky pravy chvost, coz znamend, ze velkych hodnot je
nabyvano s malou pravdépodobnosti. Nicméné vysSe ztrat majici exponencialni
rozdéleni nemaji v praxi prilisné uplatnéni, protoze zavisi pouze na jednom pa-
rametru.

b) gama rozdéleni

Rozdéleni gama je definovano hustotou f(z) = %x”_le—w, kdez > 0, > 0,
p > 0. Nésledné lze ukdzat, ze stfedni hodnota je rovna £ a rozptyl je ve tvaru
Z;. Koeficient sikomosti, opét odvozeny ze vzorce se rovna \%.

Vyse ztrat s gama rozdélenim je jeden z nejpouzivanéjSich modeld. Zavisi to-
tiz, narozdil od vysi ztrat s exponenciadlnim rozdélenim, na dvou parametrech
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a stejné jako predesly model méa lehky pravy chvost, protoze jeho hustota konver-
guje k 0 pro x — oo exponencialné rychle. Gama rozdéleni s parametry a« ap =1
dokonce pfimo odpovida exponencialnimu rozdéleni s parametrem «.

c¢) Paretovo rozdéleni
Paretovo rozdéleni je definovano hustotou f(z) = a®a(z +a)~*"1, kde z > 0,
a >0, a > 0. Stredni hodnota, kterd je kone¢na pouze pro a > 1, je rovna -%5.

Rozptyl se rovna 1)2 —5y a je kone¢ny pouze pro a > 2.
Koeficient s1kmost1 %aretova rozdéleni pro a > 3 je ve tvaru
2(a+1)
(@=3) /@2

(a=2)

"=

Paretovo rozdéleni je oznacovano za rozdéleni s tézkym pravym chvostem, pro-

toze hustota ve srovnani s exponencialnim rozdélenim konverguje k 0 pfi z — oo
pomalu, tj. f(x) = O (= 1).

d) logaritmicko-normalni rozdéleni
Logaritmicko-normalni rozdéleni je definovano hustotou

F(x) = ——exp {_—(logx i } :

- 2o 202

kde z > 0, p € R a 0? > 0. Dale lze odvodit stfedni hodnotu, kterd se rovna
02 .

e’ T2 | a rozptyl, ktery je roven 62“+"2(e"2 —1).
Koeficient Sikmosti ma tvar

Logaritmicko-normalni rozdéleni je také povazovano za rozdéleni s tézsim pra-
vym chvostem, ale jeho hustota konverguje k 0 pro x — oo rychleji nez hustota
Paretova rozdéleni.

Ptehled momentii v§ech uvedenych rozdéleni nézorné ukézeme v Tabulce [2.]]
(pfedpokldddme, 7Ze parametry a,p,a,o? jsou kladné, parametr u € R a k-ty
moment Paretova rozdéleni je koneény pouze pro a > k).

rozdéleni EX varX N
exponencialni é é 2
gama p a2 VP )
a aa? 2(a+1) a T2
Paretovo a1 (a—1)2(a—2) (a—3) ((a—2)>

. . , , ﬁ 2 2 2
logaritmicko-normalni ef"2 €27 (7 — 1) (e* +e”

Tabulka 2.1: Rozdéleni vysi ztrat a jejich momenty.
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2.2 Pocty ztrat

Rozdéleni poctu ztrat je obecné diskrétni rozdéleni na hodnotéach 0,1,2,. ..
Opét zde uvedeme pouze vycet rozdéleni a nékteré jejich zakladni charakte-
ristiky; podrobné odvozeni jednotlivych moment lze nalézt v [3].

Pocty ztrat (znac¢ime N) modelujeme nejcastéji témito rozdélenimi:

a) Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni definujeme pomoci pravdépodobnosti hodnot
P(N =n) = %6*9, kde 8 > 0an =20,1,2,... Stfedni hodnota je rovna 6. Po
odvozeni rozptylu nahlédneme, ze je také roven 6.

Dale zavedeme pravdépodobnostni vytvorujici funkci, kterou vyuzijeme v pod-

kapitole [2.3.1}

= o = (ro)"
Oy(r) =ErY = Zr"me_ﬁ =e! Z ( n‘) = /-1 (2.2)

Pocty ztrat s Poissonovym rozdélenim patii mezi zékladni a nejpouzivanéjsi
modely. Jestlize se ovSem v praxi rozptyl a stfedni hodnota vyznamné odlisuji
(zpravidla pokud je rozptyl vyrazné vyssi), neni vhodné pouzit toto rozdéleni,
protoze teoreticky by se u Poissonova rozdéleni stfedni hodnota a rozptyl méli
shodovat (jak jsme jiz zminili vyse).

b) negativné binomické rozdéleni

Negativné binomické rozdéleni definujeme pomoci pravdépodobnosti hodnot
P(N =n) = (n+z_l)ph(1—p)” pro0<p<1l,h>0an=0,1,2,...

Momenty odvodime pomoci tzv. Poissonova rozdéleni s ndhodnym paramet-
rem. Stfedni hodnota vyjde (viz [9]) rovna h% a rozptyl roven h%.

Daéle zavedeme pravdépodobnostni vytvorujici funkei pro |r| < l%p, kterou
vyuzijeme v podkapitole [2.3.2
[e'e} —h [e'e} _h p h
I — n h — 1) = h - = )
v =3 (e = S (- 0 = [
(2.3)

Lze ukézat, Ze negativné binomické rozdéleni konverguje v distribuci k Poisso-
novu rozdéleni s parametrem 6 pro h — oo a pro p = hiw.

Ptehled momentti obou uvedenych rozdéleni opét ukazeme v Tabulce
(predpokladame, ze parametr p € (0,1) a parametry 6, h jsou kladné):

rozdéleni EX varX

Poissonovo 0 0
negativné binomické h% hlp;f

Tabulka 2.2: Rozdéleni pocti ztrat a jejich momenty.
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2.3 SloZené rozdéleni

Nejprve si definujeme slozené rozdéleni nahodné veli¢iny S vyjadiujici celkovy
thrn ztrat. Zavedme si ndhodnou veli¢inu S nasledujicim zptisobem:

N
S=> "X,
=1

kde X; je ndhodné veli¢ina reprezentujici i-tou ztratu a N je ndhodna velic¢ina
vyjadiujici pocet ztrat v dané skupiné pojistnych smluv. Pro N = 0 dodefinujeme

S =0.

Definice 2.3.1 S méa sloZené rozdéleni pravé tehdy, kdyz {X;, X, ...} je po-
sloupnost nezavislych stejné rozdélenych velicin a N je diskrétni ndhodné veli¢ina
nezavislad na { X, Xo,... }.

Nézev rozdéleni nahodné veli¢iny S je odvozen od nazvu rozdéleni nahodné
veli¢iny N. V podkapitole [2.2] jsme ukazali, Ze rozdéleni poc¢tu ztrat je bud Po-
issonovo nebo negativné binomické. Tudiz jestlize N méa Poissonovo rozdéleni,
potom ma S slozené Poissonovo rozdéleni. Obdobné to plati i pro negativné bi-
nomické rozdéleni: pokud N mé negativné binomické rozdéleni, pak S ma slozené
negativné binomické rozdéleni.

Nyni se budeme zabyvat stfedni hodnotou, rozptylem, hodnotou v riziku
a podminénou hodnotou v riziku jednotlivych slozenjch rozdéleni. Pro vypocet
prvniho momentu a druhého centralniho momentu je potfeba znat momentovou
vytvorujici funkei Mg(r) daného rozdéleni. Stiedni hodnotu a rozptyl slozeného
rozdéleni lze totiz vyjadfit derivovanim logMg(r) v bodé r = 0. Momentovou
vytvorujici funkci lze snadno najit ze vztahu

Ms(r) = HN(M)((T)), (24)

kde pravdépodobnostni vytvorujici funkce pro Poissonovo a negativné binomické
rozdéleni odvodili jiz v podkapitole[2.2|a My (r) oznacuje momentovou vytvotujici
funkci ztrat X; proi = 1,2, ... definovanou jako Mx(r) = Ee"%i.

2.3.1 SloZené Poissonovo rozdéleni

Stiedni hodnota a rozptyl
Momentovou vytvorujici funkci slozeného Poissonova rozdéleni ziskdme dosa-
zenim rovnosti 2.2 do vztahu 2.4t

pro takové r, kde Mx(r) < co.

Prvni derivaci funkce logMgs(r) podle r v bodé r = 0 vypo¢itdme stfedni
hodnotu ES =60 - EX.

Druhou derivaci funkce logMs(r) podle r v bodé r = 0 vypocitame rozptyl
varS = 6 - EX?.
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Hodnota v riziku

Hodnotu v riziku spoc¢itdme pomoci vztahu , tedy VaR,(S) = Fg'(a).
Nejdfive je nutné urcit distribu¢ni funkci Flg, coz udélame pomoci vztahu mezi
tfemi pravdépodobnostnimi vytvorujicimi funkcemi, které si zavedme nasledovné:

= p(k)z*

kde p(k) = P(N =k) pro k=0,1,2,... ,

kde f(k) = P(S=k) prok=0,1,2,... a

=> g(k)
k=1
kde g(k) = P(X =k) pro k=12, ...

Funkci G(z) lze takto zavést pouze v piipadé, ze X ma diskrétni rozdéleni.
Tento predpoklad ovSem v nasem piipadé neplati, a proto nejprve musime roz-
déleni X diskretizovat naptiklad tzv. zaokrouhlovaci metodou:

Zvolme délku kroku h > 0. Potom funkci g(j) definujeme nasledovné:

g(0)=P0< X <L)y =Px(%) a

9(j) = P(jh—% < X <jh+%) = Px(jh+5) = Px(jh—%) proj=1,2,...

Nyni vyuzijme jiz zminény vzajemny vztah téchto tii vytvotrujicich funkei:

F(Z) — EZ EE S|N Zp S|N _ TL Zp(n)EZXl—i_"'—i_X" _
=" p(n)G(z) = P(G(2)), (2.6)

kde predposledni rovnost plati diky nezavislosti X;.

Diky znalosti pravdépodobnosti hodnot Poissonova rozdéleni zavedené v pod-
kapitole a znalosti hustoty rozdéleni vyse ztrat uvedené v podkapitole
Ize dosadit do vztahu [2.6] a urcit koeficienty f(k) s poc¢atecni hodnotou f(0) =
F(0) = P(G(0)) = e7".

Distribuéni funkce Fys je potom rovna souctu koeficienti f(k), tj.

Fs(n) = P(S <n) Zf (2.7)
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Dle definice 1.3.1. stac¢i k vypoctu VaR,(S) zinvertovat distribué¢ni funkci Fi
danou vztahem

Podminéna hodnota v riziku
K vypoc¢tu podminéné hodnoty v riziku vyuzijeme jeji definici, t;.

n

CVaRo(S) = E[S|S > VaR(S)] = ﬁ S k), (28)
k=VaR(S5)

kde n je pfedem vhodné zvolené konecné ptirozené ¢islo, které je vétsi nez VaR,,.

2.3.2 Slozené negativné binomické rozdéleni

Stifedni hodnota a rozptyl
Momentovou vytvorujici funkci slozeného negativné binomického rozdéleni zis-
kéme dosazenim rovnosti 2.3 do vztahu 2.4t

1_ —h
Msr) = (1= =205 - 1)
pro takové r, kde Mx(r) existuje a Mx(r) < 1%;;'

Prvni derivaci funkce logMg(r) podle r v bodé r = 0 vypocitdme stfedni
hodnotu ES = h22 - EX.

Druhou derivaci funkce logMg(r) podle r v bodé r = 0 vypocitame rozptyl

2
1— 1—
var§ = 2 BX? 4 (52) - (BX)

Hodnota v riziku

Hodnotu v riziku opét spo¢itame pomoci vztahu , tedy VaR,(S) = Fg'(a).

Pro vypocet distribu¢ni funkce Fs je znova nutné zavést tii pravdépodob-
nostni vytvorujici funkce P(z), G(z) a F'(2), které zadefinujeme stejné jako v pod-
kapitole (v€etné pouziti zaokrouhlovaci metody).

Pro vypocet distribu¢ni funkce slozeného negativné binomického rozdéleni
opé€t vyuzijeme vzajemny vztah pravdépodobnostnich vytvoiujicich funkci dany
rovnici [2.6] tj. F'(z) = P(G(z)). Nésledné distribu¢ni funkci Fy ziskdme stejnym
postupem jako v pfipadé slozeného Poissonova rozdéleni, tj. dle vztahu [2.7]

Podminéna hodnota v riziku

K vypoctu podminéné hodnoty v riziku opét vyuzijeme jeji definici a upravime
ji do konecéné formule [2.8] t;.

CVaRa(S) = E[S|S > VaRa(S)] = —— > kf(k),

pro néjaké konecné prirozené n vétsi nez VaR,,.

Poznamka. SloZzené negativné binomické rozdéleni je zaroven sloZzenym Po-
issonovym rozdélenim, tj. k parametrim negativné binomického rozdéleni 6, h,
P(x) 1ze nalézt 6; > 0 a distribuéni funkci Py (z) tak, ze S ma slozené Poissonovo
rozdéleni s parametry 60y, P;(z). Podrobné odvozeni lze dohledat v [3].
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Kapitola 3

Numericka studie

V této kapitole se budeme zabyvat vypoctem stiedni hodnoty, rozptylu, hod-
noty v riziku a podminéné hodnoty v riziku pro jednotliva rozdéleni pro konkrétné
zvolené parametry.

U poctu ztrat se stiedni hodnota v praxi pohybuje priblizné mezi 0,05 az 0,15.
My ji tedy budeme volit 0,05, 0,1 a 0,15. Pro stfedni hodnotu vysi ztrat budeme
volit nizké hodnoty - pro vyssi ztraty vypocet probéhne analogicky. Parametry
rozdéleni tedy budeme volit tak, aby jejich stfedni hodnoty priblizné odpovidaly
témto pozadavkim.

Postup vypoctu stfedni hodnoty a rozptylu celkového tithrnu ztrat budeme
podrobné rozepisovat vzdy pouze pro jednu zvolenou kombinaci parametri Pois-
sonova nebo negativné binomického rozdéleni. Vysledky dalsich kombinaci para-
metri pouze vypiseme v prehlednych tabulkach.

Hodnotu v riziku a podminénou hodnotu v riziku spocitame dle vzorcii od-
vozenych v predchazejici kapitole. Pro slozené Poissonovo rozdéleni i pro slozené
negativné binomické rozdéleni tedy budeme vyuzivat vzajemny vztah pravdépo-
dobnostnich vytvorujicich funkei (tj. vztah .

Pro kazdy typ rozdéleni vzdy vykreslime hodnoty VaR a CVaR do jednoho
grafu v zavislosti na hladiné «. Lze predpokladat, ze CVaR je za shodnych podmi-
nek vzdy vyssi nez VaR. Tento fakt vyplyva pfimo z definice podminéné hodnoty
v riziku.

3.1 Slozené Poissonovo rozdéleni

Nejprve se zabyvejme celkovymi tthrny ztrat, jejichz pocet je dan Poissonovym
rozdélenim. K vypoctu vyuzijeme znalost pravdépodobnosti hodnot uvedené jiz
v podkapitole 7 tabulky je zfejmé, ze stiedni hodnota tohoto rozdéleni
je rovna 6. Z vyse uvedenych divodi zvolime 6 = 0,05,6 = 0,1 nebo 6 = 0,15.
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3.1.1 Exponencialni rozdéleni

Méjme slozené Poissonovo rozdéleni celkového tthrnu skod, kde vyse ztrat je
dana exponencialnim rozdélenim.

Jak jsme jiz uvedli v podkapitole [2.3.1], stfedni hodnota slozeného Poissonova
rozdéleni je ES = 6 -EX| kde 6 > 0 ma vyznam parametru Poissonova rozdéleni
a dle tabulky [2.1{je EX = %, kde A oznacuje parametr exponencialniho rozdéleni.

Pokud volime napftiklad 6§ = 0,1 a A = 0,02, potom:

ES =0,1-50 = 5.

Obdobné (opét pomoci tabulky a pomoci udaji z podkapitoly [2.3.1]) od-

vodime, ze rozptyl slozeného Poissonova rozdéleni je roven

1 1\°
varS =6 -EX? =6 —+(—> ] =0,1-2-2500 = 500.

A2 A

V tabulce [3.1 uvddime stiedni hodnotu a rozptyl i pro dalsi volby 6.

Pro urceni hodnoty v riziku je nejprve nutny vypocet distribu¢ni funkce po-
moci vztahu [2.6] Déle ve vypoc¢tu vyuzijeme znalost tvaru hustoty exponencial-
niho rozdéleni (viz podkapitola [2.1)). Prubéh této distribu¢ni funkce na kladné
poloose si lze prohlédnout na obrazku [3.1]

Nyni jiz lze ptejit k vipoctu hodnoty v riziku na hladin€ o a nasledné i k urceni
podminéné hodnoty v riziku na stejné hladiné. Na obrazku vykreslime VaR
a CVaR v zavislosti na hodnoté hladiny «. V tabulce [3.1] jsou udany konkrétni
hodnoty hodnoty v riziku, respektive podminéné hodnoty v riziku, na hladiné
a = 0,98.

=005 0=01 0=0,15

Stredni hodnota 2,5 5 7.5
Rozptyl 250 500 750
VaR0798 276 493 629
CV&R0798 571 784 913

Tabulka 3.1: Stfedni hodnota, rozptyl, VaRg ¢s a CVaRg gs pro slozené Poissonovo
rozdéleni s exponencidlnim rozdélenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.1: Distribuc¢ni funkce slozeného Poissonova rozdéleni s exponencialnim
rozdélenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.2: VaR a CVaR slozeného Poissonova rozdéleni s exponencidlnim roz-
délenim vysi ztrat.

20



3.1.2 Gama rozdéleni

Nyni pfejdéme k celkovému thrnu ztrat, jejichz vyse ma gama rozdéleni.

Postupem analogickym k postupu uvedeném v podkapitole pro exponencialni
rozdéleni odvodime stfedni hodnotu a rozptyl.

Pro volbu napiiklad # = 0,1 a p = 10, A\ = 1 dostavame

p P\?2
wnszze-{xg+-<x) }::0J-110::1L

V tabulce je stfedni hodnota a rozptyl i pro dalsi volby parametru 6.

Nez prejdeme k vypoctu hodnoty v riziku, musime urcit distribuc¢ni funkci
celkového tthrnu ztrat. Jeji pribéh na kladné poloose opét ukédzeme na obrazku
3.3} Opét jsme vyuzili znalost hustoty tohoto rozdéleni uvedené v podkapitole

Timto se dostavame k vypoctu hodnoty v riziku, respektive podminéné hod-
noty v riziku, na hladiné a. V tabulce jsou uvedeny hodnoty VaRu a CVaRu
pro hladinu o« = 0,98. Na obrazku 3.4 opét vykreslujeme VaR a CVaR v zavislosti
na parametru o.

=005 0=01 0=0,15

Stfedni hodnota 0,5 1 1,5
Rozptyl 5,5 11 16,5
VaR g8 78 92 106
CVaR g8 102 121 137

Tabulka 3.2: Stfedni hodnota, rozptyl, VaRg ¢s a CVaRg gs pro slozené Poissonovo
rozdéleni s gama rozdélenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.3: Distribucni funkce slozeného Poissonova rozdéleni s gama rozdélenim
vysi ztrat.
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Obrazek 3.4: VaR a CVaR slozeného Poissonova rozdéleni s gama rozdélenim vysi
ztrat.
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3.1.3 Paretovo rozdéleni

Celkovy uhrn ztrat, kde vyse ztrat je dana Paretovym rozdélenim, je dalSim
zpusobem, jak tthrn ztrat modelovat.

Zacnéme se stiedni hodnotou a rozptylem, které ur¢ime opét pomoci tabulky
2.1 a pomoci tidajt z podkapitoly Pro volbu napiiklad 6 = 0,1 a A =4,a =
200 mame

a 200 20

S 1 0, 5 3 6,6 a

Aa? 2 40000 4000 _
a a >]:071, —

T 43333,
@_1yu—2y+(A—1 3 g~ 19333

varS =6 - [
V tabulce [3.3] jsou opét uvedeny hodnoty rozptylu a stfedni hodnoty pro dalsi
volby 6.

Opét pro vypocet hodnoty v riziku je signifikantni nejprve urcit distribuc¢ni
funkci celkového tthrnu ztrat. Jeji pribéh pro zvolené parametry je znédzornén na
obrazku [3.5

Nyni jiz mtizeme spocitat hodnotu v riziku a podminénou hodnotu v riziku.
Jejich priibéh lze sledovat na obrazku |3.6| a jejich hodnoty na hladiné o = 0,98
miZzeme sledovat v tabulce 3.3l

=005 0=01 0=0,15

Stiedni hodnota 3,3 6,6 10
Rozptyl 666,6 1333,3 2000
VaRy 98 309 606 813
CVaR0798 642 860 954

Tabulka 3.3: Stfedni hodnota, rozptyl, VaRg ¢s a CVaRg gs pro slozené Poissonovo
rozdéleni s Paretovym rozdélenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.5: Distribuc¢ni funkce slozeného Poissonova rozdéleni s Paretovym roz-
délenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.6: VaR a CVaR slozeného Poissonova rozdéleni s Paretovym rozdélenim
vysi ztrat.
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3.1.4 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Posledni pripad, ktery zde uvedeme pro celkovy tthrn ztrat modelovany sloze-
nym Poissonovym rozdélenim, je ten, kde vysSe ztrat jsou déany logaritmicko-
norméalnim rozdélenim.

Stfedni hodnotu a rozptyl celkového thrnu ztrat odvodime znovu pomoci
udaju z podkapitoly a pomoci tabulky [2.1] Volbou napiiklad ¢ = 0,1 a
p=3,0% =2 dostavame

02
ES=60-ef"7 =0,1-¢' =546 a

2 2 (72 2
var§ =0 - [&W (e = 1)+ (en+) } = 0,1+ [¢* (€2 = 1) + €8] = 2202,65.

Stiredni hodnota a rozptyl pro dalsi volby parametru € jsou uvedeny v tabulce

5.4

Nejprve je opét nutno spocitat distribuc¢ni funkci celkového thrnu skod. Jeji
pribéh je znazornén na obrazku (3.7

Dale na obrazku ukdzeme, jak vypada pribéh hodnoty v riziku a pod-
minéné hodnoty v riziku v zavislosti na hladiné a. Hodnoty VaRu a CVaRu na
hladiné a = 0,98 najdeme v tabulce [3.4]

0=005 6=01 0=0,15

Stiredni hodnota 2,28 5,46 8,19
Rozptyl 1101,32  2202,65  3303,97
VaRy os 173 402 595
CV&RQ% 471 682 786

Tabulka 3.4: Stfedni hodnota, rozptyl, VaRg ¢s a CVaRg gs pro slozené Poissonovo
rozdéleni s logaritmicko-normalnim rozdélenim vysi ztrat.
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Obréazek 3.7: Distribuc¢ni funkce slozeného Poissonova rozdéleni s logaritmicko-
normalnim rozdélenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.8: VaR a CVaR slozeného Poissonova rozdéleni s logaritmicko-
norméalnim rozdélenim vysi ztrat.
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3.2 Slozené negativné binomické rozdéleni

Nyni prejdéme k celkovym thrnim ztrat, jejichz pocet je dan negativné bi-
nomickym rozdélenim. Opét z tabulky [2.2] odvodime, Ze stfedni hodnota tohoto
rozdéleni se rovna h1 . Pokud chceme, aby tato stfedni hodnota byla rovna 0,1,
potom zvolime naprlklad h =0,4 ap=0,8. Déle volime h = 0,2 a p = 0,8 pro
stfedni hodnotu rovnou 0,05 a naptiklad h = 0,6 a p = 0,8 pro stiedni hodnotu
rovnou 0,15.

3.2.1 Exponencialni rozdéleni

Méjme slozené negativné binomické rozdéleni celkového tthrnu skod, kde vyse
ztrat je dana exponencialnim rozdélenim.

Jak jsme jiz uvedli v podkapitole [2.3.2] stfedni hodnota slozeného negativné
binomického rozdéleni je ES = h% -EX, kde h > 0,p € (0,1) jsou parametry
negativné binomického rozdéleni a dle tabulky je EX = %, kde A\ oznacuje
parametr exponencialniho rozdéleni.

Volime napriklad h = 0,4 a p = 0,8 a A\ = 0,02. Potom:

1-0,8
0,8
Obdobné (opét pomoci tabulky [2.1] a pomoci udajii z podkapitoly [2.3.2)) od-

vodime, ze rozptyl slozeného negativné binomického rozdéleni je roven

-50 = 5.

ES =04

l=p 2 L—p ’ 2 1 ’
S=h——-EX hl———) - (EX)*=0,1-2-25004+ 0,4 - =
var » + < » ) ( ) ) + 0, 10,02

= 500 + 62,5 = 562,5.

V tabulce jsou uvedeny hodnoty rozptylu a stfedni hodnoty pro jiné volby
parametru h.

Pro urceni hodnoty v riziku je nejprve nutny vypocet distribuc¢ni funkce opét
pomoci vztahu [2.6] Pribéh této distribu¢ni funkce na kladné poloose si 1ze pro-

hlédnout na obrazku [3.9

Nésledné prejdeme k vypoctu samotné hodnoty v riziku a podminéné hodnoty
v riziku. Jejich prubéh lze pozorovat na obrazku [3.10] a jejich hodnoty na hladiné
a = 0,98 najdeme v tabulce [3.5]

h=02 h=04 h=06

Stredni hodnota 2,5 5 7.5
Rozptyl 281,25 562,56 843,75
VaR g8 269 511 661
CVaRg s 602 839 982

Tabulka 3.5: Stfedni hodnota, rozptyl, VaR(¢s a CVaRg gs pro slozené negativné
binomické rozdéleni s exponencidlnim rozdélenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.9: Distribuc¢ni funkce slozeného negativné binomického rozdéleni s ex-
ponencialnim rozdélenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.10: VaR a CVaR slozeného negativné binomického rozdéleni s expo-
nencialnim rozdélenim vysi ztrat.
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3.2.2 Gama rozdéleni

Nyni pfejdéme k celkovému thrnu ztrat, jejichz vyse ma gama rozdéleni.

Postupem analogickym k postupu uvedeném v podkapitole pro exponencialni
rozdéleni odvodime stfedni hodnotu a rozptyl.

Pro volbu napiiklad h = 0,4 a p = 0,8 a pro r = 10, A = 1, kde h,p jsou
parametry negativné binomického rozdéleni a r, A jsou parametry gama rozdéleni,
dostavame

1— 1-— 1
BS = pi P T gy 1208 10
P A 0,8 1
1—p |r T2 1—p\°> [7\2 40
S—p—P. | (—) n(—2 (—) —0,1-110 + — = 13,5.
var . {)\2—1— \ ]—l— ( » ) \ +16

Stfedni hodnota a rozptyl pro jiné volby parametru 1 jsou uvedeny v tabulce

3.6l

Pro vypocet hodnoty v riziku a podminéné hodnoty v riziku je opét nejprve
nutné urcit prislusnou distribu¢ni funkci, jejiz pribéh na kladné poloose je zna-
zornén na obréazku B.111

Jelikoz v tuto chvili jiz mame distribuc¢ni funkci celkového tthrnu ztrat urcenou,
muzeme piejit k vypoctu hodnoty v riziku a podminéné hodnoty v riziku. Pribéh
VaR a CVaR v zavislosti na hladiné a je mozné pozorovat na obrazku VaR
a CVaR na hladiné o = 0,98 jsou znéazornény v tabulce |3.6

h=02 h=04 h=06

Stredni hodnota 0,5 1 1,5
Rozptyl 6,75 13,5 20,25
VaRo,gg 65 85 101
CVaRQgs 97 124 142

Tabulka 3.6: Stfedni hodnota, rozptyl, VaR(¢s a CVaRg gs pro slozené negativné
binomické rozdéleni s gama rozdélenim vysi ztrat.
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Obréazek 3.11: Distribu¢ni funkce slozeného negativné binomického rozdéleni s
gama rozdélenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.12: VaR a CVaR slozeného negativné binomického rozdéleni s gama
rozdélenim vysi ztrat.
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3.2.3 Paretovo rozdéleni

Dale si ukazme hodnoty rozptylu a stfedni hodnoty pro slozené negativné
binomické rozdéleni s Paretovym rozdélenim vysi ztrat.

Opét volme napriklad h = 0,4 a p = 0,8 a parametry Paretova rozdéleni tieba
a = 200 a A = 4. Potom stfedni hodnota a rozptyl celkového thrnu ztrat S
vypadaji nasledovné

1-— 2 _
S —pi=P. ¢ _1.2% 5.

P A—1 3

1—p a? a \? 1—p 2 a \?
= . hl—2) . =
vars p [(A—l)Q(A—Q)JF(A—l) i p A—1
:0’1.40000+i‘40000:144471_1.
3 40 9

V tabulce opét uvadime hodnoty rozptylu a stfedni hodnoty pro dalsi
volby parametru 9.

Vypoctu hodnot VaR a CVaR predchazi vypocet distribu¢ni funkce celkového
thrnu ztrat. Jeji prabéh na kladné poloose 1ze sledovat na obrazku [3.13]

Nasledné je mozné piejit k vypoctu hodnoty v riziku, respektive podminéné
hodnoty v riziku. Na obrazku sledujeme jejich pribéeh v zavislosti na parame-
tru a a v tabulce sledujeme vyvoj hodnot VaR a CVaR na hladiné o = 0,98.

h=02 h=04 h=06

Stiedni hodnota 3,3 6,6 10
Rozptyl 722.2 1444.4 2166,6
VaR0798 300 625 850
CVaR0798 670 912 1017

Tabulka 3.7: Stfedni hodnota, rozptyl, VaR(¢s a CVaRggs pro slozené negativné
binomické rozdéleni s Paretovym rozdélenim vysi ztrat.

31



1.00

0.98

0% — Fg(n), §=0.15
Outiaar)= 094 — Fg(n), 6=0.1

he — Fs(n), 6=0.05

0.90

0.88

B
0 1000 2000 3000 4000 5000

Obréazek 3.13: Distribu¢ni funkce slozeného negativné binomického rozdéleni s
Paretovym rozdélenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.14: VaR a CVaR slozeného negativné binomického rozdéleni s Pareto-
vym rozdélenim vysi ztrat.
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3.2.4 Logaritmicko-normalni rozdéleni

V posledni c¢asti této kapitoly se vénujme slozenému negativné binomickému
rozdéleni s logaritmicko-normalnim rozdélenim vysi ztrat.

Nejdrive ur¢ime stiedni hodnotu a rozptyl veli¢iny S pro volbu parametrt
napiiklad h = 0,4 ap=0,8 a pro y = 3,02 = 2:

I—p

02
ES=h ettt T =0,1-e* =546 a

1-— 2 2 o2\ 2 1-— 2 o2\ 2
varS = h—p . [62“+” (e” — 1) + <6“+7) ] +h (_p) . (e‘“FT) =
p p

1 1
=0,1- [68(62—1)—0—68]—|—4—0'68:0,1'610+E'68:227’7,17

V tabulce opét uvadime hodnoty rozptylu a stfedni hodnoty pro jinou
volbu parametru .

Pro vypocet VaR a CVaR je zasadni nejprve urcit distribuc¢ni funkci celkového
uhrnu skod. Jeji pribéh na kladné poloose je opét znazornén na obrazku [3.15

Ptislusnou distribu¢ni funkci tedy zname, a proto je mozné piejit k vypoctu
hodnoty v riziku a podminéné hodnoty v riziku. Jejich prtibéh pozorujeme na
obrazku [3.16] a jejich hodnoty na hladiné oo = 0,98 1ze sledovat v tabulce [3.8

h=02 h=04 h=06

Stiredni hodnota 2,28 5,46 8,19
Rozptyl 1138,59 227717 3415,76
VaR0798 166 411 615
CV&R0798 485 710 821

Tabulka 3.8: Stfedni hodnota, rozptyl, VaR(¢s a CVaRg gs pro slozené negativné
binomické rozdéleni s logaritmicko-normalnim rozdélenim vysi ztrat.
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Obréazek 3.15: Distribu¢ni funkce slozeného negativné binomického rozdéleni s
logaritmicko-normélnim rozdélenim vysi ztrat.
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Obrazek 3.16: VaR a CVaR slozeného negativné binomického rozdéleni s

logaritmocko-normalnim rozdélenim vysi ztrat.
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Z.aver

Nasim cilem bylo stanovit pojistné sazby na zakladé mér rizika. V prvni ka-
pitole jsme zavedli pojem miry rizika a rozdélili jsme je dle typu bezpecnostni
prirazky na ¢tyfi kategorie. Déle jsme definovali koherenci, tedy jednu z vlast-
nosti miry rizika, a dokazovali jsme z definice, zda jiz zminéné Ctyti typy meér
rizika jsou koherentni ¢i nikoliv.

Hlavni ¢ast prvni kapitoly byla vénovana hodnoté v riziku, jiz jsme zadefino-
vali a na prikladu ukazali, Ze neni koherentni mirou rizika, a pfedevsim podminéné
hodnoté v riziku. Kromé samotné podminéné hodnoté v riziku jsme definovali
také horni a dolni podminénou hodnotu v riziku a pomoci téchto pojmi jsme
ukazovali né€kterd tvrzeni s pripadnymi dikazy. Na zavér této kapitoly jsme za-
vedli minimaliza¢ni formuli a nasledné prednesli tvrzeni o koherenci podminéné
hodnoty v riziku.

V druhé kapitole jsme se vénovali slozenému rozdéleni celkovych thrnia ztrat.
Nejprve jsme si zavedli nékteré typy rozdéleni vyse ztrat jako exponencialni,
gama, Paretovo nebo logaritmicko-normalni. U vsech téchto rozdéleni jsme uka-
zali tvar stfedni hodnoty, rozptylu a koeficientu Sikmosti. Nasledné jsme presli
k typtm rozdeéleni poctu ztrat, konkrétné k Poissonovu a negativné binomickému
rozdéleni. K témto dvéma rozdélenim jsme vypsali stfedni hodnotu a rozptyl.
Déle jsme pro né také odvodili tvar pravdépodobnostni vytvorujici funkce.

V dalsi ¢asti druhé kapitoly jsme zavedli pojem slozeného rozdéleni. Pro
slozené Poissonovo a negativné binomické rozdéleni jsme z momentovych vytvoru-
jicich funkci odvodili tvary stfednich hodnot a rozptyld. Hodnotu v riziku pro
slozené Poissonovo rozdéleni jsme odvozovali z distribuc¢ni funkce celkového tthrnu
ztrat urcené pomoci vzajemného vztahu tii pravdépodobnostnich vytvorujicich
funkci, pficemz nejprve bylo nutno zdiskretizovat rozdéleni vysi ztrat. Obdobné
jsme vypocitali hodnotu v riziku i pro slozené negativné binomické rozdéleni.
Nakonec jsme uvedli vzorec pro vypocet podminéné hodnoty v riziku.

V zavérecné kapitole jsme ukazali, jak se méni stfedni hodnota, rozptyl, hod-
nota v riziku a podminéna hodnota v riziku pro slozené Poissonovo a negativné
binomické rozdéleni v zavislosti na typu rozdéleni vyse ztrat a na hodnotach pa-
rametri Poissonova a negativné binomického rozdéleni. Pro kazdy typ rozdéleni
jsme znazornili pribéh distribu¢ni funkce na kladné poloose a priitbéhy hodnoty
v riziku a podminéné hodnoty v riziku vykreslené v zavislosti na hladiné a.
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