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Uvod

Kryptografie se, byt pro drtivou vétsinu lidi nevédomky, stala soucasti kaz-
dodenniho zivota. Kuptikladu pokazdé, kdyz na internetu otvirdme emailovou
schranku, navazuje se mezi nasim pocitacem a vzdalenymi servery sifrované spo-
jeni. V této a mnohych dalsich ulohach nalezla své dilezité postaveni asymetricka
kryptografie, ktera ve své nejvsednéjsi varianté plné tézi z domnénky, ze problém
faktorizace (rozkladu ¢isla na soucin prvocisel) je tézky.

Problém faktorizace se vine v podstaté celou historii matematiky jiz od ob-
jevu prvocisel a postupné vznikla cela fada ruznych faktoriza¢nich metod, které
vice ¢i méné chytie aplikuji zkusmé metody pro hledani (prvoéiselného) rozkladu.
dat ¢isla s vice nez dvaceti decimalnimi ciframi. V néasledujicich dvaceti letech
sel vyvoj rychle kupredu a vznikla myslenka tzv. ciselného sita. Nejprve jako
specidlniho ¢iselného sita (Special Number Field Sieve) vhodného pro faktorizaci
c¢isel tvaru r¢ + s, kde r a s jsou malé. Z néj byl nasledné odvozen v soucasnosti
nejefektivnéjsi znamy faktorizacni algoritmus oznacovany jako obecné ciselné sito
(General Number Field Sieve), jehoz prvni ¢ast budeme studovat. Pro predstavu,
rekordni faktorizace v dnesni dobé prekrocily hranici 230 decimélnich cifer, coz
odpovida 768 bitovému cislu.

V kapitole|l|zavedeme nejnutnéjsi pojmy pro pochopeni principu ¢iselného sita
a ukazeme vlastnosti, které dale vyuzijeme. Obvykle je algoritmus ¢iselného sita
predstavovan v fe¢i monickych polynomt a néasledné jsou poznamenany zmény,
které je nutné ucinit pro uziti s polynomy nemonickymi. Jelikoz budeme pracovat
zejména s nemonickymi polynomy, formulujeme v kapitole [2] prehledove algorit-
mus Ciselného sita rovnou pro tento pripad. Algoritmus Ciselného sita lze rozdélit
do péti fazi, v dalsim textu se zamérime na fazi ivodni — generovani polynomii.
Nasim cilem bude popsat vSechny nalezitosti prvni faze, od samotného generovani
polynomt pres optimalizace jejich vlastnosti az po vybér nejlepsiho kandidéta,
ktery je predan do dalsich fazi ¢iselného sita. V kapitole [3| popiseme Kleinjungiv
algoritmus, ktery je nejefektivnéjsi znamou metodou generovani polynomu pro
¢iselné sito. Dokazeme také tvrzeni, o kterd se princip algoritmu opira. V navazu-
jici kapitole 4] podrobné rozebereme, jaké vlastnosti od generovanych polynomu
pozadujeme a jak polynomy na zdkladé téchto vlastnosti hodnotime. Vyklad po-
jedname se zretelem na to, které dil¢i znamé a pouzivané postupy maji rigorézni
zdivodnéni a které jsou heuristické. Ve vybranych pripadech provedeme diskuzi
vhodnosti zvolené heuristiky. V samostatné kapitole [5| se zaméfime na kofenové
vlastnosti polynomi a jejich optimalizaci. Kleinjungtiv algoritmus vcetné opti-
malizaci a hodnoceni polynomu jsme také implementovali jako soucast celého
algoritmu ¢iselného sita vyvijeného na Katedtie algebry MFF UK. V posledni
kapitole [6] shrneme vybrané praktické poznatky nabyté pfi implementaci.



Kapitola 1

Zaklady teorie cCiselného sita

1.1 Ciselna tdlesa

Pro ucely popisu algoritmu ¢iselného sita zavedeme nejprve nékolik zakladnich
pojmu z teorie Ciselnych téles a ukazeme dulezité vlastnosti.

Definice 1 (Ciselné téleso). Necht K je téleso, K < C a stuperi rozsireni [K : Q]
je konecny. Pak K nazveme ¢iselnym télesem. Navic lze ukdzat, Ze K = Qo] pro
a algebraické nad Q.

Meéjme monicky ireducibilni polynom f € Q[z] a « at je néjaky komplexni
kofen f. Potom f = mg, je minimalni polynom prvku a nad Q[z]. Ptislusné
Ciselné téleso je K = Q[a], pritom Q[a] = @[m]/(f), kde h(a) < h(z) + (f)
je korektné definovany izomorfismus. Pro ucely algoritmu ¢iselného sita budeme
uvazovat pevné zvoleny ireducibilni polynom f (v dalsi kapitole ukazeme, jak fesit
situaci, kdyz f neni monicky) a ptislusné ¢iselné téleso K = Q[a] pro o komplexni
koten f.

Definice 2 (Hladkost). Bud B € N. Libovolné n € Z nazveme B-hladké, pokud
nemd prvociselného délitele vétsiho neZ B.

Definice 3 (Okruh algebraickych celych ¢isel). Prvek p € K, kde K je ciselné
teleso, budeme nazjvat celistvy, pokud existuje monicky polynom g € Z[z| takovy,
ze g(8) = 0. Okruh algebraickych celych ¢isel v ¢iselném télese K je pak obor vsech
celistvych prvki z K a budeme ho ddle znacit Zg .

Algebraicka celd ¢isla tvoii okruh v ¢iselném télese. Lze také ukdzat (napf.
[22, véta 2.29]), ze Zk je noetherovsky obor integrity, kde kazdy nenulovy prvo-
ideadl je maximalni. Navic, K je podilové téleso Zk a kazdy prvek K, ktery je
kofenem monického polynomu ze Zg x|, uz lezi v Zg, tj. Zk je celistvé uzaviené
ve svém podilovém télese. Takové obory nazyvame Dedekindovymsi obory. Vyuzi-
jeme dale vlastnosti, ze v Dedekindovych oborech existuje jednoznacny rozklad
idealt na prvoidealy [22] kap. 2].

Pro « celistvy prvek K plati Z]a] C Zk a muzeme zavést nasledujici definici.

Definice 4 (Nespecilni prvocislo). Za nespecidlni prvocislo oznacime takové
p € P, pro které plati p { [Zx: Zla]]. V opacném pripadé mluvime o prvocislu
specialnim.



Nespecialni prvocisla budou ta, jez nas budou ve vétsiné pripadi zajimat. Spe-
cialni prvocisla vyzaduji zvlastni zachazeni, které pripadné nastinime, nicméné
podrobné se nespecialnimi prvocisly zabyvat nebudeme.

Definice 5 (Prvoideal nad prvoéislem). Eekneme, Ze prvoidedl P je nad prvo-
cislem p, pokud P N7 = pZ.

Definice 6 (p-valuace). Méjme v € Z,v # 0 a p prvocislo, pak p-valuace prvku
v je rovna exponentu nejuyssi mocniny p délici v. Budeme ji ddle znacit jako
val, (v).

Analogickym zpusobem lze zavést pojem valuace u ideala. Bud I = I[; P
rozklad idedlu I na prvoidedly. Pak valp, (1) = e;.

Definice 7 (Norma). Bud mg , minimdini polynom prvku o € C, deg (mg,) = d
a méjme K = @[I]/(m(@a) ciselné teleso. Oznacme a = ay, ..., a4 konjugované
proky k o v C a zvolme libovolné h(x) € Qx| stupné nejvyse d — 1. Pak norma
proku h(a) € K je zobrazeni

d
N: K —Q definované N (h(a)) =[] h(a).

1=1

Lze ukéazat, ze norma je multiplikativni zobrazeni, tedy
N (hy - ha) = N (h1) - N'(h2).

Pro prakticky vypocet hodnoty prvku h(a) = a — ba € Q[a] se hodi vztah

N(a—ba) =~ [F(a,b)], (1.1)

Qq

kde F' je homogenizace f. Vztah plyne z [22, lemma 2.11].

1.2 Hladké hodnoty

Pro hodnoceni vytéznosti polynomu budeme chtit znat néjaky odhad pro po-
¢et hladkych ¢isel mensich nez dand mez. Takovy odhad poskytuje tzv. Dickma-
nova funkce.

Méjme r, B € N a oznac¢me ¢ (r,B) = |{v < r | v je B-hladké}|. Odhad vypo-
¢tu (r,B) poskytuje nasledujici tvrzeni:

1
u

Véta 1 (Dickman [10]). Pro vSechna u > 1 md funkce % vlastni nenulovou
limitu v nekonecnu.

Definice 8 (Dickmanova funkce). Limitu, jejiz existenci ukazuje véta |l budeme
ddle znacit p(u) a budeme ji nazjvat Dickmanovou funkei. V intervalu 0 < u < 1
dodefinujeme Dickmanovu funkci jako p(u) = 1.

Pomoci Dickmanovy funkce budeme hodnotit polynomy podle jejich odhado-
vané vytéznosti na prosivaci oblasti. Formulujme nasledujici tvrzeni:



Lemma 2. Bud B > 1, pak p (11:111_2) je limita pravdépodobnosti pro r — oo, Ze

ndhodné celé cislo mensi nebo rovno r je B-hladké.

Inr

Diikaz. Polozme u = "%, pro dostatecné velké r bude jisté v > 1. Vyjadieme
Inr 1

mez hladkosti B = e« = ru. Pak je podle Dickmanovy véty
1 . B
p( nr) = p(u) = lim w(rrs) = lim Pl )

r—00 r—00
1 T r

O

Explicitni vypocet hodnoty Dickmanovy (nékdy téz oznacované jako Dick-

manovy—de Bruijnovy) funkce je netrividlni, vypocetné narocny problém. Po-

drobnéji o problematice vypoc¢tu Dickmanovy funkce pojednavame v podkapitole
6.1.2

1.3 Vypocetni slozitost

Za ucelem vyuziti v odhadech vypocetni slozitosti algoritmu ¢iselného sita
definujme znaceni podobné znamé O-notaci.

Definice 9 (L-notace). Pro konstanty 0 < a <1 a > 0 definujeme znaceni

Lo, f] = exp [ﬁ(ln n)*(Inln n)lfa}
Pro n — 00.

L-notace se ¢asto pouziva asymptoticky ve smyslu L,[a, 8 + o(1)], kde o(1)
zastupuje konkrétni funkci zavisejici na n a jdouci k nule. Rikd se téz, Ze o(1)
je uniformni v néjaké dalsi proménné ¢. Znamena to, ze konkrétni funkci re-
prezentujici o(1) a zavisejici na n a ¢ lze majorizovat funkei zdvisejici pouze na
n a jdouci k nule.

Pozndamka. Asymptotickd L-notace zjednodusuje préci se subexponencidlni (a su-
perpolynomialni) slozitosti, protoze pokud pii volbé § = b+ o(1) pro n — oo
volime o = 0, jest

Ln[0,b 4 0(1)] = exp[(b + o(1)) Inlnn] = (Inn)*+°W),
coz je polynomialni funkce v Inn. Naopak pro a = 1 dostavame
Ln[1,b4 0(1)] = exp[(b + o(1)) Inn] = nb+e®

exponencialni funkci v Inn.
Pro dukazy tvrzeni v kapitole [4.1.2] vyuzijeme dvé tvrzeni prevzatd z ¢lanku
Bubhlera, Lenstry a Pomerance [6].

Véta 3 ([0, véta 10.1.]). Méjme funkcei h(y) definovanou proy > 2, kterd spliuje
h(y) > 1 a h(y) = y**°D pro y — co. Pak plati

kdyz x — oo uniformné pro y > 2.



Diikaz této véty v ¢lanku [6] vynechava nékteré dulezité detaily, které ¢tenafi
nemusi byt na prvni pohled zfejmé. Proto vétu nyni dokazeme, véetné podrob-
néjsiho vysvétleni. Cely odhad vychazi z nasledujicitho vztahu:

Véta 4 (Canfield, Erdos, Pomerance [7]). Pro vSechna ¢ > 0 existuje redlnd
funkce 6.(x) jdouci k nule pro x rostouci nade vsechny meze takovd, Ze kdyz

(1—¢)lnx

3<u< 1.2
e R Y (1.2)
pak .
Y(z,zv) =x-exp|[—ulnu(l +o(1))], (1.3)
kde o(1) = 7(x,u) takové, Ze
|7 (2, u)| < [0e(x)].
Pozndmka. Pro dolni odhad w(a:,x%) sta¢i u > 3, nerovnost u < % je
potieba pro horni odhad, ktery vychazi z klasického vysledku de Bruijna [5].
Funkce 11;11(;:26 je rostouci pro x > e° = 15,15. Proto pokud u < %ﬂ(x), pak

. . vy 1—e)In(z’
pro viechna 2/ > z je rovnéz u < U=9mle)
Inlnz

Tvrzeni 5. At € > 0. Pak existuje hodnota u., Ze pro u > u. a x > v+ je

v (wav) = m

kde o(1) = 7(x,u) je uniformné omezené o.(u), tj.
|7(z,u)| < oc(u) a Lim oc(u) =0.

Dikaz. Chceme zajistit, aby pro u dostatecné velké platil predpoklad (|1.2])

Inz

us(l _6)lnlnx'

Pifmocara volba 6 = € nevede k cili, ponévadz pro z = u*(**9) bychom dostali
u(l4+€)Inwu
In(u(l+¢€)lnu)
uwln (u(1+€)Inu) < u(l —€)Inu
Inu+In(l+¢) +Inlnu<(1—¢€)nu
In(l1+¢€) +nhnu < —eInu.

u<(1l—e¢)

Coz neplati, protoze leva strana je kladna.
Napiseme 1 + € jako n + 9, kde n > 1 a 6 > 0, a budeme zkoumat stejnou
nerovnost pro z = u*(1t%)

u(n+90)Inu
In(u(n +6)Inu)
uw(l—=9)(n+9d)lnu
(1+€e—06—de)lnwu
(e—0(1+¢€))Inu.

u<(1-9)

uln (u(n+90)Inu) <
Inu+In(l+¢€) +Inlnu <
Inlnu+1In(l+e¢) <

~J



Napiiklad volba J = § vede na
Inlnu+1In(l+e¢€) < (; - 2) In(u),

coz je pro u dostateéné velké zjevné splnéno. O]

S vyuzitim téchto vlastnosti funkce v (z,y) ukdzeme nyni nékolik dalsich
vztahil, se kterymi budeme pracovat v dukazu véty [3} Jak jsme vyuzili jiz v du-

kazu lemmatu [2] plati
1 In X
¢(x,y)=¢(m,xu) pro u:@

Tvrzeni 6. Pri zavedeném znaceni plati

4 (x’L’” BﬁD T L B’;Z* o(1)]’ (14)

kde B >0 a o(1) znaci funkci tg(x) — 0, kterd zdvisi na (3.
Navice, je-li 0 < B < § < C, pak existuje funkce T'(x), :z:lggo T(x) =0, kterd
magjorizuje T5(x) a je na B nezdvisld.

Dikaz. K aplikaci vztahu ((1.3) potfebujeme znat

B Inx ~ Vnx _ Inz
L, [%,5] - BVInlnz Inlnz

a chceme, aby platil predpoklad ((1.2)), tedy pro libovolné e > 0
- (1 —¢€)In(x)

u

- Inlnz
g1 Inx < (1 —¢)In(x)
Inlnz — Inlnz

Inz
po=q E)Vlnlnx’

kdyz x je velké. To ale od né¢jaké meze pro x platit musi, protoze /5 1111; - je funkce
rostouci.
Miuzeme proto aplikovat vztah (1.3]) a mame

1 x
58)) = ey

kde gg(x) je uniformné omezend néjakou og(u) dle tvrzeni . Jde-li x — oo, jde
u — 00, takze |gz| — 0.

Pokusme se nyni zapsat vyraz u*(""95®) = exp [ulnu(1 + gz(z))] v L-notaci.
Pro prehlednost pisme Ingz = Inlnlnx. Vime

Y (x,x%) =1 (J;, L,

Inzx

w=p""

Inlnz

1
Inu=—-Ing+ i(lnlnx—lngx),



tudiz

Ing | Inz Vinzlnlnz Ingx | Inz
ulnu = — \/ + — —
6 Vinlnz 203

260 Vinlnzx
_ VInzlnlnz (2Inf L Ing x
N 203 Inlnz Inlnz )~
21n B+Inz x

Oznac¢me hg(x) = , ziejmeé plati lim hs(xz) = 0. Je pak

Inlnzx
[1
125

- _(1 +gs(a) - hﬂ;? —gﬁ<x>h5<x>> W] )

-—exp_<26-+7ﬁ()>VGHZEHE14,

exp lun L+ g5(o))] = 59 | 0L B0 + o) Vinatn] -

kde 73(x) — 0 pro x — oo. Posledni vyraz je mozno zapsat jako

1 1 1 1
L, =L, |-, — 1.
Dokéazali jsme vztah ([1.4) pro o(1) zavislé na S libovolném. Bud nyni
0 < B < < C ahleddme majorizaci

9s(r) — hg(x) — gs(w)hs(z)

Ta(z) = 20
nezavislou na . Nejdiive jest
2InC 4+ Ing x
h G ——
s@) < Inlnz '

kde prava strana nerovnosti jde jisté do nuly pro x — co. O gg(z) vime, ze lze
majorizovat néjakou pg(u) — 0 pro u — oo, tedy

195(@)] < 1 |/ Inx < 1 Inzx
IBNEN = Po BV Inlnx =P\ BV iz |’

kde zfejmé lim p (% g ) = 0. Hledan4 funkce T'(z) — 0 nezavisla na  tudiz

Inlnz

existuje. O

Tvrzeni 7. At0 < B <0 < C a mé&me h(y) > 1 a h(y) = y**°V. Pak existuji
funkce ~p(x) a T'(x), pro kterou lim I'(z) =0, Ze |y(z)| < [I(z)] a

=L[19+$+w(ﬂ

L, [%,64-% —|—0(1)], kde o(1) je pro x — o0 a je

Jingmi slovy, ——2121)
(Jingmi slovy, G, 2. T5)

uniformni pro 0.)



Diikaz. Mame h(y) = y' ) tedy existuje funkce p(y), pro kterou ylgglo py) =0
a h(y) = y'**W). Dosadme za y = L,[0], pak

h(y) = exp [9\/1nxln1nx (1 +p (69v lnzlnl‘”)ﬂ . (1.5)
7 predpokladu plati

Bvinzlnlnz <f6vilnzxlnlnz < Cvinzlnlnz,

a protoze obé meze konverguji do nekonecna, je pg(z) = ( 9””1‘11”) mMozZno

omezit néjakou R(z) nezav1slou na 9 pro kterou lim R(x) = 0.
T—00
Vynasobenim vztahii a ) dostavame

oh (L. [5,6]) :Lx{“w(m)} (2 [5.4]) =

v (. Le [3.6])

= exp [(1 + Tg(l‘)) InzInln x] exp «9 + ng(x))\/m}
(

1
= exp [ % + 19(x) + 0 + Opo(z )) \/lnxlnlnx} :
Ovsem |yy(x)| = |19(x) 4+ Opo(z)| < |T(x)| + C'|R(x)|, takze skutecné existuje
uniformni majorizace. m

Nyni jiz disponujeme vSemi potfebnymi vztahy, abychom mohli dokazat pt-
vodni vétu.

Diikaz. [véta 3] Je ziejmé, ze pro x > €° je
1
Lo[g] > La[5.8] 22> 5

Asymptoticky totéz plati i pro L, [2,74-0( )} L, [%,ﬁ—i—o(l)}. Hleddme-li,
jak se asymptoticky minimalizuje L, [5, 0+ o5 + 0(1)}, kde o(1) znac¢i majorizaci

nezavislou na 6, tak hledame min (6 + %) Pro 6 > 0 je derivace

@+1>:ﬂ 1—0@9—¢1—2
20 202 V2 V2

Chceme-li vsak vyuzit tvrzeni@, musime stanovit meze B a C a ukazat, ze
proy ¢ [ [l B} L, [%,C’H je m( yy)) asymptoticky velké. Volby B a C' mohou

pricemz

byt nejriznéjsi, avsak minimum v bodé \/j musi lezet uvnitt intervalu.

Zvolme B = 1, jelikoz h(y) > 1, dostavéame pro y < L, [2, 4}

zh(y) NS T
www—w@w—wgiJ;i

D =1L, B,Q +09(.’13)} ,



kde lim op(z) = 0.
Diikaz pro horni mez vyuziva faktu, ze vzdy = > ¢ (x,y), proto

zh(y)
() > h(y),

nicméné je tfeba zohlednit asymptotiku h(y). Zvolme C' = 2 a ukazme, Ze bude
pro 6 dostatecné velké asymptoticky v = platit h (Lx [%, GD > L, [%, 2}. Pomoci

2 2

exp {(\/M) 0 (1 +p (Lm B,@D)} > exp {2m}

(140 (n L)) 22 19

Funkce p (Lx B, QD — 0, tedy pro velké hodnoty L, B, 0} je v intervalu [—3, 1].

Pro x — oo lze jisté 0 stanovit tak, aby #v/In z InIn x bylo od néjaké meze dosta-
tecné velké, a platnost nerovnosti (1.6)) byla nutné zajisténa.

Proy € {Lm B, ﬂ , Ly [%, 2” plyne nerovnost ;U(};(lg) > L, B, V2 + 0(1)} primo

z tvrzeni . Navic, je-liy = L, [%, (9}, tak existuje funkce w(x) — 0, Ze

@9—?.

()
=Ly |-, V24 w(z
A L {2 2+ w(z)

[l
Druhé tvrzeni vyuzivané v kapitole je spiSe technického charakteru.

Lemma 8 ([0 lemma 10.9.]). Mé&jme k,l € R takovd, Ze k > e,l > 1 a definujme
v =v(k,l) pomoci vztahu % = kv +1 pro v > e. Pak plati

20 = (1+ o(1)) (klnk+ kI k)? —|—2llnl>

pro k + 1 — oo.

7/ v v . Ve 2 7/ .
Pozndmka. Ukazme, Ze v je pomoci vztahu {— = kv + [ definovdno jedno-

znacné. Pro k > e a | > 1 ozna¢me h(v) = v* —Inv - (kv + 1) funkci defino-
vanou na intervalu [e,00). To je jisté spojita funkce na tomto intervalu a plati
h(e) = e? — ke — I, coz je pro k > e a | > 1 zadpornd hodnota, a Uli_)rrolo h(v) = 0.
Funkce h(v) bude mit tudiz alesponi jeden koten. Prvni derivace

l

h'(v)=2v—k———klnv

v
je také v pocdtecnim bodé zdpornd, h'(e) = 2e —2k — L < 0, a Jim. R (v) = oc.
Aby h(v) mohla mit vice nez jeden kofen, musely by existovat alespon tii lokalni
extrémy na intervalu (e, c0). Musela by proto existovat alespon tii FeSeni

h'(v) =0
202 — kv — 1 =kvlnwv.

Jenze 2v% — kv —1 je konvexni funkce a kv In v je rostouci pro k,v > e. Nemohou se
tedy protinat ve vice nez dvou bodech. Funkce h(v) méa proto pravé jeden koten.
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1.4 Koreny polynomu

V rdmci hodnoceni polynomu v kapitole[d] budeme pracovat s kofeny polynomu
modulo mala prvocisla. Pfipomenme nejdiive nasledujici oznaceni, pro r, koren
polynomu f(x) modulo p* fekneme, Ze ry je ndsobny kofen f(z) mod p*, pokud
f'(x) =0 mod p. V opa¢ném pripadé hovorime o kofenu jednoduchém. Henselovo
lemma ukazuje podminky, za kterych lze kofen polynomu f(x) mod p zdvihnout
na kofen polynomu f(z) mod p* pro k € N. Existuje celd fada verzi Henselova
lemmatu, puvodni je v ¢lanku K. Hensela [I3], my jej vSak v plné obecnosti
potiebovat nebudeme. Proto ho nyni formulujeme s nalezitostmi, které vyuzijeme.
Shledavame jako vhodné lemma v uvedeném znéni také dokazat.

Lemma 9 (Henselovo). Méjme polynom f(x) € Z|x] a p prvocislo, pak plati:

(1) Je-li y jednoduchy koren f(x) mod p, pak existuje jednoznacné ry, pro které
plati rj, = r; mod p a zdroveri f(ry,) = 0 mod p* pro libovolné celé k > 0.

(2) Je-li v}, ndsobny koten f(x) mod p* pro libovolné celé k > 0, pak nastdvd
prave jedna z nadsledujicich moznosti:

k+1 k+1

a) i, je také korenem f(x) mod p*T, pak i rp+1-p* je korenem f(z) mod p

pro vsechna | € Z, nebo

b) r neni korenem f(x) mod p**1, pak ry nelze zdvihnout na koten modulo
PR
Diikaz.
(1) Dukaz provedeme indukci podle trovné zdvihnuti. Pro & = 1 je tvrzeni

ziejmé. Predpoklddejme tudiz, Ze tvrzeni plati pro £k = n a chceme ukazat
jednoznacnou existenci kotrene 7,;. Pro zachovani kongruence zdvihnutého
korene s predchozim musi byt ve tvaru r,.; = r, + (p" pro néjaké [ € L.
Ukazeme, 7e takové [ existuje pravé jedno. Oznacime-li f(z) = S0
nas zajima, zda

0 @iz pak

d
f(rns1) = flrn +1p") Zaz 7 4 Ip™)" = 0 mod p™*.

S vyuzitim binomické véty lze provést nasledujici upravy:

d

f(rn+1) = ai(rn + lpn)i =
=0

_a0+2alz< )7"] Ip") 7 =
— ag+ Z a; (v + i Mp" 4 i (Ip") T+ (1)) =
=1

d d )
= o+ e + Y aiirk "+ (1p)? ((2) ERRIR <lp">i‘2> -

i=1 =1

flrn) + 1" (rn) + (1p")? <<i>r;‘2 o+ (lp”)i—2> =
f(rn) +1p"f'(r,) mod p"*. (17)
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7 vlastnosti kongruenci plyne, ze f’(r,)lp" = x mod p"*! pravé tehdy, kdyZ
f'(rn) -1 = z mod p. Z indukéniho kroku mame také vztahy r, = r mod p

a f(r,) = 0mod p™. Proto lze celou kongruenci modulo p"™! piepsat na
ekvivalentni kongruenci modulo p
I = ) (f'(r1))~! mod p.

pn

Déleni p™ je celodiselné a inverz derivace f'(r1) v Z, existuje, protoze dle
predpokladu je derivace nenulovda modulo p. Hodnota [ je tedy urcena jed-
noznac¢né, proto i koten r,,1 = r, + [p" je urcen jednoznacné, jelikoz r, je
jednoznac¢ny koren modulo p" z indukéniho kroku.

(2) Pro pripad ndsobného kotene 7 také nejprve vyuzijeme konstrukei analogic-
kou (1.7]) z pfedchoziho pripadu a ziskame

i) = flre + 105 = f(r) + " f' (1) mod pFtt.

Analogickym argumentem také oduvodnime, Ze smime uvazovat kongruenci
L-f'(re) = - f'(r1) mod p, ale z predpokladu je f'(r1) = 0 mod p. Dostavame
tudiz kongruenci

f(ri +1p") = f(ry) mod ™™,

z které jiz oba pripady a) i b) pfimo plynou.

m
Spise nez s konkrétnimi hodnotami korenii a jejich zdvihnutimi budeme dale
pracovat pouze s informaci o korespondenci korenti modulo prvociselné mocniny.
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Kapitola 2

Algoritmus ciselného sita

2.1 Princip Fermatovy faktorizace

Zékladni myslenkou, spole¢nou vSem faktorizacnim algoritmtim zalozenym na
Fermatové faktorizaci, je znamy fakt, ze kazdé liché ¢islo N lze zapsat jako rozdil
dvou druhych mocnin néjakych prirozenych ¢isel, a to (v piipadé sloZzeného N)
i nékolika zptisoby. Mame tedy

N=z>—y*=(z—y)(z+vy),

z ¢ehoz plyne, ze hledani rozkladu N lze prevést na hledani dvou druhych mocnin
prirozenych ¢isel, jejichz rozdil je N. Platnym feSenim vsSak zjevné muze byt
i trivialni rozklad

N+1_N—1> (N+1 N—l)Z(NH)?_(N_l){

2 2 2+2 2

N:1-N:<
2

Cilem faktorizac¢nich algoritmii je najit co nejefektivnéjsi metodu, ktera by hle-
dala rozklad netrividlni. Moderni faktorizac¢ni algoritmy navic podminku rovnosti
s rozkladanym N uvolnuji na kongruenci

r*=9y* (mod N)

a s kazdou nalezenou dvojici (z,y) € Z3 se pokusi faktorizovat N pomoci
NSD(N, z £ y). Pristupem k hledani ptislusnych dvojic (z,y) se faktorizacni al-
goritmy lisi. Popisme si nyni ve strucnosti, jak reseni tohoto problému probiha
v obecném ¢iselném situ.

Poznamka. Nasledujici podkapitola si neklade za cil podat podrobny rigorézni
popis algoritmu ¢iselného sita. Zamérime se primo na ptipad nemonickych poly-
nomt, ktery nas bude zajimat, a uvedeme pouze prehledovou kostru nutnou pro
pochopeni myslenek v dalsich kapitolach. Popis algoritmu obecného ¢iselného sita
pro monické polynomy véetné potiebné teorie je jiz obsazen v pracich [22] [24] ob-
hajenych na MFF UK. Podrobnym rozborem vyvoje ¢iselného sita se zabyvaji
napiiklad Lenstra a kol. v textech [I8] nebo Pomerance a Crandall v knize [9
kap. 6.
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2.2 Prehled algoritmu obecného ciselného sita

Zékladni myslenka ciselného sita posunuje princip Fermatovy faktorizace
z oboru celych ¢isel do néjakého rozsiteni celych ¢isel Z[a] (podrobnéji toto roz-
siteni popiseme nize). Predpoklddejme, ze mame néjaké 6 € Z|a] a ¢ homomor-
fismus z tohoto rozsiteni do Zy. Podari-li se najit k prvki rozsiteni tak, aby
0 - ... 0 = ? pro ndjaké v € Zla] a zdrovein ¢(6;) - ... ¢(0;) = v> mod N
pro néjaké v € Z, pak, pokud oznac¢ime u = ¢(7y) € Zy, dostavame z vlastnosti
homomorfismu

W=y =0 =01 ... 0,) = ¢(01) ... ¢(0)) = v* mod N.

Hledana celoéiselna kongruence je u? = v2 mod N a miZeme zkusit faktorizovat
N pomoci NSD(N, u + v).

Pro prehlednost se algoritmus obecného c¢iselného sita déli do péti fazi, které
podrobné fesi jednotlivé kroky predchoziho odstavce:

1. faze generovani polynomi,
2. prosivaci faze,

3. faze zpracovani relaci,

4. linearni faze,

5. odmocnovaci faze.

2.2.1 Faze generovani polynomiu

V celém textu uvazujeme faktorizované N liché, slozené, které neni mocninou.
Déle v textu budeme na nejednom misté predpokladat nesoudélnost s N. Zduraz-
néme, ze se jedna o zcela legitimni pozadavek, jelikoz nalezeni hodnoty soudélné
s N implikuje ukonceni algoritmu a faktorizaci N.

Pozndmka. Neuvedeme-li jinak, budeme pracovat s N o 100 a vice decimalnich
cifrach. Pro mensi N je dle experimentalnich vysledkt efektivnéjsi pouzit tzv. kva-
dratické sito, pripadné dalsi faktorizac¢ni algoritmy pro dil¢i faktorizace mensich
¢isel.

V prvni fazi vygenerujeme dvojici ireducibilnich (ne nutné monickych) poly-

d ,
nomu f(x) = Y a;2" a linedrni g(x), které sdileji spoleény kofen 7 modulo N.
=0

Déle budeme jako F(x,y) = y*f (i) aG(z,y) =yg (g) oznacovat homogenizace
polynomu f(z) a g(x).

Volba optiméalniho stupné nelinedrniho polynomu f je sama o sobé netrivialni
tlohou. O prehledovou analyzu tohoto problému se pokusime v kapitole 4.1.2]
V tuto chvili prijméme fakt, ze volime d > 4, které je vhodné pro uvazovana N.

Bud p,m € N a polozme g(x) = pr —m. Pro p { N je m = 2t mod N
kofen g(x) modulo N. Vygenerovat nelinedrni polynom f, ktery by s linedrnim g
sdilel takovy koren m, umoznuje napiiklad tzv. Kleinjungiuv algoritmus, kterym
se budeme podrobnéji zabyvat v dalsich kapitolach. V soucasnosti se jedna o nej-
efektivnéjsi zndmou metodou generovani polynomt pro ¢iselné sito.
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Déle mé&jme a € C koten f(z), tudiz Q[a] = K je ¢iselné téleso (definice [1).
Jako posledni definujme okruhovy homomorfismus ¢: Z[a] — Zy definovany pro
Z[a] 3 B = X% 1 bial, kde b; € Z, jako

gbi (2’}) (mod N).

Pozdéji se ukéze, ze by bylo vyhodnéjsi pracovat s nelinearnim polynomem
monickym. Nicméné polynom f(z) prevedeme na monicky polynom jednoduse

d—1 '
P(B) =D b
i=0

jako f(z) = aﬁ’lf(i), pak & = aqa je kofenem monického polynomu f(z) a tudiz
Qlz] / (f) = Qla] = K je také &selné téleso. Jelikoz je & koten f celodiselnym
nasobkem « kofenu f, plati Qo] = Q[a]. Oba polynomy f i f tedy definuji stejné
Ciselné téleso K = K. Pro¢ bude vyhodnéjsi pracovat s f v Z[&] ukazeme pozdéji.

Nabizi se otazka, pro¢ generujeme nemonické polynomy, kdyz je pohodlnéjsi
pracovat s polynomy monickymi? Nemonické polynomy prinaseji vyhodu mensich
koeficienti i spolecného korene m modulo N, coz se (v tuto chvili pouze heuris-
ticky) jevi jako vypocetné vyhodnéjsi. V kapitole nejdiive podrobné vysvét-
lime Kleinjungtiv algoritmus generovani polynomii a poté vyuzijeme vlastnosti
téchto polynomu k tomu, abychom v ¢asti [£.1.2] ukazali zavislost velikosti ko-
eficientt, volby stupné polynomu a asymptotické vypocetni slozitosti algoritmu
¢iselného sita.

2.2.2 Prosivaci faze

Se zavedenym aparatem se nyni podivejme presné€ji na myslenku z tvodu
této podkapitoly. Mame homomorfismus ¢: Z[a] — Zy a chceme najit k prvku
0; € Z|a], ze bude zaroven platit

k
[16: =~ pro~ € Z[al, (2.1)

H #(0;) =v* prowv € Z.

Reknéme, Ze budeme hledat 6 ve tvaru a — ba € Z[a], a vyfesime nejprve
druhou kongruenci, tzv. celociselnou cdst. 7. definice homomorfismu ¢ hleddme
mnozinu dvojic (a, b) takovych, ze

[I (a—bm)=v* (mod N). (2.2)
{(a,b)}c2?

Jak takovou podmnoZinu Z? najit? Pokud by né&jaky prvek a; — by mél velkého
prvocinitele, museli bychom najit jiny prvek as —bom, ktery by obsahoval stejného
velkého prvocinitele. Proto se jevi jako vyhodné omezit mnozinu prvociniteli,
které chceme uvazovat v rozkladu vsech a — bm. Zvolme tedy néjakou vhodnou
mez by € N a uvazujme tzv. celociselnou faktorizacni bazi

Bz ={—-1} U{p prvocislo | p < bz}.

Fakt, ze a — brn je soucinem prvki z By, je zfejmé ekvivalentni tomu, ze |a — b

je bz-hladké (definice .
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V prvni fazi jsme vygenerovali polynom g(x) = pr —m. Uvédomme si, ze plati

}G(a,b) = 1(pa —mb) =a— b = a — b mod N.

p p p
Pro nalezeni mnoziny S = {(a,b) € Z? | NSD(a,b) = 1} spliiujici rovnost
proto budeme hledat dvojice (a,b), pro které je hodnota |G(a,b)| bz-hladka. Ne-
soudélnost dvojic (a,b) pozadujeme kvili vylouceni trividlni zavislosti.

Kolik takovych bz-hladkych hodnot musime najit, abychom méli zajisténou

existenci reseni rovnosti ? V prvni fadé koeficient %D mod N nemusi byt nutné
bz-hladky, jelikoz se ale vyskytuje v prvociselném rozkladu kazdého a — b, staci

zajistit, aby mnozina S méla sudy pocet prvka. V druhé radé méjme bz-hladké
m(bz)

c= TI pi’, kde 7(bz) znaci pocet prvocisel mensich nebo rovnych bz, a uvazujme
i=1

vektor exponentl ¥(c) = (e1,...,€x@,))- Pro ci, ..., c; bz-hladkych hodnot plati

k k

[ ¢ je ¢tverec < > #(c;) mé samé sudé souradnice.

i=1 i=1
Pokud tedy vsechny vektory v(c) redukujeme modulo 2 a budeme na né nahlizet
ve vektorovém prostoru (Zg)”(bZ), muzeme problém hleddni neprézdné mnoziny
¢isel, jejichz soucin je c¢tverec, prevést na hledani linedrni zavislosti v mnoziné
vektoru ze (Zg)ﬂ(bZ). 7 linearni algebry vime, Zze pokud je velikost mnoziny vek-
tortt vétsi nez dimenze piislusného vektorového prostoru, pak jsou tyto vektory
linedrné zavislé. Staci ndm tedy najit m(bz) + 1 nesoudélnych dvojic (a,b).

Mame tedy vytesenou celociselnou ¢ast a vratime se k prvni rovnosti , tzv.

algebraické cdsti. Nyni vysvétlime vihodu prace s monickym f v Z|&). Predpokla-
dejme, ze bychom hledali § = a—ba € Z|a] tak, aby [T, 6; byl ¢tverec v Z[«a]. Radi
bychom vyuzili podobny argument jako vyse v Z, nicméné obecné Z[«a] nemusi
byt Gausstuv obor, tudiz nemusi existovat jednoznacény rozklad na ireducibilni
¢initele. Budeme tedy misto toho pracovat v okruhu algebraickych celych cisel
Zy (definice 3]), coz je Dedekindtiv obor, a misto prvka a — bar budeme pracovat
s idedly (a — ba)Zg. V Dedekindové oboru mame zajistén jednoznaény rozklad
idedl na prvoidedly. Jediny problém je, ze « neni celistvy, tedy Z[a] € Z. Ale
méame k dispozici celistvy & = aqa, a tudiz Z[¢] C Zg. Také (a—ba)Zk je lomeny
ideal, ale 1ze jej zapsat nasledovné

(a —ba)Zy = (ag - a7)(a — ba)Zy = (aaq — b&)Zg - (agZx) "

Ne zcela trividlni teorie, kterd je jiz popsand podrobné v pracich [22] 24],
vyusti v nasledujici vétu, jez poskytuje navod na prosivani v algebraické casti.
Piebirdme zavedené znacen{ a definice dHT

Véta 10. Bud p nespecidlni prvocislo, p t aq, kde aq je vedouct koeficient poly-
nomu f, ddle bud f = [[t; mod p rozklad na ireducibilni polynomy a a,b € Z
nesoudélné. Pak plati nasledujici:

o Pl =11; P, kde P, = pZy + t;(&)Zk jsou po dvou rizné prvoidedly nad
p. Navic jsou to pravé vSechny prvoidedly nad p.

o Pro kazZdy prvoidedl P nad p existuje pravé jedno rp € Z,, které je korenem
f modulo p. Pokud P # P', pak také rp = rp:.
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e Pro dané rp je a = brp mod p < aaq — b € P.
e valp ((aaq — b&)Zr) = val, (N (a — ba)).

Samotné prosivani v algebraické ¢asti probihd analogicky prosivani v celoc¢i-
selné ¢asti. Nejprve stanovime mez hladkosti by, prochazime nespecialni prvocisla
mensi nez tato mez a ovérujeme, zda f ma néjaky koren modulo p. Tyto koreny
si zaznamenavame a do faktorizacni baze B, pridavame vSechny prvoidealy z roz-
kladu pZ g . Nasledné hledame nesoudélné dvojice (a, b), pro které je (aaq—b&)Z g
soucinem ideédli z By, coz je dle uvedené véty ekvivalentni s tim, zda N (a — ba)
je ba-hladké. Podle vztahu je N(a — ba) = é |F(a,b)|, a protoze predpo-
kladame p t ag (navic lze ukézat, ze pro nespecidlni p je toto splnéno vzdy), pak
staci hledat by-hladké |F'(a,b)|. Rozklad |F'(a,b)| na prvocinitele d& navic také
rozklad (aaq — b&)Zk na prvoidedly.

Definice 10 (Hladké relace). Nesoudélné dvojice (a,b), pro které |F(a,b)| je
ba-hladké a zdroven |G(a,b)| je byz-hladké, budeme ddle oznacovat jako hladké
relace.

Existuji riizné postupy, jak konkrétné volit a prochazet prosivaci oblast, pro
efektivni hledani hladkych relaci. Konkrétni detaily téchto metod vsSak nejsou
nosné pro ustredni téma této prace, a proto je nebudeme uvadeét. Stejné tak
vynechame pripad nespecialnich prvocisel.

2.2.3 Faze zpracovani relaci

Abychom dosahli tspéchu v dalsich castech sita a nalezli hledané ctverce,
musime mit dostatek hladkych relaci. U celo¢iselné ¢asti jsme jiz odvodili, ze
postacuje w(bz) + 1 relaci, nicméné chceme, aby to byl sudy pocet. Analogickym
argumentem dostavame, ze m(by) + 1 je dostateény pocet relaci pro jistotu, ze

[T (aaq—0b&)Zk bude kvadrat. Pro vyporadéani se s lomenym idedlem (ay7Z K)_l
{(ab)}
také postacuje, kdyz pocet hladkych relaci bude sudy. Hleddame tedy alespon

27 (max{by, bz }) + 2 hladké relace. Mnozinu vsech hladkych relaci zna¢ime S.

Umime nyn{ sestavit [[g(a — ba)Zg = [1; P** = I? pro néjaky idedl I, ktery
viak nemus{ byt nutné hlavni. Navic chceme vlastné znat pouze v* = [[¢(a — ba),
jenze takové v vitbec nemusi existovat. Kviili tomu po prosivaci fazi dopocitame
jesté tzv. kvadratické charaktery (podrobnosti viz [22], kap. 2.5]), které pridame
k faktorizacnim bazim a zaridime tak s dostatecnou pravdépodobnosti

[I(a—ba)=~?

S

pro v € Zg. Zvysi se tim také pocet hladkych relaci, které musime nalézt (ne-
smime navic zapomenout na podminku sudého poc¢tu hladkych relaci).

Pro kazdou nalezenou hladkou relaci spoc¢itame nyni jeji vektor exponentii
tak, ze v prvni ¢asti souradnic budou prvoidealy z algebraické faktorizacni baze
a kvadratické charaktery, druhou ¢ast souradnic tvori prvocisla z celociselné baze.
Vsechny vektory usporadame do matice, se kterou budeme dale pracovat.
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2.2.4 Linearni faze

Myslenka prevedeni vektorti exponentti do vektorového prostoru nad Zs, jak
jsme ji zavedli viSe, ma uplatnéni i v linedrni fazi. Re§fme totiz zcela obecny pro-
blém hledani linearni zavislosti, na ktery lze uplatnit znamé algoritmy linearni
algebry. Ackoliv by se mohlo zdat, ze se jedna o trivialni problém hledani reseni
homogenni soustavy, je tfeba si uvédomit, ze ridka binarni matice, se kterou pra-
cujeme, muze mit rozmeéry v radech milionti, coz standardnim algoritmim, jako
je napt. Gaussova eliminace, znacné ubird na prakti¢nosti. Vyuzivaji se proto
efektivni iteracni metody, které vyuzivaji praveé ridkosti matice, jako napt. Lan-
czosova blokova metoda [17] nebo Wiedemaniv algoritmus [26], pfipadné jeho
paralelizovatelné vylepseni Coppersmithem [8].

2.2.5 Odmocnovaci faze

S jistou pravdépodobnosti zavislou na kvadratickych charakterech skondi li-
nearni faze uspéchem a nalézame kvadrat v Zy. Radi bychom vsak ziskali kvadrat
ze Z[a], coz ndm umozni nasledujici lemma.

Lemma 11 (|22, véta 2.26]). Bud K = Q[d] ¢iselné téleso, Zk obor algebraickych
celych cisel a f minimdlni polynom & € C nad Z. Pak f'(&)Zk C Z[4).

Z linearn{ faze dostdvame podmnozinu S mnoziny hladkych relaci S, pro kte-
rou [[5 (aaq — b&) je ¢tverec v Zg. Z uvedeného lemmatu dostavame, ze

(7(@)” I (aaq — ba)

je ¢tverec v Z[a]. Protoze S mé sudy pocet prvki, feknéme ‘5’ ‘ = 2k, lze tento
vyraz upravit na

N 2 N 2
(F(aa0))” - T] (ata — bage) = (F'(@)as)" - T] (a — bo)
S S
coz je ¢tverec v Z[al]. )
Nyni mame mnozinu hladkych relaci S, pro kterou plati

(f’(ada)a];)z [ (a—ba)=~* pro~ € Zla]

[I(a—bm)=v* prowveZ

S

(2.3)

Nejprve odmocnime celo¢iselnou ¢ast. Z vektort exponentii zname prvociselny
rozklad v? = [[; p7*. Pro kazdou prvodiselnou mocninu pf spoéitdme zbytek
p;* mod N rychlym moduldrnim mocnénim a vynasobime v Zy.

Jadro odmocnovaci faze nicméné spociva v nalezeni odmocniny v algebraické
¢asti. 'V té sice také v principu zndme rozklad +2, nicméné jeho piimé vyéis-
vice nez presna hodnota 7 zajima ¢(v) = u mod N. Efektivni metodu feSeni na-
vrhl P. Montgomery v ¢lanku [20]. Tuto i dalsi zndmé metody popisuje Pertitka

[22, kap. 3.6.].
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Nez odvodime kongruenci dvou ¢tvercti modulo N, pomoci kterych zkusime
faktorizovat N, ukdzeme nékolik vztahi plynoucich z vlastnosti homogennich
polynomu a jejich derivaci.

d . ~
Lemma 12. Méjme f(x) = Y a;a?, homogenizaci F(x,y) a f(z) = al™ f( )
i=0

monicky. Pro derivace f' a Fy(z,y) = 9E (x,y) plati

o fi(z) = in(x,ad);
o F(cx,cy) = F,(z,y);

oFx(I 1)- 1 F.(x,y).

A

Diikaz. 7 definice homogenniho polynomu plyne F(z,aq) = alf (a%) = aqf(x).
Proto je F,(x,aq) = def/( )-

Parcialni derivaci F' podle x lze zapsat jako Fy(x,y) = y® Z ia; % 7 . Dosaze-

nim do tého rovnosti dostavame druhé dva vztahy ze znéni lemmatu

i—1 d d i—1

A

- c y Zzaz y
T z\'7! 1

F, (, 1) = Ziai () /i Yy Zza o ().
Y i=1 Y Y

Fy(cx, cy) = (cy) Zwl = T (2, y),

Y

0
Hodnotu ¢(7?) Ize nyni vyjadiit dvéma rtiznymi zptsoby. Z vlastnost{ homo-
morfismu je nejprve

6(7*) = (6()" = (mod N),

ale zaroven také s vyuzitim vztahu (2.3) a lemmatu

o(v) = ¢ ((f (ada)ad)2 I (a— ba)) =

S

= (0 (Fu(asnaaaf ™))" I (a0 =

S
2 d+k—2 2
m o a
= (Fx(adp,ad)as 1) . U2 = (;d—l Fx(map> ’ U) :

d+k—2
Muzeme se proto pokusit faktorizovat N pomoci NSD (N ,u %Fx(m, p)v).
Ukazuje se tedy, ze volba vhodnych polynomt f a g je pro faktorizaci pomoci
éiselného sita zcela zésadni otézkou jelikoi pﬁmo ovlivﬁuje efektivitu prosivéni
jicich kapitolach podrobné rozebereme, jak vhodné polynomy generovat Klein-
jungovym algoritmem a jak se volba nékterych vstupnich parametri projevi na
efektivité celého ¢iselného sita.
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Kapitola 3

Generovani polynomii

7 popisu algoritmu obecného ¢iselného sita v predchozi kapitole je zfejmé,
ze uspeésnost pri hledani hladkych relaci (neboli vgtéznost polynomi), a tudiz
rychlost a efektivita celého algoritmu, velice tizce souvisi s kvalitou generovanych
polynomu. Optimalizaci a hodnocenim vlastnosti polynomii a vybérem nejlepsiho
kandidata se budeme zabyvat v kapitole nasledujici. Nyni ve stru¢nosti predsta-
vime tzv. base-m metodu pro generovani polynomi, kterda byla navrhnuta pro
wziti ve specidlnim ciselném situ (Pollard [23]), jez bylo pfimym predchtudcem
obecného ¢iselného sita (GNFS), v kterém lze tuto metodu také pouzit. V roce
2006 vsak T. Kleinjung ptedstavil v ¢lanku [16] novy algoritmus pro generovani
polynomt, ktery z ptivodni metody vychazi, nicméné zavadi nové koncepty, které
prinasi vétsi efektivitu algoritmu. Detaily Kleinjungova algoritmu se budeme za-
byvat po zbytek textu.

Pripomenme, ze v prvni fazi algoritmu ¢iselného sita hleddme dva nesoudélné
ireducibilni polynomy f a g, které sdili kofen m modulo N, pro rozkladané slo-
zené N. V druhé fazi se pak snazime najit co nejvice hladkych relaci, tedy para
(a,b) € Z* nesoudélnych ¢isel, pro které |F(a,b)| a |G(a,b)| jsou hladké hodnoty.
V dalsim textu budeme spolecnou mez hladkosti oznacovat jako B, nicméné je
mozné volit i dvé meze By a B, pro kazdy polynom zvlast. Pripomenme, Ze znace-
nim F(z,y), G(x,y) myslime homogenni polynomy prislusné k polynomim f a g.
Proces hledani hladkych relaci je obvykle oznacovan jako prosivani a je casové
dat polynomy f a ¢ spliujici vyse uvedené podminky a jak ze vsech nalezenych
kandidat vybrat takovy par, ktery minimalizuje dobu prosivani.

3.1 Base-m metoda

Base-m metoda vyuziva prostého rozkladu faktorizovaného ¢isla N v bazi m.
Méjme vhodné zvolené d, obvykle d € {4,5,6}, v zavislosti na velikosti rozklada-
ného N, zvolme m ~ v/N a zapisme N v bazi m, tedy

N:admd—l—ad,lmd’l+...+a1m—|—a0, kde Vi 0<aqa; <m.

d .
Potom miuzeme polozit f(z) = Y a;z" a plati
i=0



tedy m je kofen f modulo N. Proto volime linearni polynom jako g(x) = = —m,
aby oba polynomy sdilely stejny koren m modulo N.

V pripadé, ze base-m rozkladem vznikne polynom f, ktery neni ireducibilni,
ziskame rozklad N primo, protoze pro f(z) = fi(x) - fo(z) je hledany rozklad N
roven

N = f(m) = fi(m) - f2(m).

Ptvodni myslenka base-m metody vychazela z predpokladu, ze baze m je
volena dostatecné velkd, aby polynom f byl monicky, coz umoznuje jednodussi
praci v ¢iselném situ. Jak jsme vSak ukéazali v predchozi kapitole, podminka mo-
nic¢nosti nelinearniho polynomu neni nutnda, a navic praxe ukazala, ze nemonické
polynomy vedou dokonce ke zrychleni celého algoritmu. Pro velkd N (fadové nad
100 decimélnich cifer) ovSsem polynomy generované base-m metodou prestavaji
mit dostatecnou vytéznost.

3.2 Kleinjunguv algoritmus

Thorsten Kleinjung ve svém clanku [16] prichdzi s novym konceptem genero-
vani polynomt, ktery sice z ptivodni base-m metody ¢astecné vychazi, ale snazi
se zhodnotit nové poznatky o hodnoceni vytéznosti polynomt, které prinasi Mur-
phy ve své dizertaci [21I]. Podrobnéji se metodami hodnoceni polynomu budeme
zabyvat az v kapitole [l pro vysvétleni motivace Kleinjungova postupu ale jiz
nyni uvadime, zZe u nelinedrniho polynomu nam jde predevsim o co nejmensi koe-
ficienty u monomii vysokého stupné a fakt, aby mél polynom co nejvice korenu
modulo malé prvociselné mocniny.
rozklddaného ¢isla N a v prechodu vyhradné na nemonické polynomy. Popisme
nyni podrobné, co myslime pojmem base-(m, p) rozvoje a jak ho najit.

Rekneme, Ze jsme nalezli base-(m, p) rozvoj ¢isla N, pokud pro dané hodnoty
d,p,m € N najdeme koeficienty aq, ..., aq € Z takové, ze plati

N =aym® + ad_lmdflp + ...+ almpdfl + aopd.

d .
Nalezené koeficienty pak uvazujeme jako koeficienty polynomu f(x) = Y a;x".
i=0

Ekvivalentné, base-(m,p) rozvoj ¢isla N fika, ze chceme vyjadiit N = F(m,p),
kde F' je homogenni polynom stupné d. Dale budeme uvazovat pouze m a p ne-
soudélnd, protoZe pokud by existoval spoleény délitel | = NSD(m, p), pak 1¢ déli
N. Bez jmy na obecnosti muzeme také predpokladat 1 < p < m < N. Para-
metry d,p a m ale nelze volit zcela libovolné nahodné, protoze ne pro vsechny
kombinace base-(m, p) rozvoj ¢isla N existuje. Pfipomenme, ze chceme generovat
polynomy, které maji malé koeficienty u monomu vysokého stupné. To nabizi mys-
lenku postavit generovani polynomu na iteraci pres vSechny (vhodné) kandidaty
na vedouci koeficient a4 a parametry m a p dopocitavat tak, aby platilo

N = agm® mod p. (3.1)

Ziskdvame navic jednoduchou kontrolu nad velikosti vedouciho koeficientu. Jak
vyuzit princip base-(m, p) rozvoje pro konstrukei polynomu, u kterého jsou i dalsi
koeficienty malé, ukazuje néasledujici véta.

22



Véta 13. Necht N,d,aq € N a oznacme mgy = \/7 Zvolme nesoudelna m,p € N

tak, Ze m > mo a plati N = agm® (mod p). Pak existuje homogenni polynom

F(x,y) = Zamld’,pmnéjzvje

(i) F(m,p) =N,
(it) |ag-1| <p+dag™" a

(177) la;] <p+m pro0<i<d-—2.

Diikaz. Nejprve provedeme konstruktivni dikaz existence takového polynomu.
Poté ukazeme, ze takto zvoleny polynom splnuje podminky na velikost koefici-
ent.

ad (i) Pro dané parametry dokdZeme existenci r;, a; € Z takovych, ze p | r;—a;m’

d ) )
pro véechna 1 <i < d a plati N = 3> aym’p?™ = F(m, p).
i=0

Polozme ry = N a déle rekurentné proi =d—1,...,0

_ riy1—aipamit!
T, = 7p

a; = -5 +0; pro 0 < §; < p takové, ze plati r; = a;m’ (mod p).

Existenci ry_1; mame zajiSténu z predpokladu véty a vhodnou volbou d;

. —a; i+1 v/ s . v 17 v/ . ’
zajistime, Ze podil % bude celoéiselny i v kazdé dalsi iteraci. Navic
pro libovolné 0 <7 < d plati

N- agm® — ag_ym@lp — ... = qgmitipt=icl
i = pd—z’
N = admd + adilmdflp_k L ai+1mz+1pd i—1 _i_,ripdfz
coz jsme chtéli ukazat.
ad (ii) Z vypoctu koeficientu a4—; méme |ag_q| = | "d— =1 L+ 04-1. Odhadnéme proto
nejdrive velikost
d N d

lra_1| = ! }N - admd‘ = 44T
p D 1aq

7 volby mg a predpokladu mgy < m dostdvame odhad

Qq
ra1| = —
p

N

Qq

‘mo m ‘ = (md mi) < C;d(m—mg)dmdl.

Tuto nerovnost dosadime do vztahu pro |as_;| a diky nerovnosti ¢; < p
dostavame

|7“d 1
|ag—1| =
m

-+ 0a- 1<E(m mo)d + g 1<?(m mo)d + p,

coz je hledany odhad.
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ad (iii) Podobnym zpusobem ukaZeme vztah pro dalsi |a;|. Nejdiive si vSimneme,
ze plati
T . .
|a,~| = | ‘ +5z = 5imz = CI,Z‘TI’LZ —T;.
m

7

S vyuzitim tohoto faktu a znovu nerovnosti 0 < 9; < p dostavame odhad
pro obecné r;, konkrétné

= i+l i+1 i+1
Iri| = = |riv1 — azaam ’ =5 aam' T <mtT

Dosazenim do jiz znamych vztahii dostavame hledany odhad

T mi+1
| ZA| +9; <

mt me

O

Zvolime-li f(x) jako dehomogenizaci F'(z,y), uvedend véta nam teoreticky
déva presny rekurzivni navod, jak hledat vhodné nelinearni polynomy f(z). Pro
dané aq a p dopocitame vsechna vhodna m jako feseni kongruence (3.1]) a spoci-
tame base-(m, p) rozvoj N. Princip base-(m, p) rozkladu budeme v nasledujicim
textu Casto pouzivat, proto jej pro prehlednost formulujeme jako algoritmus |3.1]

Algoritmus 3.1 Base-(m, p) rozklad ¢isla N

input : rozkladané ¢islo N, d = deg(f), vedouci koeficient a4, parametry rozkladu m,p
output : koeficienty base-(m, p) rozkladu

1: inicializuj pole R[0..d], A]0..d]

2: R[d]+ N

3:  Ald] < aq

4: M+ m?

5: for(i=d—-1,...,0)

Ri+1]—-Ali+1]-M

6: RJi] +
p
7 najdi vhodné ¢ € Z),
‘ RJi]
: A —= 44

8 [i] U +

M
9: M+~ —

m

10: return A

Pozndmka. Uvedeny postup mé jedno drobné implementac¢ni uskali pti vypoctu
koeficientlt base-(m, p) rozvojem, ktery podrobnéji popisujeme v kapitole [6.1.1]

Linedrni polynom je volen g(xz) = pxr — m, jak jsme psali v kapitole [2.2.1}
Ovérme, ze také polynom f ma kofen m = % mod N spoleény s polynomem g.
7 véty [13] mame vztah F(m,p) = N. Pokud plati p N, pak hodnota p? ma
inverz modulo N, a tudiz plati

F(ijmz <m>:Nzo (mod N)



am= % je tedy opravdu spoleény koren f i g modulo N.

Prakticky timto zptusobem dostavame velké mnozstvi trojic (aq, p, m), kazda
definuje dvojici polynomt f a ¢g. Bylo by tedy vhodné jiz v ramci algoritmu
aplikovat néjaka omezeni, ktera by filtrovala jen ty nejlepsi polynomy.

3.2.1 Filtr polynomialnich kandidata

V kapitole |4] se budeme podrobnéji zabyvat hodnocenim vygenerovanych po-
lynomti a ukaze se, ze lépe jsou hodnoceny polynomy, které maji mensi koeficienty
u monomu vyssiho stupné. Zvolme vhodné horni meze ag maz; @d—1,maz & Ad—2,maz
prvnich ti{ koeficienti polynomu f(z). Spoc¢itame jen prvni tii iterace base-(m, p)
rozvoje a pouze pro kandidaty spliujici dand omezeni opravdu spocitame cely
base-(m, p) rozvoj.

Pro vhodnou volbu p je navic mozné pracovat efektivné s celou davkou kan-
didati najednou.

Véta 14. Zvolme p = Hézl pi, kde p; = 1 mod d jsou prvocisla mensi nez mez B,
tak, aby platilo NSD(aqN,p) = 1 a zdroven p < 41 maz- Pak kongruence (3.1)),
tedy

d

N =ayz® (mod p),

md bud d' Teseni nebo nemd Teseni Zidné. Navic lze viechna tato Teseni zapsat ve
tvary

!
xﬁ = x(ulv“’p‘l) = lez,u%’ (3'2)
i=1
kde 1 < p; < d, pro kazdy jednotlivy scitanec plati 0 < x;,, < p a f | T s
pricemz {x;; mod p;, x;2 mod p;, ..., x;q mod p;} je vsech d reseni kongruence

N = agz? mod p;.

Diikaz. Nejprve objasnime, jak je to s kofeny N = agx? mod p; pro libovolné
pevné i € {1,...,l}. Z teorie ¢isel plyne pozorovani, ze konecné téleso Z,, obsa-
huje primitivni d-tou odmocninu z jedné prave tehdy, kdyz d déli p; — 1. Jelikoz
volime p; = 1 mod d, budou v nasem pripadé d-té odmocniny z jedné existovat.
Predpokladdme NSD(ayN, p) = 1, pak musi také NSD(ag4, p;) = 1. Proto existuje
¢ € Z takové, ze NSD(c, p;) = 1 a zaroven

c=— =2z (mod p;).

V piipadé, Ze najdeme alespon jedno FeSeni kongruence ¢ = z? mod p;, pak vy-
nasobenim kazdou z d odmocnin z jedné dostavame pravé d reseni.

Pro existujici feSeni ziskdvame pifmocarou aplikaci Cinské zbytkové véty
v Lagrangeové algoritmu d' feSen{ x; v uvedeném tvaru. O]

Z rovnosti vidime, Ze vSech moznych d' feSeni, které lze zapsat jako x; na
levé strané, dokdzeme vyjadrit jako linearni kombinaci pouhych d - [ proménnych
x;,, z pravé strany. To umozinuje efektivni praci s celou davkou polynomi, ne-
bot kazdé z feseni definuje jednoho polynomialniho kandidata. Multi-indexovou
notaci i proto budeme dale oznacovat vzdy vsSechny proménné korespondujici

s prislusnymi feSenimi (3.1]).

25



Pokusme se nyni tento davkovy princip uplatnit pri kontrole velikosti koefici-
enttl. Z véty [13| plyne, ze pro m volené blizko k my umime najit koeficient ay_1
radové stejné velky jako agq a dalsi koeficienty radu m, pokud p < m. Predpo-

!
kladdme [] = p < m, je tedy v nasem zajmu zajistit, aby p bylo souc¢inem jen
i=1
nékolika malych prvocisel.

Abychom dodrzeli predpoklad, ze pracujeme s fesenimi lezicimi blizko my,
a udrzeli tak koeficient ay_; dostatecné maly, zvolme prirozené m nejblizsi naso-
bek p vyssi nez mo. Pak m; = m + z; je ziejmé d' FeSeni (3.1]) blizko my. Pro
vSechna p1; € {1,...,d} definujme

) mt gy, prot =1,
My = .
Ty pro ¢ > 1.

Tedy i tato posunuté reseni umime zapsat jako linearni kombinaci dl proménnych

l
ml’—’: = Zm’L?MZ'
=1

Podle Véty jsou nyni zbylé koeficienty a; ; pro 0 < i < d—1 jednoznac¢né ur-
¢eny, navic jsou diky volbé my blizko mg koeficienty aq_, ; dostatecné malé. Nyni
chceme vybrat jen ty hodnoty /i, pro které budou primérené malé i koeficienty
aq—2 - Pro efektivni postup chceme stale pracovat s celou davkou soucasné. Uka-
zeme, jak najit dl parametri, které budou efektivné reprezentovat celou davku
d' koeficientt ad—1,4-

Z algoritmu [3.1] plyne pro libovolné /i platnost

d—1 _
ag_1zmy - =741 (mod p) (3.3)
a soucasné
N — azmé
_ i
Td—1 = .
D

z ’ z / agmgg
Dosazenim za rq_; do (3.3)), vyndsobenim obou stran kongruence vyrazem %=

a aplikaci vztahu (3.1)) dostavame vzorec pro vypocet vSech koeficientti ay_; pri-
slusnych k i modulo p

agmz N — agm
N p

Qa1 = (mod p). (3.4)
Nasledujici pomocné lemma oztejmi volbu hledanych dl proménnych pro re-
prezentaci davky aq_1 7. Znaceni piebirame z predchoziho textu.

Lemma 15. Zvolme pevné i € {1,...,d} a dvojici vektori lisicich se pouze
v i-té souradnici IE = (Mla Y RRE 7,ud)7 la = (ﬂla s mﬁia s 7ﬂd)7 kde Hi 7& ,az
a pj = g pro j #i. Pak rozdil ag—1z — a,_ z modulo p zdvisi pouze na soutad-
nicich p; a fi;.

Dikaz.  Zvolme jinou dvojici vektora lisicich se pouze v jedné soutradnici
V= (... Vi...,vq), V= (Vh,..., V..., V), kde v; # v; a v; = v; pro j # i
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a zaroven ; = v; a [i; = ;. Nezavislost rozdilu aq_1 7 — a;_, i modulo p na
souradnicich j # i dokdzeme, pokud bude platit

g-17 = g 17 = Gd-15 — g5 (mod p).

Podle vztahu (3.4)) je

d
ag N — admé N — agms
Q-1 = Qg1 = 3 | m =

o (Vlowomg e ni))

N P P

Pro k # i plati py, | z;,, pro libovolné yu;, tudiz
mod L), (3.5)

Mg — Mg =g = T; = Tip, — Tip =0 ( b
(3

To aplikujeme do vztahu vyse a s vyuzitim vzorce pro vypocet rozdilu dvou

mocnin dostavame

d+1 d+1 d+1 d+1
agq N(mﬁ—mﬁ) - ad<mﬁ+ —mﬁ+ ) _ag —ad(ml{r —ml{“ ) B
N p p N p
A+l 4 . i
” —aq(mg —my) ; mym )
=—- = (mod =).
N p pi
Dalsim vyuzitim vztahu (3.5)) dostdvame
e d—j, _j—1 _ d—1 P
> mg mL = (d+1)mz " (mod ;),

Jj=1

proto také s aplikaci (3.1)) plati

d+1

d—j_j—1
0 —ag(mg — mﬁ) ]gl my ]m]ﬁ ag —aq(Tip, — gy (d+ 1)m% B
N p - N p -
_ ag(d+ 1) (@i, — Tip) (mod )

p Pi

Hodnota p sice neni invertibilni modulo £, ale ¢len z; ;. — x; ,. 1ze £ vydélit a p;
i) s s i
jiz inverz modulo pﬂ_ mé. Diky tomu umime vyjadrit

(3

Di i Di
L — ded Li.p; Liv; d p
Ag—1,7 — Qg1 5 = — (mod —),
Di P Di
tedy plati
p

Ad-1ji— g 15 = Gd15—g_15 (
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protoze p; = v; a fi; = vj;.
Zbyva nam vyTtesit situaci modulo p;. Z vlastnosti p% | @4, pro libovolné y;
plyne

d d
Mg — My = Z Ljp; — Z Ljv; = Lip; — Liw; = 0 (mOd pi)?
J=1 J=1
jelikoz p; = v;. Proto mame
N — agm® N d
_ agmpg admﬁ AqMmi — agm;
Qqg—1,0 — Qd—1,0 = N — =0 (mod pl)

P N p

Analogicky, a; 7 = a, ;7 (mod p;). Aplikac Cinské zbytkové véty dostavame
tvrzeni. ]

Véta 16. Bud 1 <i <1l al < p; <d. Ezxistuje dl hodnot Ciu takovych, Ze libo-
volny z d' koeficientii aq—1 5 lze vyjddrit jako linedrni kombinaci téchto dl hodnot

l
ad_17ﬁ = Z eivui'
i=1

Takto vyjddrené aq—1 ;z splniuje

N — agmé

d—1 [
p

aq—1,7M ﬂ’

(mod p) (3.6)

a lze ho proto pouZit v base-(my, p) rozvoji N.

Diikaz. Vztah je kongruenci modulo p, proto staci najit hodnoty e; ,; také
pouze modulo p (tato redukce vSak neni nutna). Navic hodnoty e; ,, nejsou urceny
jednoznacné, protoze je mozné odecist libovolnou konstantu od hodnot e; . pro
vSechna ji; a piicist stejnou konstantu ke vSem hodnotam ey ;. Podle lemmatu [L5]
rozdil ag—1,7—a,_, 7 modulo p zavisi pouze na souradnicich y; a fi;, proto muzeme
polozit napriklad

€1, = Ad—1,(u;,1,..,1) mod p pro 1 < p; < d,
eip1=0prol<i<la
Ci; = Ad—1,(1,.1,p5,1,..,1) — @d—1,(1,...,)) mod ppro 1 <i < lal<p; <d kde
f; je na i-té souradnici.
m

Poznamka. Uvédomme si, ze dokazana véta neni navodem, jak najit hodnoty

a4—1,, prakticky je umime dopocitat z base-(my, p) rozvoje N. Pfinosem véty je
zjednodusenti, jak z dl dopocitanych hodnot vyjadrit zbyvajici do celé davky.

Nyni se konecné dostavame k odhadu koeficientu ay_5. Ukazme nejdiive, ze

miizeme k polynomu f(z) pii¢itat nasobky (pxr — m)z? 2, aniZ bychom poru-

sili vlastnosti, které od polynomu pozadujeme. Pro libovolné k € Z oznac¢me
m

f = f(z) + k(pr — m)x?? a F homogenizaci f. Pak spole¢ny kofen m = o e

také kofenem f modulo N, protoze

fm) = f (Z) + k- (p?j —m) (7;)“ =0+Fk-0- <7;>d2 =0 (mod N).
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A také base-(m, p) rozvoj ¢isla N zustane zachovan, jelikoz

d—2
_ m m
F(m,p) = F(m,p) + kp*™! (pp — m) <p> = F(m,p) = N.

Mohu tedy zmensovat koeficient ay_s ; o libovolny celociselny nasobek mj (na
tkor zvétseni koeficientu aq_1 7 0 stejny nasobek p, ale predpokladdme p < my).
Aproximujme libovolné mj; ~ m, protoze mj se od m bude lisit maximalné o [ - p.
7Z véty (13| dostavame, Ze pak je zhruba aq_s; ~ m. Cim blize bude podil %

néjakému celému cislu, tim vice bude mozné koeficient a4 ; pomoci celociselnych
nasobklt m zmensit. V nasledujicim tvrzeni uzivime zavedené znaceni.

Tvrzeni 17. Pro1 <i¢ <l al < p; <d poloime

—d
N —agm o agdzy, ey,
ho= 50— @ hipyy=———75"~— :
p m p p
Pak lze aprorimovat
Ad—2,ji Zl
— 4, ~ .
m ~ ho + h%lti’

=1

Diikaz. Protoze uvazujeme p < my lze pomoci rekurze z véty [13| aproximovat

d d—1
Ad—2,i _ Td—2,0 N — AaMmpg — Qd—1,gMg P

m md—l med—l

Ziejmé je m = (m+ (mz—m))". Pro n € {d,d — 1} nahradime m}; binomickym
rozvojem az po stupen d — 1 u m. Dostavame

— d _ _md-1 —d - d—1 o - d—1
N —agmy — ag_ygmg p N —ag(m®+dm* " (mz —m)) —ag_1zm*'p _

~

medfl medfl
. N — (ldmd —add(mﬁ — m) _ Qq—1,3 _
p2md—1 p2 P
l
- h[) + Z hi,ui- L]
1=1

I v tomto pifpadé jsme tudiz ukézali, Ze celou davku d' hodnot “=2£ lze
vyjadiit jako linearni kombinaci dl hodnot wx;,; a e;,,. Pro libovolnou ddvku
d' polynomt definovanych pomoci trojice (aq,p,mz) umime najednou efektivné
zkontrolovat, zda koeficienty u tii nejvyssich mocnin budou dostatecné malé.

Praveé vybér téch kandidati, pro néz jsou hodnoty % blizko celému cislu,

Vv

l
ktery jsme také implementovali. Zvolme ' = | 1| a misto ho + 3 h;,, spocitejme
i=1

dvé mnoziny o d' hodnotéch

4 4
Hlﬂ = {ho + ; hi,ui — Ulo + Z:l hi,mJ} a



Mnoziny sefadime podle velikosti a najdeme nejvétsi n takové, ze n-ty prvek H, z
lezi v e-okoli n-tého prvku z Hj ; pro € = ad‘fﬂ# Za kandidaty oznac¢ime prvnich
n hodnot /i.

Vybér vyhovujicich polynomt z d' kandidati tedy spoéivi ve vygenerovani
mnozin H; ; a Hy z v case O(dl), sefazeni lze udélat efektivné v primérném case
@) (dé log d%) a najiti hranice dobrych kandidatt je v sefazené mnoziné otazkou
zhruba O(llogd) kroka. V pruméru tedy zkontrolujeme jednoho polynomidlniho
kandidata v case O (ld’% log d). Proto chceme volit [ co nejvétsi. Prilis vysoké
[ vsak na druhou stranu muze mit za nasledek nevygenerovani zadného kandi-
data, protoze nenalezneme dostatecné malé kandidaty. V prabéhu implementace
jsme empiricky dosli k zavéru, ze je vhodné volit | € {4,5,6, 7} v zavislosti na me-
zich koeficientli a mezi pro prvocisla B,. Podrobnéjsi zkoumani ale nebylo mozné
vzhledem k obrovskym c¢asovym narokiim na prosivaci fazi, které algoritmus ¢i-
selného sita ma pro velka cisla.

Ve zkratce probihd generovani polynomt Kleinjungovym algoritmem takto:
Zvolime vhodny stupen d vzhledem k velikosti rozkladaného ¢isla (podrobnéji
fesime v kap. a iterujeme pfes malé vedouci koeficienty. Pro kazdé a,
prochazime vSechna p (sou¢iny ! malych prvocisel), pro které ma kongruence
aﬂd = 2% mod p pravé d' feseni, které znacime mg, a pozadujeme, aby tato zajistila
malé koeficienty aq—1 7 (viz véta . Popsanym davkovym zpracovanim najdeme
a vybereme jen ta i, pro ktera je také koeficient a4_o 7 dostatecné maly. Na zavér
dopocitame zbylé koeficienty z base-(mj ,p) rozkladu. Cely postup Kleinjungova
algoritmu shrnujeme v pseudokédu jako algoritmus [3.2] se zavedenym znadenim.

Pozndmka. Thorsten Kleinjung v roce 2008 publikoval jesté dalsi verzi algoritmu
pro generovani polynomi, kde navrhuje efektivni postup jak velikost koeficientu
aq_o PFi generovani omezit. Tato verze algoritmu je popséna v préaci [24], my jsme
se ji vice nezabyvali.

30



Algoritmus 3.2 Kleinjungtv algoritmus

input : rozkladané ¢islo N, d = deg(f), meze koeficientt aq maz, @d—1,maz> Gd—2,maz>
mez | pro pocet prvociniteli ¢isla p, mez pro tyto prvocinitele B,

output : polynom f(z) sdilejici kofen modulo N s polynomem g¢(z) majici prvni t¥i
koeficienty mensi nez zvolené meze

1: P+« {r=1modd|r prvocislo a r < By}

2: ag<+ 0

3:  while (aq < g maz)

4: ag < aqg+1
5: Q < {r € P| — # 0 mod r je d-t4 mocnina modulo r}
aq
6 : mo < “
7 for ( CQ|P/|—lp—H7’<ad 1,maz)
rep’
8: for (i =1,...,1)
9: for (n; =1,...,d)
10 : spocitej prislusnd x; ., M p;,€ip; [ vie véta [ ald
11 spocitej pifslusnd ho a hj, // viz véta D
aq—
12 ¢ ¢ —d-Zmar
m
!
13 najdi vektory ji, pro které hg + Z iy, mod Z € [—¢, €]
i=1
14 return polynomy pfislusné (a4, p, mj)

// Z base-(mﬁ,p) rozvoje N s vedoucim koeficientem aq
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Kapitola 4

Hodnoceni polynomu

Zpusobem popsanym v predchozi kapitole ziskdme mnoho polynomi, které
nam vsSechny teoreticky umoznuji rozlozit dané N. Nicméné, jak jsme jiz vyse
zminovali, volba polynomu zasadné ovliviiuje dobu béhu celého ¢iselného sita.
Proto budeme chtit generované polynomy néjakym zptusobem hodnotit a pro dalsi
faze Ciselného sita vybrat nejvhodnéjsi polynom. Jak jsme popsali v kapitole 2]
hleddme polynom, pomoci kterého ziskame velké mnozstvi hladkych relaci, tedy
polynom s velkou vytéznosti.

Jednim moznym zptsobem, jak zvolit polynom s nejvétsi vytéznosti, je spustit
tzv. zkuSebni prosivani, kdy na malém vzorku prosivaci oblasti prosivame pomoci
kazdého polynomu a zvolime ten, ktery da nejvice hladkych relaci. Tato metoda je
vsak vhodnd jen pro malé mnozstvi polynomii; zkusebni prosivani s desitkami ¢i
stovkami polynomi by bylo neimérnou zatézi pro béh celého algoritmu. Proto bu-
deme nejdrive hledat jinou, efektivnéjsi metodu, ktera by vygenerované polynomy
sefadila podle ocekavané vytéznosti, a bud rovnou vybereme nejlepsi polynom,
nebo s nékolika nejlepsimi provedeme praveé popsané zkusebni prosivani.

V nasledujici podkapitole nejprve popiseme vlastnosti, které ovliviuji vytéz-
nost, a pro kazdou vlastnost odvodime metodu jak polynomy na zakladé této
vlastnosti efektivné hodnotit. Vyjdeme z vysledki, které publikoval B. A. Murphy
ve své dizertaci [21]. V oblasti jeho zajmu vSak byly pouze monické polynomy ge-
nerované jednoduchou base-m metodou, ukazeme proto rozsireni i pro nemonické
polynomy generované base-(m, p) metodou, tudiz polynomy ziskané z Kleinjun-
gova algoritmu. V casti vysvétlime Murphyho model, jak hodnoceni vlast-
nosti zkombinovat. Vypocetni ndro¢nost kombinované metody je ovsem vysoka,
neni tudiz praktické hodnotit timto zptsobem vsechny vygenerované polynomy.
V zavéru proto popiseme, jak nejprve vygenerované polynomy optimalizu-
jeme vzhledem k definovanym vlastnostem a efektivnimi metodami hodnoceni
identifikujeme a do dalsiho zpracovani nepropustime ty, které nelze dostatecné
dobte optimalizovat. Na zavér kombinované hodnotime jen ty polynomy, které
uspésné prosly celym procesem optimalizace. VSsechny uvedené aspekty optima-
lizace a hodnoceni polynomii jsme také prakticky vyuzili pfi implementaci algo-
ritmu.
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4.1 Vlastnosti ovlivnujici vytéznost

V celé kapitole budeme pracovat s polynomem f € Z[z]| stupné d > 4 a jeho
homogenizaci F(x,y) = y® - f (%) € Z[z,y]. Jak jsme diskutovali v kapitole ,
vytéznost polynomu f na néjaké oblasti S C Z tzce souvisi s prvociselnym roz-
kladem hodnoty F'(a,b) pro a,b € S. Zaméiime se proto na studium vlastnosti
homogenniho polynomu F. Podle dosavadnich vysledku ([3} 4, 12, 16, 21, 27])
ovliviiuji vytéznost polynomu f dva faktory — wvelikost koeficientu a korenové
vlastnosti.

4.1.1 Velikost koeficientu

Aby mnoho polynomiélnich hodnot v prosivaci oblasti bylo hladkych, je zrej-
mé, ze se budeme snazit, aby tyto hodnoty byly co nejmensi. Dobrym ptredpokla-
dem je omezeni velikosti koeficient® polynomu.

Zvolime vhodnou mez M a budeme pozadovat |z| < M i |y| < M, tedy
(x,y) € M =[—M,M] x [-M, M] CZ x Z. Oblast M budeme déle oznacovat
jako prosivaci oblast. Uvazujme nyni a > 0,b > 0, ze vztahu F(a,b) = bef (%)
plyne nasledujici:

o F(a,—b) = (=1)1F(—a,b);
e F(—a,—b)=(—1)F(a,b).

Na mistech, kde budeme v dalsim textu pracovat s hodnotou |F(z,y)|, se tudiz
muzeme bez Gjmy na obecnosti omezit na praci s oblasti M’ = [—M ,M] x [1,M].

Déle zvolme vhodnou mez hladkosti 1 < B < M na této oblasti. Kvalitu poly-
nomu F' (pfesnéji dvojice polynomu F, G) budeme posuzovat dle jeho vytéznosti,
tedy tuspésnosti pri hledani hladkych relaci. Konkrétné chceme spocitat pocet
(a,b) € M, pro které |F(a,b)| je B-hladka hodnota (polynom G zaclenime poz-
déji). Z kapitoly vime, ze umime pocet vSech B-hladkych hodnot na néjakém
intervalu [0, r] (znac¢ime ¢ (r, B)) zhruba odhadnout jako

Inr
rp InB)/’

kde p (11:11]’;) zastupuje pravdépodobnost, Ze ndhodné celé ¢islo z intervalu [0, 7] je

B-hladké. Pro odhad poétu dvojic (a,b) z prosivaci oblasti, pro néz |F(a,b)| je
B-hladka hodnota, proto pouzijeme vzorec

3 '0(111‘5;(21))')'

(a,b)eM’
NSD(a,b)=1

Navic hledame dvojici polynomu F, G, které chceme generovat tak, aby v prosivaci
fazi algoritmu ¢iselného sita prinesly co nejvice hladkych relaci, tedy nesoudélnych
dvojic (z,y) € M, které vedou na hladké polynomidlni hodnoty jak |F(z,y)],
tak |G(x,y)|. Budeme-li se drzet zavedeného predpokladu vzajemné nezavislosti
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hladkosti polynomiédlnich hodnot |F(z,y)| a |G(z,y)|, miZzeme pocet hladkych
relaci v prosivaci oblasti M’ aproximovat jako

5 p(lnlﬁ(gb)\>p<1n|§l(gb)l>7 (4.1)

(a,b)eM’
NSD(a,b)=1

pripadné nahradime spole¢nou mez B za Bp resp. Bg, pokud uvazujeme jinou mez
hladkosti pro polynom F' resp. G. Korektnost vzhledem k definici Dickmanovy
funkce je zajisténa predpokladem ireducibility f i g v Z[z].

Pravdépodobnost, ze dvojice (a,b) € M’ je nesoudélnd, je pro dostatecné
velké M rovna %, odvozeni této hodnoty lze nalézt napiiklad v knize [I1]. Pfi
vyuziti zavedeného predpokladu vzajemné nezavislosti jevii nesoudélnosti (a, b)
a hladkosti polynomialnich hodnot mtizeme primé ovérovani nesoudélnosti dvojic
(a,b) nahradit ndsobenim touto pravdépodobnosti. Vzorec pak pocitame

jako
6 In|F(a,b In|G(a,b
L p( |1(B )I)p( |1(B )|>.
™ (abem n n

Rada autoru pro aproximaci po¢tu hladkych relaci v prosivaci oblasti M’ vyuziva
spojitou variantu uvedeného vzorce, pravdépodobné z vypocetnich divodi. Tuto
verzi prejimame a jako referencni vzorec pro dalsi vypocty budeme uvazovat

In |F(x In |G(z,
S ffo(Ms ) (Mg aennao

kde
F(.Q?,y) pOkUd F(a:,y) ¢(_171)7
1 jinak.

F(&?,y):{

Toto drobné omezeni je nutné pro zajisténi korektnosti s ohledem na definici
Dickmanovy funkce jen pro nezaporné hodnoty. Neformalné fe¢eno, nam vznikaji
jakési ,diry“ v (nyni spojité) prosivaci oblasti kolem bodu vedoucich ke korentim
F a G. Empiricky jsme zjistili, ze v pripadé polynomu stupné 4 zaujimé kazda
7 téchto ,,dér* plochu maximalné o velikosti (107%)2, v pifpadé polynomu vyssich
stupnu se jedna jesté o radoveé mensi ¢islo. Horni mez na procento takto zanedbané
oblasti lze obecné vyjadrit jako W coz je prod = 4 a M = 10° rovno
pfiblizné 2-10726%. Chyba zpiisobené timto omezenim je tedy zcela zanedbatelna.

Vypocet hodnoty je vsak relativné naroc¢ny a pii velkém mnozstvi dvo-
jic polynomti F' a G by se stal netmérnym zatizenim celého algoritmu ¢iselného
sita. Proto se nyni pokusime o nékolik zjednoduseni tohoto vypoctu, ktera sice
vnesou do hodnoceni polynomi néjakou chybu, nicméné budeme predpokladat,
ze tato chyba je zanedbatelna vzhledem ke zrychleni vypoctu, které zjednodu-
Seni prinesou. Predpoklad navic podpirame empirickymi daty ziskanymi v ramci
experimentu, ktery popisujeme v kapitole [6.2]

U base-m metody pracujeme s homogennim polynomem G(z,y) =  — my pro
pevné m =~ Ni, v piipadé base-(m, p) metody uvazujeme G(x,y) = pxr — my pro
pevnam ~ N T g p < m. Hodnoty (z,y) jsou v obou ptipadech brany z prosivaci
oblasti M’ = [-M, M] x [1, M]. Volbu meze M vsak pfedpokladdme (a v praxi
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také volime) o nékolik Ffadu mensi nez N i resp. N ﬁ, abychom omezili dobu
prosivani. Koeficient m bude proto v G(x,y) dominantni pro libovolnou volbu
(x,y) z prosivaci oblasti. Lze tudiz predpokladat, ze hodnota In |G (z,y)| se pres

prosivaci oblast nebude prilis ménit, a mizeme vynechat i vypocet p (W),
aniz bychom porovnani zatizili ptilis velkou chybou.

Vypocetni narocnost funkce p je vsak netrividlni a pro porovnavani velkého
mnozstvi polynomii F' je tento odhad jesté treba zjednodusit. Dickmanova funkce
p(u) je klesajici. Proto pro (a,b), (¢/,0') € M’ je |F(a,b)| > |F(a',b")| pravé kdyz

(lnlﬁ'(chb)’ < <1n|ﬁ’(a’,b')|
n B =P n B

lizaci [[ p (W) dz dy je mozné pouzit minimalizaci [[ |F(z,y)|dzdy. Pro
M M

). To nabizi heuristicky argument, Ze pro maxima-

nalezeni vhodnych poynomt se tedy jevi jako moznost vybirat ty, pro které je

J[ 1Pyl dzdy
e

co nejmensi. Absolutni hodnota vSak neni spojita funkce, z vypocetniho hlediska
je proto vyhodnéjsi poéitat L?-normu

\l// F%(x,y)dx dy. (4.3)
ot

Jelikoz pracujeme s obrovskymi hodnotami, je pohodlné pro ucely porovnani
uvazovat logaritmus této hodnoty, volitelné je pak mozné vynechat odmocninu

In (A/A F?(z,y) dxdy) .

Neumime prinést rigorézni argumenty, zZe je popsané zjednoduseni opravnéné,
nicméné praxe ukazuje, zZe zaména presné¢ho vypoctu pomoci Dickmanovy funkce
([4.2)) za odhad pomoci L*-normy je mozna s uspokojivymi vysledky. Za tce-
lem odhadu chyby vnesené timto zjednoduSenim jsme provedli experiment, ktery
navic ukazal, ze je mozné i dalsi vyrazné zjednoduseni vypoctu se srovnatelnymi
vysledky pri porovnani polynomii. Podrobnéji tento experiment popisujeme v ka-

pitole

Velikost zkosenych koeficientti

Dosud popsany pristup se hodi pro polynom f ziskany z base-m metody,
ktery ma vsechny koeficienty radové stejné velké. My budeme dale pracovat s po-
lynomy z base-(m, p) metody v Kleinjungové algoritmu, proto je t¥eba uvedeny
postup mirné zménit. Maji-li hodnoty F'(z,y) byt co nejmensi, musime koeficienty
u monoclent s vyssim stupném zmensit, coz se promitne do vyrazného zvétseni
koeficient® u monoclent nizsiho stupné. Pokud bychom polynom f zapsali s od-
radkovanim po kazdém monoclenu, vizualné dochazi ke zkoseni tvaru polynomu
(priklad viz obr. , proto budeme timto zptusobem upravené polynomy déle
oznacovat jako zkosené (anglicky skewed). Zkosené polynomy nas budou zajimat,
protoze jsou vystupem Kleinjungova algoritmu (viz véta .
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fi(z) = 208755831981502781461 - 7
+ 965399696680667191836 - 2
+960996358064245284662 - 2
+260498118977004930560 -
+ 775890222450124624696 - 2
+330920632919740624389

Polynom generovany base-m metodou.

fo(z) = 5340 - 2°
— 181518938024032 - z*
+ 1814988218032924459794632 - z*
— 350044386037941859685977462212 - x>
+ 3458713064207872974281899601900193 - x
— 352276330613888573945325126209507594616

Polynom generovany base-(m, p) metodou.

Obrézek 4.1: Priklad nezkoseného a zkoseného polynomu pro N se 124 decimal-
nimi ciframi.

Zkoseni polynomu f (a v dusledku toho i homogenniho F') vynucuje také rede-
finici ¢tvercové prosivaci oblasti. Protahnutim oblasti ve sméru z-osy a zizenim
ve sméru y-osy dosdhneme prirozeného vyrovnani vahy zkoseného polynomu. For-
méalné, zvolime vhodné (tj. aby ztstala zachovana stejna plocha jako u M) meze
A a B a budeme pracovat s prosivaci oblasti S = [-A, A] x [-B,B] C Z x Z.
Takovou prosivaci oblast budeme déle oznacovat jako zkreslend oblast (anglicky
skewed area), protoze difve uzivany pojem ,zkosend oblast“ je z geometrického
hlediska zavadéjici. Podobné jako v predchozim ptipadé staci u homogenizovanych
polynomt pracovat pouze s polovinou oblasti v kladné poloroviné, tedy oblasti
S = [-AA] x [1,B] C Z x Z. Pracovat budeme také s parametrem zkreslent,
neboli pomérem s = %. Vliv parametru zkresleni s na tvar prosivaci oblasti, ve-
likost koeficientt polynomu F(x,y) a hodnoceni polynomu L?mnormou shrnuje
nasledujici lemma.

Lemma 18. Bud's parametr zkresleni, M = [—M, M| x [—M, M| pivodni ctver-

d ) .
covd prosivaci oblast a F(z,y) = 3. c;xy?™" homogenni polynom. Pak
i=0

(i) zkreslend prosivaci oblast je S = [—M /s, M\/s] x [—%, %],

d
1—5|.
c;s' T 2;

d
(ii) pro (a,b) € S libovolné je |F(a,b)| < My

=0
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(iii) pro L*-normu pres zkreslenou oblast plati

;ln (g/}ﬂ(x,y)dmdy) = ;ln (M2d+2 //F2 xs y)da:dy)

Dikaz.

ad (i) Z definice parametru zkresleni a z pozadavku na zachovani stejné plochy
prosivaci oblasti sestavime jednoduchou soustavu rovnic

A_
B—S
A-B=M

VyfeSenim této soustavy dostaneme volbu pro meze A = My/s a B =
tudiz S = [—M /s, M\/s] x [—%, %]

ad (ii) Vyuzitim trojihelnikové nerovnosti a dosazenim meznich hodnot z prosi-
vaci oblasti, tedy a = M/s a b= %, ziskdme horni odhad pro |F'(a,b)|

()

ad (iii) Dosazenim vysSe odvozenych mezi prosivaci oblasti S a aplikaci véty o sub-
stituci pro urcité integraly dostdvdme vztah pro L?-normu

;ln(Z/FZ(x,y)dxdy):;I 4 / F(z,y)dedy | =

s

d d

< Z c;a'b < Z (M

i=0 =0

d

:Md.z

=0

_d
;s 2.

I

1 M2d+2
=—In //F2 xs y)dxdy)

m

Ze vztahu v bodé (ii) vyplyvd, Ze i-ty monom polynomu F(z,y) je shora
omezen hodnotou M dcis(i_g). To implikuje moznost stanovovat rizné meze pro
parametr zkresleni s tak, aby vhodné ovliviioval nékteré koeficienty (jak uka-
zuje Kleinjung [16] ¢ Bai [2]). Z rovnosti v bodé (iii) vyplyva, ze pro tucely
porovnan{ polynomt F(z,y) L>-normou neni nutné uvazovat velikost prosivaci
oblasti, postacuje zohlednit parametr zkresleni. V dalsim textu budeme pro ta-
kovou referen¢ni ,jednotkovou® zkreslenou prosivaci oblast pouzivat oznaceni

S = [_\/ga\/ﬂ X [_ﬁaﬁ]
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Geometricky pohled na volbu koeficienti

Jiny thel pohledu na optimalni volbu koeficient polynomu f ptrinasi M. Yang
a kol. v ¢lanku [27]. Minimalizaci polynomialnich hodnot F(x,y), a tudiz vétsi
vytéznost polynomu f, se snazi zajistit priblizenim co nejvétsiho poc¢tu pomeéru
% k realnym korentim polynomu f. Toho lze dosdhnout, bude-li graf funkce f co
nejvice pozvolny a blizko osy x. Studiem vlastnosti grafii polynomickych funkei

d .
dospéli autori k témto pozadavkim na koeficienty polynomu f(z) = 3 a;a":
i=0

(1) koeficient ay_o mé byt zaporny;
(2) koeficienty ay_1 a ag_3 maji mit opacnd znaménka.

Vedouci koeficient ag by mél ziistat co nejmensi a vyrazné lepsich vysledkt dosah-
neme, pokud budeme potencidlni hodnoty a, iterovat v malych krocich, ptrestoze
se proto musime omezit na mensi interval. Priklad vlivu uvedenych doporuceni

demonstruje obrazek [4.2]

4.1.2 Volba stupné nelinearniho polynomu

Optimélni volba stupné d nelinedrniho polynomu f hraje nezanedbatelnou
roli pfi generovani polynomu (jelikoz omezuje maximéalni velikost koeficientii)
a nepiimo tak ovliviiuje dobu béhu celého algoritmu ¢iselného sita. Vsechny nam
znamé zdroje pouze cituji vysledky ptivodniho ¢lanku Buhlera, Lenstry a Po-
merance [0] a prebiraji asymptoticky odhad pro dobu béhu algoritmu ¢iselného
sita

exp {(1 +0o(1)) <dlnd +/(dInd)? + 4ln N# Inln N;)]

pro N — o0, jehoz minimalizaci ziskavaji asymptoticky odhad pro stupen neli-
nearniho polynomu bez dalsiho vysvétleni jako

Q~ 5 0In N

Inln N
pro d =3+ o(1) a N — oo. Oba tyto vzorce jsou i v puvodnim ¢lanku [6] z¢dsti
motivovany pouze heuristicky bez rigoréznich dikazu. Murphy v [21] navic jesté

uvadi, ze v pfipadé polynomu generovanych base-(m, p) metodou lze dobu béhu
algoritmu c¢iselného sita asymptoticky odhadnout lépe pomoci

exp {(1 +o(1) (dlnd +/(dInd)? + 4In N7 Inln Nw)} (4.4)

pro N — oo. Asymptoticky sice dostavame minimalizaci stejny vzorec
pro stupen d, nicméné v praktickych ulohach nefaktorizujeme nekonecna N.
Proto jsme si polozili otazku, zda pro konecna N neumime asymptotickou chybu
v 0 vyjadrit presnéji.

V dalsim textu jsme se pokusili o sepsani heuristickych argumenti, které
ziejmé vedly Murphyho ke vzorci . Na zakladé toho jsme také dopocitali
optimalni volbu parametru 0 a provedli porovnani volby stupné mezi base-m
a base-(m, p) metodou pro ruzné velikosti N.
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fi(x) = 208755831981502781462° + 9653996966806671918362*+
+ 960996358064245284662> 4 2604981189770049305602>+
+ 7758902224501246246962 + 330920632919740624389
fo(z) = asz® + agx* + asx® + asx® + a1 + ag
f3(z) = a5z’ + auzx® — aszr® — asx® + a1 + ag
pro as = 5340
ay = 181518938024032
as = 1814988218032924459794632
as = 350044386037941859685977462212
a; = 3458713064207872974281899601900193

ap = 352276330613888573945325126209507594616

4x10°7 |
2x10°7 i L f1(X)
(x)
0 x| 2xi00 - 4xfo0 ¥ f3(x)
%1087 |
4x107 |
Grafy funkci polynomt fi, fo a f3.
15x 100 |
10x10% [
50%x10% [
i — F£(X)
L T rr—— 1y fZ(X)
-100000 =50000 » 50000 100000
[ f3(x)
~5.0%10% [
-1.0510 [

Grafy funkci polynomiu fi, fo a f3 v detailu kolem pocatku.

Obrazek 4.2: Vliv koeficientti na graf funkce polynomu.
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Vyrchozim bodem pro tvahy o vypocetni slozitosti algoritmu ¢iselného sita se
ukazalo byt nasledujici lemma.

Lemma 19 (Buhler, Lenstra, Pomerance [6]). Méjme N, d prirozend s vlastnosti
N > @ > 1 a meze M > B > 2 volené v zdvislosti na N a d. Pokud pro ¢islo
r = 2dNaM*! plat’ M > h(B) pro néjakou funkci h spliujici h(B) > 1
a h(B) = B"*°W | pak

2l M > (1+o(1)) (dlnd+ J(dInd)? + 41n N 1n1nNi)

pro N — oo uniformné v d.

Pozndmka. Dikaz lemmatu je uveden v ¢lanku [6, Lemma 10.12.], na tomto misté
jej nebudeme opakovat, nebot pozdéji uvedené lemma drobné preformulujeme (viz
lemma a s vyuzitim myslenky ptivodniho diikazu podrobné dokazeme lemma
nove.

Radi bychom lemma vyuzili pro odhad (alespon heuristicky) doby béhu
algoritmu ¢iselného sita. Jak jsme jiz nékolikrat zminili, druhé faze (prosivani) je
vypocetné nejnaroc¢néjsi a dobou béhu vyrazné prevazuje nad ostatnimi fazemi,
proto dobu béhu celého algoritmu ¢iselného sita nyni aproximujeme pravée dobou
nutnou pro prubéh prosivani.

Prosivaci faze skon¢i, az kdyz nalezneme dostatek hladkych relaci. Oznacme B
spolecnou horni mez hladkosti celociselné i algebraické faktorizacni baze, pak (jak
jsme diskutovali v kapitole hledame alespon 27(B) + 2 > w(B) hladkych
relaci, kde 7(B) znaci pocet prvocisel mensich nez B.

Lemma 20. Uvazujme prosivaci oblast M' = [-M ,M| x [L,M] C Z x Z a méjme
polynomy f stupné d a g linedrni z proni faze algoritmu ciselného sita. Bud F,G
homogenizace téchto polynomii a oznacme r = max(qgper |F(a,b)| - |G(a,b)]|.

(1) Jsou-li f,g generoviny base-m metodou, pak r ~ 2dN a Ma+!,

(2) Jsou-li f,g generovdiny base-(m,p) metodou, pak r ~ 2AN T M+,

Dikaz.

d .
ad (1) Méjme polynom f generovany base-m rozkladem, tedy f = > ¢z a li-
i=0
nearni g(x) = = — m. Kazdy koeficient ¢; 1ze tak shora odhadnout m ~ N a
Pro vSechny dvojice (a,b) € M’ plati |a| < M ib < M. Sou¢in homogenizaci
obou polynom1 lze pro libovolny bod prosivaci oblasti shora odhadnout jako

d
|F(a,b)| - | <3 M (M 4 m) & 2dNIM (45)
i=0

a to bez ohledu na to, zda je f monicky ¢i neni.

ad (2) Polynomy generované base-(m, p) metodou (tedy nas pripad Kleinjungova
1

algoritmu), maji koeficienty mensi, konkrétné |¢;| < m ~ Na+1. Koeficienty

u nejvyssich t¥1 mocnin jsou dokonce mnohem mensi, ale to pro jednoduchost
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nyni zanedbame. Linedrni polynom je g(z) = pxr — m, kde p < m. V tom
pripadé lze souc¢in homogenizaci v rdmci prosivaci oblasti odhadnout jako

d
|F(a,b)| - < |mM| - (mM +m) & 2dN T MO (4.6)
i=0

]

Prosivame pres oblast velikosti fadové M? a z lemmatu vidime, zZe pro

2
polynomy z base-m metody lze uvazovat r = 2dN i M9%*! jako horni mez pro ve-
likosti hladkych hodnot v prosivaci oblasti. Pak ndhodny bod v této oblasti je

B-hladkou relaci s pravdépodobnosti M (viz lemma . Lze tedy predpokladat,
M?2 '1/)(’r B)

ze hodnota je primérené dobrym odhadem poctu hladkych relaci v pro-
sivaci oblasti. V nasem zajmu pochopitelné je volit parametry M a B tak, aby
hladkych relaci v prosivaci oblasti bylo vice, nez kolik jich potfebujeme nalézt,
tedy aby platilo

> n(B),

¢ehoz lze vhodnou volbou M > B jisté dosdhnout.
Zvolme e(B) = =, pak z prvociselné véty plyne (viz také obr. [4.1.2)

B < (1= e(B) < 7(B) < (1 el B) < BP0

Okomentujme prvni nerovnost, kterd nemusi byt zrejméa primo. Pro dostatecné
velké B jisté plati

M?*)(r, B)
r

In B
>In2+Inln B
B = i
Bwws >2-1nB. (4.8)
Limita Blim h’hllnl% = 1, tudiz od jistého indexu musi platit
—00

1 InlnB-1
7 4.
2~ InlnB (4.9)

SloZzenim (4.8)) a (4.9)) dostavame

B <B<lnlnB—1B_B(1 1)
Bwws ~ 2B~ InlnB InB B Inln B
coz jsme chtéli ukazat.

Jinymi slovy z ([&.7)) plyne, Ze funkce 7(B) je B'™°M) pro B — oo a protoze
7n(B) > 1 pro B > 2, spliuje 7(B) vsechny predpoklady pro funkci h(B) v lem-
matu . Budeme predpokladat (pozdéji uvidime, ze v praktickych tlohach je
opravdu splnéno), ze plati N > 2 > 1, tudiZ muzeme pouzit lemma

1
Bl_lnlnB =

2l M > (1+ o(1)) (dlnd—l— V(dInd)? + 40 N 1n1nNé)

M > exp [(1 +o(1)) (dlnd+ J(dnd)? + 41n N lnlnNzliﬂ .

Doba béhu algoritmu ¢iselného sita bude urcité vétsi nez pocet kandidat na
hladkou relaci, kterych je fadové M?2. Dostéavame heuristicky odhad pro dobu béhu
algoritmu ¢iselného sita, kde v prvni fazi vyuzivame pro generovani polynomi
base-m metodu.
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Obrazek 4.3: Odhad funkce 7(B) nerovnosti (4.7)).

Hypotéza 21 (Buhler, Lenstra, Pomerance [0, hypotéza 11.4.]). Pro vsechna
prirozend N, d takovd, Ze N > 2 > 1, lze zvolit meze M > B > 2, Ze algoritmus
ciselného sita s témito parametry uspésné skonci v case nejvyse

exp [(1 +0(1)) <d1nd + \/(dlnd)2 +4InNilnln Nit” (4.10)

pro N — oo uniformne v d. Navic je tato hodnota optimdlni ve smyslu, Ze pro
obecné N, pro vsechna d splnujici N > 2 > 1q pro vsechny volby M, B, pro
které je algoritmus uspésny, je cas potrebny pro béh ciselného sita alespon (4.10)).

Korektnost hypotézy [21] je vSak podlozena argumenty zatiZenymi rigor6zné
nedokazanym predpokladem, ze vétsina rozkladanych N je ,obecnd®, tj. k jejich
rozlozeni je zapottfebi celd doba béhu algoritmu ¢iselného sita, a specialni pripady
(N je mocnina prvocisla, je ¢astecné B-hladké nebo se podafi najit neireducibilni
polynom apod.), které lze rozlozit v rychlejsim case, se vyskytuji velmi ziidka.
Dalsi nedokazanou heuristikou je predpoklad, ze pro dostatecné mnozstvi nasbi-
ranych hladkych relaci algoritmus ciselného sita pravdépodobné tspésné skondi.
Na druhou stranu nam vsak tento predpoklad navic zajistuje, ze v uvedeném case
jsme opravdu schopni faktorizaci provést.

Stézejnim krokem pti formulaci hypotézy 21 je vhodny odhad pro mez M pro-
sivaci oblasti, aby algoritmus ¢iselného sita skoncil uspésné. Zasadnim kritériem
pro zavérecné faze algoritmu ciselného sita je pocet hladkych relaci, ktery je vSak
zavisly na vytéznosti generovaného polynomu. Pokud se tedy v ptripadé volby ji-
ného algoritmu pro generovani polynomu zvysi vytéznost, je intuitivni, ze bude
mozné zmensit M. Zmenseni pro pripad base-(m, p) metody zachycuje vztah (2)
v lemmatu Na zakladé téchto tvah se domnivame, ze k lepsimu odhadu doby
béhu algoritmu ¢iselného sita v pipadé polynomu generovanych base-(m, p) me-
todou vedla Murphyho nizsi horni mez v pripadé polynomi z base-(m, p)
metody. S vyuzitim této meze je totiz mozné lemma [19| reformulovat.

Pozndmka. V pripadé polynomi generovanych base-(m,p) metodou sice uvazu-
jeme prosivani na zkreslené prosivaci oblasti &' = [—-M+/s, M\/s] x [—1, %],
nicméné vzhledem k tomu, ze pozadujeme, aby zkreslena prosivaci oblast méla
stejnou plochu jako puvodni prosivaci oblast, lze pri diskuzi odvozeni odhadu
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z hypotézy [21]| pouzit obdobnou argumentaci i v pripadé zkreslené prosivaci ob-
lasti.

Lemma 22. Méjme N, d prirozend s vlastnosti N > d?” > 1 a meze M > B > 2
2
volené v zdvislosti na N a d. Pokud pro ¢islo v = 2dN 3+ M plati nerovnost
2
w > h(B) pro néjakou funkci h sphiujici h(B) > 1 a h(B) = B'*°W | pak

2 M > (1 +o(1)) <d1nd+\/(d1nd)2+41nNdil 1n1nNdil>
pro N — oo uniformné v d.

Diikaz. Pro prehlednost rozdélime prubéh dikazu do nasledujicich péti kroki:

(1) Nejprve ukazeme, ze pokud N — oo, pak také r — oc.

(2) S vyuzitim véty [3| ukdzeme M? > L, [%, V2 + 0(1)}.

(3) Technickymi tpravami pfevedeme odhad na 11“1 Mo > (1 +o0(1))Inv.

(4) Dosazenim za r dostaneme llnl Mo> (1+0(1)) (2 In N7 + (d+1)In M)
(5) S vyuzitim lemmatu [§8f odvodime tvrzeni.

ad (1) Ze vztahu pro r v predpokladu tvrzeni plati

2
2 2dN d+1 prd+1
7= (2dN 7T M)

i

) g

)2dei1 M+l

(4.11)

Predpoklad N > 2% > 1 implikuje d > 1 a spolu s predpokladem M > 1
davaji vztahy

2AN T ML > o Na Mt >
2dMH > 1,
2d

— > 1
d+1

Dosazenim téchto vztaht do rovnosti (4.11)) ziskavame r” > N, ale N — oo,
takze i r" — oo a proto také r — oc.

ad (2) Upravenim predpokladu tvrzeni w > h(B) a vyuzitim tvrzeni
véty |3 dostavame nerovnost

2 T h(B)
M=5em 2

Predpoklady véty [3] jsou splnény z predpokladi tohoto lemmatu a ptredcho-
ziho bodu.

[ V2 +o(1 )]. (4.12)
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ad (3) Vyuzitim definice [J] lze odhad (4.12)) upravit na

M? > exp [(\/5 +0o(1))(In r)? (Inlnr)2 }
Zlogaritmovanim, umocnénim obou stran a drobnymi tpravami dostavame

2In M > (V2 +0(1)

(In 7“)%(111 In ’I“)%
41n* M > (\/‘+0(1) 2

Inrinlnr

)
)

In® M > (\/_+0(1))21nrlnlnr >(1+o(1)) Inrinlnr. (4.13)
Obecné plati, ze pro t > e je 1 rostouci funkei v . Oznac¢me nyni nerovnost
(@.13) Jako f(M) > g(r). Bude i g(r) > e, pak f(M) > g(r) pravé tehdy,
kdyz ln(f(M)) > ln(;()) Podminka ¢g(r) = Inrlnlnr > e plati pro r > e°,
tedy zfejmé i v nasem piipadé r — oo. Nerovnost (4.13)) proto mizeme déle
upravit

In* M Inrinlnr
1 1) ———m
Inln® M z (L+of )>ln(1nrlnln7’)

In? M 2-Inrlnlnr
1 1
oz = el

In(lnrInlnr)

Pro r > 6 navic plati
Inrinlnr

e e B
In(lnrinlnr) — e
tudiz pri r — oo lze psat
In? M
Ty > (1+4o0(1))Inr. (4.14)

ad (4) Dosazenim za r do (4.14]) dostdvame

In? M
Inln M

v

(1+0(1)In (2dN 77 M*1) =
= (1+0(1) (In2d + 2 N#1 + (d+ 1) In M) >
> (1+0(1) (2l N#T + (d+1)In M), (4.15)

protoze In 2d je jisté nezaporné.
ad (5) Vyuzijeme lemma [§ pro
k>1+o0(1)(d+1)>e
I=(1+0(1) (2 N7) > 1,
v=InM,

pricemz v definujeme tak, aby v > e. Teoreticky nam z toho plyne omezeni
na mez prosivaci oblasti

InM >e
M > ¢° = 15.15,
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nicméné v praxi se mez prosivaci oblasti uvazuje nejméné v radu tisica.

Pred dosazenim do nerovnosti (4.15)) jesté vyrazy zjednodusime. Oznacme

A=klnk
B:=2lInl

a odhadnéme A, B zdola pomoci

A= (1+oM))(d+1)In((1+o0(1)(d+1)) >

> (1+o(1))dInd (4.16)
B>2-(1+0(1) (2mN#T) - In ((1+0(1)) (2l N77)) >

> (1+ 0(1))41In N7 InIn N7t (4.17)

Po dosazeni vyrazi (4.16) a (4.17) do tvrzeni lemmatu 8| a drobném zjedno-
duseni dostavame

2In M = (1+0(1)) (A+ VA2 + B) >
> (1+0(1)) (dlnd+ V(dind)? + 4In N7 1n1nNd1+1) ,

coz jsme chtéli dokézat. O]

Analogickym postupem lze pak odvodit o néco lepsi odhad doby béhu algo-
ritmu, nez je uveden v hypotéze konkrétné vzorec (|4.4])

exp {(1 +0(1)) (dlnd+ \/(dlnd)Q 4 Aln N# lnlnNdLﬂ |

Murphy v [21I] uvadi (ovSem bez podrobnéjsiho vysvétleni), Ze minimalizaci to-
hoto vyrazu lze ziskat asymptoticky vzorec pro stupen nelinearniho polynomu
generovaného base-(m, p) metodou

o 0In N
Inln N

prod =3+o(l) a N — oo.

Uvahy skryté za odvozenim vzorce obsahuji pravdépodobné fadu heuristickych
zjednoduseni, kterd se bohuzel nepovedlo reprodukovat. Pokusili jsme se alespon
o nasledujici numerickou analyzu.

Predpokladejme, ze Murphyho odhad pro dobu béhu algoritmu ¢iselného sita
plati rigorézné. Optimalni volbu stupné d ziskame minimalizaci vyrazu
pro N pevné a d rostouci.

1 1]
arg min, (exp {dlnd—l— \/(dlnd)2 +4In N@+1 lnlnNd+1J>

Jelikoz exponencidlni funkce je rostouci, lze pocitat pouze

arg min, (dlnd+ V(dInd)? + 4In N 1n1nNdi1) .
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Obrazek 4.4: Prubéh funkee (4.18) pro N pevné a d rostouci

Oznaéme

h(d,N) = dlnd +/(dlnd)? + 41n N7 Inln N7 =
= dInd\/h(d,N)

pro h(d,N) = (dInd)? + 41n N7 Inln N#7. Na obr. je prubéh této funkce
zachycen pro ruzné volby N.

Funkce je definovand pro vsechna d > 0 a N > 1, v nasi situaci vSak
uvazujeme jesté predpoklad N > P2 >2.V krajnich bodech defini¢niho oboru
jsou limity

(4.18)

(liir% h(d,N) =2vVInNInln N a lim A(d,N) = oo.
ﬁ

d—o0

Parcialni derivaci podle d dostavame

1 2(d.N
@(d,N)=1+1nd+—M=

od QW

1
2 4ln N 4In Nlnln N d+1
2dInd + 2d1In d—(dH)Q— @y

21/(dInd)2 + 41n N Inln N

=14+Ind+

Limity v krajnich bodech jsou

}li_I)I(l) gZ(d,N) = —00 a dh_}rgo gZ(d,N) = 00.

Po dosazeni libovolného Ny nalezneme feSenim %(d, Ny) = 0 optimalni hod-
notu stupné d pro prislusné Ny. Nalezli jsme proto hrani¢ni hodnoty N, v kterych
je optimaln{ stupen na rozhrani d a d + 1, viz. obr. [£.5

Analogicky postup jsme pro srovnani provedli i s vysledky pro base-m metodu.
Srovnani interval, kdy je konkrétni stupen d optimalni pro tu kterou metodu
uvadime v tabulce 411
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Obrézek 4.5: Prubéh derivace funkce (4.18]) podle d pro N pevné a d rostouci

stupen d nelinedrniho poly- 3 4 5 6 7
nomu

pocet deciméalnich cifer N <30 30—70 80—140 150 —260 > 260
u base-m metody

pocet decimalnich cifer N <50 60— 110 120—210 220— 360 > 360
u base-(m, p) metody

Tabulka 4.1: Optimélni volba stupné d pro rizné velikosti N

7 této tabulky také vidime, ze v obou pripadech uvazujeme zdaleka vétsi fak-
torizovana ¢isla IV, nez jsou minima splnujici predpoklad N > 2 4 predpokladii
hypotézy i lemmatu [19| (viz tab. .

Vidime, ze pro danou hodnotu N lze stupen polynomu v p¥ipadé base-(m, p)
metody volit nizsi nez pro base-m metodu. Také experimentalni vysledky ziskané
z implementace ¢iselného sita ukazuji, Ze srovnatelné hodnoceni (jak jej popiseme
v podkapitole v pripadé pevného N ziskavaji polynomy s riznym stupném
v zavislosti na typu metody pouzité pfi generovani polynomu. Podil hirll IfVN po-
vazujeme ve vzorci pro stupen d za klicovy, nicméné rizné metody generovani
polynomu mohou pravdépodobné prispét ke zmenseni koeficientu 9.

Pro base-(m, p) metodu jsme se proto pokusili o zjisténi presné hodnoty ¢ tak,

3/ 6In N
Inln N

aby krivka co nejvérohodnéji odpovidala kiivce

uin (exp [dlnd +/(dnd)? + 4In N7 1n1nNdi1J)
c{3...,

pro N € [10'° 10%%]. Pro tcely hleddni parametri rovnic nelinedrnich ktivek je
mozné vyuzit nelinearni metodou nejmensich ¢tvercti. Konkrétné jsme pouzili me-
todu Levenberg-Marquardt implementovanou v softwaru Wolfram Mathematica
(verze 10.3.1.0). Analogicky jsme postupovali i v ptipadé base-m metody.
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stupen d nelinedrniho polynomu 3 4 5 6 7

minimalni pocet decimélnich cifer N 9 20 35 57 83

Tabulka 4.2: Minimélni velikost N pro rtzné stupné d

Hypotéza 23. Bud d = 1/ 1(:111?1]1\7\7 asymptoticky odhad stupné nelinedrniho poly-
nomu.

e Pro base-m metodu je optimadlni volba stupné s parametrem o = 2.56.

e Pro base-(m,p) metodu je optimdlni volba stupné s parametrem & = 2.30.

4.1.3 Korenové vlastnosti

Druhym aspektem ovliviujicim vytéznost polynomu jsou takzvané kotrenové
vlastnosti. Pro posouzeni vlivu kotenovych vlastnosti na vytéznost polynomu f na
mnoziné S zavedl Murphy parametr «(.5), ktery efektivnost kvantifikuje. Pro od-
vozeni tohoto parametru bude nutné pracovat s hodnotou ,prameérné valuace*
na mnoziné. Ve snaze uchopit tento pojem co nejvice rigorozné, zavedeme nize
novou strukturu tzv. prinosového schématu, kterda nam umoznuje hodnotu pri-
mérné valuace efektivné aproximovat.

Pfipomenme, ze p-valuaci hodnoty v, zna¢ime val, (v), mame na mysli nejveétsi
mocninu p délici v (definice [6]).

Definice 11 (Pfinos). Méjme S C Z \ {0} a p prvocislo. Prinos p v mnoziné S
definujeme jako ocekdvanou (stredni) hodnotu p-valuace v pro v € S, tedy

cont,(S) = Eyes [val, (v)].

Zaméfme se nejprve na vypocet hodnoty cont,(S). Pro dostatecné velké rov-
nomérné nahodné volené S’ C S konecné lze odhadnout ocekavanou hodnotu
piimo z definice jako

ZS val, (v)
- ves’

cont,(S) ~ T (4.19)
Z praktického hlediska se vSak jedna o velice neefektivni pristup, proto nyni odvo-
dime jiny, vypocetné méné narocny, aproximativni vzorec. Pro prehlednost zave-
deme nejdrive prinosové schéma, které vyuzijeme pro odvozeni obecného vzorce
v tvrzeni[24] Nasledné obecny vzorec aplikujeme v tvrzeni[25(a ukazeme konkrétni
hodnoty prinosu pro vybrané struktury.

Definice 12 (Hustota mnoZiny). Bud D! = {-n,...,—1,0,1,...,n} C Z! pro
1 € N a mnozina M C 7! libovolnd. Rekneme, Ze mnozina M md (dobre defino-
vanou) hustotu n, pokud plati

_ |Mn D
A

Pozndmka. Mnozinu D!, 1ze definovat i obecnéjsim zptisobem. Ctvercovou oblast
jsme volili pro jednoduchost a prehlednost zapisu.
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Bud ¢ € N libovolné, pak pro vSechna ¢,5 € {0,1,...,q — 1} ozna¢ime
M; ;. =A{(a,b) € ZxZ|NSD(a,b) =1,amod ¢ =i,bmod ¢ = j}.

Zajima nés, zda ma M, ;, dobie definovanou hustotu. Lze ukdzat, Ze hustota
M, ;. existuje a pro (7,7) ruzné od (0,0) je rovna q% . %. Za rigorézni dukaz

-1
tohoto vztahu dékujeme Vitovi Kalovi.

Priklad. Je-li ¢ = 2, pak mé Moo hustotu 0 a M; ;o hustotu n = 2 pro
(¢,) € {(0,1), (1,0), (1, 1)}.

Dvé nesoudélnd sudé cisla neexistuji, proto je hustota My o2 rovna 0. Re-
lace nejvétsiho spoleéného délitele je symetricka, tedy plati rovnost hustot M ; o
a M 2. Staci proto ukdzat rovnost hustot mnozin My, 2 a M 12, tedy zda

. [ Mo N D?| L |Mi120N D?|
lim —=——" — Jjp ——==

(4.20)

Pro pevné b liché, |b] < n, staci ukdzat, ze kdyz n — oo, pak sudych ¢isel
mensich nebo rovnych n a nesoudélnych s b je asymptoticky stejné jako lichych
¢isel mensich nebo rovnych n a nesoudélnych s b. Oznacme pq, ..., p, vSechny
prvociselné délitele b a A; = p;Z N D.. Mnozinu vsech ndsobkt b muzeme pak
vyjadiit jako UF_; A;.

Indukei nyni ukazme, Ze v U¥_, 4; je zhruba polovina sudych a polovina li-
chych cisel. V kazdém A; je priblizné stejné sudych a lichych ¢isel, pripad k£ = 1
je tedy zrejmy. Bud nyni k£ = 2. V A; N Ay je pocet sudych a lichych cisel také
asymptoticky stejny, protoze se jedna pravé o p;-nasobky ps, kterych je asympto-
ticky polovina sudych a polovina lichych. Z toho a z indukéniho predpokladu
plyne, ze i v

’Al U AQ‘ - ’A1| + ’A2| - ’Al ﬁ AQ‘

je pocet sudych a lichych ¢isel asymptoticky shodny. Podle principu inkluze a ex-
kluze 1ze tuto tivahu rozsirit na libovolny pocet prvociselnych déliteli b a stéale
dostéavame asymptotickou shodu poc¢tu sudych a lichych éisel v UF_, A;.

Také v mnoziné D} je ptiblizné polovina ¢isel sudych a polovina lichych. Kdyz
z této mnoziny vyjmeme nasobky b, dostaneme zde pravé vsechna a nesoudélna
s b. Z toho jiz plyne pozadovand limitni rovnost .

Oznacme n(M; ;) hustotu mnoziny M; ;.. S vyuzitim vysledku, ze hustota
mnoziny vsech nesoudélnych cisel je %, 1ze odvodit

6

5= n(Moo.2) +n(Moa,2) +n(Mioz2) +n(Mi2)
6

S =043 n(Mi2)

2

i n(Mii2) =n

Definice 13 (Pfinosové schéma). Duvojici (M, ¢) oznacime jako prinosové sché-
ma, pokud mnoZina M C Z' prol € N md (dobfe definovanou) hustotu, 0 & ¢(M)
a pro kazdé prvocislo p a prirozené k > 1 existuje jednoznacné urcené zobrazeni
Gyt T (M) — Zyi takové, Ze pro libovolné v € M plati ¢ (mpr(v)) = mpr(@(v))
(zobrazeni . zde znamend projekci modulo p*).
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Obrazek 4.6: Znazornéni prinosového schématu

Predstavu piinosového schématu zndzoriuje obr.

Tvrzeni 24. Meéjme prinosové schéma (M, ¢) a p prvocislo. Pak prinos prvocisla
p v mnoziné Im(¢p) je

¢ 0)
cont,(Im(¢)) = ’ .
k=1 ‘ﬂ' k M )‘

Diikaz Na fakt, 7e p* déli v pro néjaké prvoéislo p a k > 1, Ize také pohlizet jako
na kongruenci v = 0 mod p*. V notaci pifnosového schématu lze tudiz p-valuaci
v € Im(¢) zapsat také jako

I
hE

val, (v) {U € Im(¢): v =0 mod pk}’ =

=
Il
,_.

I
hE

{v € m(g): mu(v) = 0}] = (4.21)

i
I

Il
hE
’Sj‘
=

i
L

Pracujeme ovSem s ptrinosovym schématem, a to nam zarucuje, Ze existuje pravée
jedno zobrazeni ¢, : myr (M) — Zyx takové, ze pro vsechna u € M plati rovnost

o (P(w)) = dpr(myr(u)). To umoziiuje vyraz (4.21)) ekvivalentné vyjadrit jako

T

3= [{o € 1m(0): me0) = 0} = X [ € ()2 ) = 0} = Y- 0)]-
-1 -1
Z definice piinosu [11] je pak
conty,(Im()) = E yerm(e) [val, (v)] = k ) ‘f M)’ 7
coz jsme chtéli ukazat. O]

Jednoznacnd existence zobrazeni ¢, z definice 13| plyne ze surjektivity zobra-
zeni m,, kterd je zajiSténa dobfe definovanou hustotou M. Koneénd mnoZina vsak
z definice dobfe definovanou hustotu mit nemize. V pripadé ¢iselného sita (resp.
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praktickych algoritmt obecné) vSak z principu neni mozné pracovat s nekonec-
nymi mnozinami. Jak se s timto omezenim vyporadat a pritom zlstat konzistentni
s definici prinosového schématu?

Pripomenme, ze vytéznost polynomu na néjaké pevné dané konecéné prosivaci
oblasti D hodnotime podle poctu ziskanych B-hladkych relaci pro predem zvolené
B. V pripadé vyuziti definice prinosového schématu v konkrétnim pripadé c¢isel-
ného sita proto staci, kdyz bude surjektivita 7, (a tedy jednoznacna existence
zobrazeni ¢, ) zajisténa jen pro vsechna p¥ < B. To lze jisté zajistit i pro koneéné
podmnoziny hustych mnozin. Pro ucely néasledujiciho tvrzeni budeme takové ko-
necné mnoziny oznacovat jako konecné husté. Ukazeme aproximativni vyjadreni
cont,(S) = cont,(Im(¢)) pro tii konkrétni ¢ s konecné hustymi definicnimi obory
D C M. Ve vsech pripadech pak dostaneme konkrétni pfinosové schéma (viz obr.

, na které aplikujeme tvrzeni .

Tvrzeni 25. Méjme (M, @) konkrétni reprezentaci prinosového schématu a bud
D C M konecné husta. Odvodime tato vyjddreni prinosu prvocisla p v mnoZiné

S = ¢(D):

(i) Bud M =Z\0 a ¢: D — D dané identitou, pak
cont,(S) = cont,(D) = ——.

(i) Bud M =7 a ¢: D — Im(f) definované ireducibilnim polynomem f, pak

cont,(S) = cont,(Im(f)) = pgﬁ) B

kde q, znaci pocet koteni f modulo p pro p nespecidlnd.

(iii) Bud M = {(a,b) C Z*: NSD(a,b) =1} a ¢: D — Im(F) definované homo-
gennim polynomem F, pak

P dp

p =1

cont,(S) = cont,(Im(F)) =

kde q, znaci pocet korenti ' modulo p pro p nespecidlny.

Pozndmka. Existence konecné hustého D C M je v bodech (i) a (ii) intuitivni.
V piipadeé ¢iselného sita obvykle volime jako interval [—M, M| C Z, kde M > B.
V bodé (iii) plyne z toho, Ze mnozina M, ;, ma dobfe definovanou hustotu pro
vSechna pfirozend q a i,j € {1,...,¢ — 1}. V praxi volime jako prosivaci oblast
mnozinu nesoudélnych dvojic z [—My, My] x [—Ms, Ms| s My, My > B, tedy
obsahuje U M, ».

p*<B

Dikaz.

ad (i) Pro D konecné husté musi byt zobrazeni ¢, také identita, coz je prosté
zobrazeni a tedy nulovy prvek mé pouze jeden vzor. Dostavame
cont,(S) = cont,(D) = i 1 !
p p = pk p— 1
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ad (ii) Prov € D je ¢(v) = f(v). Ozna¢me w = m,x(v), zobrazeni ¢, lze defino-
vat jedinym zptisobem jako ¢, (w) = f(v) mod p¥, protoze mp(D) = Zy.
Zajima nas tudiz pocet kotenti f mod p*. Pro p nespecidlni jsou tyto kofeny
podle Henselova lemmatu (viz véta @ jednoznacné urceny koreny f mo-
dulo p. Je-li g, pocet kofenii f modulo p, pak lze celkovy piinos odhadnout

vyrazem
o0

_ N D _ D
cont,(S) = cont,(Im(f)) = kzz:l pri—

ad (iii) Analogickym argumentem jako v predchozim pripadé lze odvodit, ze
¢pr(u,v) = F(a,b) mod p* pro u = mr(a) a v = mr(b), tudiz se budeme
zajimat o pocet kofenti F' mod p*. Navic si uvédomme, ze na (D) lze po-
hlizet také jako na projektivni pifmku P! (Zpk). Projektivni primkou nad
okruhem Z, rozumime rozsifeni definice projektivni pfimky nad télesem,
kde ztotoznime vsechny nasobky invertibilnim prvkem ze Z,x.

Pro p* | F(a,b), kde (a,b) € D, nastavaji dva vzdjemné se vylucujici p¥i-
pady:

a

a) Prvocislo p nedéli b, pak existuje ¢ = ¢ mod p¥, pro které lze psét
F(c,1) = f(c¢) = 0mod p*. Takové dvojice definicniho oboru (D)
tvoif presné pF tifd ekvivalence odpovidajici bodim (c : 1) na projek-
tivni pfimce P? <Zpk>, které koresponduji s moznymi afinnimi koteny F'.
V kazdé t¥dé je pravé o(p*) = p*1(p — 1) = p* — p*~! prvkd, kde p(x)
zna¢i Eulerovu funkci, tedy pocet vSech nesoudélnych cisel, ktera jsou
mensi ¢i rovna x.

b) Plati p | b (tedy p 1 a), musi proto existovat ¢ = g mod p* takové, ze
plati F(1,¢) = ¢'f (l) = 0 mod p¥, kde d = deg(f). Prislusné dvojice
definiéniho oboru (D) tvoif p* — ¢(p*) = p*~! tifd ekvivalence, které
odpovidaji bodiim (1 : ¢) projektivni ptimky P! (Zpk) a koresponduji
s moznymi projektivnimi kofeny F. V kazdé t¥idé je o(p*) prvkii.

Sec¢tenim poctu tiid ekvivalence v obou skupinach ziskdme pocet prvka
defini¢niho oboru |7, (D)| = p* +p*~1. Ukazali jsme také vztah mezi kofeny
homogenniho polynomu F' a piislusného (dehomogenizovaného) polynomu
f modulo p*. Pro nespeciélni p proto mizeme znovu pouzit Henselovo lemma
(véta @ a omezit se na vypocet g, — poctu kofentt ' modulo p. VSechny
tridy maji stejny pocet prvki, proto pravdépodobnost, ze nahodna dvojice
(a,b) bude konkrétnim korenem F', je W. Piinos p lze spocitat jako

= Ip P qp
cont,(S) = cont, (Im(F)) = = . ]
1 (8) = conty(tm(F) = 3 Sy = L0

V piipadeé specidlnich p v ¢astech (i) resp. (ii) nelze zaménit g, (pocet kofent
polynomu modulo p) a g, (pocet kofentt modulo p*). Nezbyvé nez pocet zdvize-
nych kofentt modulo p* explicitné spocitat a pro odhad piinosu vyuzit omezeny

€ "
soucet i%,f

e
q,k v/
resp. », 2=t nebo vyuzit vzorec (4.19).
k=1 p=1 PP
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Obrazek 4.7: Znazornéni prinosového schématu s kone¢nymi podmnozinami

Prispévkem faze generovani polynomu k efektivité ¢iselného sita mé byt prede-
vsim vysoka vytéznost polynomu. Proto budeme chtit néjakym zptisobem kvanti-
fikovat vyhodu volby ¢ jako polynomialniho zobrazeni oproti identité a vyuzijeme
proto pravé zavedené pojmy zalozené na kotenovych vlastnostech polynomu.

Pojem piinosu (tedy ocekavané valuace) p na koneéné husté mnoziné S nam
umoznuje definovat tzv. typickou B-hladkou hodnotu S jako

H pcontp (S) ’

p<B

castéji budeme uzivat logaritmicky tvar

> cont,(S) Inp.

p<B

Uvazujeme-li ndhodné v € S, pak se bude po prosivani v priméru jevit jako

Inv— > cont,(S)Inp.

p<B

Dosazenim za S pro S = D koneéné husté a S = Im(F) (pripady (i) a (iii)
tvrzeni a odectenim téchto hodnot dostaneme pravé hledany parametr kvan-
tifikujici vytéznost polynomidlnich hodnot oproti hodnotdm nahodnym. Tento
parametr budeme déle znacit jako a(S)

alS) = Z Llnp— Z pq_pllnp:

p<B P~ pen P?
1 _

_ Z <p +2 p%}) lnp,
p<B pr—1

kde g, znaci pocet kofentt ' modulo p.
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Predpokladejme nyni, ze logaritmy nahodné hodnoty v € D a F-hodnoty
F(x,y) pro néjaké x,y € D se po prosivani rovnaji, neboli plati nasledujici rov-
nosti

1
Inv— > npl =In F(z,y) — Y _ cont,(Im(F)) - Inp

p<B P p<B
Inv=1InF(x,y) + a(Im(F))
v = F(z,y) - e“mE),

Z posledni rovnosti je ziejmé, ze hodnota F'(x,y) pro ndhodné z,y bude mit
(co do vytéznosti prislusného polynomu) stejné vlastnosti jako ndhodna hodnota
velikosti F(z,y) - e*™) Vidime (Murphy to i empiricky dokazuje [21), kap. 4]),
ze parametr a(Im(F")) lze tudiz pouzit jako méritko vytéznosti zavislé na kote-
novych vlastnostech prislusného polynomu. Proto budeme volit polynomy s co
nejmensi a(Im(F)).

4.2 Kombinované hodnoceni

Vlastnost velikosti a korenové vlastnosti spolu interaguji. Proto bychom také
radi nalezli néjakou kombinovanou metodu hodnoceni, ktera by spojila hodno-
ceni polynomt na zakladé obou vlastnosti. Pti odhadu poc¢tu hladkych relaci
v kapitole jsme pro vsechny dvojice (a, b) z prosivaci oblasti s¢itali pravdé-
podobnost, ze nahodné celé ¢islo z intervalu [0, |F(a,b)|] je B-hladké. Jak jsme
ukazali v predchozim odstavci, vezmeme-li v potaz vliv kofenovych vlastnosti,
stad{ pracovat na intervalu [0, |F(a,b)| - e*™F)]. Na zakladé toho redefinujeme
vzorec pro odhad poé¢tu hladkych relaci pro téely kombinovaného hodnoceni
jako

o (m |F(a, b)1|n 4}-3 oz(Im(F))) , (m G(a, b)l|n+j—B a(Im(G))> w22

(a,b)eM’

Poznamenejme, ze také zde mize mit kazdy polynom svoji vlastni mez hladkosti
- B F a B(;.

V oblasti M’ je vSak standardné velké mnozstvi bodi a pocitani (4.22)) pres
vsechny tyto body by bylo netimérnou vypocetni zatézi pro cely algoritmus ¢isel-
ného sita (uvédomme si, ze navic chceme hodnotit desitky ¢i stovky polynom).
Murphy [21] proto navrhuje celou oblast M’ rozdélit na mensi podoblasti, v kte-
rych se hodnota F(x,y) (a pravdépodobné ani p (IH|F(I’y)1L+§ (Im(F)))) nebude prilis
meénit. Pak staci z kazdé této podoblasti vzit jen jednoho zastupce, jakousi stredni
hodnotu F'(z,y) v dané podoblasti.

Prejdéme nyni od kartézské souradnicové reprezentace k souradnicim polar-
nim, tedy

F(zy) ~ F(r-cosf,r-sinf) = ri" . F(cos b, sin 6).

Vidime, Ze pro kazdé dva polynomy stejného stupné, bude i koeficient rds()
stejny, a proto stac¢i pro ucely hodnoceni vytéznosti uvazovat jen hodnotu

F(cosf,sin@). Tudiz misto vsech bodt v oblasti M’ budeme testovat jen body na
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jednotkové pulkruznici. Interval [0,7] rozdélime rovnomérné do K podintervalu
(pro né¢jaké vhodné zvolené K € N) a volime 6; = % (2 — %) proi=1,..., K.
Hodnotu F(cos@;,sin6;) prohlasime za reprezentanta na dané podoblasti. Pro

vSechna 7 = 1,..., K oznac¢me

~ F . sin 6; k F . Qin B: —~1.1
F(cos 0;, sin 6;) :{ (cos 6;,sin ;) pokud F(cosb;,sinb;) & (—1,1),

1 jinak
a analogicky G(cos#;,sin6;). Pak

+ a(Im(F))) (In ’G’(cos 0;,sin 6;)
p

K
p
P In B

(In ‘F(cos 0;,sin 6;)
In B

+ a(Im(G)))

je funkce pro odhad kombinovaného hodnoceni polynomu F' a G dle jejich predpo-
kladané vytéznosti na prosivaci oblasti M’. Nékdy byva tato funkce oznacovana
jako E(F, G).

Co se tyce optimalni volby poctu intervali K, v prubéhu implementace jsme
empiricky vyzkouseli, Ze zcela postacuje volba K v fadu stovek.

4.2.1 Vytéznost zkosenych polynomi

Jak jsme diskutovali vySe (¢ast [4.1.1]), prosivani s polynomy z Kleinjungovy
metody provadime na zkreslené oblasti &' = [—M+/s, M/s] x [1, %], proto
chceme definovat i kombinované hodnoceni pro zkosené polynomy na zkreslené ob-
lasti. Pfipomenme, ze v predchozim pripadé jsme kviili efektivnimu vypoctu pre-
chazeli od kartézské k polarni souradnicové reprezentaci, coz uc¢inime i nyni, jen
s tim rozdilem, ze se nebudeme pohybovat na jednotkové piilkruznici, nicméné na
jejl zkreslené (anglicky skewed) varianté — ,jednotkové® pilelipse. , Jednotkové*
ve smyslu, ze se budeme zajimat pouze o pomér mezi jeji hlavni a vedlejsi ptilosou,
coz je prave parametr zkresleni s.

1 1
F(zy) ~ F (T s - cos@,r% . sin9> — pdee) . p <\/§c080, \/gsin(9> )

Pro prehlednost ozna¢me pro vSechna ¢ =1,..., K
N In ‘F (\/Ecos Qi,ﬁ sin 91-) + a(Im(F))
ur(6:) = In B ’

analogicky uq(6;). Pak lze funkci E(F, G) predefinovat pro vypocet na zkosené
prosivaci oblasti jako

p (ur(0:)) p (uc(0:)) (4.23)

K
1

7

Nyni mame metodu, jak hodnotit polynomy ziskané primo z Kleinjungova

algoritmu na zakladé kombinace jejich velikostnich i kofenovych vlastnosti. Exis-

tuji zpusoby, jak polynomy pred hodnocenim vylepsit, abychom ziskali polynomy

s lepsimi vlastnostmi. V nasledujici ¢asti princip vylepseni popiseme. Vyjdeme

z postupi, které navrhuje Murphy [2I], a navrhneme rozsiteni pro pripad poly-
nomu z base-(m, p) rozkladu. Popsané feseni je také soucdsti implementace.
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4.3 Optimalizace vytéznosti

Jak jsme predestieli v iivodu této kapitoly, mezi generovani velkého mnoz-
stvi polynomtu a vybér nejlepsiho kandidata na zakladé pravé popsaného kom-
binovaného hodnoceni vklddame proces optimalizace polynomi, ktery popiSeme
v této ¢asti. Optimalizaci rozumime souhrnny nézev pro dva procesy, které pi-
vodni polynom modifikuji. Nejprve optimalizujeme polynomy vzhledem k vlast-
nosti velikosti a provddime hodnoceni na zakladé L?-normy, které jsme odvodili
v kapitole . Polynomy, které splni stanovenou mez pro L2-normu poté opti-
malizujeme vzhledem ke kofenovym vlastnostem tak, abychom prilis nezasahovali
do vlastnosti velikosti. Korenové vlastnosti kvantifikujeme parametrem o zave-
denym v kapitole Uzitecnymi zpusoby, jak ovliviiovat vlastnosti polynomu,
jsou tzv. translace a rotace, které zavedeme nize. Jednd se o parametrizovana
zobrazeni ovliviujici vlastnosti polynomu. Popiseme také metody, které jsme pri
implementaci vyuzili k nalezeni optimalnich parametrt téchto zobrazeni.

Uvazujeme polynom f(z) stupné d generovany pomoci base-(m, p) rozkladu
a linedrni polynom g(x) = px — m. Translace i rotace jsou zobrazeni ze Z[z| do

Z[z):

e Bud t € Z, pak translace f(x) ot je zobrazeni 1;: Z]x] — Z|[x] definované
predpisem f(x) — f(x +1).

e Bud \(z) € Z[z|, pak rotace f(x) o A(z) je zobrazeni Ty : Z[x] — Z[x]
definované predpisem f(z) — f(x) + () - g(x).

Kroky optimalizace vlastnosti polynomu musi probihat s ohledem na zacho-
vani faktu, Zze polynomy f a g maji sdilet stejny kofen modulo rozklddané ¢islo
N. Po translaci polynomu f(z) o t je tudiz nutné upravit i polynom g(x) na
g(x)+t-p aspolecny kofen , mod N na 7t —t mod N. Pri translaci se sice méni
hodnoty kotent 74(f) oproti f, nicméné mnozina Im(7(f)) = Im(f), proto také
translace nebude ovliviiovat korenové vlastnosti. V pripadé rotace zjevné zustava
spole¢ny kotfen zachovan, proto neni tfeba nijak upravovat ani linedrni polynom
g(x). Ziejmeé ale Im(7y) (f)) # Im(f), tudiz rotace ovliviiuje kofenové vlastnosti.
Vlastnost velikosti koeficient je ovlivnéna jak translaci, tak rotaci.

Je-li translacni parametr ¢t vyrazné mensi nez parametr zkresleni s, pii roze-
psani koeficienttu 7;(f) vidime, Ze translace nema az takovy vliv na vysoce zko-
sené polynomy. Proto pro optimalizaci vlastnosti velikosti koeficientii zkosenych
polynomt vyuZijeme vhodnou kombinaci translace i rotace. Uskalim rotace je
vsak volba vhodného rotac¢niho polynomu A(x). Z Kleinjungova algoritmu mame
polynom, jehoz koeficienty aq, aq_1 i ag_o jsou vhodné malé, proto je v ramci op-
timalizace uz ménit nechceme. U polynomt stupné 4 nemd tedy rotace valného
smyslu. Je-li deg(f) = d = 5, chceme rotaci ovlivnit nejvyse koeficient u kvadra-
tického ¢lenu, proto volime rotacni polynom linearni. Pro d > 5 je mozné volit
rotacni polynom i kvadraticky.

Formélné lze pti zavedeném znaceni optimalizaci velikosti polynomu popsat

takto, oznaéme f = 7y (:(f)), F bud homogenizace f a mé&me referenéni
wjednotkovou“ zkreslenou prosivaci oblast 8" = [—4/s, /s] X [—%, %] Pak (dle
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uvah kap. [4.1.1)) chceme minimalizovat hodnotu logaritmu integralu

In (// F?(zy) de dy) . (4.24)

Murphy [21] navrhuje pouzit pro feSeni jakoukoliv minimaliza¢ni metodu pro
vice proménnych, napt. metodu nejvétstho spadu. Ukazuje se vsak (napf. v im-
plementaci ¢iselného sita GGNFS [19]), ze piimocaré pouziti metody nejvétsiho
spadu neni mozné, protoze vzhledem k velkym koeficientim polynomt metoda
nemusi konvergovat viibec nebo jen velmi pomalu. Pro implementaci jsme tudiz
zvolili upravenou variantu metody nejvétsiho spadu, jak ji navrhuje P. Jedlicka
v ¢lanku [15]. Podrobnéji tuto metodu popisujeme v kapitole .

Po skonc¢eni minimaliza¢niho procesu jiz prubézné filtrujeme polynomy, které
splnuji néjakou zvolenou mez pro hodnotu . Mez pro takové filtrovani ne-
musi byt nutné staticka po celou dobu béhu generovani polynomt, prubéznou
upravou lze naptiklad dosahnout odfiltrovani polynomt, u kterych je jiz v této
chvili zfejmé, Ze neaspiruji na celkové kvalitni hodnoceni. Podrobnym studiem
tohoto filtru jsme se vsak v nasi praci nezabyvali.

Bud nyni f(x) polynom po optimalizaci vzhledem k vlastnosti velikosti. Dal-
sim krokem je optimalizace kofenovych vlastnosti. Ty ovliviiuje pouze proces
rotace, proto budeme hledat takovy rotacni polynom A(x), pro ktery méa 7)(f)
nejlepsi korenové vlastnosti. Nechceme ovSsem nijak vyrazné ménit vlastnost ve-
likosti polynomu, proto uvazujeme jiz jen linearni rotacni polynom. Oznacme
ferco = Ta@) (f) = f(x) + (17 + co) - g(x), hleddme takovou volbu ¢y, ¢; € Z, pro
kterou je a(Im(F,.)) nejmensi mozna na prosivaci oblasti. Riznym metodam
pro Feseni tohoto problému se vénujeme podrobné v kapitole [5

Diky volbé nizkého stupné rotaéniho polynomu A(x) muzeme predpokldadat
rovnost logaritmi integrali

In (// F?(zy) dxdy) In (// oo (T,Y dxdy)

1" S/l

Nové koeficienty proto dopoc¢itame jen pro polynomy, jejichz tivodni hodnoceni

spocitané jako
In (// oo (T,y) da dy) + a(Im(F)),

"

je dostatecné nizké.

Ziskali jsme vylepSeny polynom f s optimalizovanymi hodnotami obou vlast-
nosti. Na zavér jesté podle nového spolecného korene, ktery jsme ziskali translaci
pri optimalizaci velikosti, vyjadiime i novy linearni polynom g.

Priabéh optimalizace vlastnosti provede filtrovani polynomt na zakladé stano-
venych mezi pro pribézné hodnoceni jednotlivych vlastnosti. Na zbytek polynomi
aplikujeme kombinované hodnoceni, které jsme popsali v kapitole (pripadné
zkusebni prosivani) a vybereme nejlepsi dvojici, kterd je preddna do dalsi faze
algoritmu c¢iselného sita.
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Kapitola 5

Optimalizace korenovych
vlastnosti

Nejdiive jsme pomoci Kleinjungova algoritmu vygenerovali velké mnozstvi po-
lynom, které jsme nésledné pomoci translace a rotace optimalizovali na velikost.
Nyni budeme polynomy se srovnatelnou velikosti optimalizovat vzhledem k jejich
kofenovym vlastnostem tak, abychom velikost jiz vyrazné neménili. Vysvétlime
nejprve princip tzv. korenového sita, jak jej zavadi Murphy v praci [21], a nasledné
ukazeme optimalizaci kofenového sita pouzitou v nasi implementaci. Zaveér kapi-
toly vénujeme popisu nejefektivnéjsi znamé modifikace kofenového sita, Baiove
dvoufazovému kortenovému situ [3).

5.1 Korenové sito

Méjme f(z) € Z[z] polynom po optimalizaci vzhledem k vlastnosti velikosti
a A(x) = cyz+cy rotaéni polynom. Uvazujeme jiz jen linedrni A(z), abychom rotaci
vyraznéji neovliviiovali vlastnost velikosti polynomu f(z). Oznac¢me F. . (z,y)
homogenizaci zrotovaného 7y (f). Jak jsme ukézali v podkapitole , cilem
korenového sita je najit takova cy,c; € Z, kterd zajistuji nejmensi a(Im(F,,.,))
na dané prosivaci oblasti.

Zamysleme se obecné, kdy bude hodnota «a(S) nejmensi? Analyzujme vzorec

pro vypocet a(S) = ;B (%) Inp. Jelikoz p > 2, je Inp rostouci kladna
p

funkce a zdroven p? — 1 > 0. Proto bude-li ¢, > 1, pak bude p+1—g,p < 0. Zpét

v nasem konkrétnim pripadé pro a(Im(F,,.,)) znadi g, pocet kotentt F' modulo p.

Tyto kofeny (jak jsme ukazali v kapitole koresponduji s kofeny f modulo

p* pro nespecidlni p a k takova, ze p¥ < B pro mez hladkosti B. Budeme tedy

upfednostiiovat polynomy f(z) s co nejvice kofeny modulo malé mocniny p*.
Hlavni myslenku kotenového prosivani ukazuje nasledujici lemma:

Lemma 26. Bud f,, .,(z) = Ta@) (f) zrotovany polynom linedrnim \(x) = cz+co
a p* mocnina prvocisla. Je-li r kotenem fe, o, (x) mod p*, pak je také korenem
fervipk.corip () mod p* pro vsechna i,j € Z.
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Diikaz. 7 definice rotace o A(z) je fo, 0(z) = f(x) + (c1x + co)g(z) pro g(x)
linearni. Pak tedy

Fertiraorip (@) = (@) + ((er + 0"z + (ca + 59")) 9(2) =
= f(z) + (a1 + co)g(x) + (ip"z + jp*)g(x) =
= fc1,co(x) +pk ' (Zm —I—j)g(&?)

Je tedy fe1,00(2) = fervipr.coript (x) mod p¥, z EehoZ plyne tvrzeni véty. ]

Postup kofenového prosivani popisuje algoritmus 5.1} Vysvétleme nyni po-
drobnéji jednotlivé kroky. Reknéme, Ze rotaéni koeficienty mohou nabjvat hod-
not z oblasti [—Cy, Cy] x [—=C4,Cy] C Z2. Pak lemma [26| umoziiuje misto vypo-
¢tu (2Cy + 1)(2C; + 1) hodnot a(Im(F,,.,)) pocitat pro pevné p* diléi pFinosy
cont,(Im(F,,.,)) pouze pro ¢y, c; € {0,...,p"} a tyto vysledky replikovat pres ce-
lou rota¢ni oblast [—Cy, Cy] x [—C1, C]. Se¢tenim pres viechna k (fddek [2) dosté-
vame cont,(Im(F,,,)) pro vSechny mozné polynomy F,,. . Cyklem pies vsechna
mald prvodisla p (fadek 1)) dopocitdme a(Im(F,,c,)). Vyhodné je navic prochézet
pies mnozinu vSech potencidlnich kofenti f. ., (x) mod p* (fddek [3) a priibézné
aktualizovat hodnotu piinosu cont,(Im(F,, 4k ¢ 1jpt)), PIMOs kazdého kotene je
m, coz plyne z tvrzeni . Po skoncéeni algoritmu vybereme ty koeficienty ¢
a ¢y, pro které je spocitana a(Im(F,,., )) v celé rotacni oblasti [—Cy, Co| x [—C1, C4]
nejmensi.

Algoritmus 5.1 Kofenové sito

input : polynomy f(x), g(z), meze rota¢ni oblasti Cy, C1, mez hladkosti B
output : aproximované hodnoty a(Im(F¢,.,)) v rotacni oblasti [—Cy, Cp] x [-C1, C1]
1:  for (p < B,p prvocislo)

2: for (k: p* < B)

3: for (r=0...p" = 1)

4: for (c; =0...p" — 1)

5: spocitej co z f(r) + (c1r 4+ co)g(r) =0 (mod p¥)
6: aktualizuj conty(Im(F,, ik cotipk))

7: aktualizuj o(Im(Fe,¢,))

Lemma 27. Pro Cy,C meze rotacni oblasti a B mez hladkosti lze vypocetni
ndrocnost algoritmu kotenového sita (alg. asymptoticky odhadnout jako

A4CoCr >, > 0.

p<B k:pk<B
p prvocislo

Dikaz. Vypocet hodnoty ¢y lze provést v konstantnim case, stejné jako aktuali-
zaci prinosu, tu je vsak nutné aktualizovat pro vSechny polynomy Fi ik o4 jpk-
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Z algoritmu pak plyne pfimo odhad

pF-1pF-1

Ty vy <0(1)+201+1200+1

k k
p<Bk: pk<B =0 c1=0 p p

53 o8-

p<Bk: pk<B

=4CoCh > > 0(1).

p<Bk: pk<B

5.2 Optimalizace korenového sita

Prvni bod Henselova lemmatu [J] ndm dava navod, jak kofenové sito dale opti-
malizovat. Narazime-li totiz na jednoduchy kotfen, mtizeme piinos v tomto bodé
spocitat rovnou, aniz bychom museli kofen zdvihat, protoze kazdy jednoduchy
kofen modulo p jednoznaéné uréuje pravé jeden koien modulo p* pro viechna k.
Spise pak implementaéni zalezitosti je moznost nahrazeni vypoctu a(Im(Fe..,))
pouze za soucty ;B cont,(Im(F..,))-

Jak efektivné rozeznat nédsobné koreny zrotovanych polynomu f., ., (z) modulo
p ukazuje néasledujici lemma.

Lemma 28. Bud f, g polynomy generované base-(m,p) metodou, oznacme rotaci
polynomu f s rotacnimi koeficienty z oblasti [—Cy, Co] x [—Cy,Cy] C Z? jako
Jereo(®) = f(z) + (1 + c0)g(x) a bud r korenem fe,.,(x) mod p pro p prvocislo.
Pak kongruence

crg®(r) = f(r)g'(r) = f'(r)g(r) mod p

md pravé jedno teseni a r je nasobny koren f. .,(x) mod p.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze g(x) Z 0 mod p. Pak lze jediné feSeni kon-
gruence z tvrzeni vyjadrit jako

__ f)g'(r) = f'(r)g(r)

= mod p.

Navic mtuzeme psat
f'(r)g(r) mod p

ag’(r) = f(r)g'(r)
/ f'(r) mod p. (5.1)

(r)

ag(r) = mg (r)

Z definice zrotovaného polynomu f,, ., () a faktu, ze r je korenem f,,.,(z) mod p,
mame vztah:

0= f(r)+ (aar + ¢co)g(r) mod p
f) _ c1r + ¢g) Mo
qn - Feo) mod p
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Dosazenim tohoto vztahu do (5.1)) dostévame

c1g(r) = —(ar +co)g'(r) — f'(r) mod p
f'(r)+cag(r) + (ar+c)g'(r) =0 mod p
fie(r) =0 mod p,

z ¢ehoz plyne, Ze r je ndsobnym kofenem f., ., (z) mod p.

Kdyby g(r) = 0 mod p, pak by muselo p délit oba koeficienty g(r) = pr — m,
protoze r < p. Jenze v base-(m,p) metodé predpokldddme NSD(m,p) = 1, jak
jsme ukdzali v kapitole B.2] Pifpad g(r) = 0 mod p je tedy vyloucen. O

Algoritmus [5.2] popisuje kofenové sito s navrzenymi vylepsenimi. Jako v pri-
padé obecného korenového sita prochazime pres vSechny mozné koreny tentokrat
vSak pouze modulo p (fadek a aktualizujeme pfinos najednou pro vsSechny
prislusné polynomy. Stézejni je vSak rozliSeni mezi jednoduchymi a nasobnymi
koteny v kroku [3] jez zduvodiujeme v lemmatu 28 V piipadé jednoduchého

kofene muzeme hodnotou pf_ ; aktualizovat prinos u vsSech Fi iy co4jp- Pokud
1

narazime na kofen nasobny, lze aktualizovat piinos jen hodnotou m =
pro k = 1, poté musime provést zdvihnut{, pro nasobné kofeny f,, ., (z) modulo p?
aktualizovat prinos u vSech Fy 12 ¢ +jp2 a tentyz postup zopakovat pro vSechna ¥
mensi nez mez hladkosti B. Po zopakovani celého postupu pro vSechna B-hladka
p dostavame aproximované hodnoty pfinosu pro polynomy v celé rotac¢ni oblasti

a vybirdme polynom s nejvétsim prinosem.

Algoritmus 5.2 Optimalizované korenové sito

input : polynomy f(z), g(z), meze rota¢ni oblasti Cy, C1, mez hladkosti B
output : aproximace cont,(Im(F,,)) v rotaéni oblasti [-Cq, Co] x [-C1, C]

1: for (p < B,p prvodcislo)

2: for (r=0...p—1)

3 spocitej é1: é1g”(r) = f(r)g'(r) — f'(r)g(r)  (mod p)
4: for (c;=0...p—1)

5: spocitej co z f(r) + (c1r + co)g(r) =0  (mod p)
6: if (¢1 #¢1) |/ r je jednoduchy kofen

7: aktualizuj cont,(Im(Fe, +ip,co+ip))

8: else // r je nasobny kofen

9: for (k: p* < B)

10 : aktualizuj conty,(Tm(F,, 4k cotjpk))

11: zdvihni nasobny koren

Lemma 29. Pro Cy, Cy meze rotacni oblasti a B mez hladkosti lze vijpocetni nd-
rocnost optimalizovaného algoritmu korenového sita (alg. asymptoticky od-
hadnout jako

1CCr Y <0(1)+ > pzi_l).

p<B k: pk<B
p prvocislo
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Diikaz. Vypocet hodnot ¢; a cg stejné jako aktualizaci prinosu a zdvihani povazu-
jeme za konstantni operaci. V p—1 ptipadech jednoduchého korenu aktualizujeme
piinos pro vsechna F,, 4, co+jp- V jednom piipadé ndsobného kofenu je vSak nutné
provadét zdvihani a aktualizovat prinos pro vSechny polynomy Fi ik o4 jpr- Z al-
goritmu pak plyne odhad

(26 + DL +1) |

>y (O(l) L OMp-1)

p<Br=0 p2
2C 12C 1

> (A o)) -

k:pkgB p p

4C,C 4C,C,
=> p-(p—l)(9< 021>+ > O( ;k0> -
p<B p ki ph<B p
1
— 40y YD (0(1)+ > %1) .
p<B k:pkng

[l

Pro lepsi predstavu o vylepseni, které korenové sito prinasi oproti primému

vypoc¢tu hodnot a(Im(F,.,)) pro vSechny mozné rotace, formulujme jesté nasle-
dujici lemma.

Lemma 30. Pro Cy,C, meze rotacni oblasti a B mez hladkosti lze vypocetni
ndrocnost primého vypoctu hodnot a(Im(F,,)) asymptoticky odhadnout jako

2C,+1(2Ci+1) > > ph

p<B  k:pk<B
p prvocislo

Diikaz. Vypocet a(Im(F,,,)) obnasf nalezeni viech kofentt modulo p* pro vsechna
mozna p*. Pokud uvazujeme dopo&itani piinosu a vypocet « jiz jako konstantni
operaci, dostavame odhad

-1

S Y Y Y Yon-

co=—Cp c1=—C1 p<Bk: pk<B =0

2C,+12C+1) Y Y ph

p<B  k:pk<B
p prvocislo
[
Na zékladé vzorctt odvozenych v lemmatech a[30] jsme sestavili tabulku
5.1 kde v druhém sloupci uvadime procentudlni zlepSeni kofenového sita oproti
primému vypoctu vSech a(Im(F,,.,)) a ve tfetim sloupci procentudlni vylepseni
kotrenového sita pri pouziti optimalizace popsané v této podkapitole.
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velikost meze hlad- vylepSeni pii kofenovém situ vylepseni pti optimalizaci
kosti B

200 98.8201% 19.7171%
300 99.2037% 18.6914%
400 99.4026% 17.2372%
500 99.5227% 14.6334%
600 99.6023% 14.3513%
700 99.6631% 13.355%
800 99.7045% 12.7241%
900 99.7397% 12.1322%
1000 99.7666% 11.6998%
1100 99.7911% 11.2216%
1200 99.8058% 10.6103%
1300 99.8219% 9.93371%
1400 99.8339% 10.2139%
1500 99.8477% 9.55917%
1600 99.8562% 9.14526%
1700 99.8661% 8.98513%
1800 99.8728% 8.63169%
1900 99.8794% 8.5915%
2000 99.8855% 8.2541%

Tabulka 5.1: Procentualni vylepseni pti pouziti korenového sita oproti primému
vypoctu a(Im(F,,.,)) a vylepseni pfi optimalizaci oproti klasickému kofenovému
situ.

5.3 Dvoufazové korenové sito

Klasické i optimalizované kofenové sito operuji se vSemi zrotovanymi poly-
nomy, tudiz (jak jsme mohli nahlédnout z lemmat [27] a vysoké meze rotacnich
koeficientti prispivaji k celkovému c¢asu korenového sita dominantnim zpiisobem.
Bai v ¢lanku [3] proto navrhuje komplexnéjsi konstrukei — dvoufazové korenové
sito. V prvni fazi nejprve vybere polynomialniho kandidata (pripadné vice), u kte-
rého se ocekava, ze bude mit dobré kofenové vlastnosti, a poté v druhé fazi apli-
kuje korenové prosivani, ovsem pouze na miizce definované timto kandidatem
nikoli v celé rotacni oblasti, ¢imz dosahuje znatelného vylepseni.

5.3.1 Prvni faze — prohledavani stromu do hloubky

Zvolme P celociselnou mez, bud s = m(P) a mé&me s malych prvoéiselnych
mocnin pi', ..., p% pro ruznd p;. Pro pevny polynom f(x) generovany base-(m, p)
metodou hleddme linedrni rotaci f., . () s mnoha kofeny modulo zvolené malé
prvociselné mocniny pi', ..., p%. Pro maly soucin [[;_, p;* je mozné vyuzit opti-
malizované kofenové prosivan{ pres matici o velikosti ([[5_, p¢')*. V rozséhlejsich
pripadech najdeme nejprve s polynomu, které oznac¢ime fcgi)cg-)pi (x)prol <i<s,

kde kazdy bude mit mnoho kofenti modulo p{* a nasledné pomoci Cinské zbyt-
kové véty (CZV) tyto polynomy zkombinujeme na vysledny f., ., () mod [T;_, p5".
Pro libovolné 1 < k < e; bude mit f. ., (z) mod pf stejny pocet kofentt jako jed-
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notlivé fc(li)céi)pi(l') mod pf, proto lze pfedpokladat, Ze vysledny polynom f. ., (z)
bude mit mnoho kofeni modulo malé prvociselné mocniny p{',...,pS, jak jsme
zamysleli.

Pro nalezeni kazdého z s polynomt fcgi)céi)pi<x) sestrojime zvlastn{ p?-4rni
strom. Kofenem bude vzdy polynom f(z). Mé&jme pevné i a pro prehlednost po-
lome p = p; a e = e;. V kazdé z k trovni (1 < k < e) p*-4rniho stromu budou
vSechny mozné rotace f(x) modulo p*. Priichod timto stromem s nalezenim nej-
lepsi rotace demonstruje algoritmus . Nejprve (radky 1-@ nalezneme koreny
vSech rotaci f., ., () mod p a rozdélime je na jednoduché a ndsobné pomoci stej-
ného principu, ktery jsme jiz popsali u optimalizovaného kofenového sita (lemma
. Dale budeme pracovat jen s témi rotacemi, které maji mnoho kotent. Pro kaz-
dou z téchto rotaci chceme spocitat prinos p. Prinos jednoduchych kofenti zname
hned (diky Henselovu lemmatu (9)); aktualizujeme o hodnotu %%Z’p (fadek .
U nasobnych kofenti vSsak musime provadét zdvihani. To provedeme pomoci re-
kurzivniho priicchodu p?-a4rnfm stromem do hloubky, jak popisuje metoda LiftMult.
Kroky |5l a @ plynou z Henselova lemmatu |§| (2a) a principu korenového prosivani
(lemma . V kazdém listu pak zname pocet korenti a mizeme hodnotu ptrinosu

. |Ri/1[co p
aktualizovat o T
Pro kazdé z s prvocisel p; mame nyni néjakou rotaci fcu)c(i)p_(z) s mnoha
1 0 £

kotreny modulo p;’. Pomoci nékterého z algoritmu vyuzivajicich CZV vytesime
soustavu

— (D — (D

co=c¢y’ mod pft cg=c¢’ mod pf
co = 062) mod pg? 0= cgz) mod p3?

— (S) d €s — (S) d €s
co =cy’  mod p ¢ =¢  mod p;

a tim ziskdme hledanou rotaci f. ., () s mnoha kofeny modulo IT;_, pi’, kterou
predame do druhé faze.

VIV

5.3.2 Druha faze — prosivani na mrizi

Z prvni faze do druhé vstupuje rotace polynomu f(z) definovana dvojici
(co,c1) a modul M = [[;_; pi". V druhé fazi budeme kotenové prosivat, nikoliv
vSak na celé oblasti [—Cj, Co] x [-C1, C1] C Z?, ale pouze na mifzce definované

{(co+~yM,c1 + BM): v, € Z} C [—Cy, Cy] x [=C4, C4].

Rotace z této mrizky jsou konstruovany tak, aby mély mnoho kotrenti modulo M,
proto ocekavame, ze budou mit i dobré kotenové vlastnosti. Princip korenového
prosivani na miizce je analogicky myslence lemmatu [26]

Lemma 31. Bud M =T[[;_, p;’, rotacni koeficienty co, ¢y € Z a uvazZujme mrizku
{(cot+yM,c1+BM): ~, 5 € Z} definujici mnoZinu vsech moznijch rotact polynomu
f(), tedy @) () = fertpmeorrnr(z) pro A(x) = (e14+ BM)z + (co+yM). Pokud
r je korenem fe, 1 co+ym () mod ¥, kde p* je mocnina prvocisla, pak r je také
korenem. f., i n(s+ipk).cotM(r+jpr)(2) mod p* pro viechna i,j € Z.
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Algoritmus 5.3 Priichod p?-arnim stromem s rekurzi

input : polynomy f, g, aktualni prvocislo p
output : rotace s maximalnim prinosem p
1: for (r=0...p—1)

20 spocitej é1: cig(r) = f(r)g'(r) = f'(r)g(r) (mod p)

3: for (c; =0...p—1)

4: spocitej co: f(r) + (cit + co)g(r) =0 (mod p)

5: if (c1 #¢1) |/ r je jednoduchy kofen

6 piidej r do RG® // aktualizuj jednoduché kofeny rotace fe;c,
7 else  // r je nasobny kofen

8: pridej r do R / aktualizuj nésobné kofeny rotace fe,c,
9: A< {vybrané rotace s mnoha kofeny}

10: for ((Co,cl) S A)

11 aktualizuj cont,(Im(Fe, 1ip,cotip))
12 beste, e, <1 LiftMult(k, fe o, R3™)

1: if (k = e) // jsme v listu

|
|
L2 return aktualizované cont,(Im(F.,.,))
|
' 3: else
L4 for (r € R™)
L5 for ((i,7): (ir—|—j)g(7‘)+fclg;g(r) = 0 mod p)
|
| .k .k
6 pridej {r + IpF: 1 € Z,} do RGP cotin
LT for (i=0...p—1)
i 8: for (j=0...p—1)
L LiftMult(k + 1 Rertip®cotip®
E best; j « LiftMult(k + 1, fo, 4ipk cotiph> Bax )
10 return max(best;;)
I 7
13: return argmax, . (bestc,c,)
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Diikaz. Dle definice rotace o A(z) je

fertpreorma () = f(2) + ((e1 + BM)z + (co + M) g(2)

pro prislusny linearni polynom g(x). Pro

Nij(@) = (er + M(B+ip*)) & + (co + M(y + jp"))
z toho plyne

Tay@) () = F@) + ((cr + M(B+ip")) 2 + (co + M(y + jp")) ) g(x) =
= f(2) + ((e1 +yM)z + (co + BM)) g(a) + (Mip*a + Mjp*)g(a) =
= fersMeorpm(x) +p* - (Miz + Mj)g(z).

Dostavame tvrzeni véty, protoze ziejmé

— k
Jer+8Mcorym (T) = fersm(piph),co+M(y+jpr) () mod p*.

O

Korenové sito na mrizce (alg. [5.4) pracuje na obdobném principu jako opti-

malizované kofenové sito (alg. [5.2)). Pro pevné prvocislo p a koren r nalezneme

prislusnou rotaci (u,v) a rotaci na mfizce dopoc¢itdme vyresenim soustavy kon-
gruenci

u=c + M (mod p)
v=cy+vM (mod p)

pro (7, ). Podminkou pro jednoznacéné feseni je p t M. Uvédomme si, Ze piipad
p | M znamend, Ze prislusny kofen prispivd vSem zrotovanym polynomum na
mrfizce. Pro ucely porovnani polynomi lze tedy tento prinos vynechat a tyto
pripady preskocit. Jelikoz jsme v prvni fazi uvazovali vSechna prvocisla mensi nez
mez P, pak se ve druhé fazi mizeme omezit pouze na prvocisla lezici v intervalu
P<p<B.

Pokud bychom na rekurzi popsanou v metodé LiftMult neaplikovali Zadnou
heuristiku ofezavajici vétve, u nichz oc¢ekavame, ze neprinesou dobré vysledky,
pak bude tato metoda v nejhorsim pripadé stejné efektivni jako piimé zdvi-
héni ndsobnych korent, jak je vyuzivino v optimalizovaném kofenovém situ (alg.
. Proto Bai navrhuje pro zdvihani nasobnych korent pfi prosivani na mrtizce
recyklovat rekurzi pouzitou v prvni fazi, kdy hodnoty prinosu nebudeme ptimo
vracet, ale pouze aktualizovat. Po skonceni celého algoritmu vybereme nejlepsi
rotaci z mtizky, pripadné na nékolik nejlepsich polynomi aplikujeme zkusebni
prosivani.
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Algoritmus 5.4 Kofenové sito na miizce

input : polynomy f(x), g(z), nejlepsi rotace (co, ¢1), meze rotacni oblasti Cy, C1,
S
mez hladkosti B, M = H pi
=1
output : aproximace cont,(Im(F¢, s )) v M-mfizi rotacni oblasti [-Cy, Co] x [-C1, C1]

1: for (p < B,p prvocislo,pt M)

2: for (r=0...p—1)

31 spocitej @: ag*(r) = f(r)g'(r) — f'(r)g(r) (mod p)

4: for (u=0...p—1)

5: spocitej v z f(r) + (ur + v)g(r) =0 (mod p)

6 najdi (v,8) z u = c¢1 + M mod p a zéroven v = ¢y + yM mod p

7 if (17, 75 u) // r je jednoduchy koren

8 : aktualizuj conty,(Im(Fe, 4 ar(8+ip),co+M(v+jp)))

9: else // r je nasobny koren

10 : LIftMUIt(2, fCl‘i’BM,CO‘F’YM’ {7’})

11 // stejnd rekurze jako v alg. misto vraceni nejlepsich hodnot pouze aktualizujeme
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Kapitola 6

Implementacni aspekty
generovani polynomiu

V ramci projektu NFS vedeného na Katedre algebry MFF UK jsme spolupra-
covali na implementaci Kleinjungova algoritmu pro generovani polynomu (popsa-
ného v podkapitole . V nasledujicich podkapitolach nejprve struéné popiseme
celou implementaci, podrobnéji se budeme vénovat konkrétnimu reseni nékterych
aspektt, které se v ramci vyvoje ukazaly jako ne primo odvoditelné z navrhu al-
goritmu dle T. Kleinjunga v ¢lanku [16]. Zavér kapitoly bude patfit experimentu,
ktery jsme provedli na realnych datech ziskanych z implementace a ktery nam
pomohl ovérit nékteré heuristické avahy z kapitoly [4.1.1]

6.1 Implementace Kleinjungova algoritmu

Kleinjunguv algoritmus (kap. jsme naimplementovali jako samostatnou
tfidu CKleinjungPolySelPhase projektu NF'S, vylepseni a hodnoceni polynomu
bylo oddéleno do tridy CPolynomialImprovement. Zdrojovy kdd je psan v jazyce
C++, kompilace probihala prekladacem GCC (verze 4.9.2 a 4.8.2) v linuxovém
prostiedi Debian 8.x (Jessie), verze jadra 3.16; a Kubuntu 14.04 (TrustyTahr),
verze jadra 4.2.

Implementaci Kleinjungova algoritmu se podarilo vyladit do té miry, ze pro
rozklddana cisla vétsi nez 130 decimalnich cifer generuje vyrazné lepsi polynomy
nez drive pouzivané klasické generovani polynomi base-m metodou. Hodnoceni
vygenerovanych polynomu je navic srovnatelné s hodnocenim polynomt z imple-
mentace CADO-NFS [25], ktera je soucasnou nejlepsi implementaci faktorizace
pomoci obecného ¢iselného sita.

6.1.1 Vypocet base-(m,p) rozvoje
P11 vypocétu base-(m, p) rozkladu ¢isla N rekurzivnim zptusobem popsanym
v algoritmu pocitdme v kazdém kroku pro ¢ sestupné od d — 1 dvé hodnoty

Pit1—aip1mit!

r; = »

a; = 75+ 0; pro 0 < 0; < p takové, ze plati r; = a;m’ (mod p).
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Existenci celoc¢iselného podilu pro r; v kazdém kroku jsme jiz okomentovali
v dikazu véty . Podil % ovsSem celoc¢iselny byt nemusi, takZe hledame o; € Q.
Celociselné koeficienty a; mame tedy teoreticky vyjadieny jako soucet dvou raci-
onélnich ¢isel, coz znemoznuje primocarou implementaci kvili nedostatku pres-
nosti.

V nasi implementaci jsme zvolili nasledujici postup: Spocitejme nejprve hod-
notu a; = [ %], hledany koeficient a; musi lezet v mnoziné {a;, a;+1, ..., a;+p—1}
z omezeni pro ¢;. Déle spocitejme ¢ = > mod p. Takové ¢ musi existovat, pro-
toze pracujeme s nesoudélnymi m a p, tudiz m' ma inverz modulo p. Hledany
koeficient pak lze spocitat jednoznacné jako

a; = a; + ((¢c — a;) mod p).

6.1.2 Vypocet Dickmanovy funkce

Dickmanova funkce (definice |8) se ukazala byt stézejnim kvantifikitorem pro
hodnoceni polynomu. Ackoli v pribéhu generovani polynomi jsme vypocet Dick-
manovy funkce na nékterych mistech z vypocetnich divodi obesli riznymi zjed-
nodusenimi (viz kap. [4.1.1)), nékolik nejlepsich kandidati je dobré na zavér po-
rovnat plnym kombinovanym hodnocenim (4.23). Proto musime umét spocitat
hodnotu Dickmanovy funkce p prakticky:.

Existuji numerické metody pro vypocet Dickmanovy funkce, nicméné neni
znam zadny vzorec v uzavieném tvaru vyuzivajici pouze elementarni funkce.
V nasi implementaci jsme vSak pro vypocet p(u) nezvolili numerické integro-
vani, ale efektivnéjsi metodu Pattersona a Rumseye popsanou az v ¢lanku Bacha
a Peralty [1], kterd vyuziva Taylorovy fady.

K dukazu nasledujiciho lemmatu vyuzijeme vlastnost funkce p(u), kterou uka-
zuje Dickman [10].

1 pro 0 <u < 1;
plu) =1 [ phydt  jinak.
1

u
u—

Lemma 32. Bud u > 1, pak pro Dickmanovu funkci p(u) plati vztah

—plu—1)

pllu) = —

Diikaz. Pro u > 1 plati druha vyse uvedena vlastnost
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Zderivujeme obé strany rovnosti

o [ pyan

Plu)y=o | = | =
— _52 / p(t) dt+i(p(u) —plu—1)) =
_ 1 p(u)Jrl p(u)_p(uu— 1) _
__plu—1)

O
Dokézany vztah je diferencidlni rovnici se zpozdénim a implikuje, Ze p(u)
nalezi to tifdy C* na intervalu [k, co) pro k > 1 (neboli vechny parcidlni derivace
p(u) az do fadu k jsou na uvedeném intervalu spojité) a je navic po Castech
analyticka (viz [1]).
Véta 33 (Taylorova véta s Peanovym tvarem zbytku). Bud a € R a méjme
redlnou funkci f, kterd md v bodé a vlastni k-tou derivaci pro k € N. Pak existuje
prave jeden polynom Ty (z) stupné nejvyse k takovy, Ze

flz) —Ti(x) =0 ((x - a)k> pro r — a.

Z této veéty plyne, ze pro u > 1 lze hodnotu p(u) aproximovat polynomem,
ktery budeme déle pro 0 < € < 1 znacit

kde u = k + €, a tudiz c(()k) = p(k). Nyni ve strucnosti shrneme, jak lze takové
koeficienty cgk) spocitat.

Na 1 < u < 2 se podle Bacha a Peralty [I] p(u) chova jako 1 — In(u). Je tedy

p(2—e):1—ln(2—e):1—111(2)—111(1—;):

(e 9] EZ

n()+i:1i21,

pricemz posledni rovnost plyne z rozvoje rady

In(1+z) = iﬂ

i—1 ¢

Bud u > 2 a pfedpokladejme, ze zname hodnotu p((k — 1) —¢€) = i% cg-k_l)ej.
=0

Derivaci p'(k — €) umime vyjadrit dvéma zpusoby

X (k—1)

ey e
i oy —plk=1-—¢ 1 =S & (k—l)joo<€>
i A e k;;)cj 6; k

k
0o / 0o
pk—e) = (Z cgk)ei> =Y ictF i1,
=0 i=1

%
)
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Porovnanim téchto dvou vyrazl a srovnanim séitanct se stejnou mocninou € lze

nalézt vyjadreni pro koeficienty Taylorova polynomu cgk) pro ¢ > 0. V pripadé

c(gk) plati z definice

i *) i 1
c:'édde=) ¢ - :

= = I+l

1 1
kel = kp(k) = / p(k — ¢)de = /
0 0

Odvodili jsme vzorce pro vypocet vsech potiebnych koeficient k aproximaci
p(u) pro u > 1. Pfipomenme, Ze pro u € [0,1] je p(u) = 1 z definice.

k=0 c§°):1 proi >0
k=1 cél):l—logQ

1
cz(l):f pro ¢ > 0
12
ol k1)
k>1 ) = 2 proi>0
o kI
oo (k)
m _ 1 ¢
CO - A
k—1 ]Z::I Jg+1
Tato reprezentace je z implementacniho hlediska velice efektivni, jelikoz koe-
ficienty cl(-k lze predpocitat dopredu, pricemz je mozné vyuzit jejich rekurentni

zévislosti. V momenté vypoctu p(u) je nejdiive urceno k, pro které u € [k —1, k),
a nasledné vyhodnocena ptislusna Taylorova rada s vyuzitim predpocitanych ko-
eficientt cgk)

Lze navic ukazat, ze plati 0 < cgk) < %, tudiz m + 1 ¢lent posloupnosti apro-
ximuje p(u) na intervalu [k — 1, k) s absolutni chybou mensi nez 2. Empiricky
zjistili autofi ¢lanku [I], ze v oblasti 0 < u < 20 staci spocitani 55 koeficienti pro
vycisleni p(u) s relativni chybou mensi nez 107!7, coZ odpovid4 presnosti typu
double dle standardu IEEE [14].

6.1.3 Vylepseni metody nejvétsiho spadu

V prvni c¢asti optimalizace vytéznosti se snazime optimalizovat vlastnost ve-

d .

likosti polynomu f = > a;2° pomoci tprav translace a rotace. Pripomenme
i=0

formalni znaceni, bud f = 7y (7(f)) polynom upraveny pomoci zobrazeni

2 . ~ -
translace o ¢ a rotace o A\(x) = > ¢;x'. Homogenizaci f znac¢ime F'. Koeficienty
i=0

homogenniho polynomu F' jsou parametrizovany proménnymi ¢, ¢y, ¢y a cs.
Chceme minimalizovat hodnotu integralu

//Fg(w,y) dz dy
S//

L], referencni ,,jednotkovou* zkreslenou prosivaci

RVE)

ples 8" = [~/5, /3] x [~

S
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oblast. Snazime se tedy minimalizovat hodnotu

ARV
F, = //F2 z,y) dz dy
1A

vzhledem k proménnym s,t a ¢; pro vsechna 0 < i < 2. Murphy [2I] navrhuje
vyuziti metody nejvétsiho spadu, Jedlicka v élanku [I5] ukazuje, Ze pfimd im-
plementace metody nejvétsiho spadu je pro tento pripad nevhodnd a navrhuje
nasledujici vylepseni. Uvédomme si, ze F je polynomem v proménnych s,t a ¢;
a navic lze tyto proménné separovat na dvé v principu nezavislé skupiny: ¢; pro
i €{0,1,2} a s,t. Polynom Fj lze proto zapsat ve tvaru

VAR

FS:/ /Fz(x,y)dxdy— (t,s) +ZB tSCz+ZZBthSCZCJv
. =0 j=1
o

kde B, B; a B;; jsou funkce pouze v proménnych s, ¢. Nyni je mozné minimalizaci
provadét ve dvou krocich pro oddélené skupiny koeficienti.

Nejdiive zvolime libovolna ale pevna s a t a spocitame prislusné funkéni hod-
noty B(s,t) = b, Bi(s,t) = b; a B;;(s,t) = b;;. Dle ¢lanku [I5] je grafem této
funkce kvadrika v R*, konkrétné se ziejmé jedna o paraboloid, a minimum v pro-
ménnych ¢; lze tudiz spocitat pomoci parcidlnich derivaci a Gaussovou eliminaci.
V druhém kroku fixujeme nalezené minimum v proménnych ¢; a pomoci klasické
metody nejvétsiho spadu hleddme minimum pro ¢ a s. Stiidanim uvedenych dvou
kroktl postupné konvergujeme k hodnoté minima.

6.2 Zjednoduseni hodnoceni polynomu

V kapitole jsme popsali heuristické argumenty vedouci ke zjednodu-
seni teoretického vzorce pro hodnoceni vlastnosti velikosti polynomu vyuzivaji-
ctho Dickmanovu funkei pro vypocet pravdépodobnosti hladkosti polynomidlnich
hodnot |F(x,y)| a |G(z,y)|

In|F(z,y) In |G(z,7)
// ( llnB ‘)p( ‘lnB ‘)dxdy

na vypocetné efektivndjsi vzorec zaloZeny na L?-normé nelinedrniho polynomu

F(x,y)
In (A//, F?(z,y) dxdy) :

Za ucelem ovéreni, zda vyse popsané zjednoduseni nevnasi do hodnoceni vlast-
nosti velikosti prilis velké chyby, jsme provedli nasledujici empiricky test. Pro pét
vstupnich N razné délky, jak je uvedeno v tabulce [6.1] jsme z béhu implemento-
vaného algoritmu ¢iselného sita nahodné zvolili jeden z hodnocenych polynomi.
Velikost IV je volena tak, aby stupen polynomu byl ruzny. (Nejmensi N o 36 deci-
malnich cifrach jsme zvolili kviili zjisténi, zda budou nase pozorovani konzistentni
i v extrémnim pripadeé.)
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stupen f pocet decimalnich cifer N

4 36
4 80
b} 124
6 145
7 173

Tabulka 6.1: Volba rtiznych N pro test zjednoduseni hodnoceni vlastnosti poly-
nom.

Na tento polynom jsme aplikovali ipravy pomoci translace a rotace, spoci-
tali jsme 100 posunutych a zrotovanych polynomt pomoci ndhodnych hodnot
t (translace) a ¢, c1, co (kvadratickd rotace) z riznych intervala (viz tab. |6.2]).

poradi polynomu  translace rotace
1-10 [—20, 20] [—10, 10]
11-20 [—20,20] [—10%,107]
21-30 [—20,20]  [—10%,10%]
31-40 [—20,20]  [—10% 10%]
41-50 [—20,20]  [—105,107]
51-60 [—10°,10°]  [-10,10]
61-70 [—105,105] [-10%,10?
71-80 [—10°,10°] [-103,10°]
81-90 [—10°,10°] [-10%,107]
91-100 [—10°,10°] [-10°,10°]

Tabulka 6.2: Intervaly pro volbu parametri translace a rotace pro test zjednodu-
seni hodnoceni vlastnosti polynomi.

Kazdy vzorek 100 polynomi jsme poté seradili podle hodnoceni na prosivaci
oblasti M’ = [—10°,10°] x [1,10°] témito kritérii:

ln‘F(m,y)‘ lﬂ‘é(%y)‘
In 1000 In 1000

e plna Dickmanova norma‘“ [f ,0( )dx dy (od nejvét-
M/

stho);

e . Dickmanova norma“ [ p (W) dz dy (od nejvétsiho);
M/

e L*norma 1 In ({\{f F?(z,y)dx dy) (od nejmensiho);

e Sort-Abs-Koef — fazenim podle velikosti koeficientii s uprednostnénim stii-
danf znamének (od nejmensiho).

Posledni uvedené razeni se ukazalo jako velice nepresné, proto jsme zaradili jesté
jeho adaptaci

e Sort-Koef-Abs — razeni podle velikosti koeficienti, pri shodé uprednostnuje
stfidani znamének (od nejmensiho).
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Cely test jsme opakovali desetkrat pro kazdou volbu N. Ziskali jsme tedy celkem
50 sad o 100 polynomech, na které jsme aplikovali vSech pét vyse uvedenych
kritérii pro razeni.

Nejprve jsme zjistovali chybu, kterou ptrinasi vynechani linedrniho polynomu
g(x) z vypoctu. Ukdzalo se, ze pro deg(f) > 5 doslo pouze v jednom piipadé
k prohozeni dvou sousednich polynomt (nejednalo se o polynomy z desiti nejlep-
sich), jinak byly vSechny polynomy razeny totozné. V pripadé polynomi stupné
4 byla situace vyrazné jind, totozné byla fazena jen priblizné polovina polynomi
v pfipadé N o 80 decimdlnich cifrach a 35-40% pro N o 36 decimélnich cifrach.
Zameéna dvou sousednich polynomu probéhla v obou pripadech u zhruba ¢tvrtiny
polynomi. Co se vSak tyce odhaleni nékolika nejlepsich polynomii, mizeme kon-
statovat, ze zanedbani linedrniho polynomu z vypoc¢tu ma vliv zcela minimalni
(viz tab.|6.3)).

Vysledky tazeni dalsimi kritérii jiz nevykazovaly zadné abnormality vzhledem
ke stupni nelinearniho polynomu a (aZ na fazeni s upfednostnénim znaménka)
vyrazné koreluji s fazenim dle definice. Vysledky jsme vizualizovali jako bodovy
graf s referenénim razenim podle plné Dickmanovy normy. Jednotlivé barvy jsou
podle legendy pritazeny prislusnym kritériim. Bod se souradnicemi (i, 7) znaci,
ze 1-ty polynom podle plné Dickmanovy normy byl podle barvy prislusnym kri-
tériem zarazen jako j-ty v poradi od nejlepsiho. Body na diagondle tedy prislusi
razeni dle plné Dickmanovy normy. Pro vsechny sady polynomi stupné d > 4
vypadaly vysledky zcela analogicky jako pro priklad na obr. Procentualni
srovnani vysledki vzhledem k fazeni podle plné Dickmanovy normy pres vsech
50 testovacich sad uvadime v tabulce 6.3l

100 -
I . _.l"'.:
L oot
&) i o, o"..:. ’
I wﬁ':' Dickman FG
L o _of
a0l P o DickmenF
: Jo® ° [ ] L2
20 w ,:;:.;;’:" e Sort-Koef-Abs
; 508" Sort-Abs-Koef
2D ®e - - Q °
\:!: ? ¢ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 40 ) 80 100

Obrézek 6.1: Vysledky fazeni rtiznymi kritérii hodnoceni velikosti polynomii.

N&s test tedy uzavirame konstatovanim, ze popsané zjednoduseni vypoctu
hodnoceni vlastnosti velikosti z Dickmanovy na L?-normu nevnasi do hodnoceni
zadnou zasadni chybu. Dokonce se ukazuje, ze by postacovalo pouhé razeni po-
rovnavanim velikosti koeficientti s uprednostnénim stridani znamének v pripadé
rovnosti koeficientii. Vyhodou fazeni by jisté bylo znatelné zrychleni vypoctu
pri vhodné optimalizované implementaci fazeni. Nevyhodou vSak je absence glo-
béalniho kvantifikatoru a tudiz nemoznost porovnat napriklad nejlepsi polynomy
z ruznych béhii a také nemoznost kombinace hodnoceni s korenovymi vlastnostmi,
jak ji popisujeme v kap. [4.2l Moznd by vsak jisté byla alternativa kombinujici
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nejdiive rychlé fazeni podle velikosti koeficientti a nasledné dopo¢itani L?-normy
pro nékolik nejlepsich polynomi.

Dickman F  L?-norma Sort-Koef-Abs Sort-Abs-Koef

stupen d = 4

shoda 65% 70% 72% 34%
v nejlepsim

nejlepsi 100% 96% 98% 60%
v prvnich péti

shodnd 70% 92% 84% 40%
nejlepsi trojice

stupen d =5
shoda 100% 74% 70% 40%

v nejlepsim

nejlepsi 100% 98% 96% 62%
v prvnich péti

shodn4 100% 94% 88% 46%
nejlepsi trojice

stupen d = 6

shoda 100% 70% 70% 36%
v nejlepsim

nejlepsi 100% 100% 98% 70%
v prvnich péti

shodné 100% 92% 90% 50%
nejlepsi trojice

stupen d =7

shoda 100% 2% 68% 42%
v nejlepsim

nejlepsi 100% 98% 100% 64%
v prvnich péti

shodna 100% 90% 90% 48%

nejlepsi trojice

Tabulka 6.3: Procentudlni srovnani fazeni rtznymi kritérii hodnoceni velikosti
polynomu vzhledem k Dickmanové normé.
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Zaver

Préace prinasi podrobny prehled prvni faze algoritmu ¢iselného sita, kterou lze
rozdeélit do nékolika kroku. Posloupnost téchto kroku v kontextu celého ¢iselného
sita znazornuje nasledujici diagram.

obecné ¢iselné sito
| faze generovani polynomt
generovani polynomt
optimalizace vlastnosti
vlastnost velikosti koeficient
korenové vlastnosti
hodnoceni
kombinované hodnoceni
zkusebni prosivani
vybér nejlepsi dvojice polynomu
| prosivaci faze
| faze zpracovani relaci
| linearni faze
| odmocnovaci faze

Jednotlivé kroky lze provadét celou radou riznych metod, které jsou pred-
métem mnoha akademickych praci a ¢lankt. Vybrané postupy jsme v praci popsali
a nyni je shrneme.

Pro samotné generovani polynomt jsme predstavili dvé metody: base-m me-
todu (kap. a Kleinjungiv algoritmus (kap. [3.2).

Vlastnostem generovanych polynomii a jejich optimalizacim jsme vénovali
velkou ¢ast prace. V kapitole [I.1.7] jsme ukézali, pro¢ vlastnost velikosti hod-
notime pomoci L?-normy, v kapitole jsme predstavili kofenové vlastnosti
a jejich kvantifikaci pomoci parametru «. Pti optimalizaci (kap. [4.3|) nejprve po-
moci translace a rotace minimalizujeme (napf. vylepsenou metodou nejvétsiho
spadu, viz. L?normu, ¢imz dostdvame polynom s dobrymi velikostnimi
vlastnostmi. Poté jiz pouze pomoci rotace minimalizujeme nékterym z kofenovych
sit (kap. [5)) hodnotu « tak, abychom vylepsili kofenové vlastnosti, ale neporusili
jiz optimalizovanou velikost.

Optimalizované polynomy hodnotime Murphyho kombinovanym hodnocenim
popsanym v kapitole a vybirame nejlepsi polynom. Volitelné lze vybrat né-
kolik polynomt s nejvyssim hodnocenim a nejlepstho kandidata urcit pomoci
zkusebniho prosivani, jehoz princip jsme struéné nastinili v ivodu kapitoly [

Pocet polynomu vygenerovanych Kleinjungovym algoritmem zavisi na poca-
teénim nastaveni vstupnich parametrii, predevsim na hornich mezich prvnich t¥i
koeficient a poctu prvocinitelti parametru p. Je tfeba najit rovnovahu mezi casem
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nutnym pro generovani a kvalitou nalezenych polynomt, nebot rychlejsi pribéh
faze byva obvykle na tkor kvality nalezenych polynomii. Relativné dobrych vy-
sledki jsme na osobnim pocitaci vétsinou dosahli, pokud se pocet vygenerovanych
polynomu pohyboval v fadu tisicli, maximalné desetitisicti. Klicovym faktorem se
ukazalo byt nastaveni mezi pro optimalizaci. Z vypocetniho hlediska je zddouci,
aby optimalizace provedly redukci na maximalné nékolik desitek polynomii, které
jsme schopni zpracovat v kombinovaném hodnoceni. Piipadné zkusebni prosivani
je mozné pouzit pouze na nékolik nejlepsich polynom?.

Mnoho myslenek a tvrzeni skryvajicich se za postupy generovani polynomi
ma svij puvod v empirické zkusSenosti a casto byvaji dalsimi autory bez podrob-
néjstho vysvétleni prebirany i pro nové metody, které vsak jiz disponuji jinymi
parametry nez metody puvodni. P¥inosem prace je doplnéni dikazt k tvrzenim,
jez jsou zaloZena na rigordzni teorii predevsim v kapitole [3] o Kleinjungové algo-
ritmu a v kapitole |5 o optimalizaci kofenovych vlastnosti. Pivodni je také pojem
prinosového schématu, ktery umoznil zjednodusit fadu tivah o ptfinosu prvocisel
a podrobné odvodit aproximacni vzorce v lemmatu [25] Nékdy vSak snaha o vy-
svétleni jediné volby parametru muize vyustit v nékolik stran tvah vysvétlujicich
téma, které s danou problematikou na prvni pohled téméi nesouvisi, jak tomu
bylo u problému volby stupné nelinearniho polynomu v kapitole Poznatky
ziskané pri studiu teoretickych principti jsme také aplikovali prakticky pri pro-
gramovani Kleinjungova algoritmu s optimalizaci a hodnocenim polynomit. Nasi
implementaci jsme pak vyuzili pro empirické ovéreni nékterych heuristik, které
jsme v teoretické ¢asti popsali. Pfedevsim jsme se zamérili na experimentalni ove-
feni, Ze zjednodusSeni pii hodnoceni vlastnosti velikosti popsana v kapitole
vedou k uspokojivym vysledkim (viz kap. [6.2)).

Ukazuje se, ze a¢ nékteré postupy vyuzivané v ¢iselném situ nestoji na pevném
teoretickém zakladu, presto davaji velice dobré praktické vysledky. V tomto sméru
musime plné souhlasit s Carlem Pomerancem [9]: |, The numbers we are trying to
factor don’t seem to mind our lack of rigor, they get factored anyway.*
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