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Úvod

V tejto práci sa zaoberáme teóriou oce¬ovania �nan£ných derivátov, ktorú taktieº
prakticky aplikujeme. Finan£né deriváty sú in²trumenty, ktorých výplata je odvo-
dená od hodnoty nejakého podkladové aktíva. Pod termínom podkladové aktívum
si môºeme predstavi´ akcie, indexy, meny, komodity, dlhopisy, hypotéky, teplotné
indexy a mnoho ¤al²ích. Finan£né deriváty majú ²iroké spektrum vyuºitia v oblas-
ti riadenia �nan£ných rizík, zais´ovacích operácií a rôznych ²pekulácií. Finan£né
deriváty povo©ujú zú£astneným stranám obchodova´ so ²peci�ckými �nan£nými
rizikami, napríklad úrokové riziko, menové, kapitálové a komoditné cenové riziko,
kreditné riziko a iné. Tieto riziká sú ponúkané entitám, ktoré chcú alebo sú lep²ie
prispôsobené prebra´ ich na seba a riadi´ ich. Jedne z prvých derivátov boli via-
zané na tulipány a ryºu v 17. storo£í. Aº do roku 1970 bol trh s derivátmi ve©mi
malý, ke¤ ekonomické podmienky spolu s pokro£ilej²ími postupmi v oce¬ovaní de-
rivátov viedli k ohromnému nárastu. V poslednom desa´ro£í volatilita úrokových
sadzieb a výmenných menových kurzov prudko vzrástla, £o nevyhnutne viedlo k
vynájdeniu nových efektívnej²ích spôsobov ako zaisti´ príslu²né riziká. To je dôvod
pre£o sú neustále kon²truované �nan£nými in²titúciami ove©a viac so�stikovanej²ie
deriváty, aby uspokojili potreby seba samých a svojich klientov.

Na druhú stranu, ocenenie týchto derivátov predstavuje obrovský problém, pre-
toºe len malá podmnoºina �nan£ných derivátov môºe by´ ocenená presnými analy-
tickými formulami. Ak sa chceme vyhnú´ chybám pri ocenení, potrebujeme pouºi´
niektoré numerické metódy ako napríklad stromové ²truktúry. Môºeme ich nazva´
taktieº mrieºkové modely, pretoºe ich gra�cká reprezentácia pripomína mrieºku.
V praxi sú ²iroko pouºívané, pretoºe sú ve©mi �exibilné a intuitívne.

Uvedenú matematickú techniku môºeme prakticky aplikova´ na ocenenie spo-
riacich ²tátnych dlhopisov, ktoré predstavujú ²truktúrovaný produkt - dlhopis s
vnorenou opciou. Sporiace ²tátne dlhopisy emitované Ministerstvom �nancií �R
teda oceníme pomocou trinomických stromov. Ke¤ºe ide o úrokové deriváty, je nut-
né modelova´ vývoj úrokových sadzieb. Hull-Whiteov model a Black-Karasinski
model úrokových sadzieb pouºijeme na vysporiadanie sa so stochastickou pova-
hou úrokových sadzieb na trhu a metóda kon²trukcie trinomických stromov bude
adaptovaná.
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V prvej kapitole zhrnieme základné pojmy, s ktorými sa £asto budeme stretáva´
pri ²tudovaní tejto práce a v skratke popí²eme opcie a ich ocenenie.

V druhej kapitole predstavíme modely spotových úrokových sadzieb, Hull-
White a Black-Karasinski model, spolu s metódou kon²trukcie trinomických stro-
mov.

Tretia kapitola sa zaoberá kalibráciou jednotlivých modelov a v poslednej, ²tvr-
tej kapitole, si bliº²ie predstavíme sporiace ²tátne dlhopisy a ich ocenenie vyuºitím
trinomockých stromov.

Pre v²etky výpo£ty bol vyuºitý software Wolfram Mathematica 10 STUDENT
EDITION.

3



Kapitola 1

Základné pojmy

V tejto kapitole uvedieme základné pojmy, s ktorými sa £itate© tejto práce stretne
mnohokrát v ¤al²ích £astiach textu. Medzi najviac sklo¬ované �nan£né termíny
patria bezkupónový dlhopis, diskontný faktor, úroková sadzba a výnosová krivka.

V celej práci budeme uvaºova´ stochastickú bázu (Ω,F ,F,P) s �ltráciou F =
{Ft, t ∈ [0, T ]}, ktorá sp¨¬a zvy£ajné podmienky, a to úplnos´ a spojitos´ sprava.
Ke¤ºe okamºitá úroková sadzba v £ase t je informáciou dostupnou v £ase t, tak
predpokladajme adaptovaný proces 1 {rt}t∈[0,T ] a pre skoro kaºdé ω je funkcia
t → rt(ω) sprava spojitá pre 0 ≤ t ≤ T . Pre skoro v²etky ω je funkcia t → rt(ω)

striktne pozitívna a
∫ T

0
ru(ω)du <∞. Pre pevné ω ∈ Ω je rt(ω) trajektória procesu

ako funkcia premennej t.
�alej de�nujme stochastický diskontný faktor D(t, T ) medzi £asovými okamih-

mi t a T . Je to hodnota v £ase t rovná jednotkovej £iastke vyplatenej v £ase T a
je daný vz´ahom

D(t, T ) = exp
(
−
∫ T

t

rudu
)
, (1.1)

kde integrál
∫ T
t
rudu je de�novaný ako Lebesgueov integrál.

Dôleºitým fundamentálnym dlhovým nástrojom je bezkupónový dlhopis (dl-
hopis s nulovým kupónom) s jednotkovou nominálnou hodnotou. Je to kontrakt,
ktorý garantuje jeho drºite©ovi v £ase splatnosti T vyplati´ jednotkovú £iastku.
Ozna£me P (t, T ) cenu tohto dlhopisu v £ase t pri£om platí, ºe P (T, T ) = 1 pre
v²etky T . Neskôr v sekcii 1.1.1 ukáºeme, ºe diskontný faktor je úzko prepojený
s cenou bezkupónového dlhopisu, ktorá môºe by´ vyjadrená ako stredná hodnota
náhodnej veli£iny D(t, T ) pod ur£itou pravdepodobnostnou mierou.

Výnos do splatnosti ²tátneho dlhopisu s nulovým kupónom je povaºovaný za
(bezrizikovú) spotovú úrokovú mieru pri investícii do bezrizikového aktíva na dobu

1Stochastický proces {rt} je adaptovaný vzh©adom k �ltrácii {Ft}t∈[0,T ] ak rt je Ft-merate©ná
pre kaºdé t ∈ [0, T ].
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odpovedajúcu dobe do splatnosti tohto dlhopisu. Ozna£me teda L(t, T ) spotovú
úrokovú sadzbu pre jednoduché úro£enie v £ase t so splatnos´ou v £ase T , pre
ktorú platí nasledujúci vz´ah

L(t, T ) =
1

T − t

( 1

P (t, T )
− 1
)
. (1.2)

Spotová úroková miera Y (t, T ) pri zloºenom ro£nom úro£ení v £ase t so splat-
nos´ou v £ase T je úroková sadzba, pre ktorú platí

Y (t, T ) =
1

[P (t, T )]
1

T−t

− 1. (1.3)

Podobne spotová úroková miera R(t, T ) pri spojitom úro£ení v £ase t so splat-
nos´ou v £ase T je úroková sadzba, pre ktorú platí

R(t, T ) = − lnP (t, T )

T − t
. (1.4)

Vo v²etkých troch vz´ahoch (1.2), (1.3) a (1.4) je P (t, T ) cena bezkupónového
dlhopisu v £ase t so splatnos´ou v £ase T . Pre okamºitú úrokovú sadzbu rt platí,
ºe

rt = lim
∆t→0+

R(t, t+ ∆t) = lim
∆t→0+

Y (t, t+ ∆t) = lim
∆t→0+

L(t, t+ ∆t). (1.5)

�al²ím termínom je výnosová krivka, niekedy tieº ozna£ovaná ako £asová ²truk-
túra úrokových sadzieb, ktorá vyjadruje závislos´ výnosov cenných papierov (dl-
hopisov) na dobe do ich splatnosti. Naj£astej²ie sa výnosové krivky kon²truujú zo
²tátnych dlhopisov, pretoºe ²tát reprezentuje vhodnú entitu, ktorá emituje dosta-
to£ne objemné mnoºstvo dlhopisov s rozdielnymi splatnos´ami. Spotová výnosová
krivka bezkupónového dlhopisu v £ase t je grafom funkcie

T 7→
{
L(t, T ) t < T ≤ t+ 1 (rokov),
Y (t, T ) T > t+ 1 (rokov). (1.6)

1.1 Opcie

Pocit neistoty z budúceho vývoja je neodlu£ite©ný prvok spojený s kaºdou £innos-
´ou, ktorá je podmienená ur£itými nedeterministickými faktormi vyvíjajúcimi sa v
£ase. Prirodzenou snahou £loveka je tento jav, povedzme riziko budúceho vývoja,
ur£itými prostriedkami eliminova´. S týmto úsilím je spojený aj vznik opcií. Opcia
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je �nan£ný in²trument, ktorého hodnota priamo závisí na hodnote podkladového
aktíva, na ktoré je naviazaná. V¤aka tejto závislosti sa opcie taktieº ozna£ujú ako
deriváty. Naj£astej²ie pouºívané opcie sú tzv. �plain-vanilla� opcie. Plain-vanilla
opcia je kontrakt, ktorý dáva drºite©ovi právo, ale nie povinnos´, kúpi´ alebo pre-
da´ od predávajúceho podkladové aktívum za konkrétnu cenu K (strike cena) v
predom de�novaných £asových okamihoch. Ak nám právo povo©uje kúpi´ podkla-
dové aktívum, opcia sa nazýva call opcia. Ak nám právo povo©uje preda´, opcia
sa nazýva put opcia.

Podkladovým aktívom je typicky akcia. Ak drºite© vyuºije svoje právo kúpi´
(alebo preda´) podkladové aktívum od vydavate©a, realizuje alebo uplatní opciu.
Opcie, ktoré môºeme realizova´ v ©ubovo©nom £ase aº do ich vypr²ania nazývame
americké opcie. Existujú taktieº kontrakty, ktoré nemôºeme realizova´ v ©ubovo©-
nom £ase t ∈ [0, T ] ale len v £ase splatnosti T . Tieto opcie sa nazývajú európske
opcie. Opcie, ktoré môºeme realizova´ v diskrétnej mnoºine £asových okamºikov
T = {T1, . . . , Tm}, kde 0 ≤ T1 < . . . < Tm ≤ T sa nazývajú bermudské opcie. V
sú£astnosti sa najviac obchodujú opcie amerického typu (T = [0, T ]).

Hoci de�nícia plain-vanilla opcie sedí dobre pre call a put op£né kontrakty,
ktoré sa naj£astej²ie obchodujú na �nan£ných trhoch, môºeme zavies´ obecnej²iu
de�níciu.

De�nícia (Opcia). Nech St ∈ R ozna£uje cenu podkladového aktíva v £ase t ∈
[0, T ], nech H : R → R je funkcia ceny podkladového aktíva a nech T ⊂ [0, T ] je
mnoºina £asových okamºikov. Opcia s výplatou H a £asovými okamihmi realizácie
T je kontrakt, ktorý dáva drºite©ovi právo realizova´ opciu v £ase t ∈ T a obdrºa´
výplatnú £iastku H(St) od vydavate©a.

Uvaºujme európsku put opciu na jednu akciu s cenou St v £ase t. Výplatná
funkcia tejto opcie je H(ST ) := (K − ST )+.

De�nícia v²eobecnej opcie de�nuje vývojovo nezávislú opciu, tzn. jej výplata
závisí len na cene podkladového aktíva v £ase uplatnenia a nie na vývoji ceny
podkladového aktíva do £asu uplatnenia. V tejto práci sa výhradne obmedzíme na
vývojovo nezávislé opcie.

Termíny americká a bermudská sa nepouºívajú konzistentne naprie£ literatú-
rou. Dôvodom je, ºe americkú opciu môºeme chápa´ ako limitný prípad bermudskej
opcie s m rovnako vzdialenými £asovými okamihmi uplatnenia opcie pre m→∞.
V literatúre sa môºeme stretnú´ s výrazmi �opcia amerického ²týlu� alebo �opcia
s pred£asným uplatnením� namiesto bermudská.

1.1.1 Cena opcie

V roku 1973, dvaja matematici, Black a Scholes, odvodili slávnu rovnicu pre oce-
nenie európskych opcií v £lánku [14]. Ich preslávený model oce¬ovania opcií bol
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po£iatkom novej éry vo �nan£nom sektore. Bohuºia©, americké opcie a ostatné
kontrakty s pred£asným splatením predstavovali váºny problém, pretoºe uzavretá
forma oce¬ovacej rovnice len zriedka existovala pre tieto typy derivátov. Ako sme
zmienili vy²²ie, v týchto prípadoch sú pouºívané rôzne numerické techniky.

Mrieºkové modely reprezentujú mocný nástroj ako oceni´ americké opcie a os-
tatné podmienené poh©adávky, ktoré sa nedajú exaktne oceni´ Black-Sholesovým
modelom. Av²ak pouºitie diskrétnych stavov mrieºky a diskrétneho £asu pre pod-
kladové aktívum, ktorého cena je generovaná logaritmickým difúznym procesom
vedie k aproxima£ným chybám. �peciálne ide o chybu rozdelenia a nelineárnu
chybu. Chyba rozdelenia vzniká, ke¤ mrieºkový model s kone£nou mnoºinou vet-
viacich pravdepodobností aproximuje spojité log-normálne rozdelenie diskrétnym
rozdelením. Mrieºkové modely sú kon²truované tak, ºe diskrétne a spojité rozde-
lenie majú rovnakú strednú hodnotu a rozptyl, ale nesúlad medzi nimi produkuje
distribu£né chyby v op£nom ocenení.

Uvaºujme európsku put opciu na akciu, ktorá je na peniazoch. Ke¤ºe výplat-
ná funkcia opcie je po £astiach lineárna funkcia, nelineárna chyba vzniká v okolí
realiza£nej ceny v £ase uplatnenia, ke¤ sa snaºíme vy£ísli´ hodnotu opcie v okolí
tohto bodu jedným alebo nieko©kými uzlami mrieºkového modelu dostaneme slabú
aproximáciu priemernej op£nej hodnoty na tomto okolí.

Jedným prístupom ako získa´ spravodlivú cenu opcie je skon²truova´ zais´o-
vacie portfólio, tzn. portfólio, ktoré replikuje dokonale hodnotu opcie. Následne
vychádzame z bez-arbitráºneho princípu 2, náklady pre kaºdé zais´ovacie portfólio
musia by´ rovnaké a z toho dostaneme spravodlivú cenu opcie. Tento prístup bol
pouºitý Mertonom [24] a je známy ako dynamická replikácia, ktorý bliº²ie popí²eme
v kapitole 2. Moºnos´ vyjadri´ kaºdú podmienenú poh©adávku ako �nálnu hodnotu
samo�nancujúcej stratégie charakterizuje úplný trh. Black-Scholesov trºný model
je úplný a dôsledkom toho kaºdá opcia ocenená týmto modelom má jednozna£ne
ur£enú spravodlivú cenu. Bohuºia©, reálne trhy sú neúplné. Slab²ou alternatívou k
predpokladu úplnosti je predpoklad absencie arbitráºe.

De�nícia (Arbitráº). Arbitráº je hodnotový proces V (t) portfólia, ktoré je riadené
samo�nancujúcou stratégiou s V (0) = 0 a pre nejaký £as t > 0

P [V (t) ≥ 0] = 1 a P [V (t) > 0] > 0.

2Bez-arbitráºny princíp je predpoklad, ºe na trhu neexistujú arbitráºne príleºitosti, tzn. moº-
nos´ vytvori´ bezrizikový zisk.
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Bez-arbitráºne ocenenie

Uvaºujme stochastickú bázu (Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],P). De�nujme proces bankového ú£-
tu Z0 pre takmer kaºdé ω ∈ Ω pod©a

Z0
t (ω) = e

∫ t
0 ru(ω)du,

ktorý je spojitý skoro v²ade, striktne rastúci a kaºdé Z0
t je Ft-merate©né. �alej

predpokladajme, ºe Z0
T ∈ L2(Ω,F ,P).

Druhým aktívom je bezkupónový dlhopis, ktorý vypláca 1 v £ase T . De�nujme
cenu P (t, T ) tohto bezkupónového dlhopisu v £ase t, 0 ≤ t ≤ T , ktorý vychádza
zo stochastického procesu, o ktorom predpokladáme, ºe pre kaºdé t je cena P (t, T )
Ft-merate©ná a P (T, T ) = 1.

�alej de�nujme základnú obchodnú stratégiu {θt}t∈[0,T ], ktorá je 2-dimenzionálnym
stochastickým procesom θ = (θ0, θ1) : Ω × [0, T ] → R2, pre ktorý existuje priro-
dzené £íslo n ≥ 1 a postupnos´ 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn ≤ tn+1 = T taká, ºe θtk
je ohrani£ená a Ftk-merate©ná pre 0 ≤ k ≤ n a θt = θtk pre v²etky t v intervale
[tk, tk+1], 0 ≤ k ≤ n.
Pri£om θ1

t môºeme chápa´ ako po£et dlhopisov drºaných v £ase t a θ0
t môºeme

interpretova´ ako objem pe¬azí v £ase t investovaných v £ase 0.
Povieme, ºe základná obchodná stratégia {θt}t∈[0,T ] = {(θ0

t , θ
1
t )}t∈[0,T ] meniaca hod-

noty v £asoch 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn ≤ tn+1 = T je samo�nancujúca ak pre kaºdé
k = 1, . . . , n platí

θ0
tk−1

Z0
tk

+ θ1
tk−1

P (tk, T ) = θ0
tk
Z0
tk

+ θ1
tk
P (tk, T ).

Ozna£me 〈·, ·〉 skalárny sú£in v R2 a poloºme Zt := (Z0
t , P (t, T )), samo�nancujúcu

vlastnos´ môºeme vyjadri´ ako 〈θt− , Zt〉 = 〈θt, Zt〉, kde t ∈ [tk, tk+1] a t− ∈ [tk−1, tk]
pre kaºdé k = 1, . . . , n.
�alej de�nujme mnoºinuM obchodovaných aktív, ktorá je podpriestorom L2(Ω,F ,P)
tvoreným v²etkými f takými, ºe existuje samo�nancujúca stratégia {θt}t∈[0,T ] taká,
ºe

f = 〈θT , ZT 〉 = θ0
TZ

0
T + θ1

TP (T, T ).

Za predpokladu absencie arbitráºe pre kaºdé f ∈ M také, ºe f ≥ 0 skoro isto a
P(f > 0) > 0, pre kaºdú samo�nancujúcu stratégiu θ,

f = 〈θT , ZT 〉 ⇒ 〈θ0, Z0〉 > 0.

Inak povedané, aby sme získali kladnú hodnotu v £ase T , musíme investova´ kladnú
hodnotu v £ase 0 za predpokladu absencie arbitráºe.
�alej za predpokladu absencie arbitráºe platí, ºe hodnota Π(f) = 〈θ0, Z0〉 nezávisí
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na ur£itej samo�nancujúcej stratégii generujúcej obchodované aktívum f ∈ M a
de�nuje striktne pozitívny lineárny tvar na M .

Dvojicu (M,Π) determinovanú procesmi r a P (·, T ) za predpokladu absencie
arbitráºe nazývame oce¬ovací princíp.
De�nujme: Oce¬ovací princíp (M,Π) je realizovate©ný ak existuje spojitá, striktne
monotónna, konvexná relácia preferencií � na R×L2(Ω,F ,P) taká, ºe pre (α, g) ∈
R×M ,

α + Π(g) ≤ 0⇒ (α, g) � (0, 0).

Veta 1. Oce¬ovací princíp (M,Π) je realizovate©ný práve, ke¤ existuje ψ ∈ L2(Ω,F ,P), ψ >
0 skoro isto taká, ºe pre kaºdé f ∈M platí

Π(f) = E(f · ψ).

De�nujme proces ceny bezkupónového dlhopisu Z1 nasledovne

Z1
t = P (t, T )e−

∫ t
0 rudu,

ktorý zah¯¬a menej informácii neº dvojica (Z0
t , P (t, T )).

De�nícia (Martingal). {Xt, t ∈ [0, T ]} je Ft-adaptovaný náhodný proces pre neja-
kú �ltráciu {Ft, t ∈ [0, T ]}. Nech pre v²etky t ∈ [0, T ], Xt ∈ L1(Ω,F ,P). Povieme,
ºe {Xt, t ∈ [0, T ]} je

• Ft-martingal, ak ∀s, t ∈ [0, T ], s ≤ t platí

E[Xt | Fs] = Xs, s.i.

• Ft-supermartingal, ak ∀s, t ∈ [0, T ], s ≤ t platí

E[Xt | Fs] ≤ Xs, s.i.

• Ft-submartingal, ak ∀s, t ∈ [0, T ], s ≤ t platí

E[Xt | Fs] ≥ Xs, s.i.

Nasledujúcu vetu a jej dôkaz môºeme nájs´ v [13].

Veta 2. Za predpokladu absencie arbitráºe, oce¬ovací princíp (M,Π) je realizova-
te©ný práve, ke¤ existuje rizikovo neutrálna pravdepodobnostná miera Q na (Ω,F)
taká, ºe

(i) ρ = dQ/dP > 0 skoro isto (tj. Q a P sú ekvivalentné)
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(ii) ρe−
∫ T
0 rudu ∈ L2(Ω,F ,P)

(iii) pri miere Q proces ceny bezkupónového dlhopisu Z1
t = P (t, T )e−

∫ t
0 rudu je

martingal.

Dôkaz. Implikácia: ⇐
Nech funkcia φ = ρe−

∫ T
0 rudu patrí do L2(Ω,F ,P), pre kaºdé f ∈ M ⊂ L2, f ·

ρe−
∫ T
0 rudu je v L1(Ω,F ,P) a fe−

∫ T
0 rudu je v L1(Ω,F ,Q). Preto potom kladná

funkcia φ by mohla by´ ψ z Vety 1.
Za predpokladu, ºe {Z1

t }t∈[0,T ] je martingal pri Q máme

Z1
t = EQ[Z1

T | Ft] = EQ
[
e−

∫ T
0 rudu | Ft

]
.

Potom

P (t, T ) = Z0
t · Z1

t = Z0
tE

Q
[
e−

∫ T
0 rudu | Ft

]
= EQ

[
e−

∫ T
t rudu | Ft

]
,

lebo Z0
t je kladný. Z £oho vyplýva, ºe pre v²etky t < T, 0 < P (t, T ) < 1 skoro

v²ade.
Teraz tvrdíme, ºe pre kaºdé obchodované aktívum f ∈M ,

Π(f) = EQ
[
fe−

∫ T
0 rudu

]
.

Nech {θt}t∈[0,T ] je samo�nancujúca stratégia generujúca f . Predpokladajme, ºe
{θt} mení hodnoty v 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn ≤ tn+1 = T , z £oho dostaneme

EQ
[
fe−

∫ T
0 rudu

]
= EQ

[
〈θtn+1 , Ztn+1〉e−

∫ tn+1
0 rudu

]
= EQ

[
〈θtn , Ztn+1〉e−

∫ tn+1
0 rudu

]
= EQ

[
EQ
[
〈θtn , Ztn+1e

−
∫ tn+1
0 rudu〉 | Ftn

]]
= EQ

[
〈θtn , Ztne−

∫ tn
0 rudu〉

]
,

posledná rovnos´ vzchádza z faktu, ºe 〈Zte−
∫ t
0 rudu〉 = 〈(1, Z1

t )〉 je martingal. Opa-
kujme tento postup aº do £asu t0 aº dostaneme EQ[〈θt0 , Zt0〉] £o je presne Π(f).
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Implikácia: ⇒
Predpokladajme, ºe oce¬ovací proces je daný Π(f) = E[f · ψ] pre nejaké ψ ∈
L2(Ω,F ,P), ψ > 0 skoro isto.
Z f = Z0

T ∈ M dostaneme 1 = E[ψe
∫ T
0 rudu] a preto vieme, ºe ρ = ψe

∫ T
0 rudu je

hustota pravdepodobnostnej miery Q na (Ω,F) ekvivalentná k P, a ºe ρe−
∫ T
0 rudu

patrí do L2(Ω,F ,P).
Dokáºeme, ºe Z1

t je martingal vzh©adom k miere Q. De�nujme pre dané 0 ≤
t ≤ s ≤ T a A ∈ Ft,

pre u < t: θ0
u = θ1

u = 0

pre u = t: θ1
t = 1 pre A, θ1

t = 0 pre AC

θ0
t = −P (t, T )e−

∫ t
0 rudu pre A, θ0

t = 0 pre AC

pre t < u < s: θu = θt

pre u = s: θ1
s = 0

θ0
s = P (s, T )e−

∫ s
0 rudu − P (t, T )e−

∫ t
0 rudu pre A,

θ0
s = 0 pre AC

pre u > s: θu = θs.

Stratégia {θu}0≤u≤T je samo�nancujúca a generuje

f =
(
P (s, T )e

∫ T
s rudu − P (t, T )e

∫ T
t rudu

)
1A,

kde 1A = 1 pre A a 0 pre AC . Ke¤ºe Π(f) = E(f ·ψ) je nula a z predchádzajúceho
vz´ahu dostaneme∫

A

P (s, T )e
∫ T
s ruduψdP =

∫
A

P (t, T )e
∫ T
t ruduψdP

£o môºeme vyjadri´ ako∫
A

P (s, T )e−
∫ s
0 ruduρdP =

∫
A

P (t, T )e−
∫ t
0 ruduρdP

alebo ∫
A

Z1
sdQ =

∫
A

Z1
t dQ pre v²etky A ∈ Ft,

£o je poºadovaný záver, ºe

Z1
t = EQ[Z1

s | Ft] pre t < s.

Potom tvrdenia (i), (ii) a (iii) z Vety 2 nám dajú

P (t, T ) = Z0
tE

Q[(Z0
T )−1 | Ft

]
a (Z0

T )−1dQ
dP
∈ L2(Ω,F ,P).
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Nech (Ω,F) je výberový priestor popisujúci moºné scenáre na trhu v £asovom
období [0, T ]. Nech {Ft}t∈[0,T ] ozna£uje �ltráciu generovanú trºnou históriou aº do
£asu t. Ceny podkladových aktív môºu by´ potom popísané adaptovaným procesom

S : [0, T ]× Ω→ R
(t, ω) 7→ St(ω)

V tomto prípade ©ubovo©nú európsku podmienenú poh©adávku so splatnos´ou
T môºeme plne popísa´ ²peci�káciou kone£nej výplaty H(ω) ∈M pre kaºdý scenár
ω ∈ Ω. Napríklad pre európsku plain-vanilla put opciu to je H = (K − ST )+.
Oce¬ovací princíp (M,Π) prisudzuje kaºdej takejto podmienenej poh©adávke H ∈
M hodnotu Πt(H) v kaºdom £asovom okamºiku.

Pre nejakú udalos´ A ∈ F , náhodná premenná 1A je výplatou podmienenej
poh©adávky, ktorá vypláca 1 v £ase T ak A vznikne a 0 v opa£nom prípade. Zvlá²´
1Ω odpovedá bezkupónovému dlhopisu, ktorý vypláca 1 v £ase T . Za predpokladu
kon²tantnej úrokovej sadzby r je jeho hodnota v £ase t rovná Πt(1Ω) = e−r(T−t).
Teraz de�nícia

Q : F → R
A 7→ erTΠ0(1A)

priná²a pravdepodobnostnú mieru na výberový priestor (Ω,F). A obrátene, kaºdá
pravdepodobnostná miera Q priná²a oce¬ovací princíp (M,Π) nastavením

Π0(H) := e−rTEQ(H) (1.7)

pre náhodné výplaty tvaruH =
∑

i ci1Ai
, kde ci sú nejaké kon²tanty a Ai ∈ F pre ∀i

a roz²írením tejto miery (pridaním spojitej vlastnosti Π) na ©ubovo©né náhodné
výplaty.

Uvaºujme trh s pravdepodobnostnou mierou P, akýko©vek lineárny 3 bez-arbitráºny
oce¬ovací princíp (M,Π) môºeme reprezentova´ ako

Πt(H) = e−r(T−t)EQ(H | Ft), (1.8)

kde Q je rizikovo neutrálna miera vzh©adom k P.
Tento vz´ah je základným stavebným kame¬om tejto práce. Nasledujúce ka-

pitoly predpokladajú, ºe martingalova alebo riziko neutrálna miera Q popisujúca
oce¬ovací princíp je daná a Πt(H) je numericky aproximovaná prostredníctvom
diskontovanej strednej hodnoty (1.8).

Nasledujúca veta nám dáva zaujímavú charakteristiku úplných trhov, ktorú
môºeme nájs´ v [12].

3Ak je jediná opcia predaná za V , n opcií rovnakého typu sú zvy£ajne predané za nV .
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Veta 3 (Druhá základná veta teórie oce¬ovania). Uvaºujme trºný model, v ktorom
môºeme pouºi´ rizikovo neutrálne ocenenie. Trh je úplný práve vtedy, ke¤ rizikovo
neutrálna pravdepodobnostná miera je jednozna£ná.

Z toho vyplýva, ºe v úplných trhoch existuje len jediný moºný (bez-arbitráºny)
výber pre op£né ceny. Na druhú stranu v neúplných trhoch op£né ceny nie sú
jednozna£ne ur£ené pokia© nie je vybraná rizikovo neutrálna miera. Na prvý poh©ad
sa to zdá ako nie ve©mi vhodná charakteristika neúplných trºných modelov, ale
v skuto£nosti to re�ektuje to, ºe neúplné modely systematicky podce¬ujú riziko
spojené s upísaním opcie. V realite rovnako ako v neúplných trºných modeloch,
perfektné �hedge� neexistujú.

1.1.2 Vnorené opcie

Vnorená opcia je komponentou dlhového in²trumentu a garantuje verite©ovi alebo
dlºníkovi ur£ité práva, v¤aka ktorým môºe prevzia´ isté akcie vo£i protistrane.
Tento termín je zvy£ajne prepojený s dlhopismi alebo inými cennými papierami.
Nemôºe by´ oddelený od dlhopisu a preto sa neobchoduje samostatne. Existuje
nieko©ko typov opcií, ktoré môºu by´ vnorené. Niektoré beºné typy dlhopisov s
vnorenými opciami obsahujú napríklad vypovedate©né dlhopisy, konvertibilné dl-
hopisy, pred¨ºite©né dlhopisy a vymenite©né dlhopisy. Dlhopis s opciou pre jeho
drºite©a, £asto ozna£ovaný anglickým termínom ako puttable bond, ktorý ho zvý-
hod¬uje, má pridanú hodnotu a preto bude ocenený vy²²ie neº identický dlhopis,
ktorý nemá takúto opciu. Dlhopis s opciou pre jeho emitenta, inak nazývaný ako
callable dlhopis alebo vypovedate©ný dlhopis zo strany emitenta, bude ocenený
niº²ou hodnotou neº identický dlhopis bez opcie.

Puttable dlhopis alebo vypovedate©ný dlhopis zo strany majite©a je dlhopis s
vnorenou put opciou. Drºite© vypovedate©ného dlhopisu má právo ale nie povin-
nos´, poºiada´ o pred£asné splatenie istiny. Put opcia je vypovedate©ná v jednom
alebo viacerých ²peci�ckých dátumoch. Chráni investora pred nárastom úrokových
sadzieb potom, £o bol dlhopis kúpený v prípade, ºe nebude generova´ dostato£ne
hodnotné pe¬aºné toky z kupónových platieb ako sa o£akávalo v £ase nákupu.
Preto investori môºu realizova´ opciu a preda´ dlhopis spä´ emitentovi. Následne
môºu investova´ nadobudnutý kapitál z vypovedaného dlhopisu niekde inde na �-
nan£nom trhu za vy²²í výnos. Podobne callable dlhopis je dlhopis s vnorenou call
opciou. Emitent dlhopisu má právo ale nie povinnos´, kúpi´ spä´ dlhopis od drºite-
©a za predom de�novanú cenu v jednom alebo viacerých presne ur£ených dátumoch
pred splatnos´ou dlhopisu. Ak úrokové sadzby klesnú nadol v rámci obdobia, ke¤
opcia môºe by´ realizovaná, emitent bude môc´ re�nancova´ svoj dlh niekde inde
za niº²iu sadzbu.

Prítomnos´ vnorenej opcie v dlhovom in²trumente robí ocenenie takého in²tru-
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mentu komplikovanej²ím. Budovanie modelu na ocenenie dlhopisov s vnorenými
opciami závisí na budúcich pe¬aºných tokoch, ktoré sú úzko prepojené na pohyby
trºných úrokových sadzieb v budúcnosti. To znamená, ºe v ocenení musíme zo-
h©adni´ stochastickú povahu úrokových sadzieb. Táto neistota a nepredvídavos´
je zahrnutá do oce¬ovacieho modelu prostredníctvom volatility úrokových sadzieb
meraných ²tandardnou odchýlkou. Predpokladajme danú volatilitu úrokových sa-
dzieb, na tomto predpoklade môºeme skon²truova´ strom úrokových sadzieb repre-
zentujúci moºné budúce úrokové sadzby konzistentné s predpokladmi o volatilite.
Existuje nieko©ko modelov úrokových sadzieb, ktoré môºu by´ pouºité na kon-
²trukciu stromov úrokových sadzieb, na ktoré sa v tejto práci zameriame. Úrokový
strom reprezentuje pravdepodobnostný popis ako sa môºu úrokové sadzby meni´
alebo vyvíja´ v £ase.

Uvaºujme model okamºitých úrokových sadzieb a predpokladajme istú volati-
litu úrokových sadzieb. �alej predpokladajme, ºe úroková sadzba môºe uskuto£ni´
jeden z troch moºných pohybov v ¤al²ej perióde, teda nadobudne jednu z troch
moºných hodnôt. Oce¬ovací model, ktorý obsahuje tento predpoklad v kon²trukcii
úrokového stromu sa nazýva trinomický model. Modely, ktoré predpokladajú dis-
krétne zmeny v úrokových sadzbách sa ozna£ujú ako oce¬ovacie modely v diskrét-
nom £ase. Technológia ocenenia opcií je pouºitá pri ocenení dlhopisov s vnorenými
opciami, pretoºe ocenenie vyºaduje odhad aká je hodnota vnorenej opcie. Ak túto
techniku ocenenia vykreslíme v gra�ckej forme, jej gra�cká prezentácia vyzerá ako
mrieºka. Z tohto dôvodu sú tieto modely v praxi beºne ozna£ované ako mrieºkové
modely alebo stromy úrokových sadzieb.
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Kapitola 2

Ocenenie derivátov pomocou
mrieºkových modelov

Black-Scholesov model bol prvým rigoróznym modelom s uzavrenou formou rovni-
ce pre ocenenie európskych call a put opcií zaloºených na pozorovaných paramet-
roch. Zárove¬ dôleºitý bez-arbitráºny princíp pouºitý k získaniu Black-Scholesovej
rovnice poukazuje na teoretické oce¬ovacie modely pre v²etky typy podmienených
poh©adávok. Bohuºia©, americké opcie a iné kontrakty s pred£asným splatením
predstavujú váºny problém napriek tomu, ºe bez-arbitráºný princíp stále platí, ale
pouºite©ná uzavrená forma rovníc zriedka existuje.

Black-Scholesova metóda vychádza z predpokladu, ºe podkladové aktívum, kto-
ré sa £asto ozna£uje ako akcia, vychádza zo stochastickej diferenciálnej rovnice

dPt = µPtdt+ σPtdWt, (2.1)

kde Pt ozna£uje cenu akcie v £ase t, parametre µ a σ ozna£ujú drift a volatilitu a
dWt reprezentuje prírastok Wienerovho procesu.

So spojitým obchodovaním a bez transak£ných nákladov sa môºe investor riadi´
samo�nancujúcou obchodnou stratégiou, kedy by presne replikoval budúce výplaty
z derivátov cenných papierov. Aby sme sa vyhli ziskovej arbitráºi, hodnota opcie
musí by´ rovnaká ako náklady na replikované portfólio. To vedie k fundamen-
tálnej stochastickej diferenciálnej rovnici ocenenia podmienených poh©adávok. V
niektorých prípadoch sa dá stochastická diferenciálna rovnica vyrie²i´ a dostane-
me tak uzavrenú formu oce¬ovacej rovnice. V ostatných prípadoch môºeme dosta´
pribliºnú hodnotu opcie pouºitím metódy kone£ných diferencií, £o je numerická
technika demon²trovaná v spojitosti s op£ným ocenením napríklad Brennanom a
Schwartzom (1977) [21].

Pôvodný binomický model je zaloºený na princípe op£nej replikácie. V rámci bi-
nomického stromu môºe by´ op£ná výplata nahradená portfóliom tvoreným z akcie
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a bezrizikového aktíva. Ostatné mrieºkové modely vrátane trinomického nepripú²-
´ajú op£nú replikáciu. Ale pod©a ²tandardných predpokladov op£ného ocenenia
môºeme ukáza´, ºe spravodlivá op£ná hodnota je rovnaká aká by bola v rizikovo
neutrálnom svete. V tomto prípade, spravodlivá hodnota môºe by´ jednoducho zís-
kaná spo£ítaním strednej hodnoty výplaty pod©a rizikovo neutrálneho rozdelenia a
diskontovaním k po£iato£nému dátumu príslu²nou bezrizikovou úrokovou sadzbou.
Kedyko©vek je moºné rizikovo neutrálne ocenenie, kaºdá aproxima£ná procedúra
zaloºená na pravdepodobnostnom rozdelení, ktorá aproximuje rizikovo neutrálne
rozdelenie a konverguje k nemu v limite môºe by´ pouºitá na ocenenie opcií. Pre-
to môºeme pouºi´ trinomickú mrieºku bez straty schopnosti spo£íta´ jednozna£nú
op£nú hodnotu.

Jednofaktorové bez-arbitráºne modely úrokových sadzieb sú dôleºitým nástro-
jom pre ocenenie úrokových derivátov. Mrieºkové ²truktúry alebo stromy sú £asto
pouºívané na implementáciu modelov, ktoré vyrovnávajú po£iato£nú výnosovú
krivku. Binomické a trinomocké stromy predstavujú jednoduchú alternatívu ku
kone£ným diferencia£ným metódam pre implementáciu takýchto modelov. Ako-
náhle máme spo£ítanú celú výnosovú krivku v kaºdom uzle, môºeme pouºi´ strom
na ocenenie ²irokého spektra derivátov alebo ako nástroj na simuláciu budúceho
vývoja výnosovej krivky. Existuje mnoºstvo rozli£ných modelov výnosových kri-
viek s rôznorodými pouºitými metódami. V literatúre sú modely beºne rozdelené
pod©a kategorizácie na rovnováºne alebo bez-arbitráºne, na modely spotových ale-
bo forwardových úrokových sadzieb, jednofaktorové alebo viac faktorové modely
at¤. V skuto£nosti vä£²ina prístupov môºe by´ zachytená v rámci iného prístupu,
a preto záleºí na skúsenosti a chuti analytika, s ktorým modelom chce pracova´.
Mnoho autorov popisuje ako môºu by´ stromy pre spotové úrokové sadzby bu-
dované tak, aby boli konzistentné s po£iato£nou výnosovou krivkou úrokových
sadzieb. Príklady modelov binomických stromov sú Ho-Lee (1986) [22], Black a
spol. (1990) [23], Black a Karinski (1991) [19] a Katoley a spol. (1993) [18]. Hull
a White (1994,1996) [1] [17] popisujú ako môºu by´ kon²truované trinomické stro-
my, ke¤ predpokladáme, ºe spotová sadzba alebo nejaká funkcia spotovej sadzby
vychádza z Ornstein-Uhlenbeckovho procesu s £asovo závislou hladinou reverzie.

Spomínané modely sú ve©mi populárne a ²iroko pouºívané pre ocenenie deri-
vátov, pretoºe je pre ne relatívne jednoduché vybudova´ strom. V modeloch Hull-
White a Ho-Lee, úrokové sadzby vychádzajú z normálneho správania, zatia© £o v
ostatných modeloch úrokové sadzby majú log-normálne správanie. Hull-White a
Ho-Lee majú nevýhodu v tom, ºe povo©ujú úrokovým sadzbám dosta´ sa do zá-
porných hodnôt. Tieto modely majú vysokú pravdepodobnos´ výskytu záporných
sadzieb najmä v prostredí nízkych úrokových sadzieb, ktoré suºuje v sú£asnosti
ve©a krajín vrátane �R.

Parametre modelov úrokových sadzieb sú typicky vyberané tak, aby sa ceny ka-
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librovaných in²trumentov zhodovali £o najviac s tými trºnými. Ak úrokový derivát,
ktorý sa snaºíme oceni´ je podobný kalibrovanému in²trumentu, potom kalkulova-
ná cena nemusí by´ citlivá na pouºívaný model. Na druhú stanu, ke¤ sa derivát
stáva viac exotickým, pouºívaný model zohráva dôleºitú rolu. Preto je nesmierne
dôleºité vybra´ správny model, ktorý zoh©adní v²etky ú£ely, pre ktoré sa má po-
uºi´. Modely úrokových sadzieb by mali by´ vyberané tak, aby vyrovnávali trºné
ceny a boli konzistentné s empirickými výskumami historického vývoja sadzieb.

2.1 Hull-White model

Hull-Whiteov (HW) model zara¤ujeme medzi bez-arbitráºne modely úrokových sa-
dzieb. To znamená, ºe máme schopnos´ presne vyrovna´ aktuálnu výnosovú krivku
výberom vhodných parametrov modelu. �alej môºeme odvodi´ explicitné formuly
pre ocenenie bezkupónových dlhopisov a úrokových opcií v¤aka faktu, ºe model
implikuje normálne rozdelené úrokové sadzby v £ase. Hlavnou nevýhodou modelu
je moºnos´ výskytu negatívnych sadzieb.

Uvaºujme stochastickú bázu (Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],P). Vývoj okamºitých úrokových
sadzieb je modelovaný prostredníctvom stochastickej diferenciálnej rovnice

dr(t) = [θ(t)− ar(t)]dt+ σdW (t), (2.2)

kde a a σ sú kladné kon²tanty,W (t) ozna£uje Brownov pohyb alebo inak nazývaný
Wiennerov proces a θ : [0, T ]→ R je merate©ná funkcia, ktorá je zvolená tak, aby
presne odpovedala aktuálnej £asovej ²truktúre úrokových sadzieb pozorovaných na
trhu

θ(t) =
∂fM(0, t)

∂t
+ afM(0, t) +

σ2

2a
(1− e−2at), (2.3)

kde

fM(0, t) = −∂ lnPM(0, t)

∂t

je trºná okamºitá forwardová sadzba v £ase 0 pre splatnos´ v £ase t a PM(0, t) je
trºný diskontný faktor pre splatnos´ t.

�al²ou vlastnos´ou zahrnutou v HW modeli je návratnos´ ku stredu 1. Úrokové
sadzby majú tendenciu vráti´ sa do rovnováºnych úrovní 2, kde parameter a ur£uje
rýchlos´ tejto návratnosti.

1V literatúre sa £asto stretneme s anglickým termínom mean reversion.
2Ak sú sadzby pod nejakou rovnováºnou úrov¬ou sadzieb, majú tendenciu vzrás´. Naopak,

ak sú sadzby nad, majú tendenciu klesnú´.
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K vyrie²eniu stochastickej diferenciálnej rovnice 2.2 vyuºijeme vhodne zvolenú
funkciu f(u, r(u)) = r(u)e−a(t−u), ktorú dosadíme do Itôvej formule

df =
(∂f
∂u

+
∂f

∂r
µ(u) +

σ2

2

∂2f

∂r2

)
du+ σ

∂f

∂r
dW (u),

kde µ(u) = θ(u)− ar(u).
Po dosadení a následnej úprave dostaneme

df = θ(u)e−a(t−u)du+ σe−a(t−u)dW (u).

Integráciou pre s < t máme∫ t

s

dr(u)e−a(t−u) =

∫ t

s

θ(u)e−a(t−u)du+

∫ t

s

σe−a(t−u)dW (u),

z £oho dostaneme vz´ah pre r(t)

r(t) = r(s)e−a(t−s) +

∫ t

s

e−a(t−u)θ(u)du+ σ

∫ t

s

e−a(t−u)dW (u)

= r(s)e−a(t−s) + α(t)− α(s)e−a(t−s) + σ

∫ t

s

e−a(t−u)dW (u),

kde

α(t) = fM(0, t) +
σ2

2a2
(1− e−2at)2. (2.4)

Preto r(t) podmienená Fs je normálne rozdelená so strednou hodnotu a rozp-
tylom v príslu²nom poradí

E(r(t) | Fs) = r(s)e−a(t−s) + α(t) + α(s)e−a(t−s)

V ar(r(t) | Fs) =
σ2

2a

[
1− e−2a(t−s)

]
.

(2.5)

Teraz de�nujme proces

dx∗(t) = −ax∗(t)dt+ σdW (t), x∗(0) = 0, (2.6)

z ktorého pre kaºdé s < t dostaneme

x∗(t) = x∗(s)e−a(t−s) + σ

∫ t

s

e−a(t−u)dW (u),

z £oho môºeme vyjadri´ r(t) = x∗(t) + α(t) pre kaºdé t.
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Ako sme spomenuli vy²²ie existuje teoretická moºnos´, ºe r sa dostane pod 0.
Rizikovo neutrálna pravdepodobnos´ negatívnych sadzieb v £ase t je daná vz´ahom

Q{r(t) < 0} = Φ

(
− α(t)√

σ2

2a
[1− e−2at]

)
,

kde Φ ozna£uje kumulatívnu distribu£nú funkciu ²tandardizovaného normálneho
rozdelenia. V praxi býva táto pravdepodobnos´ zanedbate©ná, av²ak pri ve©mi
nízkych úrovniach sadzieb sa táto pravdepodobnos´ môºe výrazne zvý²i´.

Cena dlhopisov

Cena bezkupónového dlhopisu v £ase t vyplácajúceho jednotkovú £iastku v £ase
splatnosti T je daná vz´ahom (??). Túto strednú hodnotu je pomerne ©ahké spo-
£íta´ z dynamiky úrokových sadzieb (2.2). Poznamenajme, ºe v¤aka normálnemu
rozdeleniu r(T ) podmienenému Ft, t ≤ T je integrál

∫ T
t
r(u)du normálne rozdelený

a môºeme ukáza´, ºe∫ T

t

r(u)du | Ft ∼ N
(
B(t, T )[r(t)− α(t)] + ln

PM(0, T )

PM(0, T )
+

1

2
[V (0, T )− V (0, t)], V (t, T )

)
,

kde

B(t, T ) =
1

a

[
1− e−a(T−t)],

V (t, T ) =
σ2

a2

[
T − t+

2

a
e−a(T−t) − 1

2a
e−2a(T−t) − 3

2a

]
,

vyuºitím £oho môºeme vyjadri´ cenu dlhopisu v tvare

P (t, T ) = A(t, T )e−B(t,T )r(t), (2.7)

kde

A(t, T ) =
PM(0, T )

PM(0, t)
exp
{
B(t, T )fM(0, t)− σ2

4a
(1− e−2at)B(t, T )2

}
.

Ocenenie európskych opcií na bezkupónové dlhopisy

Nasledujúce vz´ahy sú prebrané z knihy [11] z tretej kapitoly. Cena európskej call
opcie ZBC(t, T, S,K) v £ase t a realiza£nou cenou K so splatnos´ou v £ase T ,
upísaná na bezkupónový dlhopis so splatnos´ou v £ase S > T vedie k oce¬ovacej
formule

ZBC(t, T, S,K) = EQ
(
e−

∫ T
t rsds(P (T, S)−K)+ | Ft

)
. (2.8)
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Podobným cvi£ením ako sa odvodzuje cena v HWmodeli pre dlhopis s nulovým
kupónom, môºeme odvodi´ cenu európskej call opcie na bezkupónový dlhopis [6]

ZBC(t, T, S,K) = P (t, S)Φ(h)−KP (t, T )Φ(h− σp), (2.9)

kde

σp =

√
1− e−2a(T−t)

2a
B(T, S),

h =
1

σp
ln

P (t, S)

P (t, T )K
+
σp
2

a Φ ozna£uje distribu£nú funkciu ²tandardizovaného normálneho rozdelenia.
Analogicky môºeme odvodi´ vz´ah pre cenu európskej put opcie upísanej na

bezkupónový dlhopis, opcia aj dlhopis majú rovnaké parametre ako v prípade call
opcie

ZBP(t, T, S,K) = KP (t, T )Φ(−h+ σp)− P (t, S)Φ(−h). (2.10)

Ocenenie európskych opcií na kupónové dlhopisy

Ozna£me analytickú cenu Π(t, T, r(t)) bezkupónového dlhopisu získanú HW mo-
delom v £ase t so splatnos´ou v £ase T . �alej uvaºujme kupónový dlhopis, kto-
rý vypláca n kupónových platieb C = {c1, . . . , cn} v £asových okamºikoch T =
{T1, . . . , Tn} a T ≤ T1. Cena kupónového dlhopisu v £ase T je daná vz´ahom

CB(T, T , C) =
n∑
i=1

ciP (T, Ti) =
n∑
i=1

ciΠ(T, Ti, r(T )).

Chceme oceni´ európsku put opciu v £ase t na kupónový dlhopis s realiza£nou
cenou K a splatnos´ou v £ase T . Op£ná výplata je (K −CB(T, T , C))+.

Jamshidian (1989) [10] odvodil jednoduchú metódu, ktorá konvertuje túto po-
zitívnu £as´ súm do sumy pozitívnych £asti. Jeho trik spo£íval v nájdení rie²enia
pre spotovú úrokovú sadzbu r∗ nasledujúcej rovnice

n∑
i=1

ciΠ(T, Ti, r
∗) = K

a prepísaním výplaty( n∑
i=1

ciΠ(T, Ti, r
∗)−

n∑
i=1

ciΠ(T, Ti, r(T ))

)+

.
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Aby sme získali poºadovanú dekompozíciu musí pouºívaný model okamºitých úro-
kových sadzieb sp¨¬a´ nasledujúcu podmienku:

∂Π(t, s, r)

∂r
< 0 pre v²etky 0 < t < s.

Je zrejmé, ºe HW model sp¨¬a túto podmienku. Potom výplatu môºeme prepísa´
ako

n∑
i=1

ci

(
Π(T, Ti, r

∗)−
n∑
i=1

ciΠ(T, Ti, r(T ))
)+

tak, ºe ocenenie opcie na kupónový dlhopis je ekvivalentné hodnote portfólia put
opcií na bezkupónové dlhopisy. Ak vezmeme rizikovo neutrálnu strednú hodnotu
diskontovanej výplaty, dostaneme cenu put opcie v £ase t na kupónový dlhopis so
splatnos´ou v £ase T a realiza£nou cenou K

CBP(t, T, T , C, K) =
n∑
i=1

ciZBP(t, T, Ti,Π(T, Ti, r
∗). (2.11)

Analogický vz´ah platí pre európske call opcie.

2.1.1 Kon²trukcia trinomického stromu

Hull a White vo svojej publikácii [17] uvaºujú model, ktorý vyzerá nasledovne

dx = [θ(t)− ax]dt+ σdW (t) (2.12)

kde x je nejakou funkciou f(r) spotovej sadzby r, a a σ sú kon²tanty volené tak,
aby sa zhodovali s trºnými cenami aktívne obchodovate©ných �nan£ných derivátov
a dW (t) je prírastok Wienerovho procesu. Parameter a ozna£uje stupe¬ reverzie
a θ(t)/a je £asovo závislá hladina reverzie s funkciou θ(t) vybranou tak, aby sa
zhodovala s po£iato£nou výnosovou krivkou pozorovanou na trhu.

Ilustrujme si teraz procedúru pre kon²trukciu trinomického stromu, ktorá vhod-
ne aproximuje vývoj procesu x. Ide o 2-fázovú procedúru, ktorá vychádza z návrhov
Hulla a Whita [15].

Prvá fáza
Prvá fáza Hull-Whiteovej metódy zah¯¬a kon²trukciu trinomického stromu pre
proces x∗, ktorý sme uº de�novali v (2.6) ale zopakujeme ho e²te raz

dx∗ = −ax∗dt+ σdW (t). (2.13)

Pre tento proces je x∗(t + ∆t) − x∗(t) normálne rozdelená. Predpokladajme, ºe
ve©kos´ £asového kroku je ∆t. Strom je kon²truovaný tak, aby podmienená stredná
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hodnota a rozptyl v kaºdom uzle odpovedala procesu x∗. Geometria stromu je
navrhovaná tak, aby zabezpe£ila pozitivitu v²etkých vetviacich pravdepodobností.
Vetvenie stromu môºe ma´ nasledujúce formy, ktoré vidíme na obrázku 2.1.

Obr. 2.1: Vetvenie trinomického stromu.

�al²ou vlastnos´ou geometrie stromu je, ºe centrálny uzol vºdy odpovedá stred-
nej hodnote x∗. To vedie k rýchlej²ej kon²trukcii stromu a presnej²iemu oce¬ova-
niu. Je ve©mi výhodné kon²truova´ strom takým spôsobom, ºe v²etky uzly stromu
odpovedajú ²peci�ckým dátumom ako splátka, výplata kupónu alebo dátum rea-
lizácie opcie. Predpokladajme, ºe chceme vybudova´ n-krokový strom s uzlami v
£asoch t0, t1, t2, . . . , tn, kde 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T a ti+1 − ti = ∆t, budeme
teda uvaºova´ ekvidi²tantné £asové okamºiky. Pretoºe hodnoty v²etkých dlhopi-
sov, swapov a ostatných in²trumentov sa po£ítajú diskontovaním ich pe¬aºných
tokov spätne skrz strom, £as T musí by´ zvolený tak, ºe ºiadna platba nevzniká po
£ase T . Mali by sme taktieº zabezpe£i´, ºe vybrané £asové okamºiky ti kore²pon-
dujú so v²etkými výplatnými dátumami. Nemusíme uvaºova´ ekvidi²tantné £asové
okamºiky.

Ozna£me (i, j) uzly v strome, kde i je £asový index i = 0, 1, . . . , n a j je
priestorový index od nejakého jmin(i) < 0 do jmax(i) > 0, ktorých ur£enie hodnoty
vysvetlíme v nasledujúcej £asti práce. �alej ozna£me x∗i,j hodnotu procesu v uzle
(i, j).
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Zo vz´ahoch (2.5) a x∗(t) = x(t)− α(t) pre kaºdé t máme

E(x∗(ti+1) | x∗(ti) = x∗i,j) = x∗i,je
−a∆t

V ar(x∗(ti+1) | x∗(ti) = x∗i,j) =
σ2

2a

[
1− e−2a∆t

]
=: V 2.

(2.14)

Poloºme x∗i,j = j∆x∗i , kde
3

∆x∗i = V
√

3 = σ

√
3

2a
[1− e−2a∆t], (2.15)

je vertikálna vzdialenos´ medzi uzlami stromu v £asovom kroku i. Takto zvo-
lená hodnota pre ∆x∗i reprezentuje dobrý výber z h©adiska minimalizácie chyby,
vi¤ Hull-White (1993) [15]. Akonáhle sú vybrané £asové okamºiky, musíme zvoli´
hodnoty x∗i,j v kaºdom uzle, pri£om centrálny uzol x∗i,0 = 0 pre kaºdé i. Potom v
kaºdom £asovom kroku ti, i = 1, . . . , n umiestnime uzly v

jmin(i)∆x∗i , . . . ,−2∆x∗i ,−∆x∗i ,∆x
∗
i , 2∆x∗i , . . . , jmax(i)∆x

∗
i .

Na²ím prvým zámerom je vybudova´ strom, ktorého uzly sú rozmiestnené v
x∗i,· a £asoch ti pre v²etky i = 1, . . . , n. K tomu potrebujeme vyrie²i´, ktorú z
troch vetviacich metód aplikujeme v kaºdom uzle. Takto sa ur£í celkový tvar stro-
mu. Následne musia by´ spo£ítané vetviace pravdepodobnosti. Vetvenie stromu a
príslu²né pravdepodobnosti sú zvolené tak, aby kaºdý uzol v strome £o najviac na-
podoboval proces (2.13), £o docielime zabezpe£ením, ºe stredná hodnota a rozptyl
zmeny náhodnej premennej ∆x∗i,j je

E(∆x∗i,j | x∗i,j) = x∗i,je
−a∆t − x∗i,j = (e−a∆t − 1)x∗i,j =: Mx∗i,j

V ar(∆x∗i,j | x∗i,j) = V 2.
(2.16)

V kaºdom uzle (i, j) stromu vyberáme adekvátny vetviaci proces a vetviace
pravdepodobnosti, ktoré musia by´ kladné. De�nujme vetviace pravdepodobnosti
do najvy²²ej, strednej a najniº²ej vetvy ako pu, pm a pd. Vä£²ine uzlov je prira-
dené zvy£ajné vetvenie A, ale pre dostato£ne kladné alebo záporné j je potrebné
prepnú´ vetviaci proces. De�nujme jmax ako hodnotu max(jmax(i)) pre v²etky i,
kedy prepíname vetvenie z A na B a obdobne jmin ako hodnotu min(jmin(i)), kedy
prepíname vetvenie z A na C. Hull a White ukázali v £lánku [17], ºe vetviace prav-
depodobnosti sú vºdy kladné ak jmax je rovné najmen²iemu celému £íslu vä£²iemu
ako −0, 184/M a jmin = −jmax.

3Rozmiestnenie uzlov môºeme nastavi´ ∆x∗i = V
√
n pre rozsah hodnôt n bez po²kodenia

numerickej procedúry. Výber hodnoty n = 3 povo©uje procedúre presne replikova´ prvých 5
momentov podmieneného rozdelenia x∗i+1|x∗i , ke¤ stupe¬ reverzie je nula. Produkuje to trochu
rýchlej²iu konvergenciu neº pre ostatné hodnoty n.
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Pre kaºdý typ vetvenia sú pravdepodobnosti pu, pm a pd spo£ítané z rovníc,
ktoré zabezpe£ujú, ºe stredná hodnota a rozptyl ∆x∗ sa zhodujú, vi¤ (2.16). Zá-
rove¬ musí plati´, ºe sú£et pu + pm + pd = 1. To vedie k trom rovniciam s troma
neznámymi. Ak vetvenie má zvy£ajný tvar A, potom rie²ením rovníc je

pu =
1

6
+
j2M2 + jM

2

pm =
2

3
− j2M2

pd =
1

6
+
j2M2 − jM

2

V¤aka vlastnosti HWmodelu, ²peciálne návratnosti ku stredu, povo©ujeme ne²tan-
dardné vetvenie na okrajoch stromu (obrázok B a C). Na hornom okraji dostaneme
modi�kované pravdepodobnosti

pu =
7

6
+
j2M2 + 3jM

2

pm = −1

3
− j2M2 − 2jM

pd =
1

6
+
j2M2 + jM

2

a na dolnom okraji stromu dostaneme pravdepodobnosti

pu =
1

6
+
j2M2 − jM

2

pm = −1

3
− j2M2 + 2jM

pd =
7

6
+
j2M2 − 3jM

2

Toto ukon£uje kon²trukciu stromu pre zjednodu²ený proces (2.13).

Druhá fáza
V druhej fáze na²ej procedúry pre kon²trukciu stromu chceme �prepo£íta´� uzly
stromu, ktoré sme získali v prvej fáze takým spôsobom, aby presne vyrovnávali
po£iato£nú výnosovú krivku. Na²ím cie©om je konvertova´ strom pre proces x∗ na
strom pre proces x. To môºeme urobi´ vyuºitím explicitnej formuly (2.4). �alej
de�nujme

α(t) = x(t)− x∗(t).
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Hoci kombinácia presnej formuly (2.4) s aproxima£nou podstatou stromu nám
zabra¬uje v získaní korektných trºných diskontných faktorov v £ase 0. Napríklad
analytické nahradenie v £ase 0 je α(0) = x(0), kde x(0) je nejakou funkciou f(r(0)).
Takºe cena bezkupónového dlhopisu so splatnos´ou v £ase t1 spo£ítaná v strome by
bola exp(−r(0)t1), £o je rozdiel oproti PM(0, t1) = exp(−R(0, t1)t1), kde R(0, t1)
je spojito úro£ená sadzba v £ase 0 so splatnos´ou v £ase t1, ktorú sme de�novali
v 1.4. To je hlavný dôvod pre£o metóda navrhovaná Hullom a Whiteom [17] a
jej druhá fáza spo£íva v aplikácií nahradení, ktoré perfektne kopírujú trºnú bez-
kupónovú krivku v £ase 0. Musíme podotknú´, ºe dokonca malé chyby v ocenení
diskontovaných dlhopisov môºu vies´ k nezanedbate©ným chybám v cenách opcií
upísaných na dlhopisoch.

Ozna£me αi nahradenie v £ase ti, ktoré je spolo£né pre v²etky uzly (i, ·). Uvaºuj-
me uzol (i, j) stromu v £ase ti, pre ktorý x∗i,j = j∆x∗i a 0 ≤ i ≤ n, jmin ≤ j ≤ jmax
a de�nujme

αi : α(ti)
∆t : ti+1 − ti
x∗i,j : hodnota j∆x∗i v uzle (i, j)
fi,j : hodnota f(r) v uzle (i, j), £o je x∗i,j + αi
ri,j : okamºitá úroková sadzba v uzle (i, j), £o je f−1(x∗i,j + αi)
Q(i, j|h, k)4 : sú£asná hodnota in²trumentu v uzle (h, k), ktorý vypláca 1 v uzle
(i, j) a 0 v ostatných uzloch
p(i, j|h, k) : pravdepodobnos´ prechodu z uzla (h, k) do uzla (i, j)
Qi,j : Q(i, j|0, 0)

Hodnoty αi a Qi,j sú spo£ítané rekurzívne od α0, ktorá je nastavená tak, aby
sme získali korektný diskontný faktor pre splatnos´ t1, t.j. α0 = − ln(PM(0, t1))/t1.
Po£iato£ná hodnota Q0,0 je rovná 0. Len £o je známa hodnota αi, môºeme spo£íta´
hodnoty Qi+1,j pre j = jmin(i+ 1), . . . , jmax(i+ 1) nasledovne

Q(i+ 1, j|i, k) = p(i+ 1, j|i, k)e−ri,k(ti+1−ti)

a

Qi+1,j =
∑
k

Qi,kQ(i+ 1, j|i, k)

=
∑
k

Qi,kp(i+ 1, j|i, k)e−ri,k(ti+1−ti),

kde s£ítame cez v²etky hodnoty k v £asovom okamºiku ti, pre ktoré je pravdepo-
dobnos´ prechodu z uzla (i, k) do uzla (i+ 1, j) nenulová. Po získaní hodnoty Qi,j

4Diskrétna analógia k Ärrow-Debreu cene".
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pre kaºdé jmin(i), . . . , jmax(i) je hodnota αi spo£ítaná z rovnice

P (0, ti+1) =

jmax(i)∑
jmin(i)

Qi,j exp(−(αi + j∆x∗i )∆t),

ktorú môºeme ©ahko transformova´

αi =
1

∆t
ln

∑jmax(i)
jmin(i) Qi,j exp(−j∆x∗i∆t)

P (0, ti+1)
.

Nakoniec skon£íme s kon²trukciou stromu, ke¤ kaºdý uzol (i, j) bude ma´ priradenú
hodnotu ri,j = f−1(x∗i,j + αi).

Na obrázku 2.2 môºeme ilustrova´ jednoduchý trinomický strom so v²etkými
troma typmi vetvenia.

Obr. 2.2: Trinomický strom.

2.2 Black-Karasinski model

Nevýhoda negatívnych sadzieb bola taktieº popísaná Blackom a Karasinskim [19]
v ich lognormálnom modele úrokových sadzieb. Black a Karasinski predpokla-
dali, ºe proces okamºitej úrokovej sadzby sa vyvíja ako exponenciála Ornstein-
Uhlenbeckovho procesu s £asovo závislými koe�cientami. Vzh©adom k tomu, ºe
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trºné formuly pre capy a swapcie sú zaloºené na predpoklade lognormálnych sa-
dzieb, zdá sa rozumné zvoli´ rovnaké rozdelenie pre okamºitý proces úrokovej sa-
dzby. 5 Okrem toho, pomerne dobré vyrovnávacie vlastnosti modelu na trºné dáta
a ²peciálne implikované volatility pre swapcie, urobili tento model ve©mi popu-
lárnym medzi �nan£nými analytikmi. Nevýhodou tohoto modelu je neexistencia
analytického vyjadrenia pre cenu dlhopisu s nulovým kupónom. To £iní kalibráciu
modelu na trºné dáta viac obtiaºnej²ou neº v prípade Hull-Whiteovho modelu.
Skuto£ne, ke¤ pouºívame strom na ocenenie opcie na dlhopis, musíme skon²tru-
ova´ strom aº do maturity dlhopisu, ktorý môºe by´ ove©a vä£²í neº samotný
strom skon²truovaný do expirácie príslu²nej opcie. Podobná nepríjemnos´ vzniká,
ke¤ potrebujeme simulova´ sadzby, ktoré nie sú okamºité. Ak potrebujeme simulo-
va´ napríklad 4-ro£nú sadzbu za jeden rok, musíme skon²truova´ strom aº do £asu
5 rokov. V prípade Hull-Whiteovho modelu nám sta£í simulova´ spotovú sadzbu
do jedného roku a forwardovú sadzbu platnú za 1 rok na 4 roky ©ahko spo£ítame
z analytického vyjadrenia pre cenu dlhopisu s nulovým kupónom.

�al²ou a ove©a podstatnej²ou nevýhodou tohoto modelu je, ºe stredná hodnota
bankového ú£tu je nekone£no bez oh©adu na uvaºovanú splatnos´, ktorá vzniká ako
dôsledok lognormálneho rozdelenia úrokových sadzieb. Ide o v²eobecný problém
lognormálnych modelov, ktorý je £iasto£ne prekonaný tým, ºe pouºívame stromy s
kone£nou mnoºinou stavov a teda s kone£ným po£tom budúcich stredných hodnôt.

Black a Karasinski predpokladali, ºe logaritmus ln(r(t)) okamºitej úrokovej
sadzby sa vyvíja pod rizikovo neutrálnou mierou pod©a rovnice

d ln(r(t)) = [θ(t)− a(t) ln(r(t))]dt+ σ(t)dW (t), (2.17)

kde r(0) je kladná kon²tanta, θ(t), a(t) a σ(t) sú deterministické funkcie £asu,
ktoré môºu by´ zvolené tak, aby presne vyrovnávali po£iato£nú výnosovú krivku
a niektoré krivky trºnej volatility.

Podobne ako v Hull-White modele môºeme nastavi´ a(t) = a a σ(t) = σ, kde
a a σ sú kladné kon²tanty

d ln(r(t)) = [θ(t)− a ln(r(t))]dt+ σdW (t). (2.18)

Tento výber môºeme argumentova´ tým, ºe ak chceme presnú kalibráciu na sú£as-
nú výnosovú krivku, perfektné vyrovnanie na £asovú ²truktúru volatility môºe by´
celkom nebezpe£né a musí sa s tým zaobchádza´ opatrne. Dôvod je dvojaký. Za
prvé, nie v²etky volatility, ktoré sú kótované na trhu sú významné. Niektoré trºné
sektory sú menej likvidné, teda priradené kotácie nemusia by´ spo©ahlivé a dokon-
ca nemusia ma´ ani informa£ný charakter. Za druhé, budúce ²truktúry volatility

5Hoci lognormálny proces okamºitej úrokovej sadzby nevedie k lognormálnych jednoduchým
forwardovým sadzbám alebo lognormálnym swapovým sadzbám.
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implikované obecným procesom zmeny v úrokových sadzbách sú pravdepodobne
nerealistické v tom, ºe neodpovedajú typickým trºným tvarom. Tým, ºe jedinou
£asovo závislou funkciou bude θ, rozhodneme o presnom vyrovnaní na sú£asnú
výnosovú krivku a zvy²né dva parametre ponecháme pre ú£ely kalibrácie.

Ako v predchádzajúcom modele, koe�cienty a a σ môºu by´ interpretované na-
sledovne: a ur£uje mieru �rýchlosti� , pri ktorej logaritmus r(t) smeruje k dlhodobej
hodnote; σ je ²tandardná odchýlka okamºitej sadzby r(t) za jednotku £asu.

Z rovnice (2.18) a pouºitím Itôvho lemmata dostaneme

dr(t) = r(t)

[
θ(t) +

σ2

2
− a ln(r(t))

]
dt+ σr(t)dW (t), (2.19)

ktorej explicitné rie²enie spl¬uje pre kaºdé s ≤ t,

r(t) = exp

{
ln r(s)e−a(t−s) +

∫ t

s

e−a(t−u)θ(u)du+ σ

∫ t

s

e−a(t−u)dW (u)

}
(2.20)

Preto r(t) podmienená Fs je lognormálne rozdelená s prvým a druhým mo-
mentom v príslu²nom poradí

E (r(t) | Fs) = exp

{
ln r(s)e−a(t−s) +

∫ t

s

e−a(t−u)θ(u)du+
σ2

4a

[
1− e−2a(t−s)

]}
(2.21)

E
(
r2(t) | Fs

)
= exp

{
2 ln r(s)e−a(t−s) + 2

∫ t

s

e−a(t−u)θ(u)du+
σ2

a

[
1− e−2a(t−s)

]}
.

(2.22)

Navy²e nastavením

α(t) = ln r(0)e−at +

∫ t

0

e−a(t−u)θ(u)du, (2.23)

dostaneme

lim
t→∞

E(r(t)) = exp

(
lim
t→∞

α(t) +
σ2

4a

)
. (2.24)

Limita na ©avej strane sa nedá spo£íta´ analyticky. Av²ak nasledujúca numerická
procedúra poskytuje pre extrapoláciu asymptotickú hodnotu α(t).

2.2.1 Kon²trukcia trinomického stromu

Ako sme uº spomínali, Black-Karasinski model nemá analytické vyjadrenie ani pre
diskontovaný dlhopis, ani pre opcie na dlhopisy. Na ocenenie týchto a iných �nan£-
ných in²trumentov prostredníctvom tohoto modelu musia by´ pouºité numerické
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procedúry. Efektívna numerická procedúra bola navrhnutá Hullom a Whiteom,
ktorá je zaloºená na priamej transformácii trinomického stromu, ktorú sme ilus-
trovali v sekcii 2.1. Okamºitú spotovú sadzbu môºeme napísa´ v tvare

r(t) = eα(t)+x∗(t), (2.25)

kde α a x∗ sú de�nované ako (2.23) a (2.13). Obdobne ako pre Hull-Whiteov
model, najprv kon²truujeme trinomický strom pre x∗ a potom pouºijeme (2.25) a
nahradíme uzly v strome tak, aby sme získali po£iato£nú výnosovú krivku.

Za�xujme £asový horizont T a £asy 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T a poloºme
∆t = ti+1− ti pre kaºdé i. Opä´ ozna£me uzly (i, j), kde £asový index i má rozsah
od 0 do n a priestorový index j od jmin(i) do jmax(i). Ozna£me x∗i,j hodnotu
procesu v uzle (i, j) a poloºme x∗i,j = j∆x∗i , kde ∆x∗i je de�nované ako (2.13).
Vetvenie stromu a vetviace pravdepodobnosti sú taktieº rovnako de�nované ako v
HW modele.

Znova ozna£me αi posunutie v £ase ti, ktoré je spolo£né pre v²etky uzly (i, ·).
Ve©kos´ αi je numericky spo£ítaná s jedným rozdielom, ºe platí (2.25). �alej
ozna£me Qi,j sú£asnú hodnotu in²trumentu, ktorý vypláca 1 ak dosiahne uzol
(i, j) a 0 v ostatných uzloch. Hodnoty αi a Qi,j sú spo£ítané rekurzívne od α0

tak, aby sme získali správne diskontné faktory pre prvú splatnos´ t1, napríklad
α0 = ln(− ln(PM(0, t1))/t1). Len £o je známa hodnota αi, hodnoty Qi+1,j, j =
jmin(i+ 1), . . . , jmax(i+ 1) sú spo£ítané prostredníctvom

Qi+1,j =
∑
k

p(i+ 1, j|i, k) exp[− exp(αi + k∆x∗i )∆ti]Qi,k, (2.26)

kde opä´ rovnako platí 2.1.1. Po získaní hodnôtQi,j pre kaºdé j = jmin(i), . . . , jmax(i)
spo£ítame hodnotu αi numerickým rie²ením

ψ(αi) := P (0, ti+1)−
jmax(i)∑
j=jmin(i)

Qi,j exp[− exp(αi + j∆x∗i )∆ti] = 0. (2.27)

Nakoniec musíme aplikova´ exponenciálnu funkciu pre v²etky uzly stromu tak, aby
sme v kaºdom uzle (i, j) mali príslu²nú hodnotu ri,j = exp(x∗i,j + αi).

2.3 Ocenenie derivátov s pred£asným splatením po-
mocou stromu

V predchádzajúcej kapitole sme predstavili kon²trukcie trinomických stromov za-
loºené na diskrétnych stavoch procesu vývoja úrokových sadzieb pri rizikovo ne-
utrálnej miere. V tejto kapitole ukáºeme ako oceni´ v²eobecné deriváty, ktorých

29



ocenenie nezávisí na vývoji minulých cien, prostredníctvom tejto numerickej proce-
dúry. Táto technika je obzvlá²´ uºito£ná, ke¤ sa snaºíme oceni´ dlhové in²trumenty,
ktoré majú v sebe zahrnutú moºnos´ pred£asného splatenia. Okrem tejto techni-
ky existuje viacero metód, napríklad Monte Carlo a iné. Na za£iatok spomenieme
nieko©ko v²eobecných poznámok k oceneniu pomocou stromov a potom prejdeme
k detailnej²ím popisom.

Na ocenenie produktov s pred£asným splatením môºeme pouºi´ stromové ²truk-
túry, ke¤ fundamentálna podkladová premenná je málo dimenzionálna, povedzme
jedna alebo dve dimenzie. Toto je splnené v prípade modelov úrokových sadzieb,
ktoré v tejto práci uvaºujeme. V týchto prípadoch reprezentuje strom ideálny in-
²trument v¤aka svojej vlastnosti ocenenia �spätne v £ase� . V kaºdom koncovom
uzle stromu je známa hodnota výplatnej funkcie, pri£om môºeme postupova´ spä´
v £ase a aktualizova´ hodnotu uzlu prostredníctvom diskontovania. Typickým prí-
kladom je dlhopis, ktorý vypláca istinu a prípadnú kupónovú sadzbu v dobe splat-
nosti. V kaºdom uzle stromu porovnávame spätne kumulovanú hodnotu s výplatou
plynúcou z uplatnenia pred£asného splatenia v danom uzle. Na tomto princípe fun-
guje rozhodovací proces, £i v danom uzle uplatníme pred£asné splatenie alebo nie.
Dosiahnutím po£iato£ného uzlu stromu v £ase 0, dostaneme pribliºnú cenu in²tru-
mentu s moºnos´ou pred£asného splatenia.

Stromy majú v²eobecne problémy s ocenením produktov, ktorých budúca hod-
nota závisí na hodnotách minulých. Na ocenenie takýchto produktov sú vhodné
Monte Carlo metódy. Skuto£ne, v prípade, ºe sa pokúsime oceni´ takýto kontrakt
spätne z koncových uzlov stromu máme okamºite problém, pretoºe výplata v ©ubo-
vo©nom �nálnom uzle závisí na minulej histórii podkladovej premennej, ktorá ale
v £ase ocenenia nie je známa. Existujú v²ak procedúry, ktoré dokáºu u£ini´ stromy
schopné oceni´ tieto produkty, typickým príkladom sú bariérové a lookback opcie.

Predpokladajme, ºe sme vybrali model okamºitých úrokových sadzieb a prí-
slu²ný strom, presnej²ie trinomický strom kon²truovaný pod©a procedúry popísa-
nej vy²²ie. �alej máme kone£nú mnoºinu £asových okamºikov 0 = t0 < t1 < . . . <
tn = T a v kaºdom £ase ti kone£ný po£et stavov. �asový horizont T je najdlh²ia
splatnos´, ktorá je relevantná pre ocenenie a daný derivát. j-tý uzol v £ase ti je
ozna£ený ako (i, j) s priradenou úrokovou sadzbou ri,j a i = 0, . . . , n, kde pre kaºdé
i máme pre rozsah j od jmin(i) do jmax(i).

Jednoduchá výplata
Na za£iatok uvaºujme jednoduchý prípad derivátu, ktorého výplata v £ase T je
daná funkciou H(T, rT ). �alej ozna£me h(t, rt) bez-arbitráºnu cenu poh©adávky v
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£ase t pri úrokovej sadzbe rt. Je zrejmé, ºe platí h(T, rT ) = H(T, rT ) a

h(0, r0) = E
{
e−

∫ T
0 rtdth(T, rT )

}
= E

{
e−

∫ tn−1
0 rtdtE

[
e
−

∫ T
tn−1

rtdth(T, rT ) | Ftn−1

]}
= E

{
e−

∫ tn−1
0 rtdth(tn−1, rtn−1)

}
= E

{
e−

∫ t1
0 rtdth(t1, rt1)

}
.

Hodnota h(ti, rti) je spo£ítaná iteratívne, diskontovaním stredných hodnôt v ne-
skor²ích £asových okamºikoch, napríklad

h(tn−1, rtn−1) = E
[
e
−

∫ ti
ti−1

rtdth(ti, rti) | Fti−1

]
(2.28)

tak, ºe hodnotu derivátu môºeme spo£íta´ v ©ubovo©nom £ase iteratívne a to tak,
ºe za£neme v £ase výplaty T . Toto je vlastnos´, ktorá je pouºitá v ocenení prostred-
níctvom stromu. Presnej²ie je pouºitá nasledujúca procedúra zaloºená na spätnej
indukcii.

Ozna£me hi,j hodnotu derivátu v uzle (i, j) a nastavme koncové uzly

hn,j := h(T, rn,j) = H(T, rn,j). (2.29)

V koncovom £ase t = tn = T sú hodnoty derivátu v stromových uzloch známe
v¤aka podmienke pre výplatu (2.29). Teraz sa posunieme naspä´ do £asu tn−1 a
aplikujeme v²eobecné pravidlo (2.28) pri£om i = n. Za£neme od najniº²ej úrovne
j = jmin(n− 1) aº do j = jmax(n− 1) a pouºijeme aproximáciu

h(tn−1, rtn−1) ≈ e−rtn−1 (T−tn−1)E[h(T, rT ) | Ftn−1 ],

aby sme spo£ítali hodnotu derivátu v uzle (n − 1, j) ako diskontované stredné
hodnoty odpovedajúce hodnotám v uzloch (n, k + 1), (n, k) a (n, k − 1)

hn−1,j = e−rn−1,j(T−tn−1)[puhn,k+1 + pmhn,k + pdhn,k−1].

Potom sa posunieme do £asu tn−2, znovu aplikujeme (2.28) pri£om i = n − 1 a
spo£ítame diskontované stredné hodnoty ako v predchádzajúcom kroku. V²eobecný
krok naspä´ medzi £asmi ti+1 a ti je popísaný nasledovne

hi,j = e−ri,j(ti+1−ti)[puhi+1,k+1 + pmhi+1,k + pdhi+1,k−1].

Pokra£ujeme v spätnom prechádzaní stromu aº kým nedosiahneme po£iato£ný
uzol (0, 0), ktorému odpovedá hodnota h0,0, ktorá dáva poºadovanú aproximáciu
pre cenu derivátu h(0, r0).
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Jednoduchá výplata s pred£asným uplatnením
Predpokladajme rovnakú výplatu ako v predchádzajúcom prípade ale s tým rozdie-
lom, ºe drºite© kontraktu má právo poºiada´ o pred£asné splatenie v ©ubovo©nom
£asovom okamihu t pred splatnos´ou T , ktorý prijíma z dôsledku uplatnenia v £a-
se t £iastku H(t, rt) (typickým príkladom sú americké opcie). Vzh©adom k tomu,
ºe plánujeme pouºi´ strom s £asovými okamºikmi ti, i = 0, 1, . . . , n, bez straty
v²eobecnosti môºeme predpoklada´, ºe pred£asné uplatnenie môºe vzniknú´ len v
£asových okamihoch ti.

Potrebujeme upravi´ v²eobecný krok spätnej indukcie v strome, ktorý je popí-
saný medzi £asovými okamºikmi ti+1 a ti nasledovne:

hi,j = max
(
e−ri,j(ti+1−ti)[puhi+1,k+1 + pmhi+1,k + pdhi+1,k−1], H(ti, ri,j)

)
.

V skuto£nosti, o £o sa snaºíme je rolova´ �spätne-kumulovanú� hodnotu hi+1,· v
£ase ti+1 do £asu ti a potom následne porovna´ túto �spätne-kumulovanú� hodnotu

e−ri,j(ti+1−ti)[puhi+1,k+1 + pmhi+1,k + pdhi+1,k−1]

s hodnotou okamºitého uplatnenia opcie, ktorú by sme boli získali ak by sme ju
realizovali

H(ti, ri,j).

Potom vezmeme najlep²iu z týchto dvoch moºností. Napríklad tú, ktorá maxi-
malizuje hodnotu ako sme to ilustrovali na na²om príklade. Niektoré kontrakty
ako napríklad opcie bermudského typu povo©ujú moºnos´ realizácie len v niekto-
rých predom de�novaných £asových okamihoch, £o vedie k ove©a viac redukovanej
podmnoºine £asových okamºikov pre uplatnenie opcie neº je kompletná mnoºina
v²etkých £asových okamºikov stromu ti, i = 0, 1, . . . , n. Takºe, ke¤ sa pohybujeme
spätne v strome pri ocenení takého typu kontraktu, porovnanie medzi �spätne-
kumulovanou� hodnotou a hodnotou okamºitého uplatnenia kontraktu vzniká iba
v £asových okamihoch, kedy môºeme danú moºnos´ uplatni´. Vo zvy²ných okam-
ºikoch je krok spätnej indukcie rovnaký ako v predchádzajúcom prípade bez moº-
nosti pred£asného uplatnenia.

�al²í prípad výplaty
Druhý trochu komplikovanej²í príklad výplatnej funkcie v £ase T vyzerá nasledov-
ne:

g(T, P (T, T1), P (T, T2), . . . , P (T, Tm)), (2.30)

kde P (T, T1), P (T, T2), . . . , P (T, Tm) sú ceny dlhopisov v £ase T pre narastajúce
splatnosti T1, T2, . . . , Tm a T1 > T . Ide o typický prípad, ke¤ výplata je závislá
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napríklad na referen£ných alebo swapových sadzbách, ktoré môºu by´ vyjadrené
v termínoch cien dlhopisov s nulovým kupónom.

Ak zvolíme analyticko-poddajný model okamºitých úrokových sadzieb, naprí-
klad Hull-White model (2.1), u ktorého existujú explicitné formule pre vyjadre-
nie cien bezkupónových dlhopisov ako funkcie £asu a úrokovej sadzby P (t, S) =
Π(t, S; rt), kde Π je explicitná funkcia. V takýchto prípadoch môºeme nahradi´ vý-
platu (2.30) nejakou funkciou ĝ(T, rT ), ktorú môºeme oceni´ presne ako v prvom
prípade jednoduchej výplaty, kde strom kon²truujeme len do £asu T .

Namiesto toho, ak zaobchádzame s modelom ako Black-Karasinski (2.2), ktorý
nedisponuje analytickými formulami pre ceny dlhopisov, v takomto prípade sme
nútený kon²truova´ strom aº do poslednej príslu²nej splatnosti Tm.

Kaºdá hodnota dlhopisu v £ase T je získaná prostredníctvom spätnej indukcie,
priradením hodnoty 1 v²etkým uzlom v strome v príslu²nej maturite. Pozname-
najme, ºe potrebujeme roz²irova´ celý vektor cien dlhopisov spätne v £ase spolu s
úrokovou sadzbou a �spätne-kumulovanou� hodnotou. Preto v kaºdom uzle stromu
v danom £ase ti musíme uloºi´ v²etky ceny dlhopisov, ktoré sme uº spo£ítali do
toho £asu, napríklad v²etky P (ti, Tl), Tl > ti. Navy²e vºdy, ke¤ dosiahneme novú
splatnos´ ti = Tl, musíme prida´ komponentu do vektoru a nastavi´ hodnotu tejto
novej komponenty rovnú 1. Táto komponenta predstavuje cenu dlhopisu P (·, Tl),
ktorá vznikla v práve dosiahnutom £ase ti = Tl a ktorej sú£asná hodnota je nepo-
chybne rovná 1. Z toho vidíme, ºe ako sa pohybujeme spätne, dimenzia vektoru
hodnoty dlhopisu uloºená v kaºdom uzle môºe vzrás´.

Vzh©adom k tomu, ºe v kaºdom uzle máme celú krivku bezkupónových dlho-
pisov pod©a príslu²ných £asových okamºikoch, kalkula£ná procedúra od £asu T do
£asu 0 je ekvivalentná predchádzajúcim dvom príkladom v závislosti na prítom-
nosti moºnosti pred£asného uplatnenia.

33



Kapitola 3

Kalibrácia

Oba modely okamºitých úrokových sadzieb, HW a BK model, ktoré sme spo-
menuli v tejto práci odpovedajú sú£asnej výnosovej krivke pozorovanej na trhu
prostredníctvom deterministickej funkcie θ(t). Parametre a a σ kalibrujeme ako
hodnoty, pre ktoré je ²tvorcová suma rozdielov medzi trºnými cenami a modelova-
nými cenami minimálna. Pri takejto kalibrácii je k©ú£ové vybra´ vhodný �nan£ný
nástroj, ktorý svojou povahou odpovedá alebo sa ve©mi podobá in²trumentu, ktorý
sa snaºíme oceni´. Pre ná² produkt, na ktorý v nasledujúcej kapitole 4 aplikujeme
oce¬ovací model a ktorý v nej samozrejme bliº²ie predstavíme, sa javia swapcie
ako vhodne zvolený úrokový nástroj. Swap opcie alebo swapcie sú opcie na úroko-
vé swapy a zara¤ujeme ich medzi ¤al²ie populárne typy úrokových opcií. Dávajú
drºite©ovi právo vstúpi´ do ur£itého úrokové swapu v ur£itý £as v budúcnosti, pres-
nej²ie v £ase splatnosti swapcie. Drºite© samozrejme nemusí toto právo uplatni´.
Opodstatnením výberu tohoto �nan£ného derivátu je, ºe swapciu môºeme chápa´
ako istý typ opcie na dlhopis, vi¤ str. 660 v [6].

Úrokový swap môºeme uvaºova´ ako dohodu o výmene dlhopisu s �xným kupó-
nom za dlhopis s pohyblivým kupónom. Na za£iatku swapu je hodnota dlhopisu s
pohyblivým kupónom vºdy rovná nominálnej hodnote swapu. Swapciu preto mô-
ºeme povaºova´ za opciu na výmenu dlhopisu s �xným kupónom za nominálnu
hodnotu swapu, £o je vlastne typ opcie na dlhopis.

Pre odvodenie trºnej ceny swapcie musíme najprv pozna´ cenu úrokového swa-
pu, na ktorý je naviazaná.

3.1 Úrokový swap

Nasledujúce vz´ahy pochádzajú z prvej kapitoly knihy [11]. Úrokový swap je doho-
da medzi dvoma stranami o budúcej periodickej výmene platieb. Tento kontrakt
de�nuje dátumy, kedy sa vymie¬ajú platby a spôsob akým sú tieto platby kalku-
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lované. Ozna£me T := {Tα, . . . , Tβ} mnoºinu £asov a τ := {τα+1, . . . , τβ} mno-
ºinu £asových období medzi nimi, kde τi = Ti − Ti−1. Najbeºnej²í typ swapu je
�plain-vanilla� úrokový swap. Uvaºujme £asový okamºik Ti z mnoºiny T , v ktorom
jedna strana platí £iastku NτiK, ktorá odpovedá úroku z nominálnej hodnoty N
pri vopred stanovej �xnej sadzbe K za £asové obdobie τi. Na oplátku prijíma od
protistrany £iastku NτiL(Ti−1, Ti), ktorá odpovedá úrokom pri spotovej úrokovej
miere L(Ti−1, Ti) v £ase Ti−1 splatnej v £ase Ti z rovnakej nominálnej hodnoty
za rovnaké £asové obdobie. Táto spotová úroková miera predstavuje referen£nú
úrokovú sadzbu. Pre £eský �nan£ný trh je to PRIBOR (Prague Interbank O�ered
Rate).

Diskontovaná výplata v £ase t < Tα strany, ktorá platí �xnú sadzbu je

β∑
i=α+1

D(t, Ti)Nτi(L(Ti−1, Ti)−K), (3.1)

zatia© £o diskontovaná výplata pre stranu, ktorá prijíma �xnú sadzbu spo£ítame
ak rovnicu (3.1) vynásobíme -1.

Úrokový swap si môºeme predstavi´ ako portfólio FRA (Forward Rate Agre-
ement) kontraktov, kde FRA môºeme povaºova´ za ²peciálny prípad úrokového
swapu na jedno obdobie. Hodnotu swapu v £ase t pre stranu prijímajúcu �xnú
sadzbu je

N
(
P (t, Tβ)− P (t, Tα) +

β∑
i=α+1

τiKP (t, Ti)
)
. (3.2)

Obdobne ur£íme hodnotu swapu pre protistranu.
Forwardová swapová sadzba Sα,β(t) v £ase t pre mnoºinu £asov T a £asových

období τ je úroková sadzba K stanovená pre �xnú nohu swapu, ktorá zaru£uje, ºe
kontrakt je v £ase t spravodlivý pre obe strany, tj. vz´ah (3.2) je rovný 0. Potom

Sα,β(t) =
P (t, Tα)− P (t, Tβ)∑β

i=α+1 τiKP (t, Ti)
. (3.3)

3.2 Swapcie

Ceny swapcií na peniazoch (at-the-money) so splatnos´ou do 5 rokov sú dostupné
na £eskom trhu pre CZK (£eská koruna). Ceny kótované na trhu nie sú skuto£né
ceny, namiesto toho sú swapcie kótované ako Blackove implikované volatility, vi¤
nasledujúci obrázok 3.1.
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Obr. 3.1: Implikovaná volatilita pre swapcie obchodované v CZK k dátumu
1.11.2013. Zdroj Reuters, graf vlastná úprava.

Uvaºujme európsku payer 1 swapciu, ktorá dáva drºite©ovi právo uzavrie´ úro-
kový swap v dobe splatnosti swapcie Tα, v ktorom bude plati´ protistrane �xnú
£iastku aº do splatnosti podkladového swapu Tβ, kde Tβ−Tα sa ozna£uje ako tenor
swapcie.

Berme v úvahu hodnotu podkladového swapu v £ase prvej re-�xácie Tα pohyb-
livej sadzby, ktorý je zárove¬ £asom splatnosti swapcie. Táto hodnota je

N

β∑
i=α+1

P (Tα, Ti)τi(F (Tα;Ti−1, Ti)−K).

Opcia bude uplatnená v prípade, ºe táto hodnota je kladná. Potom diskontovaná
výplata hodnota tejto swapcie k sú£asnému £asu t je vyjadrená vz´ahom

ND(t, Tα)

( β∑
i=α+1

P (Tα, Ti)τi(F (Tα;Ti−1, Ti)−K)

)+

.

V praxi sa oce¬ujú swapcie pomocou Blackovej formule. Cena uvaºovanej swap-
cie v £ase 0 sa spo£íta zo vzorca, ktorý nájdeme v [11]

PSBlack(0, T , τ, N,K, σα,β) = NBl(K,Sα,β(0), σα,β
√
Tα, ω)

β∑
i=α+1

τiKP (t, Ti),

(3.4)

1V tejto práci budeme pouºíva´ tento anglický termín, pretoºe je trefnej²í neº preklad
�platiaca� swapcia.
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kde

Bl(K,F, v, ω) = FωΦ(ωd1(K,F, v))−KωΦ(ωd2(K,F, v)),

d1(K,F, v) =
ln(F/K) + v2/2

v
,

d2(K,F, v) =
ln(F/K)− v2/2

v
,

v = σα,β
√
Tα

a σα,β je implikovaná volatilita kótovaná na trhu a pre uvaºovanú payer swapciu
je ω = 1 (call opcia). Podobne by sme spo£ítali cenu receiver swapcie s jedinou
zmenou ω = −1 (put opcia).

Z analytickej formule pre výpo£et ceny put opcie v £ase t na kupónový dlhopis
so splatnos´ou v £ase T a realiza£nou cenouK uvedenej v (2.11) môºeme analyticky
oceni´ aj európske swapcie ako dôsledok toho, ºe ich môºeme povaºova´ za opcie
na kupónové dlhopisy. Uvaºujme payer swapciu so strike cenou K, splatnos´ou
v £ase T a nominálnou hodnotou N , ktorá dáva drºite©ovi právo vstúpi´ v £ase
T do úrokového swapu s výplatnými £asmi T = {T1, . . . , Tn}, T1 > T , kde platí
�xnú sadzbu K a prijíma PRIBOR. Ozna£me τi £asové obdobie medzi Ti−1 a Ti,
i = 1, . . . , n a mnoºinu ci := Kτi pre i = 1, . . . , n − 1 a cn := 1 + Kτn. �alej
ozna£me r∗ hodnotu spotovej úrokovej sadzby v £ase T , pre ktorú platí

n∑
i=1

ciA(T, Ti)e
−B(T,Ti)r

∗
= 1,

a poloºme Ki := A(T, Ti) exp(−B(T, Ti)r
∗), potom cena platiacej swapcie v £ase

t < T je daná vz´ahom

PS(t, T, T , N,K) = N

n∑
i=1

ciZBP(t, T, Ti, Ki). (3.5)

Analogicky môºeme vyjadri´ cenu receiver swapcie.

Pre HW model spo£ítame modelované ceny swapcií pomocou (3.5). Pre BK
model av²ak neexistujú presné analytické formule na vyjadrenie cien diskontova-
ných dlhopisov a opcií na dlhopisy. Preto je nevyhnutné spo£íta´ cenu swapcií
prostredníctvom stromu, ktorého kon²trukciu sme popísali v 2.2.1. Pre ú£ely ka-
librácie a spo£ítanie trºných cien swapcií sme pouºili trºné implikované volatility
kótované na trhu k 1.11.2013 pre tenory 3 a 5 rokov, ktoré nájdeme v tabu©ke 3.1.
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Tenor
Maturita 3Y 5Y
1M 58.6 48.5
2M 60.4 52.4
3M 61 54.3
6M 62 56.7
9M 59.2 55
1Y 57.4 53.2
18M 52.8 49.6
2Y 49.8 46.1
3Y 42.6 39.6
4Y 39.1 36.6
5Y 36.3 33.9

Tabu©ka 3.1: Implikované volatility (v %) pre swapcie k 1.11.2013. Zdroj Reuters.

a σ
Hull-White model 0.0341 0.0245
Black-Karasinski model 0.0289 0.262

Tabu©ka 3.2: Parametre kalibrované na trºné swap£né ceny.

V tabu©ke 3.2 nájdeme parametre a a σ získané kalibráciou pre príslu²né mo-
dely.

Pozrime sa e²te na stredné kvadratické chyby odhadov parametrov a a σ pre
jednotlivé modely, ktoré nájdeme v tabu©ke 3.3. Napriek tomu, ºe HW model o
nie£o málo lep²ie �tuje teoretické trºné ceny neº BK model, nemôºeme tento model
prehlási´ za lep²í. Ba naopak, v nasledujúcej kapitole ukáºeme, ºe vhodnej²ím
kandidátom pre ocenenie nami vybraného �nan£ného nástroja je práve BK model.
Moºným dôvodom pre£o je stredná kvadratická chyba simulovaných cien vä£²ia
u BK modelu je práve aproximácia cien swapcií pomocou trinomického stromu,
neº v prípade HW modelu je to analytická formula. Zárove¬ musíme podotknú´,
ºe tieto výsledky sú zaloºené na trºných cenách k jednému ur£itému dni, ak sa
situácie £o len trochu zmení, výsledky kalibrácie sa môºu výrazne lí²i´.
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HW model BK model
RMSE 2.05× 10−3 2.78× 10−3

MSE 4.21× 10−6 7.73× 10−6

Tabu©ka 3.3: Stredné kvadratické chyby odhadov parametrov pre jednotlivé mo-
dely.
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Kapitola 4

Sporiace ²tátne dlhopisy

V novembri 2011 Ministerstvo �nancií �R vydalo pilotnú emisiu sporiacich ²tát-
nych dlhopisov (SSD) ur£ených tuzemským a zahrani£ným fyzickým osobám a
neziskovým in²titúciám. Cie©om ministerstva bolo zmapova´ záujem drobných in-
vestorov o tento in²trument a najmä navý²i´ podiel drºite©ov ²tátneho dlhu �eskej
republiky práve v segmente domácností a neziskových in²titúcií. Jedná sa o zdroj
�nancovania ²tátu, ktorého rozvoj a systematická prevádzka by mohla prinies´ v
strednodobom výh©ade významný stabilizujúci prvok riadenia re�nan£ného rizi-
ka, ktoré vzniká neschopnos´ou ²tátu emitova´ nové dlhopisy na �nan£nom trhu k
splateniu svojich dlhopisov alebo záväzkov, ktoré sú v daný moment splatné. �alej
môºe zmierni´ neistoty oh©adom funk£nosti európskych �nan£ných trhov a prinies´
ºiadúcu in²titucionálnu diverzi�káciu drºite©ov ²tátneho dlhu �R smerom k posí-
leniu domáceho konzervatívne ladeného segmentu domácností. �truktúra ²tátneho
dlhu �R je z h©adiska drºite©ov charakterizovaná ve©mi nízkym podielom spomí-
naného segmentu. �o dosved£uje nasledujúca tabu©ka, ktorej £ísla pochádzajú z
o�ciálnych webových stránok a publikácií Ministerstva �nancií �R [25].

2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014
Domácnosti 1,1% 1,1% 0,9% 2,0% 3,7% 5,3% 4,8%
Domáce �nan£né in²titúcie 71,2% 69,7% 65,0% 61,9% 63,8% 56,4% 65,0%
Zahrani£né in²titúcie 24,2% 25,9% 29,2% 28,9% 29,3% 32,1% 27,3%
Ostatné in²titúcie 3,5% 3,3% 4,9% 7,2% 3,3% 6,1% 2,8%

Tabu©ka 4.1: �truktúra drºite©ov ²tátneho dlhu �R.

Táto diskrepancia vyplýva z dosavádnej koncentrácie domácej emisnej £innosti
�R na in²titucionálny �nan£ný sektor a z absencie dlhopisového nástroja s emis-
nými podmienkami zameranými na drobných investorov a domácností, ktorých
motiváciou je dlhodobé sporenie prostredníctvom ²tátnych dlhopisov. Takéto ná-
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stroje sú beºné vo viacerých vyspelých zemiach ako napríklad Nemecko, Rakúsko,
Kanada, Spojené ²táty americké, �védsko, Ma¤arsko alebo Po©sko.

Nepredpokladalo sa, ºe predaje dlhopisov pilotnej emisie presiahnu 10 miliárd
K£. Pôvodné upisovacie obdobie stanovené emisnými podmienkami od 3.10.2011
do 1.11.2011 bolo skrátené len na 5 dní, a to do 7.10.2011 z dôvodu ve©kého zá-
ujmu upisovate©ov o tieto dlhopisy. Aj napriek výraznému skráteniu upisovacieho
obdobia bolo upísaných dlhopisov v celkovej nominálnej hodnote 20,4 miliardy K£.
Mimoriadny záujem verejnosti o investovanie �nan£ných prostriedkov do SSD mô-
ºeme pri£íta´ vysokej atraktívnosti tohoto in²trumentu, ktorý predstavuje bezpe£-
ný a konzervatívny spôsob sporenia zaloºený na garantovanom úrokovom výnose a
garancii splatenia dlºnej £iastky priamo zo strany �eskej republiky. Tento enormný
dopyt môºe indikova´ takisto nevhodne nastavené parametre a emisné podmienky
dlhopisu, ktoré výrazne zvýhod¬ujú drºite©a vo£i emitentovi. Dôleºitou vlastnos-
´ou SSD je postupne rastúci kupón (v anglickej terminológii tzv. step-up coupon),
ktorého cie©om je motivova´ drºite©a drºa´ dlhopis do splatnosti. Zárove¬ je ale
moºné SSD v ur£itých £asových obdobiach pred£asne splati´ bez sankcií a poplat-
kov. Tieto doplnkové vlastnosti robia tento dlhový in²trument ve©mi atraktívnym
pre potencionálnych investorov.

Predmetom na²ej ²túdie bude oceni´ vybrané sporiace ²tátne dlhopisy spolu
s vnorenou opciou, ktorá predstavuje moºnos´ pred£asného splatenia istiny na
poºiadanie drºite©a.

Obr. 4.1: Základný popis dlhopisov vo viano£nej emisii 2013.

Kupújúci alebo drºite© SSD (retailový segment) kupuje od emitenta (Minis-
terstvo �nancií �R) puttable dlhopis. Spravidla bývajú tieto dlhopisy s vnorenou
put opciou drah²ie neº dlhopisy bez opcií s rovnakými parametrami. Zárove¬ mu-
síme podotknú´, ºe retailový segment sa nebude chova´ racionálne ako �nan£né
in²titúcie v zmysle nákupu alebo predaja cenných papierov, tzn. drobní investori v
podobe domácností �R nebudú realizova´ svoje op£né právo v mnohých situáciách

41



aj keby to bolo pre nich výhodné. �o má za následok zníºenie ceny vnorenej put
opcie. V na²om modele uvaºujeme, ºe drºite© realizuje svoju opciu akonáhle to bu-
de pre neho výhodné. Na ocenenie takto komplikovaných in²trumentov sa v praxi
vyuºívajú rôzne numerické techniky. My sa na týchto príkladoch budeme snaºi´
demon²trova´ jednu z nich.

4.1 Podrobnej²ie informácie o dlhopisoch

Cie©om strednodobého sporiaceho dlhopisového programu bolo vymedzi´ základný
rámec pre emisnú £innos´ Ministerstva �nancií v oblasti neobchodovate©ných do-
mácich ²tátnych dlhopisov vo výh©ade do roku 2014 z h©adiska typov ponúkaných
dlhopisov, zabezpe£enia technickej prevádzky a distribu£nej infra²truktúry. Minis-
terstvo ponúkalo sporiace ²tátne dlhopisy v dvoch verejných sériách v priebehu
kalendárneho roku, v tzv. jarnej sérii a viano£nej sérii. Indikatívny dátum emisie
bol stanovený na jún a december a upisovacie obdobie na máj a november pre
príslu²nú sériu. Po obmene vedenia na Ministerstvu, prestali by´ SSD ponúkané
²irokej verejnosti. Poslednou bola jarná emisia v roku 2014, teda dohromady s pi-
lotnou emisiou ich bolo ²es´. V tejto práci sa zameriame na predposlednú viano£nú
emisiu v decembri 2013, ktorá ponúkala nasledujúce typy dlhopisov (obrázok 4.2).
V²etky informácie o parametroch dlhopisov sú dostupné na webovej stránke [26].

SSD patria medzi najbezpe£nej²ie, konzervatívne spôsoby sporenia, pretoºe
predstavujú �nan£ný nástroj s garantovaným výnosom dlhopisu a garanciou spla-
tenia dlºnej £iastky. Platné ohodnotenie �nan£nej spôsobilosti (rating) dlhodobých
korunových záväzkov �R k dátumu ur£enia emisných podmienok vykonané spo-
lo£nos´ou Standard & Poor's je na úrovni AA, spolo£nos´ou Moody's na úrovni
A1 a spolo£nos´ou Fitch Ratings na úrovni AA-.

Dlhopisy môºe upísa´ len fyzická osoba, ob£ianske zdruºenie fyzických osôb;
odborová organizácia alebo organizácia zamestnávate©ov; nadácia alebo nada£ný
fond; v²eobecne prospe²ná spolo£nos´; stavovská komora alebo profesijná organi-
zácia; ²kolská právnická osoba, ktorej zria¤ovate©om nie je ministerstvo, kraj, obec
alebo zväz obcí; Hospodá°ska komora �eské republiky alebo Agrární komora �es-
ké republiky; verejná vysoká ²kola; verejná výskumná in²titúcia; �eská televize,
�eský rozhlas alebo �eská tisková kancelá°; V²eobecná zdravotní poji²´ovna �es-
ké republiky alebo rezortná, odborová, podniková a ¤al²ia zdravotná pois´ov¬a;
územné samosprávne celky a vy²²ie územné samosprávne celky �R alebo hlavné
mesto Praha; dobrovo©ný zväzok obcí; Svaz m¥st a obcí �eské republiky, Sdru-
ºení místních samospráv �eské republiky alebo Asociace kraj· �eské republiky;
spolo£enstvo vlastníkov jednotiek.

Predpokladaná celková nominálna hodnota emisie pre 3-ro£ný prémiový dlhopis
bola 5 miliárd korún a pre 5-ro£ný kupónový dlhopis 500 miliónov korún. Dlhopi-
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Obr. 4.2: Ponúkané dlhopisy vo viano£nej emisii 2013.

sy mohli by´ v súlade s ustanovením � 7 zákona o dlhopisoch vydané v men²om
alebo vo vä£²om objeme emisie neº bola predpokladaná celková nominálna hod-
nota emisie dlhopisov. Moºný rozsah zvä£²enia objemu emisie dlhopisov £inil 50
miliárd korún. Emisie dlhopisov môºu by´ vydávané v rámci lehoty pre upisovanie
emisie dlhopisov postupne po £astiach, tzy. v tranºiach. Aj v tejto viano£nej emisii
bolo upisovacie obdobie prvej tranºe skrátené len na 4 dni kvôli vysokému dopytu
zo strany upisovate©ov. Dohromady bolo upísaných takmer 11 miliárd kusov pré-
miového 3-ro£ného dlhopisu a takmer 1,4 miliardy kusov kupónového 5-ro£ného
dlhopisu.

Dlhopisy boli ponúkané k úpisu verejne, prostredníctvom poverených osôb. Me-
dzi sprostredkovate©ov upisovania dlhopisov patrili �eská spo°itelna, a.s., �esko-
slovenská obchodní banka, a.s., J&T BANKA, a.s., Komer£ní banka, a.s. a vybrané
pobo£ky �eskej po²ty, s.p. Jeden upisovate© môºe upísa´ prostredníctvom jednej
ºiadosti o úpis najmenej 1000 kusov dlhopisov s nominálnou hodnotou 1 K£. �a-
lej jeden upisovate© môºe poda´ ºiados´ alebo ºiadosti o úpis pri úpise dlhopisov
kaºdej tranºe emisie dlhopisov v celkovom po£te najviac pä´ miliónov kusov pre
kaºdú jednotlivú tranºu emisie dlhopisov. Upisovatelia sú povinní pri podaní ºia-
dosti o úpis distribútorovi alebo ministerstvu dôveryhodným spôsobom dosved£i´,
ºe náleºia medzi osoby vyhradené emisnými podmienkami k úpisu. Cenou úpisu
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dlhopisov príslu²nej tranºe emisie dlhopisov sa rozumie celková nominálna hod-
nota dlhopisov upisovaných jedným upisovate©om prostredníctvom jednej ºiadosti
o úpis násobená jej emisným kurzom. Upisovate© je povinný uhradi´ cenu úpisu
dlhopisov do piatich pracovných dní od dátumu ukon£enia upisovacieho obdo-
bia príslu²nej tranºe emisie dlhopisov, ak neur£í ministerstvo najneskôr k dátumu
zahájenia upisovacieho obdobia príslu²nej tranºe emisie dlhopisov inak. Od okam-
ºiku uhradenia ceny úpisu dlhopisov do dátumu vydania príslu²nej tranºe emisie
dlhopisov nie je táto £iastka úro£ená. Upisovacie obdobie pre prvú tranºu emisie
dlhopisov bolo ukon£ené k dátumu 29.11.2013. O vydaní prípadných ¤al²ích tran-
ºiach emisie dlhopisov môºe rozhodnú´ emitent a ur£i´ dátum zahájenia a dátum
ukon£enia upisovacieho obdobia príslu²nej ¤al²ej tranºe emisie dlhopisov.

Výnos dlhopisu je ur£ený pevnou úrokovou sadzbou vo vý²ke, ktorá pre kaº-
dé úrokové obdobie narastá, vi¤ 4.3. Výnosy sú vyplácané jedenkrát ro£ne, a to
vºdy k dátumu 12.12. za£ínajúc rokom 2014 pre vybranú viano£nú emisiu. Celková
£iastka výnosov zo v²etkých dlhopisov vlastníka tejto emisie dlhopisov vyplatená
vlastníkovi dlhopisov sa po zdanení dane vyberanej zráºkou pod©a zvlá²tnej sadzby
dane zaokrúh©uje na haliere. Ak pripadne dátum vyplatenia výnosov na de¬, ktorý
nie je pracovným d¬om, bude vyplatenie výnosov uskuto£nené prvý nasledujúci
pracovný de¬ bez nároku na výnos za toto odsunutie platby.

Od 1.1.2013 nadobudla platnos´ novela zákona £. 192/2012 Sb., o daniach z
príjmov, ktorá upravuje zdanenie výnosov. Pred touto novelou bola v súlade so
zákonom £. 586/1992 Sb., o daniach z príjmov, efektívna da¬ sporiacich ²tátnych
dlhopisov vplyvom zaokrúh©ovania nulová. Základ dane pre 15% zdanenie výnosov
z drºania cenných papierov sa stanovoval samostatne za jednotlivé cenné papie-
re. Základ dane sa následne zaokrúh©oval na celé koruny dole. Pretoºe nominálna
hodnota jedného dlhopisu £iní 1 K£, vplyvom zaokrúhlenia bola efektívna da¬ nu-
lová. Táto zmena sa netýka star²ích emisií pred rokom 2013, ktoré budú aº do
svojej splatnosti podlieha´ zdaneniu pod©a právnej úpravy platnej k dátumu emi-
sie. V²etky nové emisie dlhopisov od za£iatku roka 2013 a teda aj na²a pozorovaná
viano£ná emisia budú podlieha´ zdaneniu pod©a spomínanej novely zákona o da-
niach z príjmov. Da¬ová ú©ava padla a úrokové výnosy vyhlasované Ministerstvom
�nancií budú v hrubej vý²ke, a preto budú musie´ potencionálni investori po£íta´
s tým, ºe ich dostanú v poníºenej vý²ke o 15% zráºkovú da¬.

Výnosové obdobie sa stanovilo ako 12-mesa£né, a to vºdy od 12.12. príslu²ného
roku do 12.12. následujúceho roku. Prvé výnosové obdobie pre vyplatenie výnosu
sa stanovilo od 12.12.2013 do 12.12.2014. Výpo£et výnosu a pomerného výnosu
prebieha na báze skuto£ného po£tu kalendárnych dní v roku a skuto£ného po£tu
dní v príslu²nom výnosovom období (²tandard act/act). Výnos obdrºí vºdy osoba,
ktorá je vlastníkom dlhopisu k dátumu 12.11., za£ínajúc rokom 2014. Zaobstara-
nie dlhopisov nie je za´aºené ºiadnym poplatkom a podobne nie sú spoplatnené

44



ani ¤al²ie sluºby ako napríklad zriadenie a vedenie majetkového ú£tu, na ktorom
budú evidované dlhopisy. Emitent si pod©a ustanovení � 9 zákona o dlhopisoch
vyhradzuje právo splati´ dlhopisy pred dátumom ich splatnosti vrátane pomerné-
ho výnosu v prípade, ke¤ na strane emitenta vo vz´ahu k vlastníkovi dlhopisov
vzniknú pochybnosti oh©adom pravdivosti poskytnutých údajov a informácií alebo
iné pochybnosti o tom, £i je úpis dlhopisov v súlade s povahou a poºiadavkami
stanovenými emisnými podmienkami, £i nie sú obchádzané, a to najmä v súvislos-
ti s okruhom osôb oprávnených nadobudnú´ tieto dlhopisy vrátane pochybností o
poskytnutých informáciách o pôvode �nan£ných prostriedkov pouºitých k úhrade
ceny úpisu dlhopisov.

Dôleºitou vlastnos´ou tohoto nástroja je moºné vrátenie investovaných �nan£-
ných prostriedkov formou pred£asného splatenia, a to bez akejko©vek �nan£nej
penalizácie. �iados´ o pred£asné splatenie zo strany vlastníka dlhopisov je moºné
podáva´ v stanovených obdobiach, tzn. ide o typ bermudskej opcie, ktorú môºe
uplatni´ v ur£itých obdobiach. Do 500 tisíc kusov nie je ºiados´ o pred£asné splate-
nie k jednému dátumu pred£asného splatenia nijak obmedzená. Z celkového po£tu
nad 500 tisíc kusov môºe by´ pred£asne splatené k jednému dátumu pred£asného
splatenia najviac 50% kusov. Príslu²ný výnos alebo pomerný výnos za obdobie
od dátumu zahájenia príslu²ného výnosového obdobia do dátumu pred£asného
splatenia bude po zdanení da¬ou vyberanou zráºkou pod©a zvlá²tnej sadzby da-
ne vyplatený a nominálna hodnota príslu²ných dlhopisov bude splatená osobe,
ktorá je vlastníkom dlhopisu vºdy k prvému pracovnému d¬u po príslu²nom dátu-
me posledného moºného podania ºiadosti o pred£asné splatenie. V nasledujúcich
tabu©kách sú uvedené kupónové platby a stanovené dátumy podania ºiadosti o
pred£asné splatenie pre príslu²né typy dlhopisov v danej emisii 4.4, zdroj opä´
www.sporicidluhopisycr.cz.

Obr. 4.3: Výnosy jednotlivých typov dlhopisov.

4.2 Ocenenie

V tejto sekcii sa bliº²ie pozrieme na ocenenie a nastavenie úrokových parametrov
dvoch typov dlhopisov z viano£nej emisie v roku 2013, a to 3-ro£ného prémiové-
ho dlhopisu a 5-ro£ného kupónového dlhopisu. Upisovacie obdobie pre oba typy
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Obr. 4.4: Obdobia pre podanie ºiadosti o pred£asné splatenie istiny.

dlhopisov zapo£alo k dátumu 4.11.2013. Pre ocenenie preto budeme vychádza´ z
výnosovej krivky £eských ²tátnych bezkupónových dlhopisov k dátumu 1.11.2013,
teda tesne pred za£iatkom upisovacieho obdobia, ktorej jednotlivé výnosy pod©a
splatnostnej ²truktúry vyrovnávame pomocou Swenssonovej metódy 1. Výnos 3-
ro£ného dlhopisu k tomuto dátumu sa pohyboval okolo 0,60% a výnos 5-ro£ného
dlhopisu okolo 1,1%. Na obrázku 4.5 vidíme okrem výnosovej krivky bezkupóno-
vých ²tátnych dlhopisov aj swapovú krivku.

Obr. 4.5: Výnosová krivka ²tátnych dlhopisov �R a swapová krivka k dátumu
1.11.2013.

1�tudijné materiály a vlastné poznámky z predná²ok pána docenta Hurta.
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Kupónové platby SSD boli nastavené tak, aby motivovali investorov drºa´ dl-
hopisy do splatnosti a to tak, ºe ²lo o tzv. step-up kupón, teda kupón s rastúcou
sadzbou, vi¤ tabu©ku výnosov jednotlivých dlhopisov na obrázku 4.3. Na nasledu-
júcom obrázku 4.6 vidíme vývoj výnosov £eských ²tátnych dlhopisov od roku 2011
pre tri splatnosti, a to 3, 5 a 10 rokov. V prípade 3-ro£ného prémiového dlhopisu
nesúceho priemerný výnos 2,3% je porovnate©ný výnos pozorovaný naposledy ku
koncu roka 2011. Podobne je to aj u 5-ro£ného kupónového dlhopisu s priemerným
výnosom 2,8%. �alej musíme podotknú´, ºe výnosy dlhopisov ale aj referen£né a
swapové sadzby boli v roku 2013 na pomerne nízkych úrovniach. No napriek tomu
nasledujúce dva roky výnosy z dlhopisov ako aj úrokové sadzby klesali a dostali
sa na ove©a niº²ie úrovne. Tento jav nenastal len v �eskej republike ale postihol
takmer celý európsky �nan£ný trh.

Obr. 4.6: Vývoj výnosov £eských ²tátnych dlhopisov pre splatnos´ 3, 5 a 10 rokov.
Zdroj Bloomberg.

4.2.1 Kon²trukcia stomu

Uvaºujme 3-ro£ný dlhopis z tabu©ky 4.2 s príslu²nými kupónovými platbami 4.3 a
obdobiami moºného pred£asného splatenia 4.4. Kon²trukciou 3-ro£ného trinomic-
kého stromu pre HW model popísanou v sekcii 2.1.1 s príslu²nými kalibrovanými
parametrami z tabulky 3.2 a £asovým krokom 1 mesiac obdrºíme 653 záporných
úrokových sadzieb. Jeho gra�ckú reprezentáciu môºeme vidie´ na obrázku 4.7,
ktorá na prvý poh©ad vyzerá prekvapujúco, pretoºe strom sa zdá by´ symetrický
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okolo nuly. �o zaprí£i¬uje fakt, ºe úrokové sadzby boli na úrovniach blízkych nule
a splo²tený tvar výnosovej krivky na krat²om konci. HW trinomický strom nemô-
ºeme pouºi´ na ocenenie in²trumentov kvôli vysokej pravdepodobnosti produkcie
ve©kého po£tu záporných úrokových sadzieb, ktoré by ve©mi skreslili výslednú cenu
pozorovaného produktu. Napriek tomu, ºe HW model lep²ie kalibroval trºné ceny
swapcií neº BK model, pre ocenenie SSD sa javí Black-Karasinski model a jeho
trinomický strom ako lep²í kandidát.

Obr. 4.7: Trinomický model pre Hull-Whiteov model.

Log-normálny model sme vybrali z dôvodu ve©mi nízkych úrokových sadzieb,
ktoré v poslednom období suºujú viaceré krajiny Európy. Ostatné modely, kto-
ré predpokladajú normálne rozdelenie v zmenách úrokových sadzieb majú vysokú
pravdepodobnos´ po£etného výskytu záporných sadzieb. No na druhú stranu treba
podotknú´, ºe e²te v nedávnej dobe by nás boli investori a rôzni veritelia vysmiali
za záporne kótované krátke úrokové sadzby, no dnes vieme, ºe tento nezvy£ajný
jav skuto£ne nastal. Referen£né sadzby EURIBOR (Euro Interbank O�ered Rate)
a swapové sadzby do splatnosti troch rokov sú záporné.

Medzi ¤al²ie postrehy v rámci ocenenia SSD musíme spomenú´ polovi£ný limit
na pred£asné splatenie celkového po£tu kusov cenných papierov nad 500 tisíc, ktorý
môºeme plne eliminova´ na základe charakteristík ²tatistického súboru drºite©ov
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SSD, pretoºe 75%-ný kvantil po£tu dlhopisov v obehu drºaných jedným drºite-
©om je pre v²etky typy dlhopisov pribliºne 500 000 kusov a fakt, ºe dohromady
za ²es´ emisií bolo pred£asne splatených len 0,59% celkovej nominálnej hodnoty
nakúpených dlhopisov. Na obrázku 4.8 vidíme gra�ckú reprezentáciu trinomickej
mrieºkovej ²truktúry pre Black-Karasinski model s mesa£ným krokom a príslu²ný-
mi úrokovými sadzbami. Mesa£ný krok sme zvolili z dôvodu, ºe centrálna banka uº
nieko©ko rokov drºí svoj hlavný menovo-politický nástroj v podobe repo operácií
na technickej nule (0.05%). Ide o 2-týºd¬ovú repo sadzbu, za ktorú �NB prijíma
od bánk prebyto£nú likviditu a bankám predáva ako kolaterál dohodnuté cenné
papiere. Preto prvou signi�kantnou úrokovou sadzbou, ktorá nie je priamo pod
vplyvom centrálnej banky je mesa£ná sadzba alebo mesa£ný výnos zo ²tátnych
pokladni£ných poukázok. Prostredníctvom tejto mrieºky spo£ítame cenu vnorenej
opcie kupónového dlhopisu, ktorá umoº¬uje majite©ovi cenného papiera pred£asne
poºiada´ emitenta o vrátenie istiny v predom stanovených obdobiach. Obdobie pre
podanie ºiadosti je dlhé jeden mesiac, s rovnako dlhým £asovým krokom môºeme
teda predpoklada´, ºe ide o jeden £asový okamih.

Emisný kurz v²etkých dlhopisov v kaºdej zo ²iestich emisií bol rovný 100%, tzn.
1000 kusov SSD s nominálnou hodnotou 1 K£ bolo predávaných domácnostiam za
1000 K£. V prípade spomínaného 3-ro£ného SSD z viano£nej emisie 2013 s prí-
slu²nými kupónovými platbami 4.3 nám jeho kalkulovaná cena v £ase emisie vy²la
104,41 a cena vnorenej put opcie tohoto dlhopisu je nulová. V²etky ceny sú spo£íta-
né bez zahrnutia 15 % zráºkovej dane. Cena tejto opcie je 0 z dôvodu vyplácaného
posledného kupónu, ktorý je 12-násobne vä£²í neº kupóny v predo²lých rokoch a
ktorý zráºa cenu put opcie nadol. Napriek tomu, ºe pouºívame lognormálny model,
ktorý produkuje len kladné úrokové sadzby s pomerne vysokou volatilitou, ktorý
ma tendenciu konvergova´ k nekone£nu je 6%-ný kupón vyplatený v splatnosti
dlhopisu výrazný faktor ovplyv¬ujúci cenu vnorenej put opcie. Cena celého in²tru-
mentu indikuje, ºe ²tát ponúka dlhopisy podstatne lacnej²ie neº je ich spravodlivá
hodnota.

Zaujímavým pozorovaním je, ºe ak by bol posledný kupón rovnaký ako predo²lé
kupóny, teda 0,5%. Cena takto upraveného dlhopisu bez vnorenej opcie by bola
99,05 a cena vnorenej put opcie 0,87. Za túto opciu kupujúci platí emitentovi,
takºe navý²i cenu celého in²trumentu na 99,71. �o sa uº podobá hodnote emisného
kurzu.

�al²ím zaujímavým pozorovaním je cena hypotetického SSD s vnorenou call
opciou, teda callable dlhopis, ktorý zvýhod¬uje emitenta a dáva mu moºnos´ pred-
£asne splati´ istinu dlhopisu verite©ovi. Ako sme uviedli vy²²ie, cena 3-ro£ného SSD
s príslu²nými kupónovými platbami je v £ase emisie 104,41 a cena vnorenej call
opcie je 4,91. Táto cena opcie ale celkovú cenu SSD zniºuje na 99,51. Znova je
táto hodnota blízko emisnej cene rovnej 100. Za týchto okolností sa sporiaci ²tátny
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Obr. 4.8: Trinomický strom pre 3-ro£nú splatnos´ pre Black-Karasinski model.

dlhopis s príslu²nými emisnými podmienkami javí ohodnotený skôr ako in²trument
s vnorenou call opciou pre emitenta a nie ako �nan£ný nástroj, ktorého pôvodné
zamý²©anie bolo umoºni´ drºite©ovi poºiada´ o pred£asné splatenie istiny.

Významným faktorom ovplyv¬ujúcim cenu skúmaného produktu je práve na-
stavenie vý²ky kupónu. Pozrime sa na tabu©ku 4.2, v ktorej sú spo£ítané hypote-
tické ceny 3-ro£ného prémiového sporiaceho dlhopisu s príslu²nými cenami opcií
pri zmene vyplácaných kupónových sadzieb.

V prípade 5-ro£ného kupónového dlhopisu s príslu²nými kupónmi a bez vno-
renej opcie je jeho cena v £ase emisie rovná 107,28 a cena vnorenej put opcie je
0. Výrazné navý²enie ceny SSD je spôsobené jeho samotnou dlh²ou splatnos´ou a
vy²²ím po£tom období pre podanie ºiadosti o moºné pred£asné splatenie. Opä´ ak
spo£ítame cenu callable dlhopisu, jeho cena bude 99,39 a cena samotnej call opcie
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Kupóny Cena

1.rok 2.rok 3.rok Dlhopis
Puttable
dlhopis

Put
opcia

Callable
dlhopis

Call
opcia

0.5% 0.5% 6% 104.41 104.41 0 99.51 4.91
0.5% 0.5% 4% 102.46 102.46 0 99.51 2.95
0.5% 0.5% 2% 100.51 100.51 0 99.51 1.00
0.5% 0.5% 0.5% 99.05 99.71 -0.66 99.05 0

Tabu©ka 4.2: Ceny 3-ro£ného prémiového dlhopisu a vnorených opcií v závislosti
na kupónových platbách.

7,89.

Obr. 4.9: Trinomický strom pre 5-ro£nú splatnos´.

Taktieº prikladáme tabu©ku 4.3 s hypotetickými cenami dlhopisov a opcií pre
rôzne nastavenia vý²ky kupónu.

Na prvý poh©ad sa zdá, ºe emisie SSD sú pre ²tát nevýhodné, pretoºe ich vý-
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Kupóny Cena

1.rok 2.rok 3.rok 4.rok 5.rok Dlhopis
Puttable
dlhopis

Put
opcia

Callable
dlhopis

Call
opcia

0.5% 1% 3% 4% 5.5% 107.28 107.28 0 99.39 7.89
0.5% 1% 1.5% 2% 2.5% 101.08 101.08 0 99.33 1.75
1.5% 1.5% 1.5% 1.5% 1.5% 101.16 101.64 -0.48 99.71 1.45
0.5% 1% 1% 1% 2% 99.17 100.00 -0.83 98.84 0.33
0.5% 0.5% 0.5% 0.5% 0.5% 96.30 99.90 -3.60 96.30 0

Tabu©ka 4.3: Ceny 5-ro£ného kupónového dlhopisu a vnorených opcií v závislosti
na kupónových platbách.

nosy ¤aleko presahujú výnosy z cenných papierov predávaných v aukciách ve©kým
�nan£ným in²titúciám. Pravdou v²ak je, ºe ide o úplne odli²né trhy pre rôznych
verite©ov. �Klasické� dlhopisy sa predávajú nieko©kokrát mesa£ne vo ve©kých ob-
jemoch, naproti tomu SSD sa predávali 2-krát ro£ne v marginálnych objemoch z
h©adiska objemu ²tátneho dlhu. Malá intenzita emisií, stanovenie �xného kupónu a
rôzne technické obmedzenia neumoº¬ujú okamºite reagova´ na neustále sa menia-
ce trºné podmienky ako je to u klasických ²tátnych dlhopisov, ktoré sa predávajú
formou sú´aºe, ktorý investor ponúkne najmen²í výnos.

Zárove¬ pri riadení ²tátneho dlhu nie sú najdôleºitej²ím ukazate©om úrokové
náklady ale musia sa bra´ v úvahu rôzne riziká a strategické ciele. �tát si otvára
¤al²í spôsob �nancovania ²tátneho dlhu a tým pádom riziká diverzi�kuje, pre-
toºe európske �nan£né trhy sú v posledných rokoch ve©mi turbulentné. Zárove¬
sa posil¬uje dlhodobá udrºate©nos´ �nancovania dlhu. Domácnosti dostávajú £as´
úrokových výnosov, ktoré by beztak ²tát zaplatil niekde inde. Ako sme spomenu-
li na za£iatku kapitoly, tento systém funguje v mnohých vyspelých ²tátoch. �tát
pripravuje v najbliº²ej dobe predstavenie nového systému emisií SSD pre ²irokú
verejnos´, ktoré by mali by´ ¤aleko �exibilnej²ie, intenzívnej²ie a dostupnej²ie.

SSD mali poskytnú´ drobným investorom alternatívnu formu zhodnotenia �-
nan£ných prostriedkov oproti komer£ným bankám. Skuto£nos´ou v²ak je, ºe ani
jediná komer£ná banka na území �R v danom období neponúkala vy²²ie výnosy
zo svojich produktov (termínované vklady, sporiace ú£ty, at¤.) neº výnosy SSD.
Banky pre ocenenie svojich produktov pouºívajú referen£né a swapové úrokové
sadzby, ktoré boli v tomto období výrazne pod ²tátnou výnosovou krivkou, hlavne
na dlh²om konci, vi¤ obrázok 4.5.

Neoddelite©ným faktom v²ak ostáva, ºe emisné parametre SSD neboli zvolené
najvhodnej²ie vzh©adom k dostupným informáciám o �nan£nom sektore �R pred
upisovacím obdobím. Zárove¬ pouºité numerické metódy v podobe stromových
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²truktúr, ktoré sme podrobne popísali v tejto práci tieto dohady potvrdzujú.
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Záver

V tejto práci sme sa zaoberali oce¬ovaním dlhopisov s vnorenými opciami pomocou
techník zaloºených na stromových (mrieºkových) modeloch.

Stromové ²truktúry a rôzne numerické metódy nachádzajú vyuºitie vo �nan£-
nom svete tam, kde analytické oce¬ovacie formule zlyhávajú. Prínosom práce je
demon²trácia tejto numerickej techniky na ocenenie reálne obchodovate©ných dl-
hových nástrojoch, emitovaných Ministerstvom �nancií �R, a to sporiace ²tátne
dlhopisy s vnorenou put opciou bermudského typu.

Zárove¬ sme poukázali na to, ºe modely predpokladajúce normalitu v úro-
kových sadzbách nepredstavujú najvhodnej²í výber v období nízkych úrokových
sadzieb. Najmä kvôli vysokej pravdepodobnosti výskytu negatívnych sadzieb, kto-
ré skres©ujú kalkulovanú cenu modelovaných �nan£ných nástrojov. V poslednej
dobe sa stretávame s prípadmi, kedy ur£ité �nan£né nástroje nesú záporný výnos
(sú úro£ené zápornou sadzbou). Napriek tomu sa zdá, ºe ide skôr o do£asný jav
a záporné sadzby sa budú vyskytova´ len po obmedzenú dobu na krátkom konci
výnosovej krivky. Tento jav dáva priestor pre nájdenie nových modelov popisujú-
cich stochastickú vlastnos´ úrokových sadzieb a takisto priestor pre nové �nan£né
produkty, ktoré budú zoh©ad¬ova´ túto moºnos´.

Za týchto okolností ve©mi záleºí na skúseností analytika, aký model najlep²ie
vystihuje podstatu oce¬ovaného in²trumentu a jeho korektné ocenenie. Nejde pre-
hliadnu´ fakt, ºe nastavenie predajných parametrov a samotnej ceny sporiacich
²tátnych dlhopisov sa výrazne lí²i od nami spo£ítanej ceny. Porovnaním modelova-
nej a skuto£ne ponúkanej ceny dospejeme k jednozna£nému záveru, ºe kupujúcemu
sa vyplatí investova´ do tohto dlhopisu. Predajná cena nemusí by´ spravidla od-
vodená len od vý²ky úrokových nákladov ale môºe zah¯¬a´ rôzne strategické ciele.
Napríklad za ú£elom diverzi�kácie rizika plynúceho z riadenia ²tátneho dlhu a neis-
toty na európskych kapitálových trhoch, ktoré idú na vrub práve týmto úrokovým
nákladom. Namieste vzniká otázka ako vhodne vy£ísli´ tieto faktory a transfor-
mova´ ich do celkovej ceny in²trumentu. �o by bolo predmetom najskôr vhodne
zvolených Monte Carlo simulácií za rôznych stresových podmienok na domácom a
zahrani£nom kapitálovom trhu, ktoré prekra£ujú rozsah tejto práce.

Zdôvodnenie výhodnej²ieho úro£enia SSD oproti �klasickým� ²tátnym dlho-
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pisom sa nedá vyh©ada´ v ºiadnom verejne publikovanom materiály Ministerstva
�nancií �R. Na otázku autora tejto práce, z £oho vychádza nastavenie výnosov
SSD, smerovanú na odbor riadenia ²tátneho dlhu �R mu bolo písomne zdelené, ºe
nastavenie výnosov SSD vychádza z interných analytických výstupov zaloºených
prevaºne na modelovaní výnosovej krivky ²tátnych strednodobých a dlhodobých
dlhopisov �R. Výnosy SSD sú stanovené na základe týchto analýz tak, aby pre
drobných investorov SSD predstavovali porovnate©nú alternatívu oproti spektru
komer£ne ponúkaných sporiacich in²trumentov. Zvýhodnené úro£enie SSD oproti
klasickým SD bolo taktieº predmetom kritiky odbornej verejnosti [27]. Nie je nám
ale doposia© známe, ºe by k tejto téme bola spracovaná kvali�kovaná analýza.
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Zoznam pouºitých skratiek

(·)+ (·)+ := max(·, 0)
S cena podkladového aktíva
x logaritmická cena podkladového aktíva (x = logS)
h,H výplatná funkcia
K realiza£ná cena (strike price); realiza£ná sadzba
N nominálna hodnota
Ω mnoºina moºných scenárov, ktoré môºu vzniknú´ na trhu
Q ekvivalentná martingalova miera k P
T mnoºina £asových okamºikov
C mnoºina kupónových platieb
D(t, T ) diskontný faktor medzi £asmi t a T
P (t, T ) cena bezkupónového dlhopisu v £ase t so splatnos´ou v £ase

T
PM(0, T ) trºná cena bezkupónového dlhopisu v £ase 0 so splatnos´ou v

£ase T
r(t) okamºitá úroková sadzba v £ase t
L(t, T ) spotová úroková sadzba pre jednoduché úro£enie v £ase t so

splatnos´ou v £ase T
Y (t, T ) spotová úroková sadzba pre zloºené úro£enie v £ase t so splat-

nos´ou v £ase T
R(t, T ) spotová úroková sadzba pre spojité úro£enie v £ase t so splat-

nos´ou v £ase T
HW model Hull-Whiteov model
a rýchlos´ návratnosti k rovnováºnej hodnote θ(t)
σ absolútna volatilita okamºitej úrokovej sadzby
θ rovnováºna hodnota okamºitej úrokovej sadzby
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fM(0, t) trºná okamºitá forwardová sadzba v £ase 0 pre splatnos´ v
£ase t

W (t) ²tandardný Brownov pohyb
Φ distribu£ná funkcia ²tandardizovaného normálneho rozdelenia
N (µ, σ) normálne rozdelenie so strednou hodnotou µ a rozpytlom σ
ZBC(t, T, S,K) cena európskej call opcie v £ase t a realiza£nou cenou K so

splatnos´ou v £ase T na bezkupónový dlhopis so splatnos´ou
v £ase S

ZBP(t, T, S,K) cena európskej put opcie v £ase t a realiza£nou cenou K so
splatnos´ou v £ase T na bezkupónový dlhopis so splatnos´ou
v £ase S

Π(t, T, r(t)) analytická cena bezkupónového dlhopisu získaná HW mode-
lom v £ase t so splatnos´ou v £ase T

CB(T, T , C) cena kupónového dlhopisu v £ase T
CBP(t, T, T , C, K)cena európskej put opcie v £ase t a realiza£nou cenou K so

splatnos´ou v £ase T na kupónový dlhopis
τi dobra medzi £asmi Ti Ti−1

Sα,β(t) forwardová swapová sadzba
F (t, T, S) forwardová úroková sadzba ur£ená v £ase t na obdobie medzi

£asmi T a S
PSBlack cena platiaceho swapca spo£ítaná pomocou Blackovej formuly
PS cena platiaceho swapca spo£ítaná pomocou HW modelu
BK model Black-Karasinski model
SSD sporiace ²tátne dlhopisy
SD ²tátne dlhopisy
�NB �eská národná banka
�R �eská republika
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