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Uvod

V tejto praci sa zaoberame tedriou ocenovania finan¢nych derivatov, ktoru taktiez
prakticky aplikujeme. Financ¢né derivaty st inStrumenty, ktorych vyplata je odvo-
dené od hodnoty nejakého podkladové aktiva. Pod terminom podkladové aktivum
si mozeme predstavit akcie, indexy, meny, komodity, dlhopisy, hypotéky, teplotné
indexy a mnoho dalsich. Finan¢né derivaty maju Siroké spektrum vyuZitia v oblas-
ti riadenia finan¢nych rizik, zaistovacich operacii a roznych Spekulécii. Finan¢né
derivaty povoluji zacastnenym stranam obchodovat so Specifickymi finanénymi
rizikami, napriklad trokové riziko, menové, kapitédlové a komoditné cenové riziko,
kreditné riziko a iné. Tieto rizikd st ponukané entitam, ktoré chca alebo su lepsie
prisposobené prebrat ich na seba a riadit ich. Jedne z prvych derivatov boli via-
zané na tulipany a ryzu v 17. storo¢i. A7 do roku 1970 bol trh s derivatmi velmi
maly, ked ekonomické podmienky spolu s pokrocilejsimi postupmi v ocenovani de-
rivatov viedli k ohromnému néarastu. V poslednom desatro¢i volatilita tirokovych
sadzieb a vymennych menovych kurzov prudko vzrastla, ¢o nevyhnutne viedlo k
vynajdeniu novych efektivnejsich sposobov ako zaistit prislusné rizika. To je dovod
preco st neustéle konstruované finanénymi instituciami ovela viac sofistikovanejsie
derivaty, aby uspokojili potreby seba samych a svojich klientov.

Na druht stranu, ocenenie tychto derivatov predstavuje obrovsky problém, pre-
toze len mald podmnozina finan¢énych derivatov moze byt ocenend presnymi analy-
tickymi formulami. Ak sa chceme vyhnut chybam pri oceneni, potrebujeme pouzit
niektoré numerické metddy ako napriklad stromové struktary. MozZeme ich nazvat
taktiez mriezkové modely, pretoze ich grafickd reprezentécia pripomina mriezku.
V praxi su Siroko pouzivané, pretoze st velmi flexibilné a intuitivne.

Uvedent matematicktl techniku mozeme prakticky aplikovat na ocenenie spo-
riacich Statnych dlhopisov, ktoré predstavuju struktirovany produkt - dlhopis s
vnorenou opciou. Sporiace Statne dlhopisy emitované Ministerstvom financii CR
teda ocenime pomocou trinomickych stromov. KedzZe ide o trokové derivaty, je nut-
né modelovat vyvoj trokovych sadzieb. Hull-Whiteov model a Black-Karasinski
model turokovych sadzieb pouzijeme na vysporiadanie sa so stochastickou pova-
hou trokovych sadzieb na trhu a metoda konstrukcie trinomickych stromov bude
adaptovana.



V prvej kapitole zhrnieme zékladné pojmy, s ktorymi sa ¢asto budeme stretévat
pri Studovani tejto prace a v skratke popiSeme opcie a ich ocenenie.

V druhej kapitole predstavime modely spotovych trokovych sadzieb, Hull-
White a Black-Karasinski model, spolu s metédou konstrukcie trinomickych stro-
MoV,

Tretia kapitola sa zaobera kalibraciou jednotlivych modelov a v poslednej, Stvr-
tej kapitole, si blizsie predstavime sporiace Statne dlhopisy a ich ocenenie vyuzitim
trinomockych stromov.

Pre vSetky vypocty bol vyuzity software Wolfram Mathematica 10 STUDENT
EDITION.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

V tejto kapitole uvedieme zékladné pojmy, s ktorymi sa citatel tejto prace stretne
mnohokrat v dalgich ¢astiach textu. Medzi najviac sklofiované finanéné terminy
patria bezkuponovy dlhopis, diskontny faktor, arokova sadzba a vynosova krivka.

V celej praci budeme uvazovat stochasticki bazu (Q, F,F,P) s filtraciou F =
{Fi,t €[0,T]}, ktora spliia zvycajné podmienky, a to tiplnost a spojitost sprava.
KedZe okamzita trokovéa sadzba v ¢ase t je informaciou dostupnou v ¢ase t, tak
predpokladajme adaptovany proces E| {ri}ecpo,r a pre skoro kazdé w je funkcia
t — r(w) sprava spojita pre 0 < ¢t < T'. Pre skoro vSetky w je funkcia t — r(w)
striktne pozitivna a fOT ru(w)du < co. Pre pevné w € Q je ry(w) trajektoria procesu
ako funkcia premennej ¢.

Dalej definujme stochasticky diskontny faktor D(¢,T') medzi ¢asovymi okamih-
mi ¢ a T. Je to hodnota v ¢ase t rovna jednotkovej ¢iastke vyplatenej v ¢ase T" a
je dany vztahom

D(t,T) = exp(— /tT rudu), (1.1)

kde integral ftT rydu je definovany ako Lebesgueov integral.

Dolezitym fundamentalnym dlhovym néastrojom je bezkuponovy dlhopis (dl-
hopis s nulovym kuponom) s jednotkovou nominélnou hodnotou. Je to kontrakt,
ktory garantuje jeho drzitelovi v Case splatnosti T vyplatit jednotkova ¢iastku.
Ozna¢me P(t,T) cenu tohto dlhopisu v ¢ase t pricom plati, ze P(T,T) = 1 pre
vietky T. Neskor v sekcii ukazeme, ze diskontny faktor je tzko prepojeny
s cenou bezkuponového dlhopisu, ktord moze byt vyjadrenéd ako stredné hodnota
néhodnej veli¢iny D(t,T) pod ur¢itou pravdepodobnostnou mierou.

Vynos do splatnosti statneho dlhopisu s nulovym kupénom je povazovany za
(bezrizikovil) spotovi irokovi mieru pri investicii do bezrizikového aktiva na dobu

!Stochasticky proces {r;} je adaptovany vzhladom k filtracii {Fi}epo,m ak ¢ je Fi-meratelna
pre kazdé ¢ € [0,T).



odpovedajicu dobe do splatnosti tohto dlhopisu. Ozna¢me teda L(t,T") spotovi
urokovi sadzbu pre jednoduché tdrocenie v ¢ase t so splatnostou v ¢ase T, pre
ktora plati nasledujici vztah

L, T) = Tl_t<P<t17 - 1). (1.2)

Spotova trokova miera Y (t,7') pri zlozenom ro¢nom tro¢eni v ¢ase t so splat-
nostou v ¢ase T je irokova sadzba, pre ktora plati

1
Y(t,T) = TG 1. (1.3)

Podobne spotova tirokova miera R(t,T') pri spojitom troceni v ¢ase t so splat-
nostou v ¢ase T je trokova sadzba, pre ktora plati

InP(t,T)
T—t

Vo vsetkych troch vztahoch (1.2)), (1.3) a (L.4) je P(t,T") cena bezkupoénového
dlhopisu v ¢ase t so splatnostou v ¢ase T'. Pre okamzitu urokova sadzbu r; plati,

7e

R(t,T) = (1.4)

re= lim R(t,t+ At)= lim Y(t,t + At) = lim L(t,t+ At). (1.5)

At—0F At—0t At—0t

Dalsfm terminom je vynosovéa krivka, niekedy tiez oznacovana ako ¢asova Struk-
tara arokovych sadzieb, ktora vyjadruje zavislost vynosov cennych papierov (dl-
hopisov) na dobe do ich splatnosti. Najcastejsie sa vynosové krivky konstruuji zo
Statnych dlhopisov, pretoze $tat reprezentuje vhodnu entitu, ktord emituje dosta-
to¢ne objemné mnozstvo dlhopisov s rozdielnymi splatnostami. Spotovd vynosova
krivka bezkuponového dlhopisu v case t je grafom funkcie

(1.6)

T L(t,T) t<T<t+1 (rokov),
Y(tT) T>t+1 (rokov).

1.1 Opcie

Pocit neistoty z budiuceho vyvoja je neodlucitelny prvok spojeny s kazdou ¢innos-
tou, ktora je podmienend urc¢itymi nedeterministickymi faktormi vyvijajicimi sa v
¢ase. Prirodzenou snahou cloveka je tento jav, povedzme riziko budtceho vyvoja,
urcitymi prostriedkami eliminovat. S tymto tsilim je spojeny aj vznik opcii. Opcia



je finan¢ény inStrument, ktorého hodnota priamo zavisi na hodnote podkladového
aktiva, na ktoré je naviazana. Vdaka tejto zavislosti sa opcie taktiez oznacuju ako
derivaty. NajcCastejsie pouzivané opcie st tzv. ,plain-vanilla®“ opcie. Plain-vanilla
opcia je kontrakt, ktory dava drzitelovi préavo, ale nie povinnost, kupit alebo pre-
dat od predavajuceho podkladové aktivum za konkrétnu cenu K (strike cena) v
predom definovanych ¢asovych okamihoch. Ak nam pravo povoluje kupit podkla-
dové aktivum, opcia sa nazyva call opcia. Ak nam pravo povoluje predat, opcia
sa nazyva put opcia.

Podkladovym aktivom je typicky akcia. Ak drzitel vyuzije svoje pravo kipit
(alebo predat) podkladové aktivum od vydavatela, realizuje alebo uplatni opciu.
Opcie, ktoré mozeme realizovat v Tubovolnom ¢ase az do ich vyprSania nazyvame
americké opcie. Existuju taktieZ kontrakty, ktoré nemoZzeme realizovat v Tubovol-
nom case t € [0,7] ale len v ¢ase splatnosti 7. Tieto opcie sa nazyvaji eurdpske
opcie. Opcie, ktoré mozeme realizovat v diskrétnej mnozine ¢asovych okamzikov
T=AT1,...., T}, kde 0 <T) < ... < T, <T sanazyvaju bermudské opcie. V
stcastnosti sa najviac obchoduji opcie amerického typu (7 = [0, T1).

Hoci definicia plain-vanilla opcie sedi dobre pre call a put op¢né kontrakty,
ktoré sa najcastejSie obchoduju na finan¢énych trhoch, mézeme zaviest obecnejsiu
definiciu.

Definicia (Opcia). Nech S; € R oznacuje cenu podkladového akliva v case t €
[0,T], nech H : R — R je funkcia ceny podkladového aktiva a nech T C [0,T] je
mmnozina casovijch okamzikov. Opcia s vyplatou H a casovymi okamihmi realizdcie
T je kontrakt, ktory ddva drzitelovi pravo realizovat opciu v case t € T a obdrzaf
vyplatni ciastku H(S;) od vydavatela.

Uvazujme eurdpsku put opciu na jednu akciu s cenou S; v ¢ase t. Vyplatna
funkcia tejto opcie je H(Sr) := (K — Sp)*.

Definicia vSeobecnej opcie definuje vyvojovo nezavislu opciu, tzn. jej vyplata
zavisi len na cene podkladového aktiva v ¢ase uplatnenia a nie na vyvoji ceny
podkladového aktiva do ¢asu uplatnenia. V tejto praci sa vyhradne obmedzime na
Vyvojovo nezavislé opcie.

Terminy americkd a bermudské sa nepouzivaju konzistentne napriec literatu-
rou. Dévodom je, ze americkd opciu mozeme chépat ako limitny pripad bermudske;j
opcie s m rovnako vzdialenymi ¢asovymi okamihmi uplatnenia opcie pre m — oc.
V literattre sa mozeme stretnit s vyrazmi ,,opcia amerického stylu* alebo ,,opcia
s predé¢asnym uplatnenim® namiesto bermudska.

1.1.1 Cena opcie

V roku 1973, dvaja matematici, Black a Scholes, odvodili slavnu rovnicu pre oce-
nenie eurdpskych opcii v ¢lanku [I4]. Ich preslaveny model ocefiovania opcii bol
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pociatkom novej éry vo finanénom sektore. Bohuzial, americké opcie a ostatné
kontrakty s pred¢asnym splatenim predstavovali vazny problém, pretoze uzavreta
forma ocenovacej rovnice len zriedka existovala pre tieto typy derivatov. Ako sme
zmienili vysSie, v tychto pripadoch st pouzivané rézne numerické techniky.

Mriezkové modely reprezentuji mocny nastroj ako ocenit americké opcie a os-
tatné podmienené pohladavky, ktoré sa nedajiu exaktne ocenit Black-Sholesovym
modelom. AvSak pouzitie diskrétnych stavov mriezky a diskrétneho ¢asu pre pod-
kladové aktivum, ktorého cena je generovand logaritmickym diftiznym procesom
vedie k aproximac¢nym chybam. Speciéﬂne ide o chybu rozdelenia a nelinearnu
chybu. Chyba rozdelenia vznika, ked mriezkovy model s kone¢nou mnozinou vet-
viacich pravdepodobnosti aproximuje spojité log-norméalne rozdelenie diskrétnym
rozdelenim. Mriezkové modely st konStruované tak, ze diskrétne a spojité rozde-
lenie maji rovnaku stredni hodnotu a rozptyl, ale nestilad medzi nimi produkuje
distribu¢né chyby v opénom oceneni.

UvaZujme europsku put opciu na akciu, ktoréd je na peniazoch. Kedze vyplat-
né funkcia opcie je po cCastiach linedrna funkcia, nelinearna chyba vznika v okoli
realizatnej ceny v ¢ase uplatnenia, ked sa snazime vy¢islit hodnotu opcie v okoli
tohto bodu jednym alebo niekolkymi uzlami mriezkového modelu dostaneme slabu
aproximaciu priemernej op¢nej hodnoty na tomto okoli.

Jednym pristupom ako ziskat spravodlivii cenu opcie je skonstruovat zaisto-
vacie portfolio, tzn. portfolio, ktoré replikuje dokonale hodnotu opcie. Nésledne
vychadzame z bez-arbitrazneho principu [, naklady pre kazdé zaistovacie portfélio
musia byt rovnaké a z toho dostaneme spravodlivi cenu opcie. Tento pristup bol
pouzity Mertonom [24] a je znamy ako dynamicka replikacia, ktory blizsie popiseme
v kapitole 2] Moznost vyjadrit kazda podmienent pohladévku ako finadlnu hodnotu
samofinancujtcej stratégie charakterizuje uplny trh. Black-Scholesov trzny model
je aplny a dosledkom toho kazdé opcia ocenend tymto modelom mé jednoznacne
ur¢end spravodlivii cenu. Bohuzial, redlne trhy st neuplné. SlabSou alternativou k
predpokladu tplnosti je predpoklad absencie arbitraze.

Definicia (Arbitraz). ArbitrdZ je hodnotovy proces V (t) portfdlia, ktoré je riadené
samofinancujicou stratégiou s V(0) =0 a pre nejaky éast > 0

PV(t)>0]=1a P[V(t) > 0] > 0.

2Bez-arbitrazny princip je predpoklad, Ze na trhu neexistuji arbitrazne prilezitosti, tzn. moz-
nost vytvorit bezrizikovy zisk.



Bez-arbitraZne ocenenie

Uvazujme stochastickt bazu (2, F, {F: }iejo,r1, P). Definujme proces bankového t¢-
tu Z° pre takmer kazdé w € Q podla

Z{(w) = el

ktory je spojity skoro viade, striktne rastici a kazdé Z je F,-meratelné. Dalej
predpokladajme, 7e Z9 € L?(Q, F,P).

Druhym aktivom je bezkupoénovy dlhopis, ktory vyplaca 1 v ¢ase T'. Definujme
cenu P(t,T) tohto bezkuponového dlhopisu v ¢ase ¢, 0 < ¢ < T, ktory vychadza
20 stochastického procesu, o ktorom predpokladame, ze pre kazdé t je cena P(t,T)
Fi-meratelna a P(T,T) = 1.

Dalej definujme zakladnt obchodni stratégiu {0:}1eo,m), ktord je 2-dimenzionalnym
stochastickym procesom 6 = (6°,0') : Q x [0,T] — R?, pre ktory existuje priro-
dzené ¢islo n > 1 a postupnost 0 < ¢y < t; < ... <t, <ty =T takd, 7e 0,
je ohranicena a F; -meratelna pre 0 < k < n a 0, = 6, pre vSetky t v intervale
[tk,tk+1],0 S k S n.

Pricom ] mozeme chapat ako pocet dlhopisov drzanych v ¢ase t a 62 mozeme

interpretovat ako objem penazi v ¢ase t investovanych v ¢ase 0.

Povieme, ze zakladna obchodna stratégia {6; }eio,r) = {(67, 0;) }efo,r] meniaca hod-

noty v ¢asoch 0 <ty <t; <...<t, <t,.1 =T je samofinancujica ak pre kazdé

k=1,...,n plati
90

tk—1

Zy + 0, P(ty,T)=0) Z) +6; P(ty,T).
Ozna¢me (-, -) skalarny sa¢in v R? a polozme Z; := (Z, P(t,T)), samofinancujticu
vlastnost mozeme vyjadrit ako (0,-, Z;) = (0, Z;), kde t € [ty, tpr1] at™ € [tp_1, ti]
pre kazdé k=1,...,n.

Dalej definujme mnozinu M obchodovanych aktiv, ktora je podpriestorom L*(Q, F,P)
tvorenym vSetkymi f takymi, Ze existuje samofinancujica stratégia {0; };cjo. 1) taka,
7e

Za predpokladu absencie arbitraze pre kazdé f € M také, ze f > 0 skoro isto a
P(f > 0) > 0, pre kazdi samofinancujicu stratégiu 6,
f = <0T7 ZT> = <907 Z()> > 0.

Inak povedané, aby sme ziskali kladnt hodnotu v ¢ase T, musime investovat kladnu
hodnotu v ¢ase 0 za predpokladu absencie arbitraze.
Dalej za predpokladu absencie arbitraze plati, ze hodnota II( f) = (6y, Zy) nezévisi
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na urcitej samofinancujicej stratégii generujicej obchodované aktivum f € M a
definuje striktne pozitivny linearny tvar na M.

Dvojicu (M,1I) determinovanu procesmi r a P(-,T) za predpokladu absencie
arbitraze nazyvame ocenovaci princip.
Definujme: Oceiiovaci princip (M, IT) je realizovatelny ak existuje spojita, striktne
monotoénna, konvexna relacia preferencii < na R x L*(Q2, F,P) tak4, ze pre (o, g) €
R x M,

a+1(g) 0= (a,g9) <(0,0).

Veta 1. Oceriovact princip (M, 11) je realizovatelnsj prave, ked existuje 1 € L*(Q, F,P), v >
0 skoro isto takd, Ze pre kazdé f € M plati

Definujme proces ceny bezkupénového dlhopisu Z! nasledovne
Z} = P(t,T)e Jorut,
ktory zahffia menej informacii nez dvojica (Zy, P(t,T)).

Definicia (Martingal). {X:,t € [0,T]} je Fi-adaptovany ndhodny proces pre neja-
ki filtraciu {F;,t € [0,T]}. Nech pre vsetky t € [0,T], X; € L'(Q, F,P). Povieme,
Ze { X, t €10, T} je

e F,-martingal, ak Vs, t € [0,T],s <t plati

E[X, | F)| = X,, s.i.

o F-supermartingal, ak Vs, t € [0,T),s <t plati

E[Xt ’ fs] S XS? 8.1.

o Fi-submartingal, ak Vs, t € [0,T],s <t plati

E[Xt ’ fs] > XS7 8.1

Nasledujticu vetu a jej dokaz mozeme najst v [13].

Veta 2. Za predpokladu absencie arbitrdze, oceriovact princip (M, I1) je realizova-
telny prave, ked existuje rizikovo neutrdlna pravdepodobnostnd miera Q na (€2, F)
takad, Ze

(i) p=dQ/dP > 0 skoro isto (tj. Q a P su ekvivalentné)



(ii) pe=Jo i ¢ [2(Q, F,P)

(iii) pri miere Q proces ceny bezkupénového dlhopisu Z} = P(t,T)e‘fot"“d“ je
martingal.

Dékaz. Implikicia: <

Nech funkcia ¢ = pe=Jo mwdu patri do L2(Q, F,P), pre kazdé f € M C L2, f-
peJo rudu e v LY(Q, F,P) a feJo rudu je v LY(Q, F,Q). Preto potom kladné
funkcia ¢ by mohla byt ¢ z Vety 1.

Za predpokladu, ze {Z}}icjo1) je martingal pri Q méame

Z} = E°Z} | ] = E [e— Jo | ]—“t}
Potom
Pt,T)= 207} = 70 E® le‘foT rudu | ]-"t}
— Q [6— S rudu | }—t}
lebo Z? je kladny. Z ¢oho vyplyva, 7e pre vietky t < T,0 < P(t,T) < 1 skoro

vsade.
Teraz tvrdime, Ze pre kazdé obchodované aktivum f € M,

nUd:E@peﬁﬂw]

Nech {0 }ic(0,17 je samofinancujica stratégia generujica f. Predpokladajme, Ze
{6;} meni hodnoty v 0 <ty <t <...<t, <t,;1 =T,z ¢oho dostaneme

EQ |:f€_ fOT r"du:| - E@ <6tn+l7 Ztn+1>€_ fOtn+1 T“'du:|
— EQ (bh,, Z,. Ve Jort ’I‘udu:|

:E@Eﬂ@wamfﬁ“”%|ﬂj]

(0, Zv, €™ lo" wj%} ’

poslednd rovnost vzchadza z faktu, ze (Z;e~ Jo rudty — ((1, Z})) je martingal. Opa-
kujme tento postup az do ¢asu tq az dostaneme EQ[(;,, Z;,)] €o je presne II(f).

10



Implikacia: =
Predpokladajme, ze ocehovaci proces je dany II(f) = E[f - ¢| pre nejaké ¢ €
L3(Q, F,P), v > 0 skoro isto.
Z f = Z% € M dostaneme 1 = E[wefoT”d“} a preto vieme, Ze p = wefoTT“d“ je
hustota pravdepodobnostnej miery Q na (€2, F) ekvivalentna k P, a ze pe~ Jo' rudu
patri do L*(Q, F,P).
Dokézeme, Ze Z; je martingal vzhladom k miere Q. Definujme pre dané 0 <
t<s<TaAce€eF,
pre u < t: 0 = 0. =0
pre u = t: §; = 1 pre A,0; =0 pre A¢
0) = —P(t,T)e_fot’”“d“ pre A, 07 = 0 pre A
pret<u<s:0,=0;
pre u = s: 0} =0
00 = P(S,T)e’f; rude P(t,T)e” Jo rudu pre A,
0° =0 pre A
pre u > s: 0, = 0.

Stratégia {0, }o<u<r je samofinancujica a generuje
[ = (P(s, Tyl met = p(, Tyl i) 1y,

kde 14 = 1 pre A a 0 pre A°. Kedze II(f) = E(f-1) je nula a z predchddzajtceho
vztahu dostaneme

/P(s,T)efsT”d“deP’:/P(tT)eftT’”“d“wd]P’
A A
¢o mozeme vyjadrit ako
/ P(s, T)e o rudt pdp = / P(t,T)e Jorudu pqp
A A
alebo

/ Z1dQ = / Z!dQ pre vietky A € F,,
¢o je pozadovany zéve?, zZe !
Z} = E[ZL | F] pret < s.
Potom tvrdenia (i), (ii) a (iii) z Vety 2 nam daju

_,dQ

LX(Q, F.P).
p €L AP

P(t,T) = Z)E*[(Zp)"" | Fi] a (Z7)

11



Nech (€2, F) je vyberovy priestor popisujiici mozné scendre na trhu v ¢asovom
obdobi [0, T]. Nech {F;}icp,1) 0znacuje filtraciu generovant trznou histériou az do
¢asu t. Ceny podkladovych aktiv mozu byt potom popisané adaptovanym procesom

S:[0,T] x Q =R
(t,w) — Si(w)

V tomto pripade Tubovolni eurépsku podmienent pohladavku so splatnostou
T mozeme plne popisat Specifikiciou konecnej vyplaty H(w) € M pre kazdy scenar
w € Q. Napriklad pre eur6psku plain-vanilla put opciu to je H = (K — Sy)™.
Ocenovaci princip (M, II) prisudzuje kazdej takejto podmienenej pohladavke H €
M hodnotu II,(H) v kazdom ¢asovom okamziku.

Pre nejaka udalost A € F, ndhodna premenna 1, je vyplatou podmienene]
pohladavky, ktora vyplaca 1 v ¢ase T ak A vznikne a 0 v opa¢nom pripade. ZvIast
1, odpovedéa bezkuponovému dlhopisu, ktory vyplaca 1 v ¢ase T'. Za predpokladu
konstantnej trokovej sadzby r je jeho hodnota v ¢ase t rovna II,(1g) = e 77—,
Teraz definicia

Q: F—R
A QTTH()(].A)

prinasa pravdepodobnostnti mieru na vyberovy priestor (€2, F). A obratene, kazda
pravdepodobnostna miera Q prinasa oceniovaci princip (M, II) nastavenim

IIy(H) == e "TEY(H) (1.7)

pre nahodné vyplaty tvaru H = ) . ¢;14,, kde ¢; st nejaké konstanty a A; € F pre Vi
a rozsirenim tejto miery (pridanim spojitej vlastnosti IT) na 'ubovolné ndhodné
vyplaty.

Uvazujme trh s pravdepodobnostnou mierou P, akykol'vek linearny | bez-arbitrazny
ocenovaci princip (M, IT) mozeme reprezentovat ako

(H) = e " T EYH | F), (1.8)

kde Q je rizikovo neutrélna miera vzhladom k P.

Tento vztah je zakladnym stavebnym kamehom tejto prace. Nasledujuce ka-
pitoly predpokladaji, zZe martingalova alebo riziko neutralna miera Q popisujica
ocenovaci princip je dand a II;(H) je numericky aproximovana prostrednictvom

diskontovanej strednej hodnoty (1.8).

Nasledujuca veta nam dava zaujimavia charakteristiku dplnych trhov, ktora
mozeme najst v [12].

3 Ak je jediné opcia predana za V, n opcii rovnakého typu st zvycajne predané za nV.
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Veta 3 (Druha zakladna veta tedrie oceniovania). UvaZujme tring model, v ktorom
moézZeme pouZit rizikovo neutrdlne ocenenie. Trh je tplny prdve vtedy, ked rizikovo
neutrdlna pravdepodobnostnd miera je jednoznacnd.

Z toho vyplyva, Ze v uplnych trhoch existuje len jediny mozny (bez-arbitrazny)
vyber pre op¢né ceny. Na druht stranu v neuplnych trhoch opcéné ceny nie su
jednoznacne urcené pokial nie je vybrana rizikovo neutralna miera. Na prvy pohlad
sa to zd& ako nie vel'mi vhodna charakteristika netplnych trznych modelov, ale
v skutocnosti to reflektuje to, Ze netplné modely systematicky podcenuji riziko
spojené s upisanim opcie. V realite rovnako ako v netplnych trznych modeloch,
perfektné ,hedge® neexistuji.

1.1.2 Vnorené opcie

Vnorena opcia je komponentou dlhového inStrumentu a garantuje veritelovi alebo
dlznikovi urcité prava, vdaka ktorym moze prevziat isté akcie voci protistrane.
Tento termin je zvycCajne prepojeny s dlhopismi alebo inymi cennymi papierami.
Nemoze byt oddeleny od dlhopisu a preto sa neobchoduje samostatne. Existuje
niekol'ko typov opcii, ktoré mozu byt vnorené. Niektoré bezné typy dlhopisov s
vnorenymi opciami obsahuju napriklad vypovedatelné dlhopisy, konvertibilné dl-
hopisy, predizitelné dlhopisy a vymenitelné dlhopisy. Dlhopis s opciou pre jeho
drzitela, ¢asto oznacovany anglickym terminom ako puttable bond, ktory ho zvy-
hodnuje, mé4 pridand hodnotu a preto bude oceneny vyssie nez identicky dlhopis,
ktory nema takito opciu. Dlhopis s opciou pre jeho emitenta, inak nazyvany ako
callable dlhopis alebo vypovedatelny dlhopis zo strany emitenta, bude oceneny
nizSou hodnotou nez identicky dlhopis bez opcie.

Puttable dlhopis alebo vypovedatelny dlhopis zo strany majitela je dlhopis s
vnorenou put opciou. Drzitel vypovedateIného dlhopisu mé pravo ale nie povin-
nost, poziadat o pred¢asné splatenie istiny. Put opcia je vypovedatelna v jednom
alebo viacerych Specifickych ddtumoch. Chrani investora pred narastom trokovych
sadzieb potom, ¢o bol dlhopis kipeny v pripade, Ze nebude generovat dostato¢ne
hodnotné penazné toky z kupoénovych platieb ako sa ocakivalo v case nékupu.
Preto investori mozu realizovat opciu a predat dlhopis spét emitentovi. Nasledne
mozu investovat nadobudnuty kapital z vypovedaného dlhopisu niekde inde na fi-
nan¢nom trhu za vyssi vynos. Podobne callable dlhopis je dlhopis s vnorenou call
opciou. Emitent dlhopisu ma pravo ale nie povinnost, kipit spit dlhopis od drzite-
I'a za predom definovanu cenu v jednom alebo viacerych presne uré¢enych datumoch
pred splatnostou dlhopisu. Ak trokové sadzby klesnti nadol v ramci obdobia, ked
opcia moze byt realizované, emitent bude moct refinancovat svoj dlh niekde inde
za nizsiu sadzbu.

Pritomnost vnorenej opcie v dlhovom in§trumente robi ocenenie takého instru-
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mentu komplikovanej$im. Budovanie modelu na ocenenie dlhopisov s vnorenymi
opciami zavisi na budicich penaznych tokoch, ktoré st tizko prepojené na pohyby
trznych urokovych sadzieb v budicnosti. To znamend, Ze v oceneni musime zo-
hladnit stochasticki povahu trokovych sadzieb. Tato neistota a nepredvidavost
je zahrnuta do ocenovaciecho modelu prostrednictvom volatility tarokovych sadzieb
meranych Standardnou odchylkou. Predpokladajme danu volatilitu arokovych sa-
dzieb, na tomto predpoklade mozeme skonstruovat strom arokovych sadzieb repre-
zentujuci mozné budice trokové sadzby konzistentné s predpokladmi o volatilite.
Existuje niekolko modelov urokovych sadzieb, ktoré mozu byt pouzité na kon-
strukciu stromov urokovych sadzieb, na ktoré sa v tejto praci zameriame. Urokovy
strom reprezentuje pravdepodobnostny popis ako sa mozu drokové sadzby menit
alebo vyvijat v Case.

Uvazujme model okamzitych trokovych sadzieb a predpokladajme ista volati-
litu trokovych sadzieb. Dalej predpokladajme, ze Girokova sadzba moze uskutocnit
jeden z troch moznych pohybov v dalSej peridéde, teda nadobudne jednu z troch
moznych hodnot. Ocetiovaci model, ktory obsahuje tento predpoklad v konstrukeii
urokového stromu sa nazyva trinomicky model. Modely, ktoré predpokladaja dis-
krétne zmeny v trokovych sadzbéch sa oznacuju ako ocenovacie modely v diskrét-
nom c¢ase. Technologia ocenenia opcif je pouzita pri oceneni dlhopisov s vnorenymi
opciami, pretoze ocenenie vyzaduje odhad aké je hodnota vnorenej opcie. Ak tito
techniku ocenenia vykreslime v grafickej forme, jej grafickd prezentacia vyzera ako
mriezka. Z tohto dovodu su tieto modely v praxi bezne oznacované ako mriezkové
modely alebo stromy trokovych sadzieb.
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Kapitola 2

Ocenenie derivatov pomocou
mriezkovych modelov

Black-Scholesov model bol prvym rigor6znym modelom s uzavrenou formou rovni-
ce pre ocenenie europskych call a put opcii zalozenych na pozorovanych paramet-
roch. Zaroven dolezity bez-arbitrazny princip pouzity k ziskaniu Black-Scholesovej
rovnice poukazuje na teoretické ocennovacie modely pre vSetky typy podmienenych
pohladavok. Bohuzial, americké opcie a iné kontrakty s predéasnym splatenim
predstavuji vazny problém napriek tomu, ze bez-arbitrazny princip stéale plati, ale
pouzitelna uzavrena forma rovnic zriedka existuje.

Black-Scholesova metoda vychadza z predpokladu, ze podkladové aktivum, kto-
ré sa Casto oznacuje ako akcia, vychadza zo stochastickej diferencidlnej rovnice

AP, = pP,dt + o PdW,, (2.1)

kde P, oznacuje cenu akcie v Case t, parametre p a o oznacuju drift a volatilitu a
dW; reprezentuje prirastok Wienerovho procesu.

So spojitym obchodovanim a bez transakénych nakladov sa moze investor riadit
samofinancujicou obchodnou stratégiou, kedy by presne replikoval budtce vyplaty
z derivatov cennych papierov. Aby sme sa vyhli ziskovej arbitrazi, hodnota opcie
musi byt rovnaka ako naklady na replikované portfélio. To vedie k fundamen-
talnej stochastickej diferenciélnej rovnici ocenenia podmienenych pohladéavok. V
niektorych pripadoch sa da stochastickd diferencialna rovnica vyriesit a dostane-
me tak uzavreni formu ocenovacej rovnice. V ostatnych pripadoch mozeme dostat
priblizni hodnotu opcie pouzitim metdédy koneénych diferencii, ¢o je numericka
technika demonstrovana v spojitosti s opénym ocenenim napriklad Brennanom a
Schwartzom (1977) [21].

Povodny binomicky model je zaloZzeny na principe op¢nej replikacie. V ramci bi-
nomického stromu moze byt opéna vyplata nahradené portféliom tvorenym z akcie
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a bezrizikového aktiva. Ostatné mriezkové modely vratane trinomického neprips-
taji opc¢nu replikiaciu. Ale podla Standardnych predpokladov op¢ného ocenenia
mozeme ukazat, ze spravodlivd op¢néd hodnota je rovnaki aka by bola v rizikovo
neutralnom svete. V tomto pripade, spravodliva hodnota méze byt jednoducho zis-
kana spocitanim strednej hodnoty vyplaty podla rizikovo neutralneho rozdelenia a
diskontovanim k pociatoénému datumu prislusnou bezrizikovou irokovou sadzbou.
Kedykol'vek je moZné rizikovo neutralne ocenenie, kazda aproximac¢na procedira
zalozena na pravdepodobnostnom rozdeleni, ktora aproximuje rizikovo neutralne
rozdelenie a konverguje k nemu v limite moze byt pouzita na ocenenie opcii. Pre-
to mozeme pouzit trinomickd mriezku bez straty schopnosti spocitat jednoznacni
op¢nii hodnotu.

Jednofaktorové bez-arbitrdzne modely trokovych sadzieb st dolezitym néstro-
jom pre ocenenie irokovych derivatov. Mriezkové Struktiry alebo stromy su Casto
pouzivané na implementaciu modelov, ktoré vyrovnavaji pociato¢ni vynosovi
krivku. Binomické a trinomocké stromy predstavuju jednoduchi alternativu ku
kone¢nym diferenciaénym metdédam pre implementéiciu takychto modelov. Ako-
nahle mame spocitand celd vynosova krivku v kazdom uzle, moézZeme pouzit strom
na ocenenie Sirokého spektra derivatov alebo ako nastroj na simulaciu budiceho
vyvoja vynosovej krivky. Existuje mnozstvo rozlicnych modelov vynosovych kri-
viek s roznorodymi pouzitymi metédami. V literatire si modely bezne rozdelené
podla kategorizacie na rovnovazne alebo bez-arbitrazne, na modely spotovych ale-
bo forwardovych trokovych sadzieb, jednofaktorové alebo viac faktorové modely
atd. V skuto¢nosti viac8ina pristupov moézZe byt zachytend v rameci iného pristupu,
a preto zalezi na sktsenosti a chuti analytika, s ktorym modelom chce pracovat.
Mnoho autorov popisuje ako mozu byt stromy pre spotové trokové sadzby bu-
dované tak, aby boli konzistentné s pociato¢nou vynosovou krivkou turokovych
sadzieb. Priklady modelov binomickych stromov si Ho-Lee (1986) [22], Black a
spol. (1990) [23], Black a Karinski (1991) [19] a Katoley a spol. (1993) [18]. Hull
a White (1994,1996) [1]| [17] popisuji ako mozu byt konstruované trinomické stro-
my, ked predpokladame, Ze spotova sadzba alebo nejaka funkcia spotovej sadzby
vychadza z Ornstein-Uhlenbeckovho procesu s ¢asovo zavislou hladinou reverzie.

Spominané modely st velmi popularne a Siroko pouZivané pre ocenenie deri-
vatov, pretoze je pre ne relativne jednoduché vybudovat strom. V modeloch Hull-
White a Ho-Lee, trokové sadzby vychadzaju z normélneho spréavania, zatial ¢o v
ostatnych modeloch drokové sadzby maji log-normélne spravanie. Hull-White a
Ho-Lee maju nevyhodu v tom, Ze povoluju trokovym sadzbam dostat sa do za-
pornych hodnot. Tieto modely maju vysokia pravdepodobnost vyskytu zapornych
sadzieb najmé v prostredi nizkych turokovych sadzieb, ktoré suzuje v stucasnosti
vela krajin vratane CR.

Parametre modelov trokovych sadzieb st typicky vyberané tak, aby sa ceny ka-
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librovanych in$trumentov zhodovali ¢o najviac s tymi trznymi. Ak arokovy derivat,
ktory sa snazime ocenit je podobny kalibrovanému instrumentu, potom kalkulova-
na cena nemusi byt citlivi na pouzivany model. Na druht stanu, ked sa derivat
stava viac exotickym, pouzivany model zohrava dolezitt rolu. Preto je nesmierne
délezité vybrat spravny model, ktory zohladni v8etky tucely, pre ktoré sa mé po-
uzit. Modely arokovych sadzieb by mali byt vyberané tak, aby vyrovnavali trzné
ceny a boli konzistentné s empirickymi vyskumami historického vyvoja sadzieb.

2.1 Hull-White model

Hull-Whiteov (HW) model zaradujeme medzi bez-arbitrazne modely urokovych sa-
dzieb. To znamena, Ze mame schopnost presne vyrovnat aktuilnu vynosovia krivku
vyberom vhodnych parametrov modelu. Dalej mozeme odvodit explicitné formuly
pre ocenenie bezkupénovych dlhopisov a urokovych opcii vdaka faktu, Ze model
implikuje normalne rozdelené trokové sadzby v ¢ase. Hlavnou nevyhodou modelu
je moznost vyskytu negativnych sadzieb.

Uvazujme stochastickt bazu (2, F, {F; }icp1, P). Vyvoj okamzitych trokovych
sadzieb je modelovany prostrednictvom stochastickej diferencialnej rovnice

dr(t) = [0(t) — ar(t)|dt + odW (¢), (2.2)

kde a a o st kladné konstanty, W (t) oznacuje Brownov pohyb alebo inak nazyvany
Wiennerov proces a 0 : [0,7] — R je meratelna funkcia, ktora je zvolena tak, aby
presne odpovedala aktualnej ¢asovej struktire irokovych sadzieb pozorovanych na

trhu
~afM(0,1) o’

o(t) ™ +afM(0,t) + %(1 — e 20t (2.3)
kde o1n PM(0, 1)
n b
fM(07 t) = _T

je trzna okamZita forwardova sadzba v ¢ase 0 pre splatnost v ¢ase t a PM(0,1) je
trzny diskontny faktor pre splatnost t.

DalSou vlastnostou zahrnutou v HW modeli je navratnost ku stredu[] Urokové
sadzby maji tendenciu vratit sa do rovnovaznych tarovni E], kde parameter a urcuje
rychlost tejto navratnosti.

LV literattire sa Gasto stretneme s anglickym terminom mean reversion.
2Ak st sadzby pod nejakou rovnovaznou troviiou sadzieb, maju tendenciu vzrast. Naopak,
ak st sadzby nad, maju tendenciu klesnut.
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K vyrieSeniu stochastickej diferencidlnej rovnice 2.2] vyuZijeme vhodne zvolenu
funkciu f(u,r(u)) = r(u)e ", ktora dosadime do Itovej formule

o2 0% f of

df = (— + ——p(u) + o

ou Or

kde p(u) = 0(u) — ar(u).
Po dosadeni a naslednej tiprave dostaneme

df = 0(u)e " Wdu + oe AW (u).

Integraciou pre s <t mame

¢ ¢ ¢
/dr(u)e_“(t_“):/ H(U)e_“(t_“)du+/ oe I AW (u),

z ¢oho dostaneme vztah pre r(t)

t t
T(t) :r<8)€—a(t—s)+/ e_a(t_“)e(u)du—i—a/ G_a(t_u)dW(u)

t
= 7(s)e %) 4 a(t) — as)e ) + 0/ e~V AW (u),

s

kde

at) = F1(0,) + 2j‘—azu _ maty2, (2.4)

Preto r(t) podmienend F; je normalne rozdelena so strednou hodnotu a rozp-
tylom v prislusnom poradi

E(T(t) | Jrs) = T(S)e_a(t_s) + Oz(t) + a(s)e_a(t_s)

2 (2.5)
— 0_ _ _—2a(t—s)
Var(r(t) | Fs) o [1 e }
Teraz definujme proces
dz*(t) = —ax™(t)dt + odW(t), 2" (0) = 0, (2.6)

z ktorého pre kazdé s < t dostaneme
t
z*(t) = a*(s)e ) 4 O’/ e VAW (),

z ¢oho mozeme vyjadrit r(t) = x*(t) + a(t) pre kazdé t.
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Ako sme spomenuli vysSie existuje teoretickd moznost, Ze r sa dostane pod 0.
Rizikovo neutralna pravdepodobnost negativnych sadzieb v ¢ase t je dana vztahom

ot
Q(r(t) <0} = o -2 )
2
g_a[l _ 672at]
kde ¢ oznacuje kumulativnu distribu¢nia funkciu standardizovaného normalneho
rozdelenia. V praxi byva tato pravdepodobnost zanedbatelna, avSak pri velmi
nizkych drovniach sadzieb sa tato pravdepodobnost moze vyrazne zvysit.

Cena dlhopisov

Cena bezkuponového dlhopisu v ¢ase t vyplacajiceho jednotkovi ciastku v c¢ase
splatnosti T' je dana vztahom (?7). Tuto stredni hodnotu je pomerne Tahké spo-
¢itat z dynamiky urokovych sadzieb . Poznamenajme, Ze vdaka norméalnemu
rozdeleniu r(7T") podmienenému F;,t < T' je integral ftT r(u)du normalne rozdeleny
a mozeme ukazat, 7e

/t r(u)du | Fy ~ N(B(t, T)[r(t) — a(t)] +1n % + %[V(O,T) —V(0,t)],V(t, T)),
kde
B(t,T) = é[1 — TN
o’ 2 o1t L our—s 3
V(t,T) = E[T—t—kae ( )—%e ( L%],

vyuzitim ¢oho mozeme vyjadrit cenu dlhopisu v tvare

P(t,T) = A(t,T)e B&Dr®) (2.7)
kde
M 2
A, T) = % exp{ Bt T)F(0,) — 71— e ) B(1, )}

Ocenenie eurdépskych opcii na bezkupoénové dlhopisy

Nasledujtice vztahy st prebrané z knihy [11] z tretej kapitoly. Cena eurdpskej call
opcie ZBC(t,T, 5, K) v Case t a realizatnou cenou K so splatnostou v case T,
upisand na bezkuponovy dlhopis so splatnostou v ¢ase S > T vedie k ocenovacej
formule

ZBC(t,T, S, K) = B2 <e— Jirsds(p(T, ) — K)* | J-"t>. (2.8)
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Podobnym cvi¢enim ako sa odvodzuje cena v HW modeli pre dlhopis s nulovym
kuponom, mozeme odvodit cenu eurdpskej call opcie na bezkuponovy dlhopis [6]

ZBC(t,T, S, K) = P(t,S)®(h) — KP(t, T)®(h — o,), (2.9)
kde
1 — e—2a(T-1)
op = TB(T, S),
L L P1S) o,

o, Pt T)K 2

a ® oznacuje distribu¢nu funkciu Standardizovaného norméalneho rozdelenia.
Analogicky mozeme odvodit vztah pre cenu eurdpskej put opcie upisanej na
bezkupoénovy dlhopis, opcia aj dlhopis majia rovnaké parametre ako v pripade call
opcie
ZBP(t,T,S,K) = KP(t,T)®(—h + 0,) — P(t,S)®(—h). (2.10)

Ocenenie eurdpskych opcii na kupénové dlhopisy

Ozna¢me analyticka cenu II(¢, 7', r(t)) bezkuponového dlhopisu ziskanit HW mo-
delom v ¢ase t so splatnostou v ¢ase T. Dalej uvazujme kuponovy dlhopis, kto-
ry vyplaca n kuponovych platieb C = {¢1,...,¢,} v Casovych okamzikoch T =
{T1,...,T,,} aT <Tj. Cena kupdénového dlhopisu v ¢ase T' je dana vztahom

CB(T,7.C) =Y aP(T,T;)=> ll(T,T;,r(T)).
=1 =1

Chceme ocenit eur6épsku put opciu v ¢ase t na kupénovy dlhopis s realiza¢nou
cenou K a splatnostou v ¢ase T. Op¢na vyplata je (K — CB(T,T,C))*.

Jamshidian (1989) [I0] odvodil jednoducht metédu, ktora konvertuje tiato po-
zitivnu ¢ast stim do sumy pozitivnych ¢asti. Jeho trik spocival v ndjdeni riesenia
pre spotovu tdrokovi sadzbu r* nasledujicej rovnice

Zn: ql(T,T;,r") = K

i=1

a prepisanim vyplaty

(z:; II(T, Ty, r*) — z:; 1T, T;, r(T))) "
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Aby sme ziskali pozadovani dekompoziciu musi pouzivany model okamzitych tdro-
kovych sadzieb splhat nasledujicu podmienku:

Oll(t, s,r)

< 0 pre vSetky 0 <t < s.
or

Je zrejmé, ze HW model spliia tato podmienku. Potom vyplatu mézeme prepisat

ako
n

- ( (T, T, 1) ch (T, T, r( )))

i=1
tak, Ze ocenenie opcie na kuponovy dlhopls je ekvivalentné hodnote portfolia put
opcii na bezkupénové dlhopisy. Ak vezmeme rizikovo neutralnu stredni hodnotu
diskontovanej vyplaty, dostaneme cenu put opcie v ¢ase t na kup6novy dlhopis so
splatnostou v Case T a realiza¢nou cenou K

CBP(t,T,7.C.K) =Y ZBP(t,T,T,, (T, T;,r"). (2.11)

i=1

Analogicky vztah plati pre eurdpske call opcie.

2.1.1 KonsStrukcia trinomického stromu

Hull a White vo svojej publikacii [I7] uvazuja model, ktory vyzera nasledovne
dx = [0(t) — az|dt + odW (t) (2.12)

kde = je nejakou funkciou f(r) spotovej sadzby 7, a a o st konStanty volené tak,
aby sa zhodovali s trznymi cenami aktivne obchodovatelnych finan¢nych derivatov
a dW (t) je prirastok Wienerovho procesu. Parameter a oznacuje stupen reverzie
a 0(t)/a je ¢asovo zavisla hladina reverzie s funkciou 6(¢) vybranou tak, aby sa
zhodovala s poc¢iato¢nou vynosovou krivkou pozorovanou na trhu.

MNustrujme si teraz procediru pre konstrukciu trinomického stromu, ktora vhod-
ne aproximuje vyvoj procesu x. Ide o 2-fazovi procediru, ktora vychadza z navrhov

Hulla a Whita [15].

Prvd fdza
Prva faza Hull-Whiteovej met6dy zahinia konStrukciu trinomického stromu pre
proces z*, ktory sme uz definovali v (2.6) ale zopakujeme ho este raz

dz* = —ax™dt + odW (t). (2.13)

Pre tento proces je z*(t + At) — z*(¢) normalne rozdelena. Predpokladajme, 7e
velkost ¢asového kroku je At. Strom je konStruovany tak, aby podmienena stredné
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hodnota a rozptyl v kazdom uzle odpovedala procesu x*. Geometria stromu je
navrhovana tak, aby zabezpecila pozitivitu vsetkych vetviacich pravdepodobnosti.
Vetvenie stromu moze mat nasledujice formy, ktoré vidime na obrazku [2.1]

(i+1.4+1) g (i+2,5+1)
/ (i—-2,5+1) /‘
\\

. AN /i
(i) [1.3+1) \ [i—1,7+1) / ti+1.7+1)

(i—1.7+ 11\ it 1:\\ -je'.j;/ (id+1)

(A) (B) ()
Obr. 2.1: Vetvenie trinomického stromu.

Dalsou vlastnostou geometrie stromu je, Ze centralny uzol vzdy odpovedé stred-
nej hodnote z*. To vedie k rychlejsej konstrukcii stromu a presnejSiemu ocenova-
niu. Je velmi vyhodné konstruovat strom takym sposobom, Ze vSetky uzly stromu
odpovedaju Specifickym datumom ako splatka, vyplata kupénu alebo datum rea-
lizacie opcie. Predpokladajme, Ze chceme vybudovat n-krokovy strom s uzlami v
¢asoch to, t1,t2, ..., tn, kde 0 = to<ti<...<t,=Ta tiy1 — t; = At7 budeme
teda uvazovat ekvidi§tantné casové okamziky. Pretoze hodnoty vSetkych dlhopi-
sov, swapov a ostatnych inStrumentov sa pocitaju diskontovanim ich penaznych
tokov spétne skrz strom, ¢as T musi byt zvoleny tak, Ze ziadna platba nevznika po
case T. Mali by sme taktiez zabezpecit, 7ze vybrané ¢asové okamziky t; koreSpon-
duji so vSetkymi vyplatnymi datumami. Nemusime uvazovat ekvidiStantné ¢asové
okamziky.

Ozna¢me (i,7) uzly v strome, kde i je ¢asovy index ¢ = 0,1,...,n a j je
priestorovy index od nejakého j,in (i) < 0 do jmax (i) > 0, ktorych uréenie hodnoty
vysvetlime v nasledujicej casti préce. Dalej oznacme xj; hodnotu procesu v uzle

(i,7)-
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Zo vztahoch (2.5) a x*(t) = z(t) — a(t) pre kazdé ¢ mame

8

E(a"(tin) | 7 (t:) = a7;) = wj ;e

1,J
Var(@*(tiv1) | 2*(t:) = 27 ;) = 2 [1 —e ] = V=
Polozme 7, = jAx}, kdeﬂ
* \/_ 3 —2aAt
Ar; =VV3 =0y [l — e, (2.15)

je vertikdlna vzdialenost medzi uzlami stromu v ¢asovom kroku . Takto zvo-
lena hodnota pre Az} reprezentuje dobry vyber z hladiska minimalizacie chyby,
vid Hull-White (1993) [L5]. Akonahle st vybrané ¢asové okamziky, musime zvolit
hodnoty 27, v kazdom uzle, pricom centralny uzol z7, = 0 pre kazdé i. Potom v
kazdom ¢asovom kroku t;,2 = 1,...,n umiestnime uzly v

Jmin(D)AZ], ..., —2Ax], — Az, Azl 2Ax7, . .. fmas (1) Az

(2

Nagim prvym zamerom je vybudovat strom, ktorého uzly st rozmiestnené v
x;. a Casoch t; pre vSetky ¢ = 1,...,n. K tomu potrebujeme vyriesit, ktort z
troch vetviacich metod aplikujeme v kazdom uzle. Takto sa ur¢i celkovy tvar stro-
mu. Nasledne musia byt spocitané vetviace pravdepodobnosti. Vetvenie stromu a
prislusné pravdepodobnosti st zvolené tak, aby kazdy uzol v strome ¢o najviac na-
podoboval proces , ¢o docielime zabezpecenim, ze strednd hodnota a rozptyl

zmeny nahodnej premennej Az}, je

E(Az}; | x7;) = xf’je_am —Ti;= (e7 — Daj; = Mz (2.16)
Var(Azf; | z};) =V '

V kazdom uzle (i,7) stromu vyberame adekvatny vetviaci proces a vetviace
pravdepodobnosti, ktoré musia byt kladné. Definujme vetviace pravdepodobnosti
do najvyssej, strednej a najnizSej vetvy ako p,,p, a pg. VacSine uzlov je prira-
dené zvycajné vetvenie A, ale pre dostato¢ne kladné alebo zaporné j je potrebné
prepnut vetviaci proces. Definujme j,,q0, ako hodnotu max(jmq. (7)) pre vsetky 4,
kedy prepiname vetvenie z A na B a obdobne j,,;, ako hodnotu min(j,i, (7)), kedy
prepiname vetvenie z A na C. Hull a White ukéazali v ¢lanku [17], Ze vetviace prav-
depodobnosti st vzdy kladné ak j,,.q.. je rovné najmensiemu celému ¢islu vac¢siemu
ako —0,184/M a Jmin = —Jmaz-

3Rozmiestnenie uzlov moZeme nastavit Az} = V./n pre rozsah hodnét n bez poskodenia
numerickej procediry. Vyber hodnoty n = 3 povoluje procedure presne replikovat prvych 5
momentov podmieneného rozdelenia z7, |z}, ked stupefi reverzie je nula. Produkuje to trochu
rychlejsiu konvergenciu ne7 pre ostatné hodnoty n.
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Pre kazdy typ vetvenia st pravdepodobnosti p,, p, a pg spocitané z rovnic,
ktoré zabezpecujt, Ze stredna hodnota a rozptyl Az* sa zhoduju, vid (2.16). Za-
rovenn musi platit, Ze sucet p, + p, + pg = 1. To vedie k trom rovniciam s troma
neznamymi. Ak vetvenie mé zvycajny tvar A, potom rieSenim rovnic je

1 2M2 4 M
pu=+
6 2

2 )
Pm = § _]2M2

1 2M2— M
=gt T

Vdaka vlastnosti HW modelu, $pecialne navratnosti ku stredu, povolujeme nestan-
dardné vetvenie na okrajoch stromu (obrazok B a C). Na hornom okraji dostaneme
modifikované pravdepodobnosti

7 §2M?+3jM
Pu=+— 77—
6 2

1
pm:—g—fMQ—?jM
_1+j2M2+jM

b= 2

a na dolnom okraji stromu dostaneme pravdepodobnosti

1 2M?2 — jM
py= L MM
6 2
1
pmz—g—j2M2+2jM
B 7+j2M2—3jM
Pa = 6 5

Toto ukoncuje konstrukciu stromu pre zjednoduseny proces (2.13)).

Druhd fdza
V druhej faze nasej procedury pre konstrukciu stromu chceme ,prepocitat” uzly
stromu, ktoré sme ziskali v prvej faze takym spoésobom, aby presne vyrovnavali
pociatocnu vynosovi krivku. Nagim cielom je konvertovat strom pre proces x* na
strom pre proces z. To mozeme urobit vyuZzitim explicitnej formuly (2.4)). Dalej

definujme
a(t) = z(t) — x*(t).
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Hoci kombinacia presnej formuly (2.4) s aproxima¢nou podstatou stromu nam
zabranuje v ziskani korektnych trznych diskontnych faktorov v ¢ase 0. Napriklad
analytické nahradenie v ¢ase 0 je a(0) = x(0), kde z(0) je nejakou funkciou f(r(0)).
Takze cena bezkuponového dlhopisu so splatnostou v ¢ase t; spocitana v strome by
bola exp(—r(0)t;), ¢o je rozdiel oproti PM(0,t,) = exp(—R(0,t1)t1), kde R(0,t)
je spojito trocené sadzba v case 0 so splatnostou v ¢ase t1, ktora sme definovali
v [I.4 To je hlavny dovod preco metoda navrhovand Hullom a Whiteom [I7] a
jej druha faza spociva v aplikacii nahradeni, ktoré perfektne kopiruja trzna bez-
kuponovi krivku v ¢ase 0. Musime podotkniit, ze dokonca malé chyby v oceneni
diskontovanych dlhopisov mozu viest k nezanedbatelnym chybam v cenach opcii
upisanych na dlhopisoch.

Ozna¢me «; nahradenie v ¢ase t;, ktoré je spoloéné pre vietky uzly (i, -). Uvazuj-
me uzol (i, j) stromu v Case t;, pre ktory x7; = jATf a 0 <@ <N, finin < J < Jmas
a definujme

a; :at;)

At - ti—i—l — tz

x};  hodnota jAz; v uzle (4,7)

fij + hodnota f(r) v uzle (i, ), ¢o je 7, + oy

r;; - okamzita drokova sadzba v uzle (i, j), o je f_l(m;‘,j + ;)

Q(i, jlh, /{:)E] stfasna hodnota instrumentu v uzle (h, k), ktory vyplaca 1 v uzle
(i,7) a 0 v ostatnych uzloch

p(i, j|h, k) : pravdepodobnost prechodu z uzla (h, k) do uzla (i, 5)

Qu; : Qi 410,0)

Hodnoty «; a );; st spocitané rekurzivne od o, ktord je nastavend tak, aby
sme ziskali korektny diskontny faktor pre splatnost ¢, t.j. g = — In(PM(0,¢))/t;.
Pociatocna hodnota (o je rovna 0. Len ¢o je zndma hodnota «a;, moZeme spocitat
hodnoty Qi+1; pre j = jmin(i + 1), ..., jmaz(i + 1) nasledovne

Qi+ 1,jli, k) = p(i + 1, j|i, k)e "iwltssr=t)

Qi1 = QiaQ(i+1,jli, k)
k

- Z Qirp(i + 1,44, k)e—m,k(tm—ti)’
k

kde s¢itame cez vsetky hodnoty k v ¢asovom okamziku ¢;, pre ktoré je pravdepo-
dobnost prechodu z uzla (i, k) do uzla (i + 1, j) nenulova. Po ziskani hodnoty @Q;

4Diskrétna analogia k Arrow-Debreu cene".
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pre kazdé Jiin(7), .. ., jmaz(?) je hodnota a; spoc¢itana z rovnice

]mam

O tz-&-l Z Qz] eXp az + ]A%j)At%

]mzn(l)
ktord mozZzeme Iahko transformovat

| Sty Qus exp(—jATrAY)
At P(0,t;41) '

Q; =

Nakoniec skon¢ime s konstrukciou stromu, ked kazdy uzol (i, j) bude mat priradena
hodnotu r;; = f~(27; + ai).

Na obrazku mozeme ilustrovat jednoduchy trinomicky strom so vSetkymi
troma typmi vetvenia.

XXX
AR

LA
NEKKKK

Obr. 2.2: Trinomicky strom.

2.2 Black-Karasinski model

Nevyhoda negativnych sadzieb bola taktieZ popisana Blackom a Karasinskim [19]
v ich lognormalnom modele drokovych sadzieb. Black a Karasinski predpokla-
dali, ze proces okamzitej turokovej sadzby sa vyvija ako exponencidla Ornstein-
Uhlenbeckovho procesu s ¢asovo zavislymi koeficientami. Vzhladom k tomu, Ze
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trzné formuly pre capy a swapcie su zaloZzené na predpoklade lognormalnych sa-
dzieb, zd4a sa rozumné zvolit rovnaké rozdelenie pre okamzity proces urokovej sa-
dzby. P] Okrem toho, pomerne dobré vyrovnavacie vlastnosti modelu na trzné data
a Specialne implikované volatility pre swapcie, urobili tento model velmi popu-
larnym medzi finanénymi analytikmi. Nevyhodou tohoto modelu je neexistencia
analytického vyjadrenia pre cenu dlhopisu s nulovym kupénom. To ¢ini kalibraciu
modelu na trzné data viac obtiaznejSou nez v pripade Hull-Whiteovho modelu.
Skutocne, ked pouzivame strom na ocenenie opcie na dlhopis, musime skonStru-
ovat strom az do maturity dlhopisu, ktory moze byt ovela va¢si nez samotny
strom skonStruovany do expiracie prislusnej opcie. Podobna neprijemnost vznika,
ked potrebujeme simulovat sadzby, ktoré nie s okamzité. Ak potrebujeme simulo-
vat napriklad 4-ro¢nu sadzbu za jeden rok, musime skonstruovat strom az do ¢asu
5 rokov. V pripade Hull-Whiteovho modelu nadm sta¢i simulovat spotova sadzbu
do jedného roku a forwardovi sadzbu platna za 1 rok na 4 roky l'ahko spocitame
z analytického vyjadrenia pre cenu dlhopisu s nulovym kupénom.

Dalsou a ovela podstatnejsou nevyhodou tohoto modelu je, Ze stredna hodnota
bankového uc¢tu je nekone¢no bez ohl'adu na uvazovanu splatnost, ktora vznika ako
dosledok lognormalneho rozdelenia trokovych sadzieb. Ide o vSeobecny problém
lognorméalnych modelov, ktory je ¢iasto¢ne prekonany tym, Ze pouzivame stromy s
kone¢nou mnozinou stavov a teda s kone¢nym poc¢tom budftcich strednych hodnot.

Black a Karasinski predpokladali, Ze logaritmus In(r(t)) okamzitej urokovej
sadzby sa vyvija pod rizikovo neutralnou mierou podla rovnice

din(r(t)) = [0(t) — a(t) In(r(t))]dt + o(£)dW (t), (2.17)

kde 7(0) je kladna konstanta, 6(t),a(t) a o(t) si deterministické funkcie ¢asu,
ktoré mozu byt zvolené tak, aby presne vyrovnavali pociato¢ni vynosovia krivku
a niektoré krivky trznej volatility.

Podobne ako v Hull-White modele mozeme nastavit a(t) = a a o(t) = o, kde
a a o st kladné konstanty

din(r(t)) = [0(t) — aln(r(t))|dt + odW (t). (2.18)

Tento vyber mozeme argumentovat tym, Ze ak chceme presnu kalibraciu na sucas-
nt vynosovu krivku, perfektné vyrovnanie na ¢asovt Struktiru volatility moze byt
celkom nebezpecné a musi sa s tym zaobchadzat opatrne. Dovod je dvojaky. Za
prvé, nie vSetky volatility, ktoré su kétované na trhu si vyznamné. Niektoré trzné
sektory st menej likvidné, teda priradené kotécie nemusia byt spolahlivé a dokon-
ca nemusia mat ani informac¢ny charakter. Za druhé, budice Struktary volatility

SHoci lognormalny proces okamZitej irokovej sadzby nevedie k lognorméalnych jednoduchym
forwardovym sadzbam alebo lognormélnym swapovym sadzbam.
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implikované obecnym procesom zmeny v trokovych sadzbach st pravdepodobne
nerealistické v tom, ze neodpovedaju typickym trznym tvarom. Tym, Ze jedinou
¢asovo zavislou funkciou bude 6, rozhodneme o presnom vyrovnani na sicCasni
vynosovl krivku a zvys$né dva parametre ponechame pre tcely kalibracie.

Ako v predchadzajiucom modele, koeficienty a a ¢ mozu byt interpretované na-
sledovne: a ur¢uje mieru ,rychlosti“, pri ktorej logaritmus 7(¢) smeruje k dlhodobe;
hodnote; o je standardna odchylka okamzitej sadzby r(t) za jednotku ¢asu.

Z rovnice a pouzitim Itévho lemmata dostaneme

2

dr(t) = (1) [G(t) + % - aln(r(t))} dt + or(t)dW (), (2.19)

ktorej explicitné rieSenie spliiuje pre kazdé s < t,

¢ t
r(t) = exp{ln r(s)e~at=*) +/ e~V (u)du + O'/ e_a(t_“)dW(u)} (2.20)

Preto r(t) podmienena Fy je lognormalne rozdelend s prvym a druhym mo-
mentom v prisluSnom poradi

t 2
E(r(t)| Fs) = exp{ln r(s)e =) +/ e~ =00 () du + Z_ [1 _ 672a(tfs)i| }
s a

(2.21)
t 0_2
E(r*(t) | F) = eXP{anr(S)e‘““‘S) +2 / eI (udu + 2 [1 - 7207 }
s a
(2.22)
NavySe nastavenim
t
a(t) =tur(©)c "+ [ e (2.23)
0
dostaneme 2
. ) o
Jim B(r(t)) = exp (}gg a(t) + 5) (2.24)

Limita na Tavej strane sa nedé spocitat analyticky. AvSak nasledujuca numericka
procedura poskytuje pre extrapolaciu asymptoticki hodnotu «a(t).

2.2.1 KonStrukcia trinomického stromu

Ako sme uz spominali, Black-Karasinski model nemé analytické vyjadrenie ani pre
diskontovany dlhopis, ani pre opcie na dlhopisy. Na ocenenie tychto a inych financ-
nych in§trumentov prostrednictvom tohoto modelu musia byt pouzité numerické
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procediry. Efektivna numerickd procedira bola navrhnutd Hullom a Whiteom,
ktora je zalozen& na priamej transformécii trinomického stromu, ktortd sme ilus-
trovali v sekcii Okamzitt spotovi sadzbu mozeme napisat v tvare

r(t) = exWre"®) (2.25)
kde o a z* st definované ako a . Obdobne ako pre Hull-Whiteov
model, najprv konstruujeme trinomicky strom pre x* a potom pouzijeme a
nahradime uzly v strome tak, aby sme ziskali poc¢iato¢nu vynosovi krivku.

Zafixujme ¢asovy horizont 7" a casy 0 = &y < t; < ... < t, = T a polozme
At = t;11 —t; pre kazdé i. Opéat ozna¢me uzly (7, j), kde ¢asovy index ¢ ma rozsah
od 0 do n a priestorovy index j od jimin(i) dO jimez(i). Oznacme w7, hodnotu
procesu v uzle (i,j) a polozme z;; = jAx;, kde Az} je definované ako (2.13).
Vetvenie stromu a vetviace pravdepodobnosti st taktiez rovnako definované ako v
HW modele.

Znova oznatme «; posunutie v ¢ase t;, ktoré je spoloéné pre vsetky uzly (i, ).
Velkost ; je numericky spocitana s jednym rozdielom, Ze plati (2.25). Dale]
oznacme (@;; scasnt hodnotu inStrumentu, ktory vyplaca 1 ak dosiahne uzol
(¢,7) a 0 v ostatnych uzloch. Hodnoty a; a @);; st spocitané rekurzivne od o
tak, aby sme ziskali spravne diskontné faktory pre prva splatnost ¢;, napriklad
ap = In(—In(PM(0,t1))/t1). Len ¢o je znama hodnota «;, hodnoty Qiy1,, j =

Jmin(@+ 1), ..., Jmaz(? + 1) s spocitané prostrednictvom
Qit1j = Zp(z + 1, 7]4, k) exp[— exp(a; + kAx])AL]Qi (2.26)
k

kde opat rovnako plati Po ziskani hodnot Q; ; pre kazdé j = jimin(2), - - -, Jmax(2)

spoc¢itame hodnotu «; numerickym rieSenim

j’maw(i)
Y(a) = P(0,ti1) — Y Qijexpl—exp(a; + jAz])At;] = 0. (2.27)

j:jmm(i)

Nakoniec musime aplikovat exponencidlnu funkciu pre vSetky uzly stromu tak, aby
sme v kazdom uzle (7, j) mali prislugni hodnotu r; ; = exp(z]; + ;).

2.3 Ocenenie derivatov s predé¢asnym splatenim po-
mocou stromu

V predchadzajucej kapitole sme predstavili konstrukcie trinomickych stromov za-
lozené na diskrétnych stavoch procesu vyvoja trokovych sadzieb pri rizikovo ne-
utralnej miere. V tejto kapitole ukdzeme ako ocenit vSeobecné derivaty, ktorych
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ocenenie nezavisi na vyvoji minulych cien, prostrednictvom tejto numerickej proce-
dury. Tato technika je obzvlast uzitoéna, ked sa snazime ocenit dlhové instrumenty,
ktoré maja v sebe zahrnutd moznost predé¢asného splatenia. Okrem tejto techni-
ky existuje viacero metdd, napriklad Monte Carlo a iné. Na zaciatok spomenieme
niekol'ko vSeobecnych poznamok k oceneniu pomocou stromov a potom prejdeme
k detailnejSim popisom.

Na ocenenie produktov s pred¢asnym splatenim mozeme pouzit stromové §truk-
tary, ked fundamentéalna podkladova premennd je malo dimenzionédlna, povedzme
jedna alebo dve dimenzie. Toto je splnené v pripade modelov trokovych sadzieb,
ktoré v tejto praci uvazujeme. V tychto pripadoch reprezentuje strom idealny in-
Strument vd'aka svojej vlastnosti ocenenia ,spitne v ¢ase“. V kazdom koncovom
uzle stromu je zndma hodnota vyplatnej funkcie, pricom mézeme postupovat spit
v Case a aktualizovat hodnotu uzlu prostrednictvom diskontovania. Typickym pri-
kladom je dlhopis, ktory vyplaca istinu a pripadnt kupénovi sadzbu v dobe splat-
nosti. V kazdom uzle stromu porovnavame spatne kumulovanii hodnotu s vyplatou
plyntiicou z uplatnenia pred¢asného splatenia v danom uzle. Na tomto principe fun-
guje rozhodovaci proces, ¢i v danom uzle uplatnime predc¢asné splatenie alebo nie.
Dosiahnutim pociato¢ného uzlu stromu v ¢ase 0, dostaneme priblizna cenu in§tru-
mentu s moznostou pred¢asného splatenia.

Stromy maji vseobecne problémy s ocenenim produktov, ktorych budica hod-
nota zavisi na hodnotach minulych. Na ocenenie takychto produktov st vhodné
Monte Carlo metédy. Skutoc¢ne, v pripade, Ze sa pokusime ocenit takyto kontrakt
spatne z koncovych uzlov stromu mame okamZite problém, pretoze vyplata v Tubo-
volnom findlnom uzle zavisi na minulej historii podkladovej premennej, ktora ale
v Case ocenenia nie je znama. Existuju vSak procedury, ktoré dokazu ucinit stromy
schopné ocenit tieto produkty, typickym prikladom st bariérové a lookback opcie.

Predpokladajme, Ze sme vybrali model okamzitych trokovych sadzieb a pri-
slusny strom, presnejSie trinomicky strom konstruovany podla procedury popisa-
nej vyssie. Dalej mame kone¢nti mnozinu ¢asovych okamzikov 0 =ty <t < ... <
t, =T a v kazdom case t; kone¢ny pocet stavov. éasovy horizont T' je najdlhsia
splatnost, ktora je relevantnd pre ocenenie a dany derivat. j-ty uzol v Case t; je
oznaceny ako (i, j) s priradenou urokovou sadzbou r; ; ai =0, ..., n, kde pre kazdé
i mame pre rozsah j od jin(i) do Jmaz (7).

Jednoduchd viyplata

Na zaciatok uvazujme jednoduchy pripad derivatu, ktorého vyplata v case T' je
dana funkciou H(T,ry). Dalej ozna¢me h(t,r;) bez-arbitraZznu cenu pohladavky v
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Case t pri urokovej sadzbe r,. Je zrejmé, ze plati h(T,rr) = H(T,rr) a

h(0,r0) = E{e” Io BT, rr)}
_ e i gl By e | 7, )

= E{G_ f(f"_l Ttdth<tn—17 Ttnfl)}
_ E{ei fofl Ttdth<tl7 Ttl)}.

Hodnota h(t;,r,) je spocitana iterativne, diskontovanim strednych hodnot v ne-
skorsich casovych okamzikoch, napriklad

W(ta_1,71, 1) = Ele 5 h(ts ) | Fo ] (2.28)

tak, Ze hodnotu derivatu moézeme spocitat v Tubovolnom ¢ase iterativne a to tak,
7e zaCneme v ¢ase vyplaty T. Toto je vlastnost, ktora je pouzita v oceneni prostred-
nictvom stromu. PresnejSie je pouzita nasledujica procedura zalozena na spéitnej
indukcii.

Oznacme h; ; hodnotu derivatu v uzle (4, j) a nastavme koncové uzly

hpj:=h(T,ry;) = H(T, 1y ). (2.29)

V koncovom case t = t,, = T' st hodnoty derivatu v stromovych uzloch znadme
vdaka podmienke pre vyplatu (2.29)). Teraz sa posunieme naspét do ¢asu t,_; a
aplikujeme vSeobecné pravidlo (2.28]) pricom 7 = n. Za¢neme od najnizSej trovne
J = Jmin(n —1) az do j = jmaez(n — 1) a pouzijeme aproximaciu

h<tn—1a Ttn71) ~ e_rtnfl(T_tnil)E[h(in TT) | ‘Ftnfl]’

aby sme spoc¢itali hodnotu derivatu v uzle (n — 1,j) ako diskontované stredné
hodnoty odpovedajice hodnotam v uzloch (n,k + 1), (n, k) a (n,k — 1)

*Tnfl,j(T*tnfl)[

hnfl,j =e€ puhn,k+1 + pmhn,k +pdhn,k71]~

Potom sa posunieme do Gasu t,_», znovu aplikujeme (2.28)) pricom i = n — 1 a
spoc¢itame diskontované stredné hodnoty ako v predchadzajicom kroku. Vseobecny
krok naspét medzi ¢asmi t;,1 a t; je popisany nasledovne

hi; = e_ri’j(t”l_ti)[Puhiﬂ,kﬂ + Pmhi1 g + Palivtp—1)-

Pokracujeme v spidtnom prechadzani stromu az kym nedosiahneme pociatoény
uzol (0,0), ktorému odpoveda hodnota hg g, ktord dava pozadovant aproximaciu
pre cenu derivatu h(0,rg).
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Jednoduchd vyplata s predéasnym uplatnenim
Predpokladajme rovnaki vyplatu ako v predchadzajicom pripade ale s tym rozdie-
lom, Ze drzitel kontraktu mé pravo poziadat o predc¢asné splatenie v Tubovolnom
¢asovom okamihu ¢ pred splatnostou 7', ktory prijima z désledku uplatnenia v ¢a-
se t Glastku H(t,ry) (typickym prikladom su americké opcie). Vzhladom k tomu,
7e planujeme pouzit strom s ¢asovymi okamzikmi ¢;,7 = 0,1,...,n, bez straty
vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze pred¢asné uplatnenie moze vzniknit len v
¢asovych okamihoch ;.

Potrebujeme upravit vSeobecny krok spétnej indukcie v strome, ktory je popi-
sany medzi ¢asovymi okamzikmi ¢, a t; nasledovne:

hi ; = max (6_”’j (ti“_ti)[??uhiﬂ,kﬂ + Pmhis1 g + Pahiv1 g—1]), H(t:, Ti,j))-

V skutoc¢nosti, o ¢o sa snazime je rolovat ,spitne-kumulovani® hodnotu h;i;. v
¢ase t; 1 do ¢asu t; a potom nasledne porovnat tito ,spatne-kumulovani® hodnotu

e~ (ti1 =) [Pulitt g1 + Pmbict g + Palit p—1]

s hodnotou okamzitého uplatnenia opcie, ktord by sme boli ziskali ak by sme ju
realizovali

H(ti, Ti,j)-

Potom vezmeme najlepSiu z tychto dvoch moznosti. Napriklad ta, ktord maxi-
malizuje hodnotu ako sme to ilustrovali na nasom priklade. Niektoré kontrakty
ako napriklad opcie bermudského typu povoluju moznost realizacie len v niekto-
rych predom definovanych ¢asovych okamihoch, ¢o vedie k ovela viac redukovane;j
podmnozine ¢asovych okamzikov pre uplatnenie opcie nez je kompletnd mnozina
vSetkych ¢asovych okamzikov stromu t;,7 = 0, 1,...,n. Takze, ked sa pohybujeme
spatne v strome pri oceneni takého typu kontraktu, porovnanie medzi ,spatne-
kumulovanou* hodnotou a hodnotou okamzitého uplatnenia kontraktu vzniké iba
v ¢asovych okamihoch, kedy mozeme dani moznost uplatnit. Vo zvysnych okam-
zikoch je krok spétnej indukcie rovnaky ako v predchadzajicom pripade bez moz-
nosti predcasného uplatnenia.

Dalsi pripad viplaty
Druhy trochu komplikovanejsi priklad vyplatnej funkcie v ¢ase T" vyzera nasledov-
ne:

g(T,P(T,T), P(T,Ty),..., P(T,T,)), (2.30)

kde P(T,T}), P(T,T3),...,P(T,T,,) su ceny dlhopisov v ¢ase T' pre narastajice
splatnosti 71, 7T5,...,T,, a Ty > T. Ide o typicky pripad, ked vyplata je zavisla
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napriklad na referen¢nych alebo swapovych sadzbach, ktoré mozu byt vyjadrené
v terminoch cien dlhopisov s nulovym kupénom.

Ak zvolime analyticko-poddajny model okamzitych drokovych sadzieb, napri-
klad Hull-White model , u ktorého existuju explicitné formule pre vyjadre-
nie cien bezkupénovych dlhopisov ako funkcie ¢asu a turokovej sadzby P(t,S) =
I1(t, S;r¢), kde II je explicitna funkcia. V takychto pripadoch mézeme nahradit vy-
platu (2.30) nejakou funkciou ¢(7,rr), ktordt moézeme ocenit presne ako v prvom
pripade jednoduchej vyplaty, kde strom konstruujeme len do casu 7.

Namiesto toho, ak zaobchadzame s modelom ako Black-Karasinski , ktory
nedisponuje analytickymi formulami pre ceny dlhopisov, v takomto pripade sme
niteny konstruovat strom az do poslednej prislusnej splatnosti 7,,.

Kazda hodnota dlhopisu v ¢ase T je ziskana prostrednictvom spétnej indukcie,
priradenim hodnoty 1 vSetkym uzlom v strome v prislusnej maturite. Pozname-
najme, ze potrebujeme rozsirovat cely vektor cien dlhopisov spitne v ¢ase spolu s
urokovou sadzbou a ,,spatne-kumulovanou* hodnotou. Preto v kazdom uzle stromu
v danom c¢ase t; musime ulozit vSetky ceny dlhopisov, ktoré sme uz spocitali do
toho ¢asu, napriklad vSetky P(t;,1;),T; > t;. NavySe vzdy, ked dosiahneme novii
splatnost ¢; = T}, musime pridat komponentu do vektoru a nastavit hodnotu tejto
novej komponenty rovnt 1. Této komponenta predstavuje cenu dlhopisu P(-,T}),
ktord vznikla v prave dosiahnutom case t; = T} a ktorej sic¢asna hodnota je nepo-
chybne rovné 1. Z toho vidime, Ze ako sa pohybujeme spitne, dimenzia vektoru
hodnoty dlhopisu uloZena v kazdom uzle moze vzrast.

VzhIadom k tomu, Ze v kazdom uzle méme cela krivku bezkupoénovych dlho-
pisov podla prislusnych ¢asovych okamzikoch, kalkula¢né procedira od ¢asu T' do
¢asu 0 je ekvivalentna predchadzajicim dvom prikladom v zavislosti na pritom-
nosti moznosti pred¢asného uplatnenia.
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Kapitola 3
Kalibracia

Oba modely okamzitych trokovych sadzieb, HW a BK model, ktoré sme spo-
menuli v tejto praci odpovedaji sicasnej vynosovej krivke pozorovanej na trhu
prostrednictvom deterministickej funkcie 6(t). Parametre a a o kalibrujeme ako
hodnoty, pre ktoré je Stvorcova suma rozdielov medzi trznymi cenami a modelova-
nymi cenami miniméalna. Pri takejto kalibracii je kli¢ové vybrat vhodny finan¢ény
nastroj, ktory svojou povahou odpoveda alebo sa velmi podoba instrumentu, ktory
sa snazime ocenit. Pre nas produkt, na ktory v nasledujicej kapitole 4| aplikujeme
oceniovaci model a ktory v nej samozrejme bliz§ie predstavime, sa javia swapcie
ako vhodne zvoleny trokovy néstroj. Swap opcie alebo swapcie st opcie na troko-
vé swapy a zaradujeme ich medzi d'alsie popularne typy trokovych opcii. Davaju
drzitelovi pravo vstipit do urc¢itého tarokové swapu v urcity ¢as v budicnosti, pres-
nejsie v case splatnosti swapcie. Drzitel samozrejme nemusi toto pravo uplatnit.
Opodstatnenim vyberu tohoto finan¢ného derivatu je, Ze swapciu mézeme chéapat
ako isty typ opcie na dlhopis, vid str. 660 v [6].

Urokovy swap mozeme uvazovat ako dohodu o vymene dlhopisu s fixnym kupo-
nom za dlhopis s pohyblivym kupénom. Na zaciatku swapu je hodnota dlhopisu s
pohyblivym kupénom vzdy rovna nominélnej hodnote swapu. Swapciu preto mo-
zeme povazovat za opciu na vymenu dlhopisu s fixnym kupénom za nominalnu
hodnotu swapu, ¢o je vlastne typ opcie na dlhopis.

Pre odvodenie trznej ceny swapcie musime najprv poznat cenu irokového swa-
pu, na ktory je naviazané.

3.1 Urokovy swap
Nasledujtice vztahy pochadzaja z prvej kapitoly knihy [11]. Urokovy swap je doho-

da medzi dvoma stranami o buducej periodickej vymene platieb. Tento kontrakt
definuje datumy, kedy sa vymienaji platby a sposob akym su tieto platby kalku-
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lované. Ozna¢me T := {T,,...,T3} mnozinu ¢asov a 7 := {T,41,...,7} mno-
zinu casovych obdobi medzi nimi, kde 7, = T; — T;_1. Najbeznejsi typ swapu je
,plain-vanilla“ arokovy swap. Uvazujme ¢asovy okamzik T; z mnoziny T, v ktorom
jedna strana plati ¢iastku N7;K, ktord odpoveda troku z nominalnej hodnoty N
pri vopred stanovej fixnej sadzbe K za ¢asové obdobie 7;. Na oplatku prijima od
protistrany ¢astku N7;L(T;_1,T;), ktora odpoveda trokom pri spotovej tirokovej
miere L(T;_1,T;) v ¢ase T;_; splatnej v case T; z rovnakej nominalnej hodnoty
za rovnaké Casové obdobie. Tato spotova trokova miera predstavuje referenéni
arokovi sadzbu. Pre ¢esky finanény trh je to PRIBOR (Prague Interbank Offered
Rate).
Diskontovana vyplata v case t < T, strany, ktora plati fixnu sadzbu je

B
> D(t, T)N7(L(T;-1,T;) - K), (3.1)

i=a+1

zatial ¢o diskontované vyplata pre stranu, ktord prijima fixni sadzbu spocitame
ak rovnicu (3.1) vynasobime -1.

Urokovy swap si mozeme predstavit ako portfélio FRA (Forward Rate Agre-
ement) kontraktov, kde FRA mozeme povazovat za Specialny pripad trokového
swapu na jedno obdobie. Hodnotu swapu v ¢ase t pre stranu prijimajicu fixnia
sadzbu je

B
N(P(t.Ty) = P4, T) + > mKP(LT)), (3.2)

1=a+1

Obdobne uréime hodnotu swapu pre protistranu.

Forwardova swapova sadzba S, 5(t) v ¢ase ¢t pre mnozinu ¢asov 7 a ¢asovych
obdobi 7 je trokova sadzba K stanovend pre fixnii nohu swapu, ktora zarucuje, ze
kontrakt je v ¢ase t spravodlivy pre obe strany, tj. vzfah je rovny 0. Potom

P, T,) - P(t,Ts)
Sus(t) = S KR (3.3)

3.2 Swapcie

Ceny swapcii na peniazoch (at-the-money) so splatnostou do 5 rokov st dostupné
na ¢eskom trhu pre CZK (Ceska koruna). Ceny kotované na trhu nie si skutocné

ceny, namiesto toho st swapcie kotované ako Blackove implikované volatility, vid
nasledujuci obrazok [3.1}
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“olatilita

Obr. 3.1: Implikované volatilita pre swapcie obchodované v CZK k datumu
1.11.2013. Zdroj Reuters, graf vlastn& dprava.

Uvazujme eurépsku payer D swapciu, ktora dava drzitelovi pravo uzavriet tro-
kovy swap v dobe splatnosti swapcie T,,, v ktorom bude platit protistrane fixnia
¢iastku az do splatnosti podkladového swapu Tj, kde T —T,, sa oznacuje ako tenor
swapcie.

Berme v ivahu hodnotu podkladového swapu v ¢ase prvej re-fixacie T, pohyb-
livej sadzby, ktory je zédroven ¢asom splatnosti swapcie. Tato hodnota je

B
N > P(Ta,T)n(F(To; Ty, T) — K).
i=a+1
Opcia bude uplatnend v pripade, ze tito hodnota je kladna. Potom diskontované
vyplata hodnota tejto swapcie k sti¢asnému cCasu t je vyjadrend vztahom

B +
ND(t,Ta)( > P(To, T)mi(F(To; Tioy T)) — K)) :

i=a+1

V praxi sa ocenuji swapcie pomocou Blackovej formule. Cena uvazovanej swap-
cie v ¢ase 0 sa spocita zo vzorca, ktory najdeme v [11]

B
PSP (0,7, 7,N, K, 00,3) = NBUK, Sa3(0), 005/ Ta,w) > mKP(tT,),
i=a+1

(3.4)

1V tejto praci budeme pouzivat tento anglicky termin, pretoze je trefnejsi nez preklad
,platiaca® swapcia.
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kde

BI(K, F,v,w) = Fw®(wd, (K, F,v)) — Kw®(wds(K, F,v)),
In(F/K 2/2
d1<K7F7U): n( / )+U/ )

v

do(K, F,v) = In(F/K) —02/27

v
v =005V Ta

a 04,3 je implikovand volatilita kotované na trhu a pre uvazovana payer swapciu
je w = 1 (call opcia). Podobne by sme spoéitali cenu receiver swapcie s jedinou
zmenou w = —1 (put opcia).

7 analytickej formule pre vypocet ceny put opcie v ¢ase t na kuponovy dlhopis
so splatnostou v ¢ase T" a realiza¢nou cenou K uvedenej v mozeme analyticky
ocenit aj europske swapcie ako dosledok toho, ze ich mdzeme povazovat za opcie
na kuponové dlhopisy. Uvazujme payer swapciu so strike cenou K, splatnostou
v ¢ase T a nominalnou hodnotou N, ktora dava drzitelovi pravo vstupit v ¢ase
T do urokového swapu s vyplatnymi ¢asmi 7 = {T3,...,T,}, T} > T, kde plati
fixn sadzbu K a prijima PRIBOR. Ozna¢me 7; ¢asové obdobie medzi T; 1 a T;,
1t =1,...,n a mnozinu ¢; := K7, pre it =1,....n—1ac¢, := 1+ K7,. Dalej
oznac¢me r* hodnotu spotovej irokovej sadzby v ¢ase T', pre ktort plati

S GA(T.T)e BT < 1,

=1

a polozme K; := A(T,T;) exp(—B(T,T;)r*), potom cena platiacej swapcie v ¢ase
t < T je dané vztahom

PS(t,T,7,N,K) =N Y ZBP(,T.T; K;). (3.5)

=1

Analogicky mozeme vyjadrit cenu receiver swapcie.

Pre HW model spoc¢itame modelované ceny swapcii pomocou . Pre BK
model av8ak neexistuji presné analytické formule na vyjadrenie cien diskontova-
nych dlhopisov a opcii na dlhopisy. Preto je nevyhnutné spocitat cenu swapcii
prostrednictvom stromu, ktorého konstrukciu sme popisali v Pre tucely ka-
libracie a spocitanie trznych cien swapcii sme pouzili trzné implikované volatility
kotované na trhu k 1.11.2013 pre tenory 3 a 5 rokov, ktoré najdeme v tabulke [3.1]
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Tenor
Maturita || 3Y 5Y
1M 58.6 48.5
2M 60.4 524
3M 61 54.3
6M 62 56.7
9M 59.2 55
1Y 57.4 53.2
18M 52.8 49.6
2Y 49.8 46.1
3Y 42.6 39.6
4Y 39.1 36.6
5Y 36.3 33.9

Tabulka 3.1: Implikované volatility (v %) pre swapcie k 1.11.2013. Zdroj Reuters.

a o
Hull-White model 0.0341 0.0245
Black-Karasinski model | 0.0289  0.262

Tabulka 3.2: Parametre kalibrované na trzné swapcné ceny.

V tabulke najdeme parametre a a o ziskané kalibraciou pre prislusné mo-
dely.

Pozrime sa eSte na stredné kvadratické chyby odhadov parametrov a a o pre
jednotlivé modely, ktoré najdeme v tabulke Napriek tomu, ze HW model o
nie¢o malo lepsie fituje teoretické trzné ceny nez BK model, nemo6zeme tento model
prehlasit za lepsi. Ba naopak, v nasledujtcej kapitole ukdzeme, 7e vhodnejSim
kandidatom pre ocenenie nami vybraného finan¢ného néastroja je prave BK model.
Moznym dovodom preco je strednd kvadratickd chyba simulovanych cien vicsia
u BK modelu je prave aproximacia cien swapcii pomocou trinomického stromu,
nez v pripade HW modelu je to analyticka formula. Zaroven musime podotknut,
7e tieto vysledky st zalozené na trznych cenach k jednému urcitému dni, ak sa
situacie ¢o len trochu zmeni, vysledky kalibracie sa mozu vyrazne liSit.
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HW model BK model
RMSE | 2.05 x 1072 2.78 x 1073
MSE | 421 x107% 7.73 x 1076

Tabul'ka 3.3: Stredné kvadratické chyby odhadov parametrov pre jednotlivé mo-
dely.
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Kapitola 4

Sporiace Statne dlhopisy

V novembri 2011 Ministerstvo financii CR vydalo pilotni emisiu sporiacich Stat-
nych dlhopisov (SSD) uréenych tuzemskym a zahrani¢nym fyzickym osobam a
neziskovym institiciam. Cielom ministerstva bolo zmapovat zaujem drobnych in-
vestorov o tento inStrument a najma navysit podiel drzitelov §tatneho dlhu éeskej
republiky prave v segmente doméacnosti a neziskovych instittcii. Jedna sa o zdroj
financovania Statu, ktorého rozvoj a systematicka prevadzka by mohla priniest v
strednodobom vyhlade vyznamny stabilizujici prvok riadenia refinan¢ného rizi-
ka, ktoré vznik& neschopnostou statu emitovat nové dlhopisy na finan¢nom trhu k
splateniu svojich dlhopisov alebo zavizkov, ktoré st v dany moment splatné. f)alej
moZe zmiernit neistoty ohladom funkénosti eurdpskych finan¢nych trhov a priniest
siadicu institucionalnu diverzifikaciu drzitelov statneho dlhu CR smerom k posi-
leniu doméceho konzervativne ladeného segmentu domacnosti. Struktira statneho
dlhu CR je z hladiska drzitelov charakterizovana velmi nizkym podielom spomi-
naného segmentu. Co dosved¢uje nasledujica tabulka, ktorej ¢isla pochadzaju z
oficidlnych webovych stranok a publikacii Ministerstva financii CR [23].

2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014
Domacnosti 1,1% 1,1% 0,9% 2,0% 3, 7% 53% 4,8%
Domaéce finan¢né instittcie | 71,2% 69,7% 65,0% 61,.9% 63.8% 56,4% 65,0%
Zahrani¢né inStitacie 24.2% 259% 29.2% 28,9% 29,3% 32,1% 27.3%
Ostatné institucie 35%  33% 49% 72% 3,3%  6,1% 2.8%

Tabulka 4.1: Strukttra drzitelov §tatneho dlhu CR.

Tato diskrepancia vyplyva z dosavadnej koncentracie domécej emisnej ¢innosti
CR na inStitucionalny finanény sektor a z absencie dlhopisového néstroja s emis-
nymi podmienkami zameranymi na drobnych investorov a domacnosti, ktorych
motiviciou je dlhodobé sporenie prostrednictvom statnych dlhopisov. Takéto na-
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stroje st bezné vo viacerych vyspelych zemiach ako napriklad Nemecko, Rakusko,
Kanada, Spojené $taty americké, Svedsko, Madarsko alebo Pol'sko.
Nepredpokladalo sa, ze predaje dlhopisov pilotnej emisie presiahnu 10 miliard
K¢. Povodné upisovacie obdobie stanovené emisnymi podmienkami od 3.10.2011
do 1.11.2011 bolo skréatené len na 5 dni, a to do 7.10.2011 z dévodu velkého za-
ujmu upisovatelov o tieto dlhopisy. Aj napriek vyraznému skrateniu upisovacieho
obdobia bolo upisanych dlhopisov v celkovej nominalnej hodnote 20,4 miliardy K¢.
Mimoriadny zaujem verejnosti o investovanie finanénych prostriedkov do SSD mo-
zeme pricitat vysokej atraktivnosti tohoto inStrumentu, ktory predstavuje bezpec-
ny a konzervativny sposob sporenia zalozeny na garantovanom trokovom vynose a
garancii splatenia dlznej ¢iastky priamo zo strany éeskej republiky. Tento enormny
dopyt moze indikovat takisto nevhodne nastavené parametre a emisné podmienky
dlhopisu, ktoré vyrazne zvyhodhuju drzitela voc¢i emitentovi. Délezitou vlastnos-
tou SSD je postupne rastici kupon (v anglickej terminologii tzv. step-up coupon),
ktorého ciefom je motivovat drzitela drzat dlhopis do splatnosti. Zaroven je ale
mozné SSD v urcitych ¢asovych obdobiach predcasne splatit bez sankcii a poplat-
kov. Tieto doplnkové vlastnosti robia tento dlhovy inStrument velmi atraktivnym
pre potencionalnych investorov.
Predmetom nagSej Stiudie bude ocenit vybrané sporiace Statne dlhopisy spolu
s vnorenou opciou, ktord predstavuje moznost predcasného splatenia istiny na

poziadanie drZitela.

Emitent

Zkrdteny ndzov

Poradové &islo emisie

Nomindlna hodnota

Emisny kurz k ditumu emisie

Forma dlhopisu

Podoba dlhopisu

Druh dlhopisu

Mena

Datum pociatku lehoty pre upisovanie emisie
Ddtum ukonéenia lehoty pre upisovanie emisie
Ddtum emisie

Ddtum splatnosti

Vynos dlhopisu

Zdanenie vynosu dlhopisu

I15IN

Ministerstvo financii CR
SSD-P CR, FIX %, 1611
84.
1Keé
100% nominélnej hodnoty
cenny papier na dorutitela
zaknihovany cenny papier
statny dlhopis
koruna éeska (CZK)
4.11.2013
12.12.2015
12.12.2013
12.12.2016
uréeny pevnou urokovou sadzbou®
podfa pravnych predpisov CR
CZ0001004170

Ministerstvo financii CR
SSD-K CR, FIX %, 1811
85.
1KE
100% nomindlnej hodnoty
cenny papier na doruéitela
zaknihovany cenny papier
statny dihopis
koruna teska (CZK)
4.11.2013
12.12.2017
12.12.2013
12.12.2018
uréeny pevnou Urokovou sadzbou®
podFa pravnych predpisov CR
CZ0001004188

Ministerstvo financii CR
SSD-R CR, FIX %, 1811
86.
1KeE
100% nomindlnej hodnoty
cenny papier na doruéitela
zaknihovany cenny papier
statny dihopis
koruna ceska (CZK)
4.11.2013
12.12.2017
12.12.2013
12.12.2018
uréeny pevnou Urokovou sadzbou®
podla pravnych predpisov CR
CZ0001004196

*stanoveny pre jednotlivé vynosové obdobia, vid obr. 4.3

Obr. 4.1: Zakladny popis dlhopisov vo vianoc¢nej emisii 2013.

Kuptjici alebo drzitel SSD (retailovy segment) kupuje od emitenta (Minis-
terstvo financif CR) puttable dlhopis. Spravidla byvaju tieto dlhopisy s vnorenou
put opciou drahsie nez dlhopisy bez opcii s rovnakymi parametrami. Zaroven mu-
sime podotkntut, ze retailovy segment sa nebude chovat racionalne ako finan¢né
institucie v zmysle ndkupu alebo predaja cennych papierov, tzn. drobni investori v
podobe domécnosti CR nebudi realizovaf svoje op¢éné pravo v mnohych situdciach
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aj keby to bolo pre nich vyhodné. Co mé za nésledok zniZenie ceny vnorenej put
opcie. V naSom modele uvazujeme, ze drzitel realizuje svoju opciu akonahle to bu-
de pre neho vyhodné. Na ocenenie takto komplikovanych instrumentov sa v praxi
vyuzivaju rozne numerické techniky. My sa na tychto prikladoch budeme snazit
demonstrovat jednu z nich.

4.1 Podrobnejsie informacie o dlhopisoch

Cielom strednodobého sporiaceho dlhopisového programu bolo vymedzit zakladny
ramec pre emisni ¢innost Ministerstva financii v oblasti neobchodovatelnych do-
macich $tatnych dlhopisov vo vyhlade do roku 2014 z hladiska typov pontkanych
dlhopisov, zabezpecenia technickej prevadzky a distribu¢nej infrastruktary. Minis-
terstvo pontikalo sporiace $tatne dlhopisy v dvoch verejnych séridch v priebehu
kalendarneho roku, v tzv. jarnej sérii a vianoc¢nej sérii. Indikativny dadtum emisie
bol stanoveny na jin a december a upisovacie obdobie na maj a november pre
prislugni sériu. Po obmene vedenia na Ministerstvu, prestali byt SSD ponikané
Sirokej verejnosti. Poslednou bola jarna emisia v roku 2014, teda dohromady s pi-
lotnou emisiou ich bolo Sest. V tejto praci sa zameriame na predposlednt viano¢ni
emisiu v decembri 2013, ktora pontkala nasledujtice typy dlhopisov (obrazok .
Vsetky informacie o parametroch dlhopisov si dostupné na webovej stranke [26].

SSD patria medzi najbezpecnejsie, konzervativne sposoby sporenia, pretoze
predstavuju finanény nastroj s garantovanym vynosom dlhopisu a garanciou spla-
tenia dlznej ¢iastky. Platné ohodnotenie finanénej sposobilosti (rating) dlhodobych
korunovych zavizkov CR k datumu urcenia emisnych podmienok vykonané spo-
lo¢nostou Standard & Poor’s je na trovni AA, spoloc¢nostou Moody’s na trovni
A1 a spolo¢nostou Fitch Ratings na tirovni AA-.

Dlhopisy moze upisat len fyzickd osoba, ob¢ianske zdruzenie fyzickych osob;
odborova organizacia alebo organizicia zamestnavatelov; nadacia alebo nada¢ny
fond; vSeobecne prospesné spolo¢nost; stavovska komora alebo profesijna organi-
zacia; Skolska pravnicka osoba, ktorej zriadovatefom nie je ministerstvo, kraj, obec
alebo zviiz obcf; Hospodéiska komora Ceské republiky alebo Agrarni komora Ces-
ké republiky; verejna vysokd Skola; verejna vyskumnd institicia; Ceska televize,
Cesky rozhlas alebo Ceska tiskova kancelar; Vieobecna zdravotni pojistovna Ces-
ké republiky alebo rezortna, odborova, podnikova a dalsia zdravotné poistovia;
Gzemné samospravne celky a vySSie Gizemné samospravne celky CR alebo hlavné
mesto Praha; dobrovolny zvizok obci; Svaz mést a obci Ceské republiky, Sdru-
zeni mistnich samosprav Ceské republiky alebo Asociace kraju Ceské republiky;
spolocenstvo vlastnikov jednotiek.

Predpokladané celkova nominalna hodnota emisie pre 3-ro¢ny prémiovy dlhopis
bola 5 miliard kortn a pre 5-ro¢ny kuponovy dlhopis 500 miliénov korin. Dlhopi-

42



ZAKLADNIi PARAMETRY SPORICICH STATNICH DLUHOPISU VYDAVANYCH DNE 12. 12. 2013

Statni spofici dluhopis 2 Prémiovy H Kuponovy Reinvestiéni fd Proti-inflacni
. . . . 4.11.-29.11. 4.11.-29.11. 4.11.-29.11. 4.11.-29.11.
Upisovaci obdobi 1. transe 2013 2013 2013 2013
Datum emise transe 12.12.2013 12.12.2013 12.12.2013 12.12.2013
Datum splatnosti emise 12.12.2016 12.12.2018 12.12.2018 12.12.2020
Jmenovita hodnota 1 ks 1 Ké 1 Ké 1 Ké 1 Ké
Emisni kurz 100% 100% 100% 100%
Min. poéet ks 1 objednavky dluhopisi 1000 ks 1000 ks 1000 ks 1000 ks
Pofizovaci cena 1 000 ks 1 000 K& 1 000 K& 1 000 K& 1 000 K&
Max. hodnota objednavky na osobu 50 000000ks 50000000ks 50000000ks 50000000 ks
Upis formou reinvestice jmenovité hodnoty ANO NE ANO ANO
pevna urokova procentni zména
Typ urogeni sazba s prémii rostouci pevna rostouci pevna indexu
v poslednim  urokova sazba Urokova sazba spotfebitelskych
roce cen
Reinvestice vynosu diuhopisu® ANO NE ANO ANO
Frekvence pfipsani vynosu diuhopisu 1x rotné 1x roéné 1x roéné 2x rotné
Vyplata vynosu diuhopisu pfi splatnosti 1x roéné pfi splatnosti pfi splatnosti
MoZnost pfed€asného splaceni ANO ANO ANO ANO
Mozno.st reln\{fasltlce ]menoylt:a hodnoty ANO ANO ANO ANO
dluhopisu do jinych dluhopisu

*wynos diuhopisu neni vyplacen, ale je reinvestovan pFipsanim daldich spoficich statnich diuhopisd ve viEi vimosu diuhopisu na majetkovy Oéet

Obr. 4.2: Pontkané dlhopisy vo viano¢nej emisii 2013.

sy mohli byt v silade s ustanovenim § 7 zadkona o dlhopisoch vydané v menSom
alebo vo vic¢som objeme emisie nez bola predpokladana celkovd nominalna hod-
nota emisie dlhopisov. Mozny rozsah zvicSenia objemu emisie dlhopisov ¢inil 50
milidrd korun. Emisie dlhopisov mozu byt vydavané v ramci lehoty pre upisovanie
emisie dlhopisov postupne po ¢astiach, tzy. v tranziach. Aj v tejto viano¢nej emisii
bolo upisovacie obdobie prvej tranze skratené len na 4 dni kvoéli vysokému dopytu
zo strany upisovatelov. Dohromady bolo upisanych takmer 11 milidrd kusov preé-
miového 3-ro¢ného dlhopisu a takmer 1,4 miliardy kusov kupénového 5-roc¢ného
dlhopisu.

Dlhopisy boli pontikané k tipisu verejne, prostrednictvom poverenych oséb. Me-
dzi sprostredkovatelov upisovania dlhopisov patrili Ceska sporitelna, a.s., Cesko-
slovenska obchodni banka, a.s., J&T BANKA, a.s., Komer¢ni banka, a.s. a vybrané
pobocky éeskej poSty, s.p. Jeden upisovatel moéze upisat prostrednictvom jednej
ziadosti o upis najmenej 1000 kusov dlhopisov s nominalnou hodnotou 1 K¢. Da-
lej jeden upisovatel moéze podat ziadost alebo ziadosti o tpis pri tpise dlhopisov
kazdej tranze emisie dlhopisov v celkovom pocte najviac pat milionov kusov pre
kazdu jednotlivii tranzu emisie dlhopisov. Upisovatelia st povinni pri podani Zia-
dosti o upis distribitorovi alebo ministerstvu déveryhodnym spésobom dosved¢it,
ze nélezia medzi osoby vyhradené emisnymi podmienkami k tpisu. Cenou tpisu
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dlhopisov prislusnej tranze emisie dlhopisov sa rozumie celkovd nominélna hod-
nota dlhopisov upisovanych jednym upisovatelom prostrednictvom jednej ziadosti
o upis nasobend jej emisnym kurzom. Upisovatel je povinny uhradit cenu tpisu
dlhopisov do piatich pracovnych dni od datumu ukoncenia upisovacieho obdo-
bia prislusnej tranze emisie dlhopisov, ak neur¢i ministerstvo najneskor k datumu
zahajenia upisovacieho obdobia prislusnej tranze emisie dlhopisov inak. Od okam-
ziku uhradenia ceny tpisu dlhopisov do datumu vydania prislusnej tranze emisie
dlhopisov nie je tato ¢iastka trocend. Upisovacie obdobie pre prvi tranzu emisie
dlhopisov bolo ukoncené k datumu 29.11.2013. O vydani pripadnych dalsich tran-
7iach emisie dlhopisov moéze rozhodnit emitent a urcit datum zahajenia a datum
ukoncenia upisovacieho obdobia prislugnej dalsej tranze emisie dlhopisov.

Vynos dlhopisu je ur¢eny pevnou trokovou sadzbou vo vyske, ktora pre kaz-
dé urokové obdobie narasté, vid Vynosy st vyplacané jedenkrat roc¢ne, a to
vzdy k datumu 12.12. za¢inajic rokom 2014 pre vybrant viano¢ni emisiu. Celkova
¢iastka vynosov zo vSetkych dlhopisov vlastnika tejto emisie dlhopisov vyplatena
vlastnikovi dlhopisov sa po zdaneni dane vyberanej zrazkou podla zvlastnej sadzby
dane zaokruhluje na haliere. Ak pripadne datum vyplatenia vynosov na den, ktory
nie je pracovnym dnom, bude vyplatenie vynosov uskuto¢nené prvy nasledujici
pracovny den bez niroku na vynos za toto odsunutie platby.

Od 1.1.2013 nadobudla platnost novela zékona ¢. 192/2012 Sb., o daniach z
prijmov, ktord upravuje zdanenie vynosov. Pred touto novelou bola v stulade so
zékonom ¢. 586/1992 Sb., o daniach z prijmov, efektivna dan sporiacich §tatnych
dlhopisov vplyvom zaokriuhlovania nulova. Zaklad dane pre 15% zdanenie vynosov
z drzania cennych papierov sa stanovoval samostatne za jednotlivé cenné papie-
re. Zaklad dane sa nasledne zaokrihloval na celé koruny dole. PretoZze nominélna
hodnota jedného dlhopisu ¢ini 1 K¢, vplyvom zaokrihlenia bola efektivna dan nu-
lova. Tato zmena sa netyka starSich emisii pred rokom 2013, ktoré budi az do
svojej splatnosti podliehat zdaneniu podla pravnej upravy platnej k datumu emi-
sie. VSetky nové emisie dlhopisov od zaciatku roka 2013 a teda aj nasa pozorovana
viano¢na emisia budu podliehat zdaneniu podla spominanej novely zakona o da-
niach z prijmov. Danovéa tlava padla a arokové vynosy vyhlasované Ministerstvom
financii buda v hrubej vyske, a preto budi musiet potencionéalni investori pocitat
s tym, Ze ich dostanti v poniZenej vyske o 15% zrazkovia daii.

Vynosové obdobie sa stanovilo ako 12-mesacné, a to vzdy od 12.12. prislusného
roku do 12.12. nasledujtceho roku. Prvé vynosové obdobie pre vyplatenie vynosu
sa stanovilo od 12.12.2013 do 12.12.2014. Vypocet vynosu a pomerného vynosu
prebieha na baze skuto¢ného poctu kalendarnych dni v roku a skuto¢ného poctu
dni v prislusnom vynosovom obdobi (Standard act/act). Vynos obdrzi vzdy osoba,
ktora je vlastnikom dlhopisu k datumu 12.11., za¢inajic rokom 2014. Zaobstara-
nie dlhopisov nie je zatazené ziadnym poplatkom a podobne nie st spoplatnené
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ani dalsie sluzby ako napriklad zriadenie a vedenie majetkového u¢tu, na ktorom
buda evidované dlhopisy. Emitent si podla ustanoveni § 9 zakona o dlhopisoch
vyhradzuje préavo splatit dlhopisy pred datumom ich splatnosti vratane pomerné-
ho vynosu v pripade, ked na strane emitenta vo vztahu k vlastnikovi dlhopisov
vznikna pochybnosti ohladom pravdivosti poskytnutych udajov a informacii alebo
iné pochybnosti o tom, ¢i je upis dlhopisov v siilade s povahou a poziadavkami
stanovenymi emisnymi podmienkami, ¢i nie si obchadzané, a to najmé v suvislos-
ti s okruhom 0so6b opravnenych nadobudnit tieto dlhopisy vratane pochybnosti o
poskytnutych informéciach o pévode finan¢nych prostriedkov pouzitych k thrade
ceny upisu dlhopisov.

Dolezitou vlastnostou tohoto nastroja je mozné vratenie investovanych financ-
nych prostriedkov formou predcasného splatenia, a to bez akejkolvek financénej
penalizacie. Ziadost o predcasné splatenie zo strany vlastnika dlhopisov je mozné
podévat v stanovenych obdobiach, tzn. ide o typ bermudskej opcie, ktort moze
uplatnit v urcitych obdobiach. Do 500 tisic kusov nie je ziadost o pred¢asné splate-
nie k jednému datumu predc¢asného splatenia nijak obmedzena. Z celkového poctu
nad 500 tisic kusov moze byt predéasne splatené k jednému datumu pred¢asného
splatenia najviac 50% kusov. Prislusny vynos alebo pomerny vynos za obdobie
od datumu zahajenia prislusného vynosového obdobia do datumu predc¢asného
splatenia bude po zdaneni dafiou vyberanou zrazkou podla zvlastnej sadzby da-
ne vyplateny a nominalna hodnota prislusnych dlhopisov bude splatena osobe,
ktora je vlastnikom dlhopisu vzdy k prvému pracovnému diu po prislusnom datu-
me posledného mozného podania ziadosti o pred¢asné splatenie. V nasledujicich
tabulkach st uvedené kupoénové platby a stanovené datumy podania ziadosti o
predcasné splatenie pre prislusné typy dlhopisov v danej emisii zdroj opat
www.sporicidluhopisycr.cz.

Obdobi & prémiovy H Kuponovy EReinvestiéni
12.12. 2013 - 12.12. 2014 0,50% 0,50% 0,50%
12.12. 2014 — 12.12. 2015 0,50% 1,00% 1,00%
12.12. 2015 — 12.12. 2016 6,00% 3,00% 3,00%
12.12. 2016 — 12.12. 2017 4,00% 4,00%
12.12. 2017 — 12.12. 2018 5,50% 6,50%

Obr. 4.3: Vynosy jednotlivych typov dlhopisov.

4.2 Ocenenie

V tejto sekcii sa blizSie pozrieme na ocenenie a nastavenie urokovych parametrov
dvoch typov dlhopisov z viano¢nej emisie v roku 2013, a to 3-ro¢ného prémiové-
ho dlhopisu a 5-ro¢ného kupénového dlhopisu. Upisovacie obdobie pre oba typy
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Bl PREDCASNE SPLACENI PREMIOVYCH SPORICICH STATNICH DLUHOPIS

Podéni Zadosti o pfedéasné Datum
splaceni predéasného splaceni

1.10.2014 - 31 102014 12 122014

1.10.2015 - 30.10.2015 12.12.2015

EESREDcASNE SPLACENT KUPONOVYCH SPORICICH STATNICH DLUHOPISO

Podani Zadosti o predcasné Datum
splaceni predéasného splaceni
1.10.2014 - 31.10.2014 12.12.2014
1.42015- 3042015 12.6.2015
1.10.2015 - 30.10.2015 12.12.2015
142016 - 2942016 12.6.2016
3.10.2016 - 31.10.2016 12.12.2016
342017 - 28.4 2017 12.6.2017
2102017 - 31.10.2017 12.12.2017
342018 - 30.4.2018 12.6.2018

Obr. 4.4: Obdobia pre podanie ziadosti o predcasné splatenie istiny.

dlhopisov zapocalo k datumu 4.11.2013. Pre ocenenie preto budeme vychadzat z
vynosovej krivky ceskych Statnych bezkupénovych dlhopisov k datumu 1.11.2013,
teda tesne pred zac¢iatkom upisovacieho obdobia, ktorej jednotlivé vynosy podla
splatnostnej Struktiry vyrovnavame pomocou Swenssonovej metody H Vynos 3-
ro¢ného dlhopisu k tomuto datumu sa pohyboval okolo 0,60% a vynos 5-ro¢ného
dlhopisu okolo 1,1%. Na obrazku vidime okrem vynosovej krivky bezkupoéno-
vych Statnych dlhopisov aj swapovi krivku.

0020
0.025F
0.020 |

0015} ] — Vynosova krivka

Urokowa sadzba

Swapova krivka
o.otof

0005

0.000 |
L

Obr. 4.5: Vynosova krivka Statnych dlhopisov CR a swapova krivka k datumu
1.11.2013.

1Studijné materidly a vlastné pozndmky z prednésok pana docenta Hurta.
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Kupénové platby SSD boli nastavené tak, aby motivovali investorov drzat dl-
hopisy do splatnosti a to tak, ze §lo o tzv. step-up kupon, teda kupon s rasticou
sadzbou, vid tabulku vynosov jednotlivych dlhopisov na obrazku [4.3] Na nasledu-
jicom obrazku vidime vyvoj vynosov ceskych statnych dlhopisov od roku 2011
pre tri splatnosti, a to 3, 5 a 10 rokov. V pripade 3-ro¢ného prémiového dlhopisu
nesiceho priemerny vynos 2,3% je porovnatelny vynos pozorovany naposledy ku
koncu roka 2011. Podobne je to aj u 5-ro¢ného kupénového dlhopisu s priemernym
vynosom 2,8%. Dalej musime podotknit, Zze vynosy dlhopisov ale aj referencné a
swapové sadzby boli v roku 2013 na pomerne nizkych trovniach. No napriek tomu
nasledujice dva roky vynosy z dlhopisov ako aj urokové sadzby klesali a dostali
sa na ovela nizsie urovne. Tento jav nenastal len v éeskej republike ale postihol
takmer cely eurépsky finanény trh.

BV100480 Index - Mid Price (
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Obr. 4.6: Vyvoj vynosov ¢eskych $tatnych dlhopisov pre splatnost 3, 5 a 10 rokov.
Zdroj Bloomberg.

4.2.1 Konstrukcia stomu

Uvazujme 3-ro¢ny dlhopis z tabulky [4.2] s prislusnymi kupénovymi platbami [4.3]a
obdobiami mozného predc¢asného splatenia Konstrukciou 3-ro¢ného trinomic-
kého stromu pre HW model popisanou v sekcii 2.1.1] s prislusnymi kalibrovanymi
parametrami z tabulky a Casovym krokom 1 mesiac obdrzime 653 zapornych
arokovych sadzieb. Jeho grafickii reprezentéciu mozeme vidiet na obrazku [1.7]
ktord na prvy pohlad vyzerd prekvapujuco, pretoZe strom sa zda byt symetricky
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okolo nuly. Co zapricinuje fakt, Ze arokové sadzby boli na trovniach blizkych nule
a splosteny tvar vynosovej krivky na kratSom konci. HW trinomicky strom nemo-
zeme pouzit na ocenenie inStrumentov kvoli vysokej pravdepodobnosti produkcie
velkého poctu zapornych trokovych sadzieb, ktoré by vel'mi skreslili vysledni cenu
pozorovaného produktu. Napriek tomu, ze HW model lepSie kalibroval trzné ceny
swapcii nez BK model, pre ocenenie SSD sa javi Black-Karasinski model a jeho
trinomicky strom ako lepsi kandidat.
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Obr. 4.7: Trinomicky model pre Hull-Whiteov model.

Log-normalny model sme vybrali z dovodu vel'mi nizkych trokovych sadzieb,
ktoré v poslednom obdobi suzuja viaceré krajiny Eurdpy. Ostatné modely, kto-
ré predpokladaji norméalne rozdelenie v zmenéch trokovych sadzieb maja vysoki
pravdepodobnost po¢etného vyskytu zapornych sadzieb. No na druhd stranu treba
podotknut, Ze eSte v nedavnej dobe by nas boli investori a rozni veritelia vysmiali
za zaporne kotované kratke urokové sadzby, no dnes vieme, Ze tento nezvycajny
jav skuto¢ne nastal. Referen¢né sadzby EURIBOR (Euro Interbank Offered Rate)
a swapové sadzby do splatnosti troch rokov st zaporné.

Medzi dalsie postrehy v ramci ocenenia SSD musime spomentt polovi¢ny limit

na predcasné splatenie celkového poctu kusov cennych papierov nad 500 tisic, ktory
mozeme plne eliminovat na zéklade charakteristik Statistického stiboru drzitelov

48



SSD, pretoze 75%-ny kvantil po¢tu dlhopisov v obehu drzanych jednym drzite-
Tom je pre vSetky typy dlhopisov priblizne 500 000 kusov a fakt, Ze dohromady
za $est emisii bolo pred¢asne splatenych len 0,59% celkovej nominalnej hodnoty
nakdpenych dlhopisov. Na obrazku vidime graficki reprezentaciu trinomicke;j
mriezkovej Struktiry pre Black-Karasinski model s mesa¢nym krokom a prislusny-
mi irokovymi sadzbami. Mesa¢ny krok sme zvolili z dovodu, Ze centrilna banka uz
niekol'ko rokov drzi svoj hlavny menovo-politicky nastroj v podobe repo operacii
na technickej nule (0.05%). Ide o 2-tyzdiovii repo sadzbu, za ktord CNB prijima
od bank prebytoc¢na likviditu a bankdm predava ako kolaterél dohodnuté cenné
papiere. Preto prvou signifikantnou trokovou sadzbou, ktord nie je priamo pod
vplyvom centralnej banky je mesa¢na sadzba alebo mesaény vynos zo Statnych
pokladni¢nych poukazok. Prostrednictvom tejto mriezky spocitame cenu vnorenej
opcie kuponového dlhopisu, ktora umoziuje majitelovi cenného papiera predcasne
poziadat emitenta o vratenie istiny v predom stanovenych obdobiach. Obdobie pre
podanie ziadosti je dlhé jeden mesiac, s rovnako dlhym ¢asovym krokom mézeme
teda predpokladat, ze ide o jeden ¢asovy okamih.

Emisny kurz vSetkych dlhopisov v kazdej zo Siestich emisii bol rovny 100%, tzn.
1000 kusov SSD s nominélnou hodnotou 1 K¢ bolo preddvanych domécnostiam za
1000 Ké¢. V pripade spominaného 3-ro¢ného SSD z vianoc¢nej emisie 2013 s pri-
slusnymi kupénovymi platbami nam jeho kalkulované cena v ¢ase emisie vysla
104,41 a cena vnorenej put opcie tohoto dlhopisu je nulova. Vsetky ceny st spocita-
né bez zahrnutia 15 % zrazkovej dane. Cena tejto opcie je 0 z dovodu vyplacaného
posledného kupoénu, ktory je 12-nésobne vacsi nez kupony v predoslych rokoch a
ktory zraza cenu put opcie nadol. Napriek tomu, Ze pouzivame lognormalny model,
ktory produkuje len kladné trokové sadzby s pomerne vysokou volatilitou, ktory
ma tendenciu konvergovat k nekoneénu je 6%-ny kupon vyplateny v splatnosti
dlhopisu vyrazny faktor ovplyviujici cenu vnorenej put opcie. Cena celého instru-
mentu indikuje, Ze Stat pontka dlhopisy podstatne lacnejsie nez je ich spravodliva
hodnota.

Zaujimavym pozorovanim je, ze ak by bol posledny kupo6n rovnaky ako predoslé
kupoény, teda 0,5%. Cena takto upraveného dlhopisu bez vnorenej opcie by bola
99,05 a cena vnorenej put opcie 0,87. Za tuto opciu kupujici plati emitentovi,
takZe navysi cenu celého inStrumentu na 99,71. Co sa uz podobéa hodnote emisného
kurzu.

Dalsim zaujimavym pozorovanim je cena hypotetického SSD s vnorenou call
opciou, teda callable dlhopis, ktory zvyhodiiuje emitenta a dava mu moznost pred-
Casne splatit istinu dlhopisu veritelovi. Ako sme uviedli vyssie, cena 3-ro¢ného SSD
s prislusnymi kupénovymi platbami je v ¢ase emisie 104,41 a cena vnorenej call
opcie je 4,91. Tato cena opcie ale celkovi cenu SSD znizuje na 99,51. Znova je
tato hodnota blizko emisnej cene rovnej 100. Za tychto okolnosti sa sporiaci Statny
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Obr. 4.8: Trinomicky strom pre 3-ro¢nu splatnost pre Black-Karasinski model.

dlhopis s prislusnymi emisnymi podmienkami javi ohodnoteny skor ako inStrument
s vnorenou call opciou pre emitenta a nie ako finan¢ny néstroj, ktorého pévodné
zamy$lanie bolo umoznit drzitelovi poziadat o predc¢asné splatenie istiny.

Vyznamnym faktorom ovplyviiujicim cenu skimaného produktu je prave na-
stavenie vysky kuponu. Pozrime sa na tabulku [£.2] v ktorej st spocitané hypote-
tické ceny 3-ro¢ného prémiového sporiaceho dlhopisu s prislusnymi cenami opcif
pri zmene vyplacanych kupoénovych sadzieb.

V pripade 5-ro¢ného kupoéonového dlhopisu s prislusSnymi kupénmi a bez vno-
renej opcie je jeho cena v Case emisie rovna 107,28 a cena vnorenej put opcie je
0. Vyrazné navysenie ceny SSD je sposobené jeho samotnou dlhSou splatnostou a
vy$sim poc¢tom obdobi pre podanie ziadosti o mozné predc¢asné splatenie. Opéat ak
spoc¢itame cenu callable dlhopisu, jeho cena bude 99,39 a cena samotnej call opcie
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Kupony Cena
Puttable Put Callable Call
dlhopis  opcia dlhopis opcia

l.rok  2.rok 3.rok | Dlhopis

0.5% 0.5% 6% 104.41 104.41 0 99.51 4.91
0.5% 05% 4% 102.46 102.46 0 99.51 2.95
0.5% 0.5% 2% 100.51 100.51 0 99.51 1.00

0.5% 0.5% 0.5% | 99.05 99.71 -0.66  99.05 0

Tabulka 4.2: Ceny 3-ro¢ného prémiového dlhopisu a vnorenych opcii v zavislosti
na kupoénovych platbach.
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Obr. 4.9: Trinomicky strom pre 5-ro¢nu splatnost.
Taktiez prikladame tabulku s hypotetickymi cenami dlhopisov a opcii pre
rozne nastavenia vysky kuponu.

Na prvy pohlad sa zda, Zze emisie SSD su pre §tat nevyhodné, pretoze ich vy-
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Kupony Cena
l.rok 2ok 3.rok 4.rok 5.rok | Dlhopis Putta]ole PUt. Callal?le Cau
dlhopis  opcia dlhopis  opcia

0.5% 1% 3% 4% 5.5% | 107.28 107.28 0 99.39 7.89
0.5% 1% 1.5% 2% 2.5% | 101.08 101.08 0 99.33 1.75
1.5% 1.5% 1.5% 1.5% 1.5% | 101.16 101.64 -0.48  99.71 1.45
0.5% 1% 1% 1% 2% 99.17 100.00 -0.83 98.84 0.33
0.5% 05% 0.5% 05% 0.5% | 96.30 99.90 -3.60  96.30 0

Tabulka 4.3: Ceny 5-ro¢ného kupénového dlhopisu a vnorenych opcii v zavislosti
na kupoénovych platbach.

nosy daleko presahuju vynosy z cennych papierov predavanych v aukciach velkym
finan¢énym institaciam. Pravdou v8ak je, Ze ide o uplne odlisné trhy pre réznych
veritelov. ,,Klasické“ dlhopisy sa predavaju niekolkokrat mesac¢ne vo velkych ob-
jemoch, naproti tomu SSD sa predévali 2-krat ro¢ne v marginalnych objemoch z
hladiska objemu §tatneho dlhu. Malé intenzita emisii, stanovenie fixného kupénu a
rozne technické obmedzenia neumoziuji okamzite reagovat na neustale sa menia-
ce trzné podmienky ako je to u klasickych statnych dlhopisov, ktoré sa predéavaja
formou sitaze, ktory investor pontikne najmensi vynos.

Zéaroven pri riadeni Statneho dlhu nie st najdolezitejsim ukazatelom urokové
naklady ale musia sa brat v ivahu rozne rizika a strategické ciele. Stat si otvara
dalsi sposob financovania Statneho dlhu a tym padom rizikd diverzifikuje, pre-
toze eurdpske finanéné trhy su v poslednych rokoch velmi turbulentné. Zaroven
sa posiliuje dlhodoba udrzatelnost financovania dlhu. Domécnosti dostavaja ¢ast
urokovych vynosov, ktoré by beztak $tat zaplatil niekde inde. Ako sme spomenu-
li na zaciatku kapitoly, tento systém funguje v mnohych vyspelych Statoch. Stat
pripravuje v najblizSej dobe predstavenie nového systému emisii SSD pre Siroku
verejnost, ktoré by mali byt daleko flexibilnejsie, intenzivnejsie a dostupnejsie.

SSD mali poskytniat drobnym investorom alternativnu formu zhodnotenia fi-
nan¢nych prostriedkov oproti komerénym bankam. Skutocnostou vsak je, ze ani
jedind komer¢néa banka na tzemfi CR v danom obdobi nepontikala vysSie vynosy
zo svojich produktov (terminované vklady, sporiace ué¢ty, atd.) nez vynosy SSD.
Banky pre ocenenie svojich produktov pouzivaju referenéné a swapové urokové
sadzby, ktoré boli v tomto obdobi vyrazne pod statnou vynosovou krivkou, hlavne
na dlhsom konci, vid obrazok

Neoddelitelnym faktom vSak ostéva, Ze emisné parametre SSD neboli zvolené
najvhodnejsie vzhladom k dostupnym informaciam o finanénom sektore CR pred
upisovacim obdobim. Zaroven pouzité numerické metdédy v podobe stromovych
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Struktir, ktoré sme podrobne popisali v tejto praci tieto dohady potvrdzuju.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali ocenovanim dlhopisov s vnorenymi opciami pomocou
technik zalozenych na stromovych (mriezkovych) modeloch.

Stromové Struktiry a réozne numerické metody nachidzajia vyuzitie vo financ-
nom svete tam, kde analytické ocenovacie formule zlyhavaju. Prinosom prace je
demong$tracia tejto numerickej techniky na ocenenie redlne obchodovatelnych dl-
hovych néstrojoch, emitovanych Ministerstvom financii CR, a to sporiace Statne
dlhopisy s vnorenou put opciou bermudského typu.

Zaroven sme poukédzali na to, 7Ze modely predpokladajice normalitu v tro-
kovych sadzbach nepredstavuji najvhodnejsi vyber v obdobi nizkych turokovych
sadzieb. Najmé kvoli vysokej pravdepodobnosti vyskytu negativnych sadzieb, kto-
ré skresluju kalkulovani cenu modelovanych finanénych nastrojov. V poslednej
dobe sa stretavame s pripadmi, kedy urcité finan¢éné nastroje nesd zaporny vynos
(st aro¢ené zapornou sadzbou). Napriek tomu sa zd4, ze ide skor o docasny jav
a zaporné sadzby sa budi vyskytovat len po obmedzeni dobu na kratkom konci
vynosovej krivky. Tento jav dava priestor pre najdenie novych modelov popisujui-
cich stochasticku vlastnost urokovych sadzieb a takisto priestor pre nové finanéné
produkty, ktoré budi zohladhovat tito moznost.

Za tychto okolnosti velmi zalezi na skisenosti analytika, aky model najlepSie
vystihuje podstatu ocenovaného instrumentu a jeho korektné ocenenie. Nejde pre-
hliadnut fakt, Ze nastavenie predajnych parametrov a samotnej ceny sporiacich
Statnych dlhopisov sa vyrazne lisi od nami spocitanej ceny. Porovnanim modelova-
nej a skutoc¢ne pontkanej ceny dospejeme k jednozna¢nému zaveru, ze kupujicemu
sa vyplati investovat do tohto dlhopisu. Predajn& cena nemusi byt spravidla od-
vodend len od vysky trokovych nakladov ale mo6ze zahinat rozne strategické ciele.
Napriklad za uc¢elom diverzifikacie rizika plynticeho z riadenia statneho dlhu a neis-
toty na eurdpskych kapitalovych trhoch, ktoré idi na vrub prave tymto trokovym
nakladom. Namieste vznikd otazka ako vhodne vyc¢islit tieto faktory a transfor-
movat ich do celkovej ceny inStrumentu. Co by bolo predmetom najskér vhodne
zvolenych Monte Carlo simulécii za réznych stresovych podmienok na domécom a
zahrani¢nom kapitalovom trhu, ktoré prekracuji rozsah tejto prace.

Zdovodnenie vyhodnejSieho trocenia SSD oproti ,klasickym® Statnym dlho-
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pisom sa neda vyhladat v Ziadnom verejne publikovanom materialy Ministerstva
financii CR. Na otazku autora tejto prace, z ¢oho vychadza nastavenie vynosov
SSD, smerovant na odbor riadenia $tatneho dlhu CR mu bolo pisomne zdelené, ze
nastavenie vynosov SSD vychadza z internych analytickych vystupov zalozenych
prevazne na modelovani vynosovej krivky statnych strednodobych a dlhodobych
dlhopisov CR. Vynosy SSD su stanovené na zaklade tychto analyz tak, aby pre
drobnych investorov SSD predstavovali porovnatelni alternativu oproti spektru
komer¢ne pontkanych sporiacich in§trumentov. Zvyhodnené trocenie SSD oproti
klasickym SD bolo taktiez predmetom kritiky odbornej verejnosti [27]. Nie je nAm
ale doposial zname, Ze by k tejto téme bola spracovana kvalifikovand analyza.
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vyplatna funkcia

realizané cena (strike price); realizacné sadzba

nominalna hodnota

mnozina moznych scenérov, ktoré mozu vzniknit na trhu
ekvivalentna martingalova miera k P

mnozina ¢asovych okamzikov

mnozina kuponovych platieb

diskontny faktor medzi ¢asmi t a T

cena bezkuponového dlhopisu v Case t so splatnostou v Case
T

trznéa cena bezkupdénového dlhopisu v ¢ase 0 so splatnostou v
case T’

okamzita trokova sadzba v case t

spotova trokova sadzba pre jednoduché drocenie v ¢ase t so
splatnostou v case T'

spotova trokova sadzba pre zloZzené tirocenie v ¢ase t so splat-
nostou v ¢ase T

spotova trokova sadzba pre spojité Grocenie v ¢ase t so splat-
nostou v case T’

Hull-Whiteov model

rychlost navratnosti k rovnovaznej hodnote 6(t)

absolutna volatilita okamzitej trokovej sadzby

rovhovazna hodnota okamzitej trokovej sadzby
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N(p, o)
ZBC(t,T, S, K)

ZBP(t,T,S, K)

(¢, T,r(t))

CB(T,T,C)

trznd okamzita forwardova sadzba v Case 0 pre splatnost v
Case t

Standardny Brownov pohyb

distribu¢na funkcia standardizovaného normélneho rozdelenia
normalne rozdelenie so strednou hodnotou p a rozpytlom o
cena europskej call opcie v ¢ase t a realizacnou cenou K so
splatnostou v ¢ase T' na bezkuponovy dlhopis so splatnostou
v Case S

cena europskej put opcie v Case t a realizacnou cenou K so
splatnostou v ¢ase T na bezkupénovy dlhopis so splatnostou
v Case S

analytickd cena bezkupénového dlhopisu ziskand HW mode-
lom v ¢ase t so splatnostou v ¢ase T

cena kupoénového dlhopisu v ¢ase T'

CBP(t,T,T,C, K)cena eurdpskej put opcie v ¢ase t a realizatnou cenou K so

T;
Sa,p(t)
F(t,T,S)

PSBlack
PS

BK model
SSD

SD

CNB

CR

splatnostou v ¢ase T na kupénovy dlhopis

dobra medzi ¢asmi T} T;_

forwardova swapova sadzba

forwardova trokova sadzba urcena v ¢ase ¢t na obdobie medzi
c¢asmi T a S

cena platiaceho swapca spocitana pomocou Blackovej formuly
cena platiaceho swapca spocitana pomocou HW modelu
Black-Karasinski model

sporiace Statne dlhopisy

Statne dlhopisy

Cesk4 narodna banka

Ceska republika
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