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Nazev: Geometrické tlohy fesitelné bez vypoctu

Abstrakt: Prace se vénuje geometrickym tlohdm, které jsou zadané zpravidla pomoci
obrazku a ptaji se po n¢jakém cCiselném vyjadieni. Tyto tlohy jsou feSitelné geometrickou
strategii, tedy strategii s malym podilem vypocta. Jejich obtiznost spociva zejména v nutnosti
rozeznat v obrazku dil¢i konfigurace nezbytné pro feSeni. Cilem vyzkumu bylo popsat
fesitelské strategie zakid rizného veéku u téchto tloh a zjistit, zda jsou tyto strategie zavislé na
veéku. Teoretické pozadi prace sestava z pojmil vizualizace, role obrazkii v geometrii a jejich
vnimani Zaky a uméni vidét v geometrii.

V pilotni studii byly vybrany ulohy daného typu pro hlavni studii. V prvni fazi hlavni
studie byly pouzity tii Glohy v rdmci polostrukturovanych rozhovoria s 9 zaky rtizného véku
scilem ziskat vhled do strategii a jejich charakteristik a prozkoumat vliv pfipravenych
napoveéd na feSeni zakd. Ve druhé fazi byla vyuZita jedna tloha v rdmci samostatné prace
zaka (125 zakt od 12 do 19 let) a ve tfeti fazi (ktera byla metodologickym kompromisem
mezi prvni a druhou fazi v tom smyslu, Ze Zaci fesili lohy individualng, ovSem méli moZnost
napovéd a mohli své fedeni Gstné vysvétlit) dvé Glohy (130 zakd od 12 do 19 let). Zakovska
feSeni a pfepisy rozhovorti byly analyzovany technikami zaloZzenymi na zakotvené teorii
a zpracovany 1 kvantitativné.

Vysledkem analyzy je piehled teSitelskych strategii a dalSich jevii objevujicich se v pracich
zéaku. Jejich Cetnost byla zkoumana u zakt stejného véku a dale porovnéna u skupin mladSich
a starSich zaka. Bylo napft. zjisténo, ze u vSech veékovych kategorii zaki vcetné posledniho
ro¢niku gymnazia se objevila nekorektni feSeni zahrnujici meéfeni, manipulaci s obrdzkem,
pferysovani obrazci apod. Pfipravené napovédy vedly k zddoucimu geometrickému feSeni jen
castecné, a to zejména u starSich zakii. Nezanedbatelné procento zaki meélo tendence
automaticky zacit s vypoctovymi strategiemi, aniZz by provedlo prvotni rozbor ulohy pomoci

obrazku. Prace uvadi i omezeni vyzkumu, jeho moZzna pokracovani a praktické aplikace.

Klicova slova: geometrie, vizualizace, umeéni vidét, feSitelské strategie, reprezentace



Title: Geometric Problems Solvable without Calculations

Abstract: The thesis focuses on geometric problems which are usually set with a picture
and ask for some numerical value. They are solvable by a geometric strategy, i.e., strategy
with a small involvement of calculations. Their difficulty lies in the necessity to distinguish
partial configurations in the picture. The goal of the research was to describe pupils’ solving
strategies and find out if they are age dependent. The theoretical background of the thesis
consists of the concepts of visualisation, roles of pictures in geometry and their understanding
by pupils and the ability to see in geometry.

In the pilot study, tasks of the given type were selected for the main study. In the first
phase of the main study, three problems were used with 9 pupils of different ages in semi-
structured interviews with the goal to get an insight into the solving strategies and their
characteristics and look into the influence of prepared hints on the pupils’ solutions. In the
second phase, 125 pupils aged 12 till 19 solved independently one problem while in the third
one (which was a methodological compromise between the previous two), 130 pupils aged 12
till 19 solved two problems independently but had an opportunity to get hints and could
explain their solutions verbally. The pupils’ written solutions and transcripts of the interviews
were analysed in a qualitative way using the techniques based on the grounded theory and
elaborated in a quantitative way, too.

The results of the analysis consist of solving strategies for the three tasks and a list of other
phenomena which appeared in the pupils’ works. Their frequency was investigated for pupils
of the same age and groups of younger and older pupils were compared. It was found out,
e.g., that mathematically incorrect solutions based on measuring, manipulation, redrawing of
the figure, etc. appeared for all age groups, even the oldest pupils. The hints let to geometric
strategies only partially and mainly for older pupils. Substantial number of pupils tended to
start the solution automatically by calculations without any prior analysis of the picture. The
thesis also describes the limitations of the research, its possible continuation and practical

applications.

Keywords: geometry, visualisation, ability to see, solving strategies, representation
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1 Uvod

Geometrie byla vzdy ma nejoblibenéjsi cast matematiky, proto jsem si i pfi své vyuce
matematiky na osmiletém gymnaziu vS§imala toho, jaké obtize Zaci v geometrii maji a jak fesi
geometrické ulohy. Piedkladala jsem svym zakiim nejriiznéjsi, podle mého nézoru zajimave,
ulohy a sledovala jejich postupy feseni. Tehdy jsem si uvédomila, Ze fada zakid pouziva jiné
strategie, nez které bych vyuzila ja. Rozdil se objevoval zejména u tuloh, které byly zadany
obrazkem, a zjiStovalo se néjaké Ciselné vyjadieni, napiiklad obsah, délka strany apod.
Zatimco ja jsem volila strategie, pfi nichZ bylo potfebné vyuZit obrazek, nikoliv v§ak cokoliv
pocitat algebraicky, Zaci se naopak piiklanéli k algebraickym postupiim. Moje feSeni, které
bylo ¢asto mnohem jednodussi, pak povazovali za ,,matematické kouzlo* ¢i nedostatecné
matematické. Zaci méli navic tendenci pouzivat vét§inou pouze nedavno nabyté znalosti
(vzorce, poucky, strategie) pro aritmetické ¢i algebraické feSeni. To mé zaujalo. O podobnych
zkuSenostech jsem navic slychala na konferencich pro ucitele od svych kolegi atéz od
nekterych piedndsejicich (napf. F. Kufina zminiuje podobné problémy zakt ve svych pracich
opakovang).

Rozhodla jsem se provést maly experiment a zjistit, zda md moje pozorovani néjaké
opodstatnéni. Svym zadkiim jsem ptedlozila dvé ulohy, které¢ se daji efektivné fteSit bez
vypoctu, a zjiStovala jsem jejich zplsoby feSeni. Ukazalo se, ze je situace mnohem pestie;jsi,
nez jsem si zprvu myslela. Rozhodla jsem se tedy, Ze pravé na tuto problematiku se zaméefim
ve své disertacni praci.

V kapitole 2 popisuji svilj vySe zminény experiment, ktery mi pfinesl prvni vhled do
situace. Na jeho zdklad¢ jsem a) charakterizovala ulohy, které jsou zakladem mého vyzkumu,
b) formulovala vyzkumné otazky. Ulohy, jejichz feSeni budu zkoumat, jsou ulohy zadané
zpravidla pomoci obrazku, s otdzkou po néjakém ¢iselném vyjadieni a efektivné feSitelné bez
vypoctu. Hledani v literatufe s cilem zjistit, zda pro podobné ulohy existuje néjaky zavedeny
termin, bylo neuspé$né. Proto jsem se rozhodla jim dat ve své praci popisné jméno
geometrické ulohy efektivné resitelné bez vypoctu. Cilem mého vyzkumu je popsat feSitelské
strategie zakd riizného veku u uloh efektivné fesitelnych bez vypoctu a zjistit, zda jsou tyto
strategie zavislé na veéku. Konkrétni vyzkumné otdzky jsou rozpracovany v oddile 2.3 a dale

v kapitole 5 u jednotlivych fazi hlavni studie.



Ve tieti, teoretické kapitole, jsou podany pojmy souvisejici s tlohami efektivné fesitelnymi
bez vypoctu, a sice rizné role obrazkli v geometrii a jejich vnimani zaky, uméni vidét
v geometrii a vizualizace. Vyzkumi, jez by se zabyvaly tlohami toho typu, ktery mé zajima,
piilis neni. ReSersi literatury jsem dospéla k nékolika souvisejicim studiim a ty jsem popsala
ve druhé ¢asti teoretické kapitoly, v oddile 3.4.

Ctvrta kapitola obsahuje popis pilotni studie, jejimz hlavnim cilem je vybrat ulohy daného
typu pro hlavni studii, tedy tlohy vhodné pro zaky rizného véku a fesitelné riiznymi zptsoby,
z nichz alespon jeden je geometricky (resp. primarné bez vypocti). Vysledkem pilotni studie
je seznam feSitelskych strategii pro kazdou z péti pouzitych tloh a zejména pouceni pro
hlavni studii z hlediska vybéru uloh, zplisobu analyzy dat a pouzité metody.

Na zéklad¢ vysledkt pilotni studie byly vybrany tfi ulohy pro hlavni studii, kterd je
popsana v paté kapitole. Hlavni studie se sklada ze tii fazi. V prvni z nich (oddil 5.1) jsou
pouzity vSechny tfi ulohy v rdmci polostrukturovanych rozhovora s zéky riizného véku. Jejim
cilem je ziskat hlubsi vhled do pouZitych strategii a jejich charakteristik a prozkoumat vliv
pfipravenych napovéd na feSeni zakl. Ve druhé fazi, viz oddil 5.2, je vyuZita jen jedna uloha
v rdmci samostatné prace zaki bez moznosti napoved. Jejim cilem je popsat pouzité fesitelské
strategie a prozkoumat moznou souvislost volby strategie s vékem feSitele. Kone¢né ve treti
fazi, viz oddil 5.3, dochdzi ke spojeni prvni a druhé faze v tom smyslu, Ze zaci sice fesi ulohy
individualn€é, a mohu tak ziskat vice dat (zdkovskych feSeni) najednou, ovSem Zaci maji
moznost ndpoveéd a mohou mi své feSeni vysvétlit. Ve treti fazi hlavni studie je dlraz poloZen
zejména na tieti vyzkumnou otdzku — zménu strategii s vékem.

Zavére€na Sesta kapitola shrnuje cely vyzkum, prezentuje hlavni vysledky a otevira n¢které
nové otazky.

Sedma kapitola obsahuje seznam pouzité literatury.

Prace je doplnéna Sesti prilohami, které obsahuji ukdzky z analyzy dat a tabulky cisel pro

v textu uvedené grafy.



2 Formulace problému

Jak jiz bylo feeno v uvodu, pfi své vyuce matematiky na osmiletém gymnéaziu jsem si
v§imala toho, jaké obtiZe zaci v geometrii maji a jak fe$i geometrické ulohy. Velky problém
se objevil zejména u takovych uloh, které byly zadany obrazkem a u nichz se zjiStovalo
n&jaké &iselné vyjadieni, napiiklad obsah, délka strany apod. Zaci asto nevyuZzivali rychlé
a efektivni geometrické postupy, ale méli tendenci ptiklanét se k algebraickym postuptum.
Rozhodla jsem se tedy zjistit, zda je moje pozorovani spravné, a polozila jsem si otazku: Jaké
strategie feSeni budou Zaci vyuZzivat pro geometrické ulohy, které lze fesit bez vypoctu?

Pro sviij ucel jsem vybrala dvé takové ulohy (zde nazvané Ploty zahrad a Cesticka)

a zadala je pisemnou formou mym Z4kim. Nasledné jsem analyzovala jejich zpisoby feSeni.

2.1 Uloha Ploty zahrad

S ulohou, kterou jsem nazvala Ploty zahrad, jsem se setkala na jednom z doktorandskych
seminaft, kde ndm byla prezentovana na videozdznamu hodina z japonské zakladni Skoly;
hodina byla natocena v 8. ro¢niku v ramci TIMSS Video Studie 1999. Zadani Glohy bylo

nasledujici:

Na obrazku (obr. 2.1.) vidite dva pozemky. Prestavte plot, ktery tyto dva pozemky

oddéluje, tak, aby byl rovny (usecka) a pritom se nezmenily velikosti ploch zahrad.

Obr. 2.1 Pivodni zadéani ulohy Ploty zahrad

Ulohu je teoreticky mozné fesit vypodetné, vtom piipadé by bylo ale nutné pracovat
s obrazkem jako s planem v daném méfitku, zméfit jednotlivé strany zahrady a teprve pak
s témito daty pracovat. Takové feSeni ale neni pfesné a uz viibec ne obecné. Proto je vhodné
feSeni geometrické. To je navic velice jednoduché a elegantni. Vychézi z pochopeni vzorce
o obsahu trojuhelniku (tedy ze vztahu mezi obsahem, délkou strany a k ni pfislusné vysky:

S=a-v,/2, kde a je délka strany trojuhelniku a v, je délka vysky na danou stranu), se kterym
6
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se Zaci setkavaji jiz od 7. roéniku zakladni $koly. Uloha je vak problémova v tom smyslu, Ze
ani jeden ze zminénych dvou parametri neni v obrdzku vyznacen nebo zdlraznén v zadani
ulohy. Ze zadéani tilohy neni ani jasné, Ze feSeni povede prave pres trojuhelnik a jeho obsah.

Regit tlohu je nejvhodn&jii tak, jak ukazuje obr. 2.2,' v ndmz jsou vyznaceny body 4, B,
C. Déle je bodem 4 a B vedena pifimka a s ni rovnob&zné ptimka p prochazejici bodem C.
Nyni je jiz trojuhelnik ABC ziejmy. Vzdalenost rovnobézek AB a p urCuje vySku v,
v trojuhelniku ABC. Je tedy ziejmé, Ze pii libovolném posouvani bodu C po pfimce p bude
obsah trojuhelniku ABC zachovén. Staci tedy bod C posunout az na okraj zahrady do bodu C’
nebo C "', jak je vidét na obr. 2.2.

Obr. 2.2 Reseni tlohy Ploty zahrad pomoci obrazku

V japonské hodin¢ z vySe uvedeného videozdznamu byla uloha zadana na ,,prazdném®
papiru. Zajimalo mé¢, jak bude feSeni ovlivnéno, pokud zadam tlohu na ¢Etvereckovaném
papiru. Piedpokladala jsem, Ze takto zadana uloha by mohla vést t€z k vypoctové strategii
feSeni (pfipadalo mi zajimavé, Ze v japonské hodiné zadny zdk toto vypoctoveé feSeni ziejme
nepouzil). Navic by neomezené Utvary mohly u zakl stfednich Skol odvratit pozornost
k problémim nekonecna, proto jsem se rozhodla ohranicit plochy pozemki i ze zbylych dvou
stran — obr. 2.3.

Ulohu jsem zadala v jedné t¥{dé& 5. ro¢niku (kvint&) vieobecného osmiletého gymnazia.” Ve
tfidé bylo ptitomno 27 zakt (12 divek a 15 chlapcii), ktefi ulohu feSili v pribéhu jedné
vyucovaci hodiny. Za vyfeSeni ulohy nebyla slibena Zadna odmeéna, ale ani trest. Bohuzel

Ctyti chlapci zadanou ulohu okamzité vzdali a vénovali se feseni jinych tloh z ucebnice.

" Tento zpiisob feseni byl vyuzit i ve zminéné japonské hoding.
? Gymnazium J. G. Jarkovského, Truhlafské 22, Praha 1.
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Obr. 2.3 Upraveny obrazek k zadani ulohy Ploty zahrad pro zaky stiedni Skoly

V zékovskych feSenich jsem naSla jak pokusy o geometrickd, tak pocetni feSeni. Pti jejich
podrobnéjSim rozboru jsem zaznamenala jevy, které jsem shrnula v tab. 2.1 a 2.2. Nékteré

z nich jsou korektni, tj. mohly by vést ke spravnému feSeni. Jiné pfedstavuji slepé ulicky.

Tab. 2.1 Pocetni kroky z Zakovskych feSeni a pocty 74k, u kterych se objevily

Kdd jevu | Popis jevu Pocet FeSeni
P1 Vypocet pomoci vzorce S = (a . v,)/2 3
P2 Vyuziti znalosti, Ze dva trojuhelniky maji stejny obsah, pokud 1
maji stejn¢ dlouhou stranu a k ni pfislusnou vysku
P3 Oznaceni tsecek pismeny a hledani vztahli mezi nimi 3
P4 VyuzZiti Pythagorovy véty 2
P5 Snaha o vypocet délky stfedni pticky 6
P6 Vyuziti Eukleidovy véty o vysSce 1

Tab. 2.2 Geometrické kroky z zdkovskych feSeni a pocty zakd, u kterych se objevily

Kdd jevu | Popis jevu Pocet FeSeni

Gl Posouvani usecky 2

G2 Déleni na dva trojuhelniky 3

G3 Rozd¢€leni zadaného obrazku riznym zplusobem na co nejvice 12
pravouhlych trojuhelnikt

G4 Pileni tsecek, které tvoti hranici mezi pozemky 1

G5 Vytvoteni jednoho trojuhelniku a jeho rozdéleni na dva pravouhlé
trojuhelniky




G6 Vytvoteni péti trojuhelniki 1

—_—

G7 Vybarvovani ¢tvereckil protatych useCkami
G8 Hledéani podobnych trojuhelnika tak, aby 1
[S2] = |S1] + |S3|

Ztab. 2.1 a 2.2 je na prvni pohled patrné, ze v zdkovskych feSenich se objevilo
16 pocetnich jevii a 28 jevl geometrickych. Vypada to tedy, Ze zéaci upiednostiuji
geometricka feSeni. Pii hlubS§im prozkoumani je ale ndpadny velky pocet zaki, v jejichz
feSeni se objevuje jev G3, ktery ani v jednom piipadé nevedl k GispéSnému feSeni a Casto byl
vyuzivan tehdy, kdy uz zaci neveédéli, jak ulohu dale fesit. Proto ho nepovazuji za rovnocenny

s ostatnimi. Tak se tedy pocet geometrickych jevil snizi na 16.

]
Ii ;
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Obr. 2.4 Jedno z zakovskych feSeni ulohy Ploty zahrad



Cisté geometricky, tedy bez jediného podetniho kroku, fesilo ulohu deset 74ki, z nichz
jeden zék dosp€l s malymi nepiesnostmi ke spravnému fteSeni, tii zaci dosSli k naprosto
spravnému feSeni a navic umeéli svlij postup bez problémii odiivodnit a vysvétlit. Dvanact
zéku tesilo tlohu nejprve pocetné, a kdyz vidéli, ze jejich feSeni nikam nevede, pokusili se
ulohu fesit 1 geometricky. Z téchto dvanacti zakl ke spravnému feSeni dospéli pouze dva, ale
neuméli své feSeni dobfe odiivodnit. Pouze jeden zdk feSil ulohu Cisté pocetné, avSak

k vysledku se nedobral. Ptiklad feSeni jednoho zaka je na obr. 2.4.

2.2 Uloha Cestic¢ka

Zadani této ulohy jsem naSla v textech F. Kufiny vytvotenych pro ucely kurzu ESF (Kufina,
2006). Uloha mne zaujala, a tak jsem se rozhodla ji zafadit do vyuky ve svych hodinach
matematiky v 6. rocniku zakladni Skoly a v 5. ro¢niku osmiletého gymnézia (kvinta). Jednak
jsem tyto tfidy pravé ucila a jednak mé zajimalo, zda se bude feSeni zakl z tak odliSnych

vékovych skupin liSit. Znéni tlohy bylo nésledujici:

Na obrazku (obr. 2.5.) jsou nakresleny dvée cesty pres obdélnikovou louku. Kterd

zaujima vetsi plochu?

A 2 E B
Obr. 2.5 Zadéni ulohy Cesticka (oznaceni bodii v zadani pro zéky nebylo)

Reseni této Glohy neni slozité, pokud zak odhali shodnost tfi trojuhelnikii AGD, ECF a EBC

(body jsem v obrazku vyznacila pro potieby tohoto popisu). Cely obdélnik se tedy sklada

z jedné z cesticek a dvou shodnych trojuhelnikii. Tedy jinymi slovy, cesticka je v obou

ptipadech dopln€k dvou ze tii shodnych trojihelnik do obsahu celého obdélniku. Proto tedy
musi byt obsahy obou cesti¢ek shodné.

Tato tiloha byla zafazena mezi tlohy, které F. Kufina nazyvé aplika¢ni. Zaci by v ni méli

aplikovat matematické poznatky, které se jiz nau¢ili. Uloha je také ukézkou toho, Ze
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matematické dovednosti jsou uplatnitelné v bézném Zzivoté. Aplikacni ulohy mohou tedy plnit
1 motivacni funkci. K tomu vSak musime zejména mladSim zakim uvést ditvod, pro¢ by méli
zjistovat plochu néjaké cesty v poli. Proto jsem pro zaky 6. ro¢niku zdkladni Skoly ulohu

preformulovala:®

Zemedelci nutne potiebuji postavit cestu pres sva pole. Chtéji ale zabrat co nejmensi
plochu, aby se vynosy nezmensily. Rozhoduji se mezi dvema variantami vyznacenymi na
obrazku (obr. 2.5)*. Pro jakou moznost se rozhodnou? Jakd cesta zabird nejmensi

plochu pole?

Ulohu jsem zadala ve dvou jiz zminénych tiidach v hodiné matematiky a nisledn& jsem
analyzovala zplsoby feSeni zaka.

Zaci 5. roéniku gymnaézia fesili ulohu vyhradné podetnd. Jen tfi studenti znali vzorec pro
vypocet obsahu kosodélniku, ostatni si kosodélnik rozd€lili na obdélnik a dva shodné
trojihelniky. Ani jeden z 74k nefesil ulohu obecng&. Zaci si zvolili konkrétni $itku i délku
obdélnikového pole, nebot’ védéli, ze plochy cest staci jen porovnat.

Pouze jedna zadkyné se nad ulohou zamyslela 1 geometricky. Po zjiSténi, Ze plochy cest jsou
stejné, hledala 1 jiné mozné feSeni. NaSla v obrazku vSechny tfi shodné trojuhelniky AGD,
ECF a EBC a odvodila feseni: ,,Obsah cesty je v obou pfipadech obsah obdélnikové louky bez
dvou ze tfi shodnych trojuhelnikii. Cesty maji tedy stejné obsahy.*

Z4ci 6. roéniku zékladni $koly fesili také wilohu zprvu vyhradné poéetné. Jim jsem dala
radu, at’ si zvoli délky stran obdé¢lnikového pole. Na vypocet obsahu kosodélniku jim ale
bohuzel nestacil matematicky aparat, a tak si vysledky spiSe tipovali ¢i k nim dochazeli
dosazovanim cisel do riznych vzorcl. Na spravné feSeni piisli pouze dva Zici a jejich feSeni
se velice podobala. Rozd¢lili si obrazek na 25 shodnych obdélnikti, jak naznacuje obr. 2.6.
Jeden zak pouzil barev stejné jako zde v obrazku. Druhy zak namisto stejnych barev oznacil
policka stejnymi Cisly.

Oba zaci méli stejné argumenty. V rozhovoru se mnou tvrdili, Ze shodné obarvend ¢i
ocislovana policka maji i stejny obsah. Proto je mozné pfidat k cesté¢ obarvené (ocislované)
policko, které lezi mimo cestu. Potom se da zjistit, ze policka v jednom fadku obrazku je
mozné poskladat tak, aby bylo vidét, ze dohromady tvoii jeden obdélnik. Sikma cesta stejné

jako kolma cesta zabira jeden obdélnik na kazdém radku. Maji tedy stejny obsah.

? Pro zaky 5. roéniku osmiletého gymnazia jsem nechala zadani nezménéné.
4 L, «
Body v zadani ozna¢eny nebyly.
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Jesté zbyva dokézat, Ze stejn¢ barevné obrazce maji opravdu stejny obsah. Oba zaci mi to

vysvétlili spise intuitivng.

Obr. 2.6 Jedno z feseni Glohy Cesticka zaka 6. roéniku ZS

2.3 Vyzkumné otazky a charakteristika zkoumanych
uloh

Na zaklad¢ vyse popsané sondy jsem se utvrdila v presvédceni, Ze zkoumani podobnych tloh
a jejich zéakovskych feSeni ma smysl. Zda se, Zze zaci rizného veéku davaji ptrednost
vypoctovym strategiim a zZe maji obtize identifikovat (vidét) v obrazku jeho dil¢i konfigurace
(napf. trojuhelnik na obr. 2.1, kde si musi domyslet jednu jeho stranu, ¢i tifi shodné
trojuhelniky na obr. 2.5). Nejdiive je nutné vymezit typy uloh, u nichz je mozné tyto jevy
zkoumat.

Studium odborné literatury nepiineslo zddné vysledky, co se ty¢e mozného uzivané¢ho
terminu pro Ulohy toho typu, které mam na mysli. Konkrétné jde o tlohu, kterd je vypoctoveé
feSitelnd jen velmi obtizng, anebo je dokonce vypoctové zcela nefesitelné, je vSak naopak

velmi dobfe fesitelnd geometricky. Piesnéji je to tloha, které spliuje nésledujici pozadavky:

1. Je zaddna pomoci obrazku nebo slovné tak, aby bylo mozné jeji zadani jednoduse do
podoby obrazku pieformulovat.

2. Ma vzdy uvedené (znamé) nékteré parametry, at’ uz ¢iseln¢€ nebo obecné, ¢i je zadédna tak,
aby budila dojem, Ze se tyto parametry daji odvodit.’

3. M¢éla by se ptat po cCiselném, poptipadé obecném vyjadieni hledané hodnoty (délce,

obvodu, obsahu atd.).

> Je napiiklad zadana na &tvere¢kovaném nebo milimetrovém papite.
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4. Je vzdy feSitelna strategii, kterd neni pfevazné vypoctova. V této strategii hraje dilezitou

roli obrazek a pro potiebu mé praci ji budu nazyvat geometricka.®

Poznamka: Termin vypoctova strategie bude zahrnovat takovou strategii, kterd obsahuje
vypocty s Cisly, tedy aritmetické, a s pismeny, tedy algebraické.

Ulohy, které spliiuji vyse uvedené charakteristiky, jsem z déivodu neexistence zauzivaného
terminu pro potieby své prace nazvala geometricke ulohy efektivné resitelné bez vypoctu (zde
budu pouzivat zkratku tlohy typu RBV).

Radu uloh, jeZ lze zatadit mezi ulohy typu RBV, najdeme napf. v publikacich F. Kufiny
(napt. Kufina, 1989, 1996, 2006). Ke zkoumanému typu tloh je mozné zatadit i geometrické
diikazy matematickych vét, jakymi jsou tieba graficky diikaz Pythagorovy véty, Eukleidovych
vét atd.”

V souvislosti s vySe charakterizovanymi typy tloh se budu ve svém vyzkumu zabyvat

témito otazkami:

1. Jaké jsou strategie zaki pii feSeni RBV uloh (se zvlastnim zietelem na geometrické versus
vypoctove strategie)? Jaké obtiZze maji Zaci s feSenim téchto typi tlloh?
2. Jaké druhy napoveéd mohou vést zaka ke geometrickému feSeni spiSe nez k vypoctovému?

3. Méni se zakovske strategie s vékem?

Vyzkum bude mit charakter kvalitativné-kvantitativni s tim, ze pfed hlavni studii provedu
pilotni studii s cilem vybrat vhodné ulohy. Pied jejim popisem bude zatazena teoretickd

kapitola, ktera je vysledkem studia odborné literatury tykajici se mnou zkoumaného tématu.

% Samoziejm& mize mit i jind mon4 feSeni, ale ta by méla byt komplikovangjsi & zdlouhavéjsi a nemusi byt
v rozsahu uéiva patfiéného véku zakd a studentt. Uvédomuji si, Ze zejména bod 4 lze interpretovat rizné.
Hranice, co jes$té je uloha pozadovaného typu a co jiz neni, je neostra.

7 Osobni konzultace s L. Botkem.
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3 Teoreticka vychodiska
prace

Kapitola se sklada ze dvou hlavnich ¢asti. V prvni z nich se zabyvam pojmy, které tak ¢i onak
souviseji s mym vyzkumem. Zaprvé jde o dvoji roli obrazki, které soucasné¢ odkazuji na
teoreticky geometricky objekt i jeho konkrétniho reprezentanta (oddil 3.1). Tento oddil
obsahuje téz nckteré dalsi pohledy na charakter obrazkli v geometrii. V oddile 3.2 je shrnut
pojem uméni vidét v geometrii s diirazem na vnimani dil¢ich konfiguraci v obrazku.
Vizualizaci je vénovan oddil 3.3.

Ve druhé ¢asti kapitoly, konkrétné v oddile 3.4, jsou shrnuty nékteré souvisejici vyzkumy,
tedy vyzkumy, které se tykaji feSitelskych strategii pro ulohy, jez bych zatadila mezi ulohy
typu RBV.

3.1 Obrazky v geometrickych ulohach

R. Duval (2006) upozoriuje na dilezity rys matematického uvaZovani, které ho odliSuje od
uvazovani v jinych oblastech lidského védéni: pro jakoukoli matematickou aktivitu je nutné
pouzit sémiotickou reprezentaci, ale matematické objekty se nesméji za pouzité sémiotické

reprezentace zamenit.

Kli¢ovy problém matematického porozuméni Z4k [...] spociva v kognitivnim konfliktu
mezi dvéma proti sob€ jdoucimi poZzadavky: jak mohou odlisit reprezentovany objekt od
pouzité sémiotické reprezentace, pokud nemohou ziskat pfistup k matematickému
objektu jinak nez diky témto sémiotickych reprezentacim? A to se projevuje v tom, Ze
schopnost pfechdzet mezi systémy reprezentaci je Casto kritickou hranici pro rozvoj

uceni a feeni problémil. (Duval, 2006, s. 107)°

¥ The crucial problem of mathematics comprehension for learners [...] arises from the cognitive conflict between
these two opposite requirements: how can they distinguish the represented object from the semiotic
representation used if they cannot get access to the mathematical object apart from the semiotic representations?
And that manifests itself in the fact that the ability to change from one representation system to another is very
often the critical threshold for progress in learning and for problem solving.
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To plati pro matematiku obecné, ale pro geometrii zvlast. Geometrické objekty jako body,
pfimky, mnohothelniky apod. jsou abstraktni povahy, jejich geometrickd zndzornéni
prostiednictvim obrazki mohou byt jen jejich nedokonalymi reprezentacemi. Pro feSeni uloh
v geometrii se musi pouzivat minimalné dva systémy reprezentaci (Duval 2006) — jeden pro
slovni vyjadfeni vlastnosti ¢i numerické vyjadieni velikosti a druhy pro vizualizaci.

Geometricky obrazek tak spojuje oba typy reprezentaci, mezi nimiz maji Zaci piepinat.

3.1.1 Geometricky prostor versus prostor reprezentaci

Z vyse fe€en¢ho plyne, Ze obrazky v geometrii maji nejednoznacnou roli. Na jedné strané
odkazuji na teoretické geometrické vlastnosti a na druhé strané ptinaseji prostorové grafické
informace, které vyvolavaji percepcni aktivitu.

Z této dvoji role pak plynou potiZe, které se objevuji zejména u zaki a studentii, ktefi jeste
tyto role neodlisuji. I kdyZz védec — matematik také pracuje s fyzickym obrazkem, uvédomuje
si, Ze tento obrazek zobrazuje pouze urcité vlastnosti idealniho geometrického objektu. Kdyz
chce ucitel po Zacich, aby zkonstruovali néjaky objekt, ocekava, Ze Zaci budou pracovat na
geometricko-teoretické urovni. Zaci viak Casto zlistivaji na grafické urovni. Napf. kdyZ maji
narysovat te¢nu ke kruznici, narysuji pouze ¢aru, ktera se kruznice dotyka, aniz by konstrukci
provedli teoreticky korektné, tj. pies kolmici na polomér kruznice v bod¢ dotyku. Dvoji roli
obrazkl se vénovalo vice autorti, podrobnéji zminim alespon dva (Laborde, 2005; Mesquita,
1998a).

C. Laborde (2005) rozliSuje prostor geometrickych objektl a vztahti (T — theoretical)
a prostor prostorové grafickych entit (SG — spatio-graphical). Do T prostoru patii takoveé
Cinnosti zdka, v nichz se odkazuje na vlastnosti idealnich geometrickych objektil
a geometrické véty. Do SG prostoru patii ¢innosti typu rysovani ¢i kresleni do obrazku, pohyb
s obrazkem apod. Podobné¢ A. L. Mesquita (1998a) vyuziva Poincarého (1902) myslenku
odlideni geometrického prostoru a prostoru reprezentaci’. Matematici pracuji v geometrickém
prostoru a automaticky kontroluji ¢i opravuji informace ptichazejici z prostoru reprezentaci.
Uvédomuji si omezeni prostoru reprezentaci a reprezentace povazuji spiSe za ilustrace,
v nichz se objevuji pouze nékteré vlastnosti geometrického prostoru. Védi, ze maji co do
¢inéni s geometrickym prostorem, i kdyz pracuji v prostoru reprezentaci. Naproti tomu Zaci

mohou oba prostory zaménovat.

? geometrical and representative spaces
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C. Laborde (2005) provedla vyzkum, v némz zjist'ovala, v jakém prostoru se Zaci pohybuji
pii feseni uloh, a dosla k zavéru, ze tesitelé prechédzeji z jednoho prostoru do druhého a ze
uloha, ktera je ucitelem zamyslena jako T typu, nemusi tak byt zaky uchopena. Podle Laborde
je koexistence teoretickych a prostorové grafickych aspektli nejen zdrojem problému u zaka,
ale také umoziiuje diagnostikovat jejich vysp&lost:'® Ugit se geometrii zahrnuje nejen ugit se
pouzivat teoretické vyroky pti deduktivnim usuzovéni, ale také se ucit rozeznavat vizudlné
relevantni prostorové-grafické invarianty spojené s geometrickymi invarianty.* (ibid, s. 177)
Tedy jde o to, aby se Zaci udili odliovat teoretické a prostorové-grafické vlastnosti. Reseni

uloh v geometrii zahrnuje zpravidla vyuziti obou typl vlastnosti ve vzajemné interakci.

3.1.2 Obrazky charakteru ilustrace versus objektu

A. L. Mesquita (1998a) nabizi jesté jiné rozliSeni obrazkii v geometrickych tlohéach podle
jejich charakteru. Obrazek miize byt bud’ ilustraci (illustration), nebo objektem (object). Pod
ilustraci Mesquita rozumi nacrtek, topologické schéma, dopliiujici zadani ulohy, ktery ale
nemusi spliiovat pfesné proporce uvedené v zadani Glohy (jako napf. rovnobéZnost, délky
usecek, velikosti uhlt apod.). Oproti tomu objekt vSechny tyto vlastnosti spliiuje a dé se z ngj
usuzovat na dalS$i geometrické vlastnosti. Proto je zejména pro Zdky mnohem Cditelnéjsi

a srozumitelngjsi. Asi 300 ctrnactiletych zakl dostalo nasledujici tlohu (Mesquita, 1998a):

Predpokladejme, Ze utvar cislo 1 na obrdzku (obr. 3.1) je rovnostranny trojuhelnik,
utvar 2 je obdélnik, utvary 3 a 4 jsou ctverce a obrazec, ktery sestava z utvarii 3, 4 a 5,

je ctverec. Chceme dokdzat shodnost usecek AC, LF a FG.

Obr. 3.1 Obrazek charakteru ilustrace (Mesquita, 1989a, s. 192)

' Learning geometry seems to involve not only learning how to use theoretical statements in deductive
reasoning but also learning to recognise visually relevant spatio-graphical invariants attached to geometrical

invariants.
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Obrazek tedy ma roli ilustrace. Rovnost |LF| = |AC| dokazalo spravné 64 % zaki, zatimco
rovnost |[FG| = |[AC| pouze 50 % zaki. Dale bylo zjisténo, ze 51 % zakd vzalo v uvahu
informace ze slovniho popisu i1 obrazku, zatimco 24 % zakl feSilo Glohu pouze na zakladé
obrazku; zaci se snazili mefit vzdalenosti a hledat poméry.

Na obr. 3.2 je obrazek ke stejné uloze, ktery ma charakter objektu. (Oba obrazky maji
deskriptivni roli, viz oddil 3.1.4.) Ve zminovaném vyzkumu nékteti zaci pii feSeni ulohy
spontann¢ nacrtli reprezentaci situace v podob¢ objektu sami. Deskriptivni obrazek, ktery ma
charakter ilustrace spiSe nez objektu, tak muze plsobit pro feSeni nckterych zaki jako

prekazka.

Obr. 3.2 Obrazek charakteru objektu (Mesquita, 1989a, s. 193)

3.1.3 Obrazek jako abstraktni geometricky objekt i urcity pripad

Konecné je ziejmé, Ze zdrojem obtizi zakl pii feSeni geometrickych tloh je také fakt, Ze
stejny obrazek muze reprezentovat abstrakini geometricky objekt 1 jeho urcity konkrétni
pripad. Napt. Cara na papife muze reprezentovat usecku urcité konkrétni délky nebo
1 konkrétniho umisténi, nebo tsecku libovolné délky. Zalezi pak na konkrétni situaci, zda se
zajimadme o prvni ¢i druhy vyznam (Mesquita, 1998a), a k pochopeni, o ktery ptipad jde,
nestaci obrazek sam, ale je nutna znalost dal§iho kontextu (napf. slovniho zadéani). Jako
ptiklad uvadim jednu ilustraci.'’ V pisemné praci pro 6. roénik byla zadana aloha: Téznice t,
v trojuhelniku ABC ma délku 24 cm. Jaka je vzdalenost tézisté T od vrcholu B? U tlohy byl
udélan nacrtek trojuhelniku s téznici 7, kterd vSak pochopitelné nebyla 24 cm dlouhd. Pro
nékteré zaky to nebyl problém. Chapali nacrtek jako reprezentaci abstraktniho geometrického
objektu a dokdzali z n¢ vyvodit hledanou délku. Pro fadu zaki byl vSak nacrtek
nepieckonatelnou prekdazkou - ocekavaly, ze obrazek trojuihelniku bude odpovidat
parametrim, tedy Ze téZnice bude 24 cm dlouhd; vidéli nacrtek jako reprezentaci konkrétniho

ptipadu.

11 oy
Pochazi z konzultace s N. Vondrovou.
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Je tfeba dodat, ze A. L. Mesquita (1998a) upozoriiuje, Ze zatimco symbolicky se ,,cokoli*
da vyjadrit jednoduse (v algebfe pomoci pismen), pomoci obrazku to tak jednoduché neni.
Obrazek vzdy predstavuje konkrétni objekt, 1 kdyz jde vlastné o abstraktni objekt, jehoz je

obrazek reprezentaci.

3.1.4 DesKriptivni a heuristicka role obrazku

Na roli obrazkli v geometrickych tllohach se je mozné podivat jesté z jiného uhlu pohledu
(Mesquita, 1998a). Obrazek muze hrat deskriptivni (descriptive) roli. Takovou roli ma
obrazek, ktery pouze zobrazuje zadani a neposkytuje zadnd voditka k feSeni ulohy. Jako
piiklad je uvedena tato tloha: Obr. 3.3 je tvoren tiremi polokruznicemi C1, C2 a C3, jejichz

priumery jsou SU, ST a TU. Porovnejte délky oblouku C1 a krivky tvorené oblouky C2 a C3.

C1

Cc2

S T

N

C3
Obr. 3.3 Deskriptivni role obrazku (Mesquita, 1998a, s. 191)

U

Druhd je role heuristicka (heuristical), kdy jiz samotny obrazek obsahuje prvky navadéjici
ke spravnému feSeni. Tato role je demonstrovdna na nasledujici Uloze: Dokazte, Ze

obdélniky 1 a 2 maji stejny obsah (obr. 3.4).

Obr. 3.4 Heuristické role obrazku (Mesquita, 1989a, s. 191)'?

Obr. 3.4 miiZze navadét k feSeni, jeZ je naznafeno v obrdzku 3.5. Rozdéleni plivodniho
obdélniku uhloptickou mize byt urcitym navodem k feSeni. Proto je tento obrazek fazen mezi

obrazky s heuristickou roli.

2 Uloha je ze zminéného &lanku, je viak dostate¢né znama. Jedna se o adaptaci véty o obdélnicich u Euklida.
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™

Obr. 3.5 Dil¢i konfigurace v obrazku (Mesquita, 1989a, s. 192)

Je mozné dodat, Ze rozliSovani heuristickych a deskriptivnich obrazka je do velké miry
subjektivni. Obrdzek mlze byt pro jednoho zdka srozumitelny a miize mu pomoci nalézt
spravné feSeni, zatimco pro jiné¢ho Zaka muze pfedstavovat pouze popis zadani bez jakékoli

napovédy. Domnivam se, Ze to souvisi s Zdkovym ,,uménim vidét®.

3.2 Uméni vidét v geometrii

F. Kufina (2002a, 2002b) se domniva, Ze zakladni roli pfi vyuce matematiky by mély hrat ty
dovednosti, které ,matematiku utvéately v historii a jejichZz péstovanim lze matematiku
piiblizit studentim®. Tyto dovednosti nazyva umeéni a rozliSuje umeéni pocitat, uméni vidét,
umeéni sestrojovat, uméni dokazovat a umeéni abstrahovat. Pti feSeni tilloh typu RBV jsou jisté
nutna viechna tato uméni, nicménd uméni vidét (v geometrii)"” u nich hraje nejvétsi roli.

Sam autor umeéni vidét charakterizuje jen velmi volné. Podle n¢j umeéni vidét zahrnuje
»geometrické vyjadfovani, geometrickou pfedstavivost a rozvijeni intuice pii feSeni tloh*
a dale uvadi vhodné tulohy, které maji k uméni vidét ptispivat. Ulohy typu RBV mohou
slouzit jako ulohy, které vedou k rozvoji uméni vidét, a soucasné 1 jako tlohy, které maji toto
uméni diagnostikovat. Napf. u Ulohy na obr. 3.4 musi feSitel ,,uvidét”, rozliSit, shodné
pravouhlé trojahelniky.

S Kufinovym pojmem uméni vidét uzce souvisi pojem geometric eye (,,geometrické oko*),
s nimz je mozné se setkat v zahranicni literatufe a ktery zavedl na pocatku minulého stoleti
patrné Ch. Godfrey (1910, cit. v Fujita, Jones, 2002) a charakterizoval jej jako ,,schopnost
vidét, jak geometrické vlastnosti vystupuji z obrazku“'®. T. Fujita a K. Jones (2002) ilustruji
tento pojem ulohou zucebnice, kde byl Godfrey spoluautor: Necht jsou A a B stredy
shodnych stran XY a XZ rovnoramenného trojuhelniku. Dokazte, zZe |AZ| = |BY|. (Viz

obr. 3.6.) Pro spravné feSeni ulohy je nutné ,,vidét* trojuhelniky AYZ a BZY, aby se s nimi

1wyt

13 Autor rozviji myslenku uméni vidét i v aritmetice a algebie (viz Kufina, 1989).
' the power of seeing geometrical properties detach themselves from a figure
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dalo pracovat a ukazat, ze jsou shodné. Podle Duvala (2006) je tedy pro feSeni podobnych
geometrickych uloh potfebnd schopnost rychle rozlisit v pivodnim obrazku ur¢ité mozné dilci
konfigurace. Obtiznost pro zéky spociva vtom, ze museji rozhodnout, které ty dilci
konfigurace jsou ty pravé. Napf. v utvaru na obr. 3.4 je cela fada dil¢ich konfiguraci, na néz je
mozné upfit pozornost, ovsem pro spravné feSeni ulohy je nutné vidét prave ty, které jsou

uvedeny na obr. 3.5.

A Y

Obr. 3.6 Rovnoramenny trojuhelnik XYZ

R. Duval (2006) doklada, Ze existuje vice zpusobu ,,vidéni“ v geometrii. Je rozdil mezi
chapanim obrazku v bézném Zzivoté, kdy je chapan ikonickym zplsobem, a v matematice.
Napt. ,,vidét™ v ptipad¢ dvou hornich utvarii na obr. 3.7 znamena rozliSit v pivodnim obrazku
transformace, které dovoli pteskupit jeho ¢asti do nového celku. Pokud zak umi vypocitat
obsah obdélniku, vidi pak, jak vypocitat i obsah kosodélniku. Obrazky nahote ukazuji
pfechod od kosodélniku k obdélniku zaloZeny na popisu jednodimenzionalnich vlastnosti
(strana a k ni pfislusnad vyska), zatimco obrdzky dole ilustruji vizudlni proces, ktery stoji

vpozadi daného preskupeni, a ten vyzaduje, abychom zaméfili pozornost na

T

dvojdimenzionalni prvky (utvary).

Obr. 3.7 Odvozeni obsahu kosodélniku (Duval, 2006, s. 116)
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Dalsi ptiklad ulohy typu RBV, vniz je tfeba rozliSit dil¢i konfigurace obrazku, je na
obr. 3.8: Je obvod trojuhelniku ABC vétsi, mensi nebo roven souctu délek obou usecek EA

a AF? (Mesquita, 1989b, cit.'> v Duval, 2006).

[s the perimeter of the triangle ABC E

larger than B
smaller than, or
equal to
the length ol the two segments EA and AF?
C

F
Obr. 3.8 Uloha z vyzkumu (Mesquita, 1989b); obrazek viz (Duval, 2006, s. 118)

Na objekty v obrazku se mizeme divat minimalné dvéma zpiisoby, z nichz ale jen jeden
vede kteSeni a vysvétleni (obr. 3.9). Z obrazku vpravo vycteme symetrii UseCky BE

a ptislu$né usecky, kterd predstavuje polovinu usecky BC, pies osu BO.

& v
OR ? e
Organisation (I) of the elements Organisation (I1) of the elemens of
of the figure using only the line the figure using the two lines of
symmetry (AQO) symmetry BO et CO

Obr. 3.9 Rozklad utvaru na obr. 3.8; obrazek viz (Duval, 2006, s. 118)

Podle Duvala obrazek vlevo predstavuje spontdnni vnimani obrazku, osa soumérnosti je
vidét takika na prvni pohled. Pfechod ke konfiguraci v pravém obrazku neni jednoduchy.
Usetka BC se musi rozdélit na dvé ¢asti. K tomu, aby vétsina zaki spravné feseni uvidéla,
museli dostat instrukci, kterd méla formu napovédy: ,,Necht’ je I prusecik tsecky 40O a BC;
porovnej délky Bl a IC.” Je ziejmé, ze nezbytnym piedpokladem spravného feSeni uloh

podobného typu je dobré porozuméni geometrickym pojmim.

"> R. Duval ovem cely bibliograficky odkaz v seznamu pouzité literatury viibec neuvadi a mné se nepodaiilo
originalni pramen dohledat. Pravdépodobné se jedna o autoréinu disertacni praci, ktera je psana ve francouzsting.
Nezbyva, nez se spolehnout na presnost informaci, které uvadi R. Duval. Bohuzel nepiinasi zadné dalsi
podrobnosti 0 daném vyzkumu, ktery by jinak byl pro mou praci zajimavy. Proto ho neuvadim v oddile 3.4, kde
popisuji souvisejici vyzkumy.
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H. Gal a L. Linchevski (2010) na zaklad¢ prace (Anderson, 1995) podrobnéji rozebiraji
identifikace dil¢ich konfiguraci a jejich vyuziti pro feSeni tloh a rozliSuji tfi faze interakce

fesitele s obrazkem'¢:

e organizace — z obrazku se vynofuji tvary a objekty,

e rozpoznani — tyto tvary a objekty jsou rozeznény,

e reprezentace — teprve v této fazi se informace dostava do kognitivniho systému jedince
a zpusob, jakym je sni naloZeno, zavisi na zpusobu, jakym je vtomto systému

reprezentovana.

Vysledkem rozpoznani je tedy reprezentace objektu v mysli ¢lovéka. Rozpoznani je
vysledkem analyzy, béhem niZ je objekt rozdélen na dil¢i objekty (napt. v obdélniku
rozdéleném uhlopfickami jsou vidét Ctyfi trojuhelniky). Objekt je pak vidén jako vzor
skladajici se z dil¢ich Casti.

Z vngjSiho pohledu by se mohlo zdat, Ze teSitel jakoby nahle feSeni uvidél, jakoby mél
vhled'” do situace. Vhled je mozné chapat jako ,0sobité a zdanlivé néhlé porozuméni
problému nebo strategii, ktera jej napomaha tesit” (Sternberg, 2002, s. 399). Pozorovateli se
sice jevi jako nahlé, v jeho pozadi vSak vétSinou stoji dlouhé uvazovani a nabyté predchozi
zkuSenosti; v jeho pozadi tedy je ¢innost mysli, které si v dané chvili feSitel ani nemusi byt
védom. A. Gutiérrez (1996) vhled definuje jako druh mySlenkové ¢innosti, kterd je zaloZena
na vyuziti prostorovych nebo vizuéalnich prvki, a to bud’ mentalnich, nebo fyzickych. Nékteti
odbornici ale tvrdi, ze takovéto zaSkatulkovani ,,vhledu® je mylné, ze neexistuje zadné
specidlni mysSleni oznacené jako ,,vhled* a ze jde pouze o prodlouzeni obycejného vnimani,
rozpoznavani, uceni a vytvareni pojma (Sternberg, 2002). Pro mou praci je zajimavé, Ze
D. Brown a L. G. Wheatley (1997) za dulezitou slozku vhledu povazuji schopnost studenta

rozdélit vizudlni obraz na jednodussi ¢asti a ty ¢asti znovu spojit do nového obrazu.

' organization, recognition, representation
7 Podle psychologického slovniku zavedl termin vhled W. Kohler a piedstavuje ,,pochopeni vztahové souvislosti
jevu a divodu, prostiedku a ucelu, pfiCiny a G¢inku, ¢asti a celku, jednotlivého pfipadu a zakona* (Hartl,
Hartlova, 2000, s. 669).
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3.3 Vizualizace

Sroli obrazkti v geometrii Uzce souvisi pojem vizualizace. R. Zazkis, E. Dubinsky

a J. Dautermann (1996, cit. v Stylianou, 2002) charakterizuji vizualizaci jako18

proces, kterym jedinec buduje pevny vztah mezi mentalnim konstruktem a né¢im, s ¢im
muze navazat spojeni pomoci smysli. Tento vztah mize byt jednim nebo druhym
smérem. Proces vizualizace muze sestdvat z mentalnich konstrukci objekti nebo
procest, jez si jedinec spojuje s objekty nebo udalostmi, které vnimé jako externi.
Ptipadné miize proces vizualizace obsahovat konstrukce na n¢jaké vnéj$i médium (jako
napf. papir) téch objekti a udalosti, které jedinec ztotoziuje s objekty nebo procesy ve

své mysli.

Situaci jsem se pokusila uchopit pomoci schématu na obr. 3.10.

Realita Mysl jedince
objekty, mentalni
udalosti — | konstrukt,
v realité pfedstava
konstrukce ot

y , <« | mentalni predstava
napf. na papir

Obr. 3.10 Schéma vizualizace |

Jako dvousmérny proces mezi mysli jedince a vnéjSim prostiedim vidi vizualizaci i dalsi
autofi. M. C. Borba a M. E. Villarreal (2005) charakterizuji vizualizaci jiZ vice ve spojeni
s geometrii. Podle nich vizualizace na jedné strané¢ zahrnuje schopnost interpretovat
informace zadané ve form¢ obrazku nebo diagramu a rozumét jim, na druhé stran¢ zahrnuje
tvorbu obrazkil (a to v kreslené podobé€, na papife, na pocitaci, ale i v podobné mentalniho
obrazku) na zakladé n&jakych abstraktnich myslenek ¢i textu (viz moje schéma na obr. 3.11).
Vzhledem k prvnimu parametru uloh typu RBV budou v této praci dilezité oba tyto aspekty

vizualizace.

'8 act in which an individual establishes a strong connection between an internal construct and something to
which access is gained through the senses. Such a connection can be made in either of two directions. An act of
visualization may consist of any mental construction of objects or processes that an individual associates with
objects or events perceived by her or him as external. Alternatively, an act of visualization may consist of the
construction, on some external medium such as paper of objects or events that the individual identifies with

objects or processes in her or his mind.
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Realita Mysl jedince
informace .
. y Interpretace a

zadané ve formé | — Y

, porozumeéni
obrazku
text -
tvorba obrazkl mentalni predstava

» . «—
napf. na papir

Obr. 3.11 Schéma vizualizace 11

F. Roubicek (1999) v podobném duchu mluvi o vnitini formeé vizualizace, kdy si jedinec
konstruuje predstavy pouze v mysli na zakladé zadanych informaci, zkuSenosti a logického
mysleni, a o vnéjsi formé, kdy jde o vizualizaci za pomoci modelu nebo obrazku, kterou
nazyvame vnéjsi formou. Je ziejmé, Ze zkoumani je oteviena vnéjSi forma vizualizace,
protoze predstavy jedince jsou nepfistupné.

Pro uplnost pojednani o vizualizaci jeSt€¢ dodejme, Ze M. Senechal (1991) rozliSuje
vizualizaci a vizudlni mysleni (visual thinking). Za vizualizaci povazuje proces, kterym se véci
ve své podstaté viditelné dostavaji do mysli ¢lovéka (napt. prostorova vizualizace). Pojem
vizualni mysleni podle néj popisuje proces vizualniho ptekladu myslenek, které nejsou ve své
podstaté prostorové. Jednd se o vytvoteni vizualnich analogii pro pojmy, které byly zavedeny
nevizudlné — napt. model obdélniku a jeho obsahu je vytvofen jako vizudlni analogie pro
nasobeni, které bylo zavedeno kalkulativné.

V oblasti vyzkumu vizualizace ve smyslu pfevodu textu na obrazek jsou zfejme
nejcitovanéjsi prace T. Eisenberga a T. Dreyfuse (1986, 1990, 1991). Ti dospéli k zavéru, Ze
zaci se Casto zdrahaji pouzit vizualizaci pro feSeni ulohy a davaji pfednost analytickému
zpracovani.” Casto také nevédi, jak vyuZit obréazek, ktery si sami nakreslili. Autofi se
odkazuji na tfadu starSich praci, kde se tato tendence objevuje. Jednim z diivodi je podle nich
to, Ze ucitelé davaji najevo (implicitné ¢i explicitn€), ze analyticky pfistup je nadfazeny
vizuadlnimu. Vizualizaci je tak ve Skole dana podfadna role.

Dalsim dulezitym divodem zdkovych problémi je, Ze vizudlni uvazovani (zpracovani

informace) predstavuje vyssi uroven mentélni aktivity nez analytické uvazovani. T. Eisenberg

1 Nekteii autofi viak upozoriiuji, e se situace méni. D. A. Stylianou (2001) cituje n&které nov&jsi prace (kolem
roku 1998), z nichz je patrné, ze zaci a studenti se jiz tolik nezdrahaji vyuzit vizualizaci v feSeni Gloh. Tento fakt
pri¢ita zménam osnov, kdy se v fadé zemi zvysilo pouzivani obrazkd a diagrami ve vyuce. Také ve svém
vyzkumném projektu s deseti vysokoSkolskymi studenty a jejich deseti profesory zjistila, ze ob& skupiny
u piedlozenych uloh ¢asto sahaly po diagramech, obrazcich a grafech.

24



a T. Dreyfus pfirovnavaji situaci k rozdilu mezi analytickou a obrazkovou prezentaci latky.
Analytické prezentace je sekvenéni, informace jdou za sebou, mizeme je sledovat a zddnou
nevynechat. Pokud mezi jednotlivymi informacemi existuji n¢jaké vztahy, jsou vysloveny
zvlast. Obrazkova prezentace je simultanni, informace a vztahy mezi nimi jsou prezentovany
nez popis pomoci slov, se pak méni v nevyhodu, protoze mize byt obtizné si v§e uvédomit
a interpretovat. A. L. Mesquita (1998a) upozoriiuje, ze obrazky mohou sice mobilizovat celou
fadu vztaht najednou, ovSem na rozdil od textu, kde jde o sekvencni zélezitost, neumoziuji

rozli$it, co je dano a co se ma zjistit. Podobné ve svych pracich uvazuje i F. Kufina.

3.4 Vyzkum tykajici se ,uméni vidét“zo

V tomto oddile se zaméfim na ty vyzkumy z oblasti geometrie, které zkoumaly Zakovska
feSeni u tuloh, jez bych zaradila mezi mnou charakterizované geometrické tlohy typu RBV.
Bohuzel rozsahla reSerSe mné dostupné literatury zejména pres databdze Scopus, Web of

Science, EBSCO a Springer ukézala, Ze skutecné souvisejicich vyzkumi neni mnoho.

3.4.1 Uloha z narodniho testovani ve Francii

R. Duval (2006) popisuje strategie feseni tlohy na obr. 3.12. Uloha znéla:

Na obrazku, ktery je nacrtnut od ruky (skutecné délky jsou dany v cm), je obdélnik
ABCD* a kruznice se stiedem vbodé A a prochdzejici bodem D. Najdéte délku
usecky EB.

On the figure sketched frechand here (the real
lengths are written in cm), are represented a
rectangle ABCD and a circle with center A. passing
through I,

Find the length of segment [EE]

D 7em €
Obr. 3.12 Uloha z narodniho testovani ve Francii (Duval, 2006, s. 117)

2 Yy s . , sy ¥ ’ ) r . v s
0 Vzhledem k zaméfeni mého vyzkumu nebudu zmifiovat napf. vyzkumy, které se zabyvaji porozuménim
obrazkli pfi vyuce nové latky, ani vyzkumy, kde jde o wuchopeni dvoudimenzionalni reprezentace
trojdimenzionalniho objektu.

21 11, 2 % v . , v
Obd¢lnik je oznacen po sméru hodinovych rucicek.
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Uloha byla opakované zadavana v ramci francouzského narodniho testovani zakiim v dobé
prechodu na druhy stupeii zakladni Skoly. Vysledky ze dvou po sobé nasledujicich let ukazuje
tab. 3.1.

Tab. 3.1 Uspé&snost tilohy typu RBV z francouzského narodniho testovani

Zari 1997 2 604 zaku | Zari 1998 2 590 zaku
Matematickd odpovéd (4E je |9 % Matematickd odpovéd (AE | 22,2 %
usecka délky 4 cm, tedy EB je je usecka délky 4 cm, tedy

3 cm) EBje 3 cm)

Odpovédi zaloZzené na méfeni | 16 % Odpovédi  zalozené na | 39,6 %
usecky (asi 2 cm) méteni tsecky (asi 3,5 cm)

Odpovédi zalozené na vizudlnim | 26 %
odhadu (£ je asi v poloviné 4B,
kolem 3,5 cm)

Jiné odpovédi 30 % Jiné odpovédi 24.4 %

Z4dna odpoved’ 16 %

Jak je vidét, matematicky spravné odpovédi podalo jen 9 %, resp. 22,2 % zakul, zatimco
pomérné velké procento zaki odpovédélo na zakladé métfeni GseCky nebo odhadu. Autor
neuvadi, jaké povahy byly ostatni odpovédi (napt. Slo-li o n&jaké vypoctové strategie).
Rozebird vSak, jaké dil¢i konfigurace museli Zaci pro spravné feSeni rozeznat. Pokud vidéli
oba utvary oddélené (obr. 3.13 vlevo), k feSeni je to nedovedlo. Pfitom lze fici, Ze pravé tyto
utvary jsou viditelné na prvni pohled a jsou zminény 1 ve slovnim popisu. Bylo nutné, aby
zéci upreli pozornost na dil¢i konfigurace uvedené na obr. 3.13 vpravo, protoze jen tak je
vidét, ze ony dvé useCky tvofici polomér kruznice jsou soucCasné stranou a casti strany
obdélniku. To je pro mnohé zaky obtizné, jak je vidét z vysledkl vyzkumu.

Original figure

(A)/ or? \[B]

S

Obr. 3.13 Rozklad utvaru z obr. 3.12 na dil¢i konfigurace (Duval, 2006, s. 118)
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3.4.2 Geometricka schémata

M. Chinnappan (1998) vyuziva ve svém vyzkumu pojem schéma,”” které charakterizuje jako™

klastr znalosti, ktery obsahuje informace o klicovych pojmech, vztazich mezi témito
pojmy a znalost toho, jak a kdy tyto pojmy pouzit. Jako organizované znalostni struktury

schémata ridi jak prijem informace a jeji vyhledani, tak jeji nasledné pouziti.

V oblasti geometrie pak navrhuje hovofit o schématech organizovanych kolem urcitého tvaru.
Tak by se napt. dalo mluvit o schématu pravothlého trojuhelniku. Jeho soucésti jsou vSechny
znalosti a dovednosti, které jsou s nim néjak spojené (tedy napft. i Pythagorova véta). Kvalita
schématu je déna jeho organizaci (tedy tvorbou spojnic mezi pojmy) a rozsahem (tedy S$ifi
zéabéru téchto spojnic).

M. Chinnappan ve svém vyzkumu zkoumal, jakd schémata se objevuji pfi feSeni tlohy na

obrazku 3.14. Uloha znéla:

AE je tecnou dané kruznice se stiredem C. AC je kolma na CE a uhel DCE ma velikost

30°. Polomer kruznice se rovnad 5 centimetrum. Najdi AB.

AFE is a tangent to the circle, centre B
C. AC is perpendicular to CE, and

the angle DCE has a measure of 300,

The radius of the circle is equal to 5 D
cim. Find AB.

Obr. 3.14 Uloha z vyzkumu geometrickych schémat (Chinnappan, 1998, s. 206)

2 Podobn& M. Hejny (2007), ktery vychazi z Gerrigova (1991) pojeti, vymezuje pojem schéma jako pamétovou
strukturu zahrnujici klastry informaci relevantni k porozuméni, a upfesiiuje, Ze pro vznik schématu tvofi pidu
izolované modely vystupujici jako informace shlukujici se do klastrii. Schéma vznika az s prvnim generickym
modelem. M. Hejny dale zddraziuje, Ze na schéma hledime jako na dynamickou organizaci riznorodych prvk.

3 a cluster of knowledge that contains information about core concepts, the relations between these concepts and
knowledge about how and when to use these concepts. As organised knowledge structures, schemas guide both

information acceptance and retrieval, and their subsequent use.
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Obrazek v uloze se sklada znékolika utvarl, jez jsou spojené takovym zplsobem, ktery
vyzaduje, aby si feSitel dokazal uvédomit, ze jejich ¢asti maji vice nez jednu funkci. Napf.
stranu AE musi vidét jako usecku, jako te¢nu ke kruznici a jako ptfeponu pravouhlého
trojihelniku. Podle Chinnappana si zak musi nejdiive tyto ndsobné role Casti obrazku
uvédomit, neZ mize aktivovat piislusna schémata a jejich ¢asti. Teprve pak muze napf.
poznat, ze protoze je AE teCna, pak je tthel CDA pravy.

Pfed vlastnim vyzkumem byla tuloha pfedlozena nckolika feSitelim, jmenovité
profesiondlnimu matematikovi, dvéma sttedoskolskym ucitelim matematiky a dvéma zaklim
sttedni Skoly, scilem ziskat expertni zpisoby feSeni. Ukazalo se, ze tito respondenti
aktivovali celkem 17 geometrickych schémat. V samotném vyzkumu, ktery sestaval
zrozhovorll se 30 Zaky 10. rocniku, se zjistilo, ze pfi feSeni Ulohy aktivovali celkem
15 schémat a Ze mezi zdky existuji vyznamné rozdily v zéavislosti na jejich vysledcich
v matematice.”* Nadan&j§i 4ci aktivovali tyfikrat vice schémat. To ukazuje, Ze méné
schopni zaci bud’ nem¢li potiebné znalosti, nebo si viibec neuvédomili, Ze mezi témito
znalostmi a feSenou ulohu je n&jaka souvislost. Nadanéj$i zaci také od zacatku teSeni
smétfovali kroky uréitym smérem, zatimco ti méné nadani navrhovali kroky feSeni spiSe
nahodilé a nezacilené.

V feSeni pivodnich péti respondentlt M. Chinnappan identifikoval celkem ctyfi teSitelské
strategie, z nichZ je pro mé ucely diilezita jedna, ktera je spiSe geometricka. Tato strategie
zahrnuje konstrukcei useCky spojujici bod B a D, ¢imZ je mozno ukézat, Ze trojuhelnik BCD je
rovnostranny a trojuhelnik ABD je rovnoramenny. Déle je nutné pouzit vétu o souctu velikosti
uhll v trojihelniku a vlastnosti rovnoramenného trojuhelniku a poloméru kruznice. Tak lze
dospét k zavéru, ze tiseCka BD ma stejnou délku jako polomér kruznice a Ze UseCka AB je
stejné dlouha jako tsecka BD.

Ukazalo se, ze ze zkoumanych zaka tuto geometrickou strategii nepouzil nikdo. Nejvice
zakl (17) pouzilo strategii zaloZenou na trigonometrickych vztazich. Dva pouzili strategii,
kterd zahrnovala trigonometrické vztahy a Pythagorovu vétu, a dalsi dva k trigonometrickym
vztahtim pridali je$té véty o podobnych trojihelnicich.”” U deviti zaki se nepodafilo strategii
urcit. Autor ¢ini mezi jinymi zavér, ze tloha vyvolala u zakt primarn€ vypoctova geometricka

schémata tykajici se trigonometrie. To je moZné pozorovat i u nasledujici sondy F. Kufiny.

'V angli¢ting mluvi o high a low-achievers.

 Bohuzel ¢lanek neobsahuje 74dné zakovské feseni, abych mohla byt konkrétn&jsi.
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3.4.3 Obsah pravidelného dvanactiuhelniku

F. Kufina (2011) popisuje, jaké rizné vyjadiené vysledky ziskal od fesitelt, kterymi byli

absolventi stfednich §kol. Uloha znéla:
Vypocitejte obsah pravidelného dvandctivhelniku vepsaného do kruznice poloméru r.

F. Kufina uvédi jednoduché feSeni ulohy zalozené na faktu, ze dvanactitihelnik je slozen
z 12 rovnoramennych trojuhelnikd, jejichz ramena sviraji thel 360°/12 = 30° (viz obr. 3.15,
napi. thel OAC ma 30°). Protoze je v = 1/2 |AC| = r/2, plati pro obsah S pravidelného
dvanactithelniku S=12. 1/2 7. 7/2 =3 1.

!
Obr. 3.15 Jednoduché feseni tlohy o obsahu dvanéctiuhelniku (Kufina, 2011, s. 154)

sin 30° sin? 30°
S = 6r2. VY Pt
"osinse | 4sin? 750

1 1
S =3r% Afl————
s sin 75° 16 sin? 75°’
S_'12\/r(2+\/2—_\/§) rvV2 -3 V2 -3 r(2 -2 —/3)
—12. : e 5 :

S = 12.%2-\/2 - x/§.\/2 +V3,

S =6r2.4/2 —/3.sin75°,

g_ 1272, sin 30° cos 15°
a 2 sin 75°
S = 12r%. sin 75° cos 75°,

S = 1272, sin 15° cos 15°,
S = 6r?sin 30°,
S = 3r2.

Obr. 3.16 Ruzné vyjadiené spravné vysledky ulohy o obsahu dvanactithelniku
(Kufina, 2011, s. 160)
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Na nékolika piikladech je ukdzana nizka matematicka kultura nékterych feSitelll, jmenovité
se hovoii o ,,nizké urovni umeéni vidét souvislosti a fesSit ulohu jednoduse adekvatnimi
matematickymi prostiedky*. Studenti vypracovavali neobycejné komplikovana feseni, v nichz
nejcastéji vyuzivali kosinovou a sinovou vétu a goniometrické funkce. Nékdy vSak nedosli az
ke konci feSeni. F. Kufina uvadi ptehled spravnych vysledkil, které v feSeni absolventl
sttednich Skol nasel (viz obr. 3.16).

Podle Kufiny (2006) tedy vétsi rozsah matematickych poznatki nemusi vést k ,,lepSimu*
feSeni. Dokumentuje to také feSenim neznamého ¢inského matematika, ktery tlohu vyftesil
n¢kdy kolem roku 300 n.l. bez jakéhokoli pocitdni pomoci konstrukce tii Ctverclh (viz

obr. 3.17).

Obr. 3.17 Reseni ulohy o obsahu dvanéctiuhelniku pomoci konstrukce ti ¢tverci
(Kufina, 2011, s. 155)

3.4.4 Trojuhelniky v lichobéZniku

F. Kufina (2011) provedl sondu se 140 stfedoskoldky u tlohy, ktera je typu RBV:

U je prusecik uhlopricek lichobézniku ABCD se zakladnou AB (obr. 3.18). Maji
trojuhelniky ADU a BCU stejny obsah? Odpovéd’ zdiivodnéte.

Obr. 3.18 Zadéni ulohy trojuhelniky v lichobézniku (Kutina, 2011, s. 168)

Kladnou odpovéd’ 1ze nahlédnout geometrickym zptisobem — k tomu je vSak nutné rozpoznat

v obrazku mezi riznymi utvary, které se nabizeji, dva kli€ové trojuhelniky ABC a ABD
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a uvédomit si, ze maji stejné obsahy (nebot’ maji spolecnou zdkladnu 4B a stejnou vysku) a ze
jsou sjednocenim neptekryvajicich se trojuhelniki, z nichZ trojihelnik AUB maji spole¢ny.
F. Kufina uvadi jest¢ dvé dalsi feSeni, ktera bych zaradila mezi primarné¢ geometricka, a tii
vypocetni (bohuzel neuvadi, kolik studentii vyuzilo jakou strategii).

Obtiznost tlohy spociva podle mého nazoru v tom, Ze zatimco na prvni pohled z obrazku
vystupuji trojuhelniky ADU a BCU, protoze jsou Srafované, uvidét je nutné jiné dva
trojihelniky — jakoby pfi jednom pohledu vystoupil z obrazku trojuhelnik ABD a pii druhém
pohledu trojuhelnik ABC.

F. Kufina uvadi, 7e 74 % vsech fesiteld ulohu vibec nevyfesilo®® a jen 10 % podalo tplné
a spravné feSeni. Podle néj byla pfi¢inou neuspéchu nizka Groven ptedstavivosti, neschopnost
vidét souvislosti a nahlédnout situaci z nového pohledu. Zifejmé na zaklad¢ analyzy feSeni si
v8ima toho, ze nektefti studenti si formulovali analogickou ulohu pro obdélnik, coz je vedlo ke
kladné odpovédi, a naopak, ze nikdo nepiiSel na kladnou odpovéd zprostiedkovanou
rovnoramennym lichobéznikem. Né&kolik studentd si formulovalo analogickou tulohu pro
lichobéznik s rameny ,,velmi odlisSnych délek* (viz obr. 3.19), coz je bohuzel vedlo k zaporné

odpovédi. Zde se studenti ziejmé nechali vést ,,ndzornymi predstavami‘.

Obr. 3.19 Zadani analogické ulohy pro lichobéznik s vyrazné odlisSnymi délkami
ramen (Kufina, 2011, s. 168)

3.4.5 Rovnoramenny trojuhelnik

T. Fujita a K. Jones cituji v praci z roku 2002 studii (Nakanishi, 1987), v niZ bylo 87 zakiim
ve véku 14 a 15 let v Japonsku déna uloha o rovnoramenném trojuhelniku (viz obr. 3.6
a zadani ulohy v oddile 3.2). Devét zakd nedokazalo ulohu fesit, protoze zadné shodné
trojuhelniky nevidéli, a Ctyfi Zaci nedokézali zacilit pozornost na tu spravnou dvojici
shodnych trojuhelnikii. Ukazuje se, Ze pro nékteré zaky je skutecné obtizné ,,vidét* v obrazku
jeho urcité dil¢i konfigurace a zameéfit na né pozornost. Autofi vSak neuvadéji zadné

podrobnosti o fesitelskych strategiich.

2 ~ I T , T v r . v v v s o .1:
% BohuZel neuvadi, jak vypadaly netsp&sné vypo&tové strategie, nebo zda se Zaci do feseni viibec nepustili.
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3.4.6 Uloha z TIMSS

Zaveérem zminim jesté Ulohu typu RBV, kterd se objevila v mezinarodni srovnavaci studii

TIMSS (viz obr. 3.20; Tomasek a kol., 2009).

Na obrazku je uvnitf ¢tverce vybarveny trojihelnik.

[=— 4cm == 2 cm —

6cm —mM—=

Jaky je obsah vybarveného trojuhelniku?

Obr. 3.20 Uloha z TIMSS 2007 M01-12

Podle autorii Glohy se jedna o lohu s geometrickym zaméfenim, kterd testuje pouzivani
vhodnych vzorcli pro vypodet obsahti. Uloha byla zadana zikim 8. ro¢niku v roce 1999

a 2007. Jejich uspésnost je vidét z tab. 3.2.

Tab. 3.2 Uspé&nost ulohy typu RBV v TIMSS

Uspé&nost v % Celkem Divky Chlapci
Ceska republika 1999 33,2 33,0 33,5
Ceska republika 2007 23,1 20,6 25,3
Mezinarodni primér 28,7 29,1 28.4

Jak je vidét, v této uloze se nasi zaci od roku 1999 zhorsili a vroce 2007 byli pod
mezinarodnim primérem. Navic vice nez 32 % naSich zaku tlohu viibec netesilo, 1ze tedy
predpokladat, Ze nenasli Zadnou strategii feSeni. Z mého hlediska je vSak zajimavé, zZe

v komentafi se doslova piSe (Tomasek a kol., 2009, s. 66):

V tloze maji zaci vypocitat obsah trojihelniku vepsaného do ¢tverce danych rozméri.
Pii jejim feSeni maji prokazat nejen to, Ze znaji a umi pouzit vzorec pro vypocet obsahu
trojuhelniku, ale i Ze parametry potfebné pro vypocet dokazou vycist z obrazku. To, Ze
nebyla explicitné uvedena délka strany a pfislusnd vySka trojuhelniku, byl
pravdépodobny diivod pomérné nizké uspésnosti feseni tlohy.
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Domnivam se, ze existuji pfinejmensim tfi moznosti, jak Ulohu feSit, znichz prvni je

vypoctova, zatimco zbylé jsou spiSe geometrické:

- Vypoctova strategie pomoci vzorce pro obsah trojihelniku — je nutno si uvédomit, ze
vyska trojuhelniku je stejné velka jako strana Ctverce.

- Strategie pomoci rozdeleni ¢tverce na dil¢i konfigurace (obr. 3.21) — na dva obdélniky
dokreslenim nebo domyslenim si kolmice jdouci vrcholem trojihelniku; je nutno si
uvédomit, ze pak strany trojuhelniku jsou thlopticky téchto obdélnikl a ze tedy v nich
vysSrafovana €ast zabira pravé jednu polovinu. Obsah vySrafované ¢asti je tedy polovinou
obsahu ctverce.

- Strategie pomoci posunuti vrcholu trojuhelniku napt. do pravého horniho vrcholu ¢tverce
— obsah trojuhelniku se nezméni, protoze se nezméni ani strana ani vyska, a je vidét na

prvni pohled, Ze hledany obsah je polovinou obsahu ¢tverce.

Je skoda, Ze neni mozné ziskat informace o pouzitych zplsobech feseni pro ulohu z obr. 3.20.
Lze se jen domnivat, ze ani v roce 1999 zZici nevyuzivali hojné¢ nevypoctové strategie, ale je
mozné, Ze byli vice cviceni ve vzorci pro obsah trojihelniku a dovedli najit délku vysky
1 v tomto obrazku. Pokud 1 autofi tlohy pisi, Ze je primarn¢ zamétena na vyuziti vzorce a na
to, zda zaci dokazi jeho parametry vycist z obrazku, neznamena to, Ze Zaci jsou pravé
k tomuto zpusobu feSeni vedeni a Ze jsou geometrické zpiisoby feSeni ve vyuce spiSe

potlageny??*’

Obr. 3.21 Mozné dil¢i konfigurace u ulohy z TIMSS 2007

2" Konzultace s N. Vondrovou.
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Tteti strategie je svym charakterem dynamickd a pro zaky obtizné. Nestaci znat vzorec pro
obsah trojuhelniku, ale je nutné si uvédomit, ze 1 kdyZz zméni trojuhelnik sviij tvar, nezméni
sviij obsah. Jde vlastné o princip konzervace obsahu (Piaget, 1999).* Z vyzkumu je znamo
(napt. Kordaki, 2003), Zze Zaci sice vzorec pro obsah trojuhelnika ovladaji, ale princip
konzervace obsahu jim vtomto kontextu zlstava skryt a casto se domnivaji, ze dva
trojuhelniky musi byt shodné, aby mély stejny obsah (Kospentaris, Spyrou, Lappas, 2011).
Pti¢inou muze byt 1 pfiliSny diraz na pocitani na tkor konceptudlniho porozuméni obsahu
(Kospentaris, Spyrou, Lappas, 2011). Napf. je mozné vice vyuzit Glohy, v nichZ se obsah
utvaru nepocita, ale Utvary se z hlediska obsahu jen porovnavaji. V ptipadé TIMSS tulohy je
pii vyuZiti tfeti strategie okamzité vidét, Ze obsah trojuhelniku je polovina obsahu Ctverce.
Dalsim tukolem, ktery vede spiSe ke konceptudlnimu porozuméni obsahu trojihelniku, je tikol
v programu dynamické geometrie nechat zdky experimentovat s trojuhelnikem, konkrétné
posunovat jeden jeho vrchol po piimce a sledovat, jak se méni obsah tohoto trojuhelniku — tim
zjisti, ze obsah trojihelniku zavisi na jeho vySce, a nasledné i to, Ze kdyZ onu pfimku sestroji
jako rovnobézku s protilehlou stranou trojuhelniku, pak se obsah trojuhelniku neméni
(Vanicek, 2009, s. 95). J. Vanicek uvadi, ze tento ukol mohou zéci plnit 1 v dobé&, kdy uz zaci

vzorec pro obsah trojuhelniku znaji — pak slouzi jako diagnostick4 iloha jejich porozuméni.

3.5 Zavér kapitoly

V této kapitole byly popsany pojmy souvisejici s geometrickymi ulohami typu RBV.
Podrobné se vénovala zejména problematice roli a vnimani obrazkl v geometrii a moznym
zdrojim obtizi zakl pii jejich feSeni. Byly podany vysledky Sesti vyzkumi, v nichz byla
pouzita Uloha typu RBV a zkoumany fesitelské strategie zaki. Jejich spolecnym znakem bylo,
ze zaci rizného véku maji s témito tlohami problémy, Casto se snazi vyuzivat vypoctoveé
strategie a obecné¢ maji problém s ,vidénim* v obrazku, zejména srozezndnim dil¢ich
konfiguraci, které jsou nutné pro uspésné vyteSeni tlohy.

Na zédkladé¢ vySe feCeného a uvodnich experimentti z kapitoly 2 jsem formulovala

hypotézu, ze u uloh typu RBV dévaji zaci pfednost vypoctovému feSeni a ze jednou z pficin

28 Uloha Ploty zahrad z oddilu 2.1 je stejného charakteru a konzervace obsahu se objevuje i v ilohach z obr. 3.7
a 3.19. Podobné D. Jirotkova (2010, s. 96, s. 211) uvadi, ze zaci i budouci ucitelé maji Casto problém najit na
tvereckovaném papiru se ¢tverci o délce strany 1 j trojihelnik o obsahu % j* jiného tvaru, neZ je pravothly
trojuhelnik, ktery tvofi polovinu ¢tverce. Pficinu vidi v nedostate¢ném mnozstvi izolovanych modeld takového

trojuhelnika.

34



muze byt to, Ze znalost vzorch a algebraickych postupii je pro né piekazkou nalezeni
geometrického feSeni, resp. Ze se ani geometrické feSeni nepokouseji hledat. Dalsi z moznych
pricin, jak ukézal vyzkum, miize byt fakt, ze zaci jsou presvédCeni o tom, ze algebraické
feSeni je ,,matematictéjsi“ a hodnotnéjsi nez feseni geometrické. Konecné dalsi pfi¢inou mize
byt slozitost uchopeni obrazku, ktery obsahuje velké mnozstvi informaci najednou. Pokud
jeho jednotlivé c¢asti popiSeme pismeny a vytvoiime znich néjaké vyrazy, stane se

s konceptudlniho problému problém proceduralni, ktery zaci pocituji jako jednodussi.
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4 Pilotni studie

Na zaklad¢ prvotnich experimentl jsem formulovala vyzkumné otazky (viz oddil 2.3) a na
zaklad¢ studia literatury jsem stanovila pfedbézné hypotézy (viz oddil 3.5). V dalsi fazi jsem
provedla pilotni studii s cilem nalézt vhodné ulohy typu RBV pro hlavni studii vyzkumu.
Konkrétné jsem chtéla posoudit, zda jsou jejich zadani pro zaky razného véku srozumitelna,
zda vedou k riiznym strategiim feSeni a zda nejsou pro zaky piili§ jednoduché. Ulohy jsem
planovala zadat zdkim v rdmci hodin matematiky ve Skole, kde jsem pracovala. Prace zakt
neméla byt hodnocena zndmkou, coz zaci méli védét predem. Kazdy zadk mél pracovat
samostatné a ani ja jsem neméla v umyslu zakaim pomahat. Ulohy jsem planovala piedlozit
dvéma tfidam rtzného véku (konkrétné 5. a 7. ro€niku osmiletého gymnazia), abych potom
mohla alespoit ¢astecné vysledky porovnat. Naslednd analyza feSeni zakli méla pifinést

zejména soubor fesitelskych strategii a posoudit vhodnost tloh pro hlavni studii.

4.1 Vybér uloh pro pilotni studii a jejich popis

Vybér moznych tloh byl pozadavkem, ze maji byt feSitelné¢ zaky rizného vE€ku, podstatné
omezen, nemohla jsem napi. pouzit fadu uloh ze souvisejicich vyzkumii (viz oddil 3.4).
Nakonec jsem vybrala pét uloh, které se mi zdaly byt slibné, jelikoz odpovidaly
charakteristikam iloh RBV a zaroveii nemély shodné zptisoby feseni, byly riiznorodé. Ulohy
jsou zde uvedeny s feSenim, které povazuji za geometrické (resp. za nevypoctové). Mohou

nejsou piimefené véku zakil, pro néz jsou ulohy planovany.

Uloha 1: Kolem bazénu s rozméry 25 m a 12 m je pds travy, ktery je po strandch bazénu

Siroky 4,5 m (viz obr. 4.1). Vypocitejte obsah travnaté plochy.

N

\

29m \
NN

Obr. 4.1 Travnik kolem bazénu
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Na prvni pohled se mize zdat, ze tato uloha je spiSe vypoctova nez geometrickd. Za
geometrické feSeni povazuji takovy ptistup zaki, kdy v obrazku rozezna dva obdélniky (velky
a vnitini) a uvédomi si, ze travnik je ve skutecnosti dopln€k vnitiniho obdélniku do obdélniku
velkého. Pak sta¢i odecist obsah vnitiniho obdélniku od obsahu velkého obdélniku. Tedy
jakysi vypocet je nutno udélat, ovSem je vcelku pfimocary a pfedchdzi mu geometricka ivaha,
kterd teSeni vyznamné ulehcuje. Piekdzkou miize byt to, ze trdvnik je vysrafovéan, coz
automaticky pfitahuje pozornost fesitele, ktery vSak pro geometrické feSeni musi upfit svou

pozornost na maly obdélnik, tedy komplement toho, co z obrazku vystupuje.

Uloha 2: V kruznici je dan obdélnik SABC podle obrdzku (viz obr. 4.2). Urcete velikost
usecky AC, jsou-li dany velikosti SA a AD. Své FeSeni zdiivodnéte.

3cm 2cm

Obr. 4.2 Obdélnik v kruznici

Geometrické feSeni v prostoru T je u této ulohy velmi elegantni. Resitel musi rozeznat
obdélnik SABC, coz v tomto piipadé neni tak obtizné, protoZe na né¢j upozoriiuje uz text
Gilohy.”® Dale si stati uvédomit shodnost uhlopti¢ek v obdélniku a vsimnout si faktu, Ze
uhlopticka SB je nejen shodna s thloptickou AC, ale Ze je zaroven polomérem kruznice (mé
tedy dvoji roli, kterou si Zak musi uvédomit). Tento polomér je podle obrazku znamy, je tedy
znama 1 velikost Uhlopficky AC. Mohli bychom fici, ze obrazek ma v tomto ptipadé
heuristickou roli (Mesquita, 1998a), protoze thlopticka AC, ktera je v obrazku jiz nakreslena,

do jisté miry napovida, ze lze dokreslit ¢i domyslet si i druhou thlopticku SB.

¥ Tedy prostoru geometrickych objekti a vztahti (T — theoretical), viz oddil 3.1.1.
% Oviem jsou mozné i dalsi diléi konfigurace, napt. &tvrtkruh, trojuhelnik SAC a ACB, piipadné i trojihelnik
ADB; 74k si musi uvédomit, ktera konfigurace je ta prava.
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Uloha 3: Zjistéte, jakou cast obsahu obdélniku ABCD zaujimé obsah trojiihelniku AED (viz
obr. 4.3).

D C
H""‘--...
“'-..__-.-H
E
/
_,—"‘/
/
A B

Obr. 4.3 Obsah trojuhelniku ve ¢tvercové siti

Uloha do jisté miry pfipomina ulohu z TIMSS 2007 (viz oddil 3.4.6), oviem v dobé pilotni
studie jesté nebyla uvolnéna, resp. ja jsem s ni seznamena nebyla. I kdyz je mé tloha zaddna
ve Ctvercové siti a trojuhelnik je vepsan do obdélniku a ne Ctverce, mlze pilotni studie
aste¢nd naznadit odpovéd na otazku po strategiich feeni Glohy z TIMSS 2007. Usp&snost
feSeni mnou navrzené Ulohy miZze byt pozitivné ovlivnéna tim, Ze je pouZita ctvercova sit’
(vyska trojuhelniku je v podstaté jiz narysovana), ovSem negativni vliv mize mit fakt, ze
trojuhelnik je zde v netypické poloze (se zakladnou umisténou svisle ne vodorovné).

Mozné¢ tesitelské strategie jsem popsala uz v oddile 3.4.6; pro Uplnost zde uvedu druhou

a tfeti z nich, kter¢ jsou spiSe geometrické nez vypoctové.

- Strategie pomoci rozdéleni obdélniku na dil¢i konfigurace — na dva obdélniky pomoci
kolmice jdouci vrcholem E na stranu 4D; je nutno si uvédomit, Ze strany trojuhelniku AE
a DE jsou uhlopfic¢ky téchto obdélnikl, a Ze tedy v nich vySrafovana ¢ast zabird praveé
jednu polovinu. Obsah vysSrafované Casti je tedy polovinou obsahu obdélniku.

- Strategie pomoci posunuti vrcholu trojuhelniku napt. do bodu C — obsah trojihelniku se
nezméni, protoZe se nezmeni ani strana ani vyska, a je vidét na prvni pohled, Ze hledany

obsah je polovinou obsahu obdélniku.

Uloha 4: Je ddn obecny trojihelnik ABC a body D, E, které jsou po Fadé stiedy stran AC, BC
(viz obr. 4.4). Usecka DE rozdéli trojiihelnik ABC na trojithelnik a lichobéznik. Zjistéte pomér

jejich obsahii. Své Feseni vysvetlete.
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Obr. 4.4 Pom¢r obsahi trojuhelniku a lichobéZniku

Zde za nejrychlej$i postup feSeni povazuji doplnéni zbylych dvou stfednich piicek
trojihelniku ABC. Tak se vytvofi i bod F, ktery bude lezet ve stiedu strany AB. Poté je mozné
dokézat, napfiklad pomoci véty o shodnosti trojuhelnikli sss, Ze jsou vSechny Ctyfi takto
vzniklé trojuhelniky shodné, jelikoz se shoduji v délkach vSech tii stran (|[4D| = |DC|= |EF]|,
|AF| = |FB| = |DE|, |DF| = |EC| = |BE]|). Pak je ztejmé, Ze trojuhelnik DEC se sklada pouze
z jednoho takového trojuhelniku, zatimco lichobéznik ABED ze tifi takovych shodnych
trojahelnikli. Pomér je tedy 1 : 3.

Obtiznost tlohy spociva v nutnosti uvédomit si, ze DE je stfedni pticka, a v ptipadé
geometrického feSeni dokreslit si zbyvajici stfedni pficky (u tlohy 2 jde také o dokresleni
usecky, ovSem jeji krajni body jsou jiz v obrdzku piitomny). Na rozdil od pfedchozich uloh
nejsou u této Ulohy a nésledujici ulohy ddny zadné rozméry, Glohy jsou zadany zcela obecné.
Pro geometrické feSeni je nutno chapat obrazky jako reprezentanty abstraktnich

geometrickych objektli, ne konkrétniho ptipadu.

Uloha 5: Do c¢tverce ABCD je vepsdan dalsi ctverec KLMN tak, Ze spojime postupné stiedy

stran ctverce ABCD (viz obr. 4.5). Urcete pomeér obsahii ctvercit ABCD a KLMN a své resent

vysvétlete.
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Obr. 4.5 Ctverec ve ¢tverci
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V ttvaru jasné vystupuje kromé velkého ctverce ¢tverec KLMN a ptipadné Ctyfi rohové
pravouhlé trojihelniky. Pokud se doplni uhlopticky ¢tverce KLMN, ke spravnému feSeni vede
rozeznani Ctyt shodnych ctvercii, v nichz jsou strany ctverce KLMN uhloptickami (opét hraji
dvé role). Uhlopiicky &tverce ho déli na dva shodné trojihelniky (coZ lze ukézat teoreticky
pomoci véty o shodnosti trojuhelnikl sss), takze je jiz patrné, ze se maly ctverec skladad ze
¢tyf shodnych trojuhelniki, zatimco velky ¢tverec ABCD z osmi takovych trojahelnikii. Proto

je jeho obsah dvakrat vétsi a hledany pomér je 2 : 1.

4.2 Prubéh pilotni studie a jeji ucastnici

Pilotni studie byla realizovéana v fjnu roku 2009. Ulohy jsem zadavala v prab&hu vyudovaci
hodiny ve dvou tfidach, ve kterych jsem vyucovala matematiku, formou pracovniho listu.
Zaci védéli, ze nebudou z uloh klasifikovéni, a jejich prace tedy neovlivni $kolni vysledky. Na
vypracovani uloh méli 45 minut a o planovaném experimentu nebyli dopfedu informovani.
Nemohli se tedy na néj pfipravit, ani si donést pomiicky, které¢ bézné¢ do hodin matematiky
nenosi. Nékteii tedy neméli ani rysovaci potieby.

Experimentu se zic¢astnilo 23 zakl 5. ro¢niku osmiletého gymnazia (Zaci ve véku 14 — 16
let) a 12 zaki 7. roéniku osmiletého gymnazia (Zaci ve véku 17 — 18 let).’! Povazovala jsem
za dilezité, aby byl vékovy rozdil mezi tfidami alespoii dva roky, abych se vice pfiblizila
k odpovédi na otazku tykajici se porovnani strategii feSeni u zakid rizného veku. Nechtéla
jsem vSak pracovat s zdky maturitnich ro¢niki, kteti se jiz vice specializuji na své maturitni
pfedméty. Néktefi tak v matematice zacali vice vynikat, nebot’ navstévovali maturitni
seminafe a byli vice vnitiné motivovani k praci v tomto predmétu. Jini naopak nepovazovali
matematiku za sviij upfednostiiovany predmét, a tak by se nad ulohami nejspi§ ani hloubéji
nezamysleli.

Na vypracovani Uloh méli Zaci dostatek Casu a v obou tfidach vSichni pracovni list
odevzdali jesté pfed koncem hodiny. Neobjevili se ani zaci, kteti by ulohy odevzdali vyrazné
diive nez ostatni. Z pracovnich listd pak ale bylo patrné, Ze néktefi zaci 7. ro¢niku
vypracovali ulohy rychleji a pouze vyckali, aZ budou praci odevzdavat i ostatni.

ProtoZe byli zaci na zac¢atku sezndmeni s tim, Ze si musi pii feSeni tloh poradit sami,

nevyzadovali v prubéhu prace témét zadny zasah experimentatora. Vyjimkou byly v obou

! Gymnazium J. G. Jarkovského, Truhlaiska 22, Praha 1.
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titidach dotazy, zda mohou ulohy vypracovat na zvlastni papir, jelikoZ v pracovnim listé

neméli dostatek mista. Zde jim bylo vyhovéno.

4.3 Analyza zakovskych reSeni uloh a jeji vysledky

Na analyzu dat z pilotni studie jsem vyuzila kvalitativni analyzu zaméfenou na pouzité
fesSitelské strategie. Strategie jsou pro jednotlivé tlohy sepsany v tab. 4.1 az 4.5 soucasné
s pocty zakli obou ro¢niki, ktefi si danou strategii zvolili. V tabulkach je také uvedeno,
u kolika zakli vedla vybrana strategie ke spravnému ¢i naopak nespravnému vysledku.

Strategie jsou dale pod tabulkami komentovany a vysvétleny.

4.3.1 Uloha 1 - travnik kolem bazénu

U této ulohy se objevily dvé strategie (S1 a S2).

Tab. 4.1 Strategie u tlohy 1

Strategie 1 Strategie 2
Spravny Nespravny Spravny Nespravny
vysledek vysledek vysledek vysledek
5. ro¢nik (23)% 16 4 3 0
7. ro¢nik (12) 7 1 2 2

S1: Tato strategie, kterou povazuji za primarné geometrickou, odpovida zptsobu feSeni, ktery
jsem uvedla v oddile 4.1.

S2: Muj piedpoklad, ze jako piekdzka bude pisobit vySrafovany pas, ktery na sebe strhne
feSitelovu pozornost, se naplnil. N&kolik zakli se zaméfilo pouze na vySrafovanou plochu
a rozdélilo si ji do Ctyf (popfipadé osmi) obdélnikl (poptipadé Ctyt obdélnikl a Ctyt Ctverci).
Zaci vypocitali jednotlivé obsahy, které nasledné seéetli (obr. 4.6). Ti poéetné zb&hlejsi Zaci si
alespon postup zjednodusili tim, Ze si uvédomili shodnost nékterych obdélnikti (poptipadé

¢tvercl) a pii vypoctech vyuzili nasobeni (obr. 4.7).

32 Cislo uvadi, pro lepsi piehlednost, celkovy poéet testovanych Zakd v roéniku.
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ULOHA 1: Kolem bazénu s réz?néry 25ma
12 m je pas travy Siroky 4 m. Vypoditejte
obsah travnaté plochy (viz obrazek) a své
feSeni vysvétlete.
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Obr. 4.7 Vypoctova strategie u tlohy 1 — se zjednodusenim

4.3.2 Uloha 2 - obdélnik v KruZnici

Tato uloha vedla k vice strategiim. Tti z nich (S1, S2, S3) se objevovaly pomérné Casto. Zbylé
strategie jsem do tab. 4.2 shrnula pod nazvem Ostatni. Jejich zastoupeni v pracich zaka bylo
malé a zaroven se jednalo spiSe o nezacilené pokusy feSeni, kdy Zaci nevédéli, jak postupovat,

a patrné zkousSeli, jestli je ¢rtdnim do obrazku néco nenapadne.
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Tab. 4.2 Strategie u tlohy 2

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3 Ostatni strategie
Spr. Nespr. Spr. Nespr. Spr. Nespr. Spr. Nespr.
Vys. Vys. Vys. Vys. Vys. Vys. Vys. Vys.
5. Tt 2 5 0 11 1 0 4
(23)
7. ro€.
12) 0 1 1 0 10 0 0 0

S1: Zéci si zakreslili do obrazku obdélnik symetricky podle osy SC do levé &asti kruhu
a pokouseli se zjistit délky rtznych tsecek tak, aby si znich pak mohli odvodit i délku
hledané usecky AC (obr. 4.8). Tato strategie samoziejmé nevedla ani u jednoho zika ke
spravnému feseni. Polomér, na némz lezi usecka SC, témto zaklim zfejmé navodil piedstavu

0SOvVé souméernosti.

dany vellkosti >A a AL, Sve feseni
zdtvodnéte. a

~

Obr. 4.8 Netspésné feSeni ulohy 2 pomoci soumérnosti

S2: ZAci ziejmé rozpoznali v obrazku pravouhly trojuhelnik s délkou odvésny 3 cm, coZ jim
evokovalo pravouhly trojihelnik se stranami délek 3 j, 4 j a 5 j. Odvodili tak tedy i délku
pfepony, ovSem za ni¢im nepodloZeného pfedpokladu, Ze tsecka SC ma délku 4 cm. Toto
feSeni, které pouzilo pomérné dost zakt,, mé piekvapilo, neptedpokladala jsem ho. Ukazalo
se, ze mnou zadané hodnoty v obrazku nejsou vhodné.

S3: Tato strategie odpovida feSeni lohy uvedenému v oddile 4.1 (viz obr. 4.9).
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Obr. 4.9 Spravné feseni ulohy 2

Ostatni strategie nevedly ani u jednoho zaka ke spravnému feSeni. Bud' to byly pouze
pokusy a ¢rtani do obrazku, nebo Zak stanovil Spatny predpoklad, ze kterého potom v dalSich
svych uvahach vychéazel. Piikladem je 74k, ktery povazoval trojuhelnik SAC za

rovnoramenny.

4.3.3 Uloha 3 - obsah trojithelniku ve étvercové siti

U této ulohy jsem identifikovala tii nejcastéji zastoupené strategie (S1, S2, S3) a dvé€ strategie,

které se objevily pouze jednou a které jsou zahrnuty mezi Ostatni (viz tab. 4.3).

Tab. 4.3 Strategie u ulohy 3

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3 Ostatni
Spr. | Nespr. Spr. Nespr. Spr. Nespr. Spr. Nespr.
Vys. Vys. Vys. Vys. Vys. Vys. Vys. Vys.
5. ro¢.
23) 7 0 7 0 4 3 0 2
7. ro€.
12) 7 0 3 0 2 0 0 0

S1: Tato strategie vedla u vSech zaki, ktefi ji pouzili, ke spravnému feseni (obr. 4.10). Jedna
se o prvni z pfedpokladanych geometrickych strategii (viz oddil 4.1).

S2: Tato strategie byla vyrazné vypoctova (obr. 4.11). Zaci pouzili &tvercovou miizku pro
urceni délek usecek. Tyto délky usecek dosadili do vzorcii na vypocet obsaht trojuhelniku
a obdélniku a nasledné jejich obsahy porovnali. Vypocty vSichni zZaci provedli bezchybné,

takze dosli ke spravnému feseni.
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Obr. 4.10 Geometricka strategie u ulohy 3

Obr. 4.11 Vypocetni feSeni ulohy 3

S3: Tieti strategii jsem nazvala ,,po¢itani ¢tvereckt* — zaci se snazili spocitat ¢tvereCky uvniti
trojuhelniku (popiipadé i vné trojuhelniku) a porovnat je s celkovym poctem ctverecki
v celém obdélniku, jak to ukazuje obr. 4.12. Pfi tom museli skladat ¢asti ¢tverecku, kterymi
prochazeji strany trojuhelniku, dohromady. Ne¢kteti nepracovali pouze s jednotlivymi
ctverecky, ale vzdy s celym sloupeckem. S ohledem na vék zakl jsem byla pouzitim této
strategie ptrekvapena. Zejména kdyz je z tab. 4.3 patrné, Ze tuto strategii vyuzili i dva zZaci
7.roéniku. Usp&$nost feSeni pii pouziti této strategie zavisela na schopnosti Zika,
,kvalifikovang€* porovnat c¢asti Ctvercl, napiiklad pomoci podobnosti trojuhelnikda.
Domnivam se vsak, ze to spiSe odhadovali, o podobnosti trojihelnikt se nikdo ve svém feSeni
nezminil.
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Obr. 4.12 Strategie ,,pocitani ¢tverecki* u ulohy 3

Mezi Ostatni strategie v tab. 4.3 zahrnuji dva marné pokusy zakt 5. ro¢niku, ktefi nakonec

ulohu vzdali.

4.3.4 Uloha 4 - pomér obsahii trojtihelniku a lichobéZniku

V zakovskych fesenich jsem identifikovala tfi nejcastéjsi strategie (S1, S2, S3). Zbylé

strategie jsem shrnula mezi Ostatni, viz tab. 4.4.

Tab. 4.4 Strategie u ulohy 4

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3 Ostatni strategie
Spr. | Nespr. Spr. Nespr. Spr. Nespr. Spr. Nespr.
Vys. Vys. Vys. Vys. Vys. Vys. Vys. Vys.
5. roc.
23) 10 0 0 7 0 2 0 4
7. rod.
12) 5 2 0 1 0 1 0 2

S1: Zéici si viimli, Ze ise¢ka DE je ve skute¢nosti stfedni pti¢kou trojuhelniku, doplnili

1zbylé dvé jeho stiedni pficky a objevili ¢tyfi shodné trojuhelniky (obr. 4.13). Jednalo se

o geometrickou strategii uvedenou v oddile 4.1.
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Obr. 4.13 Reseni pomoci shodnych trojuhelniki u ulohy 4
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Zbylé¢ strategie nevedly ani u jednoho zéka ke spravnému feSeni, jelikoz byly vystaveny na
jejich $patnych predpokladech. Zaci se zpravidla pokouseli riznymi zptsoby nalézt n&jaky
pravouhly trojuhelnik, ktery by jim mohl pomoci. Ve strategii S2 rozd¢lili lichobéznik na dva
pravouhlé trojuhelniky a jeden obdélnik a hledali jejich obsah (viz obr. 4.14 vlevo). V piipadé

strategie S3 rozdélili trojthelnik na rizny pocet pravothlych trojuhelnikl (viz obr. 4.14

vpravo).

Obr. 4.14 Déleni trojuhelniku na rtizné utvary u ulohy 4

Dva Z4ci se Ulohu teSit nepokusili a ¢tyfi zaci se snazili vyznacovat rizné ¢asti trojuhelniku

a pocitat jejich obsahy riznymi vzorci (viz napt. obr. 4.15). Tyto postupy ale nikam nevedly.
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Obr. 4.15 Vyuzivani riznych vzorct u tlohy 4

4.3.5 Uloha 5 - ¢tverec ve ¢tverci

V této uloze se vyrazné objevily dvé strategie feseni (S1, S2), viz tab. 4.5.

Tab. 4.5 Strategie u tlohy 5

Strategie 1 Strategie 2 Ostatni strategie
Spr. Nespr. Spr. Nespr. Spr. Nespr.
Vys. Vys. Vys. Vys. Vys. Vys.
5. roc. (23) 17 0 3 0 0 1
7. roé. (12) 7 2 0 1 0 2
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S1: VétSina zakh vyuzila strategii, kterd je popsdna v oddile 4.1 (obr. 4.16). Jeden z nich
odvodnil své feSeni tak, Ze by ,,ohnul® trojuhelniky AKN, KBL, LCM a MDN do stfedu

malého Ctverce, a tak by byl maly ¢tverec pokryty dvéma vrstvami papiru.

obsanu ctvercu AsCL a KLMIN a sve reseni \
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Obr. 4.16 Geometrické feseni u Glohy 5>

S2: Tato strategie byla vypodétova. Zaci si oznaéili zpravidla délku use¢ky DM jako parametr
a pomoci Pythagorovy véty vyjadiili 1 délku usecky MN, jak ukazuje obr. 4.17. Zjisté€né
vyrazy dosadili do vzorcii na vypocet obsahu obou ¢tvercli. Oba vysledky pak mezi sebou
porovnali, a tak se dostali k poméru 2 : 1. Pouze jeden zak 7. ro¢niku nedosel ke spravnému
vysledku, a to diky chybam ve vypoctech.

Mezi Ostatni strategie jsou zafazeny pokusy tii zaku, které nevedly ke spravnému feSeni.
V jednom ptipadé 7k do obrazku zakreslil vSechny thly, které znal — v trojuhelnicich mimo
c¢tverec KLMN tak vyznalil vSechny pravé uhly a zbyvajici thly doplnil spravnou
hodnotou 45°. Jiny Zak vepsal dalsi ¢tverec do ¢tverce KLMN pomoci stejnych pravidel, jako
byl ¢tverec KLMN vepsan do ctverce ABCD. JelikoZz mu tento zplsob feSeni nepomohl,
pokusil se vnové vzniklém c¢tverci vyznacit rGzné trojuhelniky. Posledni z téchto zakh
porovnaval délky stran obou ¢tvercli a odpovédél takto: ,,Ctverec KLMN zabira 2/3 z obsahu
¢tverce ABCD, protoze usecka KL ma 2/3 délky usecky AB.“ Nejenze porovnaval délky stran

¢tvercil misto jejich obsaht, ale také Spatn€ odvodil délku strany mensiho ¢tverce.

33V obrazku se objevuje parametr a a vyjadfeni strany KN. To samoziejmé neni soudasti strategie S1. Zde se
zak nejprve pokusil o pocetni feseni.
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Obr. 4.17 Vypoctova strategie u tlohy 5

4.4 Zavér pilotni studie a pouceni pro hlavni studii

Cilem pilotni studie bylo identifikovat vhodné ulohy pro hlavni vyzkum, tedy tlohy typu
RBYV, které¢ vedou k riznym strategiim (jak geometrickym, tak vypoctovym) a jsou feSitelné
zéky riizného veku. Z tohoto hlediska jsem tedy vysledky studie hodnotila.

I kdyz byl pocet zakl v pilotni studii maly, zajimaly mé 1 pfipadné rozdily v pouzitych
strategiich u zakl rtizného ro¢niku. U uloh 1 aZ 3 jsem zadné rozdily nenalezla. Naopak mne
spiSe zarazila strategie ,pocitani ctverecki u Zzakt 7. ro¢niku. Takovou strategii bych
piedpokladala spiSe u zakt 5. ro¢niku ¢i dokonce u zakl zakladni Skoly. V tilohach 4 a 5 byli
spekulovat, zda to je dano tim, ze Z&ci 7. ro¢niku maji vice matematickych znalosti a mozna
se snazili je vyuzit. Ukazuje se, Ze jen pisemné feSeni zakll nebude pro hlubsi zkoumani
problematiky stacit.

Ulohu 1 bylo schopno fesit pomoci obrazku pomémé dost Zakii, a tak nevedla k $ir$i skale
strategii fedeni. Ulohu Zaci zfejm& povaZzovali za jednoduchou, mohla by byt zajimava spise
pro zaky zékladni $koly. Uloha 4 vedla sice k vice strategiim a byla pro Zaky stiedni $koly
pochopitelna, ovsem po dal§im zvazeni jsem dosla k zavéru, ze pro zéky zékladni Skoly by
mohla byt piili§ obtizna. Uloha 3 neukazala rozdily ve vybéru strategii u zak rizného véku.

Proto jsem se rozhodla ulohy 1, 3 a 4 z hlavni studie vyftadit.
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Pouceni pro hlavni studii z hlediska vybéru uloh: Jako vhodné se ukazaly ulohy 2 a 5.
V tloze 2 budou zménény délky usecek tak, aby nebyli zaci vedeni k pseudo-strategii, v niz
vyuzili pravouhly trojuhelnik se stranami 3 j, 4 j a 5 j. Budou pouzita desetinna Cisla tak, aby
byl obrazek proporéné€ spravny. Je mozné, ze desetinnd Ccisla, snimiz je pocitani
komplikovangjsi, ovlivni zaky v tom smyslu, e budou hledat jednodussi feseni. Uloha 5
zlstane v pluvodnim znéni. OvSem bez Ulohy 3 a 4 vyzkum postradd Glohu zaméfenou na
praci s trojihelnikem. V tloze 5 se sice trojuhelniky objevuji, ale dd se s nimi pracovat bez
uvah nad jejich vlastnostmi. VSechny trojuhelniky jsou na prvni pohled shodné, a k vyfeSeni
ulohy tak staci pouze jejich pocet. Proto bude do experimentu zafazena nova uloha (viz
oddil 5.1.1). Na rozdil od pilotni studie budou u hlavni studie pouZity i napovédy, kterymi se
pokusim navést zaky na geometrické fesent.

Na zéaklad¢ vysledkt pilotni studie jsem také stanovila hypotézu, Ze uspéSnost feseni uloh 2
a 5 je zaky srovnatelna.

Pouceni pro hlavni studii z hlediska zptusobu analyzy dat: Analyzu dat je tfeba udélat
hlubsi, nejen na trovni popisu celych feSitelskych strategii, ale na urovni jednotlivych jevi,
které se vfeSenich objevuji, vCetné napi. sledovani, co vedlo k vybéru dané strategie,
pfechodu k jiné strategii apod. K tomu budou vyuzity techniky zakotvené teorie.

Pouceni pro hlavni studii z hlediska pouzité metody: Ukézalo se, Ze samotné pisemné
feSeni bez mozZnosti podrobnéjSiho vysvétleni od zdka €1 pfimo moZnosti pozorovat Zaka pii
praci je nedostatené, nebot’ jsem v fad¢ piipadi mohla jen spekulovat, pro¢ zék ud¢lal to ¢i
ono. Proto je vhodné v hlavni studii provést se zaky rozhovory, pfi nichz budou tlohy pfimo
fesit. Na druhou stranu pomoci rozhovorii neziskdm dostatecny pocet feSeni, abych mohla
zodpoveédét své vyzkumné otazky. Proto bude provedena jesté dalsi faze, v niz budou Zaci
pracovat samostatné, piipadné s moznosti doptdni se po vysvétleni jejich feSeni. Jak jsem

nakonec hlavni studii koncipovala, je uvedeno v kapitole 5.
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5 Hlavni studie

Na zékladé zavéri pilotni studie jsem pipravila tii faze hlavni studie.’* Plan byl nasledujici:

e Vprvni fazi se bude pracovat s malym poctem zakli vramci polostrukturovaného
rozhovoru, aby bylo mozné udélat hlubsi analyzu jednotlivych Zdkovskych feSeni a popsat
dulezité jevy, které se v nich objevi. Zaci budou pozadani, aby pfemysleli nahlas, tedy aby
podrobnéji popisovali své myslenky a vysvétlovali své tvahy. Kromé uloh budou zakiim
predkladany téz napovédy vedouci ke geometrickému zplsobu feSeni. Vysledky prvni
faze vyzkumu ovlivni druhou a tfeti fazi, zejména co se tyce vybéru uloh, napovéd
a zkoumanych jevu.

e Ve druhé fazi bude Zakliim zadéna uloha pisemnou formou a budou ji feSit samostatné.
Tim se ziské vétsi vzorek respondentil. Pro tuto fazi mlize byt ale zvolena pouze takova
uloha, u niz jsou zékovskéd feSeni viceméné jednoznacné interpretovatelnd a kterd
nevyzaduje nasledné dotazy experimentatora. Analyza bude zamétfena zejména na jevy
identifikované v prvni fazi.

e Ve treti fazi budou Zaci sice fesit pfedlozené tilohy sami, ale soucasné ptijdou do kontaktu
s experimentatorem, ktery jim muze polozit dopliujici otdzku, aby mél jistotu, ze
zékovskeé teSeni pochopil. Sdm vSak zaktim predklada pouze predem nachystané napovédy
pomoci obrazku, které byly provéteny v prvni fazi hlavni studie. Tteti faze je tedy jakymsi
metodologickym kompromisem mezi prvni a druhou fazi. Pfinese vice dat (zakovskych
feSeni) neZ pii osobnim rozhovoru, ov§em vice podrobnosti pro zdkovska pisemna feSeni

nez test ve druhé fazi.
Podrobné;ji jsou faze popsany v oddilech 5.1, 5.2 a 5.3.

Poznamka: V této kapitole budou obrazky i tabulky ¢islovany pomoci cisla kapitoly 1 oddilu,
aby bylo na prvni pohled jasné, z které faze hlavni studie pochazeji. Tak obrazky s ¢isly 5.1.x
budou patfit k prvni fazi hlavni studie, obrazky 5.2.x ke druhé fazi a obrazky 5.3.x ke tfeti

fazi.

¥ Ramcovy plan jsem konzultovala téZ s M. Hejnym, ktery mi pomohl koncipovat tfeti fazi hlavni studie.
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5.1 Prvnifaze - polostrukturované rozhovory

Prvni faze vyzkumu se zaméfila na vyzkumné otdzky uvedené v oddile 2.3. Konkrétné §lo
o hlubsi pohled na pouzité strategie a jejich charakteristiky a na prozkoumani vlivu napoved.
J. Svaticek, K. Sed’ové a kol. (2007, s. 177) doporucuji pii vyzkumu s zaky pouzivat pro
zachyceni kognitivnich procesti odehravajicich se béhem feSeni matematickych ¢i jazykovych
tiloh techniku mygleni nahlas. Zakovi je zadan tikol s tim, Ze vyzkumnika zajiméa vse, co se
odehrava v jeho hlavé pfi feSeni ulohy. Tento pfistup jsem planovala pouzit v ramci
polostrukturovanych rozhovori, tedy hloubkovych rozhovort, které vychdzeji z predem
piipraveného seznamu témat a otazek (Svaficek, Sed’ova a kol., 2007, s. 160). V mém piipadé
pljde o rozhovor nad pfedem pfipravenymi matematickymi tlohami s cilem dobrat se co

nejpodrobnéjsiho popisu fesitelské strategie dan¢ho zaka.

/\

Zak prinese vyfesenou ulohu Zak nevi, jak Ulohu Fesit
Zak ma ,feSeni bez vypod&tu® | |2ék ma vypo&tové feseni

Dam zakovi
l \ l navodné obrazky &i

slovni pomoc, aby
se dostal ke
Necham si od Zaka vysvétlit 1. Necham si od Zaka spravnému feseni.
jeho feseni. vysvétlit jeho feseni.
2. Pozadam ho, aby se
pokusil nalézt jiné
l feseni.
v, Konec

Zak dostane novou tlohu

| Zak nenalezne nové feseni ”.Zék nalezne nové vypoctové feSeni

Dam zakovi navodné l

obrazky &i slovni pomoc,
aby se dostal ke
spravnému feseni

l

Konec

Konec

Obr. 5.1.1 Ptiprava na polostrukturované rozhovory

Ptedpokléadala jsem, Ze se mé otdzky budou tykat zejména podrobné&jSiho popisu toho, co
zék napsal, dalsiho vysvétleni néceho, co tekl, ptipadné povzbuzeni k dalsi praci, k jiné
strategii feSeni apod. Piedjimala jsem téz jisté obtize plynouci z toho, Ze zejména mladsi zaci
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nebudou schopni své feSeni adekvatné vysvétlit. Piipravila jsem napovédy pro piipad, Ze se
zék dostane do slepé ulicky nebo bude chtit ulohu vzdat (viz oddil 5.1.1). Podrobnéjsi

piiprava na prabéh rozhovoru je na obr. 5.1.1.

5.1.1 Ulohy a napovédy

V tomto oddile popisi jednotlivé ulohy v poradi, v némz byly zaktim zadany. Mozn¢ strategie

u ulohy 1 a 2 byly popséany v oddile 4.1, zde uvedu jen o¢ekdvané strategie u tlohy 3.

Uloha 1: Do ¢tverce ABCD na obrdzku (viz obr. 5.1.2) je vepsdn dalsi ctverec KLMN tak, Ze
jsou spojeny postupné stiredy stran ctverce ABCD. Urc¢i pomér obsahii ctvercii ABCD

a KLMN a své reseni vysvetli. Pokud té po vyreseni ulohy napadne jesté jiné resent, zapis ho.

D m c
N L
A K B

Obr. 5.1.2 Ctverec ve &tverci

Uloha 2: Na obrdzku (viz obr. 5.1.3) je zndzornéna kruznice a obdélnik SABC, kde bod S lezi
ve stiedu kruznice a bod B lezi na kruznici. Zjisti vzdalenost bodu A a C, jsou-li dany velikosti

SA4 a AD. Své reseni zduvodni. Pokud té po vyreSeni uilohy napadne jesté jiné resSeni, zapis ho.

5,1cm 3,4cm

Obr. 5.1.3 Obdélnik v kruznici
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Uloha 3: Do ¢tverce KLMN je vepsdna tisecka KO tak, Ze bod O lezi ve tietiné visecky MN
podle obrazku (viz obr. 5.1.4). Zjisti obsah ctyruhelniku KLMO, kdyz vis, Ze obsah
trojithelniku KON je I dm’. Pokud té po vyFeseni iillohy napadne jesté jiné Feseni, zapis ho.

N 2a 0O s M

1dm?

K L

Obr. 5.1.4 Trojuhelnik a ¢tyfuhelnik

Tato Uloha mize diky zadané velikosti obsahu trojihelniku KON a proménné a vyvolat
u zakt dojem, Ze nejjednodussi strategii feSeni bude strategie vypoétova. Zak si tak mize
pomoci vzorce na vypocet obsahu trojihelniku vypocitat délku strany ¢tverce KLMN. Pak uz
zbyva dopocitat podle vzorce 1 hledany obsah lichobéZzniku. Pokud Zak takovy vzorec nezna,
muze si lichobéZnik rozdélit na trojuhelnik KXO a obdélnik XLMO, kde X je pata kolmice na
stranu KL prochézejici bodem O, a vypocitat obsah téchto dvou geometrickych ttvara zvIast.

Elegantnéji ulohu zék vytesi, kdyz si po rozd€leni hledaného lichobézniku na trojahelnik
KXO a obdélnik XLMO vsimne shodnosti trojuhelnikit KON a KXO. Tyto dva trojihelniky
spoletné tvoii obdélnik KXON, ktery ma tedy obsah 2 dm® a zarovei vypliuje 2/3 obsahu
celého &tverce KLMN. Obdélnik XLMO pak zaujima 1/3 celého &tverce, tedy 1 dm”. Soudtem
obsahtl trojuhelniku a obdélniku zak nakonec ziska 1 hledany obsah lichobéZniku, ktery €ini
2dm’.

Pro vSechny tfi Glohy jsem pfipravila fadu po sobé jdoucich ndpovéd, které mély zéka
postupné pfiblizovat k cili, tedy geometrické strategii. Pivodni deskriptivni role obrazku

v zadani tloh se méni na heuristickou (viz oddil 3.1.4).

Napovédy k uloze 1
Napovéda 1:*° Byly piipraveny dva obrazky, v nichz byly postupné dokresleny thlopticky
(viz obr. 5.1.5). Ty mély zamé&fovat pozornost zédka viibec k moZnosti dokresleni tsecek do

obrazku a dale k vzniklym malym ¢tverctim.

3 Néapovédy byly pii rozhovorech oznageny svymi kody tak, jak je uvadim v oznadeni obrazki.
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A K B A K B

Obr. 5.1.5 Napovéda 1 k tloze 1 (N1a a N1b)

Napovéda 2: I zde je na vybér ze dvou moznosti (viz obr. 5.1.6), které jsem planovala davat
zaktim podle situace. Vybarveni ma zaméfit pozornost feSitele na trojuhelniky. U druhého

obrazku je tuéné obtaZen jeden z malych ¢tverct.
D M C D M C

A K B A K B

Obr. 5.1.6 Napovéda 2 k tloze 1 (N2a a N2b)

Napovédy k uloze 2
Napovéda 1: Tato nadpovéda méla zaky navést k dorysovani hledané uhlopticky do obrazku,
aby bylo pro né zadani twlohy zjevngj§i. Zakova pozornost se méla zaméfit jen na &ast

kruznice, ve které byl vepsan obdélnik (viz obr. 5.1.7).

C B

51 cm

S A

Obr. 5.1.7 Napovéda 1 k tloze 2 (N1)
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Napovéda 2: Pred podanim této napoveédy mél byt zak dotazan, zda upfednostiiuje napovédu

slovni ¢i pomoci obrazku. Slovni ndpovéda spocivala ve véte Uhlopricky v obdélniku jsou

shodné (N2a). Obrazkova napovéda je na obr. 5.1.8. V obou ptipadech Slo o zaméteni

pozornosti zéka jen na obdélnik SABC. U slovni napovédy vSak nebyl explicitné zminén tento

konkrétni obdélnik, $lo o pfipomenuti obecné vlastnosti obdélniku.

Cc B

S A

Obr. 5.1.8 Népovéda 2 k tloze 2 (N2b)

Napovéda 3: Tato ndpovéda (viz obr. 5.1.9), na rozdil od té pfedchazejici, méla zédka odkazat

od ¢asti obrazku zpét k jeho celku — klicova usecka SB v ném byla dokreslena (viz obr. 5.1.9).

Elem

34 em

Obr. 5.1.9 Napovéda 3 k uloze 2 (N3)

Napovédy k uloze 3

Pro tuto tlohu byla pfipravena sekvence obrazkd (obr. 5.1.10a az c). Nejdiive byly jen

naznaceny tfetiny stran Ctverce, dale nasledovala novd tusecka (kolmice bodem O na

stranu KL) a konecné ve tfetim piipadé Slo o transformaci trojuhelniku KON na obdélnik

stejného obsahu.
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K

L

1dm

K L

Obr. 5.1.10 a) a% ¢) Napovédy k tloze 3 (N1, N2, N3)

Tab. 5.1.1 ptfehledn¢ sumarizuje zdkladni charakteristiky vSech tfi tloh hlavni studie

aobr. 5.1.11 a 5.1.12 ukazuji n€které¢ dil¢i konfigurace, které miize feSitel v obrazku rozeznat.

Nékteré z nich jsou pro geometrické feseni z T prostoru vhodné, jiné nikoli.

Tab. 5.1.1 Charakteristiky tloh hlavni studie

Zadany | MoZnost | Role Diléi Nutné teoretické znalosti
rozméry | pocetniho | obrazku konfigurace | z geometrie
reSeni
Uloha | ne ano objekt, Ctyfi shodné | vlastnosti Ctverce, thlopticka
1 deskriptivni | ¢tverce, osm | déli ¢tverec na dva shodné
shodnych trojuhelniky, véta sss
trojuhelnikt
Uloha | &isla ne objekt, obdélnik, vlastnosti obdélniku
2 deskriptivni | usecka a kruznice, uhlopficky
/ heuristickd | pfedstavujici | obdélniku jsou stejné dlouhé,
polomér usecka s krajnim bodem na
a thlopficku | kruznici a druhym krajnim
bodem ve stfedu kruznice
predstavuje polomér
Uloha | ¢&isla/ ano objekt, trojuhelnik, uhlopficka deli obdélnik na
3 pismeno deskriptivni | obdélnik, dva shodné trojuhelniky,
lichobéznik | trojuhelniky se stejnou
zakladnou a vySkou maji
stejny obsah, zména
trojihelniku na obdélnik
stejného obsahu, véta sss

Stanovila jsem si téz hypotézu, ze tloha 3 bude mit diky pfitomnosti proménné nejmensi

uspésnost a ze na rozdil od ulohy 1 bude Castéji feSena vypocetnimi zpisoby.
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/
€

o O

Obr. 5.1.11 Dil¢i konfigurace v obrazcich u uloh 1 a 2

Obr. 5.1.12 Dil¢i konfigurace v obrazcich u ulohy 3

5.1.2 Prubéh rozhovoru

Pro realizaci rozhovortl byla zvolena jedna zakladni $kola®® a jedno osmileté gymnazium®’.
Zucastnilo se pét zakt druhého stupné zékladni Skoly a Ctyfi Zaci vys§iho stupné gymnazia
tak, aby byly pokryty vSechny ro¢niky téchto stupnii Skol. Na zakladni Skole se jednalo o ¢tyii
chlapce ajednu divku a na gymnéziu o dva chlapce a dvé divky. S kazdym znich jsem

provedla rozhovor individudlné v za¥i 2010. Zaci byli vybrani jejich ugiteli matematiky

%078 a MS A3, Okruzni 1580/57, A$
7 Gymnazium a stfedni odborna $kola A%, Hlavni 106, A%
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namatkovée bez ohledu na jejich vysledky v matematice. Pozadovala jsem jen, aby $lo o Zaky
komunikativni.

Rozhovory probihaly v odd€lené mistnosti, kde zak nebyl ruSen probihajici vyukou. Cely
proces byl zaznamenavan na videokameru®® pro pozdg&jsi rozbor, napf. aby bylo mozné uréit,
které kroky feSeni byly vychozi a v jakém sledu na n¢ navazovaly dalsi kroky. Pracovni list
byl oznacen c¢iselnym kddem, ktery oznacoval Skolu, vék a pohlavi zaka, aby byl v mnozstvi
zdznamu jednoduse rozpoznatelny. Pribéh experimentu postupoval podle planu (obr. 5.1.1).
Na zacatku rozhovoru jsem zaky sezndmila s cilem své prace a pozéadala je, aby co nejvice
pfemysleli nahlas. Postupné jsem jim ptedkladala tfi ulohy tak, ze nésledujici ilohu dostali az
tehdy, kdyz ukoncili praci na uloze pfedchazejici; na vyfeSeni méli vzdy dostatek Casu.
Nebylo nutné stihnout vSechny tfi ulohy, ale Zaci se vzdy zajimali o nasledujici tlohu a préace

je viditelng¢ bavila, a to 1 v ptipad¢, ze jim feSeni uloh d¢€lalo potize.

5.1.3 Analyza prvni faze hlavni studie

Rozhovory je vzdy nutno ptepsat do protokolli, coz je casové narocné. Pii analyze
a interpretaci dat je velmi dulezité se k udajiim op&tovné vracet a znovu je procitat a nasledné
kodovat. Prepis rozhovoru tedy usnadni préci, protoZe neustalé poslouchani dat (uchovanych
pouze v audiopodob¢€) spojené s analyzou a interpretaci by zabralo mnohem vice ¢asu. DalSim
vyznamnym divodem piepisu je vizualizace dat. Pfi jejich analyze je mozZné je zvyraziovat,
koédovat, komentovat pozndmkami, lépe se v nich orientovat, vytvaret sit¢ vztahii na vSech
analytickych urovnich apod. (Svaticek, Sed’ova a kol., 2007).

Protokoly rozhovorGi jsem analyzovala kvalitativn€ pomoci techniky zaloZené na
zakotvené teorii. To mi pomohlo najit $kélu jevi, které se v feSenich objevily, a z nich pak
poskladat fesitelské strategie. Strategie a jevy jsem po nasledné analyze vytiidila a vytvofila
jsem souhrn kategorii jevil a jejich charakteristik. Déale jsem vymezila dimenze jednotlivych
kategorii, které reprezentuji umisténi charakteristiky kategorie na néjaké skale (jde o tzv.
dimenzionalni rozsah; Strauss, Corbinova, 1999). U nékteré kategorie jsem urcila vice typl
charakteristik (vlastnosti) a jejich dimenzi; ty jsou vétSinou vyjadieny Skéalou. Naopak
u jinych kategorii jsem mohla pouze urcit, zda se dana charakteristika v zdkovském feSeni
objevila ¢i ne. Prehled jednotlivych kategorii, podkategorii a jejich charakteristik uvadim

v nasledujicim textu, kde jsou sepsdny obecné pro vSechny tii ulohy.

*¥ Na videokameru byl zaznamenavan pouze pracovni list, nikoliv obli¢ej Zika.
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5.1.4 Prehled identifikovanych kategorii a jejich charakteristik

Strategii feSeni matematické ulohy je mozné volné charakterizovat jako sled mySlenkovych
krokti, které urcuji nejblizsi dalsi krok. Kategorie A Kroky resitelskych strategii tedy zahrnuje
dil¢i kroky, které v riiznych konfiguracich tvofi feSitelskou strategii. Kategorie B Chyby
a nedostatky v praci Zakii zahrnuje nevhodné pouziti vzorcl, numerické chyby, nedostatky
v matematickém vyjadfovani, Spatné pochopeni pojmi apod. Do kategorie C Socialni

kategorie jsem zahrnula vliv experimentatora a vliv osobnostnich charakteristik na praci zakd.

A. Kroky resitelskych strategii

Poznamka: U geometrickych krokli bude uvedeno, zda se podle mého ndzoru zak pohybuje
v prostoru geometrickych objektii a vztahit (T — theoretical), nebo prostoru prostorove

grafickych entit (SG — spatio-graphical) (viz oddil 3.1.1).

Zjistovani délek méienim nebo odhadem (SG)
74k povazuje za nutné znat délky neznamych usetek a pokousi se je zjistit. Ilustruje to
nasledujici ukazka, kde poté, co bylo zZakovi vysvétleno zadani tlohy 1, on zaCind pracovat

a s dotazem ,,M0zu?* bere do ruky pravitko. Tii tecky znaci kratkou odmlku.

2:25 |E | Muzes cokoliv.
2:37 |Z | (3eptem) Dobie.
(Zak zacind pravitkem premérovat délky stran ctvercii) ... Ctyti osm (mysli tim
v 14,8) ... a...ctyf1 osm. Takze tak, vlastné ... Jo! Vychazi to. Ze vlastné ... Ne, ja si
2:50 |Z | s VR . .
to radsi jeSté jednou zmétim ... Ctyf... Ctyfiosm ... a je dlouhd Sest ... sedm ... Ao
kolik presné?
3:28 |E [Hm.
3:30 |Z |Aha. O devatendct milimetra?
3:43 |E |Jak jsi na to ptisel?
3:45 |Z |Protoze vlastné jsem si zméfil celou tu stranu toho ML... (strana mensiho étverce)
3:50 |E [Hm.
3.51 |7 |ProtoZe je to vlastné ¢tverec, tak ma stejny strany, a potom jsem to zméfil ...
potom jsem si to vlastné zméfil s tou stranou DA ... (strana vétsiho ctverce)
3:57 |E |[Hm.
3.58 |7 |A tovlastn€ vychazelo Ctyfi celych osm a potom jenom to ... to, co zbyvalo
vlastng ... (ma na mysli rozdil délek téchto stran ctvercii)
A kdyz chci porovnat obsahy? Porovnal jsi ted’ obsahy téch ... (Zak
4.03 (E . . .
experimentdtora nenechal domluvit.)
4:07 |Z |Jo.
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Charakteristika 1: Vyuziti pravitka

e Upln¢ — zak pfemétuje vSechny strany

e Castetné¢ — zdk zméfi jen nezbytné nutné délky, ostatni odvodi na zaklad€ znalosti

vlastnosti obrazce (napf. u tlohy 1 nemé&fi vSechny strany ¢tverce, ale zméti pouze jednu)

e vubec —

zak nepouziva pravitko a velikosti stran odhaduje

Charakteristika 2: Presnost méreni (z hlediska usili Zdaka)

o velkd — 74k si zaklada na ptesnosti méteni

e mala — zak sice méti pravitkem, ale na presnosti si nezaklada

Manipulace (SG)

Zak pohybuje obrazkem Ci ¢asti obrazku, aby doSel ke spravnému feSeni. V nésledujici

ukazce je zaznamenan rozhovor s Zakyni, ktera llohu 1 vyfteSila pocetné a poté byla vyzvana

k jinému feSeni. Zakyn¢ si nevédéla rady, ale s ndpovédou Nla postupovala pomoci

manipulace.
. Tak ja vdm dam napovédu, malickou népovédu. (Podava zZakyni papir
10:471E | napovedou.) Jestli to n¢jak pomuize.
Kdybychom to ted’ka sehly”” na pil, a potom je§té jednou na pil, tak tyhlecty
11:48 [Z |cCtverce budou stejné velky. A 1ty trojuhelniky budou stejné velky, jako tyhlencty.
(Chce dvakrat prelozit vetsi ctverec ABCD.)
11:55 |E |[No, mizete mi to tam nakreslit?
12:00 | Z | To se sehne tahlenctak.
12:02 |E | Tak.
No, kdyZ se ohnou jesté jednou takhlenc, tak jsou vlastné stejny. (Chce prehnout
12:06 (Z |vznikly ctverec jesté po uhlopricce tak, aby vytvorila dva trojuhelniky, jejichz
obsah je shodny.)
12:09 [E [Ano. Takze co z toho vyplyva?
No, ze tenhle Ctverec je stejné velkej jako tamten, Ze bych potiebovala asi stejné
12:10 | 7 barvy... (Zde se zakyné dopustila omylu — neporovnava obsahy dvou ctvercu, ale
) obsah ctverce KLMN s obsahem ctyr trojuhelnikiit mimo ctverec KLMN.) (Je
zajimave, Ze obsah charakterizuje mnoZstvim barvy.)
12:14 |E Chapu to dobfte, ze vy opravdu ohybate ten roh? (Experimentator zde Spatné
) pochopil jeji esenti.)
. | No, kdybych to vzala a slozila nejdiiv na pil a potom jesté jednou na piil, tak
122112 bych méla ten maly ¢tverecek.
12:25 [E [ Maly ctverecek, souhlasim.

¥ Tato zakyné je cizinka, kterd jiz delsi dobu Zije v CR, a proto ma trochu problémy s matematickym

vyjadfovanim.
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A potom kdybych ho sehla na piil, tak tady mam ten trojahelnicek, tak vyjde
12:27 | Z |stejné velkej, takze... (dale Zakyné méla problémy s terminologii, ale nakonec
dospéla ke spravnemu vysledku).

Ano, takZe vSechny ty trojuhelniky jsou vlastné stejné, a? ... Co tedy mizeme

12:46 |Z |No, nevim, Ze je potieba stejné barvy na tyhlencty ¢asti, jako na tydle...

o fyzickd (realni) manipulace® — zak fyzicky pracuje sobrazkem (i vystfizenym
obrazkem): prehybd rohy Ctverce, prehyba obrazek na poloviny, piehybd obrazek na
ctvrtiny

e mentalni manipulace — zak popisuje, jak by pohyboval obrazkem, aby naSel feSeni:

posunuti ¢i otoceni obrazku, prehybani

Rysovani — zakreslovani (SG)

Zak si prerysovava (piekresluje) zadani ¢i napovédu do svého pracovniho listu.

Charakteristika 1: Uroveii presnosti
e 73k rysuje podle pravitka, odmétuje pifesné hodnoty

e 7zak pouziva pravitko, ale jen proto, aby ,,Cara byla rovna®, a nepteméiuje piesné hodnoty

e 7zak Crtd od ruky a piesnost nepovazuje za dulezitou

Charakteristika 2: Prerysovani (zaznamenani) nove zjistené informace do svého obrazku
e 7ak zaznamenava do obrazku veskeré informace, které vi ¢i zjisti
e 73k zaznamenava do obrazku pouze nékteré informace

e 74k si nezaznamenava do obrazku zadné nové informace

Charakteristika 3: Kopirovani napoveédy
o 74k prerysovava (piekresluje) celou napovédu do svého obrazku
o 74k prerysovava (piekresluje) jen nékteré nové informace z napovédy do svého obrazku

o 7ak nepferysovava (neptekresluje) do svého obrazku Zadné nové informace z napovédy

Vyuziti obrazku (T)
74k vyuziva vlastnosti geometrickych objekti, které jsou reprezentovany obrazkem,
k nalezeni strategie feSeni. Jedna se napf. o autorsky zplsob feseni ulohy 1 pomoci ¢tverci

a shodnych trojuhelnikd, které vzniknou diky uhloptickam téchto Etvercii (viz oddil 4.1).

0 Fyzicka (realna) manipulace se objevila pouze u ulohy 1.
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e 7zak vyuziva vyhradné vypocetni strategie
e 7ak zacCne ulohu fesit pocetné, ale pak svoji strategii zmeni a zaéne vyuZzivat obrazek

24

e 7zak tesi ulohu od zacatku az do konce vyhradné geometricky

PouZivani vzorcu
Ptiklad pouzivani vzorcl je na Casti pracovniho listu, v némz zdkyné vyuZzivd vzorec na

vypocet obsahu trojihelniku (viz obr. 5.1.13).

N 23 0 3 M
!
i

1dm‘2

£ qad 3o, ﬁ

K ?/C\SOUKO\L

Obr. 5.1.13 Reseni tlohy 3 pomoci vzorcil

r~r

Charakteristika 1: Pouziti vzorce (odhlizim od spravnosti pouzitych vzorct)
e 74k vyuziva vzorce v pribéhu celého feseni ulohy
e 74k vyuziva vzorce pouze v ¢asti feSeni tllohy a pak svou strategii zméni

e 7ak vzorce ve svém feSeni vilbec nevyuziva

Charakteristika 2: ,, Vhodnost““ vzorcu
e 7ak pouziva pouze potiebné vzorce
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e zak pouziva i nepotiebné vzorce, ale v priab&hu feseni to napravi

e 74k pouziva vzorce, které nevedou ke spravnému feseni

Provedeni vypocti
e 7zak pocita bezchybné€ nebo si své chyby opravi

e 7ak provadi chybné vypocty

Dosazovani za neznamou

74k si zvoli n&jakou délku neznamé tsecky, oviem nejedna se piitom o odhadovani délky
tisecky. Zak si uvédomuje, Ze na délce nezélezi, pokud dodrzi dané zadani (proporce obrazku
— naptiklad, zZe ¢tverec zlstane ¢tvercem, bod, ktery ma byt ve stfedu usecky, zlstane opravdu

v v

v jejim stfedu apod.). Takto postupovala i zakyné, jejiz feSeni zndzornuje obr. 5.1.14.

D m c
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24

Obr. 5.1.14 Reseni pomoci dosazovani za neznamou u lohy 1*'

Charakteristika 1: Dosazeni za neznamou

e 74k si zvoli/nezvoli délku usecky

41 Zakyng zna Pythagorovu vétu zfejmé jen formaln& nebo jen vypocetns. Chybi ji porozuméni geometrické
podstat& véty. Neuvédomuje si, Ze d” je obsah &tverce nad pieponou, ktery je v obrazku jiz nakreslen. Nemusi
tedy nejdiiv odmocnit ¢islo 32 a nasledné vysledek zase umocnit.
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Charakteristika 2: Mira obecnosti

e 7ak si uvédomuje/ neuvédomuje, ze feSeni neni obecné

Pouziti parametru

74k pouzije parametr misto neznamé délky use¢ky a s nim déle obecné pracuje ve vypoétech.
Jako pftiklad tohoto strategického kroku je mozné pouzit praci zdkyné, jejiz feSeni je uvedeno
jiz u strategického kroku PouZivdni vzorcii na obr. 5.1.13. Zakyn& si sice vypoéitala
neznamou a (v pravé Casti obrazku), ale nakonec jeji hodnotu nevyuzila a vyteSila tlohu
parametricky pfes pomér obsahll. V levé spodni ¢asti obrazku jsou vyjadieny obsahy obou
trojuhelnikil i zbyvajiciho obdélniku. Dale je zde poznamenano, 7e 3a* odpovida 1 dm*. Také
je zde dopogitan obsah hledaného lichob&zniku, ktery tak &ini 6a”. Na obrazku chybi celkovy

vysledek, ale v odpovédi ho zdkyné€ spravné zapsala.

Charakteristika 1: Pouziti parametru

e 74k pouzije/nepouZije parametr

Charakteristika 2: Efektivita pouZiti parametru
e 7ak voli parametr jen tam, kde je to nezbytné nutné, a zbyl¢ délky odvodi na zakladé
teoretickych vlastnosti geometrického objektu

e 74k voli parametr 1 tam, kde se da délka odvodit

Poznamka: Jak jsou strategické kroky ,,poskladany* do jednotlivych feSitelskych strategii,
bude ziejmé z grafickych schémat (viz oddil 5.1.5).

B. Chyby a nedostatky v praci zaki

Matematické vyjadrovani

Zak ma problém s vyjadfovanim; zna ziejmé spravné fesent, ale nedokaze ho vysvétlit &i svij
postup popsat. U této charakteristiky jsem se zaméfila na uroven vyjadfovani (smysluplnost
vét, skladba vét, ...).

e 74k pouziva nespravné/¢astecné spravné/spravné vyjadrovani

Neznalosti vzorci
74k vi, ktery vzorec by mél pouZit, poptipadé jak by postupoval, kdyby znal potiebny vzorec.
Bohuzel si jej vSak nepamatuje ¢i jesté¢ danou problematiku neprobiral v hodindch matematiky

a vzorec zatim nezna.
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Charakteristika 1: Kompatibilita vzorce k danému véku, rocniku
e 7ak si vystaci se vzorci, které zna

e 7zak vyzaduje vzorce z jeSté neprobirané¢ho uciva (takového, které jesté nemiize znat)

Charakteristika 2: Znalost ¢i neznalost potrebného vzorce, ktery by zZak jiz mél plné ovladat

e 7ak zna/nezna potiebné vzorce

Neznalost pocetnich operaci
Zak si neumi poradit s pocetni operaci (napf. pocitani s desetinnymi Cisly, vyjadfovani
neznamé ze vzorce apod.).

e 74k znd/nezna potiebné pocetni operace

Neznalost pojmi
Zak neovlada nékteré pojmy, a tak nerozumi zadani ulohy ¢i nemulZe pokracovat v praci.

e 7zak neovlada/Castecné ovladéd/ovlada pojmy, které jiz probiral
C. Socialni kategorie

Vliv experimentatora

Praci zédka rGznym zplUsobem ovliviiuje experimentator, ktery mu poskytuje potiebné
napovédy a i jinak reaguje na jeho praci — napt. povzbuzenim, ndvodnou otazkou, doplitkovou
otazkou, otazkou po zdlvodnéni apod.

e experimentator velmi Casto radi zadkovi v pribéhu jeho prace a povzbuzuje ho

e experimentator podava zakovi pouze piedem pifipravené napoveédy

e experimentator nepodava zadkovi zadné napovedy

Poznamka: Vliv experimentatora je mozné do jisté miry vidét z grafickych schémat (viz

oddily 5.1.5 a 5.1.6).

Charakteristika Zaka

Charakteristika 1: Mira ochoty zZdka zabyvat se problémem
e 74k od zacatku neni ochoten pracovat na uloze

o 7zak feseni vzda, jelikoz ho nebavi nebo nevi, jak dal

e 73k se zabyva celou dobu feSenim ulohy
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Charakteristika 2: Mira Zakovi potreby ujisténi o spravnosti reseni béhem prace

e 7zak vyzaduje neustalé ujiStovani od experimentatora

e 7zak obcas zada o napovédu

e 7zak pracuje samostatné

Poznamka: Tyto dvé charakteristiky uvadim jako ptiklad téch, které jsem pifimo pozorovala
v pribéhu rozhovord. OvSem je ziejmé, ze takovych charakteristik by byla cela fada, véetné
ptistupu zdka k matematice, k ueni obecné¢ apod. Rozbor socialnich kategorii by byl pfilis

obsahly, neméam pro n¢j dostatek informaci o Zacich a pro mou praci neni ani stézejni.

5.1.5 Grafické schéma procesu reseni zaku

Abych mohla sledovat a porovnavat u zakl jak strategie feseni, tak 1 jejich zmény v zavislosti
na Case, mnozstvi pouZzitych nédpovéd a zasahli experimentatora, potfebovala jsem si vytvofit
néjaké schéma. Vzhledem k tomu, Ze mym hlavnim cilem je sledovat, zda a jak se v praci
zakl objevuji vypoctové strategie ¢i geometrické strategie, rozhodla jsem se pravé toto

hledisko dat do centra pozornosti. Ptiklad grafického schématu je na obr. 5.1.15.

Struktura grafického schématu
V grafu postupujeme zleva doprava, ¢imz se pohybujeme v Case — sloupce predstavuji Cas
v minutach. Sledujeme ptitom lomenou ¢aru, zde nazyvanou linie, ktera predstavuje fesitelsky
proces jednoho zdka pii feSeni jedné ulohy. Horizontdln¢ je graf rozdélen do tii barevné
odlisenych poli. Horni pole (vypocet, angl. calculation™) ptedstavuje vypodetni oblast. Zde se
zédk pohybuje v ptipadé€, ze prokazatelné provadi vypocty, pouziva vzorce a hledd k nim
potifebné hodnoty takovym zplsobem, Ze nepracuje piimo s obrazkem a nevyuziva znamych
informaci o geometrickém objektu reprezentovaném na obrazku.

Ve stifednim poli, které je oznaceno (znovu)uchopovani (angl. (re)grasping), se zak nachazi
v ptipad€, Ze neni mozné jisté urcit, zda pracuje s obrazkem geometricky a hledd nové
souvislosti, ¢i zda pfemysli nad vypocetnimi postupy. V tomto poli vice Casu ,,travili“ zaci
stfedni Skoly, jelikoZ mnohdy pracovali samostatné a nepopisovali své myslenky nahlas a ani

nic nepsali ¢i nekreslili, a tak nebylo moZné urcit, jak pfesné¢ v dany okamzik uvazovali.

> Ve schématech ponechavam anglické nazvy onéch tfi oblasti. Mé&la jsem je totiZ piipraveny pro vyzkumnou
zpravu na konferenci SEMT 2011 a jejich pfepsani ve vSech schématech (kterd jsou vytvofena v programu
Power Point) by bylo neimérné technicky naroéné.
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V tomto poli se zaci vyskytovali také vzdy na zacatku feSeni tlohy, kdy si museli ptecist jeji
zadéni, pochopit ho a zvolit si strategii svého nadsledného feseni. Nekteti Zaci se do toho pole
dostali také po zasahu experimentatora, ktery je upozornil na chybu v jejich strategii Ci je

pobidnul k jinému feSeni, a Zaci se snazili ulohu znovu uchopit.
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Obr. 5.1.15 Piiklad grafického schématu

Ve spodnim poli geometrickych pristupii (angl. geometric approach) se Zak nachazel
v ptipad€, ze prokazateln¢ pracoval s geometrickym objektem, ktery je reprezentovan na
obrazku, a hledal geometrické souvislosti mezi objekty, a to bez ohledu na to, zda se
pohyboval v prostoru T ¢i SG.

V grafu nehraje roli vyska, ve které se linie grafu v jednotlivych barevnych polich nachazi.
Pole jsou dostate¢né Siroka proto, aby bylo mozné do jednoho grafu zakreslit vice linii, tudiz
vice tesitelskych strategii zakd. Ve schématu na obr. 5.1.15 je zndzornéna pouze jedna linie,

tedy pouze postup feseni jednoho zaka u jedné ulohy.
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Délky jednotlivych tseCek v grafu predstavuji dobu, po kterou se zak zabyval danym
fesitelskym krokem. Tyto tsecky jsou od sebe viditeln¢ oddéleny bud’ zlomem v linii ¢i
malou ¢arkou, ktera naznacuje zménu v kroku. Typ strategického kroku je u tseCky oznacen

koédem (viz tab. 5.1.2).

Tab. 5.1.2 Strategie a strategické kroky u tloh 1 az 3 v prvni fazi hlavni studie

Kad strategie | Nazev strategie

S1 Me¢éieni (S1a) a poc€itani (S1b)

S2 Odhad (S2a) a pocitani (S2b)

S3 Manipulace s obrazkem S3a | Fyzicka (realna) manipulace
S3b | Mentéalni manipulace

S4 Vyuziti obrazku

S5 Intuitivni feSeni

Pismeno G (z angl. grasping) v grafu oznacuje useCky piedstavujici dobu, kdy se zak
nachazel ve fazi uchopovani ulohy, tedy seznamoval se s ni, pfipadné ji znovu promyslel.
Neékteré usecky ve stfednim poli oznaceni nemaji, jelikoz neni mozno jednoznacné urcit,
o jakém feSeni zZak momentalné¢ uvazuje. V grafu se také objevuje oznaceni pismenem H
(z angl. hint) a Cislem, jeZ predstavuje misto, kdy byla poddna napovéda, a €islo pak uvadi,
o jakou napovédu se jednalo (viz oddil 5.1.1).

Kromé zminénych oznaceni se v grafu objevuji jesté dalsi tfi symboly: trojuhelnik, kolecko
a hvézdicka. Trojuhelnik predstavuje okamzik, kdy do prace Zdka néjakym zpisobem zasahl
experimentator™ a pobidl ho k jinému zpisobu feSeni &i upozornil na nepiesnosti v jeho
uvahach. Kolecko piedstavuje takovy zasah experimentatora, ktery poukazuje na chybu, které
se zak dopustil. Jedna se nejcastéji o chybny vypocet ¢i uvahu, kterd by naprosto zmeénila
vysledek feSeni. Zak by pak bez toho upozornéni mohl ziskat dojem, Ze je s praci hotov,
anedostal by se ke spravnému feSeni. Poslednim symbolem v grafu je hvézdicka, kterd
pfedstavuje moment, kdy se Zak dostal ke spravnému feSeni. Tato hvézdicka se objevuje 1 ve
vypocetnim poli, kdy se zZak dobral spravného feSeni pocetné.

Geometricka ¢ast by se dala jesté dale ¢lenit podle Laborde (2005; viz oddil 3.1.1), a sice
znazornit, kdy se Zaci pohybuji v prostoru T (theoretical) a prostoru SG (spatio-graphical).
To by vSak schéma spise zneptehlednilo, proto tuto charakteristiku uvadim jen u jednotlivych
kroku fesitelskych strategii v oddile 5.1.4. Navic je nékdy zatazeni daného kroku do T ¢i SG

prostoru sporné.

* Tedy ja.
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Poznamka: Setkala jsem se i s dotazy, zda by nemél byt geometricky zplisob feSeni jaksi
nadfazeny a jeho pole tedy umistény nad polem vypocetnim. OvSem graf nemé piedstavovat
nadfazenost jednoho typu feseni nad druhym a navic, pokud by bylo geometrické pole nahote,
znamenalo by to, zZe pii kazdé zmén¢ strategického kroku ¢i pfi novém uchopovéni ulohy by
linie feSeni prechédzela pres vypocetni oblast do oblasti (znovu)uchopovani, coz neodpovida

skutecnosti. Proto se mi jevilo jako vyhodné mit pole uchopovani uprostied.

Ilustrace grafického schématu

Podivejme se nyni na grafické schéma na obr. 5.1.15 podrobné&ji. Jedna se o zapis postupu
feseni Michala® (13 let), ktery fesil ulohu 1, kde m&l porovnat obsahy dvou &tvercii (viz oddil
5.1.1). Z linie je patrné, Ze se zak zdrzel piiblizn¢ dvé minuty v oblasti Uchopovani. Nejprve
se snazil pochopit, co je jeho ukolem (tato etapa je oznaCena pismenem G), a poté usoudil, ze
ctverec ABCD je vétsi nez KLMN. Zde jsem ale zasdhla ja v roli experimentatora, coz
naznacuje maly trojihelnik, a upozornila jsem ho, ze se v uloze ptaji na pomér mezi obsahy
¢tvercii. Zde se zak dostal do vypocetniho pole, jelikoz zacal preméfovat jednotlivé délky
stran Ctvercu pravitkem. I tento postup by né¢kdo mohl povaZzovat za praci s obrazkem, ale
z mého pohledu to tak neni, protoze jde o méfeni, coz naznacuje, ze zadk bude chtit pouzit
néjaky vypocet. Jak naznacuje malé kolecko v grafu, opét jsem zasahla do prace Zaka
a upozornila ho, Ze se jedna o nacrtek a Ze jeho méfeni nikdy nebude dost piesné.* Zak byl
tedy donucen piehodnotit sviij postup feseni a, obrazné feeno, vratil se do stiedniho pole, kde
znovu promyslel ulohu.

Po necelé¢ minuté se vSak Michal vratil k namé&fenym hodnotadm délek tsecek a chtél je
dosadit do vzorct na vypocet obsahi ¢tverct. Je vidét, Ze je dostate¢né autonomni, aby i pres
muj zasah pokraoval ve svém ptivodnim feSeni. J4 jsem ho ale pferusila, jelikoz jsem
nechtéla, aby byl zdrzovan pocitanim. Pro tuto chvili bylo pro mne dulezité pouze to, Ze chtél
ulohu fesit pocetné pomoci vzorce. V grafu je tak oznacen moment, kdy jsem zékovi podala
prvni ndpoveédu. Michal se opét zamyslel nad Glohou a pied koncem osmé minuty se dostal do
vypocetniho pole tim, ze si piemétil novou tsecku, kterou mu ukédzala napovéda. Zde je jasné,
ze zék nepracoval sobrazkem z geometrického hlediska, nepohyboval se v T prostoru,

protoZe opét méfil, tentokrat uhlopficku mensiho Etverce, kterd je ve skutecnosti stejn€ dlouha

# Uvedend jména neodpovidaji skute¢nosti.
* Pti zp&tném pohledu se tento zasah nezda §tastny. Méla jsem ho nechat, aby postupoval sam, a zasahnout, az

by se v feseni ztratil.
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jako strana ctverce ABCD a jejiz hodnotu tedy jiz zak zméfenou ma (byl stale v SG prostoru).
Proto jsem mu podala druhou néapovédu.

Druhéd napovéda jiz byla pro zdka tak napomocnd, Ze se jeho pozornost zaméiila na
geometricky objekt reprezentovany obrazkem a napadlo ho nové feSeni. Jeho terminologie
byla ale Spatnd, napt. hovoftil o shodnych strandch misto o shodnych trojihelnicich. Nevéd¢l,
jak své feSeni vysvétlit, a proto kolem desaté minuty pomoci mentalni manipulace s obrazkem
ukazoval, Ze vzniklé trojuhelniky jsou shodné (ziejmé se stale jedna o praci v SG prostoru).
Poté zak zptehybal rohy vystfizeného obrazku, aby porovnal trojihelniky uvnitf a vné
mensiho ¢tverce KLMN, a v posledni fazi porovnal iobsahy obou ctvercii. Jak dokazuje
hvézdicka na konci linie, Ulohu vytesil a spravny vysledek ziskal pfiblizné za 13,5 minut od

zadani ulohy.

5.1.6 Vysledky analyzy rozhovori

Jak jiz bylo feCeno, cilem rozhovora bylo hloubé€ji proniknout do feSitelskych strategii
zakl a vlivu napoved na jejich feSeni. Tento obecny cil jsem rozdélila na pét diléich otazek
a) az e), které jsou uvedeny nize v piisluSnych oddilech.

Celkem jsem vytvoftila 27 jednotlivych schémat, pro kazdého z deviti zaka tfi, po jednom
pro kazdou tlohu. Ty jsem dale seskupovala a) pro jednotlivé alohy pro viechny zaky,*

b) pro jednotlivé Zaky pro vSechny tii tlohy.

Zhodnoceni jednotlivych grafickych schémat

V prvnim piipadé¢ jsem se divala na kazdé schéma samostatné (piiklad schématu pro zaka

z 6. ro¢niku je v ptiloze 1) s cilem zjistit:

a) jak Casto se objevovaly jednotlivé feSitelské kroky a vypocetni a geometrické strategie,

b) co vedlo zaky ke zménam kroki fesitelskych strategii,

c) jestli Zaci pottebovali vSechny napovédy,

d) zda po napoveédé vzdy zménili strategii ¢i dokonce piesli od vypoctovych feSeni ke

geometrickym.

0y priloze 2 jsou schémata zaki zakladni §koly pro jednotlivé ulohy a v priloze 3 je totéZ pro zaky gymnézia.
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Tab. 5.1.3 Cetnost pouZiti strategickych krokt a napovéd

z8 SS — Gymnazium
—_ N o~ — - o S —~ _
2| 5| 2| 3| | E| oz &%
S| RSl & B & A& ¥ A
Pocet spravnych
geometrickych FeSeni 3 2 2 3 3 3 3 3 3
Pocet spravnych
vypocetnich FeSeni 0 1 1 0 1 1 0 0 2
Pocty vyskytii jednotlivych strategickych kroki
Zjistovani |odhadem | 3 0 1 2 1 0 0 0 0
délek méfenim | 5 | 6 | 7 | 1 | 210 0]0]0
. fyzicka 0 0 1 0 0 0 0 0 0
Manipulace o
mentalni | ( 0 1 2 2 0 0 0 0
Pouziti parametru 0 0 0 0 0 0 0 0 1
VyuZiti vypocti 2 4 3 2 2 4 2 3 8
VyuZiti obrazku 5 4 5 4 0 3 4 6 5
Intuitivni FeSeni 0 0 1 2 0 0 0 0 0
Vyuziti jednotlivych napovéd
Nla 1 0 1 0 1 0 0 0 1
Oloha 1 N1b 0 1 0 0 0 0 1 0 0
N2a 0 1 1 0 0 0 0 0 0
N2b 0 0 0 0 0 0 1 0 0
N1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
, N2a 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Uloha 2 N2b [ 1 [of]ol1]loloflo]o]o
N3 0 0 0 0 0 0 0 0 0
N1 0 1 1 1 0 0 1 1 0
Uloha 3 N2 1 |1 ]o|1]o]|] 1] 1]|]1]0
N3 0 0 1 0 0 0 0 0 1

V tab. 5.1.3 je uvedeno, kolikrat zak vyuzil dané¢ho strategického kroku ¢i napovédy, tj.
kolikrat se k danému kroku vratil, 1 kdyz sam jiz pfedtim strategii zménil ¢i byla jeho prace
pferusena zdsahem experimentatora nebo napoveédou. U zakil vyrazné prevazuji feSeni pomoci
obrazku nad vypocetnimi feSenimi. Je ale nutné si uvédomit, ze se jednalo o rozhovor, v némz
jsem podavala zakiim ndvodné obrazky tak, aby feSeni pomoci obrazku nalezli (i tak méli zaci
stdle potfebu fesit tlohu pocetn¢). Proto vétSina zakl (kromé dvou) naSla feSeni pomoci

obrazku v kazdé uloze, jak naznacuje v tab. 5.1.3 ¢islo 3 na pozici spravnych geometrickych
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akti. N€kdy zaci pouze nastinili, jak by ulohu pocetné fesili. I kdyZz se jednalo
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Ulohy 1 a 3 jsou pomérné bohaté na strategické kroky, z pfisluinych schémat je vidét, ze
zaci Casto stfidaji vypocetni a geometrické kroky. Ze schématu na obr. 5.1.16 plyne, Ze
uloha 2 neni na zdkovské strategie ptiliS bohata. Tato uloha byla pro nékteré zaky naprosto
zjevna, pokud okamzit¢ zaméfili pozornost na klicovy obdélnik, a pro jiné velice

komplikovana.

Zhodnoceni vlivu napovéd a experimentatora pro jednotlivé ulohy

Népoveédy vyuzivali Zaci zakladni Skoly o néco castéji nez Zaci gymnazia, ktefi pracovali
autonomnéji. VEtsi rozdily ve vyuzivani ndpoveéd jsou mezi zaky zakladni Skoly a Zaky
gymnazia patrné v uloze 1 a 2, v uloze 3 je jejich vyuZzivani na obou Skolach téméf shodné.

Pro zkoumané¢ zaky stfedni Skoly byly napovédy velice uzitecné. V sedmi z deseti ptipadi,
kdy jim byla poskytnuta napovéda, piesli ke geometrickym strategiim. Pouze ve tfech
piipadech zlstali u vypoctovych strategii ¢i se znovu pokusili uchopit tlohu. U zaki zakladni
Skoly nemohu fici, zda jim byly napovédy takto uzite¢né. Sice je jisté, Ze by se vétSina z nich
ke spravnému feSeni bez napoveéd nedostala, ale pouze v deseti z celkového poctu osmnacti
pouziti napovéd piesli k nékteré z geometrickych strategii.

V tloze 1, kde byl Zakim pfi prvni napoveédé piedlozen jeden z obrazki 5.1.5, nehralo roli,
zda v obrdzku dostali jednu ¢i rovnou dvé uhlopticky, jelikoz si vétSina zakl tu druhou stejné
ihned dokreslila sama. Pouze jedna divka z téch, ktefi dostali ndpovedu s jednou uhloptickou,
si ji tam nedokreslila, jelikoz ji ithned napadlo spravné feSeni. Z vybéru dvou obrazkl (viz
obr. 5.1.6) pro druhou napovédu této ulohy nelze ale urcit, ktery z nich byl vhodnéjsi, a zda
by zak reagoval jinak v piipad&, kdyby dostal pravé tu druhou napovédu. Jestli by ho vedla ke
stejnému postupu feseni €i jeho feSeni prodlouZzila nebo zkratila. Na to byl v prvni fazi ptili§
maly vzorek respondentli. Navic tuto napovédu ani vSichni Zaci nepottebovali, a tak jim
nebyla pfedloZena.

Diky prvni napoveédé tlohy 2 Zaci zaméfili pozornost jen na potiebnou ¢ast kruznice, ale
k dokresleni druhé thloptficky pomohla aZ ndpovéda N2. Tato druhd ndpovéda bohuzel ale
omezila zdkovu pozornost pouze na obdélnik SABC, z n¢hoz nebylo patrné, ze se u jeho
uhlopticky ve skutecnosti jedna o polomér kruznice, proto nektefi Zaci ani s touto napoveédou
ulohu nevyftesili. Ti se ke komplexnimu pohledu na tlohu a obrazek vratili aZz po obdrZeni
treti napovedy. Druhé napovéda se tak nejevi jako piinosna.

V tloze 3 Zaci napovédy hojné vyuzivali, jelikoz se jim tato uloha jevila Casto jako

vvvvvv
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Podobnym zplisobem jako vliv ndpovéd jsem pivodné chtéla zhodnotit i mé zasahy v roli
experimentatora do zékovskych feSeni. To se ale uk4zalo jako nemozné. M¢é zasahy nebyly
u jednotlivych zaki stejné, jako tomu bylo u napovéd. Nékteii mladsi zaci potiebovali vice
povzbudit, musela jsem tedy s nimi v pribéhu experimentu vice komunikovat a ujiStovat je
o spravnosti jejich cesty. Odpovédi zéki zédkladni Skoly byly pro mé Casto nesrozumitelné,
a tak jsem se musela ptat na vysvétleni, a to mohlo byt samo o sobé pro zaky napovédou.

Naopak z4ci stiedni Skoly pracovali hodné samostatné a vystacili si s danymi ndpovédami.

Zhodnoceni grafickych schémat Zaka u vSech uloh

Ve druhém piipadé jsem uspotadala graficka schémata vSech tii uloh pro jednoho zdka pod

sebe a snazila se zjistit:

e) zda u zakd dochazi k posunu pii postupném feSeni uloh, resp. zda zaci vyuzivaji
dovednosti ziskané v prvni Uloze v Ulohdch nasledujicich ¢i zda jsou jejich postupy

rezistentni.

U 74kl gymnéazia miizeme sledovat mirny posun v uzivanych strategiich pfi feseni uloh. Zaci
JiZ v prvni tloze pochopili, Ze jde spiSe o jina nez pocetni feSeni, a tak se je pokousSeli hledat.
V tom je navic ujistila tloha 2, u které si nevédéli rady, protoZe jim pro vypocty chybély
potfebné informace. Napt. David (viz obr. 5.1.17) se pokousel ulohu 1 fesit hlavné pocetné.
Ve druhé uloze pfiSel David témét okamzité na spravné feSeni pomoci obrazku — otdzkou
vSak je, zda to je ddno zkuSenosti z prvni Glohy nebo charakterem druhé ulohy. David se ale
vyhnul pocetnimu feSeni 1 v tiloze 3, kterou se Zaci vétSinou snazili fesit pocetné (i kdyZ napft.
diky népoveédé pak presli ke geometrickému feSeni). Ani u zakii gymnézia vSak nemohu
jednoznacné fict, Ze se s poctem uloh zvySuje pomér geometrickych strategii. K takovému
tvrzeni nemam jednak dostatecny pocet respondentl a jednak jsou tlohy dost rliznorodé.
Naproti tomu u zaki zakladni Skoly nejen Ze posun ve vybéru geometrickych strategii neni
viibec patrny, ale nékteré strategické kroky zaci neopoustéli a pouZzivali je ve vSech tlohéach
1 v ptipadé, Ze jim v uloze bylo pokazdé ukézano, Ze nevedou k cili ¢i jsou dokonce chybné.
Takovym krokem je méteni usecek. VétSina zakt zakladni Skoly (zejména 6. a 7. ro¢niku)
preméiovala v obrazku délky stran (viz tab. 5.1.3), které se pak pokouseli dosazovat do
vzorce. [ kdyZ jim bylo v prvni tloze vysvétleno, Ze se jednd pouze o nacrtek a obrazce tedy
nemusi byt pfesné a Ze jejich méfeni pravitkem ¢i odhad délek stran také neni piesny,
preméiovali si neznamé usecky (strany) vétSinou ve vSech ulohach. Nékdy se dokonce zeptali,

zda se jedna opravdu jen o nacrtek a zda mohou méfit strany, ale 1 po zaporné odpovédi se
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nakonec chopili pravitka a strany si pfeméfili. Od této strategie je neodradil ani fakt, Ze
v pfedchozich tlohdch se nakonec dobrali ke spravnému feSeni a délky stran znat ani
nepotiebovali. Takové jednani se u zakua stfedni Skoly neobjevilo, své chyby v nasledujicich

ulohach neopakovali.

I R N R
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- U s L caleulation calcujation
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Obr. 5.1.17 Schéma pro teSeni Davida (16) u vSech tfi tloh

Ptikladem neustalého vraceni se k méfeni tseCek je 1 uryvek zrozhovoru s zédkem
6. rocniku zakladni Skoly nad ulohou 3. Tomuto Zakovi bylo vysvétleno zadani v€etné toho,

co znamena, Ze bod O lezi ve tfetiné usecky MN.

Z: Tak tady mame ty tietiny, tak.... m& by zajimalo spis, jak je dlouha? To je zase nacrtek?
(Zik se ptd, protoze mu v predchdzejicich tilohdch bylo vysvétleno, pro¢ v nacrtku nemd
smysl premérovat délky stran.)

E: Zase je to nacrtek, kdyz si to zméfis a kdyby sis spocital obsah toho trojuhelniku, tak by ti

nevysel ten 1 dm?. To je zase obrazek.
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N«

N«

N«

N«

N«

7:
E:

: Ale ja si chei jenom zméfit, jak je dlouhy tady to. Protoze to musi byt (Zdk méri pravitkem

délku strany ctverce) ... Sest a pil, zase. (Ddle je Zakovi opéet vysveétleno, zZe meérit délku
strany nemiize a on odklada pravitko.)

[...]

. Ale ten ted’ pravé (md na mysli ten 1 dm’) ... kdyZ je to Sest a pal ... (vraci se zpét

k namerené hodnoté), tak to by bylo zase Sest a ptlkrat Sest a ptil a to zase nevim. (Opét je

Zdkovi vysvetleno, proc¢ nemiize pracovat s nameérenou hodnotou 6,5 cm.)

[..]

(Zadk si necha znovu vysvetlit, co znamena 2a.)

: Ttetina usecky ... TakZe tady je jedna tfetina, jinak uZz jsou tfi tfetiny. Jedna tietina je a.

Decimetr a tohle jsou dv¢ tfetiny a tfi tfetiny. TakZze, tady by byla jedna tfetina a tady by

bylo zase Sest a ptl a Sest a pul. A tfetina z Sest a ptil, to je dva a néco.

: Ehm.

: No, takZe dva a néco. TakzZe Sest plus pil a Sest a pul je dvandct, tfinact. A tfindct plus ty

dva. Pockej. Kolik je Sest celych pét, to je dva cely dva a do desiti mi to nevychdzi, aby se
to dalo vydglit tfema. Sest a ptil prosté tfema vydélit nejde.

[..]

(Zik chce nejprve vypocitat obsahy obrazcii, ale ma na mysli jejich obvody, a z nich teprve

délky stran odvodit.)

: A jak bysme vypocitali obsah obdélniku a obsah toho trojihelniku?
: No, jedna tfetina, tady.

No jo, jenomZe my vlastné nevime ve skuteCnosti, jak je ta strana dlouhd. My si ji
muzeme zméfit, ale vime, ze to samoziejm¢e nemusi byt pravda.
Nemusi.

Takze my ty délky téch stran nezname.

Zavéry pro prvni fazi hlavni studie budou podany v oddile 5.4.1.

5.2 Druha faze hlavni studie - pisemna forma bez

moznosti napovédy

V druhé f4zi hlavni studie jsem se zaméfila na Zakovska feSeni tlohy 2 (viz oddil 5.1.1). Jak

se ukazalo v prvni fazi, tato uloha nevede k Sirokému spektru fesitelskych strategii, ani se

v zékovskych feSenich neobjevuje velké mnozstvi jevil. Zptsoby feSeni byly pomémné piesné

popsatelné jiz na zaklad¢ pisemného feSeni zakl. Proto jsem se rozhodla predlozit ji vétSimu
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poctu zaka formou pracovniho listu k samostatnému feSeni tak, ze nebudou mit moznost
dotazli a ziskani napovédy. Zaméfila jsem se zejména na prvni a tfeti vyzkumnou otazku
y

z oddilu 2.3, tedy na pouzité feSitelské strategie a souvislost volby strategie s vékem.

5.2.1 Prubéh druhé faze hlavni studie

Ulohu jsem zadala v fijnu 2011 formou pracovniho listu v péti tiidach — sefazeno podle véku
Slo 0 1. a 2. ro¢nik osmiletého gymnazia, 8. ro¢nik zakladni Skoly a 4. a 6. ro¢nik osmiletého
gymnazia.*® Poéty zaki jsou uvedeny v tab. 5.2.1.

Zaci meli na vypracovani Glohy dostatek Gasu v pribéhu jedné vyudovaci hodiny.*

V pracovnim listu byli vyzvani k tomu, aby své feSeni pisemné odiivodnili.

Tab. 5.2.1 Pocty zakii ve druhé fazi hlavni studie v jednotlivych ro¢nicich

Celkovy pocet Zaki Pocet divek Pocet chlapcii
G.LL.A 30 19 11
G.ILB 27 15 12
Z.8.A 19 10 9
G.IV.A 27 11 16
G.VLA 22 9 13
Celkem 125 64 61

5.2.2 Analyza druhé faze hlavni studie a jeji vysledky

Pti analyze zakovskych feSeni tlohy jsem vyuzila kategorie strategickych krokt a jeva z prvni
faze vyzkumu, ovSem jen téch, které se daly odliSit bez osobni komunikace s zdkem.

V analyze jsem se zaméfila a) na Cas, ktery zaci potfebovali na vyfeSeni ulohy, jelikoz
jsem chtéla zjistit, zda star$i Zaci s vétSimi zkuSenostmi z matematiky vyfesi Glohu za vyrazné
krat$i ¢as neZ mladSi Zaci; b) na mnoZstvi jevl a strategickych krokt, kterych zaci pii svém
feSeni vyuzili; c) pomér vypoctovych feSeni a feSeni geometrickych. Samoziejmé byla

v analyze zjiStovana i tspéSnost v jednotlivych ro€nicich skol.

Pozndmka: V nize uvedeném textu jsou nékteré vysledky analyzy pro piehlednost uvedeny
formou grafu. Ptislusné tabulky, z nichz grafy vznikly, jsou v pfiloze 4 a jsou rozdéleny do

oddilt stejné jako zde v textu.

* Ve na ZS a Gymnazium J. G. Jarkovského, Truhlatska 22, Praha 1.
* Ani jeden z zéki ale nepotieboval celych 45 minut.
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5.2.3 Uspésnost a ¢as potiebny k feseni tilohy

Pro kazdou tfidu jsem vypracovala tabulku, kde jsem ke kazdému zékovi pfitfadila dobu feSeni
ulohy, zda byl v feSeni uspésny ¢i nikoliv a vSechny jeho strategické kroky a jevy, které jsem
vycetla z pisemného feSeni. Dale jsem vytvofila souhrnné tabulky pro vSechny tiidy, aby se
daly mezi sebou porovnavat.

Nejdiive bude zhodnocena tspésnost zaki pti feseni tlohy (viz obr. 5.2.1). V grafu neni
bran zfetel na chyby, kterych se zaci v priibéhu své prace dopoustéli. Je zde znazornéno, jaké
procento zakd nakonec ulohu spravné vytesilo, tedy pouzilo vlastnosti obdélniku a faktu, ze
hledané tisecka je souc¢asné polomérem kruznice (viz feSeni v oddile 4.1).
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Obr. 5.2.1 Uspé&snost feseni tulohy 2 po tfidach
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Déle se podivejme na Cas potiebny pro feSeni tlohy. Z obr. 5.2.2 je zfejmé, Ze je situace ve
vSech tfidach podobnd, rozdil je maximalné 3 minuty. Aby se vyloucila moZnost, Ze se ve
tfidé mohli vyskytovat Zaci, ktefi Ulohu odmitli feSit, nebo zahrani¢ni studenti bez
srovnatelného vzdélani atd., byl graf doplnén také o primérné Casy uspéSnych tesitelti. To, ze
zéci vytesi ulohu stejné rychle bez rozdilu v€ku, by mohlo byt zplisobeno jejim charakterem
(kdy je teSeni pifi dobrém vhledu vidét na prvni pohled). Doba feSeni tilohy by mohla byt
ovlivnéna také v ptipadé€, kdyby nékteti Zaci tipovali své vysledky ¢i prosté jen secetli jedina
dvé &isla, ktera v zadani nasli,”' aniz by v&déli pro¢. Na zakladé analyzy feseni jednotlivych
74kt vyplyva, ze k takovému jevu doslo jen minimalng. Zaci své vysledky vétsinou pisemné

vysvétlili, coZ po nich Uloha vyZadovala. Zavéry Setfeni by samoziejmé mohlo ovlivnit

%0 podle tiidniho uditele se jedna o vyjimeens Sikovnou tiidu.

3! A tak dosli ke spravnému vysledku.
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i opisovani zakl sedicich vedle sebe. Jsem ale pfesvédcena, ze k tomu nedochdzelo, alespoil
ne v hojné mite, a vzorek studentii v jednotlivych tfidach byl dost velky na to, aby nebyl
vysledek Setfeni vyrazné ovlivnén.

12

Cas [min]

G.lA G..B ZaA G.IVA GWVILA

aPramérny €as (min) @ Pramérny ¢as Uspésnych (min)

Obr. 5.2.2 Primérny ¢as feSeni ulohy 2 po tfidach

Co se tyCe absolutni doby potiebné k vyfeSeni tlohy, u vétSiny tiid jsou viditelné dvé
hlavni skupiny uspésnych fesitelt. Prvni skupina vyteSila tlohu béhem nékolika minut. Jedna
se o ty zaky, ktefi nepouzili Zadné pocetni strategie a pii pohledu na obrazek rychle vidéli
spravné feSeni. Do druhé skupiny uspéSnych feSitell patii ti, ktefi se pokusili nejprve
o vypocetni feSeni, kdyz selhalo, ptesli k feSeni pomoci obrazku. Zatimco u mlads$ich ttid jsou
tyto dvé skupiny zakl na Casové ose vyrazné vzdalené, u G.VL.A tyto dvé skupiny témét
splyvaji. Divodem muiZe byt, Ze jsou tito Zaci rychlejsi v pocetnich tikonech a také rychleji
zjisti, Ze pro potiebné vypocty nemaji dostatek informaci, a zacnou diive hledat jiné feSeni.
Nutno jest¢ podotknout, ze u zakti G.IV.A se objevuje jesté jedna vyrazna skupina zaka, kteti
na vyfeSeni ulohy potiebovali pomérmné hodné €asu, jelikoZ zvolili casové ndro€nou strategii.
Tito Z4ci si zadani pfesné prerysovali, aby se nejednalo o nacrtek, a poté hledanou tsecku

preméfili. (Viz také oddil 5.2.4.)

5.2.4 Geometrické vs. vypoctové pristupy k reseni

Nyni se podivame na to, jaké strategické kroky se v feSeni Zakli nachézeji, a to bez ohledu na
uspésnost jejich feSeni. Jejich Cetnost ukazuje tab. 5.2.2. Kroky jsou rozdéleny na geometrické
(T a SG) a vypocetni (P). V ptipad¢ geometrickych jsem odlisila ty, které ukazuji, ze zak

pracuje spiSe v T prostoru (tedy vyuziva teoretické vlastnosti utvard, vtomto piipadé
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obdélniku a kruznice), a ty, které poukazuji spiSe na praci v SG prostoru. Podrobnéji jsou

jednotlivé jevy vysvétleny v dalSim textu.

Tab. 5.2.2 Cetnost strategickych krokd u tlohy 2

T SG P
- Eﬁ
w2
5 =0 3 2 5
-~ Q9 O o NOR
8 | = | B E 4 ' > .2
= ) g = N = o « < N
= o ) S o B % ) 5 < @
Z ° |3 s | © & 2 5 > s &
N o |3 Nlgw| 3 S - 5 3
SEE| 8 |§ |E|seg| T > z o
o o Ccé N = > > = - o M
o £ — N > QO .~ N c = S
— wn = < ) — NS = Navi (@) j:
E 8 o |Ex 2 | 6E S = & 3 B
N o E ) )8 ‘a\ = g - N Rl 2 =
S| & 5% 2|2z %2 2 | S | £5
) > . — N
> > = 3 & A3 N = s N =
GILA 5 0 10 0 1 0 3 0 2
G.IL.B 9 0 4 0 2 0 1 0 0
7Z.8.A 6 0 1 0 0 0 7 3 0
G.IV.A 14 0 1 10 0 0 4 0 0
G.VLA 18 1 0 0 0 2 9 0 0

Pro znazornéni vysledkt jsem zjistila pro kazdou tiidu celkovy pocet jevil, které se v jejich
feSeni objevily. Na obr. 5.2.3 je graficky ukdzéano, jaké procento jevil v dané tfidé patii do
geometrického zplisobu feSeni s rozlisSenim na T prostor a SG prostor a jaké procento patii do
vypocetniho zplisobu feSeni.

Vyrazné zastoupeni geometrického feSeni u zaka G.IV.A je zeyjména dano jiz vySe
zminénou strategii — zéaci si obrazek pferysovali a pak usecku zméfili. Jednd se sice
o geometrické feSeni, ovSem ne z T prostoru, jako mnou ocekdvané feSeni, ale z SG prostoru.
(O moznych divodech spekuluji nize.) Podobnou roli hrél ve tfidé G.I.A jev Porovndvani
délek tisecek. Ve t¥idé Z.8.A je vyrazné zastoupeni vypoletnich jevi. Uspé$nost v této tiidé
byla asi 60 %, tedy toto procento zaka vyuzilo geometrického zptlisobu feseni v T prostoru,
ovSem 1 v feSenich téchto zaki se objevily pokusy ulohu fesit nejdiive vypocetné. Kdyz
vynechame tfidu zékladni Skoly a vezmeme v Gvahu, Ze tfida G.ILB je podle ucitele
,heobvykle Sikovna“, lze u zdkd gymnazia vysledovat vzestupnou tendenci vyuZzivani

geometrického zptisobu feseni v T prostoru.
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Obr. 5.2.3 Procentudlni zastoupeni geometrickych strategickych krokdi v T i SG prostoru
a vypocetnich kroki (P)

Nyni se podivame na podrobnéjsi popis jednotlivych jevi a jejich ilustrace.

Vyuziti obrazku v T prostoru
Tento krok ptfedstavuje vlastné celou strategii feSeni — zde zék rozeznal v obrazku obdélnik
auvédomil si, ze usecka, jejiz délku hledame, je soucasné¢ tuhloptickou obdélniku

a polomérem kruznice.

Manipulace s obrazkem (SG prostor)

Fyzickéd (redlnd) manipulace se v zdkovskych feSenich podle mych ocekavani neobjevila.
I v rozhovorech v prvni fazi hlavni studie byla pouzita pouze v piipadé, kdy zdk slovné
dokazoval své feSeni, které nedovedl jinak vysvétlit.

Mentalni manipulace se objevila pouze jednou u zdka G.VI.A, kdy Zak popsal v pisemné
odpovédi otoceni usecky SD kolem stfedu S do polohy tsecky SB, a tim dokdzal, Ze jsou tyto
usecky stejné dlouhé. Neni mozné ale tvrdit, Ze se u ostatnich zaki mentalni manipulace
neobjevila. Zejména mladsi zaci méli Casto velké problémy s pisemnym popisem svych

feSeni, a mentdlni manipulace se popisuje pomérné slozité.

Porovnavani délek usecek (SG prostor)

Tento jev se alespon v jednom piipadé objevil ve vSech ro¢nicich kromé G.VI.A. Nejednalo
se o odhad délek stran, nybrz o pomeétovani délek jednotlivych useCek. Tak zaci dosli
k zavéru, Ze usecky AC a SD jsou stejné¢ dlouhé. K pométovani nejcastéji vyuzivali kruZitko,
ale objevovali se 1 Zaci, ktefi si vystacili s papirkem ¢i tuzkou, na které si vyznacili ¢arkou
hledanou délku. Tuto metodu ve vétSim poctu vyuzili zaci G.LLA (deset zakt) a G.IL.B (Ctyfi

7aci) : ,,... Nakonec jsem si udé€lala ryhy na tuzce jak je dlouhd SA4 a ptiblizné jsem zjistila ze

82



S4 = CA.” (zékyné z G.I.LA) ,,Vzala jsem si kus papiru a ustfihla, aby byl dlouhy jako
tise¢ka SD. Use¢ka SD ma stejnou délku jako usetka AC.* (zékyné z G.I.A) ,,Do kruzitka
jsem si vzal velikost tsecky SD, tu jsem poté piilozil na AC ajelikoz to bylo vySe,
piedpokladam 8,4 cm.” (zék z G.I.A) apod. Nemam vysvétleni, proC pravé v této tiide se tento
jev objevil.

Zajimavosti jsou prace dvou Zzakyn 1.ro¢niku gymndazia, které na uhlopficku AC
nepienesly celou usecku SD (polomér kruznice), ale kazdou z jejich dvou casti zv1ast’ (asecku

SA a usecku AD) tak, jak znazornuje obr. 5.2.4.
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Obr. 5.2.4 Reseni llohy 2 pomoci porovnavani délek tGsedek, zakyné G.I.A

Prerysovani zadani (SG prostor)

Néktefi zaci si zadani prerysovali do pracovniho listu tak, aby délky usecek odpovidaly
hodnotam uvedenym v zadani, a pak hledanou usecku ptemétili (viz obr. 5.2.5). Pohybovali
se tedy stale v SG prostoru. Tento jev se ale objevil pouze u jediné tfidy, kde ho pouzilo hned
deset Zakt. To mohlo byt zplsobeno i tim, Ze pravé v hodindch matematiky probirali
geometrii. Nejenze je tedy takové feSeni napadlo, ale dokonce pro jeho realizaci méli vesSkeré
potfebné pomtcky. Také je dost mozné, ze pouzivani rysovacich pomicek u jednoho zaka

inspirovalo 1 ostatni Zaky.
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Obr. 5.2.5 Reseni tllohy 2 pomoci pferysovani zadani, zak G.IV.A

Dokreslovani obrazcii dovniti i vné kruznice (SG prostor, potencialné T prostor)

Tento jev se neobjevil pouze u zZakyné¢, jejiz postup je na obr. 5.2.6, ale jeste u jeji spoluzacky
a u jedné zdkyné z G.I.A. V prvni fazi hlavni studie se tento jev objevoval Castéji, a to u zaki,
kteti si s Ulohou nevédéli rady a vkreslovanim pravouthlych obrazcl chtéli najit néjaké
geometrické tvary, jejichZ vlastnosti znali.

Zakyné, jejiz feSeni je na obr. 5.2.6, vepsala jeden &tverec do kruznice a jeden &tverec
naopak vné¢ kruznice. Do obrazku také znézornila uhlopti¢ky téchto Ctvercii. Nakonec se ale
rozhodla pro pocetni feSeni. Ve svém obrazku uvidéla Ctyii shodné ctverce, jejichz strana
predstavovala polomér kruznice. Tento polomér jesté spocitala spravnég, ale potom si popletla
vypocet obsahu a obvodu ¢Etverce. Vysledek vynasobila ¢tyfmi, jelikoZ je obrazek sloZzen ze
Styf takovych &tverctl. BohuZel se mi nepodafilo zjistit, pro¢ vysledek vydélila deseti. Zakyni

jsem pozd¢ji vyhledala, ale ani ona sama mi uz nedokazala odpovédét.
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Obr. 5.2.6 Dokreslovani obrazct u tlohy 2, Zdkyné G.I1.B

Zjistovani délek usecek (SG prostor)

Zjistovani délek useCek se hojné¢ objevovalo v prvni fazi hlavni studie, kdy zejména Zaci
zékladni Skoly pravitky piremétovali jednotlivé tusecky (strany geometrickych obrazcil)
v obrazcich v zadani uloh, a to u tlohy 1 a 3. U ulohy 2 se o to nepokusil nikdo. Ve druhé fazi
hlavni studie se zjiStovani délek usecek objevilo pouze dvakrat. Zajimavé ovSem je, ze
v obou pfipadech $lo o zdky G.VIL A, tedy nejstarsi zaky. Nejednalo se o pfeméfovani tisecek
pravitkem, nybrz o odhad délky neznamé strany obdélniku. Zaci usoudili, Ze strana SC je
stejné dlouha jako soucet délky strany SA4 a poloviny délky usecky AD. Tak zjistili, ze délka
strany SC je 6,8 cm. Ulohu pak fesili poéetné pomoci Pythagorovy véty a dospéli samoziejmé

ke Spatnému vysledku.

Pouzivani vzorcu

V zékovskych teSenich se nejCastéji objevoval vzorec na vypocet piepony trojuhelniku
pomoci Pythagorovy véty. U mladSich zakd byl ale Casty i vzorec na vypocet obsahu
obdélniku. V obou ptipadech jim to mohlo pfipadat logické, protoZe v obrazku se objevoval
pravouhly trojuhelnik, resp. obdélnik, a Ciselné tidaje. Zahy ale vétSina zaka zjistila, Ze pro
takové vypoCty neznd potiebné délky usecek, a ptesla k jiné strategii feSeni. Ve vypoctech

pak pokraéovali pouze ti Zaci, ktefi si délky téchto useCek zjistili (odhadem, viz vyse) ¢i

VVVVVV
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Pythagorova véta — dve cisla

Dvé zékyné a jeden zak 8. ro¢niku zakladni Skoly pouzili znalosti Pythagorovy véty, a to tak,
ze jedina dv¢ cisla, ktera vycetli ze zadani, dosadili do vzorce (viz obr. 5.2.7). Jedna zakyné
pouzila vétu na vypocet délky odvésny trojuhelniky, druhd zédkyné a zak pocitali délku

pfepony. Jednalo se o vyrazné formalni (Hejny, Kufina, 2001) vyuziti této véty, bez

porozumeéni.
t — ""“—\-
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Obr. 5.2.7 Formalni vyuziti Pythagorovy véty u tllohy 2, Zdkyné 8. ro¢nik

Nékteré dalsi jevy z Zakovskych reSenich
Zaveérem této Casti zminim pro uplnost dalsi jevy, jejichz vyskyt jsem v zakovskych feSenich

zaznamenala a které nelze zaradit jednoznacné mezi geometrické ¢i vypocetni kroky.

Zak scitd jedina dvé cisla, kterd ma k dispozici.

Timto zplGsobem fesili Glohu dva zaci z G.ILA. Dokonce sva feSeni zdiivodnili v pisemnych
odpovédich: ,,Napadlo mé to, tipnul jsem si to. PfiSlo mi to logické, protoze jsou to jediné
udaje, které vim.* ,,PfiSel jsem na to tak, Ze jsem si fekl, pro¢ tam je ta tisecka AD, tak jsem ji

secetl s délkou S4.“ Zaci se ani nesnazili ilohu uchopit a piistoupili k jejimu feseni formalné.
Zadk navic pocitd i priomér
Tento jev se objevuje zejména u mladsich zakti — u dvou zakd G.I.A a tfi zakd G.IL.B. Ti

spravné urci velikost poloméru kruznice a pak pro Uplnost dopocitaji a zapisi i1 velikost jejiho

priaméru, i kdyZ tento tdaj ve svém feSeni nepotiebuji (viz obr. 5.2.8).
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Obr. 5.2.8 Reseni tilohy 2, dopo&itani priméru, zak z G.IA

Spatna odpovéd diky nepozornosti
Tento jev se objevil pouze dvakrat. Jednou tomu bylo u zékyné G.II.B, ktera napsala chybnou
pisemnou odpovéd, 1 kdyz jeji zapis feSeni byl spravny. Ve druhém piipadé zakyné z G.I.A

omylem v odpovédi zaménila nazev hledané tsecky.

Nesprdvné pouZziti terminii

Pfi komunikaci szaky vprvni fazi hlavni studie jsem evidovala vyrazné nedostatky
v terminologii. V pisemném projevu v pracovnim listé¢ se tento jev ale objevil minimalné.
Napftiklad: ,,Nejprve jsem zkusil porovnat vzdalenost GseCky AC...* (z&k z G.IV.A, mé&l na
mysli délku usecky) ,,8,5 cm protoze je to prumer kruznice.” (zak z G.IV.A, mél na mysli
polomér) ,,Vypocitala jsem priumér kruznice* (zdkyné z G.IL.LB, méla na mysli polomér
kruznice) ,,Polomér obdélniku je roven poloméru kruznice.” (zdk z G.IL.B) ,,Kdyby se tyto
dva body spojily vznikla by stejna poloprimka jako je AC, ale z jinych bodl.“ (zdk z G.I.A,

mél na mysli tsecku) apod.

Chybny predpoklad
Chybny ptedpoklad se objevil u sedmi zakt z G.I.A, u jednoho zdka z G.II.B a piekvapivé
iudvou zakih G.VLA. Slo o situaci, kdy zak ziskal $patny vysledek na zikladé $patného

ptedpokladu, tj. vyvodil si z obrazku chybnou informaci; napt. povazoval vepsany obdélnik
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za Ctverec, Spatné odvodil vztah mezi jednotlivymi useckami, tvrdil, ze thlopficka je piiblizné

stejné dlouha jako delsi strana ¢i Ze je dvakrat delsi nez kratsi strana apod.

Snaha o pouzivani vzorcua

Dalsi hledisko, které jsem v feSeni zaku sledovala, se tykalo toho, zda zaci nékdy v prubehu
své prace pouzivali vzorce (bez ohledu na jejich uspésnost). To ukazuje obr. 5.2.9; procenta
jsou vztazena k celkovému poctu zaku ve tiid€é. Prevazuji Cisté geometrické zplisoby feSeni.
Vyznamnéj$i procento zakd, ktefi se snazili vzorce vyuzit, jsem zaznamenala pouze u zaka

zakladni Skoly Z.8.A a tfidy G.VLA.
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‘ OPouzivani vzorci BCistd geometrické fedenf ‘

Obr. 5.2.9 Pouzivani vzorct v prib¢hu feseni ulohy 2

5.2.5 Porovnani resitelskych strategii u mladsich a starsich zakii

Pro porovnani fesitelskych strategii vzhledem k v€ku zakl jsem vytvoftila dvé skupiny zakai.
Skupina A zahrnuje Zaky G.ILA a G.IL.A a skupina B zdky G.IV.A a G.VLA (tfidu Z.8.A
z tohoto porovnani vynechdvam; jednak se vymyka tim, Ze se nejedna o gymnazium, a jednak

jsem chtéla, aby mezi obéma skupinami byl vétsi vékovy rozdil).

Pozndmka: Pro zhodnoceni vyznamnosti rozdili mezi skupinami zaki jsem zde i v oddile
5.3.9 pouzila Pearsonovu veli¢inu chi-kvadrat pro kontingen¢ni tabulky. Pomoci nich jsem
zjistovala s pravdépodobnosti chyby do 5 %, zda muizeme =zamitnout nezéavislost
charakteristik feSitelskych procesli na tom, z jaké skupiny pochazi. Stru¢né feceno, zjiStovala

jsem, zda jsou rozdily mezi charakteristikami obou skupin statisticky vyznamné.

Podobné jako obr. 5.2.1 ukazuji obr. 5.2.10, resp. obr. 5.2.11 spéSnost feseni ulohy 2,

tentokrat vSak pro skupiny A a B, resp. pro divky a chlapce. Jak je vidét, starSi Zaci jsou jen
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zhruba o 9 % Uspénéjsi nez mladsi zaci a pro divky a chlapce je situace dokonce zcela
opacna u obou skupin. U mladSich zakt byly uspésnéjsi divky a u star§ich zaki zase chlapci,
a to vyznamné. U divek skupiny B to mlze byt dano tim, ze se vyznamnéji nez chlapci

snazily pouzivat vypocetni feSeni (viz obr. 5.2.13).
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Obr. 5.2.10 Uspé&snost feseni Glohy 2 pro skupinu mladsich a star§ich zaka
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Obr. 5.2.11 Jako obr. 5.2.10 s rozdélenim na divky a chlapce

Paralelou k obr. 5.2.3 je obr. 5.2.12, ktery ukazuje procentudlni zastoupeni geometrickych
strategickych krokli v T 1 SG prostoru a vypocetnich kroka u obou zkoumanych skupin zak.
Obr. 5.2.13 ukazuje totéz pro skupiny divek a chlapci.

Lze fici, ze s v€kem stoupd vyznamné zastoupeni T geometrickych feSeni a sniZuje se
prace v SG prostoru. Vyssi zastoupeni vypocetnich jevl u skupiny B neni vyznamné. U divek
a chlapci pozorujeme vyznamny rozdil jen u zastoupeni vypocetniho feSeni u divek ve
skupiné B, ve skupiné A je vSak situace srovnatelnd pro divky a chlapce. Chlapci maji

v kazdé skupiné mirné vétsi tendenci k T geometrickému feSeni.
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Obr. 5.2.12 Procentudlni zastoupeni geometrickych strategickych krokti v T 1 SG prostoru
a vypocetnich krokii pro mladsi a star$i zaky
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Obr. 5.2.13 Jako obr. 5.2.12 s rozd€élenim na divky a chlapce

Co se tyce snahy zaka vyuzit nékdy v pribchu feseni vzorce, situaci ukazuje obr. 5.2.14
aobr. 5.2.15, ktery obsahuje udaje pro divky a chlapce. Rozdil mezi skupinami mladSich
a starSich zakl je vyznamny, coZ potvrdila i kontingenéni tabulka. Star§i zaci maji véEtsi
tendenci fesit lohu pomoci vzorci. Jejich celkova uspeéSnost v feSeni je vSak 0 9 % vySsi nez
u mladsich zakt. Je tedy vidét, Ze se dovedou z netspésného vypocetniho feSeni poudit
a prechazeji ke geometrickému feseni.

Na pouzivani vzorcl se ve skupiné A podileji jen divky (a to jen asi 11 %), je zajimavé, ze
chlapci se vzorce nepokouseli pouzivat. Celkové jsou vSak v feSeni divky uspeésSnéjsi nez
chlapci. Divky ze skupiny B prokazuji vyrazné cetnéjsi pouziti vzorcli a nakonec jsou také

vyrazné méné uspésné nez chlapci a dokonce méné tispésné nez mladsi divky!
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Obr. 5.2.14 Pouzivani vzorcu v pribéhu feSeni tlohy 2 u skupin mladsSich a starSich zaka
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Obr. 5.2.15 Jako obr. 5.2.14 s rozd€élenim na divky a chlapce

5.3 Treti faze hlavni studie - pisemna forma
s moznosti napovéd

Ve treti fazi hlavni studie jsem se zaméfila na ulohy 1 a 3,>? které popisuji v oddile 5.1.1. Tato

faze predstavuje z metodologického hlediska kompromis mezi individualnimi rozhovory se

zéky (které pfinesou hodn¢ informaci o feSitelskych postupech zakt, ale malo dat) a mezi

pisemnymi feSenimi zaki (které pfinesou hodné dat, ale méné podrobnosti o tom, jak Zak

uvazoval).

Opét jsem se zaméfila na vyzkumné otazky z oddilu 2.3, ptfi¢emz byl diraz polozen

zejména na tieti otdzku — zmeénu strategii s vékem.

32 Ulohu, ktera byla v této fazi vyzkumu pouZita jako v pofadi druhd, budu stile nazyvat Gilohou 3, aby byla

zachovana kontinuita v celé hlavni studii.
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5.3.1 Priubeéh treti faze hlavni studie

Experiment probihal na jedné zakladni $kole’® a na jednom osmiletém gymnéziu®* v lednu
2012; zucastnilo se ho celkem 130 zak (64 divek a 66 chlapct, viz tab. 5.3.1). N¢kteti zaci se
vénovali pouze uloze 1, a tak je pocet zakt pro tlohu 3 o néco nizsi. Tentokrat byly pokryty

vSechny ro¢niky druhého stupné zakladni skoly a stfedni Skoly.

Tab. 5.3.1 Pocty 74k tteti faze hlavni studie v jednotlivych ro¢nicich

ot ot |eot. oot |GV |GVIA | GVILA |GvIH | Celkem
= lzaki (17 [19 27 16 |1t 2 |u 17 |130
2 bk |5 o [0 i e 8 4 11 64
S |chapes {12 10 (17 |5 |5 4 7 6 66
w |Zaka |15 |19 |15 |14 |u 2 |1 16 |13
2 bk |5 o |7 o e 8 4 10 |58
S |Chlapca |10 |10 |8 |5 |5 4 7 6 55

V této fazi hlavni studie jsem postupovala podle stejného schématu jako v prvni fazi (viz
obr. 5.1.1). Pfitomna jsem byla ja a moje pomocnice, jejimz tkolem bylo pomahat mi
s organizaci prace.

Z4ci byli na za¢atku seznameni s celym priibéhem prace, takze védéli o tom, e dostanou
po sobé dv€ Ulohy a Ze na kazdé z nich mohou pracovat tak dlouho, jak budou potiebovat.
Déle se dozvédéli o moznosti napoved, pro které si mohou dojit v ptipadé, Ze si s ilohou
nebudou védét rady. Informovala jsem je o mozZnosti, Ze 1 v pfipadé spravného vyieSeni Glohy
je mohu poprosit o dalsi feSeni, pfipadn¢€ jim poskytnout ndpovédu, ktera by je k novému
zpusobu feSeni mohla dovést. Tuto informaci jsem zdaraznila proto, aby si Zaci o sobé¢
samych ani o sob& navzajem nemohli myslet, Ze neuspéli, a abych se vyhnula strachu
z neuspéchu ¢i jejich vzajemnému posméchu. Musim ale podotknout, Ze to nebylo potieba
a ze si zaci nevs§imali svych spoluzaki tolik, jak jsem o¢ekavala. Vysvétlovani pravidel prace
netrvalo déle nez deset minut.

Napoveédy dostavali Zaci pouze pomoci predem piipravenych obrazkl, nikoli slovné.
V této fazi hlavni studie jsem omezila mnozstvi moznych napovéd podle vysledkl prvni faze
hlavni studie. Konkrétn¢ jsem vyuzila napovédy N1b a N2a pro prvni tlohu (viz obr. 5.3.1)

a napoveédy N2 a N3 pro treti lohu (viz obr. 5.3.2).

33 74kladni $kola A8, Hlavkova 26, AS.
> Gymnazium J. G. Jarkovského, Truhlaiska 22, Praha 1.
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Obr. 5.3.1 Napoveédy k tilloze 1 — N1b, N2a

N 2a O a ™M N 2a O a M

1 dm

Obr. 5.3.2 Napoveédy k tloze 3 — N2, N3

Pokud mél Zak informace, které obsahovala prvni napovéda, jiz vyznaceny v pracovnim
listé, predlozila jsem mu rovnou druhou napovédu.

V 7. ro¢niku, kde jsem ulohy zadavala jako v prvni ze zkoumanych tiid, jsem
pravdépodobné nedostateéné vysvétlila zptisob podavani napovéd. Zaci sice o jejich moznosti
védeli, ale jakoby se bali o né pozadat. To se ukédzalo hned pfi prvni tloze, se kterou se
vSichni dlouze trépili az do doby, kdy se jedna zakyné zvedla a ulohu chtéla odevzdat. V ten
moment se zvedl 1 zbytek tfidy a hromadné mi zacali sva feSeni skladat na stil. Musela jsem
jim znovu vysvétlit, Ze si mohou fici o napovédu a Ze je lepsi vytesit tlohu s pomoci, nez
odevzdat prazdny papir. Rozdala jsem pracovni listy zpét a Zaci si zacali chodit pro napovédy.
U druhé tlohy jiz vSe probihalo tak, jak jsem planovala.

Dalsi problém jsem shledala v poctu zaka ve tfid€. Nestihala jsem podavat napovédy tak
rychle, jak to situace vyzadovala, i kdyz jsem méla pfi vyzkumu pomocnici. Ta ale m¢la na
starost pouze dohled nad Zaky z hlediska chovani, pfipadné dohlédla na to, aby zéci spolu
nespolupracovali. V ten den jsem zadavala tlohy jeSté v 8. ro¢niku. Na dal$i den jsem se
domluvila s feditelem Skoly a vyucujicim, Ze si ve tfidé ponechdm jen ¢ast zakd, abych byla
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schopna experiment provést, takze v 6. a 9. ro¢niku byl pribéh prace mnohem poklidné&;si.
Aby byl pfitomen jen omezeny pocet zakd i na gymndziu a zdroven aby se jednalo o bézny
vzorek zaki (tedy zaci nebyli zvlast’ vybirdni), vyuzila jsem k provedeni studie vyucovaci
hodiny jazykt.”

Do pracovnich listti zaki jsem si jiz v pribehu experimentu vpisovala poznadmky, kdyz si
zaci piisli pro napoveédu ¢i odevzdat sva feSeni. Nejenze jsem si poznamenala, kdy a jakou
napoveédu jsem zakovi podala, ale také jsem si nékdy musela svymi slovy popsat zpisob
jejich feseni, ktery jsem si nechala vysvétlit. Oc¢ekéavala jsem, ze zejména mladsi zaci zakladni
Skoly nebudou umét sva tvrzeni pisemné popsat tak, abych jim pozdéji pfi analyze jejich

prace rozuméla.

5.3.2 Zpisob analyzy tieti faze hlavni studie

Podobné jako v druhé fazi hlavni studie jsem v pracovnich listech zaka vyhledavala kroky
fesSitelskych strategii a rizné jevy, které jsem identifikovala v prvni a druhé fazi. V tom mi
hodné pomohly poznadmky, které jsem si do pracovnich listh vpisovala (viz vySe). Z krokl
jsem nasledné vytvorila jednotlivé fesitelské strategie. VSe jsem zapisovala do tabulek.

Pro kazdou tfidu a kazdou tlohu jsem vytvofila tabulku, kde jsem ke kazdému zakovi
zapisovala informace, zda tulohu vyfeSil ¢i nikoliv, které napovédy dostal, a dile mu
pfifazovala jevy a kroky feSitelskych strategii. Dale jsem vytvofila souhrnné tabulky pro
jednotlivé ulohy tak, abych méla ptehled, jak hojné se jednotlivé strategie a jevy objevuji
v jednotlivych roc¢nicich, jak zaci vyuzivali napovédy v jednotlivych rocnicich ¢i jakad je
uspésnost pii feseni uloh v téchto roc¢nicich.

Vysledky analyzy budou pro pfehlednost prezentovany takto: kroky feSitelskych strategii,
fesitelské strategie potencidlné vedouci k GspéSnému vyieSeni uloh, cetnost uspésné pouzitych

strategii, neusp&sSné strategie feseni a rizné jevy chybovosti.

Poznamka: Podobné jako v oddile 5.2 1 zde jsou nékteré vysledky analyzy uvedeny formou
grafu. Pfislusné tabulky, z nichz grafy vznikly, jsou v pfiloze 6 a jsou rozdéleny do oddil

stejné jako zde v textu.

> Jednalo se o tzv. vybérové jazyky, kde Zaci nejsou rozd&leni do skupin podle schopnosti, ale podle zvoleného
jazyku.
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5.3.3 Kroky resitelskych strategii

Jiz v ptedchozich fazich vyzkumu se ukazalo, ze n€které kroky patii spiSe ke geometrickym
strategiim, jiné k vypocetnim a dal$i mohou patfit k obéma typlim. (Ty jevy, které byly

chybné a nevedly zaky ke spravnému feSeni, budou popsany zvlast’ v oddile 5.3.8.)

Kroky resitelskych strategii, které vedou ke geometrickému reseni

V ulohach se objevuji dva hlavni kroky geometrickych strategii — Manipulace (SG prostor)
a Vyuziti obrazku (T prostor). Tyto kroky se v obou ulohach 1i$i a zahrnuji rizné jevy, jez se
objevily v Zdkovskych pracich.

V tloze 1 Zaci manipulovali nejcastéji s jednotlivymi trojuhelniky, které ziskali pomoci
uhlopficek ctverce KLMN. V jiném piipadé piehybali obrazek. V iloze 3 se manipulace
projevila v posouvani usecky KO do bodu M. V nékterych ptipadech Zaci posunuli spolecné
s useckou 1 cely trojuhelnik KON.

Vyuziti obrazku se v loze 1 projevovalo tak, Ze Zaci po doplnéni thlopficek ctverce
KLMN rozeznali ¢tyfi shodné ¢tverce o délce strany, kterd byla shodnd s polovinou délky
strany Ctverce ABCD, nebo dokonce jejich shodné ,,protéjsi* trojuhelniky, kdy jeden lezel
uvnitt ¢tverce KLMN a druhy vné. Jini Zaci si uvédomili, Ze je obrazek sloZen zosmi

shodnych trojuhelnikid. V uloze 3 si zaci rozdélovali obrazek na mensi utvary. V nékterych

piipadech vedl tento krok jen k ¢astecnému vyteseni ulohy.

Kroky resitelskych strategii, které vedou k vypocetnim strategiim
Nékteré z krokt, které Zaky vedly k vypocetnim strategiim, jsem zaznamenala jiZ v prvni fazi

hlavni studie. Jiné jsem doplnila aZ ve fazi tteti. Pfehledné jsou shrnuty v tab. 5.3.2.

Tab. 5.3.2 Kroky vypocetnich feSitelskych strategii v uloze 1 a 3

Uloha 1 Uloha 3

- Zjistuje délky usecek - Zjistuje délky usecek
- Pocita - Pocita

- Pouziva vzorce - Pouziva vzorce

- Dosazuje za neznamou - Prevadi jednotky

- Pouziva parametr - Pouziva parametr

- Vyuzivéa Pythagorovu vétu - Vyjadiuje a

- Dopocitava strany pomoci funkce sinus /cosinus | - Pouziva troj¢lenku

V obou ulohach se ¢asto objevoval strategicky krok, ve kterém zaci zjistovali délky usecek.

Jednalo se o mladsi Zaky na zakladni Skole. Ti potfebovali znat délky stran obrazci, a tak si je
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zméftili pravitkem. V uloze 3 si jeden zak dokonce zméfil délku tsecky a tu pak zaokrouhlil,
aby se mu lépe pocitalo.

Strategicky krok Pocita zahrnuje veskeré pocetni operace, které zaci pouzili ve svych
fesenich. Zak v tomto piipadé nemusel pouzivat zadné vzorce. Tento krok v podstaté zahrnuje
i nize uvedené kroky, jelikoz nelze pouzivat vzorce bez naslednych vypocti.

V tlohach byly nejcastéji pouzity vzorce na vypocCet obsahii geometrickych obrazci,
hlavné trojuhelnikli a obdélnikd, vuloze 3 1 vzorec na vypocet obsahu lichobézniku.
U mladSich zak se Casto objevovaly 1 vzorce na vypocty obvoda geometrickych obrazct, ale
ty nemély v jejich feSeni dalsi uplatnéni ¢i byly jejich vysledky chybné interpretovany (viz
oddil 5.3.8).

Dosazovani za nezndmou byl strategicky krok, ktery byl vyuzit jen v uloze 1. Zaci si zde
zvolili délku strany Ctverce ABCD, aby mohli dopocitat stranu ctverce KLMN pomoci
Pythagorovy vety.

U obou uloh dochazelo u zakl k pouzivani parametru. V loze 1 si zvolili Zaci parametr
pro polovinu strany c¢tverce ABCD a pak dopocitali stranu C¢tverce KLMN pomoci
Pythagorovy véty. V tiloze 3 si zaci pomoci parametru zapsali obsah trojuhelniku KON a takeé
obsahy dalSich obrazcii, aby je pak mohli porovnavat. V uloze 3 se tak objevuje i strategicky
krok, v némz zaci pomoci trojuhelniku KON vyjadiuji délku usecky a, aby s ni mohli dale
pocitat.

Kromé zminénych strategickych krokli se v uloze 1 objevil netuspeSny pokus o vypocet
délek stran pomoci sinové a kosinové vety a v uloze 3 vypocty pomoci trojclenky.

Koneéné, v zdkovskych feSenich se objevily dva jevy, které jsou soucasti obou zakladnich
typu strategii. Jednim znich je rysuje/crtd, ktery popisuje zaznamenavani ziskanych
informaci (v€etné informaci ziskanych nadpovédou) zdkem bez ohledu na to, zda posléze voli
vypocetni ¢i geometrickou strategii. Druhym je prekresluje si napovédu (viz tab. 5.3.3), tj. zda
si zak informace ziskané z napovédy piekresluje do svého obrazku ¢i nikoliv. Z tab. 5.3.3 je
patrné, Ze si Zaci vétSinou napovédu do svého obrazku zakresluji, a zaroven je mozné
jednoznaéné ftici, ze svékem piibyva téch, ktefi nekladou diraz na presné zaneseni
skutecnosti do obrazku, a tak informace do obrazku ¢rtaji od ruky. Na stfedni skole rysuji zaci

uz jen vyjimecne.
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Tab. 5.3.3 Podty zaka prekreslujicich napovédu do svého pracovniho listu®

6.roé. |7.r0é. |8.ro¢. |9.ro¢. |G.V.A |G.VLLA |G.VILA |G.VIII
Prekreslujesi |\ 2 |\ o7 | 1316 | 1212 | 253 4/4 23 | 1111
- | napovédu
Ul Qeprekresiuj
\eprekresiuje \ 500 1 17 | 316 | 012 | 13 0/4 13 | o/11
si napovédu
Prekreslujesi | o0 | 513 | 77 | 68 | 212 3/3 22 3/5
-~ | napovédu
U3 'NepFekreslui
eprekrestuje |\ o0 1 113 | o7 | 28 | o 0/3 0/2 2/5
si napovédu
Rysuje 22/25 | 18/20 | 20/23 | 18/20 | 4/5 /7 4/5 | 14/16
Crta 325 | 220 | 323 | 220 | 2/5 0/7 /5 | 2/16

v 7

5.3.4 Resitelské strategie potencialné vedouci k uspé$nému vyreseni
ulohy

V dalsi fazi analyzy jsem se zaméfila na strukturu krokt (tedy jak jsou poskladany do celku,

ktery v pfipadé¢ bezchybné prace zédka vede ke spravnému feSeni). Vysledkem je seznam

fesitelskych strategii zdkt rozdélenych do tfi skupin (viz tab. 5.3.4) — Geometrické

v T prostoru (T), Geometrické v SG prostoru (SG) a Pocetni (P).

Za spravné geometrické feSeni u ulohy 1 jsem povazovala takové, kde si zaci uvédomili
shodnost osmi pravouhlych trojihelnikii a pomoci ni pak nasli spravny vysledek. Nebylo v§ak
jednoduché zaradit jejich feSeni jednoznacn€ do T ¢i SG prostoru. Do SG prostoru podle mé
patii takové zplsoby, které vyuzivaji méfeni ¢i manipulaci s obrazkem nebo jeho dil¢imi
konfiguracemi. Do T prostoru patii zptisoby, které obsahuji teoretickd zdiivodnéni na zakladé
vlastnosti utvar. U Ulohy 1 by se jednalo o zdivodnéni shodnosti trojuhelnikl jejich
prekrytim v ptipadé SG feSeni a o vyuziti véty sss k témuz ucelu v piipad€ T feSeni. OvSem
z feSeni zakl to nelze zcela presné identifikovat. Je také mozné, Ze povazuji fakt, ze
uhlopficka ¢tverce (€1 obdélniku u ulohy 3) ho déli na dva shodné trojuhelniky, za zfejmy
a nepocit'uji tedy nutnost zdiivodnéni. V pribéhu feSeni se Zaci mohou téZ pohybovat mezi
Ta SG prostorem. Ve své praci jsem postupovala tak, Ze jsem strategii zafadila do SG
prostoru, pokud vyuzivala pfevazné SG vlastnosti (napt. explicitni vyjadieni pohybu

s Utvary), a do T prostoru, pokud se v ném objevilo vyraznéjsi zastoupeni T vlastnosti. Nékdy

% Potty uvadime vzhledem k celkovému po&tu, napi. v iadku Prekresluje si ndpovédu znamena 14/17, Ze
14 zaku ze 17 si ji prekreslilo.
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bylo rozhodnuti jasné (zejména pokud jsem s zdkem piimo mluvila a mohla se ho na jeho

feSeni doptat), jindy bylo problematické.

Tab. 5.3.4 Resitelské strategie, které mohou vést k Gisp&$nému vyieseni ulohy

Uloha 1 |Nazev FeSitelské strategie Kéd
z Vidi shodné trojuhelniky (viz oddil 4.1.) T1
2 Sklada z vnéjsich trojuhelnikti ¢tverec stejného obsahu, jako ma ctverec
2 KLMN SG1
§ Vyplni ¢tyfmi trojuhelniky polovinu ¢tverce ABCD SG2
é Preklada ,,rohy* do stfedu Ctverce SG3
:qé Odecita od sebe hodnoty obsaht ctvercli P1
v
>
&  |Dava hodnoty obsahil &tvercli do poméru P2

Uloha 3 |Nazev FeSitelské strategie Kéd

Resi zptisobem popsanym oddilu 5.1.1 T2
z Rozd¢luje ctverec na obdélniky T3
-;E’ ,,Stejnd zakladna a stejnd vyska“ trojuhelnika => stejny obsah trojuhelnika (T4
E Vyjadiuje obsah obdélnika jinym zplisobem SG4
S
o Pieskupuje obrazce v obrazku SGS5
Odegita 1 dm” od obsahu celého &tverce P3
>
£ |Pocita obsahy &tyf trojuhelnikil P4
3
&  [Resi Glohu parametricky pies pomér obsahil P5

Nyni budou feSitelské strategie podrobnéji popsany, cetnost jejich pouziti je uvedena

v oddile 5.3.5.

Strategie k iloze 1

T'1 Vidi shodné trojuhelniky
Jedna se o teSitelskou strategii, kterd je jiz popsana v oddile 4.1 a k niz byl zék téZ veden
pomoci ndpovéd. PficemZ jsem netrvala na tom, aby bylo v feSeni pfimo napsano, jak by se

shodnost trojuhelnikti dala dokézat.

SG1 Sklada z vnejsich trojuhelnikii ctverec stejného obsahu, jako ma ctverec KLMN
I vtomto ptipad¢ si zdk rozdéli vepsany C¢tverec KLMN pomoci uhlopfi¢ek na shodné
trojuhelniky. Tentokrat ale vyuZzije mentdlni manipulaci a z pravothlych trojihelniki vné

ctverce KLMN posklada novy ctverec, ktery ma stejny obsah jako ¢tverec KLMN. O tomto
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pohybu je v feseni pfimo zminka nebo mi o ném zak nasledné fekl. Tedy do ¢tverce ABCD se

vejdou dva Ctverce s obsahem, jako ma ¢tverec KLMN.

SG2 Vyplni ctyrmi trojuhelniky polovinu ctverce ABCD

74k si rozdéli vepsany &tverec KLMN pomoci Gthlopii¢ek na shodné trojiihelniky, oviem dva
trojuhelniky lezici u vrcholi &tverce ABCD presune tak, aby se zbyvajicimi dvéma
trojuhelniky vyplnily polovinu ¢tverce ABCD (obr. 5.3.3).

D

| E—

A K B

Obr. 5.3.3 Reseni ulohy 1, strategie SG2, zdk G. VIL.A

SG3 Preklada ,,rohy* do stredu ctverce
Zakyn& mentalni manipulaci s obrazkem ukazuje, Ze je obsah &étverce ABCD dvakrat vétsi nez
obsah ¢tverce KLMN tak, ze ohne trojuhelniky lezici pfi vrcholech ctverce ABCD do stiedu

¢tvercil pres osy ohybu, které¢ vedou jednotlivymi stranami ¢tverce KLMN (viz obr. 5.3.4).

P11 Odecita od sebe obsahy ctvercii
Zak vyuziva rizné podetni kroky fesitelskych strategii, aby vypogital obsahy obou &tvercii

a poté odecetl obsah mensiho ¢tverce od obsahu vétsiho Ctverce.

P2 Dava obsahy ctvercut do pomeéru

74k postupuje jako u P1, jen dava obsahy obou étvercii do poméru (viz obr. 5.3.5).
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Obr. 5.3.4 Geometrické feSeni ulohy 1, strategie SG3, zadkyné G.VIIL.A
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Obr. 5.3.5 Vypocetni feSeni ulohy 1, strategie P2, Zaci G.VI.A a G.VIIL.A
Strategie k uloze 3
Poznamka: Pro ptehlednost vysvétleni se na patu kolmice zbodu O na stranu KL (viz

obr. 5.1.4) budu odkazovat pismenem X.
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T2 ReSeni z oddilu 5.1.1

Na tuto fesitelskou strategii také navadi zéky predkladané napovédy.

T3 Rozdéluje ctverec na obdélniky

Pti této teSitelské strategii si zdkyné rozdéli obrazek na Sest shodnych obdélnikt (viz
obr. 5.3.6) pomoci dvou rovnobézek se stranou KN vzdy ve tfetiné a dvou tfetinach usecky
NM apomoci rovnobézky s NM, kterd prochazi stfedem tsecky ML. Dva ze vzniklych
obdélniki jsou rozdéleny diagonalné tseckou KO vzdy na dva shodné trojihelniky. Pak je jiz
ziejmé, ze zndmy trojuhelnik KON zabira stejny obsah jako dva obdélniky (jeden obdélnik
a dva trojuhelniky), zatimco lichobéZnik KLMO zabira obsah jako Ctyfi takové obdélniky (tfi
obdélniky a dva trojihelniky), a proto je jeho obsah dvakrat vétsi nez obsah trojiihelniku

KON. Zakyné vyuziva teoretické znalosti o rozdéleni obdélniku na dva shodné pravouhlé

trojihelniky.
| Gl 'y )
) g e ‘r ﬁ
lafe j olid ko pole Led
e 7%
ol / .' s, 123
/’-\c T
Y clie ,(,:',Jleu'/[j
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Obr. 5.3.6 Reseni tlohy 3, strategie T3, Zakynd G.VL.A

T4 ,,Stejna zdkladna a stejna vyska“ trojuhelniku => stejny obsah trojuhelniku

Zakyné pfi zjistovani obsahu zbylého obdélniku XLMO vyuzije znalost o obsahu trojuhelniku
— trojihelniky se stejn¢ dlouhou zékladnou a stejné¢ dlouhou vyskou maji stejny obsah.
Rozdé&li si obdélnik XLMO diagonélné na dva trojuhelniky (viz obr. 5.3.7), které maji stejnou
vysku jako trojihelnik KON, ale polovi¢ni zédkladnu, a maji tak 1 poloviéni obsah. Dohromady

tyto dva trojuhelniky, resp. zbyly obdélnik, maji obsah také 1 dm®.
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Obr. 5.3.7 Reseni tlohy 3, strategie T4, zakyné G.VLA >’

SG4 Vyjadiuje obsah obdélniku jinym zpiisobem

Zak zaGind stejnym zplsobem jako u predchéazejici strategie a odvodi obsah druhého
trojuhelniku KXO. Na odvozeni obsahu zbyvajiciho obdélniku XLMO ale vyuzije jinou
feSitelskou strategii. Na obr. 5.3.8 jsou dvé feSeni zaki, ktefi si rozdélili a) trojuhelnik YLM,
kde Y lezi vjedné tietin€ strany KL blize k bodu K (obrazek vlevo), b) trojuhelnik KON
(obrazek vpravo), jehoz obsah znali, na lichobéznik a maly trojuhelnik tak, Ze vedli
rovnobézku se stranou LM a) stiedem usecCky YL (obrazek vlevo), b) sttedem tsecky NO
(obrazek vpravo). V obrazku pak rozpoznali dva shodné malé trojuhelniky, kde jeden
s lichob&znikem tvoii pivodni trojihelnik o obsahu 1 dm” a druhy spoleéné se stejnym

lichob&znikem tvoii hledany obdélnik, ktery tedy musi mit také obsah 1 dm?.

Obr. 5.3.8 Reseni tilohy 3, strategie SG4, zakyné 8 roéniku, zdk G.VILA

37 7akyng nejprve fesila Gilohu po&etng, a proto jsou v obrazku i jiné, v tomto piipadé prebytené, informace. Jeji
feSeni fadim mezi geometrické, pomoci obrazku, protoze sice zacala vypocty, ty ale nikam nevedly.
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Poznamka: U této strategie jsem si nebyla jistd, kam piesné ji zatadit, zda do T nebo SG. Zde
shodnost dvou vzniklych trojuhelnikl jiz neni tak zfejma jako shodnost trojihelnikd, které
vzniknou z obdélniku pomoci thloptic¢ky, proto bych ocekavala néjaké zdivodnéni. To vSak
v feSeni chybi, naopak se tam objevuje, jako napft. v obr. 5.3.8 vlevo, naznak pohybu. Proto

jsem se nakonec rozhodla zatadit tuto strategii do SG.

SG5 Preskupuje geometrické obrazce v obrazku

V piipadé¢ této tesSitelské strategie si zak rozdé€li geometricky obrazec o zndmém obsahu na
rizné mens$i geometrické obrazce, které pak pfesouva a sklada tak, aby z nich vytvofil jiny
obrazec. Napiiklad na obr. 5.3.9 Zdkyné rozdélila trojuhelnik KXO na tfi trojuhelniky
a vyplnila jimi hledany obdélnik XLMO beze zbytku. Proto je obsah trojihelniku KXO shodny
s obsahem obdélniku XLMO. Zakyn& se pii ustnim vysvétleni pokusila o matematické

zdtvodnéni, ovSem nebylo pftili§ propracované.

K

Obr. 5.3.9 Reseni Glohy 3, strategie SG5, zakyné G.VLA

P3 Odecita 1 dm’ od obsahu celého étverce

Zakyn& si nejprve vypogitd neznamou a z obdélniku KXON s obsahem 2 dm? aby zjistila
délku strany ¢tverce KLMN a vypocitala 1 jeho obsah. Nakonec od obsahu celého ctverce
KLMN odecte obsah trojuhelniku KON, a ziska tak obsah lichobézniku KLMO (viz obr. 5.3.10
vlevo). V jiném piipad€é nezjistuje neznamou a, ale zjisti pomoci trojuhelniku KON, Ze

1 dm*= 34’, coz pouZije jako substituci (viz obr. 5.3.10 vpravo).
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Obr. 5.3.10 Reseni Glohy 3, strategie P3, zdkyné G.VL.A a G.VIILA

P4 Pocita obsahy ctyr trojuhelnikii

Tato feSitelska strategie by mohla byt zahrnuta pod pfedchozi feSitelskou strategii, zakyné ale
neode¢ita od obsahu celého Gtverce KLMN 1 dm?, i kdyZ se tato myslenka v jejim feeni na
zaCatku také objevuje. Ve skutecnosti hledd obsah trojuhelniku KMO tak, ze od obsahu
trojuhelniku KMN odegita 3a* (tj. 1 dm?). Poté zna obsahy dvou shodnych dvojic trojuhelniki
tak, jak ukazuje obr. 5.3.11, a sectenim tfech z téchto obsahl ziskdvad i obsah hledané¢ho

lichobézniku.

PS5 Resi ullohu parametricky pres pomér obsahii

74k zjisti, ze obsah trojuhelniku KON je 3a”. Dale si vyjadii obsah lichob&zniku KLMO jako
6a*. Kdyz vi, ze 1 dm*= 34> a zaroveii, e pomér obsahil trojithelniku KON a lichob&zniku je
1:2 (3d*: 6a%), pak je mu jiz jasné, Ze lichobéznik ma dvakrat vétsi obsah nezZ trojuhelnik
KON, tedy 2 dm”.

V jiném piipad¢ zadk neporovnava obsah trojihelniku KON a zbylého lichobézniku, jelikoz
uz mél lichobéznik rozdélen na trojihelnik a obdélnik. Obsah trojuhelniku odvodil stejné,
jako je popsano v T2. Strategii PS5 pak vyuzil na zjisténi obsahu zbylého obdélniku.
Parametricky si vyjadiil jeho obsah a porovnal ho se zndmym obsahem trojuhelniku KON.

Tak zjistil, Ze jsou oba tyto obsahy shodné a obdélnik ma tedy také obsah 1 dm®.
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Obr. 5.3.11 Reseni Glohy 3, strategie P4, zakynd G.VL.A

5.3.5 Cetnost iispésné pouzitych resitelskych strategii

Pii pokusu analyzovat uspéSnost zakl pii feSeni uloh jsem narazila na problém. Zatimco
v druhé fazi hlavni studie byla uspéSnost vyhodnocena jednoznaéné (zak ulohu vyfesil ¢i
nikoliv), nyni to jiZ tak jednoznaéné nebylo. Zaci vyuzivali napovédy, a tak je nutné rozlisit
nejen, zda zéaci uspéli ¢i nikoliv, ale také kolik a jakych napovéd pii své praci vyuzili. V tab.
5.3.5 jako uspé&$ného fesitele oznacuji zaka, ktery tlohu vytesil, pfi¢emz prvni ¢islo znamena,
ze Ulohu vyfesil bez napovedy, a druhé Cislo za lomitkem, Ze Glohu vytesil s napovédou (bez
ohledu na jejich pocet). Proto jsem si vytvofila pomocnou tabulku (viz ptiloha 5), ktera pro
kazdého zéka obsahuje vice informaci — zda ulohu vyfesil, jakym zptisobem tlohu vyftesil,
jakeé strategie vyuzil a kolik jich bylo, zda zménil strategii feSeni po napovéde, kolik dostal

napovéd i zda naSel spravné feSeni vice zplsoby.
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Tab. 5.3.5 Strategie pouzitd pro uspé$né feSeni ulohy

Kéd 6.1ro¢. |7.ro€¢. |8.ro¢. |9.ro¢. |G.V.A |G.VLLA |G.VILA |G.VIII
5 T1 0/1 1/2 4/8 0/3 3/6 2/6 3/3 2/9
é SG1 - - 3/7 1/2 3/3 1/1 2/2 0/1
SG2 - - - 2/2 - 2/2 3/4 1/1
SG3 - - - - - - - 2/2
P1 - - - - - - - -
P2 - - 1/1 0/1 1/1 7/7 3/5 10/10
E T2 0/1 0/5 3/6 3/6 9/11 2/4 7/7 4/8
= (T3 - - 1/1 - - 1/1 - -
N=
T4 - - - 0/1 - 1/1 1/1 -
SG4 - - 2/2 - - - 1/1 -
SG5 - - - - - 2/2 - -
P3 - - - - - 2/3 0/1 I\
P4 - - - - - 1/1 - -
P5 - - - - 0/1 3/5 2/4 4/5

Tab. 5.3.6 ukazuje, kolik zak dokazalo vyfesit ulohy vice zpiisoby. Jednd se v podstaté

o zaky vysSich stupiii gymnézia.

Tab. 5.3.6 Pocty zak, kteti vytesili ulohy vice zptsoby

6. |7 8. |9.
ro¢. |roé. |roé. [roé. |G.V.A |G.VLLA |G.VIL.A |G.VIII
. « . |beznapovédy| O 0 0 0 0 3 1 2
, 2 reSeni
Ul po napovédé | 0 0 0 0 0 3 0 6
3 feSeni 0010 0 0 0 1°8 0
, A g 0 0 0 0 0 3 2 0
U3 |2 feteni [2eZnapovedy
po népovédé 0 0 0 0 1 2 1 1

Na obr. 5.3.12 a 5.3.13 je ptehledné zobrazeno, jakym zplisobem Zaci jednotlivych tid
ulohy vyfesili a jaké procento z nich tlohu nevyfesilo viibec. U téch zaka, kteti vyfesili tlohu
vice zpusoby, je ponechan jen prvni GspéSny pokus. U grafli se pokusim zaméfit na trendy

zmeén v fesitelskych pfistupech zalozenych na véku, ovSem vzhledem k malému poctu zaku

vvvvv

obrazku.
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v jednotlivych tfidach je nemozné délat zavery. O ty se budu snazit spiSe v oddilu 5.3.9, kde

budu porovnavat vétsi skupiny zaki.
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| @T ®SG OP oNevyresii |
Obr. 5.3.12 Zastoupeni Uspésné pouzitych strategii typu T, SG a P u tilohy 1 v feSeni zaki
jednotlivych ttid

Usp&snost zaktl u této ulohy se zvy$uje s vékem, kdy Zaci poslednich dvou roé¢nikd
gymnazii jsou jiz stoprocentné uspesni. Z tohoto pravidla se vymyka 9. ro¢nik, ktery je méné
uspés$ny nez 8. rocnik. To by mohlo byt vysvétleno napt. mensi motivovanosti zakl 9. ro¢niku
k uceni, coz by bylo v souladu se zkusenostmi mnoha ucitelil z praxe.

Zastoupeni vypocetnich zplisobli feSeni stoupa s v€kem (s vyjimkou ttidy G.VL.A, kde je
velmi vysoké), zatimco podil T geometrickych feSeni zistava podobny (tentokrat s vyjimkou
ttidy G.V.A). Mohlo by se fici, ze Zaci gymndzia pocitovali vypocetni zplisob feSeni jako
vice matematicky, resp. korektnéjsi, nez geometricky zptsob. OvSem tomuto vysvétleni se
vymyka tifida G.VIL.A, kde nejvétsi procento Zék zvolilo SG geometrické feSeni zaloZzené na
mySleném piekryvani shodnych utvart. OvSem, jak jsem uvedla jiz vySe, je mozné, Ze
teoretické zdtivodnéni by zéci byli schopni ptinést téz, jen neméli potiebu ho zapsat.

Strategie Odecita od sebe obsahy ctverci (P1) nevedla ani u jednoho z zakl k vyfeSeni
ulohy; objevuje se pouze u zaki 6. a 7. ro¢niku a jak bude popsano nize, vétsina jejich krokt
resitelskych strategii byla chybna. K GspéSnému feSeni vedla strategie Davd obsahy ctvercii
do pomeru (P2), ktera se Castéji objevuje pouze ve trech nejstarsich ro¢nicich, kde zaci vyuzili

zejména dva strategické kroky — PouzZiti parametru a Myslenka Pythagorovy vety.

107



100%
90% —

80% —

70% - —
60% —
50% . .

40% —
30% —
20% —
10% -

001/0 T T T T T T T
6. rod 7. ro€. 8. ro¢. 9. roé. GVA G.VILA G.VILA GVl

| BT mSG OP oNevyfesili

Obr. 5.3.13 Zastoupeni Uspésné pouzitych strategii typu T, SG a P u tilohy 3 v feSeni zaki

jednotlivych tiid

Také u ulohy 3 je velmi mala uspéSnost u zakl 6. a 7. rocniku. Na gymnaziu byla az na
2 74ky (jedna Zakyné€ a jeden zak) z G.VIII stoprocentni UspéSnost. Fakt, Ze ti zaci vSech
ro¢nikd zdkladni Skoly, ktefi byli v této uloze Uspé&sni, pouzili jen T geometrické feSeni
(s vyjimkou dvou zaki 8. roéniku, ktefi ulohu fesili strategii SG4°°), je dan vysokym podilem
napovéd, které dostali (viz tab. 5.3.8). Népovédy vedou pravé na geometrické feSeni
z T prostoru.

VéEtsi mnozstvi strategii, konkrétné sedm, se objevuje ve tfidé G.VI.A. Pouze v této tride
piedcila geometrickou strategii T2 o jednoho zéka vypocetni strategie P5.

Resitelska strategie Vyjadiuje obsah obdélniku jinym zpiisobem (SG4) se v zédkovskych
feSenich vyskytla pouze tfikrat. Zajimavé je, Ze to bylo dvakrat v 8. ro¢niku a jednou
v G.VILA. a uvazovani zakl bylo témét totozné, i kdyz méli mezi sebou pétilety vékovy
rozdil (viz obr. 5.3.8).

Strategie ,,Stejnd zdakladna a stejna vyska* trojuhelniku => stejny obsah trojuhelniku (T4)
se objevila jen ojedinéle. Je to strategie, kterou vyzadovala Gloha Ploty zahrad z oddilu 2.1.
Pti analyze této ulohy jsem tehdy zjistila, Ze 1 kdyZ Z4ci znaji bez problému vzorec na vypocet
obsahu trojuhelniku, stejné si neuvédomuji, ze jeho obsah je ovlivnén praveé délkou podstavy
a vysky onoho trojihelniku. Proto mne nepiekvapuje tak maly vyskyt této strategie ani fakt,

Ze se neobjevuje u mladsich zakd.

> Ta je vSak na pomezi SG a T, jak jsem uvedla vy3e.
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Uspé&sné vypodetni zpiisoby feseni se objevuji jen na gymnaziu. Nejpocetnéji je zastoupena
vypocetni strategie Rest uilohu parametricky pies pomér obsahii (P5) a pak Odecita 1 dm’ od

obsahu celého ctverce (P3).

5.3.6 Primarné pouZité strategie

Zajimavou informaci muze byt nejen to, jakou strategii zaci ulohu uspésné vytesili, ale také
to, jaka strategie je napadla jako prvni (at’ uz ji k uspéSnému feseni nakonec pouzili, nebo ne).
Proto jsem v feSenich Zakl sledovala i toto hledisko. Primarné pouZzité strategie byly Casto
neuplné (Slo spiSe o jednotlivé strategické kroky), zaci je opustili a piesli k jiné strategii.
Proto jsem pro potieby tohoto hlediska sloucila strategie T a SG do jednoho typu strategie —
geometrické (G). Pfi rozhodovani o tom, co udélal zdk jako prvni, jsem vychazela
z pisemného feSeni, které jsem si vSak nechala Zakem stru¢né popsat, pokud jsem si nebyla
jista potadim, v jakém své feSeni psal. Vysledky pro tlohu 1 jsou na obr. 5.3.14 a pro tlohu 3
na obr. 5.3.15.

Zobr. 5.3.12 a 5.3.13 je vidét, ze zaci 6. a 7. ro¢niku byli v feSeni obou uloh skute¢né
velmi malo uspésni. Z obr. 5.3.14 a 5.3.15 je vidét do jisté miry, pro¢ tomu takto bylo. Je
v nich patrné, Ze Zaci 6. a 7. rocniku dali na zacatku své prace pfednost vypocetnim strategiim
(v ptipad¢ ulohy 1 témét vSichni, kteti zacali ulohu fesit, v pfipad¢ tlohy 3 prevazna Cast
74ki); ty ale ani v jednom piipadé nevedly k spravnému feseni. Zaci téchto tiid nejenze délali
chyby v pocetnich ukonech, Spatné ptrevadéli jednotky, ale velice Casto si pletli obsahy
a obvody obrazcl. Pouze jediny zék feSil ulohu 1 od zafatku pomoci obrazku a také byl
jedinym, kdo ztéchto dvou tfid ulohu skutecné vytesil. V8. a 9. rocniku a déale ve
tiidach G.V.A a G.VILA ftesili Zaci tlohu 1 priméarné geometricky, zatimco ve tfidach G.VL.A
a G.VIII davali vyrazné pfednost pocetnim strategiim. Na rozdil od nejmladsich tfid byly tyto
pocetni strategie spravné a v mnoha ptipadech vedly k vyfeSeni tilohy.

Je zajimavé, ze Uloha 1 inspirovala Zdky 6. a 7. ro€niku vyhradné k vypocetnimu feSeni,
zatimco uloha 3 téZ ke geometrickému. Ocekavala jsem, Ze vzhledem k pfitomnosti proménné
v obrazku ulohy 3 tomu bude naopak. Vysvétlenim mlzZe byt, Ze u Glohy 3 nemohli Zaci na
rozdil od ulohy 1 méfit (a pokud tak uéinili, nevychézel jim ten vysledek 1 dm?). Krom& toho
v tomto véku jesté neumi pracovat s vyrazy s promeénnou, proto se o to ani nepokouseli.

U zakid pocinaje 9. rocnikem vyvolala Gloha 1 a 3 primarné stejné strategie (alespon
z globalniho hlediska pro celou tfidu. Mij piedpoklad, Ze se vice zakli pokusi vyuzit

geometrickou strategii u ulohy 3 uz kvili tomu, Ze se to vyplatilo v predchazejici uloze 1, se
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nepotvrdil. Dokonce i néktefi Zaci, ktefi fesili ulohu 1 geometricky hned od zacatku, volili

v uloze 3 primarné vypocetni strategie.
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Obr. 5.3.14 Primarné pouzité strategie typu G a P u tllohy 1 u 74kt jednotlivych tiid
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Obr. 5.3.15 Primarn¢ pouZité strategie typu G a P u ulohy 3 u zaki jednotlivych tfid

5.3.7 Vyuziti napovéd a jejich vliv na reSitelskou strategii

Nyni se podivame na to, jak hodné Zaci vyuzivali napoved a jak jimi byli ovlivnéni v jejich

dalsim feSeni. Starsi zaci daleko Castéji potiebovali pouze jednu napovédu. Neni totiz pravda,

ze druhou napoveédu vyuzili vzdy Zéci, ktefi jiz prfedtim dostali ndpovédu prvni. Nékteti zaci ji

nepotiebovali, jelikoZz na poznatek, ktery obsahovala prvni napovéda, pfiSli sami. Obé dvé

napoveédy ze starSich zakl vyuzila u tlohy 1 pouze jedna zakyné v G.VIII a u tlohy 3 pouze

jedna zakyné v G.V.A. Mladsi zZaci pottebovali obé dvé napoveédy hlavné pii feSeni tlohy 1.

To neplati pro 7. ro€nik, ktery obecné vyuzil v uloze 1 ndpovédy jen minimalné. Jak jsem jiz
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uvedla, Zaci se ostychali vyuZzit moznosti napovédy, i kdyz k tomu byli vybizeni. Pfi feSeni
ulohy 3 jiz tento ostych alespon ¢aste¢n¢ zmizel.

Ve treti tloze zaci 6. a 7. ro¢niku nepotiebovali druhou napovédu. Prvni napovéda, ktera
jim poradila, aby si lichobéznik rozdélili na trojuhelnik a obdélnik, byla pro né dostatecna.
Zméfili si délky stran® a obsah dopo¢itali. Tato strategie je chybna, ale Zaci téchto t¥id ji
vesmes odmitali ménit. Jesté nepocitovali nutnost presného feSeni. Je mozné, ze u nich jeste
nedoslo k osamostatnéni idealnich geometrickych objektii — Zaci téchto rocnikli je jeste
ztotoznuji s jejich reprezentanty. Tedy pracuji spiSe v SG nez T prostoru.

Z tab. 5.3.7 2 5.3.8 je vidét i vliv ndpoved na prechod ke geometrickym feSenim. U ulohy 1
pteslo na geometricky zptsob feseni 45 % z té€ch, ktefi n€jakou napovédu dostali, u ulohy 3 to
bylo 41 %. U ostatnich napovédy bud’ nepomohly, nebo vedly spise k vypocetnim zpisoblim
feSeni. Je mozné fici, ze Cim star§i zaci, tim jednoduSeji prechazeji po napoveédé ke
geometrickym strategiim, zatimco mladsi Zéci jsou vice rezistentni a preferuji svou pivodni
strategii.

vvvvvv

spravné feSeni (u tlohy 1 to bylo 41,1 %).

Tab. 5.3.7 Vyuziti napovéd pro tlohu 1 (¢islo v zdvorce udéva pocet napoveéd, které zaci
dostali poté, co nasli spravné feSeni pocetné, abych je navedla na geometrické feSeni)

Kolik z 74ki. ktefi Jaké procento z zaki,
Pocet zaku, kteii L Pocet zaku, ktei'i | ktefi dostali napovédu,
. « dostali napovédu, , vy owre | v
dostali alespon fesli ke po napovédé nasli | preslo ke
jednu napovédu P ., . . |spravné eSeni geometrickému ieSeni
geometrickému reSeni « PRV
/maslo spravné feSeni
6. roc 17 1 1
7. roé 7 1 5
8. roc. 16 10 4
9. roc. 12 5 2
G.V.A 3 2 3
G.VLA 4 (3) 4 3
G.VILA 3(2) 1 2
G.VIII 11 (6) 9 10
73 33 30 45,21 % / 41,1 %

5 Délky stran v 6. roéniku pieméiovalo deset 74kl z patnacti a v 7. roéniku sedm Zaki z devatenacti.
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Tab. 5.3.8 Vyuziti napovéd pro tlohu 3 (¢islo v zdvorce udava pocet napoveéd, které zaci
dostali poté, co nasli spravné feSeni pocetné, abych je navedla na geometrické feSeni)

e o . | Kolik z Zaka, ktefi Pocet zaka, Jaké procento z Z4ki, ktef
Pocet zaku, kteri s ktefi po AR e
. 9 dostali napovédu, . vy . | dostali napovédu, preslo ke
dostali alespon v e napovédé nasli . s N
. L presli ke v ., | geometrickému FeSeni/
jednu napovédu A « « ., |spravné Feseni v R
geometrickému feSeni |, , naslo spravné feseni
(i vypocetni)
6. ro¢ 8 3 1
7. ro¢ 13 5 5
8. ro¢ 7 3 3
9. ro¢ 8 2 4
G.V.A 2 2 2
G.VLA 4(2) 1 4
G.VILA 2(2) 1 2
G.VIII 5(1) 3 5
49 20 26 40,81 % /53,1 %

5.3.8 Neuspésné resitelské strategie a rtizné jevy chybovosti

Jednim z vyznamnych ditvodi neuspéchu feSeni uloh 1 a 3 u mladSich zaki je fakt, Ze si
pletou obsah s obvodem geometrickych obrazct (tab. 5.3.9). Dale se objevuji problémy
s pochopenim jednotek délky a obsahu. Neékteti zaci s nimi dokonce pracuji soucasné,

provadéji s nimi pocetni operace €i je porovnavaji (tab. 5.3.10).

Tab. 5.3.9 Pocet zakl zaméiujicich obsah a obvod geometrickych utvari

6.ro¢. |7.ro¢. |8.ro¢. [9.ro¢. |G.V.A |G.VILA |[G.VILA |G.VIII
Ul 1 9 8 4 2 1 0 1 0
Ul 3 3 3 0 3 1 0 0 1
Tab. 5.3.10 Pocet zaki pfevadéjicich jednotky u tllohy 3

6. |7. 8. 9.

roC. [ro¢. |roé. |ro¢. |G.V.A |[G.VI.A |G.VIIL.A |G.VIII
Pocet zaki, kteri
prevadéli jednotky 2 2 2 ! 0 3 0 0
Z toho chybné 0 2 2 1 0 1 0 0

V nékterych piipadech Zaci neporovnavali obsahy tutvard, jak bylo pozadovano, ale délky
jejich stran ¢i uhlopficek, a z toho pak vyvodili zavér i pro obsahy ttvart. Je prekvapivé, Ze se
tento jev objevuje 1 u zaki vysSich ro¢nikli gymnazia. Konkrétné u tlohy 1 jeden Zak z G.V.A
(viz obr. 5.3.16) a jeden zék z G.VIL.A (viz obr. 5.3.17) neporovnavaji délky stran, ale ¢asti

uhlopticek ¢tverct a své zaveéry povazuji za platné i pro obsahy obou ¢tverct.
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Obr. 5.3.16 Chybné feSeni ulohy 1, Zdk G.V.A (Cerveny text zna¢i moje poznamky)
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Obr. 5.3.17 Chybné teSeni zaka tlohy 1, G.VILA

Vysvétleni:
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DalSim velkym problémem byly chybné vypocty zakl, zaci se dopoustéli numerickych
chyb. Kdyz pomineme S$patny soucet ¢i soucin, problémem u starSich zdkd bylo ndsobeni
s parametrem, kdy zaci zapominali parametr umocnit. Nékteii zaci také udélali chybu ve
vzorci jiz na zacatku své prace (pouze u ulohy 3). Vyskyt téchto jevl shrnuje tab. 5.3.11, z niz
je patrné, Ze ti zaci, ktefi vzorce pouzivali, je vétSinou dobfe znali, jelikoZ se tyto chyby
objevuji pouze v 7. roéniku. Numerické chyby se ale kromé 6. a 7. ro¢niku objevuji ve vSech
ttidach. Zejména ve tiidé G.VIII je jejich vyskyt u tlohy 3 vysoky, kdyZ si uvédomime, ze

celkovy pocet zakl v tomto roc¢niku je 16.

Tab. 5.3.11 Cetnost uréitych typt chyb

6.roC. |7.ro¢. |8.roC. |9.ro¢. |G.V.A |G.VLA |G.VIL.A | G.VIII

Chybné | U1 0 0 0 0 0 2 1 0
pocita |U3 0 0 2 1 1 2 0 6
[C’J;lyby ve vZorci 0 3 0 0 0 0 0 0

Chyby v upr.

vyrazu s par. U3 0 0 0 0 ! 2 0 0

V nékterych zakovskych feSenich se objevovaly vzorce, které v dané situaci nebyly vhodné
(s jejich vysledky se nedalo dale pracovat ¢i byly nadbytecné) a zakiim tedy pii feSeni
nepomohly. Navic pokus o jejich vyuziti Casto vypovidd o nespravném uchopeni tlohy
zédkem. V tab. 5.3.12 je mozZzné vidét, kolik zakd ve svych feSenich vyuZilo néjaky vzorec

a kolik z nich se pokusilo fesit ulohu pro situaci nevhodnymi vzorci.

Tab. 5.3.12 VyuZiti vzorct

6.roc. |7.1roC. |8.1roC. |9.ro¢. | G.V.A |G.VLA |G.VILA | G.VIII
01 PouZiva vzorce 11 2 5 5 3 8 4 12
Z toho nevhodné 0 0 1 0 0 0 0
03 PouZiva vzorce 3 5 3 5 3 10 6 12
Z toho nevhodné 1 2 4 0 0 0 5

U zakt zakladni Skoly vSech ro¢nikd se u tlohy 3 po jednom zakovi objevil i jev, kdy zak
dospél k chybnému vysledku, jelikoZ si na zacatku své prace vytvofil chybny pfedpoklad ¢i
uvahu, se kterou dale pracoval. Tyto chybné ptfedpoklady a uvahy vychdzeji z nedostatecné
znalosti geometrickych tutvari a jejich vlastnosti. Jako Spatny piedpoklad také muzeme
u ulohy 1 oznacit jev, kdy zakyné povazuje malé trojuhelniky, vytvofené pomoci thlopficek
étverce KLMN, za rovnostranné. Zakyné (viz obr. 5.3.18) nezaméiuje pouze nazvy

rovnostrannych a rovnoramennych trojihelnikii. To dokazuje jeji néaslednad prace s témito
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trojuhelniky, kdyz odvozuje délku strany ¢tverce KLMN, kterd je podle ni diky tomuto
chybnému predpokladu rovna poloving€ strany velkého ctverce. I kdyz je zvlastni, ze takovy
ziejmy pravouhly trojuhelnik nékdo ozna¢i za rovnostranny, je o to zvlastnéjsi, Zze to byla

zakyng stfedni $koly z G.V.A.%!

PR e e S R feud, % (n Chupzaa I
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medledy ot 1 Y
Chsercty KD Uspocdall g
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A k\,// £ ,/’ A
B SR T A \
A s
| € L

R%\ SLW\}L VAR g ) ;>/£ QRBCD>S@J\M. e
Prife rdiomg 5 TR /V%O&M\LLQK\%VL\% N Anaalkw he H0QAM
(BMN SNARHRBLYCAL) (acp FoOMOD Ananng. |

f;kidlh? rdama_ N& edpo Jz&of NG => _@&“ﬁa“@& ?MQ 2.
GLnN (64 LH;HNANE) e noona JT Mawz e ABLD
(ABBCYDPAD. AP
Obr. 5.3.18 Chybné predpoklady v feSeni tlohy 1, Zakyn¢ G.V.A

Neékdy zaci nevédéli, jak ulohu fesit, a tak zacali, jak sami poznamenali, tipovat ¢i
odhadovat, aniz by sva tvrzeni méli néjakym zptsobem podloZend (viz tab. 5.3.13). U tlohy 1
se v zakovskych feSenich objevuje jev Tipuje na zakladé polovin stran. V takovém feSeni
spoléhal zdk na ,hezky vysledek a usoudil, Ze kdyz jsou vrcholy mens$iho Cctverce
v polovinéch stran vétsiho Ctverce, tak by mohl mit mensi ¢tverec 1 poloviéni obsah. Takové
feSeni jsem si nechéavala od Zakl pfi jeho odevzdani vysvétlit. VétSina téchto zaka tvrdila, Ze

je prosté nic jiného nenapadlo. Pouze jeden zdk byl ptesvédcen, Ze toto tvrzeni musi byt

%1 Jeden 24k G.VIL.A dokonce ve své odpovédi pojmenoval &tverec KLMN kosoétvercem. Tohoto Zaka jsem ale
nezahrnula mezi zaky, u kterych se objevil jev Chybnd uvaha ¢i predpoklad, jelikoz to nemélo vliv na jeho
strategii feSeni a kone¢ny vysledek.
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spravné a ze bude ,,fungovat* do nekonecna i pro dal$i vepisované mensi a mensi ctverce,
1 kdyz své tvrzeni nedovedl dokézat. DalSim jevem jsou chybné odhady obsahii utvard, kdy se
zéaci pokusi na zaklad¢ vizudlniho dojmu odhadnout obsah néjakého utvaru, ktery v obrazku

vznikl (napf. obdélniku, lichob&zniku). Objevuje se vSak jen u zakl zékladni Skoly.

Tab. 5.3.13 Cetnost dalgich typti chyb v feseni zaki

6. 7. 8. 9.
ro¢. |ro¢. |roé. [ro¢. |G.V.A |G.VI.A |G.VIIL.A | G.VIII

Tipuje na zakladé
U1 polovin stran 0 ! 2 ! ! ! 0 0
U3 | Chybnéodhady 2 |1 1] 0 0 0 0
obsahii

Ve fazi uchopovani ulohy se v feSenich objevuje tfada jevl, které k tspéSnému feSeni
nevedly, samy o sobé vSak nemusi byt chybné; je také mozné, Ze Zdka urcitym zpisobem
v feSeni posunuly. Objevuji se vétsinou ve fazi uchopovani tlohy, kdy si zak ulohu promysli.
Nejvice bylo zastoupeno Zakreslovani uhlopricek veétsiho ctverce u tlohy 1 (tab. 5.3.14).
Z4km, s nimiZ jsem délala rozhovory v prvni fazi hlavni studie, se &asto stavalo, Ze nakonec
odpovédéli na jinou otazku, nez kterd byla tlohou poloZena. Zabrali se do feSeni ulohy
a odpovédeli, aniz by se piesvédcCili, zda si spravné pamatuji otdzku. Tento jev se
v zakovskych feSenich objevil 1 ve tfeti fdzi hlavni studie. Opravdu jen minimalné byl
zastoupen u ulohy 1, zato se mnohem castéji objevuje u tlohy 3 (viz tab. 5.3.15). Zde Zaci ve
svych odpovédich za vysledek oznaclili obsah celého ctverce KLMN, nikoliv lichobé&zniku
KLMO, i kdyz mé¢li obsah lichobéZzniku spravné vyteSen. Tyto zdky jsem zahrnula mezi
uspésné fesitele, protoze jejich odpovéd’ nemeénila nic na tom, ze pfisli na strategii, ktera je

dovedla ke spravnému cili.

Tab. 5.3.14 Cetnost dal3ich jevii nevedoucich k vyfeseni tilohy

rot. | roe. | rot. | rot. | GV.A| G:VLA | GVILA | v
G N N N R
:}}‘ilz)né jevy nevedouci k cili 0 1 1 0 0 1 0 0
gr}‘isz)né jevy nevedouci k cili 3 3 6 2 0 4 1 3
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Tab. 5.3.15 Chyby v odpovédich zakt z divodu nepozornosti

6.ro¢. |7.ro¢. |8.ro¢. |9.r0¢. |G.V.A |G.VLLA |G.VIL.A |G.VIII

Odpovida na
U1 |jinou otazku | ° ! 0 ! 0 0 0 !
Odpovida na
obsah celého 0 1 1 0 1 1 3 5
U3 | &tverce

Zaci vech roénikt méli velky problém vysvétlit, at’ uz pisemné &i istng, své feSeni, coz
nebylo zplisobeno pouze nedostatenymi jazykovymi schopnostmi. Na viné je také velmi
$patna terminologie. Zaci napiiklad zaméhovali nazvy geometrickych utvar natolik, Ze pfi
vysvétlovani svych feSeni jsem jim Casto vliibec nerozuméla. Tak zak napft. ,,ohybal strany*,
ale myslel tim, Ze ,,ohne* trojuhelniky. Ctverec a obdélnik nerozlisovali nekdy ani zaci stredni
Skoly atd. Dalsi problémy méli Zaci se zlomky. Napt. zak stfedni Skoly zapsal tuto odpovéd”:
»dpojeni trojuhelniku do 1 obdélniku mi vyplni 1/2 ¢tverce ABCD a tim pddem na KLMN
zbyva jen 2/2 Ctverce. Nedokdzi bohuzel provést statistiku takovych chyb zakd, jelikoz se
jich vétsina objevila v jejich Ustnim projevu, kdyZz mi vysvétlovali sva feSeni (a ja si je

nedokazala v§echny zapsat), a jen malo jich je v jejich pisemnych odpovédich.

v

5.3.9 Porovnani reSitelskych strategii a dalSich jevii u skupin zakua

Pro potteby porovnani zakl a jejich pfistupti podle véku jsem vytvotila dva zpisoby déleni
74kt na skupiny (viz tab. 5.3.16). Jednak na zaky zékladni §koly (Skupina ZS) a gymnazia
(Skupina G) a jednak na mladsi zaky (Skupina A, ktera zahrnuje 6., 7. a 8. ro¢nik ZS) a starsi
zaky (Skupina B, ktera zahrnuje tfidy G.VL.A, G.VILA a G.VIII). Ve druhém pfipad¢ jsem

vynechala 9. ro¢nik a tfidu G.V.A, aby byl mezi skupinami vétsi vékovy rozdil.

Tab. 5.3.16 Dé&leni na skupiny pro potieby porovnani

Skupina ZS | Skupina G Skupina C | Skupina D
B Zaka 79 51 63 40
S Divek 35 29 24 23
= = | Chlapct 44 22 39 17
“ Zaki 63 50 49 39
S Divek 30 28 21 22
"= 2 | Chlapcti 33 22 28 17

Porovnani bude udé€lano z hledisek, které byly popsany v oddilech 5.3.5 az 5.3.8.
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Porovnani ¢etnosti ispésné pouzitych strategii a vlivu napovéd
Naobr. 5.3.19, resp. 5.3.20 je udélano porovnani cetnosti uspeSné pouzitych strategii
u skupiny ZS a G, resp. C a D, pro ulohy 1 (vzdy vlevo) a 3 (vzdy vpravo). U zaku, ktefi

ulohu vyftesili spravné vice zpisoby (viz tab. 5.3.6), je ponechéan jen prvni uspésny zpiisob.

100% 100%
90% 90%
80% 80%
70% 70%
60% 60% IR s E—
50% 50%
40% 40%
30% - 30% e
20% - 20%
10% 10%
0% - . 0% - .
z8 G z8 G
[ @T ®BSG OP ONevyresili | | o7 msG oP oNewresil |

Obr. 5.3.19 Zastoupeni usp&Sné pouZitych strategii typu T, SG a P u tllohy 1 (vlevo) a 3
(vpravo) pro skupiny ZS a G
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80% 80%
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Obr. 5.3.20 Zastoupeni Gspesn¢€ pouzitych strategii typu T, SG a P u ulohy 1 (vlevo) a 3
(vpravo) pro skupiny C a D
Rozdily mezi skupinami mladSich a starSich zakti obou typl jsou na prvni pohled patrné
a kontingen¢ni tabulky potvrdily, Ze jsou statisticky vyznamné (zjistovala jsem rozdily pro T,
SG a P bez téch zaku, kteti nevyiesili, i pro T+SG a P (opét bez zaku, ktefi nevytesili)

a konec¢né i pro T+SG a P+Nevyftesili). Vysledky jsou pro obé rozdéleni na skupiny podobné.
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U tlohy 11 3 je uspésSnost starSich zakt vice nez tiikrat veétsi nez uspéSnost mladsich zaku.
Je vsak tieba vzit v uvahu i fakt, Ze zakladni Skola nepfedstavuje béznou populaci zaka,
protoze studijné zamétené déti odesly zpravidla na osmiletd gymnazia.

Uspésné vypodetni strategie se u obou tiloh objevuji jen u starsich zaki a u nich téZ stoupé
podil T geometrickych feSeni na celkovém uspésném fteSeni (u ulohy 3 vyznamng). Ovsem
u starSich zakl se objevuje také nezanedbatelny podil SG geometrickych feSeni, kterd jsem
sice povazovala za spravna, ktera vSak piredstavuji spiSe uvazovani na niz$i Grovni nez
teoretické a nejsou zcela matematicky korektni.

Pro mé piekvapivy je velky podil vypocetnich strategii u starSich zakt u tlohy 1, kde jsem
o¢ekavala spiSe geometrické feSeni. Divodem mtiZe byt i fakt, Ze Zaci gymnazia nepovazovali
takové feSeni za dostateCné¢ matematické a povazovali za nutné provést i vypocty.
U nékterych z nich se tento nazor projevil pii osobnim vysvétleni jejich prace.

Naopak u ulohy 3 jsem ocekéavala spiSe vétsi podil vypocetniho feSeni, ovSem u starSich
zakl ho predcila geometrickd strategie T2. Jednim z faktorti miZe byt i napovéda, ktera
k tomuto zptisobu navadela — zhruba 16 % zakli gymnazia dostala napoveédu (viz tab. 5.3.18).
Z nich vSak jen néktefi pfesli na geometricky zpusob feSeni. Naopak nezanedbatelna Cast
starSich 74kl zacala ilohu 3 fesit geometricky uz od zacatku (viz obr. 5.3.21 a 5.3.22).

Ztab. 5.3.17 a 5.3.18 je mozné vysledovat, ze mlad$i Zaci vyzadovali vyrazné vice
napoveéd nez star$i Zaci. Je to celkem logické, protoze ulohy byly pro né obtizngjsi nez pro
zéky gymnazia. U tlohy 3 ob¢ skupiny vyzadovaly jiz méné ndpovéd nez u tlohy 1 (starsi
zaci jiz vyrazné mén¢). Dlivodem muze byt i fakt, Ze u ulohy 1 poznali charakter Gloh, o néz
Slo, ¢ehoz vyuzili u tlohy 3.

Z tabulek dale vycteme 1 fakt, ze napovédy byly pro pfechod ke geometrickému zptsobu
ucinnéjsi napoveda k tlloze 1 nez k uloze 3 — to je zfejme déano tim, Ze tloha 1 byla pro né

jednodussi.
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Tab. 5.3.17 Vyuziti napovéed a jejich vliv na strategii u ulohy 1 pro skupiny zakt (kurzivou
jsou pocty, znichz jsou odeCteny ty napovédy, které¢ dostali zaci jako podnét ke
geometrickému zptsobu poté, co ulohu vyiesili pocetn¢)

Potet zaki, ktefi | Kolik z Zikil, ktefi Jak¢ procento z zaku,
. " . e s . . | Kkteri dostali napovédu,
dostali alespon jednu | dostali napovédu, presli v A
(o « 1z . « . |presli ke geometrickému
napovédu ke geometrickému reSeni | .,
reSeni
7879 1. 52 (66 %) 17 32,69%
Y 21 (41 %) o
G511z 10 (19,6 %) 16 76,19%
C 63 Z. 40 (63 %) 12 30,00%
. 18 (45 %) o
D 40 z. 9(22,5 %) 14 77,78%

Tab. 5.3.18 Vyuziti napoved a jejich vliv na strategii u ulohy 3 pro skupiny zakt (kurzivou
jsou pocCty, znichz jsou odeCteny ty napovédy, které¢ dostali zaci jako podnét ke
geometrickému zptsobu poté, co ulohu vyiesili pocetn¢)

Pocet zaki, kteri dostali
alespoi jednu napovédu

Kolik z zaki, kteii dostali
napovédu, presli ke
geometrickému reSeni

Jaké procento z zaku,
ktefi dostali napovédu,
presli ke
geometrickému FeSeni

7S 63 7. 36 (57 %) 13 36,11%
y 13 (26 %) .
G 50 . 8 (16 %) 7 53,85%
C 49 7. 28 (57 %) 11 39,29%
y 11 (28 %) .
D 39 7. 6 (15.38 %) 5 45,45%

Porovnani cetnosti primarné pouZzitych strategii

Naobr. 5.3.21, resp. 5.3.22 je ud¢lano porovnani Cetnosti primarné pouzitych strategii
u skupiny ZS a G, resp. C a D, pro ulohy 1 (vzdy vlevo) a 3 (vzdy vpravo). Jak jsem jiz
uvedla, primarné pouzité strategie byly cCasto pouzity neuplné (Slo spiSe o jednotlivé
strategické kroky), Zaci je opustili a ptesli k jiné strategii. Proto jsem sloucila strategie T a SG
do jednoho typu strategie — geometrické (G).

Opét jsou vysledky podobné u obou typl skupin Zaka. Statisticky vyznamny rozdil mezi
skupinami mladSich a starSich zakt se potvrdil jen u ulohy 3, kde vyznamné vétsi procento
mladsich zakd (55 %, oproti 32 % starSich zakl) dalo prednost geometrickym strategiim.
Jednim z faktort, ktery zde muize hrat roli, je to, Ze mladsi zéci jeSté nemaji tolik zkusenosti
s proménnou (strana ctverce je oznacena jako 2a a a), nemohou tedy automaticky zacit
s n€jakymi vypocty a hledaji jiny zplisob feSeni. To by potvrzoval i fakt, Ze u ulohy 1
priblizné stejné procento mladsich zakt jako starSich zakd zaCalo automaticky s vypocty
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(v nichz vSak nebyli Gspés$ni). U tulohy 1 se totiz jednalo o ¢tverce a pravouhlé trojuhelniky,

tedy o utvary jim dostatecné zndmé, a neobjevovala se zddnd proménna.
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Obr. 5.3.21 Primarné pouzZité strategie u ulohy 1 (vlevo) a 3 (vpravo) pro skupiny ZS a G
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Obr. 5.3.22 Primarn¢ pouzité strategie u tlohy 1 (vlevo) a 3 (vpravo) pro skupiny C a D

Porovnani obou uloh u vsech zakiu

Na obr. 5.3.23 vlevo je graf zastoupeni UspéSné pouzitych strategii typu T, SG a P u ulohy 1
a3 uviech zaki. Usp&snost zak v obou ulohach je srovnatelnd, u tlohy 3 dokonce trochu
vyssi. Uloha 3 se mi jevila i vzhledem k piitomnosti proménné obtizngji, oviem vysledky to
neukazuji.

Statisticky vyznamné rozdily se potvrdily v zastoupeni T a SG v ramci geometrickych
feSeni. OvSem, jak bylo uvedeno vyse, zatazeni strategii do T a SG bylo nékdy problematické.
Vice uspésnych vypocetnich feseni se objevuje u tlohy 1, coz odpovidad tomu, Ze u Glohy 1 se
muze pracovat s ¢isly, zatimco u ulohy 3 se objevuje promé&nna.

Pro zajimavost uvadim i pfislusny graf pro tlohu 2. OvSem u ni je nutné vzit v ivahu, ze
zéaci neméli moznost napoveéd a ze pomér P/SG/T vznikl jako pomér prislusnych typt kroka

k celkovému poctu krokl. Tuto ulohu fesili také jini zéci, 1 kdyZz celkové vzhledem k véku
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odpovidajici zadkim tfeti faze. Bylo mezi nimi vSak vétsi zastoupeni zakli osmiletého

vvvvvv

gymndzia. Uloha je ze vSech lloh nejuspésnéjsi, coz jsem ocekévala.
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Obr. 5.3.23 Zastoupeni Uspésné pouzitych strategii typu T, SG a P u tilohy 1 az 3 u vSech
zakl

Tab. 5.3.19 potvrzuje zavéry uvedené vyse. Zaci potiebovali vice napovéd u ulohy 1
anapoveédy k této uloze byly vice ndpomocné ke geometrickému feSeni neZz ndpovédy

u tlohy 3. To maze byt dano obtiznosti tllohy 3.

Tab. 5.3.19 Vyuziti napovéd a jejich vliv na strategii u obou tloh pro vSechny zaky

Kolik z zaki, kteii dostali
napovédu, presli ke
geometrickému reSeni
Uloha 1 56,15 % 45,21 %

Uloha 3 43,36 % 40,82 %

Pocet zaku, kteii dostali
alespoii jednu napovédu

Na obr. 5.3.24 je porovnani primarn& pouzitych strategii u obou uloh pro vSechny zaky.
Odhlédneme-li od zaku, kteti ulohu vibec nezacali feSit, pak se nejedna o statisticky
vyznamné rozdily. Mirné€ vétsi procento zaki zacalo fesit lohu 3 geometricky nez tlohu 1.
To bylo piekvapivé, nebot’ jak jsem jiz uvedla, ocekédvala jsem vzhledem k pfitomnosti

proménné spiSe vypocetni feSeni.
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Obr. 5.3.24 Primarn¢ pouzité strategie u tlohy 1 a 3 pro vSechny zaky

Porovnani reSitelskych procesi u divek a chlapct

Nakonec z vyse uvedenych hledisek porovnam feSeni divek a chlapci. Zde jsem divky ze

vSech tfid dala do jedné skupiny a vSechny chlapce zase do druhé.
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Obr. 5.3.25 Zastoupeni Uspésné pouzitych strategii typu T, SG a P u tillohy 1 (vlevo) a 3
(vpravo) pro skupiny divek a chlapct
Na obr. 5.3.25 jsou grafy pro Uspés$né pouzité strategie typu T, SG a P u tlohy 1 (vlevo)
a 3 (vpravo) pro skupiny divek a chlapcti. Ulohu 1 vyfesilo vyrazné méné chlapcii nez divek,
u ulohy 3 je situace vyrovnana. Rozdil v GispéSnosti u ulohy 1 je dan vypocetnimi postupy
(podil uspésnych geometrickych feseni je stejny u divek i chlapci). Tedy vice divek nez
chlapcti bylo schopno tulohu spravné vytesit vypocetnimi zpisoby — chlapci toto feSeni
nedotahli do konce, i kdyz se o n¢€ pokouseli (viz obr. 5.3.26, kde je vidét, Ze asi 45 % chlapctu

zacalo ulohu fesit vypocetné).
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Vyznamné rozdily mezi pouzitymi strategiemi se potvrdily jen u ulohy 3. Vyrazné vice
chlapct tesilo ulohu Gspésne T geometrickymi postupy, zatimco vice divek pouzilo Gspésné

vypocty.
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Obr. 5.3.26 Primarn¢ pouzité strategie u ulohy 1 (vlevo) a 3 (vpravo) pro divky a chlapce

Primérné pouzité strategie pro skupiny divek a chlapci jsou na obr. 5.3.26. Mezi divkami
a chlapci nejsou vyznamné rozdily. U obou uloh je mirné vétsi zastoupeni divek ve
vypoletnich piistupech. Uloha 3 motivovala mimé vétsi procento divek i chlapcti ke
geometrickému feSeni nez uloha 1. Vzhledem k pfitomnosti proménné v loze jsem ocekavala
spiSe vypocetni feSeni jako primarni. Je mozné, ze zéaci se poucili z feSeni ulohy 1, kde

uspesné pouzili geometrické feseni, a tedy ho na zacatku zkusili i u tlohy 3.

5.4 Zavéry hlavni studie

5.4.1 Zavéry pro prvni fazi hlavni studie

V prvni fazi hlavni studie se mi podafilo ziskat hlubsi vhled do feSitelskych strategii zaka pfi
feSeni uloh typu RBV diky polostrukturovanym rozhovorim. Vytvofila jsem ptehled jevl
a jejich kategorii v Zdkovskych feSenich a v n&kterych pfipadech jsem vymezila dimenze
téchto jevii. Tento piehled byl vyuzit v dalSich fazich vyzkumu s vétSim mnozstvim
respondentli pro popis jejich fesitelskych strategii. Navrhla jsem grafické schéma fesitelského
procesu, které jej podrobné a ptehledné popisuje a umoziuje sledovat ptrechody mezi
vypoctovymi a geometrickymi postupy.

Vysledky prvni faze hlavni studie se v Zadném piipadé nedaji zobeciiovat, ale snad 1ze fici,
ze se u geometrického zplsobu feseni zejména zaci zakladni Skoly pohybuji spiSe v SG
prostoru a i kdyZ jsou opakované ujistovani o nevhodnosti takového postupu, maji tendence
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zjistovat délky tsecek meéfenim nebo odhadem a manipulovat s obrazky (tedy obrazek

vnimaji spiSe jako reprezentaci konkrétniho objektu s konkrétnimi rozméry nez jako

vvvvv

vvvvvv

proménné a).

Prvni fize vyzkumu mi umoznila vybrat tlohy do dal$ich fazi. Uloha 2 mé na tirovni zakd
zékladni a stiedni §koly pouze jediné, a to geometrické feseni.** P¥i rozhovorech se ukazalo,
ze takové teSeni zaci bud’ hned vidi, nebo ne. Pocet fesitelskych strategii je omezen, coz na
druhou stranu znamena, ze jsou pomérn¢ jednoduse identifikovatelné jiz z pisemné formy
zékovského teSeni. Proto jsem se rozhodla ve druhé fazi vyzkumu, kterd méla probéhnout
pouze v pisemné podob¢ bez moznosti napovedy, vyuzit pravé tuto ulohu.

Vysledky prvni faze vyzkumu mé dale presvédcily, Ze Glohy 1 a 3 jsou pro dals§i vyzkum
vhodné. Zaci v nich pouzivaji mnozstvi riiznych vypoétovych i geometrickych strategickych
krokl. Ve tieti tazi vyzkumu mély byt zaddvany jedna po druhé vétSimu poctu respondent,
jimz se na rozdil od druhé faze a Glohy 2 mélo dostat moZznosti napovédy. Protoze vSak
nemélo jit o préci s jednotlivci ale s celou tfidou, bylo nutné vybrat jen mensi pocet ndpoved,
aby byl cely proces organiza¢né zvladnutelny. Pro ulohu 1 jsem vybrala napovédy N1b a N2a.
Napovédu N1b jsem zvolila proto, ze vétSina zakt si stejné druhou thlopticku okamzité takeé
dokreslila a az poté zacala nad ulohou pfemyslet. Pro ulohu 3 jsem vybrala napovédy N2
a N3, protoze napovéda N1 zdkim pfili§ nepomohla. N&kteti ji povazovali za samoziejmost

a jini ji nedovedli vyuzit.

5.4.2 Zavéry pro druhou fazi hlavni studie

Ve druhé fazi pracovali Zaci samostatné a neméli moznost napovéd. Domnivam se, ze tloha
byla pro tento zpisob vybrana vhodné, 1 kdyZ se samoziejmé objevily pfipady, kdy jsem
nedokazala presné fici, jak zak uvazoval.

Na zaklad€ analyzy jsem stanovila tfi zpusoby feSeni. Prvni spocivalo v geometrickém
feSeni v T prostoru, §lo tedy o korektni matematické feSeni. Druhé je téz geometrického
charakteru, ale v SG prostoru. V tomto piipadé Slo o nekorektni, zpravidla jen pfiblizné
feSeni. Tento zplsob feSeni se objevil i1 v feSeni starSich Zakl a zakd gymndazia, kde bych

ocekavala, Ze si zaci jiz nekorektnost pouzitych technik (tedy pierysovani zadani a méteni

2 ~ s & rorn o~ ¥ I 1.1 v v . , .
82 Pro zaky VS se nabizi feSeni napf. pomoci integralniho poétu &i analytické geometrie.
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usecek, pfipadné jejich vizualni porovnavani nebo odhad délek) uvédomuji. Je mozné, ze
nedokazali nalézt Zadnou strategii vedouci k matematicky korektnimu feSeni, a tak provedli
alespon toto pfiblizné feSeni, pficemz si nekorektnosti této strategie védomi byli. To vSak
z feSeni vycist nedokazu.

Tieti zptisob fedeni, ktery viak k cili neved] viibec, byl vypoletni. Zaci se snazili pouzivat
rizné vzorce, zejména pro obsah a obvod tutvarii, a Pythagorovu vétu. V pouZzivani vzorct
jsem nasla statisticky vyznamny rozdil mezi mladSimi a starS§imi zaky. Star§i zaci vyuzivaji
vzorcll vice, ovSem alespoii nekteti z nich pfechazeji ke geometrickému feSeni. Tendence
k vyuzivani vzorct se objevila ve vSech roc¢nicich, nejvyznamnégji vSak u divek skupiny B,
tedy starSich divek, které byly zfejmé diky tomu vyrazné méné GspeSné nez chlapci ze stejné
skupiny, ale 1 méné UspeésSné nez divky skupiny A. Jakoby se na rozdil od mladSich divek
nedovedly oprostit od pouzivani vypoctl a piejit ke geometrickému feSeni.

Z hlediska feSeni Ulohy je zajimavé zejména zastoupeni geometrického T zplisobu feSeni.
Nejnizsi bylo v ptipadé nejmladSich zaka a dale zaka 8. ro¢niku zdkladni Skoly. Nejmladsi
zéci se pohybuji vice v SG prostoru a nejsou jesté pfipraveni pouzit teoretické ivahy. U zaka
zékladni Skoly zase mizeme predpokladat, Ze ti z nich, ktefi uvaZovali v geometrii spiSe
teoreticky, svych znalosti vyuzili k pfechodu na osmileté gymnazium a Ze na zakladni Skole
zustali spiSe Zaci, jejichz vysledky v matematice, a tedy i1 v geometrii, jsou hor$i. Pfi
porovnani obou skupin mladsich a starSich zaki vidime, Ze zastoupeni T krokii v ramci vSech
geometrickych krokl vyrazné stoupa s vékem.

Co se tyce uspésnosti, pokud odhlédneme od nejuspésnéjsi tiidy G.IL.B, star$i Zaci jsou
uspésnéj$i nez mladsi zaci o 18-25 %. Pokud vSak tuto tfidu zahrneme a porovname
skupinu A a B, pak star§i Zaci nejsou vyrazné uspéSnéjSi. Neni to piili§ prekvapivé, kdyz
vezmeme v Uvahu, Ze uloha je feSitelnd pomoci znalosti, které pochazeji viceméné z prvniho
stupné zakladni Skoly. Dtvody neuspéchu jsou do urCité miry dédny snahou o vypocetni
feSeni, které zde neni uspésné. VEtsi roli vSak hralo to, ze nelispé$ni Zaci nedovedli rozlisit
dil¢i konfigurace v obrazku a pouzit pak vlastnosti geometrickych objektd, které jsou v jinych

kontextech pro zéky ziejmé.

5.4.3 Zavéry pro treti fazi hlavni studie

Ve teti fazi hlavni studie jsem Zakovské pisemna feSeni doplnila téz kratkymi rozhovory

se zaky. To mi umoznilo nasledné piesnéji vyhodnotit jejich praci, i kdyz ani tak nejsou mé
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interpretace tak pfesné, jako tomu bylo u rozhovorti v prvni fazi, kdy jsem se skutecné mohla
doptat na veskeré nejasnosti a mohla jsem sledovat zaky v prab¢hu celé jejich prace.

U uloh 1 a 3 jsem identifikovala strategie typu SG, T a P a sledovala jejich zastoupeni
v uspéSnych feSenich zakl nejdiive po jednotlivych tfidach, dale ve skupinach mladSich
a starSich zakl, ve skupiné divek a chlapci a nakonec u vSech zakia. Totéz jsem provedla pro
primarné pouzité strategie a vliv ndpovéd. Porovnani skupin mladsich a starSich zaka je vSak
problematické v tom, ze mladsi Zaci jsou zaci zékladni Skoly, kde je mozno ptedpokladat, ze
studijné¢ zameétené déti odeSly na osmiletd gymndzia. To je nutné mit na paméti pii Cteni
vysledkda.

U ulohy 1 i 3 je uspéSnost starSich zakt témeét trikrat veétsi nez mladSich zadkd. Pro mé
piekvapiva je miziva GspéSnost zakil 6. a 7. ro¢niku. U tlohy 1 v 7. ro¢niku se da Castecné
vysvétlit tim, Ze se Zaci ostychali si fici o napovedy, nicméné 1 bez nich jsem ocekavala, Ze
nékdo Uspé$ny bude. Ukazuje to obtiznost obou uloh, a to i prvni ulohy, kterd je feSitelna
matematickymi prosttedky prvniho stupné zakladni Skoly.

Uspé&sné vypodetni strategie se u obou uloh objevuji jen u starsich zakt a u nich téZ stoupa
podil T geometrickych feSeni na celkovém UspéSném feSeni. OvSem u starSich zakl se
objevuje nezanedbatelny podil SG geometrickych fesSeni, kterd nejsou zcela matematicky
korektni.

Prekvapivy je velky podil vypocetnich strategii u starSich 74kt u ulohy 1, kde jsem
ocekavala spiSe geometrické feSeni. Dlivodem miize byt 1 fakt, Ze Zaci gymndazia nepovaZovali
takové feSeni za dostatecné matematické a povazovali za nutné provést i vypocty.
U né&kterych z nich se tento nazor projevil pfi osobnim vysvétleni jejich prace.

U tulohy 3 jsem ocekavala vétsi podil vypocetniho feSeni, ovSem u starSich zak ho
pfedcila T geometricka strategie. Malou roli zde hrala napovéda, kterd k tomuto zplsobu
navadéla. OvSem velkd €ast starSich zaki zacala ulohu 3 fesit geometricky uz od zacatku.

U tlohy 3 vyznamné& vétsi procento mladSich zakd nez starSich Z&ka dalo pfednost
geometrickym strategiim. Jednim z faktord by mohl byt fakt, Ze mladsi Zaci jesté nemaji tolik
zkuSenosti s proménnou. U ulohy 1 (kde se jednalo o jim znamé ttvary) pfiblizné stejné
procento mladSich zakt jako starSich zaka zaCalo automaticky s vypocty, ale nebyli uspésni.
To, Ze vyznamné procento zakii zacalo tlohu 1 fesit vypocetné, ukazuje podle mého ndzoru
na to, Ze jsou i u uloh z geometrie zvykli zejména provadét vypocty a ne se snazit nejdiive

,divat® na obrazek a ¢ist z ngj.
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V feSenich Zzakli se u obou Uloh objevovala cela fada problémill. Pomémé dost zakl
zékladni skoly zaméiuje obvod a obsah (coz je problém znadmy z bézné vyuky matematiky).
Dalsim problémem u zakt zékladni Skoly jsou pfevody jednotek a pouzivani v dané situaci
nevhodnych vzorcii. Témét ve vSech rocnicich se objevovaly numerické chyby.

Co se tyce napoved, ty byly pro ptechod ke geometrickému zptsobu feSeni (coz bylo jejich
a nadpovédy k této uloze byly vice ndpomocné k nalezeni geometrického feSeni nez nadpovédy
u tlohy 3. To muze byt dano obtiznosti a celkovym charakterem ulohy 3.

Uspé&snost 74k v obou tllohach je srovnatelna, u ulohy 3 dokonce trochu vyssi. Uloha 3 se

vvvvvv

vvvvv
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6 Zaveér
V zavérecné kapitole shrnu hlavni vysledky a nastinim moZzné pokracovani svého vyzkumu.

Odpovédi na vyzkumné otazky

Na zakladé¢ své vyukové praxe jsem si v§imla obtizi, které néktefi zaci maji s feSenim urcitych
typt uloh. Tyto ulohy jsem nazvala ulohy efektivné feSitelné bez vypoctu a vymezila je
vyctem jejich charakteristik. ReSerSe literatury ukézala, Ze Zdkovské strategie pro tyto typy
uloh nejsou dostate¢né probadané. Proto jsem se rozhodla této problematice vénovat.
V pilotni studii jsem vybrala vhodné ulohy pro hlavni studii, formulovala jsem tfi vyzkumné

otazky a stanovila n€kolik hypotéz. Vysledky jsou podrobn¢ shrnuty v zavérech hlavni studie,

vvvvvv

1. Jaké jsou strategie Zakii pri FeSeni RBV uloh (se zvlastnim zretelem na geometrické versus

vypoctove strategie)? Jaké obtize maji Zdci s FeSenim téchto typu uloh?
2. Jaké druhy napovéd mohou veést Zaka ke geometrickému resSeni spise nez k vypoctovéemu?
3. Meéni se zZakovské strategie s vekem?

Na zéklad¢ analyzy Zakovskych feSeni jsem stanovila pro kazdou tlohu pouzitd geometricka
a vypocetni feSeni. Jako ucelné se ukazalo rozdéleni geometrickych zplsobi z hlediska
zastoupeni T a SG strategickych kroka, 1 kdyZ bylo nékdy problematické rozhodnout, kam
ktery geometricky krok zatadit. Za T geometrické feSeni jsem prohlésila takové, kde byla
pfevaha T kroku. Stejn€ pro SG geometrické feSeni.

Ukazalo se, ze zaci vSech vé€kovych skupin hojné vyuzivaji matematicky ne zcela korektni
(pfinejmensim pro starSi zaky) kroky typu méfeni usecek, pierysovani zadani, pométovani
useCek, manipulaci apod., a to nejen ve fazi ziskavani vhledu do feSeni ulohy, ale i pro
prezentovani vysledkd ulohy. To je ve shod¢ s vysledkem narodniho Setfeni, které prezentuje
Duval (2006) (viz oddil 3.4.1) a vnémz jen malé procento zakli podalo T geometrické
vysvétleni.

V mém vyzkumu se dale ukazalo, Ze zejména mladsi Zaci jsou v pouZivani SG krokl
rezistentni k usili experimentatora ¢i népovéd smeérovat je k teoretickému nahledu.
U mladsich zaki jde do jisté miry o vyvojové stadium, nebot’ geometrické objekty se teprve

osamostatituji od svych reprezentaci na papife. Mohli bychom tedy v jazyce teorie
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didaktickych situaci fici, Ze se jednd o prekazku ontogenetického piivodu (Brousseau, 1997) —
zaci jesté ztotoznuji geometrické Gtvary s jejich reprezentanty, nedospéli do abstraktni urovné.
U starSich zakl, unichz by se dalo ocekéavat, ze si nekorektnost podobnych kroka jiz
uveédomuji (tedy uvazuji vice teoreticky z hlediska vlastnosti idedlnich geometrickych utvart),
je nutné vzit v ivahu 1 fakt, Ze si nekorektnosti védomi byli, ale nedokézali najit zadné jiné
feSeni, proto prezentovali alesponi toto.

V pocetnich fesenich Z4kd se u obou uloh objevovala fada problémi. Zaci zakladni $koly
zaménovali obvod a obsah, méli problémy s prevody jednotek a Casto pouzivali v dané situaci
nevhodnych vzorcl. U Zakl téméf vSech ro¢nikG byly numerické chyby. O vypocetni
strategie se snazili zejména starsi Zaci a z nich zejména divky. Star§i divky byly mén¢ uspésné
nez star§i chlapci ale dokonce neZ mladsi divky. Jakoby se pfili§ upinaly na vypocetni
feSeni, nedovedly se od nich oprostit a podivat se na situaci Cisté¢ geometricky. Bohuzel neni
mozné fici, co bylo pfi¢inou takového jevu. Vypocetni feSeni je do jisté miry bezpecné,
protoZe umoziuje vyuzit procedury, které se ve Skole pravidelné opakuji a cvici.

Co se tyce napoved, které jsem k uloham vytvofila, ty byly pro pfechod ke geometrickému
vice napovéd u Ulohy 1 andpovédy ktéto Uloze byly vice ndpomocné k nalezeni
geometrického feSeni nez napovédy u tlohy 3. To mlze byt ddno obtiznosti a celkovym
charakterem ulohy 3.

U tulohy 1 1 3 je uspéSnost starSich zaka témeét tiikrat veétsi nez mladSich zakl, zatimco
u ulohy 2 neni nartist GspéSnosti velky. To mulze byt dano charakterem ulohy, ktera je
feSitelnd pomoci rozeznani dil¢i konfigurace obdélniku v obrazku a uvédoméni si vlastnosti
uhlopfticek obdélniku. Jde tedy o latku prvniho stupné zakladni Skoly. Ukazuje to vSak takeé to,
ze vyuka matematiky k uméni vidét ptili§ nepfispiva.

Hypotéza, ze u uloh typu RBV davaji zaci prednost vypoctovému reseni, se potvrdila jen
Castecné. Mezi primarnimi strategiemi se u vSech uloh objevily jak vypoctové, tak
geometrické strategie. StarSi Zaci méli vétsi tendenci feSit ulohy vypoctové pomoci vzorch
vypocetné, piestoze je T geometrické feSeni pomérné jednoduché, miize ukazovat na to, ze
jsou i u Uloh z geometrie zvykli zejména provadét vypocty a ne se ucit ,,divat* na obrazek
a ¢ist z néj. Z toho plynou urcité pedagogické implikace (viz nize).

Hypotézy tykajici se usp&nosti (Uspésnost Feseni tiloh 1 a 2 je Zdky srovnatelnd. Uloha 3

bude mit diky pritomnosti proménné nejmensi uspésnost a na rozdil od ulohy 1 bude castéji

130



vvvvvv

anaopak tUloha 3 byla téméf stejné Uspé$na jako uloha 1. Zaci se snazili vice fesit
geometricky ulohu 3 nez tlohu 1, kde se oproti mému ocekéavani Castéji objevovaly vypocetni
zpusoby. Jako moznd piekazka pro geometrické feSeni se muze projevit znalost
matematickych vzorcii a algebraickych postupl, které jsou v podstaté spravné a které se
zakim pifi feSeni Skolnich uloh jiz mnohokrat dobie osvédCily. AvSak ve spojeni
s presvédcenim zaki, ze napt. jen feSeni obsahujici vypocet je to spravné ,,matematické®,
muze pusobit jako piekazka ptfechodu k jinému zptisobu feSeni. Jednalo by se tedy o prekazku
didaktického plivodu ve smyslu G. Brousseau (1997). Takovy z&vér mohu ucinit jen velmi
opatrné. Z pisemnych feSeni se vycCist nedd, musela bych s kazdym zdkem osobné& v tomto
smyslu hovofit.

Vysledky mého vyzkumu potvrzuji ve shodé s vyzkumy v oddile 3.4, Ze geometrické
ulohy typu RBV jsou naro¢né a Ze uméni vidét v geometrii neni zcela samoziejmé a musi se
vhodné zvolenymi tlohami rozvijet. Naro¢nost spociva v prvnim kroku, ktery je nutno ucinit
pii feSeni téchto uloh — rozeznat v obrazku mozné dil¢i konfigurace (pficemz u vSech
zkoumanych uloh je nutné nejprve do obrazku néco dokreslit ¢i si predstavit, aby se tyto
konfigurace zviditelnily) a mezi nimi ty, které v daném piipad€ vedou k feSeni. Druhy krok,
ktery spociva v uvédomeéni si vlastnosti geometrickych utvara z téchto dil¢ich konfiguraci, je
pak jiz jednodussi, protoze se jednd o utvary znamé Zaklm prvniho ¢i druhého stupné
zékladni Skoly. Obtiznost uloh typu RBV tedy nelze redukovat poukézkou na to, ze staci znat

vlastnosti zakladnich geometrickych Utvard.

Metodologické zavéry a omezeni vyzkumu

Na zaklad¢ svého vyzkumu se domnivam, Ze je vhodné kombinovat kvalitativni vyzkum
s kvantitativnim. Bez prvni faze hlavni studie bych si nebyla védoma variability strategickych
krokt, kterych Zaci vyuzivaji, a t¢Zko bych dokézala analyzovat pisemna feSeni ve druhé
a treti fazi. Treti faze je vhodnym metodologickym kompromisem, protoze jednak piinesla
vice dat, ktera se daji kvantitativné vyhodnotit, a jednak mi umoznila doptat se na nejasnosti,
a snizit tak miru nejistoty vzdy pfitomné pii interpretaci zakovskych feseni.

Pti ¢teni uvedenych zavérh je dale nutné mit na paméti omezeni mého vyzkumu.

Zaveéry tykajici se fteSitelskych strategii zakiti u tloh typu RBV vyplyvaji zfeSeni tii
konkrétnich uloh tohoto typu. Je mozné, Ze u jinych tloh by byly vysledky jiné. Ja jsem byla
omezena ve vybéru vhodnych tloh faktem, ze jsem pozadovala, aby byly feSitelné zaky

riznych vékovych skupin.
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Zejména u vyhodnocovani vysledki treti faze se ukazovala slozitost dané problematiky.
Pti kazdé interpretaci néjaké tabulky s daty se vynofovaly dalsi otdzky, dalsi hlediska, ktera
bylo nutno vzit v tvahu, abychom mohli hledat souvislosti a hlavné formulovat mozné pticiny
jevt. Ne vzdy se daly v pisemnych feSenich sledovat, a tak i pies veSkerou snahu o korektni
interpretaci jsem se jist¢ dopustila fady neptesnosti a zjednodusujicich pohledi.

Pro porovnani mladSich a starSich zaka u ulohy 1 a 3 by bylo vhodnéjsi, abych méla
k dispozici nejen zaky druhého stupné zakladni Skoly, ale téZ zaky niZSich ro€nikii gymnazia.
To vSak v dobé, kdy probihala tfeti faze hlavni studie, mozné nebylo.

Koneéné vétsi pocet zakl by vysledky zptesnil, protoze by se eliminovaly rizné nezadouci

vlivy, jako napf. vliv tfidy G.ILB (,,vyjimecné Sikovné tfidy*) na vysledky ve druhé fazi.

Mozné pokracovani vyzkumu a aplikace v praxi

Vyzkum neni v Zadném ptipad¢ uzavieny. Jak jiz bylo uvedeno, fesitelské strategie by mohly
byt sledovany u jinych tloh typu RBV, s vét§im poctem respondentl. Analyzy by mohly jit
do vé&tsi hloubky. Déle jsem jen naznacila mozné rozdily mezi feSenim divek a chlapci, které
by si zaslouzily vét§i pozornost a srovnani s relevantnimi vysledky vyzkumu. Zajimavé by
jisté bylo 1 prozkoumani toho, jak rozvijet dovednost fesit ulohy typu RBV — napt. formou
dlouhodobé ptipadové studie.

Vysledky mého vyzkumu maji i praktické aplikace. Za prvé jde o identifikovani
geometrickych uloh typu RBV mezi ostatnimi ulohami. V préaci uvadim nejen ty, které jsem
zkoumala, ale také ulohy pouzité v nckolika dalSich vyzkumech. Ty miize ucitel vyuzit
a navic ma moznost porovnat strategie jeho zakti s mymi vysledky.

Ma prace dale upozornila na fakt, ze nezanedbatelné procento zakii ma tendence
automaticky zacit s vypoCtovymi strategiemi, aniz by provedlo prvotni rozbor ulohy na
zéklad€¢ analyzy obrazki. Pfi¢inou miZze byt 1 pfiliSny diraz na pocitani na tUkor
konceptudlniho porozuméni (Kospentaris, Spyrou, Lappas, 2011). Napt. pokud se zabyvame
obsahem Uutvari, je mozné vice vyuzit Glohy, v nichZ se obsah ttvaru nepocita, ale tvary se
z hlediska obsahu jen porovnavaji. V ptipadé¢ TIMSS tulohy z oddilu 3.4.6 je pii vyuziti treti
strategie okamzité vidét, ze obsah trojuhelniku je polovina obsahu ¢tverce. Dalsim ukolem,
ktery vede spiSe ke konceptudlnimu porozuméni obsahu trojihelniku, je kol v programu
dynamické geometrie nechat z&ky experimentovat s trojihelnikem, konkrétné posunovat
jeden jeho vrchol po pfimce a sledovat, jak se méni obsah tohoto trojuhelniku. Tim zjisti, ze
obsah trojuhelniku zéavisi na jeho vysce, a nasledné i to, ze kdyz onu piimku sestroji jako

rovnobézku s protilehlou stranou trojihelniku, pak se obsah trojuhelniku neméni (Vanicek,
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2009, s. 95). J. Vanicek uvadi, ze tento ukol mohou Zaci plnit i v dobé, kdy uz Zéci vzorec pro
obsah trojuhelniku znaji — pak slouZzi jako diagnosticka tiloha jejich porozuméni.

Neschopnost zakli identifikovat v obrdzku relevantni dil¢i konfigurace si zaslouzi
pozornost uciteld (1 badatelti). Domnivam se, ze se jedna o urcité kritick¢é misto Skolské
matematiky, kterému se vSak nepiiklada velky diraz. Zaci by se méli v geometrii vice
setkdvat s ulohami, které se daji fesit bez vypoctu a zdlraznuji spiSe porozuméni pojmim nez
vypoctové postupy. VZzdyt matematice se u¢ime praveé feSenim uloh.

Zaveérem si dovolim osobni poznadmku. Pfi své praci jsem se naucila nejen naplanovat
a realizovat vyzkumné Setfeni a analyzovat Zakovskd feSeni, ale téz jsem ziskala mnohem
hlubsi vhled do matematického mysleni mych zaki. Zjistila jsem, Ze jejich matematicky svét
je mnohem barvitéjsi a jejich piistupy Casto originalni, i kdyZ Casto ne zcela matematicky

korektni.
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8 Prilohy
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Priloha 1: Graficka schémata pro zaka 6. rocniku
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Priloha 2: Graficka schémata pro zaky zakladni Skoly
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Priloha 3: Graficka schémata pro zaky gymnazia pro
jednotlivé ulohy
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Priloha 4: Tabulky ke grafiim z oddilu 5.2 (pro ulohu 2
Z druhé faze hlavni studie)

Tabulky ke graftim z oddilu 5.2.3

Tabulka ke grafu na obr. 5.2.1 (Usp&snost feseni Gilohy 2 po tiidach)

Roc¢niky Usp&na FeSeni (%) Neuspésna reSeni (%)
G.IL.A 60 40

G.IL.B 88,5 11,5

7.8.A 61,2 38,8

G.IV.A 77,8 22,2

G.VLA 86,4 13,6

Tabulka ke grafu na obr. 5.2.2 (Primérny ¢as feSeni tlohy 2 po tiidach)

Rocniky Priumérny ¢as (min) Primérny ¢as uspéSnych (min)
G.IL.A 10,1 8,7
G.11.B 7,48 7,1
7.8.A 7,1 6,45
G.IV.A 9,3 8,5
G.VLA 8,62 8,05

Tabulky ke graftim z oddilu 5.2.4

Tabulka ke grafu na obr. 5.2.3 (Procentudlni zastoupeni geometrickych strategickych
krokti v T 1 SG prostoru a vypocetnich kroki)

Rocniky T SG P

G.LA 23,81% 52,38% 23,81%
G.I1.B 56,25% 37,50% 6,25%
7.8.A 35,29% 5,88% 58,82%
G.IV.A 48,28% 37,93% 13,79%
G.VLA 60,00% 10,00% 30,00%

Tabulka ke grafu na obr. 5.2.9 (Primarné€ pouzity zptsob feseni u tilohy 2)

Roéniky Pouzivani vzorci Cisté geometrické FeSeni
G.LA 10,00% 90,00%
G.IL.B 3,70% 96,30%
7.8.A 36,84% 63,16%
G.IV.A 14,81% 85,19%
G.VLA 40,91% 59,09%
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Tabulky ke graftim z oddilu 5.2.5

Tabulka ke grafu na obr. 5.2.10 (Usp&$nost feseni lohy 2 pro skupinu mladsich a starsich

zaki)

Uspé&na feSeni (%)

Netuispésna reSeni (%)

71,93%

28,07%

= |»>

79,59%

20,41%

Tabulka ke grafu na obr. 5.2.11 (Jako obr. 5.2.10 s rozdélenim na divky a chlapce)

Uspé&na FeSeni (%) Netuspésna reSeni (%)
A divky 76,47% 23,53%
A chlapci 65,22% 34,78%
B divky 65,00% 35,00%
B chlapci 89,66% 10,34%

Tabulka ke grafu na obr. 5.2.12 (Procentudlni zastoupeni geometrickych strategickych

krokii v T 1 SG prostoru a vypocetnich krokti pro mladsi a starsi zaky)

T SG P
A 37,84% 45,95% 16,22%
B 54,24% 23,73% 22,03%

Tabulka ke grafu na obr. 5.2.13 (Jako obr. 5.2.12 s rozdélenim na divky a chlapce)

T SG P
A Divky 34,78% 47,83% 17,39%
A Chlapci 42.86% 42.86% 14,29%
B Divky 50,00% 13,64% 36,36%
B Chlapci 56,76% 29,73% 13,51%

Tabulka ke grafu na obr. 5.2.14 (Primarné pouzité strategie u skupin mladsich a starSich

saki)
PouZivani vzorcii Cisté geometrické FeSeni

A 7,02% 92,98%

B 26,53% 73,47%

Tabulka ke grafu na obr. 5.2.15 (Jako obr. 5.2.14 s rozd¢lenim na divky a chlapce)

Pouzivani vzorci Cisté geometrické FeSeni
A Divky 11,76% 88,24%
A Chlapci 0,00% 100,00%
B Divky 40,00% 60,00%
B Chlapci 17,24% 82,76%
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Priloha 5: Ukazka tabulky pro zaznamenavani
strategickych krokii

Pomoci tabulky, ze které je zde pouze vytez pro dva ro¢niky, bylo mozné zaznamenat vétsi
mnozstvi informaci pro kazdého zaka. Tito Zaci jsou oznaceny v levém sloupci kddem, ktery
jim byl pfidélen ihned v pocatku experimentu. Jedna se o Sestimistné ¢islo, kde prvni dvojcisli
znamena kéd tiidy a Skoly, druhé dvojcisli znamena vék a soucasné pohlavi zaka (u chlapcii
piimo vek, u divek je ke skute¢nému véku pficteno 50) a tieti dvojCisli znamena potfadové
¢islo zaka v daném roc¢niku.

Tabulka shrnuje obé dvé tlohy a je z ni mozné vycist, zda se Zak neuspésné pokusil ulohu
feSit pocetné¢ (P) ¢i geometricky (G). Pokud bylo jeho feSeni uspésné, je dané policko
podbarveno fialové a opatfeno kodem feSitelské strategie, které jsou popsané v oddile 5.3.4
(Resitelské strategie potencialng vedouci k Gispé&snému vyfeseni ulohy) v tab. 5.3.4 (Resitelské
strategie, které mohou vést k tspésSnému vyteseni ulohy).

Tabulka dadle zaznamenava, které napovédy zdk v pribéhu své prace obdrzel. Sloupce
s témito informacemi jsou modré a oznaceny kodem ndpovédy. Pro kazdého zaka tak mohu
vycist, zda danou napovédu dostal (A), nebo nedostal (N).

Diky této tabulce bylo mozné jednoduse zjistit (a to i zvIast’ pro divky a chlapce):

e Kolik 74kl vyuzilo napovéd a kolik nédpovéd bylo.

e Kolik zakl uspésné vytesilo ulohu a pomoci jaké strategie.

e Kolik zakl vyfteSilo ulohu po obdrzeni napovédy, kolik napovéd k vyfeSeni ulohy

potiebovali a které to byly.

e Kolik zakl nalezlo vice fesSitelskych strategii.

o Kolik zakli zménilo feSitelskou strategii v prabehu své prace a kolika z nich k tomu

pomohla napovéda.

e Zda zak primarné ulohu fesil geometricky ¢i pocetné bez ohledu na uspésnost feseni.
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ULOHA 3
G.V.A 1. ieS. 2. FeS. N1b[3. FeS. 4. FeS.[N2a5. FeS|[l. IeS. 2. FeS. N2(3. reS. 4. FeS. N35. re§
126601 G A Tl N P A [P5 A [T2
121702 G N N A [T2 N
126603 P N A T1 T2 N N
126604 P A [T1 N T2 N IN
126605 SG1 N N T2 N N
121607 T1 N N P T2 N N
126508 SG1 N N O T2 N N
126609 P2 N N T2 N N
121610 T1 N N P T2 N N
121611 T1 N N T2 N N
121612 SG1 N N P T2 N N
IULOHA 1 ULOHA 3

G.VLILA  [I. F'eS. [2. FeS. N1b(3. ieS. 4. IeS. N2aj5. ieS|1. IeS. [2. FeS. N23. ieS. 4. FeS. N3/5. ies
136701 P2 A [T1 N P TS N IN
131702 P A O N O T2 N N
136703 P2 A [T1 N P4 A [P5 N
136604 P2 A Tl N P N A [T2
131705 T1 N N P5 N N
136706 P2 N N P3 N N
136707 P2 SG2 N N P3 [T2 N N
136708 P SGI N N P5 A [P5 N
131709 SG2 N N P T2 N N
136710 T1 2 N N SG5 [P5 N N
131611 T1 N N SG5 IN N
136712 P2 N N T4 A [P3 N
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Priloha 6: Tabulky ke graftim z oddilu 5.3 (pro alohu 1
a 3 ze treti faze hlavni studie)

Tabulky ke graftim z oddilu 5.3.5

Tabulka ke grafu na obr. 5.3.12 (Zastoupeni strategii typu T, SG a P u tlohy 1 v feSeni

zakl jednotlivych tfid)

T SG P Nevyfesili
6. ro¢ 5,88% 0,00% 0,00% 94,12%
7. roC. 10,53% 0,00% 0,00% 89,47%
8. ro€. 29,63% 25,93% 3,70% 40,74%
0. roC. 18,75% 25,00% 6,25% 50,00%
G.V.A 54,55% 27,27% 9,09% 9,09%
G.VLA 25,00% 16,67% 50,00% 8,33%
G.VILA 27,27% 45,45% 27,27% 0,00%
G.VIII 17,65% 17,65% 64,71% 0,00%

Tabulka ke grafu na obr. 5.3.13 (Zastoupeni Uspésné pouzitych strategii typu T, SG a P

u ulohy 3 v feSeni zakl jednotlivych tfid)

T SG P Nevyftesili
6. ro¢ 6,67% 0,00% 0,00% 93,33%
7. ro¢ 26,32% 0,00% 0,00% 73,68%
8. ro¢ 46,67% 13,33% 0,00% 40,00%
9. ro¢ 50,00% 0,00% 0,00% 50,00%
G.V.A 90,91% 0,00% 9,09% 0,00%
G.VLA 41,67% 16,67% 41,67% 0,00%
G.VILA 63,64% 9,09% 27,27% 0,00%
G.VIII 50,00% 0,00% 37,50% 12,50%

Tabulky ke grafiim z oddilu 5.3.6

Tabulka ke grafu na obr. 5.3.14 (Primarné pouzité strategie typu G a P u Glohy 1 u zaka

jednotlivych tiid)

G P Neftesili
6. roc 0,00% 94,12% 5,88%
7. ro€. 5,26% 57,89% 36,84%
8. ro¢. 70,37% 29,63% 0,00%
9. ro¢. 56,25% 43,75% 0,00%
G.V.A 72,73% 27,27% 0,00%
G.VLA 33,33% 66,67% 0,00%
G.VILA 63,64% 36,36% 0,00%
G.VIII 29,41% 70,59% 0,00%
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Tabulka ke grafu na obr. 5.3.15 (Priméarné pouzité strategie typu G a P u ulohy 3 u zaka

jednotlivych ttid)

G P Nefesili
6. ro¢ 40,00% 46,67% 13,33%
7. roc. 42,11% 52,63% 5,26%
8. roc. 86,67% 6,67% 6,67%
9. roc. 57,14% 35,71% 7,14%
G.V.A 63,64% 36,36% 0,00%
G.VL.A 33,33% 66,67% 0,00%
G.VILA 45,45% 54,55% 0,00%
G.VIII 25,00% 75,00% 0,00%

Tabulky ke grafiim z oddilu 5.3.9

Tabulky ke grafu na obr. 5.3.19 (Zastoupeni uspé$né pouzitych strategii typu T, SG a P

u tlohy 1 (vlevo) a 3 (vpravo) pro skupiny ZS a G)

Uloha 1 T SG p Nevyfesili
7S 17,72% 13,92% 2,53% 65,82%
G 29,41% 25,49% 41,18% 3,92%
Uloha 3 T SG p Nevyiesili
7S 31,75% 3,17% 0,00% 65,08%
G 60,00% 6,00% 30,00% 4,00%

Tabulky ke grafu na obr. 5.3.20 (Zastoupeni uspéSné pouzitych strategii typu T, SG a P

u ulohy 1 (vlevo) a 3 (vpravo) pro skupiny C a D)

Uloha 1 T SG P Nevyiesili
C 17,46% 11,11% 1,59% 69,84%
D 22,50% 25,00% 50,00% 2,50%
Uloha 3 T SG P Nevyiesili
C 26,53% 4,08% 0,00% 69,39%
D 51,28% 7,69% 35,90% 5,13%

Tabulky ke grafu na obr. 5.3.21 (Primarné pouZité strategie u tlohy 1 (vlevo) a 3 (vpravo)

pro skupiny ZS a G)

Uloha 1 G P Netesili
VA 36,71% 53,16% 10,13%
G 47,06% 52,94% 0,00%
Uloha 3 G P Netesili
VA 55,56% 36,51% 7,94%
G 40,00% 60,00% 0,00%
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Tabulky ke grafu na obr. 5.3.22 (Primarn€ pouzité strategie u ulohy 1 (vlevo) a 3 (vpravo)

pro skupiny C a D)

Uloha 1 G P Netesili
C 31,75% 55,56% 12,70%
D 40,00% 60,00% 0,00%
Uloha 3 G P Netesili
C 55,10% 36,73% 8,16%
D 33,33% 66,67% 0,00%

Tabulka ke grafu na obr. 5.3.23 (Zastoupeni Uspesné pouzitych strategii typu T, SG a P
u ulohy 1 az 3 u vSech zaki)

T SG P Nevyiesil
Uloha 1 22,31% 18,46% 17,69% 41,54%
Uloha 2 35,62% 21,92% 19,86% 22,60%
Uloha 3 44,25% 4,42% 13,27% 38,05%

Tabulka k obr. 5.3.24 (Primarné pouzité strategie u tlohy 1 a 3 pro vSechny Zaky)

G P Netesili
Uloha 1 40,77% 53,08% 6,15%
Uloha 3 48.67% 46,90% 4,42%

Tabulky k obr. 5.3.25 (Zastoupeni UspéSné pouzitych strategii typu T, SG a P u tlohy 1

(vlevo) a 3 (vpravo) pro skupiny divek a chlapcii)

Uloha 1 T SG p Nevyfesil
Divky 26,56% 14,06% 23,44% 35,94%
Chlapci 18,18% 22.73% 12,12% 46,97%
Uloha 3 T SG p Nevyiesil
Divky 39,66% 1,72% 20,69% 37,93%
Chlapci 49,09% 7,27% 5,45% 38,18%
Tabulky k obr. 5.3.26 (Primarné pouzité strategie u ulohy 1 (vlevo) a 3 (vpravo) pro divky
a chlapce)
Uloha 1 G P Nefegili
Divky 37,50% 59,38% 3,13%
Chlapci 43,94% 46,97% 9,09%
Uloha 3 G P Nefesili
Divky 44.83% 48,28% 6,90%
Chlapci 52,73% 45,45% 1,82%
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