
Posudek oponenta diplomové práce F. Laciny s názvem

Stochastic Integrals

Student se ve své diplomové práci věnuje r̊uzným definićım stochastického integrálu (SI) v př́ıpadech,
kdy je (SI) definován jako limita v pravděpodobnosti nebo po trajektoríıch.

Práce je psána (jakoby narychlo) v angličtině, což vhledem k ledabylé úrovni práce vede k mı́seńı
několika zdroj̊u chyb a výsledkem je faktická nečitelnost některých část́ı textu. Extrémńım př́ıkladem
je zněńı věty 40, která jako jedna z mála neńı opsaná z jiných zdroj̊u. Podle všeho se zde setkává
neschopnost autora formulovat matematický výrok s nepozornost́ı a ned̊uslednost́ı při formulaci věty
v angličtině. Zde kĺıčem k rozluštěńı autorovy formulace je rozpoznáńı dvou identických chyb spoč́ıvaj́ıćı
v záměně dvou anglických slov is a if. Čitelnost práce snižuj́ı i chyby typu if mı́sto of, an mı́sto and.

Zmiňovanou ned̊uslednost lze vystopovat již na samém začátku práce a to v definici 2, zněńı lemmatu 1
a v poznámce ještě před definićı 2. Zmı́něná poznámka je v diplomové práci špatně opsaná do té
mı́ry, že neplat́ı, přičemž lze snadno naj́ıt triviálńı protipř́ıklad. V definici 2 jsou to chyběj́ıćı závorky
u faktoru −1n a chyběj́ıćı n-tá mocnina u diferenciálu v čitateli, ve zněńı lemmatu 1 je to rovnost
Hn(x) = (−1)nHn(x), která dává tušit, že zněńı tohoto lemmatu bylo zřejmě špatně opsáno. Kromě
toho je chybně opsán i předcházej́ıćı rekurzivńı vzorec, ve kterém na levé straně chyb́ı faktor (n + 1).
Toto je sṕı̌se typický př́ıpad situace, která se v práci objevuje relativně často, kdy je uvedeno zněńı,
které bud́ı oprávněné pochybnosti s t́ım, že d̊ukaz neńı uveden vzhledem k převážně kompilačńımu
charakteru práce.

Jedny z nejzávažněǰśıch chyb, které studentovi obrazně lámou vaz, jsou definice Malliavinovy derivace
(definice 9 - vzorec (1.8), část 1.5.1, definice 14 - vzorec (1.41)). Malliavinova derivace je jedńım
z ústředńıch pojmů diplomové práce a ani jedno ze (všech) tř́ı uvedeńı neńı oproštěno od chyb, které
nezasvěceného čtenáře naprosto vyřad́ı ze hry.

Tyto a daľśı faktická nedopatřeńı znemožňuj́ı efektivńı čteńı práce bez soustavné opory podkladové li-
teratury, která však neńı vždy dostatečně precizńı, aby studentovi dovolovala beztrestně opsat zněńı jed-
notlivých vět. Zde je vhodné poznamenat, že student zněńı vět neopisuje doslova, což je v tomto př́ıpadě
sṕı̌se na škodu, nebot’ provedené změny čitelnost práce sṕı̌se zhoršuj́ı, ačkoli vzhledem k ned̊uslednosti
v podkladové literatuře se zde prostor na vylepšeńı př́ımo nab́ıźı.

Student v závislosti na zdroji naprosto pomı́j́ı množinu mı́ry nula (jako Nualart), či ji zmiňuje např.
ve větách 25, 26, 27 (podobně jako Zähle). V práci tak neńı sjednocen př́ıstup k množině mı́ry nula
a pochopitelně neńı ani uvedena poznámka, jak se k pomı́jeńı množiny mı́ry nula stavět tak, aby bylo
zabráněno nedorozuměńım či chybám. Bohužel zde neńı možné beztrestně množinu mı́ry nula ignorovat.
Objevuj́ı se zde totiž situace, kdy taková ignorace vede k systematickému vynecháváńı podstatných
předpoklad̊u.

Abych upozornil na d̊uležitost ostražitosti v̊uči množině mı́ry nula při zacházeńı se stochastickým
integrálem, uvád́ım následuj́ıćı př́ıklad omezený na interval [0, 1].

(a) Z vlastnost́ı Itôova integrálu plyne, že existuje měřitelná funkce I taková, že plat́ı I(H,W ) =
sj
∫ 1

0
H dW,

kdykoli H je spojitý FW -adaptovaný proces, kde W je Wiener̊uv proces.
(b) Z věty 30 a vzorc̊u (1.21, 3.8) plyne, že existuje L2 integrál (L2)

∫ 1

0
W dW a sj. se lǐśı od I(W,W ).

(c) Z definice L2 integrálu pak plyne, že existuje měřitelná funkce L taková, že

L(W,W ) =
sj

(L2)
∫ 1

0
W dW , L(f,W ) =

sj
(L2)

∫ 1

0
f dW =

sj
∫ 1

0
f dW =

sj
I(f,W ), f ∈ L2[0, 1].

(d) Protože má Wiener̊uv proces spojité trajektorie, závěrem zde je, že pro každé ω̃ ∈ Ω plat́ı rovnost

I(W (ω̃),W ) =
sj
L(W (ω̃),W ), ale I(W,W )

sj

6= L(W,W ).

Množina N , {(f, w) ∈ (C[0, 1])2; I(f, w) 6= L(f, w)} má tak řezy Nf , {w ∈ C[0, 1]; (f, w) ∈ N}
nulové Wienerovy mı́ry, ale jej́ı diagonála má plnou Wienerovu mı́ru P{Wt;t∈[0,1]}.



• Ve větě 8 na str. 8 student nepožaduje měřitelnost trajektorie funkce, kterou integruje podle
Wienerova procesu a to jak ve zněńı na pravé straně vzorce (1.6) tak i v d̊ukaze. Zde jde o to,

že integrál
∫ t2

0
f(t1, t2) dBt1 nemuśı být definován tak, že výsledek je skutečně funkce měřitelná

v proměnné t2 a následná integrace podle Wienerova procesu dostává velmi pochybný charakter.

• Malliavinova derivace je definována jako proces s hodnotami v Hilbertově prostoru H (aniž
je zmı́něno, že jednoznačně pouze skoro jistě). Na straně 10 při volbě H = L2(X,B, µ) je již
interpretována jako reálný náhodný proces, ačkoli to předpokládá, že pro pevné t je odpov́ıdaj́ıćı
hodnota DtF náhodná veličina, což mj. znamená, že muśı být nějak definována. Zde pro t pevné
lze pro každé ω ∈ Ω vybrat reprezentaci DF (ω) ∈ L2(X,B, µ), která v bodě t maj́ı libovolnou
hodnotu. Ve výsledku tak pro t pevné DtF může být cokoli a to i funkce proměnné ω, která
v této proměnné neńı měřitelná. Zde je tedy naprosto vynechán předpoklad, že uvažované funkce
muśı být sdruženě měřitelné, což mj. umožňuje použ́ıvat Fubiniho větu a beztrestně zaměňovat
skoro jistě a skoro všude.

• Př́ıkladem situace, kdy student pomı́j́ı předpoklad, že Malliavinova derivace je měřitelným pro-
cesem, je lemma 12. Ve zněńı lemmatu 12 má student chybně uvedeno skoro jistě na kartézském
součinu, přičemž uvažovaná mı́ra nemuśı být pravděpodobnostńı, protože je součinem pravdě-
podobnostńı mı́ry a nějaké obecné σ-konečné mı́ry. Tato chyba by sama o sobě při opisováńı
lemmatu 12 nebyla tak významná, pokud by nebyla součást́ı śıtě tragických chyb. Nav́ıc charak-
ter chyby sṕı̌se naznačuje chybnou či ne zcela domyšlenou interpretaci tvrzeńı, které lemma 12
představuje. Kromě toho se ve zněńı zmiňovaného lemmatu objevuje nedefinovaný symbol FA.

Student má také pot́ıže s užit́ım značeńı → pro zobrazeńı, viz L5 (str. 6), D10 (str. 11) a dokonce
občas vynechává středńı hodnotu, viz d̊usledek na str. 9 a trojnásobné vynecháńı středńı hodnoty na
str. 13. Zde nav́ıc voĺı chybnou strategii výpočtu t́ım, že zač́ıná rovnost́ı, kterou chce ukázat. Občas má
student problémy s kvantifikaćı parametru p, viz d̊ukaz P10 na str. 10, T19 na str. 18, T20 na str. 19.

Zp̊usob, kterým se student odkazuje na už́ıvanou literaturu je tragický. Téměř výhradně k odkazu
už́ıvá č́ıslo stránky, které v některých př́ıpadech neodpov́ıdá skutečnosti. U jednoho zdroje (Øksendal)
vynechává celkem tři spoluautory.

V odkazech na Nualart (2006) se posledńı odkaz lǐśı od správného o jednu stranu. V odkazech na Nour-
din, Peccati (2012) jsem všechny 4 odkazy vyhodnotil jako velmi nesprávné. V odkazech na Øksendal
a spol. (2008) jsem dva odkazy vyhodnotil jako chybné a to odkaz na stranu 286 a posledńı odkaz
odkazuj́ıćı na stranu 130. V odkazech na Zähle (1998) jsem vyhodnotil dva odkazy jako chybné a to
odkaz na str. 341 a druhý z odkaz̊u na stranu 338.

Vlastńı d̊ukaz věty 40 je neefektivně prezentovaný, obsahuje chyby a to i v hlavńım objektu, což prvńı
čteńı d̊ukazu naprosto znemožňuje, a čtenář je tak schopen d̊ukaz přijmout až poté, co sám odstrańı
zásadńı pochybeńı autora.

(1) Funkce f tak, jak je v d̊ukaze definována, nesplňuje deklarovanou vlastnost

∀ x, y ∈ Zn = {k2−n; k = 1, . . . , 2n} |f(x)− f(y)| ≥ |x− y|ν .

Pro některé hodnoty parametru ν lze totiž velmi brzy doj́ıt ke sporu. Podle uvedené definice
postupně dostaneme

f(0) = 0 = f(1), f
(

1
2

)
= 2−ν =: a ∈

(
1
2
, 1
)
, f

(
1
4

)
= a2, f

(
3
8

)
= a(a+1)

2
.

Pak ovšem pro a ∈ (1
2
, 1) dostatečně bĺızko 1 (tedy pro ν ∈ (0, 1) bĺızko nule) plat́ı

0 ≤ f
(

3
8

)
− f

(
1
4

)
= a(1−a)

2
< a3 = 8−ν = |3

8
− 1

4
|ν .

(2) Závěrem předchoźıho bodu je, že v definici funkce f je chyba a zřejmě i množina Zn má být
obohacena o bod 0. Podle všeho tak funkce f má být definována jako limita funkćı fn, které jsou
polygony s dělićımi body tvoř́ıćı množinu Zn = {k2−n; k = 0, 1, . . . , 2n} s hodnotou v x ∈ Zn
definovanou předpisem

fn(x) =

{
fn−1(x), pokud |fn−1(x− 2−n)− fn−1(x+ 2−n)| ≥ 2an,

an + fn−1(x− 2−n) ∨ fn−1(x+ 2−n) jinak.



(3) Pokud je hypotéza z předchoźıho bodu správná, pak chyba spoč́ıvá v tom, že v podmı́nce
rozděluj́ıćı jednotlivé větve je v diplomové práci mı́sto správného znaménka − uvnitř abso-
lutńı hodnoty uvedeno znaménko +. Bohužel tato chyba nejen v definici ale i následném d̊ukazu
deklarovaných tvrzeńı a to nejméně dvakrát, což svědč́ı minimálně o ztráty kontroly autora nad
d̊ukazem.

(4) Dále v d̊ukazu na straně 46 minimálně dvakrát je opomenuta mocnina ν, jednou chyb́ı pravá
část absolutńı hodnoty. Ve čtvrté deklarované vlastnosti je opět if mı́sto is. Na straně 47 jsou
dvakrát užity symboly a, b ∈ R ve dvou neslučitelných významech. Zde se hod́ı upozornit, že
d̊ukaz věty 40 má v́ıce než 4 strany a že v takovém př́ıpadě je vhodné jej rozdělit do menš́ıch část́ı
(lemmat) mj. i proto, aby si autor nad d̊ukazem zachoval kontrolu, čehož zde zjevně dosaženo
nebylo.

(5) Ve druhé odsazené formuli na straně 47 se studentovi rozut́ıkaly dolńı a horńı indexy u sumy∑∞
k=n, přičemž následuj́ıćı suma na daľśım řádku by měla být správně vynásobena hodnotou 3.

Prvńı ze zmı́něných nedopatřeńı svým charakterem trochu připomı́ná nedopatřeńı z definice 31,
kde se omylem ocitl mı́sto odkazu na literaturu symbol ? svědč́ıćı o chvatném př́ıstupu při
sepisováńı práce. Podobně na straně 40 chyb́ı \.

(6) O intervalu I = [a, b] na straně 47 je třeba předpokládat, že je nedegenerovaný, tj. a < b.
(7) Ve třet́ı odsazené formuli na straně 48 má být Mn0 mı́sto Hn0 . Na témže mı́stě je prvńı z četné

série chyb, kdy index i procháźı množinou, která by správně měla obsahovat i nulu, kterou ale
neobsahuje. Na téže straně je minimálně osm chyb spoč́ıvaj́ıćı v nadbytečném užit́ı levé či pravé
závorky či jej́ı vynecháńı. Obě série chyb pokračuj́ı i na daľśı straně.

(8) Na straně 48 v dolńı části stránky je odsazená formule obsahuj́ıćı nerovnost
1

2n + 1
2n > (di+1 − di) + 2η,

která v závislosti na hodnotě η ∈ (0, 2−n) nemuśı platit, nebot’ zde di+1 − di = 2−n.
(9) Na konci strany 48 má mı́sto T být malé t a na konci vzorce chyb́ı pravá část absolutńı hodnoty.

(10) V prvńı dvouřádkové odsazené formuli na straně 48 je uveden výraz |f(di)− f(pi+1)|, ve kterém
má mı́sto indexu i+ 1 být pouze index i.

Daľśı poznámky.

(1) Ve větě 6 má student L2(X) mı́sto L2(Xm), přičemž symbol L2(Xm) použ́ıvá, aniž by se zmı́nil
o tom, jak je definován.

(2) Proposition 13 je špatně opsáno. Pro daný Hilbert̊uv prostor H a Skorochod̊uv integrál δ :
L2(Ω, H)→ L2(Ω) má být nejprve definován prostor D1,2(H) a zněńı má být D1,2(H) ⊆ Dom(δ).
V práci má uvedeno D1,2 ⊆ Dom(δ), což neńı správně, nebot’ Dom(δ) ⊆ L2(Ω;H) zat́ımco v práci
je pro p ∈ [1,∞) definován prostor D1,p ⊆ Lp(Ω).

(3) Ve větě 19 na str. 18 má student kromě již zmı́něné nespecifikované hodnoty parametru p dvě
chyby v posledńım vzorci, jednu na levé a jednu na pravé straně. Na levé straně zjevně chyb́ı
druhá mocnina a na pravé straně chybně už́ıvá absolutńı hodnotu. Zde student dopláćı na to,
že začátek i konec absolutńı hodnoty se znač́ı stejným symbolem.

(4) Ve větě 20 kromě také již dř́ıve zmı́něné chyběj́ıćı kvantifikace p chyb́ı ve vzorci (1.40) mocnina
p a nerovnost ve vzorci (1.40) má být neostrá, protože pro u ≡ 0 nastává rovnost.

(5) Ve vzorci (1.42) má být na levé straně vyznačena závislost na hodnotě u ∈ Dom(δm).
(6) V definici 16 ve vzorci (2.2) má být mı́sto (−1)α hodnota (−1)−α.
(7) V definici 17 ve vzorci (2.5) má být mı́sto x− y napsáno y − x.
(8) V definici 22 ve vzorci (2.9) chyb́ı vztah k definované hodnotě I.
(9) Vzorec (2.14) je také špatně opsaný. Na pravé straně chyb́ı integračńı proměnná x u funkce

ga+. Chybně je okomentovaná hodnota α, mı́sto které vystupuje α′. Nav́ıc student přeb́ırá velmi

delikátńı značeńı frakcionálńıho integrálu
∫ b
a

dg(x) f(x) funkce f podle g, přičemž vynechává
posledńı velmi chatrnou zábranu proti př́ıpadnému nedorozuměńı ve formě mezery mezi dg(x)

a mezi f(x) a velmi matoućım zp̊usobem ṕı̌se
∫ b
a

dg(x)f(x).

(10) U Proposition 32 na straně 32 chyb́ı předpoklad, že dva ze tř́ı výraz̊u existuj́ı.
(11) Student se zavázal Kurzweil̊uv integrál značit symbolem (K) jako Schwabik (1985), ale při

použ́ıváńı jiné literatury, Tvrdý (2012), tento integrál bez varováńı označuje symbolem (SK).



(12) Ve vzorci (1.18) má být v prvńım integrálu na pravé straně vytknuto Fj před integrál.
(13) Na pravé staně (1.19) u posledńıho integrálu chyb́ı diferenciál dµt.
(14) Konstanta αH už́ıvaná ve vzorci (1.27) a (1.34) neńı zadefinována.
(15) Za vzorcem (1.25) v izometrii 1[0,T ] → BH

t má být mı́sto T malé t.
(16) Vzorec (1.29) má být uveden pouze pro φ ∈ E . O prvćıch H totiž neńı ukázáno, že by to byly

funkce, a pro ně tak neńı pravá strana apriori definována.
(17) Vnořeńı |H | do H na str. 17 dole pro H < 1/2 nemá oporu v podkladové literatuře a ani

v diplomové práci.

(18) Symbol |P → 0| zaváděný v poznámce na straně 28 má být nejsṕı̌s ve tvaru |P| → 0, ve kterém
se následně už́ıvá.

(19) Věta na pomeźı stran 23 a 24 v d̊ukazu věty 22 je nešt’astně formulována. Podle všeho má být
mı́sto ∆ v části uvedené na straně 24 napsána př́ıslušná norma děleńı. Daľśı otázkou je, zda lze
spoléhat na následné tvrzeńı It is well known that ... Podle všeho je následné tvrzeńı v́ıceméně
pravdivé, ale autor t́ımto obratem podstatnou část d̊ukazu vynechává a v́ıceméně ji nechává na
pospas čtenáři, který však tuto pasáž může oprávněně vńımat jako mezeru v d̊ukazu. Pokud
je tvrzeńı typu well known pravdivé, předpokládám, že pro studenta nebude žádný problém
dodat př́ıslušný odkaz na literaturu, kde je korektně zformulováno tvrzeńı, na které se relativně
neurčitě student odkazuje.

(20) V přehledové části práce na straně 37 u definice Anticipating integral chyb́ı suma přes n ∈ N0.
(21) Na straně 7 na konci prvńıho odstavce student bez jakéhokoli odkazu na nějaké matematic-

ké tvrzeńı ṕı̌se, že násobný Wiener-Itô̊uv integrál nemůže být definován po trajektoríıch, což
v př́ıpadě, kdy se omezuje na deterministické integrandy, neńı pravda. Pro funkci f ∈ L2(Xm)
totiž z tvrzeńıch téhož odstavce okamžitě plyne, že existuje posloupnost elementárńıch funkćı
(fn)∞n=1 ∈ L2(Xm)N taková, že

∑
n

∫
(f − fn)2 dµm <∞. Pak ovšem WIm(fn)→ WIm(f) skoro

jistě pro n → ∞, a tedy WIm(f) zde může být definována jako limita WIm(fn) v př́ıpadech,
kdy tato limita existuje a jako nula jinak.

(22) Kromě již zmı́něných záměn mezi slovy is a if student občas vynechává sloveso be v konstrukci
Let - be. V práci lze také narazit na následuj́ıćı v́ıceméně typografické chyby decompostion
(str. 2), aslo (13), functions (16), trajectiories (24), stochsatic (25), refference (35), Itôintegral
(42), assumtpions (49), ptoblem (51), approcah (52), kurzweil-henstock (52), chyběj́ıćı n ve
spojeńı: for a give n.

(23) Ve větě 22 znač́ı student dvě odlǐsné věci symbolem v.
(24) Na konci vzorce (3.8) má mı́sto malého t být velké T.
(25) Student na straně 33 opisuje formuli z knihy Øksendal (2008), aniž by vzal v úvahu, že v práci

uvažuje jinou definici frakcionálńıho integrálu lǐśıćı se o multiplikativńı faktor.

Na závěr mi vzhledem k výše uvedeným nedostatk̊um nezbývá než konstatovat, že předložená práce
nesplňuje požadavky kladené na diplomovou práci na MFF UK a to z d̊uvodu mı́ry, závažnosti a krit-
ického rozmı́stěńı naprosto tragických nedostatk̊u, které se vzhledem k převážně kompilačńımu charak-
teru práce vymykaj́ı jakékoli myslitelné představě o tom, jak by práce měla vypadat, aby byla mohla
být za diplomovou uznána.

Bylo zadáńı předloženou praćı splněno ? patrně ANO, ovšem velmi chatrně

Jaká byla obt́ıžnost zpracovávaného tématu ? dostatečná

Je v práci př́ıspěvek autora dostatečně specifikován ? ANO

V čem spoč́ıvá ? předevš́ım zněńı a d̊ukaz věty 40

Obsahuje práce vlastńı d̊ukaz nějakého tvrzeńı ? podle všeho ANO

Obsahuje práce matematickou část s rigorózně některé věty jsou správně opsané a některé z nich patrně i plat́ı,

a korektně zformulovaným textem ? vlastńı věta 40 neńı formulována nejlépe,

př́ılǐs mnoho chyb o rigoróznosti nesvědč́ı

Nejsou v práci závažné faktické chyby ? všechny chyby jsou odstranitelné, i když některé jsou velmi závažné

Jsou zdroje správně citovány ? NE, kromě zmı́něných chyb je to obecně nevhodný zp̊usob odkazováńı

Je práce po formálńı stránce v pořádku ? členěńı práce je v pořádku

Lze práci uznat jako diplomovou ? já bych to nedoporučoval - vzhledem k invazi tragických chyb


