Posudek oponenta diplomové prace F. Laciny s nazvem

Stochastic Integrals

Student se ve své diplomové praci vénuje ruznym definicim stochastického integralu (SI) v ptipadech,
kdy je (SI) definovan jako limita v pravdépodobnosti nebo po trajektoriich.

Préce je psana (jakoby narychlo) v anglictiné, coz vhledem k ledabylé tirovni prace vede k miseni
nékolika zdroju chyb a vysledkem je fakticka necitelnost nékterych casti textu. Extrémnim piikladem
je znéni vety 40, kterd jako jedna z mala neni opsand z jinych zdroju. Podle vSeho se zde setkéva
neschopnost autora formulovat matematicky vyrok s nepozornosti a neduslednosti pti formulaci véty
v anglictiné. Zde klicem k rozlusténi autorovy formulace je rozpoznani dvou identickych chyb spocivajici
v zaméné dvou anglickych slov is a if. Citelnost prace snizuji i chyby typu if misto of, an misto and.

Zminovanou neduslednost 1ze vystopovat jiz na samém zac¢atku prace a to v definici 2, znéni lemmatu 1
a v poznamce jesté pred definici 2. Zminénd poznamka je v diplomové praci Spatné opsana do té
miry, ze neplati, pficemz lze snadno najit trivialni protiptiklad. V definici 2 jsou to chybéjici zavorky
u faktoru —1" a chybéjici n-t4 mocnina u diferencidlu v citateli, ve znéni lemmatu 1 je to rovnost
H,(x) = (=1)"H,(z), kterd ddva tusit, ze znéni tohoto lemmatu bylo zfejmé Spatné opsano. Kromé
toho je chybné opsén i predchazejici rekurzivni vzorec, ve kterém na levé strané chybi faktor (n + 1).
Toto je spise typicky pripad situace, kterd se v praci objevuje relativné c¢asto, kdy je uvedeno znéni,
které budi opravnéné pochybnosti s tim, ze dukaz neni uveden vzhledem k prevazné kompilacnimu
charakteru préce.

N

(definice 9 - vzorec (1.8), ¢ast 1.5.1, definice 14 - vzorec (1.41)). Malliavinova derivace je jednim
z ustfednich pojmu diplomové préice a ani jedno ze (vSech) tif uvedeni neni oprosténo od chyb, které
nezasvécencho ¢tenafe naprosto vytadi ze hry.

Tyto a dalsi faktickd nedopatieni znemoznuji efektivni ¢teni prace bez soustavné opory podkladové li-
teratury, ktera vsak neni vzdy dostatecné precizni, aby studentovi dovolovala beztrestné opsat znéni jed-
notlivych vét. Zde je vhodné poznamenat, ze student znéni vét neopisuje doslova, coz je v tomto piipadé
spise na skodu, nebot provedené zmény ¢itelnost prace spise zhorsuji, ackoli vzhledem k neduslednosti
v podkladové literatute se zde prostor na vylepSeni pfimo nabizi.

Student v zavislosti na zdroji naprosto pomiji mnozinu miry nula (jako Nualart), ¢i ji zminuje napf.
ve vétach 25, 26, 27 (podobné jako Zahle). V praci tak neni sjednocen piistup k mnoziné miry nula
a pochopitelné neni ani uvedena poznamka, jak se k pomijeni mnoziny miry nula stavét tak, aby bylo
zabranéno nedorozumeénim ¢i chybam. Bohuzel zde neni mozné beztrestné mnozinu miry nula ignorovat.
Objevuji se zde totiz situace, kdy takova ignorace vede k systematickému vynechavani podstatnych
predpokladu.

Abych upozornil na dulezitost ostrazitosti vic¢i mnoziné miry nula pti zachézeni se stochastickym
integrdlem, uvadim néasledujici piiklad omezeny na interval [0, 1].
(a) Z vlastnosti Itdova integralu plyne, Ze existuje méfitelnd funkce I takovd, ze plati I(H, W)= f01 Hdw,
kdykoli H je spojity F"-adaptovany proces, kde W je Wienertiv proces.
(b) Z véty 30 a vzorcu (1.21, 3.8) plyne, Ze existuje L? integral (L?) fol W dW asj. se lisi od I(W, W).
(c) Z definice L? integralu pak plyne, zZe existuje méfitelnd funkce L takova, ze

LW, W) 2 (L) [fWaW, L(f,W) 2 (L?) [ fdw £ [} faw 2 [(f,W), fe L?[0,1],

(d) Protoze mé Wienertuv proces spojité trajektorie, zdvérem zde je, ze pro kazdé & € Q plati rovnost

I(W (@), W) 2 LW(@),W), ale I(W,W) 7‘2 LW, W).
Mnozina N £ {(f,w) € (C[0,1])%I(f,w) # L(f,w)} ma tak fezy N; £ {w € C[0,1];(f,w) € N}

nulové Wienerovy miry, ale jeji diagondla ma plnou Wienerovu miru Ppy,.ie(0,1)}-



e Ve vété 8 na str. 8 student nepozaduje métitelnost trajektorie funkce, kterou integruje podle
Wienerova procesu a to jak ve znéni na pravé strané vzorce (1.6) tak i v dukaze. Zde jde o to,
ze integral fot ? f(t1,t2) dB;, nemusi byt definovén tak, ze vysledek je skutecné funkce méritelnd
v proménné t, a naslednd integrace podle Wienerova procesu dostava velmi pochybny charakter.

e Malliavinova derivace je definovédna jako proces s hodnotami v Hilbertové prostoru H (aniz
je zminéno, 7Ze jednoznacné pouze skoro jisté). Na strané 10 pii volbé H = L?(X, B, u) je jiz
interpretovana jako redlny nahodny proces, ackoli to predpoklada, ze pro pevné t je odpovidajici
hodnota D, F nahodné veli¢ina, coz mj. znamenad, ze musi byt néjak definovana. Zde pro t pevné
Ize pro kazdé w € € vybrat reprezentaci DF (w) € L*(X, B, i), kterd v bodé ¢t maji libovolnou
hodnotu. Ve vysledku tak pro t pevné D;F muze byt cokoli a to i funkce proménné w, ktera
v této proménné neni méritelnd. Zde je tedy naprosto vynechan predpoklad, ze uvazované funkce
musi byt sdruzené méritelné, coz mj. umoznuje pouzivat Fubiniho vétu a beztrestné zaménovat
skoro jiste a skoro vsude.

e Prikladem situace, kdy student pomiji predpoklad, ze Malliavinova derivace je méritelnym pro-
cesem, je lemma 12. Ve znéni lemmatu 12 mé student chybné uvedeno skoro jisté na kartézském
soucinu, pricemz uvazovana mira nemusi byt pravdépodobnostni, protoze je souc¢inem pravde-
podobnostni miry a néjaké obecné o-konecné miry. Tato chyba by sama o sobé pii opisovdni
lemmatu 12 nebyla tak vyznamna, pokud by nebyla soucasti sité tragickych chyb. Navic charak-
ter chyby spise naznacuje chybnou ¢i ne zcela domyslenou interpretaci tvrzeni, které lemma 12
predstavuje. Kromé toho se ve znéni zminovaného lemmatu objevuje nedefinovany symbol Fjy.

Student ma také potize s uzitim znaceni — pro zobrazeni, viz L5 (str. 6), D10 (str. 11) a dokonce
obc¢as vynechdva stfedni hodnotu, viz dusledek na str. 9 a trojndsobné vynechdni stredni hodnoty na
str. 13. Zde navic voli chybnou strategii vypoctu tim, ze zacind rovnosti, kterou chce ukazat. Obcas ma
student problémy s kvantifikaci parametru p, viz dikaz P10 na str. 10, T19 na str. 18, T20 na str. 19.

Zpusob, kterym se student odkazuje na uzivanou literaturu je tragicky. Témér vyhradné k odkazu
uziva ¢islo stranky, které v nékterych piipadech neodpovida skutec¢nosti. U jednoho zdroje (Oksendal)
vynechava celkem tfi spoluautory.

V odkazech na Nualart (2006) se posledni odkaz lisi od spravného o jednu stranu. V odkazech na Nour-
din, Peccati (2012) jsem vsSechny 4 odkazy vyhodnotil jako velmi nespravné. V odkazech na (ksendal
a spol. (2008) jsem dva odkazy vyhodnotil jako chybné a to odkaz na stranu 286 a posledni odkaz
odkazujici na stranu 130. V odkazech na Zéhle (1998) jsem vyhodnotil dva odkazy jako chybné a to
odkaz na str. 341 a druhy z odkazu na stranu 338.

Vlastni dikaz véty 40 je neefektivné prezentovany, obsahuje chyby a to i v hlavnim objektu, coz prvni
¢teni dukazu naprosto znemoznuje, a ¢tenar je tak schopen dukaz prijmout az poté, co sam odstrani
zasadni pochybeni autora.

(1) Funkce f tak, jak je v dikaze definovana, nespliiuje deklarovanou vlastnost
VoyeZy={kR™k=1...2"%  [f(z)= f)] =]z —y|"

Pro nékteré hodnoty parametru v lze totiz velmi brzy dojit ke sporu. Podle uvedené definice
postupné dostaneme

fFO)=0=f(1), [f(3)=2"=aec(}1), [(})=d  [(}) ="
Pak ovSem pro a € (3,1) dostatecné blizko 1 (tedy pro v € (0,1) blizko nule) platf

0<f(E)—f() =52 <’ =8" =2~

| v

N

(2) Zavérem predchoziho bodu je, ze v definici funkce f je chyba a zfejmé i mnozina Z, ma byt
obohacena o bod 0. Podle vseho tak funkce f ma byt definovana jako limita funkci f,,, které jsou
polygony s délicimi body tvorici mnozinu Z,, = {k27";k = 0,1,...,2"} s hodnotou v =z € Z,
definovanou ptredpisem

f (.Z’) . fn—l(x)a pOkUd ‘fn—l(m - 2_n) - fn—l(x + 2—77,)‘ 2 2an7
T A+ faea (@ =27V fua (w427 jinak.



(3) Pokud je hypotéza z predchoziho bodu spravna, pak chyba spo¢ivd v tom, ze v podmince
rozdélujici jednotlivé vétve je v diplomové praci misto spravného znaménka — uvniti abso-
lutni hodnoty uvedeno znaménko +. Bohuzel tato chyba nejen v definici ale i nasledném dukazu
deklarovanych tvrzeni a to nejméné dvakrat, coz svédéi minimalné o ztraty kontroly autora nad
dukazem.

(4) Déle v dukazu na strané 46 minimalné dvakrét je opomenuta mocnina v, jednou chybi prava
¢ast absolutni hodnoty. Ve ¢tvrté deklarované vlastnosti je opét if misto is. Na strané 47 jsou
dvakrat uzity symboly a,b € R ve dvou neslucitelnych vyznamech. Zde se hodi upozornit, ze
dukaz vety 40 mé vice nez 4 strany a ze v takovém pripadé je vhodné jej rozdélit do mensich ¢asti
(lemmat) mj. i proto, aby si autor nad dukazem zachoval kontrolu, ¢ehoz zde zjevné dosazeno
nebylo.

(5) Ve druhé odsazené formuli na strané 47 se studentovi rozutikaly dolni a horni indexy u sumy
> re..s Picemz ndsledujici suma na dalsim rddku by méla byt spravné vyndsobena hodnotou 3.
Prvni ze zminénych nedopatieni svym charakterem trochu pripomina nedopatteni z definice 31,
kde se omylem ocitl misto odkazu na literaturu symbol ? svédéici o chvatném piistupu pfi
sepisovani prace. Podobné na strané 40 chybi \.

(6) O intervalu I = [a,b] na strané 47 je tieba predpoklddat, ze je nedegenerovany, tj. a < b.

(7) Ve tieti odsazené formuli na strané 48 mé byt M,,, misto H,,. Na témze misté je prvni z ¢etné
série chyb, kdy index i prochazi mnozinou, kterd by spravné méla obsahovat i nulu, kterou ale
neobsahuje. Na téze strané je minimalné osm chyb spocivajici v nadbytecném uziti levé ¢i pravé
zavorky ¢i jeji vynechani. Obé série chyb pokracuji i na dalsi strané.

(8) Na strané 48 v dolni ¢asti stranky je odsazend formule obsahujici nerovnost

% + % > (dip1 — d;) + 27,

kterd v zdvislosti na hodnoté € (0,27™) nemusi platit, nebot zde d;y — d; = 27",
(9) Na konci strany 48 mé misto 7' byt malé ¢ a na konci vzorce chybi pravé ¢dst absolutni hodnoty.
(10) V prvni dvourddkové odsazené formuli na strané 48 je uveden vyraz |f(d;) — f(pis1)|, ve kterém
ma misto indexu ¢ + 1 byt pouze index 1.

Dalsi poznamky.

(1) Ve vété 6 mé student L?*(X) misto L?(X™), pficemz symbol L?(X™) pouzivd, aniz by se zminil
o tom, jak je definovan.

(2) Proposition 13 je spatné opsano. Pro dany Hilbertuv prostor H a Skorochoduv integral § :
L*(Q, H) — L*(©2) m4 byt nejprve definovan prostor D?(H) a znén{ mé byt D*(H) C Dom(d).
V préci md uvedeno D'? C Dom(§), coz neni spravné, nebot Dom(d) C L?(§2; H) zatimco v praci
je pro p € [1,00) definovan prostor DY* C LP(Q).

(3) Ve vété 19 na str. 18 m4 student kromé jiz zminéné nespecifikované hodnoty parametru p dvé
chyby v poslednim vzorci, jednu na levé a jednu na pravé strané. Na levé strané zjevné chybi
druha mocnina a na pravé strané chybné uziva absolutni hodnotu. Zde student doplaci na to,
ze zacatek 1 konec absolutni hodnoty se znaci stejnym symbolem.

(4) Ve vete 20 krome také jiz difve zminéné chybéjici kvantifikace p chybi ve vzorci (1.40) mocnina
p a nerovnost ve vzorci (1.40) mé byt neostrd, protoze pro u = 0 nastava rovnost.

(5) Ve vzorci (1.42) ma byt na levé strané vyznacena zavislost na hodnoté v € Dom(6™).

(6) V definici 16 ve vzorci (2.2) mé byt misto (—1)* hodnota (—1)~“.

(7) V definici 17 ve vzorci (2.5) ma byt misto x — y napséno y — x.

(8) V definici 22 ve vzorci (2.9) chybi vztah k definované hodnoté 1.

(9) Vzorec (2.14) je také Spatné opsany. Na pravé strané chybi integraéni proménnd z u funkce
Jas- Chybné je okomentovand hodnota «, misto které vystupuje o/. Navic student prebird velmi
delikdtni znaceni frakciondlniho integralu fab dg(z) f(x) funkce f podle g, pricemz vynechava
posledni velmi chatrnou zabranu proti pripadnému nedorozumeéni ve formé mezery mezi dg(zx)
a mezi f(z) a velmi matoucim zpusobem pise fab dg(z)f(x).

(10) U Proposition 32 na strané 32 chybi predpoklad, ze dva ze ti{ vyrazu existuji.
(11) Student se zavazal Kurzweiluv integral znacit symbolem (K) jako Schwabik (1985), ale pii
pouzivani jiné literatury, Tvrdy (2012), tento integral bez varovéni oznacuje symbolem (SK).



(12) Ve vzorci (1.18) mé byt v prvnim integralu na pravé strané vytknuto F; pfed integral.

(13) Na pravé stané (1.19) u posledniho integrélu chybi diferencial dy;.

(14) Konstanta ay uzivand ve vzorci (1.27) a (1.34) neni zadefinovana.

(15) Za vzorcem (1.25) v izometrii 1jg7) — Bff ma byt misto T’ malé ¢.

(16) Vzorec (1.29) ma byt uveden pouze pro ¢ € €. O prvcich S totiz neni ukdzéno, ze by to byly
funkce, a pro né tak neni prava strana apriori definovana.

(17) Vnofeni || do # na str. 17 dole pro H < 1/2 neméa oporu v podkladové literature a ani
v diplomové praci.

(18) Symbol |P — 0| zavadény v pozndmce na strané 28 ma byt nejspis ve tvaru |P| — 0, ve kterém
se nasledné uziva.

(19) Véta na pomez stran 23 a 24 v dukazu véty 22 je nestastné formulovdna. Podle vSeho m4d byt
misto A v casti uvedené na strané 24 napsana piislusna norma déleni. Dalsi otazkou je, zda lze
spoléhat na nasledné tvrzeni It is well known that ... Podle vSeho je nasledné tvrzeni viceméné
pravdivé, ale autor timto obratem podstatnou cast dukazu vynechava a viceméné ji nechava na
pospas Ctenari, ktery vSak tuto pasaz muze opravnéné vnimat jako mezeru v dukazu. Pokud
je tvrzeni typu well known pravdivé, predpokladam, Zze pro studenta nebude zadny problém
dodat prislusny odkaz na literaturu, kde je korektné zformulovano tvrzeni, na které se relativné
neurcité student odkazuje.

(20) V prehledové ¢ésti prace na strané 37 u definice Anticipating integral chybi suma pies n € Ny.

(21) Na strané 7 na konci prvniho odstavce student bez jakéhokoli odkazu na néjaké matematic-
ké tvrzeni pise, ze ndasobny Wiener-Itouv integral nemuze byt definovan po trajektoriich, coz
v pifpadé, kdy se omezuje na deterministické integrandy, neni pravda. Pro funkci f € L?(X™)
totiz z tvrzenich téhoz odstavce okamzité plyne, ze existuje posloupnost elementarnich funkeci
(fn)52y € L2H(X™)N takovd, ze > [(f — fu)?du™ < oo. Pak ovsem W I, (f,) — W1, (f) skoro
jisté pro n — oo, a tedy W1, (f) zde muze byt definovana jako limita W1, (f,) v piipadech,
kdy tato limita existuje a jako nula jinak.

(22) Kromeé jiz zminénych zamén mezi slovy is a if student obcas vynechdva sloveso be v konstrukei
Let - be. V praci lze také narazit na néasledujici viceméné typografické chyby decompostion
(str. 2), aslo (13), functions (16), trajectiories (24), stochsatic (25), refference (35), Itointegral
(42), assumtpions (49), ptoblem (51), approcah (52), kurzweil-henstock (52), chybéjici n ve
spojeni: for a give n.

(23) Ve veéte 22 znaci student dvé odlisné véci symbolem v.

(24) Na konci vzorce (3.8) mé misto malého ¢ byt velké T

(25) Student na strané 33 opisuje formuli z knihy Qksendal (2008), aniz by vzal v dvahu, ze v préci
uvazuje jinou definici frakciondlniho integréalu lisici se o multiplikativni faktor.

Na zavér mi vzhledem k vyse uvedenym nedostatkum nezbyva nez konstatovat, ze predlozena préce
nespliuje pozadavky kladené na diplomovou praci na MFF UK a to z duvodu miry, zadvaznosti a krit-
ického rozmisténi naprosto tragickych nedostatku, které se vzhledem k prevazné kompilaénimu charak-
teru prace vymykaji jakékoli myslitelné predstavé o tom, jak by prace méla vypadat, aby byla mohla
byt za diplomovou uznana.

Bylo zadéni predlozenou praci splnéno ? patrné ANO, ovSem velmi chatrné

Jaka byla obtiznost zpracovdvaného tématu ? dostatecna

Je v préaci prispévek autora dostatecné specifikovan 7 | ANO

V ¢em spociva ? predevsim znéni a dukaz véty 40

Obsahuje préace vlastni dukaz néjakého tvrzeni ? podle véeho ANO

Obsahuje prace matematickou ¢ast s rigor6zné nékteré véty jsou spravné opsané a nékteré z nich patrné i plati,
a korektné zformulovanym textem 7 vlastni véta 40 neni formulovéna nejlépe,

pfili§ mnoho chyb o rigoréznosti nesvédci

Nejsou v préci zavazné faktické chyby ? v8echny chyby jsou odstranitelné, i kdyz nékteré jsou velmi zavazné
Jsou zdroje spravné citovany ? NE, kromé zminénych chyb je to obecné nevhodny zpusob odkazovani
Je prace po formalni strance v poradku 7 ¢lenéni préace je v poradku

Lze préci uznat jako diplomovou 7 ja bych to nedoporucoval - vzhledem k invazi tragickych chyb




