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Abstrakt

V diplomové práci je zformulována teorie středního pole pro náhodné systémy
korelovaných elektronů, kde se korelace způsobená Hubbardovou interakcí za-
počítává jen na úrovni Hartreeho přiblížení. Tato teorie je pak použita jednak
k určení vlivu elektronových korelací na hustotu rozdělení stavů, ale také k
určení vlivu neuspořádanosti na fázový diagram magnetického uspořádání.
Dále je teorie použita k určení dvouelektronových vrcholových funkcí. Kvan-
titativně je analyzován vliv síly elektronové korelace na analytické vlastnosti
a chování dvouelektronové vrcholové funkce.

Abstract

Mean-field theory for disordered systems of correlated electrons is construc-
ted, where correlations caused by Hubbard’s interaction are included in the
Hartree aproximation. This theory si then used to describe influence of electron
correlations on density of states and also to describe impact of disorder on
a phase diagram of ferromagnetic order. Further the theory is used to ob-
tain a two-particle vertex. Influence of a strength of electron correlations on
analycity and behaviour of the two-particle vertex is studied.



Kapitola 1

Úvod

1.1 Motivace

Díky studiu kondenzovaných soustav jsme schopni poznávat různé fyzikální
jevy, ale také připravovat materiály s novými vlastnostmi. Velmi podstatnou
část kondenzovaných systémů tvoří látky vyznačující se periodickou struktu-
rou. Několika teoretickým otázkám v rámci rozptylů valenčních slabě kore-
lovaných elektronů na náhodně rozmístěných příměsích v krystalech kovů je
věnována tato diplomová práce.

Krystal kovu je složen z atomů, které jsou k sobě tak blízko, že valenční
elektrony mohou přeskakovat z jednoho atomu na druhý. Jádra i elektrony na
sebe navzájem působí coulombickou silou a jsou také ovlivňovýny tepelnými
excitacemi. Hmota elektronů je v porovnání s hmotou jader zanedbatelná
a proto elektrony daleko pružněji reagují na změny rozložení potenciálu. Pro
teploty blízké absolutní nule je možné zanedbat tepelné kmity a tak se v této
situaci k popisu často používá adiabatická aproximace vnímající kov jako
mřížku nehybných jader s volně se pohybujícími elektrony tzv. elekronovým
plynem.

Coulombická síla je obecně dalekodosahová, avšak kladně nabitá hmotná
jádra jsou obklopena oblaky elektronů, takže je na delší vzdálenosti jejich
kladný náboj stíněn. Elektrony také díky své pohyblivosti a síle interakce
hbitě reagují na difuzním pohybem vzniklé fluktuace náboje a udržují tak
soustavu iontů a elektronů jako celek z větší vzdálenosti nábojově neutrální.
Coulombickou interakci tedy v jistém přiblížení můžeme vnímat jako pouze
mezielektronovou a navíc lokální, neboť má na elektrony vliv především při
lokálních změnách hustoty náboje [1].

Díky vzájemné interakci elektronů se v kovech vykytuje několik typů mag-
netického uspořádání [2]. V paramagnetické fázi nemají magnetické momenty
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KAPITOLA 1. ÚVOD 2

elektronů žádné vzájemně podmíněné uspořádání kromě lokálních korelací.
Na vnější magnetické pole reagují elektrony slabou souhlasnou orientací mo-
mentů a po jeho odstranění se opět ustanovuje neuspořádaný stav s nulovou
makroskopickou magnetizací.

Naproti tomu ve feromagnetické fázi se již dalekodosahové uspořádání
vyskytuje. Fáze je charakteristická nenulovou makroskopickou magnetizací v
určitém směru.

Antiferomagnetickou nazveme fázi, kdy se mřížka krystalu rozdělí na
dvě periodické podmřížky a na obou se vytvoří feromagnetický stav. Navzá-
jem jsou však magnetizace podmřížek orientovány opačné a proto je celková
makroskopická magnetizace nulová.

Nabývání jednotlivých magnetických fází je dáno mimojiné i silou cou-
lombické interakce a celkovým počtem elektronů v kovu. Je možné studovat
podmíky vzniku fázových přechodů a vytvořit fázový diagram v limitě nulové
teploty závilý na těchto dvou proměnných.

Elektrony v kovu však neovlivňuje pouze jejich vzájemná interakce, ale
například také nečistoty obsažené ve struktuře krystalu.

Jádra atomů ideálního krystalu tvoří prostředí dokonale periodického po-
tenciálu, které volné elektrony vůbec necítí a šíří se prostředím s nulovým
odporem. Čistý kov s dokonalou krystalickou mřížkou je tedy také dokona-
lým vodičem. Dokonalá translačně invariantní mřížka jader atomů je však
matematickým ideálem, který se v realitě nevyskytuje. Ve struktuře krystalu
se vytváří různé prostorové deformace, zlomy a odchylky od pravidelného
uspořádání. Zároveň se mohou v kovu vyskytnout různé příměsi či nečistoty,
které ani nemusí dodržovat pravidelnost mřížky.

Deformacemi a nečistotami se translační invariance naruší, což má za ná-
sledek vznik brzdné síly náhodného charakteru. Elektrony se vlivem náhodné
síly pohybují difusním způsobem a při vystavení nenáhodné vnější síle se ne-
pohybují zrychleně, nýbrž vytvářejí rovnovážný tok přímo úměrný vnější síle,
což se makroskopicky projevuje jako elektrický odpor.

Nečistoty způsobují další zajímavé jevy. V periodické mřížce krystalu, v
níž jsou náhodné atomy nahrazeny příměsemi, mají nečistoty velký vliv na
tvar hustoty stavů, kdy může dokonce dojít k jejímu rozštěpení a vzniku tzv.
zakázaných oblastí energií. Tyto jevy byly úspěšně popsány v rámci teorie
koherentního potenciálu. Nečistotami způsobené deformace hustoty rozdělení
stavů mají vliv na vodivost kovu, Velický [3].

Při dostatečně velké míře neuspořádanosti se může stát, že budou všechny
elektrony dané pevné látky lokalizované v různých malých částech vzorku a
žádný elektron se nebude pohybovat na větší vzdálenosti ani po přiložení
slabého elektrického pole. Tento jev, kdy se původně vodivý kov stane izo-
lantem a difuse elektronů zcela vymizí, se nazývá Andersonova lokalizace,
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Anderson [4].
Jednou z metod aproximativního řešení fyzikálních problémů, jejichž přesná

řešení nejsou známa, je konstrukce teorie středního pole [6]. Teorie střed-
ního pole jsou charakteristické tím, že splňují všechny požadované zákony
zachování a Wardovy identity. Jedině takové teorie mohou globálně simulo-
vat exaktní řešení způsobem prostým nefyzikálního chování.

Tyto vlastnosti splňuje teorie koherentního potenciálu CPA, která vznikla
na konci šedesátých let minulého století, Velický, Kirkpatrick a Ehrenreich [5].
Byla odvozena aproximací přesného řešení, kdy se zanedbaly korelace způso-
bené rozptylem na různých bodech mřížky a kdy se prostředí neuspořádaných
potenciálů nahradilo homogenním koherentním potenciálem majícím ve vý-
sledku na částice stejný rozptylový efekt. Metoda koherentního potenciálu se
stává přesnou v limitních případech malých a vysokých koncentrací příměsí,
slabého rozptylu a v atomové limitě.

Počátkem devadesátých let se podařilo odvodit CPA jako přesné řešení
Andersonova hamiltoniánu neuspořádaných elektronů v limitě vysoké prosto-
rové dimenze d →∞, Janiš [8], Metzner a Vollhardt [9], Vlaming a Vollhardt
[10]. Fakt, že je CPA přesným řešením této limity, garantuje fyzikálně správné
chování v celé škále parametrů a nabízí možnost rozvoje kolem tohoto řešení
v parametru 1/d.

1.2 Modely

Vlnové funkce volných elektronů v periodickém potenciálu jsou ve tvaru ro-
vinných vln. Nazývají se Blochovy funkce a tvoří bázi hybnostní reprezentace
stavů.

Základním způsobem popisu elektronů v kovu bude v této práci metoda
těsné vazby, u níž se předpokládá, že je elektron ovlivněn především atomem
na jehož orbitě se vyskytuje. Lokalizovaný elektron se nachází ve vlastním
stavu hamiltoniánu daného atomu a ostatní atomy na něj nepůsobí. Každou
Blochovu vlnovou funkci stavu pak lze rozepsat jako lineární kombinace ne-
překrývajících se vlnových funkcí vlastních stavů jednotlivých atomů - Wan-
nierových funkcí. Blochovy a Wannierovy funkce tedy tvoří bázi hybnostní a
bázi souřadnicové reprezentace stavů.

Dalším zjednodušením je uvažovat na atomech jen jeden možný energe-
tický stav resp. potenciálovou jámu V , představující energetickou hladinu
valenčního orbitalu. Potom nám v důsledku těsnovazebního popisu – kdy
sousední atomy jen slabě ovlivňují lokalizovaný elektron – z pásové struk-
tury energeticky závislé hustoty stavů zbyde jenom ta část, která popisuje
elektrony blízko Fermiho energie.
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Elektrony mohou mezi atomy přeskakovat, což se dá v bázi Wannierových
stavů vyjádřit nediagonálními členy hamiltoniánu. Náš popis bude obsahovat
pouze přeskoky mezi nejbližšími sousedy s konstantní amplitudou −t.

Výsledný silně zjednodušený hamiltonián můžeme použitím formalismu
druhého kvantování napsat ve tvaru tzv. Andesonova hamiltoniánu

Ĥ = −t
∑

〈ij〉σ
ĉ†iσ ĉjσ +

∑
iσ

Vi ĉ
†
iσ ĉiσ . (1.1)

Úhlové závorky představují sumaci přes nejbližší sousedy a σ značí spinové
stavy, které v modelu rozlišujeme podle čistých stavů ↑, ↓ ve směru libovolně
zvolené osy. Použité kreační ĉ†iσ a anihilační ĉiσ operátory splňují kanonické
antikomutační relace

{ĉ†iσ, ĉjτ} = δijδστ ,

{ĉ†iσ, ĉ†jτ} = {ĉiσ, ĉjτ} = 0 .

Naložíme-li na mřížku periodické okrajové podmínky, je kinetická část
hamiltoniánu Ĥ

Ĥkin = −t
∑

〈ij〉σ
ĉ†iσ ĉjσ

translačně invariantní a diagonalizovatelná v reprezentaci hybností. Vlastním
stavům v podobě Blochových rovinných vln odpovídají na d-dimenzionální
hyperkubické mřížce vlastní hodnoty energií

ε(k) = −2t

d∑
j

cos kj .

Potenciály Vi v hamiltoniánu (1.1) představují dle určitého pravděpo-
dobnostního rozložení náhodně rozeseté potenciály se zamrzlým (quenched)
typem neuspořádanosti. Přes tento typ neuspořádanosti se středuje až na
úrovni termodynamického potenciálu Ω definované

Ω =
〈
− 1

β
log Z

〉
av

, (1.2)

kde úhlové závorky představují středování přes všechny možné realizace ná-
hodného potenciálu a Z je partiční funkce

Z = Tr{e−β(Ĥ−µN̂)} . (1.3)
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Operátor N̂ je operátor celkového počtu částic a µ je chemický potenciál.
Mějme tzv. binární slitinu složenou ze dvou typů atomů. Potenciály je-

dotlivých typů atomů nechť jsou VA a VB s pravděpodobností výskytu PA a
PB = 1 − PA. Hamiltonián (1.1) potom odpovídá jedné konktrétní realizaci
rozmístění atomů a Vi nabývají odpovídajících hodnot VA či VB.

Mezielektronovou interakci, kterou budeme z výše uvedených důvodů po-
pisovat jako čistě lokální, popíšeme přidáním tzv. Hubbardova interakčního
členu

Ĥ = −t
∑

〈ij〉σ
ĉ†iσ ĉjσ + U

∑
i

ĉ†iσ ĉiσ ĉ†iσ̄ ĉiσ̄ +
∑
iσ

Vi ĉ
†
iσ ĉiσ , (1.4)

kde U značí sílu interakce. Označení σ̄ popisuje Pauliho vylučovacím princi-
pem určený komplementární spinový stav elektronu na stejné atomové orbitě.

Zaveďme operátor hustoty částic

n̂iσ = ĉ†iσ ĉiσ , (1.5)

termodynamicky vystředovanou hustotu částic

〈n̂iσ〉ter =
1
Z

Tr{ĉ†iσ ĉiσ e−β(Ĥ−µN̂)} , (1.6)

a teplotní Greenovu funkci

Gijσ(τ, τ ′) = − 1
Z

Tr{T [ ĉiσ(τ)ĉ†jσ(τ ′) e−β(Ĥ−µN̂) ] } , (1.7)

kde T je operátor časového uspořádání a teplotu τ chápeme ve smyslu imagi-
nárního času. Termodynamicky vystředovanou hustotu částic pak lze vyjádřit
pomocí teplotní Greenovy funkce

〈n̂iσ〉ter = lim
τ ′→τ−

Giiσ(τ, τ ′) =
1
β

∑
n

e−iωn0+ Giiσ(iωn) . (1.8)

Konstanta 0+ je malé kladné číslo, Giiσ(iωn) je fourierovský rozklad teplotní
funkce a iωn jsou imaginární diskrétní koeficienty – Matsubarovy frekvence
– ve tvaru

iωn = i(2n + 1)
π

β
. (1.9)

U statické interakce, kterou představují rozptyly elektornů na náhod-
ných potenciálech, se v CPA ve formalismu Greenových funkcí daří sepa-
rovat pohybové rovnice zvlášť pro každý z kvantových stupňů volnosti -
Matsubarových frekvencí. Avšak u plně dvoučásticové interakce, reprezen-
tované Hubbardovým členem, něco takového není možné. Rovnice pro jed-
notlivé Matsubarovy frekvence jsou navzájem provázané a tak jsou vzhledem
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k nekonečnému počtu stupňů volnosti neřešitelné. Snaha vypořádat se nějak
sofistikovaně s tímto tzv. couplingem Matsubarových frekvencí je rozhodně
mimo rámec této práce. Je tedy nutné přistoupit k další úpravě hamiltoniánu
a zjednodušit interakci na efektivně jednočásticový problém.

Interakční energii hamiltoniánu získáme termodynamickým vystředová-
ním Hubbardova členu 〈

U
∑

i

n̂iσn̂iσ̄

〉
ter

. (1.10)

Středování lze rozepsat do podoby

U
∑

i

〈niσ〉ter〈niσ̄〉ter + U
∑

i

〈
(n̂iσ − 〈niσ〉ter) (n̂iσ̄ − 〈niσ̄〉ter)

〉
ter

. (1.11)

Pro slabé U jsou výchylky hustoty částic od svých středních hodnot malé
a proto můžeme druhý člen – v těchto odchylkách kvadratický – zanedbat.
Zbylý člen můžeme upravit do tvaru

〈
U
∑
iσ

〈n̂iσ̄〉ter n̂iσ

〉
− U

∑
i

〈niσ〉ter〈niσ̄〉ter , (1.12)

a nahradit v hamiltoniánu (1.4) Hubbardův interakční člen výrazem

U
∑
iσ

〈n̂iσ̄〉ter n̂iσ − U
∑

i

〈niσ〉ter〈niσ̄〉ter , (1.13)

neboť ve zvoleném přiblížení přispívá do hamiltoniánu stejnou energií. Ha-
miltonián (1.4) tedy získá tvar

Ĥ = −t
∑

〈ij〉σ
ĉ†iσ ĉjσ+U

∑
iσ

〈n̂iσ̄〉ter ĉ†iσ ĉiσ+
∑
iσ

Vi ĉ
†
iσ ĉiσ− 1

2
U
∑
iσ

〈niσ〉ter〈niσ̄〉ter .

(1.14)
Hodnotu parametru 〈niσ〉ter určíme ze vztahu (1.6). Rovnici (1.6) lze také
odvodit z faktu, že je 〈niσ〉ter variačním parametrem grandkanonického po-
tenciálu, který ve stavu termodynamické rovnováhy splňuje podmínku

δΩ(〈niσ〉ter)
δ〈niσ〉ter = 0 . (1.15)

Rovnice (1.14) je konečná podoba hamiltoniánu, se kterým hodláme v
průběhu této práce pracovat a pro který vytvoříme teorii středního pole.
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1.3 Cíle práce

Úkolem práce bylo teoreticky studovat model, který by v sobě v přijatelné
formě popisu obsahoval jak neuspořádané náhodné potenciály tak i mezie-
lektronovou interakci, a soustředit se na některé jevy na úrovni jedno- a
dvoučásticových Greenových funkcí. Konkrétně byly v rámci diplomové práce
vytyčeny tyto cíle:

• Zobecnit CPA na neuspořádané systémy s mezielektronovou interakcí
v Hartreeho aproximaci a zkoumat vliv interakce na rozdělení hustoty
stavů respektive na rozštěpení pásu v limitě teploty absolutní nuly.

• Zabývat se vlivem neuspořádanosti na fázový diagram magnetického
uspořádání Hubbardova modelu v Hartreeho aproximaci při teplotě
absolutní nuly.

• Pokusit se zobecnit v CPA spočtenou dvoučásticovou úplnou a ireduci-
bilní vrcholovou funkci neuspořádaného systému na případ v Hartreeho
aproximaci započtené interakce.



Kapitola 2

Teorie středního pole
neuspořádaného paramagnetu

V první podkapitole odvodíme teorii středního pole pro hamiltonián (1.14).
V následující podkapitole budeme zkoumat vliv zjednodušeným způsobem
popsané mezičásticové interakce na rozložení hustoty stavů neuspořádaného
spinově nepolarizovaného systému. Upřesníme tvar odvozených rovnic do po-
doby vhodné pro numerické výpočty a konkétně specifikujeme parametry
systému. Pomocí upravené soustavy rovnic posléze numericky prozkoumáme
některé závislosti binárních slitin.

2.1 Teorie středního pole

Teorie CPA (Coherent Potential Approximation) je aproximace úspěšně po-
pisující neuspořádané systémy složené ze směsí atomů s různými potenciály.
V neuspořádaných systémech chápeme propagaci elektronu jako sled jeho
elementárních rozptylů na náhodných atomech vystředovaný přes všechny
možné konfigurace atomů v mříži. Myšlenkou CPA je efektivně nahradit roz-
ptyl elektronu na různých potenciálech propagací ve vhodně zvoleném homo-
genním prostředí, v němž v průměru vymizí rozptylový efekt jednoho bodu
mřížky.

Teorii CPA lze odvodit jako přesné řešení neuspořádaného systému v
limitě nekonečné dimenze, Janiš a Kolorenč [7].

Zkonstruovat použitelnou termodynamickou teorii středního pole systému
s neuspořádanými nečistotami znamená najít aproximativní řešení grandka-
nonického potenciálu středovaného přes všechny náhodné konfigurace sys-
tému

Ω̂(µ) = − 1
β

〈
log Tr exp{−βĤ + βµN̂}

〉
av

, (2.1)

8
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kde µ je chemický potenciál a N̂ operátor počtu částic.
Grandkanonický potenciál lze přepsat [6] jako funkcionál holého propa-

gátoru Ĝ
(0)
σ , plného propagátoru Ĝσ, selfenergie Σ̂σ a hustoty částic n̂σ,

Ω̂[µ; Ĝ, Σ̂, n̂σ] = − 1
β

〈
log Ẑ[Ĝ−1

σ + Σ̂σ, n̂σ, V̂ ]
〉

av
− 1

β
Tr log Ĝσ +

−1
2
U
〈
Tr n̂σn̂σ̄

〉
av
− 1

β
Tr log(Ĝ(0)−1

σ − Σ̂σ + µ) , (2.2)

Stopa operátoru Tr zahrnuje sčítání přes souřadnice, spiny i přes Matsuba-
rovy frekvence. Operátory jsou definovány nij = nii δ(i, j) a Vij = Vii δ(i, j).

Fyzikálně správné hodnoty volných parametrů Ĝσ, Σ̂σ a n̂σ jsou dány
podmínkami termodynamické rovnováhy

δ βΩ̂

δ Ĝ−1
σ

= 0 , (2.3)

δ βΩ̂

δ Σ̂σ

= 0 , (2.4)

δ βΩ̂
δ n̂σ

= 0 . (2.5)

Při konstrukci limity vysoké prostorové dimenze d → ∞ modelu je nutné
analyzovat chování důležitých fyzikálních veličin v této limitě. Předně je tu
požadavek konečné energie hamiltoniánu. To vede na nutnost odpovídajícího
škálování vstupních parametrů modelu. Uvažujeme-li hyperkubickou mřížku,
kde počet sousedů bodu označíme Z = 2d, je potřeba přeskokovou amplitudu
těsnovazebného modelu škálovat, Metzner a Vollhardt [9],

t = t∗/
√

2d , t∗ = konst . (2.6)

Limita vysoké dimenze se u propagátoru Ĝσ projeví mocninným poklesem
jeho mimodiagonálních maticových elementů. Podobným způsobem jsou na
dimenzi závislé i mimodiagonální maticové elementy selfenergie Σ̂σ. Na zá-
kladě dimenzionální závislosti lze Ĝσ a Σ̂σ rozepsat do rozkladu

Ĝσ = Ĝdiag
σ [d0] + Ĝoff

σ [d−1/2] , (2.7)

Σ̂σ = Σ̂diag
σ [d0] + Σ̂off

σ [d−3/2] .

Dosazením (2.7) do (2.2) můžeme grandkanonický potenciál v limitě vyso-
kých dimenzí přepsat do podoby

Ω̂[µ; Ĝσ, Σ̂σ, n̂σ] = − 1
β

〈
Tr log(Ĝdiag−1

σ + Σ̂diag
σ − V̂ − Un̂σ̄)

〉
av

+

−1
2
U
〈
Tr n̂σn̂σ̄

〉
av
− 1

β
Tr log Ĝdiag

σ − 1
β

Tr log(Ĝ(0)−1
σ − Σ̂diag

σ + µ) . (2.8)
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Jelikož je středovaný logaritmus diagonální v souřadnicích, zredukovalo se
středování přes všechny realisace potenciálů na mřížce na středování přes re-
alizace potenciálů v jednom bodě. Jediným nelokálním příspěvkem do grand-
kanonického potenciálu je holý propagátor Ĝ

(0)
σ .

Rovnice definující fyzikální hodnoty lokálních elementů diagonálních ope-
rátorů Ĝdiag

σ , Σ̂diag
σ a n̂σ získáme z podmínek (2.3), (2.4) a (2.5). V binární

slitině mají tyto rovnice tvar

1 =

〈
1

1 + [Σσ(iωn)− VA/B − UnA/Bσ̄] Gσ(iωn)

〉
, (2.9)

což je zobecnění tzv. Sovenovy rovnice, dále

Gσ(iωn) =
1
N

∑

k
Gσ(k, iωm) =

∫
ρ(0)(ε)

iωm + µ− Σσ(iωn, µ)− ε
dε , (2.10)

která určuje lokální element plného propagátoru a nakonec

nAσ =
1
β

∑
n

eiωm0+
1

1/Gσ(iωn) + Σσ(iωn)− VA − UnAσ̄

, (2.11)

díky níž určíme střední hustoty částic na atomech s potenciály VA či VB.
Označení Gσ a Σσ představuje lokální maticové elementy operátorů a ρ(0)(ε)
je hustota stavů volných elektronů.

Funkce komplexní proměnné Gσ(z) a Σσ(z) představují prodloužení ve-
dené body Matsubarových frekvencí, které je analytické v horní a dolní po-
lorovině a splňuje

f(z∗) = f ∗(z) . (2.12)

Sovenovu rovnici lze jednoduše přepsat do podoby

Gσ(z) =

〈
1

1/Gσ(z) + Σσ(z)− VA/B − UnA/Bσ̄

〉
. (2.13)

Označme

XA/Bσ(z) =
1

1/Gσ(z) + Σσ(z)− VA/B − UnA/Bσ̄

, (2.14)

pak je (2.13) rovno

Gσ(z) = PA XAσ(z) + PB XBσ(z) . (2.15)

Definujme celkovou hustotu částic nσ podle vztahu (1.8)

nσ =
1
β

∑
m

eiωm0+ Gσ(iωm) . (2.16)
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Hustotu n je možno rozepsat jako průměr hustot částic na atomech s poten-
ciály VA a VB

nσ = PAnAσ + PBnBσ . (2.17)

Dosazením (2.15) a (2.17) do (2.16) získáme

nA/B =
1
β

∑
m

eiωm0+ XA/B(iωm) , (2.18)

čímž jsme zrekonstruovali rovnici (2.11).
Sovenova rovnice (2.9) spolu s rovnicemi pro lokální element propagátoru

(2.10) a hustoty částic nA, nB (2.11) tvoří uzavřený systém rovnic. Dosazením
řešení pro všechny Matsubarovy frekvence do (2.8) získáme grandkanonický
potenciál systému v termodynamické rovnováze.

2.2 Vliv interakce na rozdělení hustoty stavů
v paramagnetu

Soustavu rovnic (2.9), (2.10) a (2.11) odvozenou v minulé podkapitole, bu-
deme řešit metodou iterace. Tuto soustavu lze poupravit do podoby, která
je vhodnější pro numerické řešení a zajišťuje fyzikální správnost výsledku.
Budeme popisovat systém v paramagnetickém stavu a proto u proměnných
nemusíme uvažovat spinová kvantová čísla.

Sovenovu rovnici (2.9) lze pozměnit do tvaru

Σnew(z) = Σ(z) +
1

G(z)
−
〈

1
1/G(z) + Σ(z)− VA/B − UnA/B

〉−1

. (2.19)

Tento tvar pro každý krok iterace garantuje splnění tzv. Hergoltzovy vlast-
nosti selfenergie, Müller-Hartmann [12],

ImΣ(z) ≶ 0 pro Imz ≷ 0 . (2.20)

Průběh iterace lze urychlit a stabilizovat poměrným směšováním starého a
nového výsledku selfenergie

Σ(z) = α Σnew(z) + (1− α) Σold(z) , (2.21)

kde se praxí osvědčila hodnota α
.
= 0, 3.

Sumaci přes Matsubarovy frekvence obsaženou v rovnici (2.18) je možné
díky metodě konturového integrálu (viz. příloha B) převést na integraci po
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reálné ose, která v limitě nulové teploty nabyde podoby

nA/B = − 1
π

0∫

−∞

Im
1

1/G(x + i0) + Σ(x + i0)− VA/B − UnA/B

dx =

= − 1
π

0∫

−∞

ImXA/B(x + i0) dx . (2.22)

Proměnná x + i0 představuje x s infinitezimálně malou kladnou imaginární
částí.

Pro spinově nepolarizovaný systém, řešíme ve výsledku soustavu rovnic
tvaru

Σnew(z) = Σ(z) +
1

G(z)
−
〈

1
1/G(z) + Σ(z)− VA/B − UnA/B

〉−1

, (2.23)

G(z) =

+∞∫

−∞

ρ(0)(ε)
z − ε− Σ(z) + µ

dε , (2.24)

nA/B = − 1
π

0∫

−∞
Im

1
1/G(x + i0) + Σ(x + i0)− VA/B − UnA/B

dx .(2.25)

Průběh hustoty stavů systému určíme z lokálního elementu propagátoru vzta-
hem

ρ(E) = − 1
π

ImG(E + i0) . (2.26)

Pomocí rozkladu plného propagátoru (2.15) můžeme ρσ rozložit na příspěvky

ρ(E) = PA ρA(E) + PB ρB(E) , (2.27)

kde

ρA(E) = − 1
π

ImXA(E + i0) . (2.28)

Díky (2.22) tedy v limitě nulové teploty platí

nA =
∫ 0

−∞
ρA(E + i0) dE . (2.29)

Dříve, než začneme s diskuzi různých závislostí získaných iterativním ře-
šením soustavy rovnic, musíme konktétně specifikovat parametry systému a
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zavést energetické škálování. Za rozdělení hustoty stavů volných elektronů
vezmeme tzv. rozdělení semieliptické, které je definováno předpisem

ρ(0)(E) = 2/πw2
√

w2 − E2 , |E| ≤ w ,
ρ(0)(E) = 0, |E| > w ,

(2.30)

a je symetrické kolem E = 0. Pološířka pásu w představuje škálovací pa-
rametr, který se standardně volí w = 1. Díky této volbě ρ(0)(E) můžeme
rovnici pro lokální element plného propagátoru (2.24) analyticky zintegrovat
(viz. příloha A).

Jevy spojené s neuspořádaností nezávisí na absolutních hodnotách po-
tenciálů, nýbrž na jejich vzdálenosti – tedy rozdílu. U binární slitiny proto
můžeme potenciály vždy volit tak, aby byly symetrické

VA =
1
2
wδ VB = −1

2
wδ δ = (VA − VB)/w . (2.31)

Charakter mezičásticové interakce je spojen se vstupními parametry síly in-
terakce U a chemického potenciálu µ. Ze soustavy rovnic (2.23) – (2.25) je
patrné, že selfenergie Σ(z) a jemu odpovídající rozdělení hustoty stavů ρ(E)
je plně určeno vstupními parametry PA, δ, ρ(0), U a µ charakterizujícími
systém.

Uměle držený paramagnetický stav je vhodný k základní ilustraci půso-
bení interakce na neuspořádaný systém. Závislost křivky hustoty stavů na
síle interakce U je vyobrazena na obrázcích č. 2.1 a č. 2.2. Je v něm názorně
vidět charakter působení interakce v paramagnetickém stavu, kdy působí
proti neuspořádanosti a zahlazuje vznilé rozštěpení pásu. Jak se síla interakce
zvyšuje, oba původně rozdělené pásy se posunují do oblasti vyšších energií,
přičemž levý pás se posunuje rychleji, a tak dochází k jejich splývání. Rych-
losti posunů obou pásů se však postupně zmenšují a pro vysoké U dochází k
restauraci posunutého semieliptického rozdělení volných elektronů.

Na obrázku č. 2.2 je v oblasti rozštěpení pásu vykreslen bod divergence
ρ(E) jehož původcem je pól Σ(z), Velický, Kirkpatrick, Ehrenreich [5], na-
cházející se podobně jako u klasického CPA v bodě průměru

εΣ = PA(VA + UnA) + PB(VB + UnB) = 〈VA/B〉+ Un . (2.32)

Divergentní bod ρ(E) je pouze numerickou chybou, která vzniká v důsledku
iterativního počítání selfenergie v místě pólu. Díky tomu můžeme pól Σ(z)
lokalizovat.

Interakcí způsobené jevy vysvětlíme na základě několika jednoduchých
úvah. Na obrázcích č. 2.3 a č. 2.4 jsou vykresleny průběhy ρA(E), ρB(E).
Z nich je patrno, že je rostoucí síla interakce navzájem více promíchává a
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posunuje je do oblasti vyšších energií. Dle vztahu (2.29) můžeme z těchto
průběhů usuzovat na průměrné lokální hustoty částic nA, nB z ploch pod
funkcemi na intervalu (−∞, 0).

Změny chemického potenciálu µ se na ρA, ρB projeví posuny funkcí po
energetické ose. Počátek energetické osy je totiž v bodě Fermiho energie, což
koresponduje s mezemi integrace v (2.25)

Konkrétní hustota částic získaná z rovnic (2.23) – (2.25) pro pevné U
je rovnovážným stavem dvou protichůdných tendencí. Velké nA posiluje po-
tenciál VA, zvyšuje potenciální energií částic v daném bodě a posunuje tak
celý pás ρA do oblasti vyšších energií, což způsobuje malé nA v následném
iteračním kroku a naopak.

Posuny rozkladů ρA(E), ρB(E) a tedy i ρ(E) při zvyšování U lze také
vysvětlit zvětšováním potenciální energie částic v daných bodech. Odlišné
rychlosti plynou z toho, že část pásu nalézající se v oblasti nižších energií je
při daném µ více zaplněná a tedy je pro ρA před U větší multiplikativní kon-
stanta. Pro velmi vysoká U již původní potenciály VA, VB nejsou podstatné.
Rozdíl mezi ”potenciály” VA + UnA a VB + UnB je minimální, pás je díky
konstantnímu µ velmi málo zaplněný a průběh hustoty stavů ρ(E) se tvarem
blíží semieliptickému rozdělení volných elektronů.

2.3 Závěr

V této kapitole jsme odvodili teorii středního pole pro hamiltonián (1.14) v
podobě uzavřeného systému rovnic (2.9), (2.10) a (2.18). Dále jsme zkou-
mali vliv interakce U na hustotu stavů ρ(E) systému v paramagnetickém
stavu. Obrázky č. 2.1 a č. 2.2 dokumentují fakt, že interakce působí proti
neuspořádanosti a proti štěpení pásu. Zároveň interakce U zvyšuje energii
všech stavů, tedy posunuje ρ(E) po energetické ose do oblasti vyšších ener-
gií. Vrátíme-li se však k popisu obsahujícímu spinová kvantová čísla, jsou
výše popisované procesy až na výjimky zastíněny fázovým přechodem, který
budeme popisovat v následující kapitole.
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Obrázek 2.1: Závislost ρ(E) na U při uměle udržovaném paramagnetickém stavu
pro parametry δ = 2, 0; PA = 0, 5 a µ = 1, 0.
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Obrázek 2.2: Vybrané prvky závislosti ρ(E) na U z obrázku č. 2.1
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Obrázek 2.3: Závislost rozkladu ρA(E) na U při uměle udržovaném paramagne-
tickém stavu pro parametry δ = 2, 0; PA = 0, 5 a µ = 1, 0. Rozklady odpovídají
hustotám stavů z obrázku č. 2.2.
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Obrázek 2.4: Závislost rozkladu ρB(E) na U při uměle udržované paramagnetické
fázi pro parametry δ = 2, 0; PA = 0, 5 a µ = 1, 0. Rozklady odpovídají hustotám
stavů z obrázku č. 2.2.



Kapitola 3

Feromagnetické řešení

V této kapitole se budeme zabývat konstrukcí fázového diagramu neuspořá-
daného systému. Dále pomocí soustavy rovnic (2.23) – (2.25) upravené pro
popis spinově polarizovaného systému prozkoumáme chování spinově závislé
hustoty stavů v systémech nacházejících se v magneticky uspořádané fázi. V
závěru kapitoly budeme studovat charakter hustoty stavů v neuspořádaných
systémech s větším počtem typů potenciálů.

3.1 Fázový diagram

Spočtěme nejdříve podle [2] podmínku fázového přechodu paramagnet-feromagnet
Hubbardova modelu v Hartreeho approximaci, ze kterého budeme v dalších
výpočtech vycházet. Definujme celkovou hustotu částic

n = nσ + nσ̄ (3.1)

a magnetizaci
m = nσ − nσ̄ . (3.2)

Mangetizace v tomto případě nabývá hodnot −1 ≤ m ≤ 1. Spinově závislé
hustoty elektronů lze díky takto zavedeným veličinám vyjádřit vztahy

nσ =
1
2

(n + m) , (3.3)

nσ̄ =
1
2

(n−m) . (3.4)

Spinová hustota počtu elektronů je také dána integrálem Fermiho-Diracovy
rozdělovací funkce přes hustotu stavů ρ(0)(ε)

nσ =

∞∫

−∞

ρ(0)(ε)

eβ(ε− 1
2Um− 1

2Un+µ) + 1
dε . (3.5)

17
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Zavedeme-li nový posunutý chemický potenciál µ∗ = µ− 1
2Un, stane se Fermiho-

Diracova funkce vzhledem k novému chemickému potenciálu v limitě nulové
teploty schodovitou funkcí Θ(µ∗ − ε− 1/2Um). Magnetizaci i celkovou hus-
totu počtu elektronů potom můžeme vyjádřit integrály

m =
∫

dε ρ(0)(ε) [Θ(µ∗ − ε− 1/2Um)−Θ(µ∗ − ε + 1/2Um)] , (3.6)

n =
∫

dε ρ(0)(ε) [Θ(µ∗ − ε− 1/2Um) + Θ(µ∗ − ε + 1/2Um)] . (3.7)

Fázový přechod nastane v okamžiku, kdy začne mít soustava rovnic kromě
řešení m = 0 zároveň další řešení pro m 6= 0. Sílu interakce U , pro niž tato
situace nastane nazveme kritickým Uc. Podmínku pro Uc získáme rozvojem
pravé strany rovnice (3.6) do Taylorovy řady v parametru m kolem m = 0.
Pro malý parametr m stačí rozvoj provést do lineárního řádu. Pokrácením m
na obou stranách získáme tzv. Stonerovu podmínku vzniku feromagnetické
fáze při nulové teplotě

1 = ρ(0)(µ∗)Uc . (3.8)

Hubbardův model má jistou částicově-děrovou symetrii, díky níž je fázový
diagram symetrický kolem n = 1. Kreační d†σ a anihilační dσ děrové operátory
můžeme zavést tím, že anihilaci elektronu chápeme jako kreaci díry a naopak.
Vakuovým stavem je pro děrové vyjádření zcela zaplněný pás |FB〉

cj σ |FB〉 = −d†jσ̄ |0〉 , (3.9)

c†j σ |FB〉 = djσ̄ |0〉 . (3.10)

V děrovém vyjádření lze Hubbardův hamiltonián přepsat do podoby

Ĥe = Ĥd + UN(1− nd) , (3.11)

kde N je počet bodů mřížky a nd střední hustota děr. Energetický přepo-
čet mezi jinak stejnými hamiltoniány není závislý na typu magnetické fáze.
Proto je částicový problém fázového přechodu shodný s děrovým. Magnetická
fáze stavu elektronů o hustotě n je tedy shodná se stavem 2 − n. Hartreeho
aproximace tuto symetrii dodržuje.

Kritické Uc pro fázový přechod binární slitiny určíme stejnou konstrukcí
jako Stonerovu podmínku. Magnetizace binární slitiny je definována vztahem

m = PA mA + PB mB , (3.12)

kde platí
mA = nσA − nσ̄A . (3.13)
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Taylorovým rozvojem (3.12) kolem m = 0 do prvního řádu získáme vztah

1 = PA
dmA

dm

∣∣∣∣
m=0

+ PB
dmB

dm

∣∣∣∣
m=0

. (3.14)

Derivace dmA/dm a dmB/dm získáme z (3.13) postupným derivováním rov-
nic (2.9), (2.10) a (2.11)

Gσ(z) =

〈
1

1/Gσ(z) + Σσ(z)− VA/B − 1
2U(nA/B −mA/B)

〉
(3.15)

Gσ(z) =
∫

ρ(0)(ε)
z − Σσ(z)− ε + µ

dε , (3.16)

nσ̄A =
1
β

∑
m

eiωm0+

1/Gσ̄(iωm) + Σσ̄(iωm)− VA − 1
2U(nA + mA)

. (3.17)

Díky podmínce nulové magnetizace se výsledné rovnice stávají spinově nezá-
vislé. Proto od značení spinového stavu upustíme. Označíme-li

R(z) =

∞∫

−∞

ρ(0)(ε)
(z − ε− Σ(z) + µ)2

dε , (3.18)

a dále

W (z) =
G2(z)−R(z)

G2(z)R(z) +
〈
X2

A/B(z)
〉

[G2(z)−R(z)]
, (3.19)

můžeme derivace vyjádřit vztahem

dmA

dm
=

U

β

∑
n

X2
A(iωn)W (iωn)

〈
X2

A/B(iωn)
dmA/B

dm

〉
+

− U

β

∑
n

X2
A(iωn)

dmA

dm
, (3.20)

dmB

dm
=

U

β

∑
n

X2
B(iωn)W (iωn)

〈
X2

A/B(iωn)
dmA/B

dm

〉
+

− U

β

∑
n

X2
B(iωn)

dmB

dm
, (3.21)

kde derivace dmA/dm i dmB/dm bereme v bodě m = 0.
Získali jsme tak soustavu tří nelineárních rovnic (3.14), (3.20), (3.21) pro

tři neznámé U , dmA/dm, a dmB/dm. Soustavu se však nepodařilo numericky
uspokojivě vyřešit.



KAPITOLA 3. FEROMAGNETICKÉ ŘEŠENÍ 20

Rozepíšeme-li středování obsažené v rovnicích (3.20) a (3.21)
〈

X2
A/B(iωn)

dmA/B

dm

〉
=

〈
X2

A/B(iωn)

〉〈
dmA/B

dm

〉
+

+ PAPB(X2
A −X2

B)

(
dmA

dm
− dmB

dm

)
, (3.22)

můžeme v přiblížení slabé neuspořádanosti zanedbat druhý člen. V důsledku
toho nahradíme střední hodnotu součinu součinem středních hodnot. Vystře-
dováním rovnic (3.20) a (3.21) získáme
〈

dmA/B

dm

〉
=

U

β

∑
n

[ 〈
X2

A/B(iωn)
〉

W (iωn)− 1
]〈

X2
A/B(iωn)

〉〈
dmA/B

dm

〉
,

(3.23)
což s použitím (3.14) dává výslednou Stonerovu podmínku pro binární slitinu
lineární v U

− 1
Uc

=
1
β

∑
n

〈
X2

A/B(iωn)

〉
R(iωn)G2(iωn)

R(iωn)G2(iωn) +

〈
X2

A/B(iωn)

〉
[G2(iωn)−R(iωn)]

.

(3.24)
Tato podmínka je přímo zobecnitelná na neuspořádané systémy s větším

počtem typů potenciálů.
Výsledek musí nabývat správných limit pro případy PA = 0 či GA = GB,

jež jsou v obou případech rovny

− 1
Uc

=
1
β

∑
n

R(iωn) . (3.25)

Je tedy nutno zjistit, čemu se rovná výraz

1
β

∑
n

∞∫

−∞

ρ(0)(ε)
(iωn − ε + µ∗)2

dε . (3.26)

Prohozením integrace se sumací a použitím metody konturového integrálu
dostáváme pro β →∞ požadovanou shodu se Stonerovou podmínkou

1
β

∑
n

R(iωn) = ρ(0)(µ∗) . (3.27)

Zbývá provést diskusi aproximace. Z rovnice (3.22) plyne, že je oprávněná,
pokud je jedna z pravděpodobností infinitezimálně malá – tedy např. PA → 0
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– nebo je-li mezi propagátory XA a XB velmi malý rozdíl – to je dáno
VA → VB.

Jelikož je člen na pravé straně (3.24) funkcí G(z) a Σ(z), je analytickou
funkcí komplexní proměnné v obou komplexních polorovinách splňující

f(z)∗ = f(z∗) . (3.28)

V limitě |z| → ∞ klesá úměrně 1/z2 a tak lze sumaci přes Matsubarovy
frekvence převést pomocí metody konturového integrálu na integrál po reálné
ose, což je výhodný tvar pro numerické výpočty.

Stejný výsledek, jakým je vztah (3.24), lze získat i hledáním bodu diver-
gence magnetické susceptibility χ v závislosti na síle interakce U . Magnetická
susceptibilita je veličina charakterizující odezvu látky na změnu vnějšího
magnetického pole h. Při nulové magnetizaci a nulovém vnějším magnetickém
poli je definována

χ =
dm

dh

∣∣∣∣
h = m = 0

=

〈
dn↑A/B

dh
− dn↓A/B

dh

〉∣∣∣∣
h = m = 0

. (3.29)

Vyjádřením této susceptibility ze Sovenovy rovnice (2.9) a lokálního elementu
propagátoru

Gσ(z) =

∞∫

−∞

ρ(0)(ε)
z − Σσ(z)− ε− h + µ

dε , (3.30)

získáme za použití stejného přiblížení plynoucího z (3.22) výraz, který se
stává divergentním právě, pokud je splněna podmínka (3.24).

Při numerických výpočtech byl iterativně řešen systém rovnic

Σ(z) = Σ(z) + 1/G(z)−
〈

1
1/G(z) + Σ(z)− UnA/B − VA/B

〉−1

,

G(z) =
∫ ∞

−∞

ρ(0)(ε)
z − Σ(z)− ε + µ

dε ,

R(z) =
∫ ∞

−∞

ρ(0)(ε)
(z − Σ(z)− ε + µ)2

dε ,

nA =
1
β

∑
n

[1/G(iωn) + Σ(iωn)− UnA − VA]−1 ,

− 1
U

=
1
β

∑
n

〈X2
A/B(iωn)〉 R(iωn)G2(iωn)

R(iωn)G2(iωn) + 〈X2
A/B(iωn)〉[G2(iωn)−R(iωn)]

.

Všechny sumace přes Matsubarovy frekvence je možné převést metodou kon-
turového integrálu na intergraci po reálné ose. Stejně, jako u lokální části
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propagátoru G(z) lze i integraci v R(z) pro semieliptické rozdělení hustoty
stavů přímo spočítat (viz. příloha A).

Získané závislosti ilustrují grafy na obrázcích č. 3.1 a č. 3.2. Obrázek č.
3.1 znázorňuje závislost křivky fázového přechodu Uc(n) na velikosti rozdílu
potenciálů δ při shodné koncentraci atomů PA = 0, 5. Pokud se rozdíl δ zvět-
šuje, fázový přechod nastává až pro vyšší U . Magneticky uspořádaná fáze
se tedy budí obtížněji a celá křivka se posunuje do oblasti větších hodnot
interakce. Na obrázku č. 3.2 jsou vykresleny křivky fázového přechodu Uc(n)
pro různé koncentrace PA při konstantním rozdílu δ. Změna poměru složení
slitiny má na křivku fázového přechodu slabý vliv. Způsobuje především vy-
chýlení průběhu Uc(n) ze symetrie kolem bodu n = 1.

Rozpis celkové magnetizace (3.12) ani z ní odvozená podmínka (3.14) ne-
rozlišuje jednotlivá znaménka magnetizací mA a mB či jejich derivací dmA/dm
a dmB/dm. Odvozená podmínka (3.24) vzniku magneticky uspořádané fáze
proto zahrnuje jak vznik fáze, ve které mají mA i mB stejná znaménka, tak i
fáze, v níž mají magnetizace mA a mB znaménka opačná. Oba tyto typy mag-
netického uspořádání se v neuspořádaných systémech v závislosti na velikosti
chemického potenciálu µ vyskytují a budeme se jimi zabývat v následující
podkapitole.

Fázový diagram Uc(n) vykazuje jistou symetrii. Tu můžeme nahlédnout
ze symetrie částicově děrové, která budí i symetrii hustoty stavů ρ(E). Neu-
spořádaný systém se započítáním vlivu interakce je principielně z děrového
i částicového hlediska shodný problém až na energetický přepočet. Děrovou
hustotu stavů získáme z částicové jejím převrácením do záporných energií
ρd(E) = ρe(−E). Přisoudíme-li totiž elektronovým dírám zápornou energii,
můžeme na jejich systém aplikovat princip nabývání stavu s minimální ener-
gií.

Popis systému s hustotou n částic o poměru PA : PB tak koresponduje se
systémem s hustotou (2−n) děr o opačném poměru PB : PA. To díky ekviva-
lentnosti chování částice a díry odpovídá stejnému systému částic. Kriteria
vzniku magnetické fáze jsou shodná pro částicový i děrový popis neboť jsou
spinově závislé hustoty vázány celkovým součtem ne σ + nd σ = 1. Fázový
diagram je proto symetrický vůči transormaci

n → 2− n , (3.31)

PA → 1− PA .

Z ekvivalence chování částice a díry též plyne, že funkce ρ(E) systému čás-
tic s hustotou n o poměru PA : PB a systému částic s hustotou (2 − n) o
poměru PB : PA jsou až na posunutí zrcadlově symetrické pro každé U v
paramgnetickém stavu.
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Obrázek 3.1: Závislost fázového diagramu Uc(n) binární slitiny na velikosti rozdílu
potenciálů δ při koncentraci PA = 0, 5.
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Obrázek 3.2: Závislost fázového diagramu Uc(n) binární slitiny na míře koncent-
race PA jednotlivých prvků při konstantním rozdílu potenciálů δ = 0, 7.
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3.2 Magnetické fáze

Chceme-li studovat charakter fázových přechodů a průběhy hustot stavů
v magneticky uspořádaných fázích, musíme při iterativním řešení soustavy
(2.23) – (2.25) uvažovat spinově závislé veličiny Gσ(z), Σσ(z) a nσA/B. Ná-
sledně ze vztahu (2.26) získáme spinově závislé hustoty stavů ρσ(E) a ρσ̄(E).

V neuspřádaném binárním systému se vyskytují dva typy magnetického
uspořádání. Prvním z nich je čistý feromagnetiký stav, kdy jsou střední mag-
netizace mA, mB na atomech s potenciály VA, VB orientovány souhlasně. Dru-
hým typem manetického uspořádání je fáze, v níž jsou mA a mB orientovány
opačně.

Případ čistého feromagnetického uspořádání systému s malou hustotou
částic popisují obrázky č. 3.3 a č. 3.4. Fázi s opačnou orientací dílčích mag-
netizací mA a mB se věnují obrázky č. 3.5 – 3.8. V případě téměř zaplněnéh
pásu, se opět realizuje čistě feromagnetický stav, což ilustrují obrázky č. 3.9
a č. 3.10. Velikost makroskopické magnetizace pro konkrétní U lze vypozo-
rovat z průběhů funkcí ρσ, ρσ̄ a jimi určených lokálních hustot částic nσ, nσ̄.
Fakt, zda se jedná o stav čistě feromagnetický či s opačnou orientací mA a
mB určíme z průběhů hustot stavů ρAσ, ρAσ̄, ρBσ, a ρBσ̄. Z těchto grafů lze
vyčíst příspěvky mA a mB k celkové magnetizaci.

Průběhy hustot stavů ρσ(E) a ρσ̄(E) jsou závislé nejen na interakci U , ale
také na chemickém potenciálu µ. Podle toho, jakým způsobem chemický po-
tenciál µ mění podobu závisloti hustot stavů ρ(E) na U , můžeme vytvořit tři
charakteristické oblasti. Ve dvou z nich se systém v reakci na rostoucí sílu in-
terakce vyznačuje feromagnetickým uspořádáním, zbývající představuje fázi
s opačnou orientací magnetizací mA, mB. Abychom mohli blíže popsat tato
chování, zkoumejme nejprve spinově závislé hustoty stavů v jednotlivých ob-
lastech.

V první oblasti je µ malé. Funkce ρσ a ρσ̄ na sílící U reagují velmi slabě,
neboť jsou pásy téměř nezaplněné. Pro vyšší U se hustoty stavů lehce po-
souvají do oblastí vyšších energií. Toto je vidět na obrázcích č. 3.3 a č. 3.4.
V druhé oblasti středně vysokého µ je v pro chování ρσ i ρσ̄ typickým jevem
poměrně rychlé štěpení pásu po fázovém přechodu, což je dobře vidět na
obrázcích č. 3.5 a č. 3.6. Třetí oblast - oblast vysokých hodnot chemického
potenciálu - je charakteristická tím, že jsou oba pásy po fázovém přechodu
opět kompaktní a na rostoucí U reagují ρσ a ρσ̄ posuny v opačných smě-
rech po energetické ose. Rozdělení ρσ se tedy v této oblasti poměrně rychle
posunuje do oblasti vyšších energií, kdežto směr posunu ρσ̄ se po fázovém
přechodu obrací druhým směrem. Toto je dobře vidět na obrázcích č. 3.9 a
č. 3.10.

Chování rozkladů ρA/Bσ a ρA/Bσ̄ v mnoha ohledech kvalitativně korespon-
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duje s původními rozděleními. Nicméně v chování ρA/Bσ̄ se objevují některé
nové, důležité detaily. V části první oblasti – oblasti malého chemického po-
tenciálu – a především v celé oblasti druhé dochází při fázovém přechodu
ke vzájemnému přeskupení ρAσ̄ a ρBσ̄, které je přehledně vidět na obrázcích
č. 3.7 a č. 3.8. V důsledku toho se stavy ρBσ̄ mohou stát v porovnání s pa-
ramagnetickou fází energeticky výhodnější a naopak ρAσ̄ výhodné méně. V
oblasti vysokého chemického potenciálu se toto přeskupení ρAσ̄ a ρBσ̄ pro-
vede v průběhu fázového přechodu dvakrát velmi rychle za sebou a tak se ve
výsledku nic nezmění. Rozklady ρAσ a ρBσ tyto nové jevy postrádají a celém
rozmezí µ se chovají podle předpokladů známých z paramagnetického stavu.

Skloubení těchto důležitých prvků chování v jednotlivých oblastech che-
mického potenciálu µ vyúsťuje ve vznik odlišných magnetických uspořádání
při fázovém přechodu. V první oblasti, která se vyznačuje malými hustotami
částic, pásy jen málo reagují na rostoucí U. Hustota ρσ̄ se do oblasti vyšších
energií posunuje více než ρσ, což má za následek vznik feromagnetu a to i
přesto, když se u ρσ̄ začíná projevovat rozstěpení pásu. Tento typ feromag-
netu je znázorněn na obrázcích č. 3.3 a č. 3.4.

V druhé oblasti se u obou hustot ρσ i ρσ̄ štěpí pás. Spolu s výměnou pořadí
ρAσ̄ s ρBσ̄ to má za následek, že pro elektrony lokalizované na potenciálech
VA je energeticky výhodnější orientace spinu ve směru σ, kdežto pro zbylé
elektrony na potenciálech VB je výhodnější orientace opačná. Stav se tak
nachází ve fázi s opačnou orientací magnetizací mA, mB. K tomuto typu
uspořádání se vyjadřují obrázky č. 3.5 – 3.8.

Ve třetí oblasti jsou pásy téměř zaplněné a hustoty částic poměrně vysoké.
Již opět kompaktní rozdělení hustot stavů ρσ a ρσ̄ na rostoucí U silně reagují
svými protichůdnými posuny. Z obrázků č. 3.9 a č. 3.10 je vidět, že je pro
všechny elektrony výhodná orientace spinu jedním směrem. Vytvořilo se tedy
uspořádání čistě feromagnetické.

Stav s opačnou orientací magnetizací mA, mB u neuspořádaných systémů
stejně jako antiferomagnetická fáze u Hubbardova modelu bez nečistot vzniká
přibližně kolem polovčního zaplnění pásu n = 1. Tyto fáze jsou však odlišné
v tom, že v neuspořádaném případě nejsou podmřížky, které vzájemně kom-
penzují své magnetizace, nijak periodické.

Opačně orientovaná fáze vzniká u neuspořádaných systémů i v situaci
nerovnoměrného zastoupení jednotlivých druhů atomů, tedy v situaci, kdy
se magnetizace mA, mB vzájemně makroskopicky nevyruší. Tato fáze se však
pro PA → 0 stává méně stabilním, přechodným stavem, který pro vyšší U
přechází ve feromanget.

Při této diskusi existence různých magnetických fází nesmíme zapomínat
na důležitý fakt, že uvažované magnetizace mA a mB mají původ ve vystředo-
vaných veličinách. Skutečné lokální magnetické uspořádání mřížky může být
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Obrázek 3.3: Příklad čistě feromagnetického magnetického uspořádání pro malé
hodnoty chemického potenciálu µ. Závislost ρσ(E) na U pro parametry δ = 1, 3;
PA = 0, 5 a µ = −0, 5.

- v závislosti na realizaci rozmístění potenciálů - proměnlivé. Hranice mezi
fázemi, které se v průměru jeví buď jako čistý feromagnet se souhlasnou ori-
entací mA a mB nebo jako fáze s orientací opačnou, nemusí být nikterak
ostrá.

3.3 Systémy s více typy potenciálů

Ačkoli se z neuspořádaných systémů nejčastěji zkoumají binární slitiny, je vy-
vinutý aparát obecně použitelný pro jakékoliv pravděpodobnostní rozložení
výskytu různého počtu potenciálů. Ze všech variací možností byla prozkou-
mána závislost hustot stavů na U u systémů s počtem l potenciálů symetricky
rozložených kolem nuly v intervalu δ = Vmax−Vmin = 2Vmax s rovnoměrným
rozložením pravděpodobnosti výskytu P = 1/l.

Obrázek č. 3.11 shrnuje typické chování systému pro relativně malou hus-
totu počtu potenciálů v intervalu δ. Fázový přechod se stává relativně kom-
plikovaným procesem, pásy se štěpí na více samostatných částí. V závislosti
na parametrech systému mohou díky více hladinám potenciálů vzniknout
různé variace magneticky uspořádaných fází. Na obrázku je hustota stavů
čistě feromagnetické fáze.

Obrázek č. 3.12 ilustruje fázi s opačně orientovanými magnetizacemi částí
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Obrázek 3.4: Příklad čistě feromagnetického magnetického uspořádání pro malé
hodnoty chemického potenciálu µ. Závislost ρσ̄(E) na U pro parametry δ = 1, 3;
PA = 0, 5 a µ = −0, 5.
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Obrázek 3.5: Magnetické uspořádání s opačnou orientací dílčích magnetizací. Zá-
vislost ρσ(E) na U pro parametry δ = 0, 6; PA = 0, 4 a µ = 0, 5.
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Obrázek 3.6: Magnetické uspořádání s opačnou orientací dílčích magnetizací. Zá-
vislost ρσ̄(E) na U pro parametry δ = 0, 6; PA = 0, 4 a µ = 0, 5.
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Obrázek 3.7: Ilustrace výměny pořadí rozkladů hustot stavů při fázovém pře-
chodu. Závislost ρAσ̄(E) na U pro parametry δ = 0, 6; PA = 0, 4 a µ = 0, 5.
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Obrázek 3.8: Ilustrace výměny pořadí rozkladů hustot stavů při fázovém pře-
chodu. Závislost ρBσ̄(E) na U pro parametry δ = 0, 6; PA = 0, 4 a µ = 0, 5.
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Obrázek 3.9: Plně feromagnetický fázový přechod pro systém s vysokým chemic-
kým potenciálem µ. Závislost ρσ(E) na U pro parametry δ = 0, 8; PA = 0, 5 a
µ = 2, 7.
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Obrázek 3.10: Plně feromagnetický fázový přechod pro systém s vysokým che-
mickým potenciálem µ. Závislost ρσ̄(E) na U pro parametry δ = 0, 8; PA = 0, 5 a
µ = 2, 7.

systému. Systém má poměrně vysokou hustotu potenciálů v intervalu δ. U
tak vysoké hustoty můžeme předpokládat, že koresponduje s chováním spo-
jitého rozdělení potenciálů. V paramagnetické fázi je pás spojitý a po výše
zmíněném fázovém přechodu se štěpí maximálně na dvě i když třeba nestejně
mohutné větve.

Celkově můžeme rozdělení systémů na tři oblasti dle vzniklého magnetic-
kého uspořádání zobecnit i pro systémy s více potenciály.

Podobně jako v klasickém CPA či v paramagnetickém stavu interagujícího
systému se i v případě magneticky uspořádané binární slitiny může v mezeře
rozštěpeného pásu hustoty stavů nalézat pól selfenergie indikovaný náhlou
divergencí numerického řešení hustoty stavů - viz. např. obrázky č. 3.5 a
č. 3.6. Z tohoto pohledu velmi zajímavé jevy se mohou objevit v případě
systému složeného z více typů potenciálů což je vidět na obrázku č. 3.11. Zde
nastala situace, kdy se pás rozštěpil na tři poměrně vzdálené pásy a v obou
mezerách se objevil pól.

3.4 Závěr

V této kapitole jsme prozkoumali vliv neuspořádanosti na vznik feromagnetu.
V úvodu jsme odvodili zobecnění Stonerovy podmínky pro neuspořádané sys-
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Obrázek 3.11: Ilustrace průběhů hustoty stavů pro plně feromagnetické uspořá-
dání systému s malou koncentrací potenciálů. Závislost ρσ̄(E) na U pro parametry
l = 6; P = 1/6; δ = 2, 0 a µ = 0, 0.

témy (3.24). Pomocí této podmínky jsme následně sestrojili fázové diagramy
pro různé parametry systému - obr. č. 3.1 a obr. č. 3.2. Z těch vyplývá, že
neuspořádanost činí fázový přechod obtížnějším a vzniká až pro vyšší U . Zá-
sadní vliv na charakter tvaru křivky Uc(n) však nemá. Odlišný poměr složení
slitiny se ve fázovém diagramu projevuje především změnou jeho symetrie.
Fázový diagram je symetrický vůči transformaci (3.31).

Dále jsme zkoumali průběhy spinově závislých hustot stavů v magne-
ticky uspořádaných fázích. V binárních neuspořádaných systémech vznikají
v závislosti na chemickém potenciálu µ dva typy magnetického uspořádání.
Prvním z nich je plně feromagnetická fáze, kdy jsou dílčí magnetizace mA,
mB orientovány souhlasně. Toto uspořádání ilustrují obrázky 3.3 – 3.4 a 3.9
– 3.10. Druhým možným uspořádáním je fáze, kde jsou dílčí magnetizace
orientovány opačně - viz. obr. č. 3.5, obr. č. 3.6. Tato magnetická uspořádání
se vyskytují i u systémů s více typy potenciálů, obr. č. 3.11 a obr. č. 3.12.

U systémů složených z více typů potenciálů, jejichž pás hustoty stavů se
po fázovém přechodu rozštěpil na několik oddělených částí, se podařilo nalézt
více pólů selfenergie Σ(z), viz. obr. č. 3.11.
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Obrázek 3.12: Ukázka průběhů hustoty stavů pro ne plně feromagnetické uspo-
řádání systému s vysokou koncentrací potenciálů. Závislost ρσ̄(E) na U pro para-
metry l = 300; P = 1/300; δ = 1, 0 a µ = 0, 8.



Kapitola 4

Dvoučásticová funkce

V úvodu kapitoly odvodíme termodynamicky konzistentní ireducibilní vrchol
dvoučásticové funkce a také jeho aproximativní vyjádření. Budeme diskuto-
vat některé vlastnosti dvoučásticového vrcholu, především vliv interakce na
existenci a charakter difuzního pólu. V závěru prozkoumáme analytické vlast-
nosti samotného ireducibilního vrcholu.

4.1 Odvození ireducibilního vrcholu

Termodynamické vlastnosti systému v rovnováze jsme schopni určit z jed-
nočásticové Greenovy funkce. Ta však neobsahuje veškerou informaci o sys-
tému. Chceme-li studovat transportní jevy v kovu, musíme být schopni určit
dvoučásticový propagátor. Zavedeme-li v souřadnicové reprezentaci označení
(r, τ) = 1, můžeme rozepsat dvoučásticovou Greenovu funkci do tvaru

G(2)(12; 1′2′) = G(11′) G(22′)−G(12′) G(21′) +

+G(13) G(24) Γ(34; 3′4′) G(3′1′) G(4′2′) , (4.1)

v němž Γ je tzv. vrcholová funkce, kterou lze definovat pomocí ireducibilního
elektron-děrového vrcholu λ ve formě Betheho-Salpeterovy rovnice

Γ(12; 1′2′) = λ(12; 1′2′) + λ(12; 3′4′) G(3′3) G(4′4) Γ(34; 1′2′) . (4.2)

Termodynamicky správnou je aproximace produkující jednočásticové a
dvoučásticové propagátory splňující stejné zákony zachování jako přesná ře-
šení. Zavedeme-li do systému libovolnou nelokální, časově závislou vnější po-
ruchu Ũ tvaru

Ũσσ′(1, 1′) = uσσ′(1, 1′) ĉ†σ(1)ĉσ′(1
′) , (4.3)

33
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můžeme určit ireducibilní vrchol λ vztahem, Baym, Kadanoff [11]

δΣσσ′(12, Ũ)

δGνν′(34, Ũ)

∣∣∣∣
Ũ=0

= λσν′νσ′(14; 32) . (4.4)

Splňuje-li G(Ũ)|Ũ=0 požadované zákony zachování, je i takto získaná λ ter-
modynamicky korektní.

Uvedeme-li do systému poruchu Ũ , je narušeno zachování hybnosti, ener-
gie popřípadě i spinu. Greenovy funkce se tak stanou závislé na dvou energe-
tických proměnných a spinech. Sovenova rovnice, Janiš a Kolorenč [7], nabyde
podoby

Gσσ′(iω1, iω2; Ũ) =
〈[

G−1
σσ′(iω1, iω2; Ũ)+Σσσ′(iω1, iω2; Ũ)−UnA/B(Ũ)−VA/B

]−1〉
,

(4.5)
v níž veličina nA/B(Ũ) získá tvar

nA(Ũ) = δ(σ̄, σ̄′) TrXA σ̄σ̄′(iω, iω′) , (4.6)

kde stopa Tr sumuje přes Matsubarovy frekvence iω a iω′.
Jelikož jsou Σ a G lokální a na souřadnicích nezávislé, bude i λ lokální a

na souřadnici nezávislá veličina.
Z rovnice (4.5) spočteme vzorcem (4.4) ireducibilní vrchol

λσν′σ′ν(iω1, iω4; iω2, iω3) =
δΣσσ′(iω1, iω2)
δGνν′(iω3, iω4)

=

= δ(iω2, iω4)δ(iω1, iω3)

[
1

Gσ(iω1)Gσ′(iω2)
− 1
〈Xσ(iω1)Xσ′(iω2)〉

]
+

+ δ(iω1, iω2)δ(iω3, iω4)
U

β

1
〈X2

σ(iω1)〉

〈
X2

σ(iω1)

1− U2

β2 TrX2
σ̄ TrX2

σ

X2
σ̄(iω3)

G2
σ̄(iω3)

〉
+

+ δ(iω1, iω2)δ(iω3, iω4)
U2

β2

1
〈X2

σ(iω1)〉

〈
X2

σ(iω1) TrX2
σ̄

1− U2

β2 TrX2
σ̄ TrX2

σ

X2
σ(iω3)

G2
σ(iω3)

〉
+

− δ(iω1, iω2) U
1

〈X2
σ(iω1)〉

〈
X2

σ(iω1)

1− U2

β2 TrX2
σ̄ TrX2

σ

1
β

Trn

{
X2

σ̄(iωn)
δΣσ̄σ̄(iωn, iωn)
δGνν′(iω3, iω4)

}〉
+

− δ(iω1, iω2)
U2

β

1
〈X2

σ(iω1)〉

〈
X2

σ(iω1) TrX2
σ̄

1− U2

β2 TrX2
σ̄ TrX2

σ

1
β

Trn

{
X2

σ(iωn)
δΣσσ(iωn, iωn)
δGνν′(iω3, iω4)

}〉
,(4.7)

kde energetické δ funkce zahrnují i δ funkce v příslušných spinech.
V tomto ireducibilním vrcholu se vyskytují dva typy energetické závis-

losti. Obou typech se energetická závislost redukuje na pouze dva volné pa-
rametry. Platí, že pokud se v určitém kanálu zachovává energie, zachovává
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se v tomto kanálu i spin. První druh energetické závislosti je situace, kdy
iω1 = iω3, iω2 = iω4. Je zobecněním λCPA, Janiš a Kolorenč [7], a má tvar

λσσ′σ′σ(iω1, iω2; iω2, iω1) =

[
1

Gσ(iω1)Gσ′(iω2)
− 1
〈Xσ(iω1)Xσ′(iω2)〉

]
. (4.8)

Duhým typem energetické závislosti je člen, u něhož se energetická závis-
lost redukuje na iω1 = iω2, iω3 = iω4. Tento člen je zobecněním ireducibil-
ního vrcholu Hartreeho aproximace Hubbardovy interakce. Exituje pro dvě
spinové konfigurace ν = σ nebo ν = σ̄ a splňuje rovnici

λσνσν(iω1, iω3; iω1, iω3) =

= δ(iω1, iω3)

[
1

G2
σ(iω1)

− 1
〈X2

σ(iω1)〉

]
+

+
U

β

1
〈X2

σ(iω1)〉

〈
X2
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1− U2

β2 TrX2
σ̄ TrX2
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〉
+
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U2

β2

1
〈X2
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〈
X2
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〉
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1− U2

β2 TrX2
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σ

1
β

Trn
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X2

σ̄(iωn) λσ̄νσ̄ν(iωn, iω3; iωn, iω3)

}〉
+

− U2

β

1
〈X2

σ(iω1)〉

〈
X2

σ(iω1) TrX2
σ̄

1− U2

β2 TrX2
σ̄ TrX2

σ

1
β

Trn

{
X2

σ(iωn) λσνσν(iωn, iω3; iωn, iω3)

}〉
.(4.9)

Výraz (4.7) nabízí uvažovat ještě třetí typ energetické závislosti se třemi
různými parametry, v němž platí pouze iω1 = iω2. Vznikne tak soustava rov-
nic pro vrcholy s odlišnými spinovými polarizacemi λσν′σν(iω1, iω4; iω1, iω3)
a λσ̄ν′σ̄ν(iω1, iω4; iω1, iω3). Je-li opravdu iω3 6= iω4, ve vrcholech nefunguje
zákon zachování energie. Oba proto musí být nulové. Triviální řešení splňuje
soustavu rovnic.

Uvažujeme-li spinově nepolarizovaný případ zjednoduší se rovnice (4.8)
ve výraz

λ(iω1, iω2; iω2, iω1) =

[
1

G(iω1)G(iω2)
− 1
〈X(iω1)X(iω2)〉

]
, (4.10)

který v limitě U → 0 nabývá tvaru λCPA, Janiš a Kolorenč [7]. Pro čistý kov
je tato část λ rovna nule a je také slabě - díky hustotě částic nA/B - závislá
na teplotě.
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Druhý typ vrcholu (4.9) se ve spinově nepolarizovaném případě zjednoduší
podstatně víc

λ(iω1, iω3; iω1, iω3) = δ(iω1, iω3)

[
1

G2(iω1)
− 1
〈X2(iω1)〉

]
+

+
U

β

1
〈X2(iω1)〉G2(iω3)

〈
X2(iω1)X2(iω3)

1− U 1
β
TrX2

〉
+

−U
1

〈X2(iω1)〉
〈

X2(iω1) 1
β

Trn{X2(iωn) λ(iωn, iω3, iωn, iω3)}
1− U 1

β
TrX2

〉
. (4.11)

V případě čistého kovu tato část λ nabývá tvaru U/β a v limitě U → 0 je
nulová. Tento výraz je také teplotně závislý, pro T = 0 je roven nule.

Pro slabou interakci U můžeme výraz (4.11) nahradit přibližným řešením
se správnými limitami. To získáme iterativním dosazením prvních dvou členů
rovnice za λ na pravé straně, kde ve druhém členu nahradíme jmenovatel
jednotkou neboli provedeme jeho rozvoj, který ukončíme ještě před členem
O(U1). Výsledný tvar přiblížení je

λ(iω1, iω3; iω1, iω3) = δ(iω1, iω3)

[
1

G2(iω1)
−
〈

1
X2(iω1)

〉]
+

+
U

β

1
〈X2(iω1)〉 〈X2(iω3)〉

〈
X2(iω1)X2(iω3)
1− U 1

β
TrX2

〉
+

−U2

β

1
〈X2(iω1)〉

〈
X2(iω1)

1− U 1
β

TrX2

1
β

Trn

{
X2(iωn)

〈X2(iωn)X2(iω3)〉
G2(iω3)〈X2(iωn)〉

}〉
.(4.12)

4.2 Vlastnosti dvoučásticového vrcholu a di-
fusní pól

Dvoučásticovou Greenovu funkci (4.1) můžeme v hybnostech a energiích vy-
jádřit rovnicí

G(2)(k, k’, q; iω1, iω2, iν) = G(k, iω1) G(k+q, iω1 + iν)
[
δ(k, k’)δ(iω1, iω2) +

+ Γ(k, k’, q; iω1, iω2, iν) G(k’, iω2) G(k’+q, iω2 + iν)
]
, (4.13)

kde Γ je obecně funkcí tří energetických proměnných a tří hybností.
Ireducibilní vrchol λ se skládá ze dvou členů s odlišnými energetickými zá-

vislostmi. Protože oba typy energetických závislostí vrcholu λ (4.11) a (4.10)
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zachovávají energii v odlišných kanálech, nemohou se – až na speciální pří-
pad iω1 = iω2 = iω3 = iω4 – vyskytnout v jednom rozptylovém procesu. V
důsledku toho se nám na dva členy rozpadne i vrcholová funkce Γ.

Označme ΓU vrchol generovaný částí (4.11) ireducibilního vrcholu, která
je zobecněním λ Hartreeho aproximace Hubbardovy interakce. Vrcholovou
funkci ΓU určenou rovnicí (4.2), lze v hybnostech a energiích vyjádřit řadou

ΓU(k, k’, q; iω1, iω2) = λ(iω1, iω2, iω1, iω2) +

+
1

βN

∑
n,p

λ(iω1, iωn, iω1, iωn) G(p, iωn) G(p+q, iωn) ΓU(p, k’, q; iωn, iω2) . (4.14)

Díky způsobu, jakým se zachovávají energie ve vrcholu λ, je ΓU funkcí pouze
dvou energetických proměnných. Rozpisem řady zjistíme, že vrcholová funkce
nezávisí na hybnostech k, k’. Zavedeme-li tzv. dvoučásticovou bublinu

χ(q; iω1, iω2) =
1
N

∑
p

G(p, iω1) G(p + q, iω2) , (4.15)

můžeme rovnici (4.14) přepsat do tvaru

ΓU(q; iω1, iω2) = λ(iω1, iω2; iω1, iω2) +

+
1
β

∑
n

λ(iω1, iωn; iω1, iωn) χ(q; iωn, iωn) ΓU(q; iωn, iω2) . (4.16)

Vzhledem k typu energetické závislosti ireducibilního vrcholu a k vyskyt-
nuvšímu se sčítání přes Matsubarovy frekvence je nutno členy λ a χ chápat
jako matice se dvěma energetickými indexy. Výraz pro vysumovanou řadu
tak získá podobu

Γ̂U(q) = λ̂ [ Îd− χ̂(q)λ̂ ]−1 . (4.17)

V této rovnici znakem operátoru označujeme matice dvou energetických in-
dexů.

Označme ΓD vrchol generovaný ireducibilním vrcholem (4.10), který je
zobecněním λCPA. V hybnostech a energiích lze vrcholovou funkci ΓD, defi-
novanou rovnicí (4.2), vyjádřit vztahem

ΓD(k, k’, q; iω1, iω2) = λ(iω1, iω2; iω2, iω1) +

+λ(iω1, iω2; iω2, iω1)
1
N

∑
p

G(p, iω1) G(p+q, iω2) ΓD(p, k’, q; iω1, iω2) . (4.18)

Forma zachovávání energií ve vrcholu λ má za následek, že je ΓD funkcí
pouze dvou energetických proměnných a představuje tak elastický rozptylový
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proces. Vrcholová funkce ΓD nezávisí na hybnostech k, k’ a tak lze rovnici
(4.18) pomocí veličiny χ přepsat do tvaru

ΓD(q; iω1, iω2) = λ(iω1, iω2; iω2, iω1) +

+λ(iω1, iω2; iω2, iω1) χ(q; iω1, iω2) ΓD(q; iω1, iω2) . (4.19)

Díky tomu, že ireducibilní vrchol λ není závislý na souřadnicích a tedy ani
na hybnostech, má součet řady skalární charakter

ΓD(q; iω1, iω2) =
λ(iω1, iω2; iω2, iω1)

1− λ(iω1, iω2; iω2, iω1)χ(q; iω1, iω2)
. (4.20)

Jelikož jsou λ(iω1, iω2; iω2, iω1) i χ(q; iω1, iω2) funkcemi plného propagátoru
a selfenergie, můžeme ΓD analyticky prodloužit. Funkce ΓD(q; z1, z2) defino-
vaná

ΓD(q; z1, z2) =
λ(z1, z2; z2, z1)

1− λ(z1, z2; z2, z1)χ(q; z1, z2)
, (4.21)

je tedy funkcí komplexních proměnných, v každé proměnné analytická v horní
a dolní polorovině.

Pro energie tvaru E+, E− můžeme použitím Sovenovy rovnice získat vy-
jádření ireducibilního vrcholu (4.10) jako podíl imaginárních částí Σ(z) a
G(z)

λ(E+, E−; E−, E+) =
1

|〈X(E+)〉|2 −
1

〈|X(E+)|2〉 =
Im Σ(E+)
Im G(E+)

. (4.22)

V případě malé hybnosti q a blízkých energií E+ + ω a E−, kde ω je malé,
můžeme dvoučásticovou bublinu χ v rovnici (4.21) kolem parametrů q a ω
rozvinout. První člen rozvoje χ(0; E+, E−) lze rozepsat do vztahu

χ(0; E+, E−) =
ImG(E+)
Im Σ(E+)

. (4.23)

Porovnáním vztahů (4.22) a (4.23) zjistíme, že vrcholová funkce ΓD má v
bodě q = 0, ω = 0 tzv. difuzní pól

ΓD(q; E+ + ω, E−) =
1

ω χ′(0; E+, E−) + q2 1
2χ

′′(0; E+, E−)
, (4.24)

kde χ′ a χ′′ představují členy Taylorova rozvoje

χ′(0; E+, E−) =
δ

δz
χ(0; z, E−)

∣∣∣
z=E+

=
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=
[
1− δΣ(z)

δz

∣∣∣
z=E+

] 1
N

∑

k
G(E+, k)2G(E−, k) ,(4.25)

χ′′(0; E+, E−) = ∇2
x χ(x; E+, E−)

∣∣∣
x=0

=

= − 1
N

∑

k
v(k)2G(E+, k)2G(E−, k)2 , (4.26)

kde v(k) je velikost rychlosti. Výraz (4.24) lze přepsat do podoby

ΓD(q; E+ + ω,E−) =
−i/χ′(0; E+, E−)
−i ω + D(U) q2

. (4.27)

Člen D(U) je tzv. difuzní konstanta, kterou definujeme vztahem

D(U) = − i

2
χ′′(0; E+, E−)
χ′(0; E+, E−)

. (4.28)

Přibližné započtení interakce do ireducibilního vrcholu λ tedy nemá vliv na
existenci difuzního pólu vrcholové funkce ΓD, avšak jelikož difuzní konstanta
D závisí skrze plný propagátor G(z) na U , má interakce vliv na jeho konkrétní
vlastnosti.

4.3 Vlastnosti ireducibilního vrcholu

Nyní budeme zkoumat člen (4.10) jako funkci dvou komplexních proměnných.
Protože je výraz závislý na G(z) a Σ(z), je v každé proměnné analytickou
funkcí na horní a dolní polorovině komplexní roviny. Označme ji λD(z1, z2).
Pro tuto funkci platí

λD(z1, z2) = λD(z2, z1) , (4.29)

λD(z∗1 , z
∗
2) = λD(z1, z2)∗ , (4.30)

z nichž plyne

ImλD(E+, E−) = −Im λD(E+, E−) = 0 , (4.31)

což koresponduje s identitou (4.22). Také platí rovnice

Re λD(E+, E− + ω) = Re λD(E+ + ω,E−) = Re λD(ξ+, ξ− − ω) , (4.32)

z níž plyne, že funkce Re λD(E+, E− + ω) a Re λD(E+, E−− ω) mají shodné
průběhy, které jsou od sebe navzájem na energetické ose posunuty o hodnotu
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ω. Stejná vlastnost platí navíc se změnou znaménka i pro imaginární část
ImλD(E+, E− + ω) ∼ −Im λD(E+, E− − ω).

Na obrázku č. 4.1 je vykreslena závislost Re λD(E+, E−) na δ pro para-
metry U = 0 a P = 0, 5 v limitě nulové teploty. Jsou zde také vykresleny
odpovídající průběhy ρ(E). Za energii E byla vždy dosazována Fermiho ener-
gie, která je v T = 0 rovna chemickému potenciálu µ. Ze závislosti λD na G(z)
plyne, že i ρ(E) průběh ReλD ovlivňuje. V grafu je vidět, že se Re λD stane
divergentní v místě rozštěpení pásu. Divergentnost výrazu (4.10) můžeme
nahlédnout, pokud v něm použijeme rozpis středování

〈X(E+)X(E−)〉 = 〈X(E+)〉〈X(E−)〉+ PAPB

[
|XA(E+)|2 + |XB(E+)|2 +

− 2[ Re XA(E+) Re XB(E+) + Im XA(E+) Im XB(E+) ]
]
, (4.33)

který pro krátkost přepíšeme do podoby

〈X(E+)X(E−)〉 = |G(E+)|2 + f(E+) , (4.34)

kde jsme smíšený člen obsahující XA(E+) a XB(E+) označili f(E+).
Rovnice (4.10) dosazením vztahu (4.34) získá tvar

λ(E+, E−; E−, E+) =
1

|G(E+)|2 −
1

|G(E+)|2 + f(E+)
. (4.35)

V místě rozštěpení pásu prochází ReG(E+) nulou a ImG(E+) neboli ρ(E+)
je také nulové, proto inverze absolutní hodnoty 1/|G(E+)|2 diverguje. Druhý
člen je konečný díky nenulovosti smíšeného členu f(E+).

Asymptoticky pro |E| → ∞ klesá G(E) ∼ 1/|E|. Funkce f(E+) klesá
rychleji a proto rostou v (4.35) oba členy úměrně E udržujíc mezi sebou
konstantní rozdíl. Pro vysoké hodnoty |E| je tak funkce λD konstantní.

Na obrázku č. 4.2 je naznačena závislost Re λD na interakci U . Jak je
vidět, silnější interakce způsobuje zahlazování rozštěpení pásu na což Re λD

reaguje zmenšováním zárodku divergence. Obrázek č. 4.3 komentuje průběh
reálné a imaginární části λD pro nenulové ω. Je z něj patrné, že energetická
závislost ireducibilního vrcholu je korelována hustotami stavů ρ(E) i ρ(E+ω).
Obrázek č. 4.4 ilustruje závislost reálné a imaginární části λD na U pro
nenulové ω. Porovnáním s obr. č. 4.3 zjistíme, že interakce opět působí proti
neuspořádanosti.

Člen ireducibilního vrcholu (4.11) je funkcí plného propagátoru a selfe-
nergie, lze jej tedy také analyticky prodloužit. Získáme tím funkci dvou kom-
plexních proměnných – označme ji λU(z1, z2) – analytickou v každé proměnné
na horní a spodní polorovině komplexní roviny. Pro tuto funkci platí

λU(z∗1 , z
∗
2) = λU(z1, z2)∗ . (4.36)



KAPITOLA 4. DVOUČÁSTICOVÁ FUNKCE 41

Ve jmenovateli vztahu (4.11) se vyskytuje člen, který by mohl zapřičinit
divergentnost výrazu. Analyticky se však podmínku divergence nepodařilo
určit a ani numerickým prostudováním funkce nebyla žádná oblast divergence
nalezena.

Při numerickém analyzování funkce se ukázalo, že parametry U i β jsou
jenom škálovací parametry velikosti funkčních hodnot, které nemají na cha-
rakter průběhu funkce žádný vliv. Průběh funkce je tedy vlastně určen pouze
parametry PA a δ.

Budeme-li zkoumat průběh funkce λU v bodech EF± a EF± + ω, kde
za EF je Fermiho energie a ω reálná konstanta, bude průběh λU opět silně
korelován hustotami ρ(EF ) a ρ(EF + ω).

Na obrázcích č. 4.5 a č. 4.6 jsou vyobrazeny průběhy funkce λ(E+, E++ω)
pro různě silnou míru neuspořádanosti. Na obrázku č. 4.7 je vidět průběh
λ(E+, E− + ω) pro binární slitinu s nestejnou koncentrací potenciálů.

4.4 Závěr

V této kapitole jsme odvodili ireducibilní vrchol λ pro slabě korelované
neuspořádané elektrony (4.7). Vrchol (4.7) v sobě obsahuje zobecnění vr-
cholu Hartreeho aproximace Hubbardovy interakce i zobecnění vrcholu CPA.
Pro spinově nepolarizovaný vrchol bylo odvozeno jeho aproximativní řešení
(4.12).

Dále jsme určili vyjádření dvoučásticového vrcholu Γ pro jednotlivé typy
energetických závislostí λ - viz. (4.17), (4.21) - a diskutovali závislost difuz-
ního pólu na interakci. Interakce U nemá vliv na existenci difuzního pólu, má
však vliv na jeho charakter, neboť se difuzní konstanta D(U) stává funkcí U .

V závěru jsme zkoumali analytické vlastnosti členu (4.10), který je pro
energie blízko reálné osy divergentní v místě rozštěpení pásu hustoty stavů
- obr č. 4.1. Obrázky č. 4.1 a č. 4.3 dokumentují, že je energetická závislost
členu (4.10) korelována hustotou stavů. Zjistili jsme, že interakce U působí
proti neuspořádanosti, což ilustrují obr. č. 4.2 a obr. č. 4.4.

Numerické analyzování analyticky prodlouženého členu (4.11) ukázalo,
že jsou proměnné U a β pouze škálovacími parametry velikosti funkčních
hodnot. Charakter průběhu (4.11) je tedy dán především parametry δ a PA.
Závislost (4.11) na těchto parametrech ilustrují obrázky č. 4.5 – č. 4.7.
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Obrázek 4.1: Energetická závislost λD(E+, E−) na Fermiho energii a průběh ρ(E)
pro parametry U = 0, PA = 0.5, ω = 0 v limitě T = 0. V závorkách jsou u veličin
v grafu uvedeny hodnoty δ, pro které byly spočteny.
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Obrázek 4.2: Závislost λD(E+, E−) spolu s odpovídající ρ(E) na interakci U pro
parametry δ = 0.9, PA = 0.5 a ω = 0 v limitě T = 0. V závorkách jsou u veličin v
grafu uvedeny hodnoty U , pro které byly spočteny.
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Obrázek 4.3: Průběh energetické závislosti λD(E+, E−+ω) pro parametry U = 0,
δ = 0.9, PA = 0.5, T = 0 a ω = 0.4. V grafu jsou pro ilustraci vyobrazeny i funkce
ρ(E) a ρ(E + ω).
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Obrázek 4.4: Závislost λ(E+, E−+ω) na Fermiho energii pro parametry U = 0.6,
δ = 0.9, PA = 0.5, T = 0 a ω = 0.4. V grafu jsou pro ilustraci vyobrazeny i funkce
ρ(E) a ρ(E + ω).
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Obrázek 4.5: Energetická závislost λU (E+, E+ + ω) na Fermiho energii a průběh
ρ(E), ρ(E + ω) pro parametry δ = 1.2, PA = 0.5, ω = 0.0, U = 0.6, β = 10.

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-2 -1 0 1 2 3

EF /w

ReλU (E+, E+ + ω)
ImλU (E+, E+ + ω)

ρ(E)
ρ(E + ω)

Obrázek 4.6: Energetická závislost λU (E+, E+ + ω) na Fermiho energii a průběh
ρ(E), ρ(E + ω) pro parametry δ = 1.0, PA = 0.5, ω = 0.4, U = 0.6, β = 10.
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Obrázek 4.7: Průběh λU (E+, E− + ω), ρ(E) a ρ(E + ω) při koncentraci PA = 0.7
a parametrech δ = 0.9, ω = 0.4, U = 0.6, β = 10.



Kapitola 5

Závěr

Metodou limity vysoké dimenze jsme odvodili teorii středního pole v podobě
uzavřeného systému rovnic pro slabě interagující elektrony v neuspořádaném
systému.

Ve spinově nepolarizovaném paramagnetickém systému jsme numerickým
řešením zjistili, že interakce působí proti neuspořádanosti a zahlazuje rozště-
pení hustoty stavů. Zároveň se s rostoucí interakcí zvyšuje energie všech
elektronových stavů.

V limitě slabě neuspořádaného systému se podařilo odvodit zobecněnou
Stonerovu podmínku vzniku feromagnetické fáze. Charakter křivky fázového
diagramu se v závislosti na parametrech systému nijak výrazně nemění, pro
větší míru neuspořádanosti systému nastává fázový přechod až při silnější in-
terakci. Fázové diagramy neuspořádaných systémů vykazují určitou symetrii,
která plyne ze symterie elektron-děrové.

Numerickým modelováním jsme zjistili, že v neuspořádaných binárních
systémech vznikají dva typy magneticky uspořádané fáze. V neuspořáda-
ných systémech, složených z většího počtu typů potenciálů, se může realizo-
vat mnoho variací magnetického uspořádání, kdy magnetizace elektronů na
jednotlivých typech potenciálů nejsou orientovány souhlasně. Tyto fáze námi
odvozené zobecnění Stonerovy podmínky není schopno rozlišit. Je otázkou,
zda by se dala určit podmínka fázového přechodu, reflektující typ vznikající
magnetické fáze.

Je důležité si uvědomit, že v rámci teorie středního pole pracujeme s
vystředovanými veličinami a tedy i středními magnetizacemi. V konkrétních
systémech může být v závislosti na realizaci obsazení mřížky krystalu rozdíl
mezi určitými magnetickými fázemi nepodstatný.

Odvodili jsme termodynamicky konzistentní elektron-děrový ireducibilní
vrchol dvoučásticové funkce. Ten se rozpadá na dvě části, které zachovávají
energii v odlišných kanálech. První část je zobecněním ireducibliního vrcholu

46
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získaného ze samotného CPA. Druhá část je zobecněním ireducibilního vr-
cholu získaného z Hartreeho aproximace Hubbardovy interakce.

Rozpad ireducibilního vrcholu má za následek podobný rozpad vrcholové
funkce na dvě části. Z nich pouze část určená ireducibilním vrcholem zo-
becňujícím CPA obsahuje difuzní pól. Započtení mezielektronové interakce v
Hartreeho přiblížení nemá na existenci difuzního pólu vliv. Má však vliv na
jeho charakter, neboť se difuzní konstanta stává funkcí závislou na U . Je na
dalším studiu, pokusit se analyticky vyjádřit konkrétní tvar této závislosti.

Numerická analýza částí ireducibilního vrcholu jako funkce komplexních
proměnných přinesla zjištění, že zatímco u části vrcholu zobecňující vrchol
CPA působí interakce proti vlivům neuspořádanosti, u části zobecňující vr-
chol Hartreeho přiblížení Hubbardovy interakce je U pouze škálovacím para-
metrem velikosti funkčních hodnot a charakter průběhu funkce je plně dán
parametry neupořádanosti.



Příloha A

Analytické vyjádření funkcí
G(z) a R(z)

Vezmeme-li za rozdělení hustoty stavů volných elektronů ρ(0)(E) tzv. semie-
liptické rozdělení definované předpisem

ρ(0)(E) = 2/πw2
√

w2 − E2 , |E| ≤ w ,
ρ(0)(E) = 0, |E| > w ,

(A.1)

kde w je pološířka pásu, můžeme funkce komplexní proměnné G(z) a R(z)
definované integrály

G(z) =

∞∫

−∞

ρ(0)(ε)
z − Σ(z)− ε + µ

dε , (A.2)

R(z) =

∞∫

−∞

ρ(0)(ε)
(z − Σ(z)− ε + µ)2

dε , (A.3)

v nichž neuvažujeme spinové stavy, vyjádřit v analytické podobě.
Funkci G(z) lze vyintegrovat do tvaru

g(z) = z − Σ(z) + µ , (A.4)

a(z, x) =
1

g(z)− x
+

g(z)
w2 − g2(z)

, (A.5)

G(z) =
2
w2

z +
2

πw2
(w2 − g2(z))1/2 log

{
a(z, x) +

+

[
a2(z, x)− w2

(w2 − g2(z))2

]1/2}∣∣∣∣
x=w

x=−w

(A.6)
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Funkci R(z) lze upravit do podoby

r(z) = z − Σ(z) + µ , (A.7)

s(z, x) =
1

z − x
+

r(z)
w2

(
1− r2(z)

w2

)−1
, (A.8)

R(z) = − 1
πw

(
1− r2(z)

w2

)−1/2
log

{
s(z, x) +

+

[
s2(z, x)− 1

w2

(
1− r2(z)

w2

)−1
+
(r(z)

w2

(
1− r2(z)

w2

)−1)2
]1/2}∣∣∣∣

x=w

x=−w

. (A.9)



Příloha B

Sčítání přes Matsubarovy
frekvence

Obecně se problém sčítání nekonečných sum přes matsubarovskě frekvence ať
už fermionovské či bosonovské řeší nalezením vhodné funkce komplexní pro-
měnné s jednoduchými póly v bodech těchto frekvencí a převedením sumace
na výpočet konturového integrálu. Zde tuto metodu ukážeme na případu
sumace přes frekvence fermionovské.

Sumovanou funkci F (z) uvažujme jako funkci komplexní proměnné, mero-
morfní v horní a dolní polorovině komplexní roviny, která může mít skokovou
nespojitost na reálné ose. Předpokládejme nakonec, že pro tuto funkci platí

F (z)∗ = F (z∗) . (B.1)

Naším úkolem je nalézt vhodnou funkci s póly v bodech matsubarovských
frekvencí

ωn = (2n + 1)
π

β
, (B.2)

kterou bychom mohli funkci F (z) vynásobit. Hledanou funkcí může být na-
příklad Fermiho-Diracova rozdělovací funkce

f(z) =
1

1 + eβz
, (B.3)

jejíž užitečnou vlastností je, že má ve všech bodech fermionovských frekvencí
reziduum

Resf(iωn) = − 1
β

. (B.4)

Vytvořme nyní novou funkci g(z) ve tvaru

g(z) =
F (z)

1 + eβz
, (B.5)
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kterou vyintegrujeme po dvou uzavřených polokruhových konturách, jejichž
poloměry limitně zvětšíme nad všechny meze. Polokruhové kontury se nalé-
zají na horní nebo dolní polorovině komplexní roviny a jejich základny jsou
od reálné osy vzdáleny ε, kde ε > 0 je malé.

Je potřeba, aby funkce g(z) splňovala podmínku

lim
z→∞

|g(z) z| = 0 , (B.6)

protože potom můžeme použít Jordanovo lemma a integraci tak podstatně
zjednodušit, neboť nám z integrálu zmizí integrace přes nekonenčně vzdálené
oblouky.

Díky reziduové větě získáme výraz

∮

C=C+∪C−

g(z) dz = − 1
β

+∞∑
n=−∞

F (iωn) +
∑

i

ResF (zi)
1 + eβzi

(B.7)

a zároveň použitím Jordanova lemmatu také rovnost

1
2πi

∮

C

g(z) dz =
1

2πi

+∞∫

−∞

F (x + i0)
1 + eβx

dx− 1
2πi

+∞∫

−∞

F (x− i0)
1 + eβx

dx , (B.8)

kterou vlastností (B.1) zjednodušíme na

1
2πi

∮

C

g(z) dz =
1
π

+∞∫

−∞

ImF (x + i0)
1 + eβx

dx . (B.9)

Výsledný výraz pro sumaci funkce F (z) přes fermionovské frekvence je

1
β

+∞∑
n=−∞

F (iωn) = − 1
π

+∞∫

−∞

1
1 + eβx

ImF (x + i0) dx +
∑

i

ResF (zi)
1 + eβzi

. (B.10)
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