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Uvod

Prace se vénuje moznosti rozsitit systém konecnérozmérnych rozdéleni na
nahodnou miru. V prvni kapitole jsou shrnuty nékteré zakladni vlastnosti lokalné
konecnych meér a piislusnych prostoru. Déle jsou uvedeny nutné podminky pro
existenci rozsiteni systému ndhodnych velicin na ndhodnou miru a nésleduje
feseni stézejniho problému, kterym je moznost rozsitit platnost téchto podminek
ze spocetného systému nahodnych veli¢in na systém nespocetny. To nam déle
umozni formulovat a dokazat vétu o konstrukci nahodné miry za pomoci konecné-
rozmérnych rozdéleni. K tomu vyuzijeme Daniell-Kolmogorovu vétu pro kon-
zistentni systém distribu¢nich funkci. Dokazeme také jednoznacnost takového
rozsiteni. Druhd kapitola obsahuje nékolik piikladi a obsahuje dulezity pro-
tiptiklad, ktery ukazuje, ze danou teorii nelze pouzit pro ndhodné znaménkové
miry. Nalezeni nutnych a postacujicich podminek, aby dand konecnérozmeérna
rozdéleni urcovala ndhodnou znaménkovou miru je zatim otevieny problém.

Vétsinu vét a tvrzeni uvedenych v ¢asti této prace zabyvajici se existenci
nahodné miry pokryva kapitola IX. v publikaci (Daley a Vere-Jones, 2008). K ta-
kovym tvrzenim zde uvedeme podrobny dukaz a néktera uvedeme a dokazeme s
odlisnymi predpoklady. Jedna se naptiklad o lemma @, k jehoz dukazu se v (Daley
které zde dokdzeme pomoci upravené standardni konstrukee z teorie miry. Cést o
jednoznaé¢nosti ndhodné miry a néktera dalsi tvrzeni naopak podobnym zptisobem
vychézi z (Rataj, 2006). Ve druhé kapitole dokdzeme vétu , ktera je kompro-
misem mezi obecnéjsi vétou o existenci a snahou o co nejjednodussi ovérovani
predpokladu v konkrétnich prikladech.



Kapitola 1

Existence a jednoznacnost
rozdéleni nahodné miry

1.1 Uvodni definice a tvrzeni

Necht X je tiplny separabilni metricky prostor (polsky prostor) a B(X) je bo-
relovska o-algebra na X. Systém omezenych borelovskych mnozin na X budeme
znacit By(X).

Definice 1. Rekneme, e borelovskd mira pn na X je lokdlné konecnd, jestlize pro
kazdou B € By(X) plati: u(B) < oco.

Definice 2.

1. Symbolem M}f budeme znacit mnozinu vsech lokdlné konecnych mér na

(X, B(X)).

2. Ddle oznacime N = { € M% : u(B) € NU{0, oo}, VB € B(X)} mnozinu
vsech lokdlné konecnijch celociselnych meér. Tém budeme Tikat citaci miry.

3. Mx (resp. Nx) bude znacit mnoZinu viech konecnijch (resp. koneénych
celociselngjch) mer € M.

Na téchto prostorech nyni definujeme o-algebry.
Definice 3.

1L M =o{pe M%: u—s u(B) méritelné, B € B(X)}

2. M={MONE:Mecm

Pozndamka. 9N je nejmensi o-algebra takova, ze jsou vuci ni méritelna vSechna
zobrazeni p —— u(B). Muzeme ji tedy prepsat do tvaru:

M= o{{pe M¥%: uB) e A}, A e Bl0,), B e B(X)}
—o{{pe M%: wB)<a},a>0, BeB(X)}

Druha rovnost plyne ze zndmého tvrzeni z teorie miry, ze méfitelnost zobrazeni
staci oveérit na generujici mnoziné prislusné o-algebry. Nasledujici tvrzeni ukazuje,
ze podobné se muzeme omezit i v definici o-algebry 9.
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Lemma 1. Plati ndsledugjici tvrzeni:

1. Bud A C By(X) mnoZinovy systém uzavieny na konecné priniky takovy,
ze 0(A) = B(X) a existuji A, € A, A, /X pron — oco. Pak

M = o{pu — p(A) méritelné, A € A}.
2. N¥ e om.

Diikaz. Viz (Rataj, [2006, Lemma 2.3).
[]

Definice 4. Necht p je mira na méritelném prostoru (X, B(X)). Rekneme, Ze
x € X je atom miry p, jestlize p(x) > 0.

Definice 5. Definujeme Diracovu miru v bodé x € X na borelovskych mnoZindch

A takto:
1 A
= {1 e d
0 jinak.

Pozndmka. Uvazujme miru p € ./\/li X je separabilni a tedy p je o-konecné.
Muze tedy mit nejvyse spocetné mnoho atomu. Oznacime je {z;, j = 1,2,...} a
bj = p{x}, mira p1,(-) = 3277, bjd,, () se potom soustiedi pouze na atomech miry
1. Potom ale mira

pa(-) = () = pa() = () = Y bida, () (1.1)
j=1
nema zadné atomy. Pro kazdou miru u € Mﬁ tedy existuje jednoznacny rozklad
[= g + fq, kde p, (resp. pg ) nazyvame diskrétni (resp. spojitou) éasti pu.
Definice 6. Definujeme nosi¢c miry p na X takto:
supp(p) = X\ U{G C Xotevienad: u(G) = 0}.
Lemma 2. Plati: u(X \ supp(p)) = 0.

Diikaz. Diikaz mizeme najit v (Stépan, 1987, kap. 1.7)

]

Tvrzeni 3. Lokdlné konecnd mira N na B(X) je éitaci (tj. N € N¥), prdve kdyz
Jeji spojitd cast je nulovd, v jsou vSechna b; kladnd celd ¢isla (tj. b; = k; € N)
a {z;} je spocetnd mnoZina s nejvyse konecné mnoha prvky v kaZdé omezené
borelovské mnozine.



Diikaz. Bud nejprve p =0, b; € N, a necht plat{ predpoklad lokdlni konecnosti.
Potom podle je N ziejmé &taci mira. Nechf naopak N € N7 . Prostor X
je separabilni a 1ze ho tedy pokryt spocetné mnoha omezenymi mnozinami. N
je celociselna a lokalné konecna, v kazdé omezené mnoziné muze mit tedy jen
koneéné mnoho atomu a na celém prostoru X tedy nejvyse spo¢etné mnoho.

Nyni staci ukézat, ze spojita ¢ast miry NV je nulova. Dokézeme, ze nosi¢ miry
N obsahuje pouze atomy. Necht 2 € X je libovolny bod, €; > 0 jsou takovd redlnd
cisla, ze €; \, 0 pro j — oo. Oznacime B(z,e;) otevienou kouli o polomeéru ¢; a
stfedu x. Potom plati: B(z.e;) \ {2} a

lim N(B(xz,;)) = N{z}. (1.2)

j—ro0

Kazdy ¢len levé strany je celé nezaporné ¢islo, a tedy i N{x} € NU{0}. Pokud
x neni atom N, potom podle (|1.2]) musi existovat oteviend koule B C X takové,
ze x € Ba N(B)=0. Tedy x ¢ supp(N).

[]

Definice 7.

1. Rekneme, e posloupnost konecnigjch mér p, € Mx konverguje slabé k mire
w (znacime p, = 1), jestlize [ fdu, Mimtac [ fdu pro kazdou spojitou ome-
zenou funkci f na X

2. Pro posloupnost lokdlné konecéniyjch mer u, € M}#( definujeme w? konver-

genci takto: p, — p, jestlize [ fdu, e, [ fdu, pro kaZdou funkci f s
nosicem na omezené mnoziné (tj. 3A € By(X) takovd, Ze f =0 na X \ A).

Tvrzeni 4.

1. V w* topologii je M}% polsky prostor.

2. Borelovska o-algebra B(Mﬁ) je nejmensi o-algebra viuci niz jsou meétitelna
viechna zobrazeni y — pu(B) pro B € B(X). Tedy plati B(M%) = M.

Diikaz. Viz (Daley a Vere-Jones, 2003, A2.6.111.).
[]

Pozndamka. Na prostoru koneénych mér My muzeme uvazovat Prochorovovu
metriku (Daley a Vere-Jones| 2003, A2.5.1). Pomoci ni pak lze definovat tplnou
metriku na M}#( metrizujicf w# konvergenci (Daley a Vere-Jones, 2003, A2.6.1).

Definice 8. Rekneme, ze mnozinovy systém A C 2% je okruh, jestlize je uzavieny
na konecné pruniky a symetrickou diferenci.

Pozndmka. 7 definice okruhu plyne, ze ) € A a pro A,B € A plati také AUB € A
aA\BeA



1.2 Existence rozdéleni nahodné miry

Definice 9. Bud (2, X, P) pravdépodobnostni prostor. Méritelné zobrazeni
U:(Q, 8, P) — (M%)

se nazyvd ndhodnd mira na X. Pravdépodobnostni mira Py na (Mﬁ,ﬂﬁ) pro
kterou Py(M) = P(V € M) pro kazZdou M € I, se nazyvd rozdéleni ndhodné
miry .

Je-li £(A,w) hodnota ndhodné miry pro A € By(X) a w € 2, pak pro pevnou
A€ By(X) je Ea = E(A,-) zobrazeni z Q do RT.
Znaéend. V dalsim budeme zobrazeni u — p(A) z M¥% do R znacit jako @ 4.

Véta 5. Necht € je zobrazeni z pravdépodobnostniho prostoru (Q, X ,P) do Mﬁ
a A C By(X) je systém uzavieny na konecné priniky takovy, Ze c A = B(X) a
existuji A, € A, A, /" X. Potom £ je ndhodnd mira, pravé kdyz 4 je ndhodnd
veli¢ina pro kazdé A € A.

Dikaz. Oznacme
U={UcM% .Y U)ex}

U tvorii o -algebru. Protoze plati nasledujici rovnost £4(w) = ®4(£(-,w)), muzeme
pro libovolnou mnozinu B € B(R™) psat:

(@41 (B) = &4 (B). (1.3)

Jsou-li &4 ndhodné veli¢iny, pak £,'(B) € ¥ a tedy ¢ 1(®,'(B)) € X. Z definice
o -algebry U dostavame, ze

®,'(B) € U pro kazdou A € A. (1.4)

Daéle oznac¢me

U:={d,'(B), BecBR"), Ac A}

7 (T.4) vidime, ze U C U. Protoze U je o -algebra, plati dokonce ol C U. Nyni
staci pouzit lemma (1| a tvrzeni 4] a ihned dostavame nésledujici:

BM%E) = =o(l) C U.

Zobrazeni ¢ je tedy méfitelné a podle definice [J] je to ndhodnd mira.

Necht naopak ¢ je ndhodnd mira. Z definice o -algebry 9 a podle tvrzeni 4
plati ®,1(B) € B(M%) pro kazdou A € Aa B € B(R"). Potom £1(®,}(B)) € &
az dostavame, ze &4 jsou nahodné veliciny.

[]

Dusledek. Zobrazeni & : Q0 — M}% je nahodna mira, prave kdyz £4 jsou nahodné
veli¢iny pro kazdou A € By(X).

Néhodnou miru tedy muzeme chépat jako soubor ndhodnych veli¢in indexo-
vanych pomoci borelovskych mnozin na X. Kvuli vlastnostem miry maji vztahy

VVVVVV

miry musi platit nasledujici:



1. Pro vSechny disjunktni mnoziny A, B € B(X) plati

§a+&p =2E8auB s (1.5)

2. pro vsechny posloupnosti omezenych borelovskych mnozin {A,} C By(X)
takovych, ze A, \ 0 pro n — oo plati

€a, 20 s (1.6)

Pozndamka. Podminka (1.5)) k4, ze pro kazdé dvé disjunktni borelovské mnoziny
existuje néjakd mnozina Ny g C Q, P(N4 ) = 0 takovd, ze pro kazdé w € Q\ Ny p
plati 4(w) + Ep(w) = aup(w). Protoze A,B € B(X), mdme nespocetné mnoho
podminek tvaru a neni ihned jasné, zda nespocetné sjednoceni mnozin Ny g
méa také nulovou miru. K rozsiteni systému nahodnych veli¢in na miru pro s.v.
w € ) tedy budeme potiebovat nasledujici tvrzeni.

Lemma 6. Necht A je spocetny okruh, A C By(X) a necht {{a, A € A} je
systém nezdpornijch ndhodnijch velicin indexovanych mmnozinami A € A. Pak
&(-w) lze rozsitit na miru na oA skoro jisté, prave kdyz (1.5) plati pro vSechny
dvojice disjunktnich mnozin A,B € A a plati pro vsechny posloupnosti
{A,} C A, pro které A, \ 0.

Dikaz. Oznacme

Nyp:={weQ:&i(w) +Ep(w) # Eau(w)}

pro A,B € A disjunktni. Z podminky (1.5 vime, ze P(N4 ) = 0 a protoze A je
spocetny, je i sjednoceni N = [ J N4 p spocetné a plati

P(N) = P(UNA,B) < ZP<NA,B) = 0.

Mame, ze (1.5)) plati pro kazdé w € Q\ N. Potom indukei dostavame, ze pro
vSechny disjunktni mnoziny A,,...,A, € A plati

£A1 + - +£An = £A1U---UAn na Q \ N

&(-,w) je potom s.j. konecné aditivni mnozinova funkce na A, pro kterou ziejmeé
£(D,w) = 0. Déle budeme znacit £(-) = &(-,w). Nyni chceme tuto mnozinovou
funkeci rozsitit na miru na o A. Protoze mame k dispozici pouze kone¢nou aditivitu,
nemuzeme pouzit Hopfovu vétu pifmo. Vyuzijeme proto podminky ([L.6).

K rozsiteni pouzijeme standardni konstrukci z teorie miry. Definujeme:

§(B) =mf{ 3 &(B)): Bie ABC|]B,. (1.7)

Z teorie miry (Lukes a Maly, 2005, theorem 4.3.) vime, ze £*(-) je vnéjsi mira
na X. Mnozina M C X je £* -méfitelnd podle definice (Lukes a Malyl 2005|
4.4.), jestlize pro kazdou T C X plati £&(T) = (TN M) + (T \ M). Pak z
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Caratheodoryovy véty (Lukes a Maly, 2005, theorem 4.5.) dostavame, ze systém
&* -méfitelnych mnozin M(£*) tvoii o -algebru a &* je mira. Nyni zbyva
dokdzat, ze (M(E*), £ |,y ) rozsituje (A, ¢§).

Nejprve ukazeme, ze A C M(E). Necht A € A, T C X a {B;} C A jsou
takové, ze T C (U2, Bj. Systém A je okruh a tedy B;N A, B;\ A € A. Z konecné
aditivity & plati

|fm(£*)

§(Bj) =&(B;NA)+£(B;\ 4)
a dale podle (|1.7))

ETNA)+ETNA) D BN A + D 6B\ A) = D €(By)

Prechodem k infimu pfes vSechny horni soucty a ze subaditivity vnéjsi miry pak
ihned dostdvame méritelnost mnoziny A a tedy plati A C M(£*) a o A C M(E).

Nyni staci dokdzat, ze § = {* na As.j. Necht A € A, {B;} CAaAC U, B
Zdisjunktnénim mnozin B; N A najdeme po dvou disjunktni mnoziny E; € A
takové, ze E; C (B; N A) a plati

U -

Oznacme A, = A\ U;L L E;. Potom A, N\, 0 pro n — oo a podle (1.6 plati

n—0o0

¢(A,) — 0 s.j. Dostavéame

\\Cg

B-mA):A.

n

ggof(U i) =&(A) 8.

Jj=1

a protoze £ jsou konecné aditivni s.j., plati
D E(Ey) = lim Y E(E)) =&(4) 5.,
j=1 j=1

Ukéazali jsme, ze

=D &) <) &(B))s

a tedy
£(A) < €°(A) s (1.8)
Protoze £(A) je horni soucet k £*(A), plati i opa¢na nerovnost. Vzhledem k tomu,
ze okruh A je spocetny, mame pouze spoc¢etné mnoho podminek a proto
vztah plati skoro jisté uz pro vsechny A € A zaroven. Dokézali jsme, ze
(oA, &*) skoro jisté rozsiruje (A, &).
Nutnost obou podminek plyne z aditivity a spojitosti miry.

]



Véta 7. Necht {4, A € B(X)} je systém nezdpornijch ndhodnijch veli¢in in-
dexovanych mnozinami z B(X), které jsou skoro jisté konecné na By(X). Pak
ndhodnd mira £ (Aw) takovd, Ze pro kazdou A € B(X) plati

§(Aw) = aw) s.j.

existuje, pravé kdyz (1.5)) plati pro kazdé dvé disjunktni omezené borelovské mnoziny
A,B € By(X) a (1.6) plati pro vSechny posloupnosti {A,} C By(X) omezenych
borelovskyjch mnozin.

Diikaz. Bud A libovolny spocetny okruh takovy, ze A C By(X), 0 A = B(X) a
existuji A,, € A takové, ze A, / X. Podminky a plati na By(X) a tedy
i na A. Podle lemmatu [6] nyn{ s pravdépodobnosti 1 existuje rozsiteni konecéné
aditivnich funkei £(-,w) definovanych pro A € A na miry £*(-,w), definované pro
viechny A € 0 A = B(X).

Ozna¢me U C Q, P(U) = 0, mnozinu téch w € Q, pro které takové rozsiteni
neexistuje. Pro w € U definujeme £*(A,w) = 0. Potom je £* ndhodnd mira, ktera
se na A shoduje s ndhodnymi veli¢inami £4(w) skoro jisté. Dokazeme, ze pro
kazdou mnozinu A € B(X) plati

Oznacme
D, ={B € B(X):&pna,(w) =& (BNA,w) s.j.}.
Ukéazeme, 7ze D,, je Dynkintv systém. Necht A,B € D,, a A C B. Potom
§(B\a)na, (W) = Eana, (W) — €ana, (W)
=& (BNA,w)—&(ANA,w)
=& ((B\A)NA,, w)s.j.
a B\ A € D,. Bud B; po dvou disjunktn{ mnoziny, {B;} C D,,. Protoze plat{

[e.9]

U BinA) N0 k— o

j=h+1

muzeme psat

k—o0

0o k
&lUBinAuw) = lim &(| BN A, w)
j=1

Jj=1

k
= lim  £(B; N A,w)
j=1
k—o00 4

k
= lim Y ¢&(B;NA,w)
7j=1

=Y e (BN Auw) = € (| BN Agw) ..
j=1

=1



Ziejmé X € D,. Ukézali jsme, ze D, je Dynkinuv systém pro kazdé n € N.
Z lemmatu [6] vime, ze (0.4, &%) rozsituje (A) a tedy A C D,. Z Dynkinova
lemmatu dostavame, ze B(X) = 0 A C D,, C B(X) a D,, = B(X). Tedy pro
kazdou B € B(X) a pro kazdé n € N plati:

gBﬁAn = 5*(B N Ana) S'j'7

a tedy {g = £*(B,) s.j. Nutnost obou podminek ihned dostdvame z aditivity a
spojitosti miry.
[]

Véta 8. Necht & je ndhodnd mira definovand na pravdépodobnostnim prostoru
(Q,3, P) s dplngm, separabilnim stavovgm prostorem X a F C X je o -algebra.
Pak existuji verze podminénych strednich hodnot n(Aw) = E[€a|F|(w) takové, Ze

1. Pro kazdou A € B(X) je n(A,-) F -méritelnd ndhodnd velicina

2. n je nahodnd mira se stavovym prostorem X.

Diikaz. Pro A,B € By(X) disjunktni plati

n(A) + n(B) = E[¢a|F] + E[¢p|F]
= E[la + &p|F] = E[€aus|F] 8.
=n(AUB).
Necht dale {A,} C By(X), A, \ 0, pak £4, — 0 s.j. a podle (Lachout, 1998,
Véta 7.12 iv) plati
Podminéné sttedni hodnoty n(A,w) tedy spliuji podminky (1.5)) a (1.6)) pro ome-
zené borelovské mnoziny. Podminéné sttedni hodnoty jsou z definice F -métitelné,

viz (Lachout|, 1998|, Definice 7.1). Podle Vétynynl' existuje F -métitelnd ndhodnd
mira £* takova, ze pro kazdou A € B(X) plati £*(A) = £(A) skoro jiste.
[]

Definice 10. Konecnérozmernda rozdéleni nahodné miry € jsou sdruzend rozdélent
ndhodnijch velicin €, , . . . £, pro vsechnan € N a Ay, ... A, € Bo(X). Prislusné
distribucni funkce budeme znacit F,(Ay, ... Ap;xq,...,x,), kde

Fo(Aq, .. Az, oox,) = P(&a, <oq,...,84, < ,).

Definice 11. (Kolmogorovy podminky konzistence)
Meéjme systém distribucnich funkci {F,,(+; )} jako vjSe. Rekneme, Ze tento systém
je konzistentni, jestlize jsou splnény ndsledujici podminky.

1. Pro kazdé k € N a kazZdou permutaci iy, ... 1 cisel 1,... k plati

Fk(Al, e ,Ak;xl, e ,xk) = Fk(Ailu C. ,A 'ﬂj‘il, e ,xik)

ik
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2. Pro kazdé k € N plati

lim Fk+1(A17 s aA/ﬁAk-i-l; L1y 7xk)xk+1) = Fk(Ala s 7A/€;'r17 s )Ik)
Tl41—>00

Definice 12. (Podminky pro existenci miry)
Meégme systém distribucnich funkci jako vijse, pak definujeme ndsledujici podminky.

1. Aditivita. Pro dvojici disjunktnich mnozin Ay,As € B(X) je rozdélend od-
povidajici distribucni funkci F3(A;,A2,A1 U Ag;xy,m9,23) Soustredéno na
primce r1 + Ty = T3.

2. Spojitost. Pro kazdou posloupnost {A,} C Bo(X) omezenych borelovskych
mnozin takovijch, Ze A, \ 0 a pro kazdé e > 0 plati

1— Fi(Ape) =20 (1.9)

Nyni uvedeme verzi Daniell-Kolmogorovy veéty. Jeji obecnéjsi znéni muzeme
najit v (Stépéan, |1987, véta 1.10.3.).

Véta 9. Necht {Fy(Ay, ..., Ap;xy,...,21)} je konzistentni systém distribucnich
funkci. Pak existuje pravdépodobnostni prostor (2,%,P) a na ném definovany
ndhodny proces {€4, A € B(X)} takovy, zZe pro kaZdé k € N, Ay,... Ay € B(X)
a redlnd xq, . ..,xy platt

P(gAl < L1y - ,gAk S J,’k) = Fk(Al, PN ,Ak;ZL’l, oo 7Ik). (110)

Véta 10. Bud {Fy(-;-)} systém distribucnich funkci spliiujici Kolmogorovy podminky
konzistence. Pak Fy(-) jsou konecnérozmérnd rozdéleni nahodné miry, pravé kdyz
plat?

1. Distribucnd funkce Fy,(+) jsou nenulové pouze pro nezdporné hodnoty x1,...,xy.

2. Funkce Fy(-) spliuji podminky v definici .

Dukaz. Nutnost obou podminek plyne z lemmatu @ Necht Fj,(+) splituji Kolmo-
gorovovy podminky konzistence. Pak podle véty [J existuje pravdépodobnostni
prostor (2,3, P) a na ném definované nahodné veli¢iny £4 pro A € By(X), které
spliuji (1.10]). Z predpokladu (1) plyne, ze £4 > 0 s.j. a platnost podminky (1) z
definice E nam dava platnost .

Déle z predpokladu plyne, ze pro A, € By(X), A, \, 0 plati 4, 5.
Potom podle (Lachout), 1998, véta 6.7. (ii)) existuje podposloupnost &4, , k € N
takova, ze {4, — 0 s.j. Posloupnost {4, je ale s.j. monoténni, ma tedy li-
mitu s.j. a proto {4, — 0 s.j. Dostdvame platnost podminky a tim jsou
splnény predpoklady lemmatu [6] Existuje proto ndhodnd mira £* takové, ze pro
kazdou A € B(X) plati £*(A) = &4 s.j. Z toho ale plyne, ze £* a £ maji stejnd
konecnérozmeérna rozdéleni. -

11



1.3 Jednoznacnost rozdéleni nahodné miry
Definice 13. Pro A4,... A, € By oznacme
Ma,....a, =o{pr— p(A;)meritelné,i =1,... n} (1.11)

Lemma 11. Bud A C By(X) systém uzaviensj na koneéné priniky takovy, Ze
o(A) = B(X) a existuji A, € A, A, / X. Pak

My = U{mAl,..A,An s Ay, AL € AA; po dvou disjunkitnd}
je algebra a oMy = IN.

Dikaz. Nejprve dokazeme, ze My je algebra. Ovérime, ze
1. M% e My,
2. UV eMy=U\V €My,
3. UVeM=UUV cM,.

Ztejme plati Mﬁ € My. Podminky 2 a 3 nejprve dokazeme ve specialnim pripadeé.
Necht U € M4,V € My, pak U,V € Ma\B,anB,B\A- Uvazujme ndsledujici zob-
razeni

Oy (ML) — ([0,00), B[0,00))
p— p(A),

kde 914 je nejmensi o-algebra, vuci které je zobrazeni ®, métitelné. Z vyrazu
v Definici . mame, Ze zobrazeni ® 4\ g, ® 4~ jsou méfitelnd vici o-algebie
imA\B,AmB,B\A a i)JIA\B,AmB,B\A € My, protoze A,.B € A a A je okruh. Potom P 4
je souctem dvou métitelnych zobrazeni

by =P+ Pans

a je proto také M\ p anp,p\a-mefitelné, tedy My C Ma\p ans,B\a. Pro zobra-
zeni ®p je situace symetrickd, ihned proto dostdvdme IMp C M4\ anB.B A 2
UV € MaB,ans,pa- Odtud UV € M.

Méjme nyni obecné U,V € My, tedy plati: U € M4, 4,,V € Mp, . B, Dro
néjaké mnoziny Aq,...,A,,B1,...,B, € A takové, ze pro vSechny i # j plati
A;NA; =0a B;NB; = 0. Uvazujme po dvou disjunktni mnoziny C,...,Cy € A,
které jsou tvofeny mnozinami typu A; \ UL, Bj, A;i N By, B\ U;_, 4;. Potom
zobrazeni ® 4, se pro i € {1,...,n} da vyjadrit jako konecny soucet Me, . c,-
meéfitelnych zobrazeni

Dy =)

JEL
pro vhodnou ; C {1,....k}. Odtud mame, ze @4, jsou M¢, ¢, -meéfitelné.
Obdobné dostaneme, ze ®p; pro j = 1,...,m jsou také Mg, . o, -méetitelné, tedy
UV € Me,...c. aU\V,UNV € My. Dokdzali jsme, ze My je algebra.
Nyni dokazeme, ze o9y = M. Pro A € A oznacime

Dy={BeB(X): pr— pu(BNA) je cMy-mefitelné}.

12



Ukézeme, ze D4 je Dynkiniav systém obsahujici A. Nechf A € A, pak AN A e A
a z definice My je p— p(AN A) oMy-métitelné a tedy A C Dy.

X € Dy, protoze (X N'A) = u(A) a A € A. Necht B,C € D, C C B,
potom p((B\C)NA)=u(BNA)—u(CNA). Zobrazeni ® gnp, anc jsou oMg-
méfitelnd, Ppc = Panp — Panc, tedy Pp\¢ je méfitelné a B\ C' € Dy. Zbyva
ukazat uzavienost D4 na disjunktni sjednoceni.

Necht B; € Dy jsou po dvou disjunktni, pak plati:

UB NA) = GBﬂA iM(Bij).
j=1 j=1

Uvazujme nyni zobrazeni

©,cp— Y p(B;NA).

j=1
Zobrazeni 1 — pu(B;NA) jsou o9Mp-métitelnd podle predpokladu a proto @, jsou
oIM-méitelné pro kazdé n. Mame, ze @, “—> &, kde @ : ju— 27, u(B;NA).
® je tedy limitou monotonni posloupnosti o9y-méritelnych funkei, je tedy také
o Mp-méritelné a dostavame, ze

GB]‘ € Dy.

J=1

Protoze A je uzavieny na kone¢né pruniky, muzeme pouzit Dynkinovo lemma
a dostaneme B(X) = 0 A C Dy a Dy = B(X). Necht B € B(X), A; € A a
A; /X, i — oo. Nyni vime, ze funkce ®4,~p jsou o9-métitelné a z monotonie
miry plati:
¢p = lim D 4,05

Pro kazdou B € B(X) je tedy ®5 o(9My)-méfitelné. Vzhledem k tomu, ze o -
algebra 9 je z definice nejmensi takova, vuci niz jsou méfitelnd zobrazeni ®p
pro kazdou B € B(X), dostavame 9 C 09y a konecné oMy = M.

[]

Znaceni. Pro Y,Z méritelné funkce na pravdépodobnostnim prostoru budeme
symbolem Y = Z znacit rovnost v distribuci, tedy P(Y ') = P(Z~1).

Véta 12. Bud A C By(X) okruh generujici B(X) a &,V dvé ndhodné miry
takové, Ze pro kazdé n € N a po dvou disjunktni Ay, ... A, € A plati:

(gAl,...,gA"> < (\I/A\I/A> (1.12)
Pak € = 0.
Diikaz. Necht Ay, ... A, € Ajsoupo dvou disjunktni. Pro ay,...,a, > 0 oznaéme

an = {1 € ME: p(Ay) < an,.. u(An) < an}.

-----
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Pak podle predpokladu plati

P&(Bah...,an) = P[§A1 <ai,... 7§An < an]
- P[@Al <an,. W, < an]
= P\II(Bal,...,an)-

Z pozndmky u definice |3 vidime, ze systém {B,, 4., a1,...,a, > 0} generuje
o -algebru My, . a,. Tento systém je ziejmé uzavieny na konecné pruniky a z
tvrzeni o jednoznacnosti z teorie miry (viz napft. (Rataj, 2006, lemma 2.2)) plyne,
ze Pe = Py na Ma, 4, a tedy rozdéleni ndhodnych mér £ a ¥ se shoduji na
M. Opétovnym pouzitim (Rataj, 2006, lemma 2.2) a predchoziho lemmatu
dostaneme, ze Pr = Py na o9y = M = B(M}%), kde posledni rovnost plyne z
tvrzeni @l

[]
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Kapitola 2

Priklady nahodnych mér

2.1 Varianta véty o existenci nahodné miry

Oveérovani predpokladu véty (10| muze byt v konkrétnich piikladech pracné.
Uvedeme proto jeji méné obecnou variantu, jejiz predpoklady ale snéze ovérime.

Véta 13. Necht Qp, B € By(X) jsou pravdépodobnostni miry na <[O,oo),B[O,oo))
a plati:

1. Pro disjunktni mnoziny A,B € By(X) je (Qa @ Qp)n~t = Qaup, kde
n:(zy) — x+y.

2. Jsou-li A, € Bo(X) a A, \ 0, pak Qa, = 0.
Pak existuje pravé jedna nahodnda mira & na X takovd, Ze
1. &(B,) ~ Qp pro kazdé B € By(X),
2. pro By, ... By € By(X) po dvou disjunktni jsou n.v. {(By), ... ,£(By) nezdvislé.

Dikaz. Pro po dvou disjunktni mnoziny By, ...,B; € By(X) pomoci souc¢inové
miry definujeme:

2. Qp,,.5(UL x -+ xUy) = QBM) ,,,,, Bﬂk)(Uﬁ(l) X oo X Uﬁ(k)) pro kazdou
permutaci 7 ¢isel {1, ... k}.
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Pro ( ne nutné po dvou disjunktni ) Ay,... A, € By(X) najdeme po dvou dis-
junktni By, ... By € By(X), ByU---UB, C Ay U---U A, takové, ze pro kazdé
A; existuje I; C {1,....,k} a

A= B

Jel;

Pro Ay, ... A, € By(X) nyni definujeme

kde

¢ (2, .. ,xp) — (le,,z:z:l>

i€l i€ly,
Ukazeme, ze tato definice nezavisi na volbé rozkladu.

Uvazujme nejprve specidlni piipad, kdy Aq,...,A, jsou navic po dvou dis-
junktnf a By, ... By je rozklad jako vyse. Pro M; € B[0,00) ozna¢me méfitelny
obdélnik M := []j_, M;. Necht A} A7 € By(X), AjNA] =0, Ay = A{UAT a
pro takto vznikly rozklad A},AY As, ... A, definujme zobrazeni p analogicky k
zobrazeni ¢. Pak plati:

p (M) = {(2), 2 w9, .. ) s (A + 2, ) € MY
n
= {(2,2}) : 2} + 2] € My} x HMj
=2

n

= (M) x [ [ M5,

Jj=2

kde 7 je jako v predpokladech. Tedy plati:

n

Jj=2
n

= (Qa, ® Qar)n (M) - [ Qa, (M)

Jj=2

= Qz‘h (Ml) ’ HQAj(Mj>
= Qa,,..A,(M).

S vyuzitim projektivnosti a symetrie tedy indukeci dostavame:

-1
QAh...,An = QB17...,Bk¢ .

Pro obecny piipad ( ne nutné po dvou disjunktnich ) mnozin Ay, ... A, € By(X)
uvazujme rozklady By, ...,By; Cq,...,C; a prislusnd zobrazeni ¢ a 1. Chceme
ukézat, ze

Qb0 " = Qcy.ch™
Uvazujme jejich spoleény rozklad Dy, ...,D,, a piislusna zobrazeni v; a -, tak,
aby platilo:

-1
QBl,...,Bk = QDl,...,Dm'71 )

QCl,...,Cl == QD1,~~-,Dm751'
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Tato definice je podle predchoziho korektni ( nezavisi na volbé Dy, ... ,D,, ). Pro
meértitelny obdélnik M plati:

a definice 4, . 4, je tedy korektni.
Uvazujme C1,...,C},FE disjunktni rozklad Aq,...,A,, A1, kde
E=A,1)\ U?Zl A;. Méjme nasledujici zobrazeni:

¢ (T1,...,m) —> <Zx“72xz>,

i€l i€ln
w:<x17"'7xl+1)'—><§ Liy vy E xz)
ie[l iEIn+1

Pak pro métitelny obdélnik M plati:

Nynf podle Daniell-Kolmogorovy véty ( véta[d]) existuje pravdépodobnostni
prostor (£2,%,P) a na ném definované nahodné veli¢iny 4, A € By(X) takové, ze
(€ayy---4€a,) ~ Qa,...a,. Tyto n.v. jsou ziejmé nezdporné a z predpokladu 1)
plyne aditivita, tj. plati podminka . Pro A, \, 0 je podle piedpokladu @ 4, — 0
a z definice tedy 4, konverguji k nule v distribuci. Pak podle (Lachout, (1998,
13.4.) plati &4, 5o Stejné jako v dikazu véty (10| ukazeme, ze &4, — 0 s.j. a
podminka je splnéna. Jsou tedy splnény predpoklady véty [7] a proto existuje
ndhodna mira £ takova, ze {(B,) ~ @Qp, tedy {(B,) = &g s.j. Nezavislost n.v.
&(By), ... ,&(By) pro po dvou disjunktni mnoziny By, ...,By € By(X) plyne z de-

,,,,,

2.2 Piiklady

2.2.1 Proces s nezapornymi prirtustky

Necht X = R. Méjme ndhodny proces {X;, t € R}, ktery md skoro jiste
rostouci trajektorie a plati | X;| < co s.j. Déle budeme pozadovat spojitost zprava,
tedy

lim X p(w) = Xy(w) s.j.

h—0t

Definujme
€(ab] == Xp — X,.
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To je podle nasich predpokladu skoro jisté nezdpornd, zprava spojita, aditivni
funkce intervalu. Oznacme A okruh vsech kone¢nych sjednoceni omezenych in-
tervalu tvaru (a,b]. Podle (Daley a Vere-Jones, 2003, A2.2.VI) je o -aditivni
na A a jsou tedy splnény predpoklady Hopfovy véty (Lukes a Maly, 2005 5.5.).
Mnozinovou funkei £ proto lze rozsifit na lokalné konecnou miru £* na B(R) skoro
jisté. & je tedy zobrazeni z pravdépodobnostniho prostoru €2 do /\/lg . &(a,b]
jsou nahodné veliciny pro kazdy polouzavieny interval (a,b] a podle véty |5 je &*
nahodna mira.

2.2.2 Poissontv proces

Méjme lokélné koneénou borelovskou miru A na X. Pro A € By(X) definujme
nahodné veliciny N4 tak, ze plati nasledujici:

1. N4 ~ Poiss(A(A))

2. Pro vsechny po dvou disjunktni mnoziny Aj,...A, € By(X) jsou n.v.
Na,,...,Ny, nezavislé.

Necht A,B € By(X) jsou disjunktni a Ny ~ Poiss(A(A)), Ng ~ Poiss(A(B)).
Podle predpokladu jsou N4 a Np nezavislé a tedy plati

Na+ Np ~ Poiss(A(A) + A(B)) = Poiss(A(AU B)).

Dostavame tedy, ze Ny + Ng = Naup s.j.
Nyni staci oveérit podminku monotonie. Méjme A, N\ 0, pak

Py(Ay0) = M) 7%

S vyuzitim véty [13|1ze tedy systém ndhodnych veli¢in { N4, A € By(X)} rozsitit
na bodovy proces.

2.2.3 Wieneruv homogenni chaos

Nyni uvedeme protiptiklad na kterém ukazeme, ze bez predpokladu nezapornosti
nahodnych veli¢in obecné neexistuje rozsiteni na znaménkovou nahodnou miru
skoro jisté. Pro A € B(X) uvazujme ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim
€4 ~ N(0,1(A)), kde € M% je neatomicka. Stejné jako v predchozim piikladé
budeme predpokladat, ze pro Ay, ... A, disjunktni jsoun.v. £4,,...,£4, nezavislé.
Z dukazu lemmatu [13] plyne platnost Kolmogorovovych podminek konzistence.

Déle ovérime koneénou aditivitu. Necht A,B € By(X) jsou disjunktni,
€a~ N(O,u(A)) a&p ~ N(0,u(B)). Podle predpokladu jsou 4 a {g nezdvislé a
z véty o konvoluci (Andel, 2007, Véta 4.8) plati {4 + &g ~ N(0,u(A) + pu(B)) =
N(O,u(AU B)). Tedy &4 + £ = Eaup skoro jisteé.

Nyni ukdzeme, ze pro A, € Bo(X), A, N\, 0 plati €4, == 0 skoro jisté.
Meéjme nejprve posloupnost { £, } po dvou disjunktnich omezenych borelovskych
mnozin. Bud E = J}Z, Ej, kde E je také omezena. Oznacime

W, = 5( Q Ej> - ig(Ej) sj.,
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kde jsme vyuzili koneéné aditivity. Déle oznac¢ime W := & (U;; E;) a ukazeme,

ze W, L2 oW, Podle predpokladu je EW,, = EW = 0 a tedy muzeme psét:

n—o0

E(T/V—I/Vn)2 = EW2—2EWnW—|—EW,f
=varW +varW, —2EW, W

Il
=
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=
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C-=

T
<
i
I
<
i
I

7j=1 j=1
Jj=n+1

Vyuzili jsme koneéné aditivity a nezavislosti n.v. £4 pro disjunktni mnoziny. Na-
konec jsme vyuzili toho, ze E € By(X) a tedy > 7, u(Ej) = pu(FE) < co. Podle

(Lachout, |1998| Véta 6.8.) plati W, ﬁ) W atada ) 77, £(Ej) je tedy scitatelnd

v pravdépodobnosti. Nahodné veliciny {(E}) jsou podle pfedpokladu nezavislé a
z (Lachout), |1998, Véta 10.3.) plyne i s¢itatelnost skoro jisté. Tedy plati

> (B 5 () i, (21)

Necht nyni A, \, 0, A, € By(X). Ozna¢me E, := A, \ A,.1. Protoze
A, D A1, jsou E, po dvou disjunktni a s vyuzitim [2.1] dostdvdme, ze

§(Ay) = f( D Ej) = ig(Ej) 2700.

Dokazali jsme, ze kromé pozadavku nezdpornosti nahodnych velicin plati vSechny
predpoklady véty . Neplati ale, ze by &(-,w) byly skoro jisté znaménkové miry.
Predpoklad nezapornosti je tedy zasadni. Budeme postupovat sporem.

Predpoklddejme, Ze &(-,w) jsou skoro jisté znaménkové miry. Necht {A;, ... A, }
je rozklad mnoziny A € By(X) ( tj. A; jsou po dvou disjunktni a U?:l A, =A).
Definujeme

Vo= 3164

Jsou-li £(-,w) znaménkové miry, pak jsou Y, dolni soucty k variaci |{[(A) ( viz
definice variace miry (Lukes a Maly, 2005, 6.10.)). Podle véty (Lukes a Maly,
2005, 6.11.) je [£](A) < oo a proto Y, jsou skoro jisté stejné omezené, t.j.

Y, < [€[(A) < oo sj. Pro n.v. Y ~ N(0,02) plati E|Y| = \/Ea a muzeme

EY, = Z E([§(4))]) = \/%Z \/ (A7),
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a dale

~ - M4) 2o i) (A
; M(Aj)_;\/u(f‘lj) - 1(4;) n(A;)

maxi<j<n maXi<j<n

Protoze p nemé podle predpokladu zadné atomy, muzeme vhodnou volbou roz-
kladu mnoziny A zajistit, aby EY,, bylo libovolné velké. Nyni spocteme odhad
pro rozptyl Y;,. Z piedpokladu nezéavislosti n.v. {(A4;) a z (Lachout, 1998, Lemma
4.13.) plyne nezéavislost n.v. |{(A;)|. Pak muzeme psét:

vary, = Varz 1E(A;)] = ZVM 1€(A)],
j=1

J=1

var [§(A;)] = E(§(4;))* — (El¢(4))])*

Dostavame nasledujici:
vary,, < Zu(Aj) = u(A).
j=1

Z Cebysevovy nerovnosti pak plyne:

varY, _ u(A) y-

Tato pravdépodobnost tedy konverguje k nule nezavisle na rozkladu mnoziny A.
To ale nemuze byt pravda, pokud jsou Y, s.j. omezené. Zvolime € > 0 a najdeme
y > 0 tak, ze

P{lY, —EY,| >y} <e. (2.2)

Déle méjme K > 0, pro které plati

PEI(A) < K} >1—c

Potom pro M :={Y,, < K} je P(M) > 1 — e. Nyn{ najdeme rozklad mnoziny A
takovy, ze EY,, — K > y. Na mnoziné M potom plati EY,, —Y,, > y, coz je spor
S
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Zaver

Cilem této prace bylo dokazat existenci a jednoznacnost rozdéleni nahodné
miry dané koneénérozmérnymi projekcemi a uvést piiklady ndhodnych meér. Nej-
prve jsme zavedli prostor lokalné koneénych mér na uplném separabilnim met-
rickém prostoru a definovali potiebné sigma-algebry. V prvni ¢asti prace jsme se
zabyvali hlavné zdkladnimi vlastnostmi téchto prostorti a uvedli néktera tvrzeni
o lokalné koneénych mérach. Dale jsme se zabyvali métitelnosti zobrazeni do pro-
storu lokalné koneé¢nych mér a nasledné sestrojili rozsiteni systému nahodnych
veli¢in na ndhodnou miru. S vyuzitim Daniell-Kolmogorovy véty jsme nésledné
dokazali stézejni vétu o existenci. Na konci prvni kapitoly jsme dokéazali i jed-
noznacnost rozdéleni ndhodné miry. Ve druhé kapitole jsme danou teorii pouzili
na Poissonuv bodovy proces. Nakonec jsme uvedli protiptiklad, ktery ukazuje, ze
danou teorii nelze pouzit pro pripad znaménkovych mer.

21



Literatura

ANDEL, J. (2007). Statistické metody. Matfyzpress.

DALEY, D. J. a VERE-JONEs, D. (2003). An Introduction to the Theory of
Point Processes, volume 1, Elementary theory and methods. Springer.

DALEY, D. J. a VERE-JONEs, D. (2008). An Introduction to the Theory of
Point Processes, volume 2, General theory and structure. Springer.

Lacnour, P. (1998). Teorie Pravdépodobnosti. Karolinum.
LUKES, J. a MALY, J. (2005). Measure and Integral. Matfyzpress.
RATAJ, J. (2006). Bodové Procesy. Karolinum.

STEPAN, J. (1987). Teorie pravdépodobnosti. Academia, Praha.

22



	Existence a jednoznačnost rozdělení náhodné míry
	Úvodní definice a tvrzení
	Existence rozdělení náhodné míry
	Jednoznačnost rozdělení náhodné míry

	Příklady náhodných měr
	Varianta věty o existenci náhodné míry
	Příklady
	Proces s nezápornými přírůstky
	Poissonův proces
	Wienerův homogenní chaos


	Literatura

