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V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . dne . . . . . . . . . . . . . Podpis autora
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rozměrných projekćı
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Úvod

Práce se věnuje možnosti rozš́ı̌rit systém konečněrozměrných rozděleńı na
náhodnou mı́ru. V prvńı kapitole jsou shrnuty některé základńı vlastnosti lokálně
konečných měr a př́ıslušných prostor̊u. Dále jsou uvedeny nutné podmı́nky pro
existenci rozš́ı̌reńı systému náhodných veličin na náhodnou mı́ru a následuje
řešeńı stěžejńıho problému, kterým je možnost rozš́ı̌rit platnost těchto podmı́nek
ze spočetného systému náhodných veličin na systém nespočetný. To nám dále
umožńı formulovat a dokázat větu o konstrukci náhodné mı́ry za pomoci konečně-
rozměrných rozděleńı. K tomu využijeme Daniell-Kolmogorovu větu pro kon-
zistentńı systém distribučńıch funkćı. Dokážeme také jednoznačnost takového
rozš́ı̌reńı. Druhá kapitola obsahuje několik př́ıklad̊u a obsahuje d̊uležitý pro-
tipř́ıklad, který ukazuje, že danou teorii nelze použ́ıt pro náhodné znaménkové
mı́ry. Nalezeńı nutných a postačuj́ıćıch podmı́nek, aby daná konečněrozměrná
rozděleńı určovala náhodnou znaménkovou mı́ru je zat́ım otevřený problém.

Většinu vět a tvrzeńı uvedených v části této práce zabývaj́ıćı se existenćı
náhodné mı́ry pokrývá kapitola IX. v publikaci (Daley a Vere-Jones, 2008). K ta-
kovým tvrzeńım zde uvedeme podrobný d̊ukaz a některá uvedeme a dokážeme s
odlǐsnými předpoklady. Jedná se např́ıklad o lemma 6, k jehož d̊ukazu se v (Daley
a Vere-Jones, 2008) použ́ıvá předpoklad složitěǰśı struktury na daném okruhu a
které zde dokážeme pomoćı upravené standardńı konstrukce z teorie mı́ry. Část o
jednoznačnosti náhodné mı́ry a některá daľśı tvrzeńı naopak podobným zp̊usobem
vycháźı z (Rataj, 2006). Ve druhé kapitole dokážeme větu 13, která je kompro-
misem mezi obecněǰśı větou o existenci a snahou o co nejjednodušš́ı ověřováńı
předpoklad̊u v konkrétńıch př́ıkladech.
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Kapitola 1

Existence a jednoznačnost
rozděleńı náhodné mı́ry

1.1 Úvodńı definice a tvrzeńı

Necht’ X je úplný separabilńı metrický prostor (polský prostor) a B(X) je bo-
relovská σ-algebra na X. Systém omezených borelovských množin na X budeme
značit B0(X).

Definice 1. Řekneme, že borelovská mı́ra µ na X je lokálně konečná, jestlǐze pro
každou B ∈ B0(X) plat́ı: µ(B) <∞.

Definice 2.

1. Symbolem M#
X budeme značit množinu všech lokálně konečných měr na

(X,B(X)).

2. Dále označ́ıme N#
X = {µ ∈M#

X : µ(B) ∈ N∪{0,∞}, ∀B ∈ B(X)} množinu
všech lokálně konečných celoč́ıselných měr. Těm budeme ř́ıkat č́ıtaćı mı́ry.

3. MX (resp. NX) bude značit množinu všech konečných (resp. konečných
celoč́ıselných) měr µ ∈M#

X .

Na těchto prostorech nyńı definujeme σ-algebry.

Definice 3.

1. M = σ{µ ∈M#
X : µ 7−→ µ(B) měřitelné, B ∈ B(X)}

2. N = {M ∩N#
X : M ∈M}

Poznámka. M je nejmenš́ı σ-algebra taková, že jsou v̊uči ńı měřitelná všechna
zobrazeńı µ 7−→ µ(B). Můžeme ji tedy přepsat do tvaru:

M = σ{{µ ∈M#
X : µ(B) ∈ A}, A ∈ B[0,∞), B ∈ B(X)}

= σ{{µ ∈M#
X : µ(B) < a}, a > 0, B ∈ B(X)}.

Druhá rovnost plyne ze známého tvrzeńı z teorie mı́ry, že měřitelnost zobrazeńı
stač́ı ověřit na generuj́ıćı množině př́ıslušné σ-algebry. Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje,
že podobně se můžeme omezit i v definici σ-algebry M.
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Lemma 1. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Bud’ A ⊂ B0(X) množinový systém uzavřený na konečné pr̊uniky takový,
že σ(A) = B(X) a existuj́ı An ∈ A, An ↗ X pro n→∞. Pak

M = σ{µ 7−→ µ(A) měřitelné, A ∈ A}.

2. N#
X ∈M.

D̊ukaz. Viz (Rataj, 2006, Lemma 2.3).

f

Definice 4. Necht’ µ je mı́ra na měřitelném prostoru (X, B(X)). Řekneme, že
x ∈ X je atom mı́ry µ, jestlǐze µ(x) > 0.

Definice 5. Definujeme Diracovu mı́ru v bodě x ∈ X na borelovských množinách
A takto:

δx(A) =

{
1 pokud x ∈ A,
0 jinak.

Poznámka. Uvažujme mı́ru µ ∈ M#
X . X je separabilńı a tedy µ je σ-konečná.

Může tedy mı́t nejvýše spočetně mnoho atomů. Označ́ıme je {xj, j = 1,2,...} a
bj = µ{x}, mı́ra µa(·) ≡

∑∞
j=1 bjδxj(·) se potom soustřed́ı pouze na atomech mı́ry

µ. Potom ale mı́ra

µd(·) := µ(·)− µa(·) = µ(·)−
∞∑
j=1

bjδxj(·) (1.1)

nemá žádné atomy. Pro každou mı́ru µ ∈M#
X tedy existuje jednoznačný rozklad

µ = µa + µd, kde µa (resp. µd ) nazýváme diskrétńı (resp. spojitou) část́ı µ.

Definice 6. Definujeme nosič mı́ry µ na X takto:

supp(µ) = X \
⋃
{G ⊂ Xotevřená: µ(G) = 0}.

Lemma 2. Plat́ı: µ(X \ supp(µ)) = 0.

D̊ukaz. Důkaz můžeme naj́ıt v (Štěpán, 1987, kap. I.7)

f

Tvrzeńı 3. Lokálně konečná mı́ra N na B(X) je č́ıtaćı (tj. N ∈ N#
X ), právě když

jej́ı spojitá část je nulová, v (1.1) jsou všechna bj kladná celá č́ısla (tj. bj = kj ∈ N)
a {xj} je spočetná množina s nejvýše konečně mnoha prvky v každé omezené
borelovské množině.
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D̊ukaz. Bud’ nejprve µ ≡ 0, bj ∈ N, a necht’ plat́ı předpoklad lokálńı konečnosti.

Potom podle (1.1) je N zřejmě č́ıtaćı mı́ra. Necht’ naopak N ∈ N#
X . Prostor X

je separabilńı a lze ho tedy pokrýt spočetně mnoha omezenými množinami. N
je celoč́ıselná a lokálně konečná, v každé omezené množině může mı́t tedy jen
konečně mnoho atomů a na celém prostoru X tedy nejvýše spočetně mnoho.

Nyńı stač́ı ukázat, že spojitá část mı́ry N je nulová. Dokážeme, že nosič mı́ry
N obsahuje pouze atomy. Necht’ x ∈ X je libovolný bod, εj > 0 jsou taková reálná
č́ısla, že εj ↘ 0 pro j −→∞. Označ́ıme B(x,εj) otevřenou kouli o poloměru εj a
středu x. Potom plat́ı: B(x,εj)↘ {x} a

lim
j−→∞

N(B(x,εj)) = N{x}. (1.2)

Každý člen levé strany je celé nezáporné č́ıslo, a tedy i N{x} ∈ N ∪ {0}. Pokud
x neńı atom N , potom podle (1.2) muśı existovat otevřená koule B ⊂ X taková,
že x ∈ B a N(B) = 0. Tedy x /∈ supp(N).

f

Definice 7.

1. Řekneme, že posloupnost konečných měr µn ∈MX konverguje slabě k mı́ře
µ (znač́ıme µn

w−→ µ), jestlǐze
∫

fdµn
n→∞−−−→

∫
fdµ pro každou spojitou ome-

zenou funkci f na X

2. Pro posloupnost lokálně konečných měr µn ∈ M#
X definujeme w# konver-

genci takto: µn
w#

−−→ µ, jestlǐze
∫

fdµn
n→∞−−−→

∫
fdµ, pro každou funkci f s

nosičem na omezené množině (tj. ∃A ∈ B0(X) taková, že f = 0 na X \A).

Tvrzeńı 4.

1. V w# topologii je M#
X polský prostor.

2. Borelovská σ-algebra B(M#
X) je nejmenš́ı σ-algebra v̊uči ńıž jsou měřitelná

všechna zobrazeńı µ 7−→ µ(B) pro B ∈ B(X). Tedy plat́ı B(M#
X) = M.

D̊ukaz. Viz (Daley a Vere-Jones, 2003, A2.6.III.).

f

Poznámka. Na prostoru konečných měr MX můžeme uvažovat Prochorovovu
metriku (Daley a Vere-Jones, 2003, A2.5.1). Pomoćı ńı pak lze definovat úplnou
metriku na M#

X metrizuj́ıćı w# konvergenci (Daley a Vere-Jones, 2003, A2.6.1).

Definice 8. Řekneme, že množinový systém A ⊂ 2X je okruh, jestlǐze je uzavřený
na konečné pr̊uniky a symetrickou diferenci.

Poznámka. Z definice okruhu plyne, že ∅ ∈ A a pro A,B ∈ A plat́ı také A∪B ∈ A
a A \B ∈ A.
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1.2 Existence rozděleńı náhodné mı́ry

Definice 9. Bud’ (Ω, Σ, P ) pravděpodobnostńı prostor. Měřitelné zobrazeńı

Ψ : (Ω, Σ, P ) −→ (M#
X ,M)

se nazývá náhodná mı́ra na X. Pravděpodobnostńı mı́ra PΨ na (M#
X ,M) pro

kterou PΨ(M) = P (Ψ ∈ M) pro každou M ∈ M, se nazývá rozděleńı náhodné
mı́ry Ψ.

Je-li ξ(A,ω) hodnota náhodné mı́ry pro A ∈ B0(X) a ω ∈ Ω, pak pro pevnou
A ∈ B0(X) je ξA ≡ ξ(A,·) zobrazeńı z Ω do R+.

Značeńı. V daľśım budeme zobrazeńı µ 7−→ µ(A) z M#
X do R+ značit jako ΦA.

Věta 5. Necht’ ξ je zobrazeńı z pravděpodobnostńıho prostoru (Ω, Σ ,P ) do M#
X

a A ⊂ B0(X) je systém uzavřený na konečné pr̊uniky takový, že σA = B(X) a
existuj́ı An ∈ A, An ↗ X. Potom ξ je náhodná mı́ra, právě když ξA je náhodná
veličina pro každé A ∈ A.

D̊ukaz. Označme
U = {U ⊂M#

X : ξ−1(U) ∈ Σ}.
U tvoř́ı σ -algebru. Protože plat́ı následuj́ıćı rovnost ξA(ω) = ΦA(ξ(·,ω)), můžeme
pro libovolnou množinu B ∈ B(R+) psát:

ξ−1(Φ−1
A (B)) = ξ−1

A (B). (1.3)

Jsou-li ξA náhodné veličiny, pak ξ−1
A (B) ∈ Σ a tedy ξ−1(Φ−1

A (B)) ∈ Σ. Z definice
σ -algebry U dostáváme, že

Φ−1
A (B) ∈ U pro každou A ∈ A. (1.4)

Dále označme
Ũ := {Φ−1

A (B), B ∈ B(R+), A ∈ A}.
Z (1.4) vid́ıme, že Ũ ⊂ U . Protože U je σ -algebra, plat́ı dokonce σŨ ⊂ U . Nyńı
stač́ı použ́ıt lemma 1 a tvrzeńı 4 a ihned dostáváme následuj́ıćı:

B(M#
X) = M = σ(Ũ) ⊂ U .

Zobrazeńı ξ je tedy měřitelné a podle definice 9 je to náhodná mı́ra.
Necht’ naopak ξ je náhodná mı́ra. Z definice σ -algebry M a podle tvrzeńı 4

plat́ı Φ−1
A (B) ∈ B(M#

X) pro každou A ∈ A a B ∈ B(R+). Potom ξ−1(Φ−1
A (B)) ∈ Σ

a z (1.3) dostáváme, že ξA jsou náhodné veličiny.

f

D̊usledek. Zobrazeńı ξ : Ω −→M#
X je náhodná mı́ra, právě když ξA jsou náhodné

veličiny pro každou A ∈ B0(X).

Náhodnou mı́ru tedy můžeme chápat jako soubor náhodných veličin indexo-
vaných pomoćı borelovských množin na X. Kv̊uli vlastnostem mı́ry maj́ı vztahy
mezi těmito náhodnými veličinami složitěǰśı strukturu. Z aditivity a spojitosti
mı́ry muśı platit následuj́ıćı:
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1. Pro všechny disjunktńı množiny A,B ∈ B(X) plat́ı

ξA + ξB = ξA∪B s.j. (1.5)

a

2. pro všechny posloupnosti omezených borelovských množin {An} ⊂ B0(X)
takových, že An ↘ ∅ pro n −→∞ plat́ı

ξAn
n→∞−−−→ 0 s.j. (1.6)

Poznámka. Podmı́nka (1.5) ř́ıká, že pro každé dvě disjunktńı borelovské množiny
existuje nějaká množinaNA,B ⊂ Ω, P (NA,B) = 0 taková, že pro každé ω ∈ Ω\NA,B

plat́ı ξA(ω) + ξB(ω) = ξA∪B(ω). Protože A,B ∈ B(X), máme nespočetně mnoho
podmı́nek tvaru (1.5) a neńı ihned jasné, zda nespočetné sjednoceńı množin NA,B

má také nulovou mı́ru. K rozš́ı̌reńı systému náhodných veličin na mı́ru pro s.v.
ω ∈ Ω tedy budeme potřebovat následuj́ıćı tvrzeńı.

Lemma 6. Necht’ A je spočetný okruh, A ⊂ B0(X) a necht’ {ξA, A ∈ A} je
systém nezáporných náhodných veličin indexovaných množinami A ∈ A. Pak
ξ(·,ω) lze rozš́ıřit na mı́ru na σA skoro jistě, právě když (1.5) plat́ı pro všechny
dvojice disjunktńıch množin A,B ∈ A a (1.6) plat́ı pro všechny posloupnosti
{An} ⊂ A, pro které An ↘ ∅.

D̊ukaz. Označme

NA,B := {ω ∈ Ω : ξA(ω) + ξB(ω) 6= ξA∪B(ω)}

pro A,B ∈ A disjunktńı. Z podmı́nky (1.5) v́ıme, že P (NA,B) = 0 a protože A je
spočetný, je i sjednoceńı N =

⋃
NA,B spočetné a plat́ı

P (N) = P (
⋃

NA,B) ≤
∑

P (NA,B) = 0.

Máme, že (1.5) plat́ı pro každé ω ∈ Ω \ N . Potom indukćı dostáváme, že pro
všechny disjunktńı množiny A1, . . . ,An ∈ A plat́ı

ξA1 + · · ·+ ξAn = ξA1∪···∪An na Ω \N.

ξ(·,ω) je potom s.j. konečně aditivńı množinová funkce na A, pro kterou zřejmě
ξ(∅,ω) = 0. Dále budeme značit ξ(·) ≡ ξ(·, ω). Nyńı chceme tuto množinovou
funkci rozš́ı̌rit na mı́ru na σA. Protože máme k dispozici pouze konečnou aditivitu,
nemůžeme použ́ıt Hopfovu větu př́ımo. Využijeme proto podmı́nky (1.6).

K rozš́ı̌reńı použijeme standardńı konstrukci z teorie mı́ry. Definujeme:

ξ∗(B) := inf
{ ∞∑

j=1

ξ(Bj) : Bj ∈ A, B ⊂
∞⋃
j=1

Bj

}
. (1.7)

Z teorie mı́ry (Lukeš a Malý, 2005, theorem 4.3.) v́ıme, že ξ∗(·) je vněǰśı mı́ra
na X. Množina M ⊂ X je ξ∗ -měřitelná podle definice (Lukeš a Malý, 2005,
4.4.), jestliže pro každou T ⊂ X plat́ı ξ∗(T ) = ξ∗(T ∩M) + ξ∗(T \M). Pak z
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Caratheodoryovy věty (Lukeš a Malý, 2005, theorem 4.5.) dostáváme, že systém
ξ∗ -měřitelných množin M(ξ∗) tvoř́ı σ -algebru a ξ∗

∣∣
M(ξ∗)

je mı́ra. Nyńı zbývá

dokázat, že (M(ξ∗), ξ∗
∣∣
M(ξ∗)

) rozšǐruje (A, ξ).
Nejprve ukážeme, že A ⊂ M(ξ∗). Necht’ A ∈ A, T ⊂ X a {Bj} ⊂ A jsou

takové, že T ⊂
⋃∞
j=1Bj. Systém A je okruh a tedy Bj ∩A, Bj \A ∈ A. Z konečné

aditivity ξ plat́ı
ξ(Bj) = ξ(Bj ∩ A) + ξ(Bj \ A)

a dále podle (1.7)

ξ∗(T ∩ A) + ξ∗(T \ A) ≤
∞∑
j=1

ξ(Bj ∩ A) +
∞∑
j=1

ξ(Bj \ A) =
∞∑
j=1

ξ(Bj).

Přechodem k infimu přes všechny horńı součty a ze subaditivity vněǰśı mı́ry pak
ihned dostáváme měřitelnost množiny A a tedy plat́ı A ⊂M(ξ∗) a σA ⊂M(ξ∗).

Nyńı stač́ı dokázat, že ξ = ξ∗ naA s.j. Necht’ A ∈ A, {Bj} ⊂ A a A ⊂
⋃∞
j=1 Bj.

Zdisjunktněńım množin Bj ∩ A najdeme po dvou disjunktńı množiny Ej ∈ A
takové, že Ej ⊂ (Bj ∩ A) a plat́ı

∞⋃
j=1

Ej =
∞⋃
j=1

(Bj ∩ A) = A.

Označme An = A \
⋃n
j=1 Ej. Potom An ↘ ∅ pro n → ∞ a podle (1.6) plat́ı

ξ(An)
n→∞−−−→ 0 s.j. Dostáváme

lim
n→∞

ξ(
n⋃
j=1

Ej) = ξ(A) s.j.

a protože ξ jsou konečně aditivńı s.j., plat́ı

∞∑
j=1

ξ(Ej) = lim
n→∞

n∑
j=1

ξ(Ej) = ξ(A) s.j.

Ukázali jsme, že

ξ(A) =
∞∑
j=1

ξ(Ej) ≤
∞∑
j=1

ξ(Bj) s.j.

a tedy
ξ(A) ≤ ξ∗(A) s.j. (1.8)

Protože ξ(A) je horńı součet k ξ∗(A), plat́ı i opačná nerovnost. Vzhledem k tomu,
že okruh A je spočetný, máme pouze spočetně mnoho podmı́nek (1.6) a proto
vztah (1.8) plat́ı skoro jistě už pro všechny A ∈ A zároveň. Dokázali jsme, že
(σA, ξ∗) skoro jistě rozšǐruje (A, ξ).

Nutnost obou podmı́nek plyne z aditivity a spojitosti mı́ry.
f
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Věta 7. Necht’ {ξA, A ∈ B(X)} je systém nezáporných náhodných veličin in-
dexovaných množinami z B(X), které jsou skoro jistě konečné na B0(X). Pak
náhodná mı́ra ξ∗(A,ω) taková, že pro každou A ∈ B(X) plat́ı

ξ∗(A,ω) = ξA(ω) s.j.

existuje, právě když (1.5) plat́ı pro každé dvě disjunktńı omezené borelovské množiny
A,B ∈ B0(X) a (1.6) plat́ı pro všechny posloupnosti {An} ⊂ B0(X) omezených
borelovských množin.

D̊ukaz. Bud’ A libovolný spočetný okruh takový, že A ⊂ B0(X), σA = B(X) a
existuj́ı An ∈ A takové, že An ↗ X. Podmı́nky (1.5) a (1.6) plat́ı na B0(X) a tedy
i na A. Podle lemmatu 6 nyńı s pravděpodobnost́ı 1 existuje rozš́ı̌reńı konečně
aditivńıch funkćı ξ(·,ω) definovaných pro A ∈ A na mı́ry ξ∗(·, ω), definované pro
všechny A ∈ σA = B(X).

Označme U ⊂ Ω, P (U) = 0, množinu těch ω ∈ Ω, pro které takové rozš́ı̌reńı
neexistuje. Pro ω ∈ U definujeme ξ∗(A,ω) = 0. Potom je ξ∗ náhodná mı́ra, která
se na A shoduje s náhodnými veličinami ξA(ω) skoro jistě. Dokážeme, že pro
každou množinu A ∈ B(X) plat́ı

ξA(ω) = ξ∗(A,ω) s.j.

Označme

Dn = {B ∈ B(X) : ξB∩An(ω) = ξ∗(B ∩ An,ω) s.j.}.

Ukážeme, že Dn je Dynkin̊uv systém. Necht’ A,B ∈ Dn a A ⊂ B. Potom

ξ(B\A)∩An(ω) = ξB∩An(ω)− ξA∩An(ω)

= ξ∗(B ∩ An,ω)− ξ∗(A ∩ An,ω)

= ξ∗((B \ A) ∩ An, ω) s.j.

a B \ A ∈ Dn. Bud’ Bj po dvou disjunktńı množiny, {Bj} ⊂ Dn. Protože plat́ı

∞⋃
j=k+1

(Bj ∩ An)↘ ∅, k →∞

můžeme psát

ξ(
∞⋃
j=1

Bj ∩ An,ω) = lim
k→∞

ξ(
k⋃
j=1

Bj ∩ An,ω)

= lim
k→∞

k∑
j=1

ξ(Bj ∩ An,ω)

= lim
k→∞

k∑
j=1

ξ∗(Bj ∩ An,ω)

=
∞∑
j=1

ξ∗(Bj ∩ An,ω) = ξ∗(
∞⋃
j=1

Bj ∩ An,ω) s.j.
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Zřejmě X ∈ Dn. Ukázali jsme, že Dn je Dynkin̊uv systém pro každé n ∈ N.
Z lemmatu 6 v́ıme, že (σA, ξ∗) rozšǐruje (A,ξ) a tedy A ⊂ Dn. Z Dynkinova
lemmatu dostáváme, že B(X) = σA ⊂ Dn ⊂ B(X) a Dn = B(X). Tedy pro
každou B ∈ B(X) a pro každé n ∈ N plat́ı:

ξB∩An = ξ∗(B ∩ An,·) s.j.,

a tedy ξB = ξ∗(B,·) s.j. Nutnost obou podmı́nek ihned dostáváme z aditivity a
spojitosti mı́ry.

f

Věta 8. Necht’ ξ je náhodná mı́ra definovaná na pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,Σ, P ) s úplným, separabilńım stavovým prostorem X a F ⊂ Σ je σ -algebra.
Pak existuj́ı verze podmı́něných středńıch hodnot η(A,ω) = E[ξA|F ](ω) takové, že

1. Pro každou A ∈ B(X) je η(A,·) F -měřitelná náhodná veličina

2. η je náhodná mı́ra se stavovým prostorem X.

D̊ukaz. Pro A,B ∈ B0(X) disjunktńı plat́ı

η(A) + η(B) = E[ξA|F ] + E[ξB|F ]

= E[ξA + ξB|F ] = E[ξA∪B|F ] s.j.

= η(A ∪B).

Necht’ dále {An} ⊂ B0(X), An ↘ ∅, pak ξAn −→ 0 s.j. a podle (Lachout, 1998,
Věta 7.12 iv) plat́ı

E[ξAn|F ] −→ 0 s.j.

Podmı́něné středńı hodnoty η(A,ω) tedy splňuj́ı podmı́nky (1.5) a (1.6) pro ome-
zené borelovské množiny. Podmı́něné středńı hodnoty jsou z definice F -měřitelné,
viz (Lachout, 1998, Definice 7.1). Podle věty 7 nyńı existuje F -měřitelná náhodná
mı́ra ξ∗ taková, že pro každou A ∈ B(X) plat́ı ξ∗(A) = ξ(A) skoro jistě.

f

Definice 10. Konečněrozměrná rozděleńı náhodné mı́ry ξ jsou sdružená rozděleńı
náhodných veličin ξA1 , . . . ,ξAn pro všechna n ∈ N a A1, . . . ,An ∈ B0(X). Př́ıslušné
distribučńı funkce budeme značit Fn(A1, . . . ,An;x1, . . . ,xn), kde

Fn(A1, . . . ,An;x1, . . . ,xn) = P (ξA1 ≤ x1, . . . ,ξAn ≤ xn).

Definice 11. (Kolmogorovy podmı́nky konzistence)
Mějme systém distribučńıch funkćı {Fn(·; ·)} jako výše. Řekneme, že tento systém
je konzistentńı, jestlǐze jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky.

1. Pro každé k ∈ N a každou permutaci i1, . . . ,ik č́ısel 1, . . . ,k plat́ı

Fk(A1, . . . ,Ak;x1, . . . ,xk) = Fk(Ai1 , . . . ,Aik ;xi1 , . . . ,xik)
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2. Pro každé k ∈ N plat́ı

lim
xk+1→∞

Fk+1(A1, . . . ,Ak,Ak+1;x1, . . . ,xk,xk+1) = Fk(A1, . . . ,Ak;x1, . . . ,xk)

Definice 12. (Podmı́nky pro existenci mı́ry)
Mějme systém distribučńıch funkćı jako výše, pak definujeme následuj́ıćı podmı́nky.

1. Aditivita. Pro dvojici disjunktńıch množin A1,A2 ∈ B(X) je rozděleńı od-
pov́ıdaj́ıćı distribučńı funkci F3(A1,A2,A1 ∪ A2;x1,x2,x3) soustředěno na
př́ımce x1 + x2 = x3.

2. Spojitost. Pro každou posloupnost {An} ⊂ B0(X) omezených borelovských
množin takových, že An ↘ ∅ a pro každé ε > 0 plat́ı

1− F1(An; ε)
n→∞−−−→ 0 (1.9)

Nyńı uvedeme verzi Daniell-Kolmogorovy věty. Jej́ı obecněǰśı zněńı můžeme
naj́ıt v (Štěpán, 1987, věta I.10.3.).

Věta 9. Necht’ {Fk(A1, . . . ,Ak;x1, . . . ,xk)} je konzistentńı systém distribučńıch
funkćı. Pak existuje pravděpodobnostńı prostor (Ω,Σ,P ) a na něm definovaný
náhodný proces {ξA, A ∈ B(X)} takový, že pro každé k ∈ N, A1, . . . ,Ak ∈ B(X)
a reálná x1, . . . ,xk plat́ı

P (ξA1 ≤ x1, . . . ,ξAk ≤ xk) = Fk(A1, . . . ,Ak;x1, . . . ,xk). (1.10)

Věta 10. Bud’ {Fk(·; ·)} systém distribučńıch funkćı splňuj́ıćı Kolmogorovy podmı́nky
konzistence. Pak Fk(·) jsou konečněrozměrná rozděleńı náhodné mı́ry, právě když
plat́ı

1. Distribučńı funkce Fk(·) jsou nenulové pouze pro nezáporné hodnoty x1,...,xk.

2. Funkce Fk(·) splňuj́ı podmı́nky v definici (12).

D̊ukaz. Nutnost obou podmı́nek plyne z lemmatu 6. Necht’ Fk(·) splňuj́ı Kolmo-
gorovovy podmı́nky konzistence. Pak podle věty 9 existuje pravděpodobnostńı
prostor (Ω,Σ,P ) a na něm definované náhodné veličiny ξA pro A ∈ B0(X), které
splňuj́ı (1.10). Z předpokladu (1) plyne, že ξA ≥ 0 s.j. a platnost podmı́nky (1) z
definice 12 nám dává platnost (1.5).

Dále z předpokladu (1.9) plyne, že pro An ∈ B0(X), An ↘ ∅ plat́ı ξAn
P−→ 0.

Potom podle (Lachout, 1998, věta 6.7. (ii)) existuje podposloupnost ξAnk , k ∈ N
taková, že ξAnk −→ 0 s.j. Posloupnost ξAn je ale s.j. monotónńı, má tedy li-
mitu s.j. a proto ξAn −→ 0 s.j. Dostáváme platnost podmı́nky (1.6) a t́ım jsou
splněny předpoklady lemmatu 6. Existuje proto náhodná mı́ra ξ∗ taková, že pro
každou A ∈ B(X) plat́ı ξ∗(A) = ξA s.j. Z toho ale plyne, že ξ∗ a ξ maj́ı stejná
konečněrozměrná rozděleńı.

f
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1.3 Jednoznačnost rozděleńı náhodné mı́ry

Definice 13. Pro A1, . . . ,An ∈ B0 označme

MA1,...,An = σ{µ 7−→ µ(Ai)měřitelné, i = 1, . . . ,n} (1.11)

Lemma 11. Bud’ A ⊂ B0(X) systém uzavřený na konečné pr̊uniky takový, že
σ(A) = B(X) a existuj́ı An ∈ A, An ↗ X. Pak

M0 =
⋃
{MA1,...,An : A1, . . . ,An ∈ A, Ai po dvou disjunktńı}

je algebra a σM0 = M.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme, že M0 je algebra. Ověř́ıme, že

1. M#
X ∈M0,

2. U,V ∈M0 ⇒ U \ V ∈M0,

3. U,V ∈M0 ⇒ U ∪ V ∈M0.

Zřejmě plat́ıM#
X ∈M0. Podmı́nky 2 a 3 nejprve dokážeme ve speciálńım př́ıpadě.

Necht’ U ∈ MA, V ∈ MB, pak U, V ∈ MA\B,A∩B,B\A. Uvažujme následuj́ıćı zob-
razeńı

ΦA : (M#
X ,MA) −→ ([0,∞),B[0,∞))

µ 7−→ µ(A),

kde MA je nejmenš́ı σ-algebra, v̊uči které je zobrazeńı ΦA měřitelné. Z výrazu
(1.11) v Definici 13. máme, že zobrazeńı ΦA\B,ΦA∩B jsou měřitelná v̊uči σ-algebře
MA\B,A∩B,B\A a MA\B,A∩B,B\A ∈M0, protože A,B ∈ A a A je okruh. Potom ΦA

je součtem dvou měřitelných zobrazeńı

ΦA = ΦA\B + ΦA∩B

a je proto také MA\B,A∩B,B\A-měřitelné, tedy MA ⊂ MA\B,A∩B,B\A. Pro zobra-
zeńı ΦB je situace symetrická, ihned proto dostáváme MB ⊂ MA\B,A∩B,B\A a
U,V ∈MA\B,A∩B,B\A. Odtud U,V ∈M0.

Mějme nyńı obecně U, V ∈M0, tedy plat́ı: U ∈MA1,...,An , V ∈MB1,...,Bm pro
nějaké množiny A1, . . . ,An,B1, . . . ,Bm ∈ A takové, že pro všechny i 6= j plat́ı
Ai∩Aj = ∅ a Bi∩Bj = ∅. Uvažujme po dvou disjunktńı množiny C1, . . . ,Ck ∈ A,
které jsou tvořeny množinami typu Ai \

⋃m
j=1 Bj, Ai ∩ Bj, Bi \

⋃n
j=1 Aj. Potom

zobrazeńı ΦAi se pro i ∈ {1, . . . ,n} dá vyjádřit jako konečný součet MC1,...,Ck-
měřitelných zobrazeńı

ΦAi =
∑
j∈Ii

ΦCj

pro vhodnou Ii ⊂ {1, . . . ,k}. Odtud máme, že ΦAi jsou MC1,...,Ck -měřitelné.
Obdobně dostaneme, že ΦBj pro j = 1, . . . ,m jsou také MC1,...,Ck-měřitelné, tedy
U,V ∈MC1,...,Ck a U \ V, U ∩ V ∈M0. Dokázali jsme, že M0 je algebra.

Nyńı dokážeme, že σM0 = M. Pro A ∈ A označ́ıme

DA = {B ∈ B(X) : µ 7−→ µ(B ∩ A) je σM0-měřitelné}.
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Ukážeme, že DA je Dynkin̊uv systém obsahuj́ıćı A. Necht’ Ã ∈ A, pak Ã∩A ∈ A
a z definice M0 je µ 7−→ µ(Ã ∩ A) σM0-měřitelné a tedy A ⊂ DA.

X ∈ DA, protože µ(X ∩ A) = µ(A) a A ∈ A. Necht’ B,C ∈ DA, C ⊂ B,
potom µ((B \C)∩A) = µ(B ∩A)−µ(C ∩A). Zobrazeńı ΦA∩B, ΦA∩C jsou σM0-
měřitelná, ΦB\C = ΦA∩B − ΦA∩C , tedy ΦB\C je měřitelné a B \ C ∈ DA. Zbývá
ukázat uzavřenost DA na disjunktńı sjednoceńı.

Necht’ Bj ∈ DA jsou po dvou disjunktńı, pak plat́ı:

µ(
∞⋃
j=1

Bj ∩ A) = µ(
∞⋃
j=1

(Bj ∩ A)) =
∞∑
j=1

µ(Bj ∩ A).

Uvažujme nyńı zobrazeńı

Φn : µ 7−→
n∑
j=1

µ(Bj ∩ A).

Zobrazeńı µ 7−→ µ(Bj∩A) jsou σM0-měřitelná podle předpokladu a proto Φn jsou

σM0-měřitelné pro každé n. Máme, že Φn
n→∞−−−→ Φ, kde Φ : µ 7−→

∑∞
j=1 µ(Bj∩A).

Φ je tedy limitou monotónńı posloupnosti σM0-měřitelných funkćı, je tedy také
σM0-měřitelné a dostáváme, že

∞⋃
j=1

Bj ∈ DA.

Protože A je uzavřený na konečné pr̊uniky, můžeme použ́ıt Dynkinovo lemma
a dostaneme B(X) = σA ⊂ DA a DA = B(X). Necht’ B ∈ B(X), Ai ∈ A a
Ai ↗ X, i→∞. Nyńı v́ıme, že funkce ΦAi∩B jsou σM0-měřitelné a z monotonie
mı́ry plat́ı:

ΦB = lim
i→∞

ΦAi∩B.

Pro každou B ∈ B(X) je tedy ΦB σ(M0)-měřitelné. Vzhledem k tomu, že σ -
algebra M je z definice nejmenš́ı taková, v̊uči ńıž jsou měřitelná zobrazeńı ΦB

pro každou B ∈ B(X), dostáváme M ⊂ σM0 a konečně σM0 = M.

f

Značeńı. Pro Y,Z měřitelné funkce na pravděpodobnostńım prostoru budeme
symbolem Y

d
= Z značit rovnost v distribuci, tedy P (Y −1) = P (Z−1).

Věta 12. Bud’ A ⊂ B0(X) okruh generuj́ıćı B(X) a ξ,Ψ dvě náhodné mı́ry
takové, že pro každé n ∈ N a po dvou disjunktńı A1, . . . ,An ∈ A plat́ı:(

ξA1 , . . . ,ξAn

)
d
=
(

ΨA1 , . . . ,ΨAn

)
(1.12)

Pak ξ
d
= Ψ.

D̊ukaz. Necht’ A1, . . . ,An ∈ A jsou po dvou disjunktńı. Pro a1, . . . ,an ≥ 0 označme

Ba1,...,an = {µ ∈M#
X : µ(A1) < a1, . . . ,µ(An) < an}.
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Pak podle předpokladu plat́ı

Pξ(Ba1,...,an) = P
[
ξA1 < a1, . . . ,ξAn < an

]
= P

[
ΨA1 < a1, . . . ,ΨAn < an

]
= PΨ(Ba1,...,an).

Z poznámky u definice 3 vid́ıme, že systém {Ba1,...,an , a1, . . . ,an ≥ 0} generuje
σ -algebru MA1,...,An . Tento systém je zřejmě uzavřený na konečné pr̊uniky a z
tvrzeńı o jednoznačnosti z teorie mı́ry (viz např. (Rataj, 2006, lemma 2.2)) plyne,
že Pξ = PΨ na MA1,...,An a tedy rozděleńı náhodných měr ξ a Ψ se shoduj́ı na
M0. Opětovným použit́ım (Rataj, 2006, lemma 2.2) a předchoźıho lemmatu 11
dostaneme, že Pξ = PΨ na σM0 = M = B(M#

X), kde posledńı rovnost plyne z
tvrzeńı 4.

f
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Kapitola 2

Př́ıklady náhodných měr

2.1 Varianta věty o existenci náhodné mı́ry

Ověřováńı předpoklad̊u věty 10 může být v konkrétńıch př́ıkladech pracné.
Uvedeme proto jej́ı méně obecnou variantu, jej́ıž předpoklady ale snáze ověř́ıme.

Věta 13. Necht’ QB, B ∈ B0(X) jsou pravděpodobnostńı mı́ry na
(

[0,∞),B[0,∞)
)

a plat́ı:

1. Pro disjunktńı množiny A,B ∈ B0(X) je (QA ⊗ QB)η−1 = QA∪B, kde
η : (x,y) 7−→ x+ y.

2. Jsou-li An ∈ B0(X) a An ↘ ∅, pak QAn
w−→ 0.

Pak existuje právě jedna náhodná mı́ra ξ na X taková, že

1. ξ(B,·) ∼ QB pro každé B ∈ B0(X),

2. pro B1, . . . ,Bk ∈ B0(X) po dvou disjunktńı jsou n.v. ξ(B1), . . . ,ξ(Bk) nezávislé.

D̊ukaz. Pro po dvou disjunktńı množiny B1, . . . ,Bk ∈ B0(X) pomoćı součinové
mı́ry definujeme:

QB1,...,Bk := QB1 ⊗ · · · ⊗QBk ≡
k⊗
j=1

Qj.

Z této definice ihned plyne projektivita a symetrie:

1. QB1,...,Bk(U) = QB1,...,Bk,Bk+1
(U × [0,∞)),

2. QB1,...,Bk(U1 × · · · × Uk) = QBπ(1),...,Bπ(k)(Uπ(1) × · · · × Uπ(k)) pro každou
permutaci π č́ısel {1, . . . ,k}.
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Pro ( ne nutně po dvou disjunktńı ) A1, . . . ,An ∈ B0(X) najdeme po dvou dis-
junktńı B1, . . . ,Bk ∈ B0(X), B1 ∪ · · · ∪ Bk ⊂ A1 ∪ · · · ∪ An takové, že pro každé
Ai existuje Ii ⊂ {1,...,k} a

Ai =
⋃
j∈Ii

Bj.

Pro A1, . . . ,An ∈ B0(X) nyńı definujeme

QA1,...,An := QB1,...,Bkφ
−1,

kde
φ : (x1, . . . ,xk) 7−→

(∑
i∈I1

xi, . . . ,
∑
i∈In

xi

)
.

Ukážeme, že tato definice nezáviśı na volbě rozkladu.
Uvažujme nejprve speciálńı př́ıpad, kdy A1, . . . ,An jsou nav́ıc po dvou dis-

junktńı a B1, . . . ,Bk je rozklad jako výše. Pro Mj ∈ B[0,∞) označme měřitelný
obdélńık M :=

∏n
j=1Mj. Necht’ A′1,A

′′
1 ∈ B0(X), A′1 ∩ A′′1 = ∅, A1 = A′1 ∪ A′′1 a

pro takto vzniklý rozklad A′1,A
′′
1,A2, . . . ,An definujme zobrazeńı ρ analogicky k

zobrazeńı φ. Pak plat́ı:

ρ−1(M) = {(x′1,x′′1,x2, . . . ,xn) : (x′1 + x′′1, . . . ,xn) ∈M}

= {(x′1,x′′1) : x′1 + x′′1 ∈M1} ×
n∏
j=2

Mj

= η−1(M1)×
n∏
j=2

Mj,

kde η je jako v předpokladech. Tedy plat́ı:

QA′1,A
′′
1 ,A2,...,Anρ

−1(M) = QA′1
⊗QA′′1

⊗ · · · ⊗QAn

(
η−1(M1)×

n∏
j=2

Mj

)
= (QA′1

⊗QA′′1
)η−1(M1) ·

n∏
j=2

QAj(Mj)

= QA1(M1) ·
n∏
j=2

QAj(Mj)

= QA1,...,An(M).

S využit́ım projektivnosti a symetrie tedy indukćı dostáváme:

QA1,...,An = QB1,...,Bkφ
−1.

Pro obecný př́ıpad ( ne nutně po dvou disjunktńıch ) množinA1, . . . ,An ∈ B0(X)
uvažujme rozklady B1, . . . ,Bk; C1, . . . ,Cl a př́ıslušná zobrazeńı φ a ψ. Chceme
ukázat, že

QB1,...,Bkφ
−1 = QC1,...,Clψ

−1.

Uvažujme jejich společný rozklad D1, . . . ,Dm a př́ıslušná zobrazeńı γ1 a γ2 tak,
aby platilo:

QB1,...,Bk = QD1,...,Dmγ
−1
1 ,

QC1,...,Cl = QD1,...,Dmγ
−1
2 .

16



Tato definice je podle předchoźıho korektńı ( nezáviśı na volbě D1, . . . ,Dm ). Pro
měřitelný obdélńık M plat́ı:

QB1,...,Bkφ
−1(M) = QD1,...,Dmγ

−1
1 (φ−1(M))

= QD1,...,Dmγ
−1
2 (ψ−1(M))

= QC1,...,Clψ
−1(M),

a definice QA1,...,An je tedy korektńı.
Uvažujme C1, . . . ,Cl,E disjunktńı rozklad A1, . . . ,An,An+1, kde

E = An+1 \
⋃n
j=1Aj. Mějme následuj́ıćı zobrazeńı:

φ : (x1, . . . ,xl) 7−→
(∑
i∈I1

xi, . . . ,
∑
i∈In

xi

)
,

ψ : (x1, . . . ,xl+1) 7−→
(∑
i∈I1

xi, . . . ,
∑
i∈In+1

xi

)
.

Pak pro měřitelný obdélńık M plat́ı:

QA1,...,An(M) = QC1,...,Clφ
−1(M)

= QC1,...,Cl,E

(
φ−1(M)× [0,∞)

)
= QA1,...,An+1ψ

(
φ−1(M)× [0,∞)

)
= QA1,...,An+1(M × [0,∞)).

Nyńı podle Daniell-Kolmogorovy věty ( věta 9 ) existuje pravděpodobnostńı
prostor (Ω,Σ,P ) a na něm definované náhodné veličiny ξA, A ∈ B0(X) takové, že
(ξA1 , . . . ,ξAn) ∼ QA1,...,An . Tyto n.v. jsou zřejmě nezáporné a z předpokladu 1)

plyne aditivita, tj. plat́ı podmı́nka 1.5. Pro An ↘ ∅ je podle předpokladuQAn
w−→ 0

a z definice tedy ξAn konverguj́ı k nule v distribuci. Pak podle (Lachout, 1998,

13.4.) plat́ı ξAn
P−→ 0. Stejně jako v d̊ukazu věty 10 ukážeme, že ξAn −→ 0 s.j. a

podmı́nka 1.6 je splněna. Jsou tedy splněny předpoklady věty 7 a proto existuje
náhodná mı́ra ξ taková, že ξ(B,·) ∼ QB, tedy ξ(B,·) = ξB s.j. Nezávislost n.v.
ξ(B1), . . . ,ξ(Bk) pro po dvou disjunktńı množiny B1, . . . ,Bk ∈ B0(X) plyne z de-
finice QB1,...,Bk jako součinové mı́ry a jednoznačnost ξ plyne z věty 12.

f

2.2 Př́ıklady

2.2.1 Proces s nezápornými př́ır̊ustky

Necht’ X = R. Mějme náhodný proces {Xt, t ∈ R}, který má skoro jistě
rostoućı trajektorie a plat́ı |Xt| <∞ s.j. Dále budeme požadovat spojitost zprava,
tedy

lim
h→0+

Xt+h(ω) = Xt(ω) s.j.

Definujme
ξ(a,b] := Xb −Xa.
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To je podle našich předpoklad̊u skoro jistě nezáporná, zprava spojitá, aditivńı
funkce intervalu. Označme A okruh všech konečných sjednoceńı omezených in-
terval̊u tvaru (a,b]. Podle (Daley a Vere-Jones, 2003, A2.2.VI) je ξ σ -aditivńı
na A a jsou tedy splněny předpoklady Hopfovy věty (Lukeš a Malý, 2005, 5.5.).
Množinovou funkci ξ proto lze rozš́ı̌rit na lokálně konečnou mı́ru ξ∗ na B(R) skoro
jistě. ξ∗ je tedy zobrazeńı z pravděpodobnostńıho prostoru Ω do M#

R . ξ∗(a,b]
jsou náhodné veličiny pro každý polouzavřený interval (a,b] a podle věty 5 je ξ∗

náhodná mı́ra.

2.2.2 Poisson̊uv proces

Mějme lokálně konečnou borelovskou mı́ru Λ na X. Pro A ∈ B0(X) definujme
náhodné veličiny NA tak, že plat́ı následuj́ıćı:

1. NA ∼ Poiss(Λ(A))

2. Pro všechny po dvou disjunktńı množiny A1, . . . An ∈ B0(X) jsou n.v.
NA1 , . . . ,NAn nezávislé.

Necht’ A,B ∈ B0(X) jsou disjunktńı a NA ∼ Poiss(Λ(A)), NB ∼ Poiss(Λ(B)).
Podle předpokladu jsou NA a NB nezávislé a tedy plat́ı

NA +NB ∼ Poiss(Λ(A) + Λ(B)) ≡ Poiss(Λ(A ∪B)).

Dostáváme tedy, že NA +NB = NA∪B s.j.
Nyńı stač́ı ověřit podmı́nku monotonie. Mějme An ↘ ∅, pak

P1(An; 0) = e−Λ(An) n→∞−−−→ 1.

S využit́ım věty 13 lze tedy systém náhodných veličin {NA, A ∈ B0(X)} rozš́ı̌rit
na bodový proces.

2.2.3 Wiener̊uv homogenńı chaos

Nyńı uvedeme protipř́ıklad na kterém ukážeme, že bez předpokladu nezápornosti
náhodných veličin obecně neexistuje rozš́ı̌reńı na znaménkovou náhodnou mı́ru
skoro jistě. Pro A ∈ B(X) uvažujme náhodné veličiny s normálńım rozděleńım
ξA ∼ N(0,µ(A)), kde µ ∈ M#

X je neatomická. Stejně jako v předchoźım př́ıkladě
budeme předpokládat, že pro A1, . . . ,An disjunktńı jsou n.v. ξA1 , . . . ,ξAn nezávislé.
Z d̊ukazu lemmatu 13 plyne platnost Kolmogorovových podmı́nek konzistence.

Dále ověř́ıme konečnou aditivitu. Necht’ A,B ∈ B0(X) jsou disjunktńı,
ξA ∼ N(0,µ(A)) a ξB ∼ N(0,µ(B)). Podle předpokladu jsou ξA a ξB nezávislé a
z věty o konvoluci (Anděl, 2007, Věta 4.8) plat́ı ξA + ξB ∼ N(0,µ(A) + µ(B)) ≡
N(0,µ(A ∪B)). Tedy ξA + ξB = ξA∪B skoro jistě.

Nyńı ukážeme, že pro An ∈ B0(X), An ↘ ∅ plat́ı ξAn
n→∞−−−→ 0 skoro jistě.

Mějme nejprve posloupnost {En} po dvou disjunktńıch omezených borelovských
množin. Bud’ E =

⋃∞
j=1Ej, kde E je také omezená. Označ́ıme

Wn := ξ
( n⋃
j=1

Ej

)
=

n∑
j=1

ξ(Ej) s.j.,
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kde jsme využili konečné aditivity. Dále označ́ıme W := ξ(
⋃∞
j=1 Ej) a ukážeme,

že Wn
L2−−−→

n→∞
W . Podle předpokladu je EWn = EW = 0 a tedy můžeme psát:

E(W −Wn)2 = EW 2 − 2EWnW + EW 2
n

= varW + varWn − 2EWnW

= µ
( ∞⋃
j=1

Ej

)
+ µ
( n⋃
j=1

Ej

)
− 2E

(
ξ(

n⋃
j=1

Ej)
)(
ξ(

n⋃
j=1

Ej) + ξ(
∞⋃

j=n+1

Ej)
)

= µ
( ∞⋃
j=1

Ej

)
+ µ
( n⋃
j=1

Ej

)
− 2E

(
ξ(

n⋃
j=1

Ej)
)2

= µ
( ∞⋃
j=1

Ej

)
− µ

( n⋃
j=1

Ej

)
=

∞∑
j=n+1

µ(Ej)
n→∞−−−→ 0.

Využili jsme konečné aditivity a nezávislosti n.v. ξA pro disjunktńı množiny. Na-
konec jsme využili toho, že E ∈ B0(X) a tedy

∑∞
j=1 µ(Ej) = µ(E) < ∞. Podle

(Lachout, 1998, Věta 6.8.) plat́ı Wn
P−−−→

n→∞
W a řada

∑∞
j=1 ξ(Ej) je tedy sč́ıtatelná

v pravděpodobnosti. Náhodné veličiny ξ(Ej) jsou podle předpokladu nezávislé a
z (Lachout, 1998, Věta 10.3.) plyne i sč́ıtatelnost skoro jistě. Tedy plat́ı

n∑
j=1

ξ(Ej)
n→∞−−−→ ξ(E) s.j. (2.1)

Necht’ nyńı An ↘ ∅, An ∈ B0(X). Označme En := An \ An+1. Protože
An ⊃ An+1, jsou En po dvou disjunktńı a s využit́ım 2.1 dostáváme, že

ξ(An) = ξ
( ∞⋃
j=n

Ej

)
=
∞∑
j=n

ξ(Ej)
n→∞−−−→ 0.

Dokázali jsme, že kromě požadavku nezápornosti náhodných veličin plat́ı všechny
předpoklady věty 10. Neplat́ı ale, že by ξ(·,ω) byly skoro jistě znaménkové mı́ry.
Předpoklad nezápornosti je tedy zásadńı. Budeme postupovat sporem.

Předpokládejme, že ξ(·,ω) jsou skoro jistě znaménkové mı́ry. Necht’ {A1, . . . ,An}
je rozklad množiny A ∈ B0(X) ( tj. Aj jsou po dvou disjunktńı a

⋃n
j=1Aj = A ).

Definujeme

Yn :=
n∑
j=1

|ξ(Aj)|.

Jsou-li ξ(·,ω) znaménkové mı́ry, pak jsou Yn dolńı součty k variaci |ξ|(A) ( viz
definice variace mı́ry (Lukeš a Malý, 2005, 6.10.)). Podle věty (Lukeš a Malý,
2005, 6.11.) je |ξ|(A) < ∞ a proto Yn jsou skoro jistě stejně omezené, t.j.

Yn ≤ |ξ|(A) < ∞ s.j. Pro n.v. Y ∼ N(0,σ2) plat́ı E |Y | =
√

2
π
σ a můžeme

tedy psát:

EYn =
n∑
j=1

E(|ξ(Aj)|) =

√
2

π

n∑
j=1

√
µ(Aj),
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a dále

n∑
j=1

√
µ(Aj) =

n∑
j=1

µ(Aj)√
µ(Aj)

≥
∑n

j=1 µ(Aj)

max1≤j≤n
√
µ(Aj)

=
µ(A)

max1≤j≤n
√
µ(Aj)

.

Protože µ nemá podle předpokladu žádné atomy, můžeme vhodnou volbou roz-
kladu množiny A zajistit, aby EYn bylo libovolně velké. Nyńı spočteme odhad
pro rozptyl Yn. Z předpokladu nezávislosti n.v. ξ(Aj) a z (Lachout, 1998, Lemma
4.13.) plyne nezávislost n.v. |ξ(Aj)|. Pak můžeme psát:

varYn = var
n∑
j=1

|ξ(Aj)| =
n∑
j=1

var |ξ(Aj)|,

a

var |ξ(Aj)| = E(ξ(Aj))
2 − (E |ξ(Aj)|)2

= µ(Aj)−
2

π
µ(Aj)

≤ µ(Aj).

Dostáváme následuj́ıćı:

varYn ≤
n∑
j=1

µ(Aj) = µ(A).

Z Čebyševovy nerovnosti pak plyne:

P{|Yn − EYn| ≥ y} ≤ varYn
y2

≤ µ(A)

y2

y→∞−−−→ 0.

Tato pravděpodobnost tedy konverguje k nule nezávisle na rozkladu množiny A.
To ale nemůže být pravda, pokud jsou Yn s.j. omezené. Zvoĺıme ε > 0 a najdeme
y > 0 tak, že

P{|Yn − EYn| ≥ y} < ε. (2.2)

Dále mějme K > 0, pro které plat́ı

P{|ξ|(A) ≤ K} ≥ 1− ε.

Potom pro M := {Yn ≤ K} je P (M) ≥ 1− ε. Nyńı najdeme rozklad množiny A
takový, že EYn −K ≥ y. Na množině M potom plat́ı EYn − Yn ≥ y, což je spor
s 2.2.
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Závěr

Ćılem této práce bylo dokázat existenci a jednoznačnost rozděleńı náhodné
mı́ry dané konečněrozměrnými projekcemi a uvést př́ıklady náhodných měr. Nej-
prve jsme zavedli prostor lokálně konečných měr na úplném separabilńım met-
rickém prostoru a definovali potřebné sigma-algebry. V prvńı části práce jsme se
zabývali hlavně základńımi vlastnostmi těchto prostor̊u a uvedli některá tvrzeńı
o lokálně konečných měrách. Dále jsme se zabývali měřitelnost́ı zobrazeńı do pro-
storu lokálně konečných měr a následně sestrojili rozš́ı̌reńı systému náhodných
veličin na náhodnou mı́ru. S využit́ım Daniell-Kolmogorovy věty jsme následně
dokázali stěžejńı větu o existenci. Na konci prvńı kapitoly jsme dokázali i jed-
noznačnost rozděleńı náhodné mı́ry. Ve druhé kapitole jsme danou teorii použili
na Poisson̊uv bodový proces. Nakonec jsme uvedli protipř́ıklad, který ukazuje, že
danou teorii nelze použ́ıt pro př́ıpad znaménkových měr.
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