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» Vyuka diferencialniho podétu na gymnaziu*

PredloZend prace je vénovana metodickym otdzkam vyuky diferencidilniho poétn
(DP) na stfednich vicobeende vzdélivacich skoldach, tedy gymmaziich. Jak upfesiuje
autorka v uvodu, jde ji predevsim o vyuku této discipliny v t¥idach s nizsi hodinovou
dotaci matematiky. Hlavnim cilem price bylo vytvofeni projektu (uéebniho textu),
podle kterého by dle antoréinych predstav bylo mozZné tuto vyuku uskuteciovat.

Ve svém posudku nejprve popisu, z jakych ¢asti je disertaéni prace sloZena, poté
prejdu k vycetu kladi 1 nedostatk prace a nakonec k jejimnu celkovému zhodnoceni.

Na prvnich cea 20 stranach se autorka vénuje vyuce matematiky v obeenych ry-
sech, 7 literatury uvadi poznatky z psychologie o strukture matematickych schop-
nosti clovéka, jejich vyvoji v pribéhu Zivota jedinee, o procesu uceni a jeho cilech.
Tuto vicobecnou ¢ast uzavird nekterymi postiehy o obecnych principech vyuky ma-
tematiky na gymnaziich, usporadani jejiho udiva, vyzdvihuje stézejni roli tématu
Funkce.

Dalsi kapitola o 10 stranach je vénovana struénému nastinu historie a vyvoji
pojmu spoyitost, limita a derivace fankce.

Nasleduje H0strankova kapitola vénovana analyze uéebnic DI pro stfedni skoly.
Autorka tak popisuje (s ¢etnymi citacemi) metodické postupy zavadeni pojma spo-
Jitost, limita a derivace, jejich definice a typické priklady u jediné soucasné ceské
ucebnice [10] (Hruby-Kubat), jedné némecké ucebnice [11] a tFi rakouskych uéebnic
(3-4], [29] a [37]. Uéebnice nejson hodnoceny oddélené, ale po tématech.

Poznatky, které autorka ziskala studiem literatury a které zachytila v predcho-
zich kapitolich, uplatnila pri pfiprave stézejni 6. kapitoly price, kterou je jeji pro-
jekt vyuky DP na gymnaziu. Nepochybné k tomu vyuzila 1 své osobni zkuSenosti
7z praktické vyuky. V ivodu projektu antorka shruuje principy, na kterych sviyj vy-
klad uciva zaklada a kieré jsou vedeny snahou o co nejveétsi nidzornost, jez pojmiim
DI’ poskytuji ve vizualni podobé¢ grafy funkei. Vytvofeny udebni text pro studenty,
ktery je naplnén mnoha dobre volenymi obrazky a ktery je v disertaéni praci vyzna-
cen ramedcky, doprovazi prithézné uvadény podrobay autoréin metodicky komentar.
Jak sama autorka priznava, prezentovany udéebni text nepokryva celou latku DP
pro gymnazia, ale jen ty partie, ve kterych by se podle ni vyuka v nematematicky
zamefenych tiidéach incla odliSovat od pojeti ucdebunice [10]. K témto odliSnostem
ovSein patfi piistup ke vSem tfem zdkladnim pojmim (spojitost, limita. derivace)
a zména pofadi vykladu prvni dvou z nich, takze autoréin projekt neni pouliou
skosmetickou® Upravou detailt zminéné udebnice, ale jeji podstatné zméndénou al-
ternativou.



Nejprve zhodnotim kapitolu 5 s analyzou udebnic. Domuivam se, ze po-
pis t&hto textii je obsazny a poskytuje ¢tendfi dobrou predstavu o jejich obsahu.
Autorciny hodnotici komentife jsou zajimavé a svédéi o jeji schopnosti dobrého
analytického mysleni. Pii ¢teni dryvki zahraniénich uéebnic jsem byl pifjemnd pie-
kvapen, v jaké Sift se uvaddji priklady motivujicl zavedeni derivace a piiklady na
grafické derivovani (stejn¢ jako autorka na str. 52 se ptam, kolik hodin na to ve
Skolach maji a zda takové pasize pri tom nepfeskaknji). Na druhou stranu mé roz-
ladilo, jakd ,véda® se jeSté v nékterych soucasnych uéebnicich déld 7 piechodu od
derivace f'(xp) v bode @y k derivaci jakoZto funkci o — f/(27). Samotnym oznade-
nim f'(xo) je pfece na funkei f/  zadélano” arovnéz vyjadieni ,derivace v bodé . . .
jerovna ... " je v plném souladu s obeenym funkee v bodé ... je rovna ... *. Zaci
drive prozili podobny prechod naptiklad pri zavadéni goniometrickyeh funkei, kde
to celé proSlo automaticky bez jukcéhokoliv zneklidiovani. Jsem rael. Ze i autorka
toto shledava na str. 53 jako zbytecné komplikovani vykladu.

Ke kapitole o u¢ebnicich mam nékolik obsahovych pFipominek, pfitom posledni
% nich, uvedenou pod dislem 6, povazuji za velice zavaznou:

(1) Dala-li autorka p¥ednost popisu ,po tématech” pied popisem .po jednotli-
vych ucebnicich® (z divodii, kterym rozumim), méla tvodem zfetelnd za-
zuamenat, v jakém pofadi pofadi témata spojitost, limita, derivace v jed-
notlivych ucebnicich nasleduji. Tyto ziinky o poradi se v textu sice obéas
objevuji, aviak Ctendf, ktery nema hodnocenou uéebnici po ruce, se na toto
pofadi miiZe ptat casteji. Zda se mi, Ze ani autorka si toto pofadi jednou ne-
uvédomila. Na str. 36-37 antorka uvadi, Ze namisto Definice 20 jednostranné
spojitosti (bez limit) z ucebnice [10] by pro stiedoskolské studenty byla pri-
stupnéjsi Definice 21 (s jednostrannymi limitami). Tu v8ak autofi [L0] dost
dobfe uvést nemohli, nebot v jejich uéebnici nasleduje kapitola o limitach a
za kapitolon o spojitosti. Z daného mista jesté ocituji autoréin dovétek, ke
kterému se v posudku vratim pozddji: ,pokud bychomn povazovali za nutné
na stiedni Skole spojitost zleva a zprava zavadet®.

(2) Nékteré zavéry plynouci z ukdzek jsem musel vyhodnocovat sam. Napfi-
klad pokud jde o definici spojitosti funkce v bodé, jedinad ucebnice [37] se
v prislusné kapitole spokoji s intuitivnim popisem pomoci infinitezimal (a to
mlhavym spojenim ,neomezend blizko“ v Tvrzeni 14 citovaném na str. 33),
ostatni uc¢ebnice pracuji s okolimi bod. Tento rozdil autorka nevyzdvihuje,
pouze za uvedenym Tvrzenim 14 uvadi pochybnost, zda je mozné takové
charakteristiky povazovat za definice. Nedala to do souvislosti s tim, 7e
v predchozi kapitole psala o historii DP, tj. pravé o pfechodn od nepiesnych
infinitezimélnich dvah k teorii limit zaloZené na okolich bodd. (Teprve o 10
stran pozddji na str. 44 se docteme, Ze rovnéz udebnice [37] uvadi ve svém
Uplnén zavéru tématu DI strucné exaktndjdi definice limity a spojitosti.)

(3) Souhlasim s autorcinou kritikou ze str. 39 nadbyteéného komentafe (o tlous-
tce Cary » ndcrtku grafu) z citovaného prikladu, ne viak s jeji kritikou po-
stupu vykladu dalsiho piikladu ze str. 46-47. Nevidim v ném Zadnou, cituji
»zbytetnou komplikaci. Naopak citované feSeni uvedencého piikladu pova-
zuji za vehini zdafilé a pfesné a jasné popsané (zvidavé studenty by jisté
raujala 1 otdzka, které z Cisel V4 — e a /1 + ¢ je ¢islu 2 blize).




(4) Chépu, Ze autorku na str. 56 zaujalo v udebnici [29] jednoduché odvozeni
vzorce pro derivaci podilu pomoci vzorce pro derivaci soudinu, mohla viak
sama dodat, Ze to odvozeni bude korektni jen tehdy, kdyZ predemn dokéa-
zeme, ze derivace podilu viibee existuje. A to lze stéZi vyvodit jinak nez
odvozenim kyzZencého vzorce pro derivaci podilu klasickou cestou. Jestli jo
sminény postup skutecéné v néebuict [29] prohliSen za dikaz, je to kamuflaz.
Jinak by tomu bylo, kdyby bylo dotytné odvozeni uvedeno podminkou ,za
predpokladu, Ze derivace podilu existuje®. S autorcinou vétou. kde se pise
o vztahu ,spadlém z nebe®, oviem plné souhlasim (s ob&ma ¢astii).

(5) Myslim, Ze obrazky 7 uc¢ebnice [37] reprodukovand na str. 67 by zaslouzily
mirnou kritiku: prece ne kazda konvexni funkee je rostouci a ne kazda kon-
kavni funkce je klesajici. Uvedené priklady mohou Zaky poplést v zivérech.

(6) Autorka cituje pro ilustraci na str. 60-61 pFiklad z rakouské uéebuice [37]
bez poviimnuti, Ze v jeho Feseni je hrubd véena chyba, kterou si mohou zaci
ve svych myslich nebezpedné zafixovat. Chyba spodiva v tom. %e hodnota

) e e ) - . Ay . .
derivace jakoZto limity diferencéniho kvocientu Ar Je ztotozneéna s hodno-

tou tohoto kvocientu pro prirtstek Az = 1 (1!). 'f')okon(:e je to ztotozuéni
(posledni tii Fadky na str. 60) uvedeno slovem ,Presnéji®. Autorka tuto
do o¢i bijici chybu méla odhalit a kritizovat. Konkrétni spravué piiristky
Jsou: plus 79 part (a ne 80) pii zvySeni vydaji na reklamu z 300008 na
31000 S, minus 21 pard (a ne 20) pri zvySeni vydajd na reklamu z 600008
na 61000 8S.

Prejdu nyni k hodnoceni vlastniho projektu vyuky, ktery autorka predklida
v kapitole 6. Predné musim prohldsit, Ze otizku vyuky DP na stfedni $kole pova-
Zui za velmi sloZitou a polemickou, tim vice, budeme-li uvazovat o vyuce ve t¥idach
s nizdi hodinovou dotaci matematiky. V takovych t¥idich na gymnaziu se DP ¢asto
viibee neprobiri, nebo se ,proleti za tyden®. Nema smyslu mit v tomto sméru pre-
hnané naroky. Budeme-li chtit, aby vSichni absolventi gymndazii mdéli o derivacich
aspon néjaké ponéti (snad to patfi ke vicobeendmu rozhledu ¢lovéka stejné jako
znalosti literdrnich proudi 19. stoleti), musime o priméfeném zpfisobu vyuky DP
v takovych tridach uvazovat. Proto povazuji antoréin projekt za aktudlni a uziteény
pokus. Jedind existujici u¢ebnice DP pro stfedni skoly [10] (Hruby-Kubat) je pojata
tak (a je to dle mého velice dobie), aby vyhovovala vyuce i v téch gymnazialuich t¥i-
déch, které jsou zaméfené na matematiku. Na u€itelich ostatnich t¥id je, aby s Ziky
tuto uéebnici probirali v redukované podobé, ncho aby predstoupili pred Zaky s ji-
nou koncepci. V tomto svétle je tieba posuzovat a hodnotit i projekt Mgr. Mikové.
Myslim si, Ze se v ném pozitivné odrazily inspirace, kterd autorka ziskala studiem
zahrani¢nich uéebnic, vedena hlavniim principem, ktery si vytyd&ila a ktery spodiva
v nazorné-intuitivnim pristupu k vykladu novych, pro ziky ncobvykle narocnych
pojitl.

V ivodni ¢asti kapitoly je uvedeny hlavni princip popsan bohuZel pouze v obecné
poloze, nejsou vysloveny konkrétni metodicko-obsahové otazky DI, na které si musi
sdm autor odpoveédét, nez se do pFipravy takového projektu vyuky pusti. V dandm
pripad¢ jde o nejméné dvé zdasadni otdzky:

1) V jakém pofadi pristoupim k vykladu pojmi limita a spojitost?

2) Budu popisovat limitni procesy exaktné pomoci okoli bodil, nebo ziistanu



u intuitivniho ,neomecezeného priblizovanis?

Zdiraznim, Ze pokud jde o vyuku v humanitnich® t¥idach, nemam sam jasnou
odpoved ani na jednu z postavenych otdzek. Od autorky disertace jsem océekaval,
ze alespon posoudi otazku ¢islo 1. Kazdé 7z obou pofadi ma své prednosti, autorka
sc rozhodla pro obvyklejsi poradi limita-spojitost (a zac¢ing vykladern ity v ne-
vlastnim bodé, nebot studenti by méli ovladat pojem limity posloupnosti). Ceska,
ucebnice [10], stejné jako jedna z posuzovanych utebnic rakouskych. vede vyklad
v opacném poradi, patrn¢ z toho divodu, Ze pojem ,spojitosti® ary je zakiun in-
tuitivne blizky. K otdzce ¢islo 2 poznammendm, Ze zeela intuitivoi piistup autorka
poznala v uéebnici [37] a patrné o ném pro sviij projekt vitbee neuvazovala pro jeho
malou exaktnost. Ja na jeho obranu dodam osobni nazor, Ze v matematicky slabsich

triddach maji Sanci pochopit vyroky typu LV:I?G/l JyeB: V{a,y)| pouze vyjimecni

jedined (a nechapu. prod se takové formule s koneénymi mnozinami A, /3 pfi tématu
Zdaklady matematickd logiky neproevicuji, rid bych se v tom mylil).

Kladn¢ hodnotim, Ze autorka Casto prerusuje vlastui ,zardmeckovany® uéebni
text zdafilymi komentari o tom, co na prislusném mist¢ od studentl oéekava, k éemu
je predchozi text pfipravi, co bude nasledovat, které véei budou zakiim délat potize,
Jakou formou v daném misté bude vhodné s tiidou pracovat a pod. Tento metodicky
komentar jasné dokladd, Ze autorka ma z vliastai praktické vyuky dostateéné bohaté
zkusenosti.

Prejdu nyni k obsahovym pfipominkam, které sefadim chronologicky podle textu
projektu. Za nejzavazndéjsi nedostatek celé prace povazuji prezentaci Bolzanovy-
Weierstrassovy véty ze str. 91 a Bolzanovy vété o nulové hodnoté ze str. 92 (viz
piipominka ¢&islo 3 niZe).

(1) Nesouhlasim z tvrzenim z rimecku na str. 75, Ze ,graf jedné funkee neod-
povida pfesné zadani“. To je omyl, piislusny graf je pfimka s jednim vy-
louc¢enyin bodem; jeho vyloudeni neni schopno lidské oko rozeznat, bude-li
graf dostatednd presné nakreslen, tedy tak, ze ,mezera jednoho bodu® ne-
bude nahrazena intervalem viditelné délky. Myslim si, Ze takovou pravdu
by méli byt schopui maturanti stravit® a s odpovidajicim kritickym nad-
hledem (nevyslovovanym ale uvédomovanym) pristupovat ke viem nasledu-
jicim grafickym zadanim funkei: u viech takovych zadini se predpoklada,
ze funkce ma jen takové vlastnosti, jaké vidime (ledy Ze &ry jsou spojité
kiivky, 7e vyloucené body kiivek a vSechny izolované body grafii jsou vidi-
telné vyznadeny apod.) Poéitaé T1 InterActive na str. 75 tedy splnil svou
tlohu dostatedné presné. Kdyby ten graf viak nakreslil zék, kol by dobfe
nesplnil, nebot by nedodrzel vyse zininéué konvence. Myslim, %e béZny po-
¢ita¢ na né uzpdsobeny neni.

(2) Proménna z v illoze CH na str. 81 neni kvantifikoviana, takto chybné zadavat,
tikoly je velky nedostatek. Ctu to a opravdu tomu nerozumin, k tomu jeste
to ,necxistuje 8, aby“. Nebyla by vhodngjsi formulace, aby pro kazdé §
platila negace toho, co chtéla autorka napsat?

(3) Na str. 91 je uvedena Bolzanova-Weierstrassova véta ve tvaru, ktery presne
ocituji: ,,u funkci spojitych v intervalu (a,b) miZeme ke zvolenému K z in-
tervalu (f(a), f(b)) vidy najit odpovidajici hodnotu x z intervalu (a,b), pro
kterow plati f(x) = K*. To je 8patné, stejné jako je Spatné nasledné znéni



Bolzanovy véty na str. 92, nebot pro vlastnost funkce f byt spojitia v ote-
vieném intervalu (a,b)“ hodnoty f(a) a f(b) nemaji Zidny vijznam. takze
Je v piipadé omezené funkee [ mizeme pozménit tak, aby citovand véta
piestala platit. BohuZel nejde o néjaké drobné opomenuti autorky, ktera se
spletla pouze v tom, Ze misto spojitych v intervalu (a, )" méla napsat
Lspojityeh v intervalu {a, b)*. Ve svéin projektu totiz takovou spojitost, ne-
zavadi, potfebovala by k nému pojmy ,spojitost v bod8 zleva a zprava®,
kterym se vyhnula a jejichZ uvedeni v uéebnici [10] dvakrat v disertaci zmi-
nuje (str. 38: ,, ... pokud bychom povaZovali za nutné na stiedni Skole
spojitost zleva a zprava zavadét® a str. 710 v Zddné z uebnic (rozuindj
zahrani¢nich, pozn. J.8) nebyly definovany jednostranné limity“). Jsem si
jist, Ze k zaFazeni pojini jednostranné spojitosti a jednostrannych limit do
udebnice (10] autory Hrubého a Kubata pfiméla vyznamné prave ta skuted-
nost, ze zédkladni véty o vlastnostech spojitych funkei se obeené tykaji funkei
spojitych v omezenych a uzavienych intervalech. Musim s politovanim kon-
statovat, Ze na zakladé mylného nazoru o funkcich spojitych v otevieném
intervalu (podeptencho zavaddéjicin obrizkem ze str. 90), autorka chybnym
zpltsobem opracovala® jednu ze zikladnich poudek matematické analyzy
o vlastnostech spojitych funkei. Bude-li chtit v budouenu uéebni text bez
vétsich zasahil poopravit, mize se bez pojmu jednostranné spojitosti obe-
jit, kdyZz vyuzije takovou nahradni definici: Rekneme, ze funkee [ je spojita
v intervalu (a, b), je-li v kazdémn bodé spojita nasledujici funkee

fla) = <a,
filz) =< flx) a<a<b,
Jfih)y x>b

(4) U bombicky na stran¢ 99 uvedené upozornéni o tom, 7e derivace funkee miize
existovat pouze v bodech, které patri do defini¢niho oboru, ma padnéjsi
diivod nez pouze ten, Ze si to piejeme ve vyde uvedené definici. Derivace
funkce f v bodé x, je totiz limita lomencého vyrazu

f(x) — f(fl"p)
r—x,
jehoZ ¢itatel nema smysl, pokud nemd smysl f(z,).

’o formalni strance je predloZend prace na dobré Grovni. Prace je vhodné
roz¢lenéna do kapitol a paragrafii; zhodnotim-li stavbu jednotlivych vét a jejich
styl, je cely text napsan jasné, dostatedné presné a kultivovang, takZe mam jen
ncékolik drobnych formulacnich pfipominek.

(1) Véta ze str. 22: Postupné byl pojein ,nekonecné malého &isla® nahrazen

wCislem bbovolne malym™ je dle mého dosti nejasna.

{2) V textu se nékolikrat zkracuje tecna grafu funkce® na ,tecna funkce® (viz
str. 53, 62, 99, 101, 102), coZ dle mého je na hranici tinosnosti. Nevida-
nou zkratkou je ,smérnice funkce® namisto ,smérnice tecny grafu funkce®
v ramecku na str. 98.



(3) Na str. 66 misto ,v lokdalnim maximu“ ma byt ,,v bodé lokdlnfho maxima®.

(4) Na str. 78 je nevhodné spojeni ,¢leny posloupnosti a,, do této funkce pat¥i®.
Copak je funkce néjakou mmnozinou? Pritom stacilo napsat a, = f(n) pro
kazdé n.

(5) Na str. 79 nahofe ,pro vSechna z patii vSechny funkéni hodnoty* je velmi
neobratné (zbyteéné dvakrat ,vSechny“ , pojmenované z dile nevyuzito).

(6) V zavéru horni definice na str. 89 by mélo misto ,neni spojitd“ byt ,je ne-
spojita“. Pojem ,neni spojita“ neni tfeba definovat, vyjadfuje jen, Ze vlast-
nost ,spojita“ chybi. Termin ,je nespojita“ chce autorka uzivat, dokazuje
to horni ramecek na str. 88.

(7) Véta u bombicky na str. 110 o diilezitosti ,pofadi vét v matematické véts®
je velmi nevhodna. Nejde o véty v soufadném souvéti, ale o hlavni a ved-
lejsi vétu, presnéji podminku a zavér. Upozornéni tedy mélo znit, Ze musime
rozliSovat, co je podminka a co zavér véty, a Ze je obecné nemizeme navza-
jem vymeénovat. Kdybych podle autorky vyménil pouze poradi vét v souvéti
wJestlize A, pak B, dostanu vétu ,B, jestlize A“ a nic se nedéje!

Sazba a grafické ztvarnéni vysledné podoby disertace je zdafilé. Clenéni textu
je prehledné. Vyjimkou je znaceni citovanych ptikladi, které by mély byt odislovany
(obvyklym zptisobem). Tak napfiklad podle odkazu ,piiklad [4], 105 z kapitoly 5.2¢
uvedeného na strané 47 nezbude ¢tenafi nez prolistovat celou kapitolu 5.2 .

Préce obsahuje velké mnozZstvi obrazki, které jsou provedeny (¢i reprodukovény)
a vytistény v dobré kvalité.

V celém textu jsem naSel neobvykle malé (jednociferné) mnozstvi preklepi, které
jsem vyznacil tuzkou primo ve vytisku. Ocefuji, ze autorka vénovala formalnimu
zpracovani vysledné prace velkou péc¢i. Napadné jsou vzdy preklepy v matematic-
kych znackach, tady jsem objevil pouze dva, zato téhoz druhu: {z;,22} € D(f) na
str. 61 a I € D(f) na str. 92. Také chybnou dvojici intervali (—oo,0) a (0, +00)
na str. 90 nahofe namisto spravnych (—oo, 1) a (1, 4+00) povazuji za pouhy pieklep,
stejné jako absenci rovnosti L = lim... v zadani alohy B2 na str. 78.

Zavér: Shrnuji, Ze predlozena prace je aktualnim a pivodnim pfispévkem k pro-
blému vyucovani Diferencidlnitho poctu na gymnaziich, kterym autorka prokazala
schopnost samostatné tvircéi prace. Posoudim-li v souhrnu vSechny pfednosti i ne-
dostatky, které jsem na praci shledal a v posudku podrobné popsal i s uvedenim
miry jejich zavaznosti, dochazim k zavéru, ze v soucasné podobé mize byt prace ob-
hajena pred komisi pro obor ,,Obecné otizky matematiky a informatiky* na MFF
UK az po nesnadném jednani. Jeji obhajobu doporucuji jen s velkymi vyhradami.

Dr. Jaromir Simsa, CSc.

V Brné 18. ¢ervence 2006 doc.



