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1. Uvod

Gymnazium je S$kola, kterd ma poskytovat vSeobecné vzd&lani. Neéktera
gymnazia se piesto zaméfuji urcitym smérem, aby se Iépe profilovala mezi konkurenci a
prilakala studenty, ktefi maji zdjem o urity obor a zaroven cht&ji ziskat vieobecné
vzd€lani. Jsou to gymnézia, ve kterych jsou tiidy s vyssi hodinovou dotaci napiiklad
estetické vychovy, cizich jazyki, télesné vychovy nebo pifrodovédnych predméti.
Vyssi hodinovéd dotace téchto pfedmét se vSak projevi v mensim poétu vyulovacich
hodin pfedméta ostatnich, tedy i matematiky. Presto vyuka matematiky v takovych
tfidach musi studentim poskytnout veobecny prehled stredoskolské latky. Nabizi se
proto otazka, jak a co z matematiky v téchto t¥idach udit.

Zeptame-li se stfedoSkolskych ucitelli, zda by bylo moZno nékterou kapitolu
sttedoSkolské matematiky bez ujmy na vSeobecném vzdélani vynechat, zjistime, Ze
nazory se velice li$i. Zeptdme-li se, které kapitoly na gymnéziu vynechat nesmime,
zjistime totéZ. Nazory na obsah u¢iva jsou riizné (svou roli hraje také to, kterou latku
ma dany ucitel v oblibé).

Muzeme se tedy rozhodovat mezi nasledujicimi alternativami: vynechédme
kapitoly, bez kterych se podle na$eho nézoru stfedoskolsky student v dal§im Zivotd
obejde (nejcastéji to byvaji komplexni ¢isla, néktera geometrickd témata a diferencialni
a integralni pocCet), a zbyvajici latku probereme vice do hloubky. Nebo se rozhodneme,
ze ke vieobecnému vzdélani patii vSechna témata, kterd se ve stfedoskolskych
uCebnicich matematiky nabizeji, ale nékterym z nich se nebudeme vénovat piili§ do
hloubky. J4 jsem se rozhodla pro druhou moZnost.

Diferencialni pocet povazuji za latku, se kterou by se méli seznamit studenti
vSech gymnazii, bez ohledu na jejich zaméfeni. Podle mého nazoru se totiZ jednd o
vrchol, ke kterému celé stfedoskolské studium matematiky (predevsim funkci) spéje.
V pripad¢, Ze tuto latku neprobereme a matematickou analyzu na stiedni Skole
ukonc¢ime posloupnostmi a fadami (a nékdy nedojde ani na né), budeme jako horolezci,
kteri vzdaji vystup tésné pod vrcholem. V této praci bych rdda nasla odpovéd’ na otdzku,
Jak ucit diferencialni pocet ve tiidach s niz§i hodinovou dotaci matematiky. Proto jsem

se rozhodla, ze podrobné prostuduji naSe i zahrani¢ni u¢ebnice, zmapuji historicky



vyvoj zdkladnich pojmi diferencidlni po¢tu, zjistim, co od matematiky ocekévaji sami
studenti, a pokusim se nalézt co nejlepsi metodické postupy k osvojeni zakladnich

pojmt diferencialniho poétu.



2. Psychologicka podstata vyuky matematiky

V této kapitole bych rada shrnula zakladni poznatky z psychologie, které by mél
uCitel znat a Cerpat z nich pfi vyuce matematiky. Jedna se predevsim o vyvoj mysleni

v souvislosti s vékem a o zdkladni teorie uceni.

2.1. Zakladni pojmy

Definice zékladnich pojmi psychologie (na rozdil od matematiky) zavisi na
osobé€ autora, z jehoz prace Cerpame. Protoze Cerpam predevsim z vyzkumu L. KoscCe,
pouziji definic, uzitych v [14].

Schopnosti jsou ty psychické vlastnosti, které jsou podminkou uspésného
vykonavani jistych druh@i Cinnosti a jsou relativné vSeobecnou a pomérné trvalou
vlastnosti osoby. Schopnost se vsSak kromé toho chape jako predpoklad rozvoje,
rychlého postupu a zdokonalovani v jistém oboru.

Dovednosti nazyvame to, co si ¢loveék na zakladé vSeobecné schopnosti osvojil
pro n&jakou specifickou ¢innost. Hovoifime o dovednosti uskuteCriovat senzoricko-
motorické ¢innosti jistého druhu (napf. ikony pocitaci, logické apod.). Dovednost ma
predpoklady stale se zdokonalovat.

Védomosti jsou poznatky vstipené do paméti, avSak nejen to. Pri osvojovani si
védomosti jde také o tvorivé ziskévani novych poznatki samostatnym uvazovanim a
reSenim uloh. Védomosti proto byvaji ztotoziovany s psychickymi zkusenostmi.

Pojmy schopnost a dovednost tzce souvisi s pojmem vioha. Jde o vrozené
anatomicko-fyziologické dispozice organismu, které jsou predpokladem schopnosti.

V posledni dobé se piedevsim v souvislosti s Ramcovym vzdélavacim
programem stale Castéji hovori o kompetencich. Klicové kompetence predstavuji soubor
predpokladanych veédomosti, dovednosti, schopnosti, postoji a hodnot dalezitych pro
osobni rozvoj jedince, jeho aktivni zapojeni do spolecnosti a budouci uplatnéni v Zivote.
([12], str.13) V ramci gymnazialniho studia matematiky jsou za kli€ové povazovany

- kompetence k ucent
- kompetence k reSeni problémi

- kompetence komunikativni.



2.2 Struktura matematickvch schopnosti

Pod matematickymi schopnostmi rozumime ty vlastnosti, které jsou podminkou

uspésného studia a uplatiovani matematiky.

4.

Podle Canise [14] se jedna o:

Schopnost vidét a odhalovat vztahy, zpdsoby jejich spojovani a ¢&init z nich
Zavery.

Schopnost vyvozovat vztahy, vy¢letiovat z danych dat podstatné skutenosti.
Pohotovost pii manipulaci s jistymi symboly, schopnost pracovat s abstraktnimi
kvalitami.

Schopnost analyzovat situaci, rozliSovat podstatné a nepodstatné.

Tyto schopnosti se uplatiuji jak v algebre, tak v aritmetice i geometrii (ale samoziejmé

také v mnoha dalSich oborech, nejen matematickych).

Pfedstavu o struktufe matematickych schopnosti ndm davaji vysledky faktorové

analyzy ve vyzkumu poruch matematickych schopnosti a analyzy postupti pii fedeni

matematickych uloh. Znalost téchto faktorti ndm dava odpovéd’ na otazku, pro¢ nékteti

studenti maji rozdilné vysledky napf. v algebie a geometrii. Dosud zjisténé faktory

matematickych schopnosti jsou tyto:

1.
2.

Numericky faktor; uplatiiuje se pfi manipulaci s €isly a aritmetickymi symboly.
Prostorové, vizudlné percepcni faktory; schopnost orientovat se ve zrakové
vnimatelném prostoru, manipulovat se skute¢nym nebo znazornénym
materidlem (uplatiiuje se nejen v geometrii, ale napf. i pfi po¢itani ,,pod sebe*).
Slovni, verbalni faktor; uplatiiuje se pfedevsim pfi feSeni slovnich tloh a bylo
prokazano, ze existuje specidlné v ramci struktury matematickych schopnosti
(Jsou znamy piipady ¢iselné ,,hluchoty a némoty* po urazech mozku bez
analogické poruchy z oblasti jinych slov).

Faktor usuzovant; projevuje se schopnosti manipulovat s abstraktnimi pojmy a
symboly, faktor deduktivniho a induktivniho usuzovani.

Vseobecny (generdlni) faktor; tvoii pozadi vSech ukont, jedna se o centralni

slozku intelektového pole.



6. Skolni Jaktory; odrazi i osobnostni rysy jedince, napt. pristup k rutinni §kolni
praci. ([14], str.116)

Ze vSeho, co bylo dosud napséno, je ziejmé, 7e matematika pri spravné vedené
vyuce rozviji rozséhlejsi spektrum schopnosti nez vétsina ostatnich §kolnich predméti.
Zname-li strukturu matematickych schopnosti, mizeme do vyuky zatadit jak ulohy
rozvijejici cilené urcitou schopnost, tak i Ulohy vyzadujici zapojeni celého spektra
schopnosti. Casto se ukaze, Ze z4dk neni ,,slaby v matematice®, ale potize mu &ini jen
urCity druh €innosti. (Sama jsem se ve své praxi s takovymi pripady setkala [36].) Uloha
matematiky jako predmétu rozvijejiciho Siroké spektrum schopnosti studentt vsak byla
doposud zastinéna nutnosti dodrzet pfedepsanou latku i pii nizkém poétu vyuovacich
hodin. Nekteré partie gymnazialni matematiky byvaji proto z &asovych divoda pouze
»vyloZeny* a studenti nemaji pfilezitost k lep$imu pochopeni principti, vztahil a

k samostatné praci pfi jejich aplikaci.

2.3 Vyvoj matematickych schopnosti od predskolniho véku

Podstatou matematického mysleni, uplatiiovaného pii feSeni matematickych
uloh, je véku odpovidajici uroven rozvoje matematickych schopnosti.

Osvojovani matematickych pojmd a vztahi probihd vsouladu se zranim
nervového systému individudlng, ale podle uspofadaného vzorce a viceméné ustaleného
¢asového planu. Obdobi vyvoje jsou tato [15]:

1. Poznavani predméti, barev a tvard.

2. Chapani pocetnosti (mnoho x malo).

3. Odhad mnozstvi.

4. UrcCeni poCtu konkrétnich predméta.

5. Abstrakce, uvédomovani si kvantity, ¢islovky (vyviji se az do 12 let).

6. Chapani vztahti mezi Cisly a vztahi matematické logiky.
Tento vyvoj souvisi s celkovym vyvojem mysleni. I jeho stadia by mél uditel znit,
protoZe z jejich neznalosti mohou vyplyvat didaktické chyby ve vyuce matematiky.
Podle Piageta se jedna o tato stadia:

1. Senzomotorické (rozvoj smyslovych a pohybovych schopnosti), 0-2 roky.



2. Predoperacni, 2-7let.
3. Stadium konkrétnich operaci, 7-11let; mysleni je vazdno na konkrétni
zkuSenosti, zaci jsou schopni:
a) zvladnout abstraktni uvazovani, je-li vazano na predchozi realnou
zku$enost,
b) uspofddat predméty do souborli podle spole¢nych znak nebo podle
poradi.
4. Stadium formalnich operaci, od 12 let; toto stadium se projevuje schopnostmi:
a) formulovat hypotézu bez konkrétni zkuSenosti,
b) pochopit zavislost pojmi a tid,
¢) uvazovat hypoteticko-deduktivné. ([5], str.67)

Toto je vSak pouze jedna z existujicich teorii. Piaget patrné precenil rychlost
vyvoje. Podle soucasnych psychologli nepokroilej$ich trovni formalniho mysleni
dosahuje dokonce i ve véku 16 let pouze mensina lidi. Zaci mohou projit nekterymi
stadil rychleji, nez je norma, jinymi pomaleji. Néktefi Z4ci nikdy nedosdhnou
soustavného uzivani formélnich operaci, a dokonce i jako dospéli mohou myslet jen na
urovni konkrétnich operaci. Zde je zfejmé ukryt jeden zhlavnich divodi potizi
v matematice ve vySsich tfidach zékladnich $kol a na stfednich $kolach. P¥i vyuce totiZ
predpokladdame pravy opak, totiz, Ze vétsina 7aki a studentd jiZ tohoto nejvyssiho stadia
mySleni dosahla. Proto povazuji za velice dilezité pfizptsobit se béhem celé $kolni
dochdzky trovni kognitivniho vyvoje zakd, a to i jednotlivé v rémci tfidy.

Podle amerického psychologa Brunera prochazi dité v priibéhu svého vyvoje
tremi hlavnimi stadii. Jednd se o stadium akcni (v ném je mysleni zaloZeno na konani),
tkonické (v ném se stale vice uplatiuje predstavivost) a symbolické (v ném se uplatiiuje
slozita symbolizace véetné feti). Od Piageta se vyrazné odliSuje nazorem, Ze ackoliv
téchto stadii dosahujeme postupné (symbolické stadium se objevuje jako posledni),
presto si uchovdvame a uplatiiujeme vSechny tii typy mysleni po cely Zivot, je-li to
v dané situaci ucelné. ([5], str.74)

Znalost pristupll ke kognitivnimu vyvoji mize uéiteli pomoci pii rozhodovani o
zpusobu podani latky. Jednotlivé piistupy se shoduji v tom, Ze Zéaci se dopousti mnoha

chyb prfi reSeni problémi proto, ze ony problémy jsou nepfiméfené jejich urovni



mySleni. Ucitel by mél byt vnimavy va& tdrovni, na niz jednotlivi Zaci mysli a
predkladat latku v odpovidajici podobé. M&l by poskytnout piileZitost k porozuméni na
vysSich drovnich, nez odpovidaji veku, ale nevyuziti této piilezitosti nepovazovat za
selhani nebo znak neschopnosti. Maji-li Zaci postoupit k praci na pokroéilejsi trovni,
musi napfed zvlddnout schémata na nizSich urovnich. Také je duleZité neustale
ovéfovat, zda Zak rozumi vyznamu uzivanych slov a znaki. Ugitel by mél brat v tivahu
zpusob zpracovani informace Zaky, ktefi n¢kdy nemusi spravné rozpoznat kli¢ové prvky

v latce nebo uloze.

2.4 Teorie uleni, ¢initelé ovliviiujici uéeni

Uceni je (podle vétSiny psychologl) pomérné trvald zména v potencialnim
chovani jedince v disledku zkuSenosti. ([5], str.146) Déle se psychologové rozdéluji na
dva tabory srozdilnymi pfistupy. Jedna se o behavioristicky pristup a o kognitivni
pristup.

Behavioristicky pristup silné zdiraziuje Glohu okoli. Z behavioristické $koly
mySleni vychazi teorie uceni zvand ,,operativni podminiovani* (jejim predstavitelem je
napt. B.F. Skinner, 1905-1990, americky psycholog). Podle této teorie probih4 uceni ve
trech stadiich:

a) podnét ¢i situace,

b) chovani,

c) zpevnéni (Z).
Zpevnéni vychazi ze stadia b). RozliSujeme kladné zpevnéni Z. a nepiiznivé zpevnéni
Z.. Z+ zvysuje pravdépodobnost, ze ucici bude v budoucnu na stejny podnét reagovat
stejnym zpisobem, Z. tuto pravdépodobnost snizuje. Skinner se domnivéd, Ze pomérna
neucinnost velké Casti Skolniho uceni plyne z nepochopeni tohoto modelu. Model
operativniho podminovani upozoriiuje na potiebu peclivé analyzovat, co ovliviiuje
chovani uciciho se. ([5], str.147)

Kognitivni pristup klade diraz na zpuisob, jak si jedinec vysvétluje a jak se snazi
pochopit, co se déje. Z tohoto pristupu vychazi teorie uceni psychologa Brunera zvana

sinstrumentalni konceptualismus™. Tato teorie nevidi ueni jako pasivni proces,
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vyvolavany podnétem a posilovany nebo oslabovany zpevnénim, ale jako proces
aktivni, jimz si ucici vyvozuje principy a pravidla a ovéruje si je. (I kdyZ nepopira
dilezitost podnétu a zpevnéni obsazenou v piedchozi teorii). Uceni je slozitd Cinnost,
kterd spociva v ziskani informace, transformaci této informace do podoby vhodné pro
praci s danym tkolem a ovéfovani piiméfenosti této transformace. Podnét se v této
teorii stdva osobni zalezitosti, kterou si jedinci interpretuji a transformuji vlastnim
zplusobem. ([5], str.148)

Pti hledani efektivniho zplsobu vyuky je nezbytné vzit v tivahu Cinitele, které
ovlivityji schopnost jedince ucit se. Jednd se o kognitivni cinitele (inteligenci,
zpracovani informace, tvorivost), afektivni Cinitele (Uzkost, sebepojeti, extroverzi,
introverzi), motivaci, uroveri zrani, veék, pohlavi, socialni prostiedi, studijni navyky a
pamét. Nejvétsi vliv ulitele se ziejmé projevi v motivaci, mize vSak také ovlivnit
sebepojeti zéka 1 studijni ndvyky.

RozliSujeme dva druhy motivace:

1. Intrinsicka motivace (od jedince samého). Jedna se o piirozeny pud zvidavosti.
Odezva na projevy tohoto pudu pomaha usmérnovat vyvoj jedince. Pokud jsou Zéci
Casto odménovani ufinénymi objevy, piijemnym vzruSenim a souhlasem dospélého,
budou ve svém zkoumani pravdépodobné pokracovat. Stuperi zajmu vzbuzovany vlastni
zkuSenosti s vyukou je vyraznym motiva¢nim ¢initelem.

2. Extrinsicka motivace (od okoli). Jedna se pfedevS§im o znamkovani, vysvédceni,
testy, zkouSeni atd. Tato motivace vyzaduje od ucitele mnoho usili. Mél by zakim
poskytnout prilezitost k ispéchu na jakkoliv nizké urovni. Vysledky prace by mély byt
ohodnoceny rychle, jinak zaci ztraceji o ukol zajem. Dulezity je také prvek soutéze,
nejlépe, soutézi-li zak sam se sebou. Tlak na vykon vSak nesmi byt pfili§ silny, jinak
zaci utikaji k podvadéni apod. Silnym motivacnim prvkem je pochvala ucitele.

Nejen pii vyuce matematiky je ddlezité, aby si Zdci zprobrané latky
zapamatovali co nejvice, protoze se nabyté znalosti a dovednosti uplatiuji v nové
probiranych tématech. I kdyz je uroven paméti do jisté miry jedinci vrozend, muze
presto ucitel mnozstvi zapamatované latky ovlivnit. Existuje fada strategii, které vedou

ke zlepSovani dlouhodobé paméti. Mezi nejdulezitéjsi bych zafadila :
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1. Ddlezitost a zdjem (nejlépe si zapamatujeme to, co ma pfimo vztah
k naSim zkuSenostem).

2. Praktické wuziti (latka, se kterou se prakticky pracuje, byva lépe
zapamatovana).

3. Porozumeéni (1épe si zapamatujeme to, cemu rozumime).

4. Preuceni (dovednosti nebo znalosti, které se cvi¢i a oveéfuji i poté, co jsou

dokonale osvojeny, zlstavaji v paméti déle).

5. Spojovéni (neznama latka se zapamatuje 1épe, kdyz je spojena s nécim
znamym).
6.  Vizudlni znédzornéni.

2.5 Cile uceni

Ukolem wgitele je abstrahovat tu latku z predmétu, ktera odpovida chépavosti
tiidy a kterd obsahuje soudrzny, logicky a smysluplny vybér prvki z celku. Tato latka
pak urcuje cile pro kazdou vyucovaci hodinu. Tyto cile by mély jasné vyjadrit, co mé
student na konci hodiny umeét.

Vysledky uceni je podle [S] mozno rozdélit do nésledujicich kategorii:

1. Znalosti; jedna se o pouhou znalost latky, jeji rozpoznani a pojmenovani (napi.
zak pozna desetinné Cislo a vyjmenuje jeho fady).

2. Porozumeéni vyznamu znalosti (napt. zak vi, jaky vyznam ma tad desetin, setin,
jak spolu souvisi, méa predstavu o jejich velikosti).

3. Uplatnéni kategorie 1. a 2. v novych situacich, jejich praktické uziti (napr. prace
s desetinnymi ¢isly ve slovnich tlohach, pii prevadéni jednotek).

4. Analyza; zak rozpoznava vztahy mezi jednotlivymi ¢astmi ucebni latky, dokaze
popsat, co se béhem jejich uziti d¢je (napf. vidi, Ze jedno &islo je mozno zapsat
zlomkem 1 desetinnym cislem, hodnotu ¢isla je mozno znazornit jako délku
usecky atd.).

5. Syntéza; zak je schopen usporadat tyto ¢asti do novych vztaht, zuzitkovat je pii
feSeni nového problému (napi. pod zlomkem si predstavit odpovidajici desetinné

¢islo a naopak, s¢itani desetinnych ¢isel vnimat jako s¢itani isecek atd.).
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6. Hodnoceni; zdk je schopen posoudit hodnotu latky, ur¢it miru uspé$nosti
dosaZenou pfi feSeni, piipadné navrhnout zdokonaleni (napt. rozhodnout, zda je
pii feSeni Ulohy vyhodné&jsi vyuzit zlomky nebo desetinné &isla a po vyteSeni
posoudit, zda se rozhodl spravng).

Neni vzdy nutné volit cile v jejich hierarchickém potadi (vyloZeni poznatku a
jeho nasledné uziti v ulohach). Mizeme naptiklad nejprve predlozit problém a pak
dodavat ty znalosti a vysvétleni, jejichz potiebu Zzaci v prub&hu feSeni objevuji.
K urovnim 4. a 5. se podle mych zkuSenosti vétSinou dostavaji jen ti nejlepsi zaci a
studenti, ale pravé na téchto Urovnich se nejvice uplatiluje a rozviji to, co nazyvame
matematickym myslenim. Podivame-li se zpét na strukturu matematickych schopnosti,
je to ziejme faktor usuzovaci, ktery se pfi feSeni tloh na vyssich urovnich zapojuje.

V piipadé€, Ze uceni nebylo Gspésné, je treba zjistit, v které ¢asti procesu uceni
doslo k selhani. Proto je dobré zminit nasledujici fetézec udalosti, ke kterym dochazi pri
uceni ([5], str.167). Obvykle probihaji v nasledujicim pofadi:

1. motivace (oCekavani),

2. rozpoznani (Jedinec vnima latku a odliSuje ji od ostatnich podnéti),

3. vstipeni (jedinec koéduje poznatek),

4. uchovani (jedinec uchovava poznatek v kratkodobé nebo dlouhodobé paméti),

5. wvybaveni (jedinec vybavuje latku z paméti),

6. zobecnéni (latka je prenaSena do novych situaci, kde umoziuje jedinci vytvaret
strategie, jak se s témito situacemi vyrovnat),

7. wkon (praktické uplatnéni strategii),

8. zpéitnd vazba (jedinec ziskava informaci o strategiich).

Zalezi jen na uciteli, jakou formu pro jednotlivé ¢lanky fetézce zvoli. Muze latku
pouze odvykladat, nebo kléast studentim otazky a vést je k feSeni problémui. V obou
ptipadech se bude jednat o kroky 2. a 4. Studentlim byva Casto latka nabizena pouze
zprostiedkovanim poznatkd v jiz hotové podobé jazyka daného predmétu, tedy
v pojmech, vzorcich, postupech a myslenkach vytvorenych jinymi lidmi. Projdou-li
vSak studenti sami procesem objevovani poznatkl, budou pak mnohem lépe pfipraveni

pochopit pojmy a vztahy v nich obsazené.
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3. Obecné principy a cile vyuky matematiky na gymnaziu

3.1 Cile vvuky matematiky a uloha ucitele

Zakladni otazka, na kterou jsem hledala odpoved’, zni: co je cilem vyuky
matematiky na gymnaziu?

V soucasné dob& vstupuje do praxe Ramcovy vzdélavaci program. Zde je
uvedeno: ,, Vyuka matematiky v gymndziu rozviji a prohlubuje pochopeni a vyuZiti
kvantitativnich a prostorovych vztahu redlného svéta, utvdri kvantitativni a
geometrickou gramotnost zZaki. ... Vyuka matematiky umoznuje Zdakiim pochopit, Ze
matematika je nezastupitelnym prostiedkem v modelovani a predpovidani redlnych
Jevii...“ ([12], str.24)

Abych zjistila, co od vyuky matematiky oc€ekéavaji sami studenti gymnazii,
zadala jsem 373 studentiim gymndzii dotaznik. [17] Zadani a vyhodnoceni dotazniku
viz pfiloha. Pii pohledu na vysledky dotaznikového Setfeni je zfejmé, Ze smysl vyuky
matematiky vnimaji studenti odliSné podle zaméfeni tfidy.

Z vyhodnoceni dotazniku mimo jiné vyplynulo, Ze ve vSeobecnych tiidach
potiebuje matematiku k dal§imu studiu na VS 34% studentil, dalich 21% ocekava od
vyuky matematiky, ze ziskaji vSeobecny prehled. Ve tfiddach s nematematickym
zaméfenim jsou tato Cisla nizsi, 13% studentd od vyuky matematiky pozaduje ziskani
vieobecného prehledu a stejny pocet piipravu k daldimu studiu na VS. V téchto t¥{dach
vsak studenti oCekavaji od matematiky piedevsim to, Ze je nauci logicky myslet (38%),
a Ze jim bude uzite¢na v bézném zivoté (16%).

Z mého dotazniku i z ¢lanku [16], ve kterém autoii zkoumali subjektivni ndzory
sttedoSkolakt na postaveni matematiky, je ziejmé, zZe si studenti pfiliS neuvédomuyji
formativni stranku matematického vzdélavani. Autofi ¢lanku [16] proto vyzyvaji:
, Matematiku bychom méli ucit tak, aby byla prileZitosti k ziskavani zkuSenosti,
k pochopeni procesu poznani, ke klasifikaci jevii a jejich hodnoceni, kvytvareni
ndstrojii pro reseni problému... Uéme matematiku tak, aby student jeji uZitecnost poznal

a byl o ni presvédcen.,, ([16], str.251)
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ZvySe uvedeného vyplyva, ze vyuka matematiky na gymnéaziu by méla

smérovat k:

rozvoji schopnosti studentt,
ziskani vSeobecnych znalosti,
pripravé na dalsi studium,

schopnosti orientovat se v realném svéte.

Pri hledani konkrétniho cile vykladu a zplsobu, jak jej dosdhnout, je tieba

vychazet z hodinové dotace matematiky, charakteru tfidy, budouci orientace studentl a

z dosavadniho stylu vykladu. Ucitel by mél

1.

6.

znat Urovenl mysSleni jednotlivych zakd ve tridé a vyuku podat tak, aby ji
kazdy z nich mohl na své urovni zpracovat,

zvolit vhodny zplisob motivace zakid k dané latce,

vyuzivat latku v praktickych tlohach,

vracet se k jiZ probrané latce v novych situacich, spojit ji s nove probiranou
latkou, aby se zlepsilo zapamatovani,

neustale poskytovat studentim zpétnou vazbu, a to nejen pii pisemnych
pracich a zkouSeni, ale 1 v kazdé hodiné pfi samostatné praci studentd,

doprat pocit uspéchu i méne€ nadanym studentiim.

Kazdy zédk by vhodine, kdy je vykldddna nové latka, mél feSit ulohy

odpovidajici jeho tempu chépani latky. Nejschopnéjsi studenty je mozné nechat

pracovat samostatne, bez ohledu na tempo tfidy. Také je vhodné nechat tyto studenty,

aby ostatnim feSeni nékteré zuloh vysvétlili. Ve tfidé by meéla panovat takova

atmosféra, ve které se studenti nestydi za to, ze latku uméji, ani za to, ze latce

nerozumgji. Je tfeba ponechat prostor na dotazy studentd, ktefi se snazi latku pochopit.

3.2 Pristup studentu k vvuce matematiky

Kratce pohovofim o pristupu studentd, tak jak jsem se snim setkala ve své

pedagogické praxi.

Studenti se podle pristupu ke studiu matematiky daji rozdélit do mnoha skupin.

Ja jsem se setkala predevsim s témito ¢tyfmi skupinami (uvedené rozdéleni do skupin
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neni vysledkem statistického Setfeni na v&tSim poctu studentd, ale pouze mého
pozorovani ve vlastni vyuce):

1) Studenti shlubokym zajmem o matematiku, samostatné studuji, hledaji
souvislosti, spolupracuji s ucitelem, fes$i matematické olympiady. (Prevazné
budouci studenti MFF, FJFI apod.)

2) Studenti se zdjmem o matematiku, zajimaji se o souvislosti a nova feSeni a t&si
je, kdyz latce rozumi. (Pravdépodobné budouci studenti Skol technického
smeéru.)

3) Studenti se z4jmem o sluSny prospéch, nemaji zajem o matematiku jako
predmét, ale cht&ji zni mit ,,dobrou znamku®“. Po uéiteli pozaduji vétSinou
»kucharku®, kterd jim popiSe postup feseni uloh. Je vsak mozné v nich zajem o
matematiku jako predmét vzbudit. (Budouci pravnici, filozofové, 1ékari,
ekonomové....)

4) Studenti bez jakéhokoliv zajmu.

V této praci bych se chtéla zamefit predevsim praci se studenty ze skupiny 2) a 3).

3.3 Usporadani uciva v gyvmnazialni matematice

V dohledné dobé bude posloupnost, obsahové a Casové fazeni latky plné
v kompetenci Skoly. [12] Je pravdépodobné, ze mnoho ucitel zachovava piiblizné
takové rozdéleni latky do ro¢nikd , jaké odpovidd rozclenéni latky do soucasnych
ucebnic a u¢ebnim osnovam. [19] Nyni byva latka probirdna v ucelenych tématech.
Napriklad téma ,,Funkce® se v nasi $kole vyucuje ve druhém roc¢niku. B€éhem nékolika
tydnt se tak studenti dostanou od linearni funkce az k funkci exponencialni. Pojem
funkce si pozdéji pripomenou v tématu ,,Goniometrie* a pak az v zavéru studia v tématu
»Diferencialni a integralni pocet®. Tento zpusob vyuky (po velkych celcich) ma své
vyhody 1 nevyhody.
Vyhody:
o soustavnost; studenti pracuji po dlouhou dobu s uréitymi pojmy, které
diky tomu dobte ovladaji,
o ¢asova uspora; nemusime znovu vysvétlovat vyznam nékterych pojmi,

o studenti vnimaji téma ucelené, ve vzajemnych souvislostech.
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Nevyhody:

o po opusSténi tématu studenti mivaji pocit, Ze maji latku za sebou a mohou
Ji zapomenout,

o upadani pozornosti; jestlize dlouho nepfichazi nic vyrazné nového,
studenti ztraceji zajem,

o nemusi byt patrné souvislosti s ostatnimi partiemi matematiky.

V pripadé€, Ze vyuCujeme studenty bez hlubsiho zdjmu o matematiku, je nutné
hledat zpisoby, jak zajistit, aby se snazili latce porozumét a tim si ji 1épe zapamatovali.
Odpovéd’ miizeme najit v kapitole o psychologii. Jestlize se k probrané latce po Case
vratime a na jejim zdkladé budeme studovat latku novou, studenti si dfive probrané
zopakuji, objevi souvislosti a uveédomi si, pro¢ latku probirali. Jestlize studium
matematiky zavrSime diferencidlnim poctem, ziskame tim moznost zopakovat, shrnout a

vyuzit vSe, co se studenti o funkcich naucili v predchazejicich ro¢nicich.

3.4 ..Spiralovity* pristup

Z vySe uvedenych diivoda se priklanim ke spirdlovitému zplsobu fazeni latky.
Dané téma by se neprobiralo v celku, ale po Castech, jejichZ naro¢nost by stoupala
umérné schopnostem studentli. Nékteré pojmy je podle mého néazoru mozné pouzivat
jesté pred jejich precizaci (napf. spojitost), pouze s vyuzZitim intuitivniho chapani jejich
vyznamu.

Pro ilustraci uvadim, jak je téma ,,Matematickd analyza* zarazeno do vyuky na

gymnaziich v zemi Berlin Spolkové republiky Némecko [28]:

8. trida: Funkce, funkce linearni
9. trida: Kvadratické rovnice a kvadraticka funkce
10. trida: Trigonometrie

Exponencialni a logaritmicka funkce

11. trida: Prubéh funkce bez uziti diferencialniho poctu
Posloupnost a limita
Derivace

Priibéh funkce s vyuzitim diferencialniho poctu
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3.5 Matematicka analvza na gvmnaziu

Témata gymnazialni matematiky, kterd je moZno shrnout pod nazev
matematickd analyza, jsou ,,Funkce, ,,Posloupnosti a fady* a ,,Diferencialni a integralni
pocet®.

Téma ,,Funkce® je podle mého nazoru jedno ze stéZejnich témat stiedoskolské
matematiky. Shledala jsem k tomu nésledujici davody:

- téma se zrcadli v mnoha dalSich okruzich stfedoskolské matematiky (rovnice a
nerovnice, analyticka geometrie...),

- je jednim z hlavnich oborti badéni matematiki v poslednich staletich,

- ma Siroké uplatnéni v jinych predmétech (fyzika, biologie...),

- obsahuje jak stranku grafickou, tak pocetni,

- studenti zde mohou najit mnoho souvislosti a uplatnit syntetické a analytické
mySleni,

- téma vyusti v diferencidlnim a integralnim poctu, kde studenti vyuZiji vSechny
nabyté znalosti a dovednosti.

Studium funkeci se podle [6] sestava ze tif slozek poznavani:

1) poznéavani jednotlivych trid funkef,
2) poznavani zakladnich vlastnosti funkci,
3) technika vyzkumu funkci.
Do posledni slozky patii pravé diferencialni pocet.

Rizné metodické pristupy k vykladu funkci jsem studovala v Ceskych
ucebnicich matematiky pro stfedni Skoly a gymnazia (pfiblizné od roku 1970) a
v uCebnicich rakouskych a némeckych. Zajimal mé¢ podil studenti na objevovani
novych poznatkd, vyuziti grafického vyjadreni funkci, typy piiklada atd. (Tyto postupy
zde vSak nebudu podrobnéji rozebirat, nebot’ vyklad funkci neni tématem této prace.)
Zajimavé jsou také rizné zplsoby rozlozeni uc¢iva matematické analyzy béhem studia
na gymnaziu (viz kapitola 3.4).

Pii vykladu diferencidlniho poctu vychazime zpoznatki o funkcich, které
studenti nacerpali béhem predchazejiciho studia. Proto bude zieymé i zpisob vykladu
diferencialniho poctu vychazet z pristupu, na ktery byli studenti v predchozich letech

zvykli. Hejny uvadi: , Pravé problematika funkci je velmi vhodnd k samostatné a
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vorFivé prdci studentu.” ([6], str.241) Studenty je tfeba od prvnich hodin v prvnim
ro¢niku vést ke spolupraci na vykladu a k samostatnému objevovani novych poznatki,
aby matematiku nechépali jako pouhou manipulaci se symboly podle naucenych
pravidel. Zaroven by mélo byt zfejmé, ze v matematice velice zaleZi na presnosti

vyjadrovani a hypotézy by nemély byt zaménovany za presny dikaz.
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4. Vznik a vyvoj zakladnich pojmu diferencialniho poétu

Pro uditele je dilezité, aby znal historické souvislosti tykajici se probirané latky,

proto se nejprve stru¢né zminim o vyvoji zakladnich pojmi diferencidlniho poctu.

4.1 Historie pojmu ..spojitost funkce*

Pojem spojitost se vyskytuje jiz v dile G.W. Leibnitze ,,Acta Eruditorum®, kde
vroce 1686 vylozil principy nového kalkulu (analyzy, diferencialniho a integralniho
poctu). Tam explicitné pro funkce piedpokladal spojitost, aniz piesné uvedl, co tim
mysli. ([33], str. 22) Isaac Newton v knizce ,Methodus fluxionum et serierum
infinitorum* (napsana 1671, publikovana 1736) ¥ka, Ze jeho ,,proménné jsou vytvoieny
jako spojité pohyby bodd, pfimek a rovin...“ ([33], str. 28) V 18. stoleti byly za
,,Spojité* funkce povazovény takové, které se ,,chovaly dle zédkona spojitosti formy*,
neboli byly vyjadieny vSude pomoci jedné a téZe algebraické ¢i transcendentni rovnice.
([33], str. 47) Toto pojeti se zcela proménilo na prelomu 18. a 19. stoleti, kdy ptichazi
modernéjsi varianta tohoto pojmu tykajici se ,,souvislosti* grafu funkce (zatim chapana
spiSe intuitivng).

V devatenactém stoleti se setkavame spojmem spojitd funkce u Dirichleta
(1837), ktery jej pouzil v definici pojmu funkce:

., Pod a a b budeme rozumeét dvé pevné hodnoty a pod x proménnou veli¢inu nabyvajici
vSech hodnot mezi a a b. JestliZze nyni kazdému x odpovida jedno jediné konecné y a
pritom tak, Ze kdyz x spojité probihd interval od a do b, pak se y = f (x) méni rovnéz
spojité, pak se v nazyva spojitou funkci x pro tento interval“ ([34], str.9). Dirichlet timto
definoval funkei, ackoliv jiz v té dobé védél o nespojitych funkcich a jeho definice neni
nijak presna. Definice spojitosti, kterd odpovidd soucasnému pojeti se objevuje u
Bolzana v roce 1817 a (pfelozena z ném¢iny) zni takto:

,, Spravaym vykladem rceni, Ze se funkce f (A) pro vSechny hodnoty x, které lezi uvnitr
nebo vné jistych mezi, méni dle zakona spojitosti totiz rozumime jen tolik, Ze kdyz x je

takova hodnota, pak Ize rozdil f (x + a)) — f(x) udélat mensim, nez kazda dana velicina,

kdyz Ize brat o tak malé, jak jen chceme. * ([34], str.9)
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V jedné z nejstarSich vysokoskolskych ugebnic, kterou jsem méla k dispozici, v
,Uvodu do poétu diferencidlniho“ Miloge Kosslera [13], je uvedena nasledujici

definice spojitosti funkce v bodé:

Definice 1: ,, Funkce [ (x) jest spojitd v daném bodé x = x,, jestlize lim f (x)= f(x).

XX,

Obsirnéji Feceno: pro kazdé libovolné malé, kladné ¢ lze nalézti 5(c), takze

'f(x)——f(xo){ <& pokud Oslx—x()\ <5(8).
Neni-li to splnéno, jest [ (x) v bodé x, nespojita. Z toho jest patrno, zZe funkce [ ()L)

kterd neni definovana v bodé x, jest tam nespojita.* ([13], str.60)
Obdoba této definice je dnes uvadéna jako tvrzeni (je tedy povazovéano za nutné
je dokazat):

Tvrzeni 2: , Funkce f je spojita v bodé x, € R, pravé kdyz je definovdana v bodé x, a

plati: lim f(x) = /' (x,).“([38], str.111)

V souCasné vysokoSkolské ucebnici, urCené k vyuce budoucich uditeli
matematiky, je uvedena definice Bolzanova v jazyce matematickych symboli:
Definice 3: ,,Rikdme, Ze funkce fje spojitd v bodé X, € R, jestliZe
(Ve>0)(36>0)(Vx,xe Uy (x,))(/ (x) e U, (£ (%)) “ ([38], str.104)
Spojitost funkce v intervalu je definovana takto:

Definice 4: ,, Rekneme, Ze funkce f je spojitd v intervalu (a,b) € R, pravé kdyz je spojitd

v kazdém bodé x € (a,b). ([38], str.109)

4.2 Historie pojmu ..Jimita funkce*

Pojem limity je uzce spjat s pojmem nekone¢no, kterého se vSak matematici
dlouho obavali. Proto matematika Cekala na definici limity, tak jak ji zname dnes, az do

19. stoleti.

cpoen

stereometrie vinnych suda® (1615), ve kterém postupoval metodou rozdéleni télesa na

nekone¢né mnoho nekonecné malych ¢asti, jejichz objem lze snadno vypoctem urcit.
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([35], str.23) Postupné byl pojem ,,nekone&né malého &isla nahrazen ,,&islem libovolné
malym® . Definovanim limity se zpfesnilo mnoho uvah (definice integralu — Cauchy,
Riemann atd.). Predzvést limity 1ze tusit v dile Newtonové, ktery pracoval s veli¢inami,
jez lze libovolné zmenSovat. Jako ziejm& prvni pouzil limitu ve svych ivahach Jean

Baptiste Le Rond d'Alembert (1717-1783), ktery se s jeji pomoci pokusil definovat

-dl: lim&. Limitu funkce definoval d'Alembert

derivaci. V dneSnim zapisu takto:
dx &0 Ax

piiblizné takto: ,Jedna velicina je limitou druhé veliciny, jestlize tato druhd se muize

PribliZit k prvni vice, nez je libovolnd dand velicina, at’ je tato posledni jakkoli mald,

pricemz viak pribliZujici se veli¢ina nikdy nemiuize predstihnoui velicinu, ke které se

blizi.* ([35], str.48) Nové vznikajici teorie limit vSak jesté neméla algoritmicky aparét,

ktery by slouzil k vypoctu limit.

Zaklady matematické analyzy nebylo moZno vystavét bez plného pochopeni a
presného popisu pojmu redlného ¢isla. K tomu do$lo kolem roku 1872. Aritmeticky
zpisob formulace pojmu limity pochdzi od Karla Weierstrasse (1815-1897).
Weierstrass se oprostil od dynamického popisu k sobé se blizicich veli¢in a pojmy
definoval pomoci korektné¢ zavedenych redlnych &isel a nerovnosti. Limitu funkce

definoval takto:

Definice 5: 1imf(x)=A kdyz kdanému ¢>0 existuje cislo 6 >0 tak, Ze je

|f (x)- 4| < & pokudje 0<|x—a|<&." ([34], str.19)

V ucebnici [13] zroku 1926 se v definici hovoti o velikosti okoli bodi xp a 4:
Definice 6: ,.JestliZze k libovolné malému, kladnému & lze nalézti takové kladné cislo
5(¢), ze A—e< f(x)<A+e cili ‘f(x)— AJ <& pro vSechna x riznd od a, ndleZejict
k intervalu <a,b> a splnujici nerovnosti a—0 (5) <x<a+ 5(8), cili lx —a] < 5(5),
pak je lim f(x)= 4. ([13], str.54)

X—=>a

V soucasnych vysokoskolskych ucebnicich je limita funkce v bodé definovana
timto zpusobem:

Definice 7: ,, Rikdme, e Junkce fmd v bodé x, e R" limitu Ae R, Jestlize plati:

(YU ()P (x))(f (P()) U ().
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Piseme lim f(x)= 4.

X=Xy

U(A) Jje okoli bodu A, P(xo) Jje prstencove okoli bodu xo.* ([38], str. 110)

4.3 Historie pojmu ..derivace funkce*

Termin ,,derivace” zavedl Louis Lagrange (1736-1813), ale pocatky vyvoje
pojmu derivace souvisi s geometrickymi a fyzikalnimi problémy, kter¢ fesili matematici
a fyzikové jiz na pocatku 17. stoleti. V této dobé vznikaly zékladni predstavy o
proménné veli€¢in€ a funkei, které se staly hlavni pfedmétem zkoumdani matematikd.
Galileo Galilei (1564-1647) ve spise ,, Rozpravy a matematické diikazy, tykajici se
novych oblasti védy o mechanice a lokdlnim pohybu‘ zvolil novy ptistup ke zkoumani
pohybu. Na rozdil od filozofti zacal experimentovat s cilem pohyb popsat. Zaméfil se na
tfi veli¢iny: rychlost, dréhu a ¢as a uvédomil si, Ze stéZzejnim pojmem je ,,okamZita

rychlost®, tedy podil ,,nekone¢né malé drahy®, kterou téleso urazi za “nekone¢né maly
: As
¢as®, a tohoto €asu. (V dnesni symbolice zapsano vE At — 0). ([6], str.259)

Uloha méfeni drahy v zavislosti na Gase prenesla integralni postupy do
dynamickych uloh a poskytla pfedstavu a metodu, jak svdzat pojem derivace (te¢na,
rychlost) s pojmem integral (obsah, drédha). Byla vytvorena Uplna nauka o pohybu.
Pohybujici se objekt prochdzi svou drahou spojit¢é bod po bodu ve spojitém case.
Diferencidlni operace se ukazaly pti popisu pohybu jako prvotni.

Dal$im feSenym problémem byl problém nalezeni tecny ke kiivce. Zde se stala
vyznamnou Fermatova metoda konstrukce tec¢en, popsana v rukopise ,,Methodus ad
Disquirendam et Maximam et Minimam® (Metoda nalezeni maxim a minim) z roku
1637. ([35], str.32) Jeho metoda inspirovala mnoho dalSich matematikii vcetné
Newtona.

Jednim z nejvyznamnéjSich védct, kteti prispeli k rozvoji diferencialniho a
integralniho poctu, je bezesporu Isaac Newton (1643-1727). Ten své uvahy opiral o
teorii fluxi a fluent, kterou vypracoval v letech 1656-1666. Z naSeho pohledu jsou

fluenty (souradnice) x, y pohybujiciho se bodu funkcemi Casu a fluxe x, y jejich
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dx . d

derivacemi podle x:d—, y:—)i. Jejich pomér je derivace y podle x: Y
t t

_dx'

CHACE

Zakladni ulohu analyzy formuloval Newton takto: Je-li dan vztah mezi dvéma
fluentami, ma se urCit vztah mezi jejich fluxemi a naopak. Pismenem o znaéil

~nekonecné maly Casovy tsek™, xo, yo jsou pak neurdité malé piirastky x a y, neboli
»,momenty x a y*. Je-li napt. vztah mezi fluentami x a y dén ve tvaru y =x", Newton
ztoho nejprve vytvofil y+jyo=(x+x0)" a pak postupoval takto: pravou stranu

rozvinul podle binomické véty, odecetl y=x", d¢lil o, zanedbal ¢leny obsahujici o a

dostal vztah y =nx""'x. V Leibnizové (dnes pouZivané) symbolice mtzeme tento vztah

dy
d A At e . d .
zapsat ~X:nx”“gl)ﬁ a protoze —y—z—dL, zjistuje Newton, ze 2 ™. K tomuto
dt dy dx dx dx
dt

vysledku dospél jiz drive jinou metodou. Pozd&ji Newton vyloudil infinitezimaly
(nekonecné malé veliCiny) a kritizoval to, jak zanedbéval ¢leny obsahujici 0. Nové
pojeti zalozil na ,;metod¢€ prvnich a poslednich pomért“, zde se jiZz nevyskytuje déleni
Cislem o, k tomu vsak dojde slovnim popisem tprav, takZe podstata je stejna. [33]
Neméné vyznamnou meérou jako Newton pfispél k rozvoji diferencidlniho a
integralniho poctu Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Zaklady svého
infinitezimalniho poctu zformuloval na podzim roku 1675. Predlozil pravidla pro feseni
uloh tecen a kvadratur, objevil vztah mezi integrovanim a derivovanim a zaved] novou
symboliku. Zajimavé i pro dnesni studenty mohou byt uvahy z jeho raného mladi. Jedn4
se o tabulky diferenci, ze kterych je vidét souvislost mezi diferencovanim a sumaci.
Leibniz nejprve napsal posloupnost pfirozenych ¢isel, po ni posloupnost jejich diferenci

a posloupnost diferenci diferenci :

N 0/1]2(3(4|5]6

Lodif.| |[1|1|1]1]1]1|1

2. dif. 0/0{0/0/0/0 (O

TotéZz miizeme ucinit pro posloupnost druhych mocnin prirozenych ¢isel:
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N* Jo[1]4]9]16]25]36]. ..
Ldif.| [1]3]5]7 [9 [11]13] ..
2
0

2.dif. 2
3.dif.

Podobnou tabulku miizeme sestavit pro libovolnou k-tou mocninu pfirozeného &isla.
Vidime, Ze pro k-tou mocninu se (k+1)-ni diference nuluji. Také vidime, Ze soucet n po
sob¢ nasledujicich prvnich diferenci da (n+1)-ni ¢len posloupnosti, z niz posloupnost
diferenci vznikla. Neboli, Ze z posloupnosti po sobé& nasledujicich hodnot Ize vytvotit
posloupnost diferenci a z posloupnosti diferenci lze s¢itdnim ziskat pivodni
posloupnost. ([34], str.22)

Leibniz zkoumal kiivky a funkce, na obecnou kfivku nahliZel jako na
mnohothelnik sestaveny z nekone¢né mnoha nekoneéné malych useéek. ,.... Nalézt
teCnu ke kfivce, to znamend vést primku spojujict dva body kifivky, jejichz vzddlenost je
nekonecné mald nebo téz prodlouzit stranu nekonecné vhlového mnohotihelnika, ktery
Jje pro nas s kfivkou totozny...” ([35], str.44) Pro funkce explicitné predpokladal
spojitost (aniz pfesn¢ vime, co tim mél na mysli) a misto dne$nich limit uZival
infinitezimaly.

Z doby Newtona a Leibnize je znam pojem diferencidlni kvocient pro funkci
& _f A £ ()
Ax Ax

blizi nule, blizi se diferencialni kvocient smérnici te¢ny ke kiivce dané vztahem

f (x) , tedy vztah: . Byla téZ jasna predstava, ze pokud se Ax

y=/(x). Terem kritiky se v té dob¢ stala skute¢nost, ze nékdy byly veli¢iny dx, dy
povazovany za nenulové (a bylo mozno jimi délit), jindy byly povazovany za nulové a
zanedbdvaly se. Dalsi zprestiovani analyzy spocivalo v proménéach chépani toho, co
znamena, ze Ax se blizi nule.

Prvni krok k vyfeSeni problému s infinitezimalami ucinil Jean Baptiste Le Rond

d’Alembert, ktery se, jak jiz bylo feceno, pokusil definovat derivaci jako limitu poméru
e e e e . .dy . Ay , : .
prirastki veli¢in (v dneSni symbolice — = lim —). Do té doby byla derivace chapana

dx Ax—0 Ax

jako pomér diferencialti nebo fluxi.
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Osmnéacté stoleti nepiineslo sice podstatny pokrok, ktery by piesnéji zdivodnil
Newtontv a Leibniziiv postup, aviak piineslo velky nartst poznatkii o matematické
analyze. V&delo se vsak, Ze jeji stav neni uspokojivy. Centralnim pojmem a objektem
vySetfovani byly funkce a d’Alembertiv prispévek ukézal cestu zpiesnovéni pojmil.
Ukazalo se, Ze je nutné uvést jejich definice.

V 19. stoleti vysvétlil svij pristup k nekoneéné malym veli¢indm Bernardo
Bolzano ve spise ,,Der binomischen Lehrsatz,....“: ,...nejenom v tomto spise, ale i
viude jinde jsem si stanovil zdakon, podle néjz mi misto takzvanych nekonecné malych
velicin viude stejné uspésné poslouzi veliciny, které mohou byt mensi nez kazdd dand
velicina, nebo veliciny, které mohou byt tak malé, jak prdavé chceme....“ ([33], str.49)

Vyznamnym matematikem 19. stoleti byl A.-L. Cauchy (1789-1857), ktery
poprvé pojednal matematickou analyzu v ucelené podob& na zékladé vymezeni pojmu
limity. K pojmu derivace uvedl (,Résumé des lecons deonnées a I’Ecole Royale
Polytechnique®):

, Kdyz je funkce f (x) spojita mezi dvéma hranicnimi hodnotami proménné x a kdyz

takové proménné prisoudime hodnotu mezi dvéma zpocdtku zadanymi hodnotami,
potom infinitezimadlné maly priristek pro proménnou vytvori nekonecné maly pririistek
ve funkci samotné. Proto, kdyz poloZime Ax=i, oba cleny poméru diferenci
Ay _ S+ - ()
Ax i

limitu nula neurcité a soucasné, jejich pomér miizeme konvergovat k jiné limité, kladné

budou nekonecné malé veliciny. PrestozZe tyto dva cleny dosahuji

nebo zdporné. Tato limita, kdyZ existuje, md urcitou hodnotu pro kazdou partikuldrni

hodnotu x; ale ta se méni v zavislosti na x.... Tvar nové funkce, kterad je limitou podilu

+ / - r . r 4 14 14 . .
Sx l)_ /) , zavisi na tvaru vychozi funkce f (x) Abychom tuto zavislost vzali
i

v uvahu, nazveme tuto novou funkci odvozenou (derivovanou) funkci a oznacime ji,
uzitim Carky, znakem y” nebo f'(x). ... ([33], str.53) Dne$ni symbolikou zapiSeme

S+ - f(x)
i

. Tim kon¢i

toto pomérné¢ komplikované tvrzeni ve tvaru f '(x):l'in(}
11—

nejasnosti kolem definice derivace.
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V 19. stoleti vyvstal novy problém. Je§té na jeho potitku byla vzita predstava,
Ze spojita funkce (v pfedstavé mnohych takova funkce, kterou 1ze nakreslit bez zvednuti
tuzky z papiru) ma derivaci vSude, az na konetny pocet bodd. (Napt. v praci A. M.
Ampera z roku 1806.) Vyvoj chapani pojmu spojitost viak ukézal, Ze tato predstava je
nespravna.

Reseni problému mohlo pijit az v dobé, kdy byl presné kodifikovan pojem
spojitosti a derivace v dneSni podobé. V roce 1830 napsal B. Bolzano piiklad spojité
funkce, kterd neméla derivaci v ,,husté mnoZin&“ bodd. (Jinak fedeno, Bolzano ukazal,
Ze kdyz jeho funkce nema derivaci ve dvou ridznych bodech, existuje mezi nimi dalsi
bod, vnémzZ derivaci rovnéZ nemad.) Zkoumani této funkce se pozdéji vénovali esti
matematikové, napt. V. Jarnik. Znechucen takovymi funkcemi v roce 1905 E. Picard
tekl, ze ,.kdyby Newton a Leibniz védéli, Ze spojité funkce nemuseji mit derivaci,
diferencidalni pocet by nikdy nevznikl“. ([33], str.57)

M. Kossler v ucebnici [13] z roku 1926 definuje derivaci funkce v bodé x takto:

f(x+h)—f(x) L
I ),

Definice 8: , Jestlize eksistuje limita yrrolqo(h):%ing

nazyvame ji derivace f (x) v bodé x...Funkce f(x) md vbodé x derivaci, jestlize

eksistuje  takové Cislo f ’(x), Ze pro libovolné zvolené kladné ¢ jest

f(“hz‘f(x) ~f()| < e, kdyz 0<|h| <8 (€).“ ([13], str.70)

Ve vysokoskolské ucebnici [38] je uvedena tato definice derivace funkce v bodé:

Definice 9: |, Necht’ je funkce f definovana v néjakém okoli U (xo) bodu xq z R. Potom

limitu (pokud existuje) Iimf(x)_f(xo)

X% X=X,

nazyvame derivact funkce f v bodé xy a

znacime ji ['(x,). Je-li f'(x)) € R, Fikame, Ze f md v bodé x, viasmi derivaci. Je-li
f(x,) =0, Fikdme, Ze [ md v bodé xq nevlastni derivaci. Pokud vySetfovand limita
neexistuje, rikame, Ze f nema v bodé xq derivaci, nebo Ze f '(xo)neexistuje. “([38],

str.126)
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5. Metody vyuky diferencialniho poctu na gymnaziu - analyza

ucebnic

5.1 Zakladni pojmy matematické analyzy na symnaziu

V soucasné dobé jsou pro vyuku matematické analyzy na gymnaziich v Ceské
republice k dispozici ucebnice ,Funkce“ [22]), ,,Posloupnosti a fady* [26] a
»Goniometrie® [23] autora O. Odvarka a ,Diferencidlni a integrélni po¢et autora D.
Hrubého a J. Kubata [10].

Studenti se zde seznamuji stémito funkcemi: linedrni funkce, funkce
s absolutnimi hodnotami, kvadratické funkce, linedrni lomené funkce, mocninné funkce,
exponencialni a logaritmické funkce, goniometrické funkce (dale v textu je souhrnné
nazyvam elementarni funkce). V ucebnicich jsou definovany nésledujici pojmy:

Funkce:
- defini¢ni obor funkce
- obor hodnot funkce, funk¢ni hodnota
- rostouci, klesajici funkce
- prosta funkce
- suda, licha funkce
- omezena funkce
- maximum, minimum funkce
- 1inverzni funkce
- slozena funkce
- periodické funkce, perioda.

Diferencidlni pocet:

- okoli bodu, levé, pravé okoli bodu, é-okoli bodu

- prirastek argumentu, prirastek funkce
- spojitost funkce v bodé
- spojitost v bod¢ zleva, zprava

- spojitost v otevieném, uzavieném intervalu
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- limita funkce ve vlastnim, nevlastnim bodé
- vlastni, nevlastni limita
- limita funkce v bodé¢ zleva, zprava
- asymptota grafu funkce
- derivace funkce v bodé, v intervalu
- derivace funkce v bod¢ zleva, zprava
- lokalni maximum, minimum funkce
- konvexnost, konkavnost funkce
- inflexni bod
(Vzhledem k tématu prace neuvadim pojmy z ucebnice [26].)

Postupy, jakymi mohou byt nové pojmy vysvétleny, definovéany, a jak je mozno
snimi dale pracovat, jsem studovala vriznych ucebnicich. K analyze jsem vyuzila
uCebnice Ceské [22], [10], rakouské [37], [29], [4], a jednu némeckou [11]. Tyto
ucebnice se navzajem lisi pfistupem k vykladu i naro¢nosti Uloh. Zajimaly mé
motivacni ulohy, hloubka, do které je pojem probiran, zpisob zavadéni novych pojmi
(predevsim podil samostatné prace studenti), mnozstvi a forma definic a vét, feSené
ptiklady a tlohy k procvicovéni. Cilem bylo ziskat prehled o metodach, kterymi je u nés
a v sousednich zemich diferencialni pocet na gymnaziich vyucovéan, a o znalostech a
dovednostech, které jsou po studentech pozadovéany.

Zékladnimi pojmy diferencialniho poctu, kterym by méli vSichni studenti dobie
rozumet, jsou spojitost, limita a derivace funkce.

Otazky, které bych rada zodpovédeéla, jsou:

1. Kdy poprvé seznamit studenty s t€mito pojmy?

2.V jakém poradi je definovat?

3. Jak tyto pojmy definovat?
V nasledujici analyze u¢ebnic uvadim piiklady (feSené), ulohy (urené k samostatne
praci studentt), definice a véty v doslovném piekladu. Pripadné nedostatky, napr.
v zadani mezi intervalti apod., proto nejsou mou chybou. Vyroky, které oznacuji jako
,Tvrzeni®, nejsou v ucebnicich vyslovné oznaceny ani jako definice, ani jako véty.

Obrazky a grafy, které v textu nasleduji, jsou také prevzaty z analyzovanych ucebnic.
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5.2 Zavedeni pojmu spojitost funkce v gymnaziilnich ucebnicich

Cesti studenti (pokud studuji podle u¢ebnice [22]) se s pojmem ,,spojita funkce*
setkaji poprvé pii studiu elementarnich funkci. Nejprve se zde hovoii o grafu

kvadratické funkce jako o ,, plynulé neprerusované krivce“ ([22], str.61). V kapitole

~7 ror v [ 1 . e, ’

»Neptimé umérnost* je uvedeno: , grafem funkce y =—, x € (0,+) je spojitd plynuld
X

kiivka... * ([22], str.77). A v kapitole ,,Mocninné funkce s celym exponentem‘ najdeme
nasledujici vyjadieni (tyka se funkci y=x7, y=x7). , Graf kazdé z téchto funkci se
sklddd ze dvou spojitych car, jedna z nich zobrazuje Cast funkce pro x € (—»,0), druhd
pro x€(0,0). (0 nepati do definicniho oboru funkei.)*. ([22], str.94) Pojem ,,spojita

¢ara (kiivka)“ neni blize upfesnén a dale se snim nepracuje. Exakiné je spojitost
definovana az v ucebnici [10].

Ucebnice [4], [11], [37] a [10] se v prvnim seznameni se spojitosti shoduji. Prvni
véta v kapitole o spojitosti v ¢eské ulebnici [10] zni: ,, .../ze na zdkladé geometrické
predstavy Fici, Ze funkce je spojitd, jestlize jeji graf mizZeme nakreslit jednim tahem.”
([10], str.25) Podobna vyjadreni najdeme i v analyzovanych zahrani¢nich uCebnicich.
Tim vsak podobnost kon¢i. Déle je patrny veliky rozdil mezi ¢eskou ucebnici na jedné
strané a vSemi ¢tyfmi zahrani¢nimi u¢ebnicemi na strané druhé.

Pouze ¢eska ucebnice [10] pouziva Bolzanovu definici spojitosti (viz definice
11), zaloZenou na okoli bodu. Kapitole ,,Spojitost funkce v bodé*“ v [10] proto predchazi
kapitola ,,Okoli bodu*, kde je tato definice:

Definice 10: ,,Okolim bodu a nazyvime otevieny interval (a—5, a+§), kde & je

kladné redlné cislo. Cislo a nazyvame stied okoli a cislo & polomér okoli.“ ([10],
str.22)

Kromé¢ tohoto pojmu se zde studenti seznamuji jeSt€ spojmy ,,pfirtstek
argumentu‘ a ,,piirtstek funkce®. Ceska ucebnice definuje jako jedind jesté levé a pravé
okoli bodu.

A nyni jiz k samotné spojitosti. Motivacni Gloha v ucebnici ,Matematika pro

gymnézia — Diferencidlni a integrdlni pocet v kapitole ,,Spojitost funkce v bodé*
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pracuje s exponencialni funkei f: y=2%. ([10], str.25) Podstatou piikladu je vypolet
funk¢nich hodnot v okoli bodu x, =2. Studenti postupné dosazuji hodnoty bliZici se
zprava a zleva k hodnoté x; =2 a pozoruji, co se d&je s funkénimi hodnotami. (V knize
je nakreslen graf funkce.) Cilem piikladu je ukdzat, Ze ¢im je x blize hodnoté 2, tim je
/(x) blize hodnoté 4. Studentim piiklad pomahé k pochopeni definice spojitosti,
kterd bezprostredné nasleduje:

Definice 11: ,, Funkce f je spojitd v bod¢ a, jestlize k libovolné zvolenému okoli bodu

f (a) existuje takové okoli bodu a, Ze pro vSechna x z tohoto okoli bodu a patfi hodnoty

f(x) do zvoleného okoli bodu f(a). “([10], str.26) .

V poznamce nasledujici po definici autofi rozliSuji tfi moznosti chovéani funkce
v daném bodé&: pokud bod patii do defini¢niho oboru, mize byt funkce v tomto bodé
spojita nebo nespojitd, pokud bod nepatii do defini¢niho oboru, nema smysl o spojitosti
v tomto bodé hovorit. (Srovnejme s definici 1.) O ,,nespojitych® funkcich se vsak v této
kapitole nehovori, ptiklady nespojitych funkei nejsou uvedeny (coz povazuji za
nedostatek). Ucebnice pouziva i mnozinové-logickou symboliku a uvadi jesté dalsi dvé
obmeény zéapisu definice spojitosti funkce v bode¢:

Definice 12: ,, Funkce f je spojita v bodé a, jestlize Y& >0 36 >0 tak, Ze pro vSechna x,
pro nézje |x—a|<§ plati ’f(x)—f(a)l <& “([10], str.27)

Definice 13: ,,Funkce fje spojita v bodé a

S Ve>036>0: ([x—al<5=|f(x)- /() <&).“ ([10], str.27)

Po uvedenych definicich spojitosti nasleduji ptiklady nékolika spojitych funkei (funkce
konstantni, funkce y =x a y =sinx atd.).

Otevieme-li rakouské ucebnice na strankach o spojitosti, na prvni pohled si
viimneme, Ze se vyrazné lisi od Ceské ucebnice mnozstvim grafli a obrazkd, které maji
studentim pomoci pochopit latku. (Naopak jsem v Zadné znich nenaSla piiklad
podobny motivaénimu piikladu na vypocty hodnot funkce z Ceské ucebnice, ktery podle
mého nazoru pékné ukazuje smysl pojmu spojitost.)

V uéebnici ,,Mathematik 7 [37] je nejprve zavedena piedstava spojité funkce

jako funkce, kterou miizeme nakreslit, aniz bychom zvedli tuZku z papiru. (Viz obr.1)

31




U nespojitych funkei, nebo tehdy, je-li je v definiénim oboru mezera, musime tuzku

z papiru zvednout:

y‘r _)’ r' s

»
>

0 x 0

Obr.1. Motivace k predstave spojité a nespojité funkce z u¢ebnice [37]

Na obrazcich neni vyznaceno, zda bod, ve kterém tuzku zvedame, patii nebo nepatii do

defini¢niho oboru funkce. Toto rozliSeni nasleduje az v dal$im textu, kde autofi

rozdéluji ,,prerusené funkce na ty, které ,,nejsou spojité “, a na takové, kde je ,,mezera

v definicnim oboru* a v tomto bod¢ tedy funkce ,,neni ani spojita, ani nespojita* ([37],

str.191).

Tomuto rozdéleni se vénuje nasledujici tloha:

Uloha [37],192/980: ,,Rozhodnéte na zakladé grafu (obr.2), zda je dané funkce spojita.

V pripadé€ Ze neni, urCete mista nespojitosti nebo ,,mezery*.

1913

a) t b) A
o /)
f(X)ZSgn(Xz—l) il f(x)=x]x+1|
— 1 -— 11
K I d)
L‘/ (‘) (] pro x # 1 ff (r)
f(x): 1 P A
. 2pro x=1 -
f(x)="—%
4 1 \
T O ‘; T X> I ; 0 : I ;

Obr.2. Grafy k tloze [37],192/980
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Po této tloze nasleduje zptesnéni pojmil nespojitost a spojitost:

Tvrzeni 14.: ,Pokud se blizime neomezené blizko k mistu nespojitosti funkce, lisi se
funkcni hodnota v misté nespojitosti od hodnot v jeho okoli minimalné o jistou hodnotu,
zavisejici na dané funkci a misté nespojitosti.

Pokud se blizime neomezené blizko k mistu spojitosti funkce, bliZ{ se i funkcni
hodnota v okoli mista spojitosti funkéni hodnoté v daném misté neomezené blizko.“
([37], str.192)

Nevim, zda je mozné tyto charakteristiky nazvat definici, také se mi nelibi jejich
»Sroubovany® jazyk, ktery rozhodné nepfispiva k pochopeni ptesného vyznamu
spojitosti. Co se mi vSak libi, je to, Ze se zde hovoii o spojitosti i nespojitosti a rozdilech

mez1 nimi.

Nyni nahlédneme do uebnice ,,Mathematik Oberstufe 3“ [4]. Zde je nejprve
definovéana limita a az po ni spojitost funkce. Zcela vyjime¢né je, ze oba pojmy jsou
v této ucebnici zarazeny az po derivaci. (V kapitole o derivacich se sice pojem limita
vyskytuje, ale neni definovan.)

Snahou autord této ucebnice je seznamit studenty predevSim s nespojitymi
funkcemi. Proto (podobné jako ve vySe zminované ucebnici [37]) je v ivodu kapitoly
,»Spojitost” prvni odstavec vénovéan nespojitym funkcim. Spojitost a nespojitost funkce
se zde dava do souvislosti slimitou funkce, v podstaté je spojitost pomoci limity
vysvetlena:

Tvrzeni 15: , Redlna funkce f se nazyva spojita v bodé p jejiho definicniho oboruy,
pokud 11_1}3 f(z)=f(p). " ([4] str.102)

Tvrzeni 16: ,,Redlnd funkce [ se nazyva nespojita v bodé p, pokud 11_r)r’} f(z) neexistuje
nebo 11_1}3 f(z) existuje, ale hjr; f(z)# f(p). " ([4] str.102)

Nasleduji priklady:

1 prox >0

Priklad [4], 102/1: ,,Pozorujme funkci f(x) ={ . (Viz obr.3)

—1prox<0
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d a

Reseni: Pro z#0 je f (2)2'—. Driive bylo ukazéano, ze lirr(}—— neexistuje, proto je f
z =0 7
nespojita v bodé 0.
f
{ e
_—
f

Obr.3. Graf'k ptikladu [4], 102/1

vo . , x* prox 2 _
Priklad [4], 102/2: ,,)Pozorujme funkci f(x)= ; . (Viz obr.4)

prox =

Regeni: lim f(z)= lzi_r)r2122 =4. Pro funkei f plati, ze f(2)=3, tedy 11_rgf(z) = 1(2).

z—2

Proto je f'v bodé 2 nespojita.*

Obr.4. Graf k prikladu [4], 102/2

Definice spojitosti funkce vybudovana na pojmu okoli bodu (tak, jak ji zname

z nasi uebnice), je v této ucebnici uvedena v rozsifujicim (nepovinném) textu v tomto
znéni:

Definice 17: , Funkce f je spojitd v bodé p, jestlize ke kazdému okoli U(f(p);g)
existuje okoli U(p;&)tak, Ze pro kazdé z eU (p;8) plati f(z)e U(f(p);g). “([4]

str.103)
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,»,Mista skoku — to je nazev kapitolky z uCebnice [4], kterd se vénuje bodim,
v nichZ funkce neni spojitd. Autofi se zde vraceji k feSenym piikladtim [4], 102/1,2 a

ukazuji obdobné situace na dal$ich obrazcich:

a) ‘ b) c)
NG \
ﬁ ~— (o)
0 P g 0 p ” 0 p ’

Obr.5. Ukazky nespojitych funkei a spojité funkce z uéebnice [4]

,,V Prikladu 1 se vyskytuje misto skoku, ve kterém lim f(z) neexistuje a graf na
zp

obr.5a) ukazuje dalsi takovy piipad.
V Prikladu 2 se vyskytuje misto skoku, pro které lim f(z) existuje, ale 1i§i se od f ( p)
zp

(viz graf na obr. 5b)).
Pokud je n&jaka funkce spojita, tedy lim f(z)= f(p), pak bod [ P f( p):| patfi do
zp

grafu funkce f'(viz graf na obr.5c)).“ ([4], str.103)

Ucebnice nesleduje situace, kdy je funkce ,pferuSena” v bodé€, ktery nepatii do

defini¢niho oboru funkce.

Nejmensi prostor je pojmu spojitost vénovan v uc¢ebnici Analysis Grundkurs
[11]. V této uCebnici se v uvodu kapitoly o spojitosti na grafech ¢ty funkci ukazuje, jak
se funkce muze chovat vurcitém bodé v situaci, kdy bod je i kdy neni z jejiho

defini¢niho oboru (viz obr.6, pro ilustraci uvadim pouze dva z grafi).
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f(x)
f(x)=x"+1

. 2
, lim  (x)=2 )=
1 ‘ 7T -
f)=2 l@n}f(x):2
\1\' N (l) neexistuje

¥

Obr.6. Motivace pojmu spojita funkce z uéebnice [11]

Po uvedenych grafech a samostatné feSené tloze je uvedena nasledujici definice
spojitosti funkce v bode¢:
Definice 18: ,,Bud f funkce a xq redlné cislo. Bud fdefinovana v okoli bodu xy.
Funkce f je spojitda v bodé x, pravé tehdy, kdyz
(1) lgg f(x)existuje a

(2) lim f(x) = ACHE

Pokud neni splnéno (1) nebo (2), nazyva se funkce fv bodé x, nespojita. " ([11], str.92)
O situaci v bod¢ xg, ktery nepatii do defini¢ni oboru funkce se tika, ze ,,funkce v tomto

bodé neni spojitd*. ([11], str.92). (Srovnejme s komentéfem k definicim 1 a 11.)

Tento rozbor ukazuje, Ze v analyzovanych zahrani¢nich ucebnicich [4] a [11] je
spojitost funkce v bodé definovana pomoci limity. V nasi ucebnici [10] se pojem limita
funkce probira po spojitosti funkce, a proto jsou zde tyto pojmy dany do souvislosti
v kapitole o limite, kde je uvedena (i s diikazem) véta:

Véta 19: |, Funkce f je spojita v bodé a pravé tehdy, kdyz limf(x)-—-f(a). “([10],

str.41)

V kapitole ,,Spojitost funkce v intervalu“ v [10] se studenti seznamuji s definici

spojitosti v bod¢ zprava a zleva:

Definice 20: , Funkce [ je v bodé a spojita zprava, jestlize ke kazdému & >0 existuje

takové & >0, Ze nerovnost ‘ f(x)-r (a)'<g je splnéna pro vSechna x zintervalu
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<a,a+5). Funkce f je vbodé a spojita zleva, jestlize ke kaZdému ¢ >0 existuje
S >0tak, Ze nerovnost \ f(x)-f (a)(<g je splnéna pro vsechna x z intervalu

(a=&,a)." ([10], str. 30).
Ve vysokosSkolské ucebnici [38] je spojitost zleva, resp. zprava, definovana
nasledujicim zplisobem:

Definice 21: ,, Rikdme, Ze funkce f je spojitd v bodé a zprava, resp. zleva, jestlize plati

lim f(x) =f(a), resp. xlirgl_f(x)zf(a). “([38], str.116).

xX—a+

Tuto definici zde uvadim, protoze se domnivam, Ze by byla pro stfedoskolské studenty
piistupngjsi, pokud bychom povazovali za nutné na stfedni Skole spojitost zleva a
zprava zavadeét. Analyzované zahrani¢ni ucebnice se spojitosti zprava a zleva
nezabyvaji.

V [10] je také definovana spojitost v otevieném a uzavieném intervalu:
Definice 22: ,, Funkce je spojitd v otevieném intervalu (a, b), je-li spojitd v kazdém
bodeé tohoto intervalu. “ ([10], str. 30)
Definice 23: ,, Funkce je spojita v uzavieném intervalu <a,b>, je-li spojita v (a, b) a
v bodé a je spojitd zprava a v bodé b je spojita zleva. “ ([10], str. 30)
Nasleduji dutlezité veéty o spojitych funkcich: véta Bolzanova-Weierstrassova o
nabyvani mezihodnot a z ni vyplyvajici véta Bolzanova o nulové hodnoté. Tyto véty
jsou doplnény obrazky a piikladem: ,UkaZte, Ze rovnice x’+3x—1=0 ma kofen
z intervalu (0,1). ([10], str.33) Dale se zde ukazuje vyznam téchto vét pfi reSeni

nerovnic.

V ucebnici [4] se v kapitole ,,Spojitost funkce v intervalu® autofi opét vraceji
k ptikladu [4], 102/2. Zde jsme méli funkci f; kterd byla v bodé p =2 nespojita, ve
vSech ostatnich bodech, tj. p € (—oo,Z)U(Q,OO) , byla spojita. Uvadé;ji definici:
Definice 24: ,, Necht je f redlnou funkci redlné proménné f:A—>R a McC A.
Funkce [ se nazyvd spojita v mnoziné M, pokud je spojitd ve vSech bodech pe M .*

([4], str.105)
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Nasleduje vysvétleni: ,,Pokud je funkce spojita v intervalu, pak v tomto intervalu nema

z4dnd mista skoku a mizeme ji v tomto intervalu nakreslit jednou ¢arou, bez zvedani

tuzky. Napiiklad funkce z prikladu [4], 102/2 je spojita v intervalech (—o0,2)a(2,),
ale neni spojitd v intervalu (—o0,00). Pokud je funkce spojita v mnoziné M, ktera neni

intervalem, pak nemusi byt funkce v této mnozin¢ nakreslend jednim tahem. Piikladem

, 1 : . . o cx 1o
je funkce y =—, ktera je spojita v celém definicnim oboru, graf mize byt ale nakreslen
x

jednou ¢arou pouze v intervalu (—<0,0) a (0,%0). V bodé 0 neni funkce definovana, zde
v 1w . 1 , . . NP .
musi byt kiivka preruSena. Funkce y=— neni vbodé 0 ani spojitd, ani nespojita,
x

protoze zde neni definovéana. Podle definice spojitosti mize byt funkce spojitd pouze
v bod¢, ktery patii do jejiho defini¢niho oboru.” ([4], str.105) Znéni definice 21, kde se
hovoii o spojitosti v mnozin¢ (nikoliv v intervalu) nepovazuji za vhodné, protoze
studenti mohou zacit patrat po spojitost funkce, jejimz definicnim oborem jsou napft.
cela Cisla. Tim by se mnoha znich doposud jasna zalezitost spojitosti dosti
zkomplikovala. O tom, ze autofi této uCebnice obcas vyklad zbyte¢né komplikuji,
svéd¢i i nasledujici kapitola s ndzvem ,,Véta o nabyvani mezihodnot, ktera je zahajena
nasledujicim prikladem:

Priklad [4], 105: ,,Existuje realné ¢islo x, pro které plati x* —12x* +45 =40 7
Komentaf autort k prikladu: ,,Mzeme se pokusit najit feSeni ,,zkouSenim®, a tak ziskat
nékteré hodnoty f(x).Napt. f(0)=0, f(1)=34, f(2)=50. Tyto vypolty vedou
k domnénce, Ze v intervalu (1,2) existuje &islo x, pro které f'(x)=40. Nadrtneme graf
funkce f(x). Neznéme sice jeji pfesny tvar, zndme ale tii body, kterymi prochazi, a

vime, ze se jedna o nepferuSovanou ¢aru, protoze f (x) jako polynomicka funkce je

Spojita.
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10 1 101/

v

1 X y

Obr.7. Grafy k prikladu [4], 105

Autofti zde ukazuji, ze ,,Cara”, ktera funkci znazornuje v grafu, neni dokonalym obrazem
funkce, protoze neukazuje presné, kterymi body funkce prochazi, ma urcitou tloustku,
zatimco body jsou bezrozmérné apod. Proto, vedeme-li z bodu o soufadnicich [0, 40]
rovnob&zku s osou x, nemizeme z obrazku vyc¢ist, zda ma tato piimka s grafem funkce
spole¢ny jeden nebo vice bodi. Mozna také prochazi ,,skrz graf funkce a nemé s nim
zadny spoleény bod. Mizeme si ale pomoci axiomem o uplnosti redlnych &isel a

definici spojité funkce: ,, Pokud je funkce f v intervalu <a,b> spojitd, potom je kazdé
cislo, lezici mezi f(a) a f(b) hodnotou funkce f'v intervalu (a,b)." ([4], str.106)

Tento komentar k uvedenému piikladu se mi zd4 byt nadbyte¢ny, protoZe uméle vytvari

problém tam, kde by jej zadny student nehledal. Po piikladu nasleduje véta o nabyvéni
mezihodnot (Zwischenwertsatz):
Véta 25: |, Bud f redlnd funkce a q redlné cislo. Necht fje spojitd v intervalu <a,b> a
f(a) <g< f(b) nebo f(a) >q2 f(b) Potom existuje nejméné jedno Cislo
e(a.b), kde f(p)=q." ([4], str.106)
Véta o ,,nulové hodnoté® je zde formulovana takto:
Véta 26: (o znaménku spojité funkce) ,, Pokud je funkce f v intervalu I spojita, pak

plati: pokud f v I nemd zadny nulovy bod, pak bud f (x) > 0pro vsechnax el nebo

f(x) <0 provsechna xeI." ([4], str.107)

Nasleduji ulohy na vyuziti uvedenych vét.
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Ulohy k procvicovani ukazuji, které aspekty spojitosti, respektive nespojitosti,
povazuji autofi jednotlivych uebnic za podstatné, a i1 zde je vidét rozdilnost
jednotlivych piistuptl k latce. Ceska ugebnice [10] se soustied’uje na pouziti definice
spojitosti a vyuziti vét o spojitych funkcich, rakouské ucebnice se vénuji grafim funkei.

V [10] nalezneme tyto Glohy k procvicovani:

Uloha [10], 36/2.6: ,,Na zéklad& definice spojitosti funkce v bod¢ a dokazte:
a) linearni funkce f:y=5x-1 je spojita v bodé 2,

b) funkce nepfima umérnost f:y = 1 je spojita v intervalu (0, 7).
x

Uloha [10], 36/2.7: ,,Dokazte, Ze funkce cos x je spojita v kazdém bode.*
Uloha [10], 36/2.8: , Diskutujte spojitost funkce # y =sgnx v bodé& 0.

Uloha [10], 36/2.9: ,, DokaZte, Ze rovnice x+e* =0 ma alespoti jeden kofen v intervalu
(-1, 0).
V dal$ich ulohach se vyuziva shora uvedenych vet k vypoctu korent rovnic.

Ulohy z ugebnice [29] se tykaji predevSim funkeci, které jsou v ur€itém bodé
nespojité. Podivejme se na ukéazky:
Uloha [37], 192/981: ,,Ukazte pomoci naértku mista nespojitosti nasledujicich funkei a
pribliznou hodnotu ,,skoku® v misté nespojitosti.*
a) f(x)=sgnx’,D=R
b) f(x)=x-sgn(x-2),D=R

c)f(x):[%x}+l,D={xeR,—33xS3}

d)f(x)z[%x},Dz{xe R,—3Sx§3}

Uloha [37], 192/981: ,Naértnéte dvé funkce, které maji vbodé a)x=-2,
b) x = 2,....mezeru. Uvédomte si, Ze mohou byt riizné typy mezer.*

Uloha [37], 193/985: ,,Pfi vypoétu dané z pifjmu se nejprve od ro¢niho pf{jmu odectou
urcité ¢astky ( socialni pojisténi, naklady na reklamu, vydaje,...). Tak ziskame zdklad

dané. Sazba dan¢ se pocita podle nasledujici tabulky:
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Zaklad dané (v Silincich) | Sazba dané %

do 50 000 10

22
Pres 50 000 do 150 000

32
Pres 150 000 do 300 000

Pres 300 000 do 700 000 42

Pres 700 000 50

Dopliite tabulku pro dafi F (x) pii zékladu dané x:

Zaklad dané (v Silincich) | Dan

x<50000 F x) =0,10x

(
50000 <x <150000 F(x)=50000-0,10+(x—50000)-0,22 = 0,22x~ 6000
(

x)=

150000 < x <300000 F

Vysvétlete uvedeny vztah a udejte pro zbyvajici tii urovné pifjmi odpovidajici vztahy.

Nagrtnéte graf a diskutujte jej z hlediska spojitosti.”

V ulebnici [4] se pouziva definice spojitosti, ovSem ne v diikazovych lohach,

ale ve spojeni s grafem:

Uloha [4], 104/3.35: , Na obrazku 8 jsou sestrojeny grafy funkei f: 4 — R, které jsou

v bodé p nespojité. Nacrtnéte okoli U ( f( p);g) pro které plati: V kazdém okoli

U(p;&) existuje bod z € 4, pro ktery plati f(z)e U(f(p);g) «
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a) b) '
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f(p)
s
0 P 0 p )

Obr.8. Grafy k tiloze [4], 104/3.35

5.3 Zavedeni pojmu limita funkce v gymnazialnich uc¢ebnicich

S limitou se ¢esti gymnazialni studenti setkaji poprvé v tématu ,,Posloupnosti a
fady* ([26]). Je vSak v kompetenci utitele, zda zafadi limitu posloupnosti do svého
vykladu. Pojmy konvergentni posloupnost a limita posloupnosti jsou v [26] definovany

takto:

Definice 27 ,, Rikdme, Ze posloupnost (an ):o:l Je konvergentni, pravé kdyz existuje ¢islo
a € R takové, Ze plati: Ke kazdému ¢ >0 existuje n, € N tak, Ze pro vSechna pfirozend
Cisla n=n, je lan —a{ <e¢. Cislo a se nazyvd limita posloupnosti (a, )::]. . ([26],
str.79)

Definice 28: , Cislo a se nazyvd limita posloupnosti (a, ):;, pravé kdyz ke kazdému
kladnému cislu & existuje ny€ N tak, Ze pro vSechna prirozend Cisla n2n, plati

la, —a| <e. " ([26], str.80)

V uéebnici [10] studenti vuvodu kapitoly ,Limita funkce v bodé* zkoumaji
. tg x 1 1 ,
chovani funkce f:y=-——,kde x¢ ——2—7r,0 U O,-2~7r v okoli bodu 0. ([10], str. 39)
x

Studenti zde maji sestrojen graf funkce a tabulku, ktera ukazuje hodnoty f (x) pro x
blizka 0. Je zde vidét, Ze ¢im blize k nule je x, tim blize je f(x) k &islu 1. Po této

uloze je vyslovena definice limity:
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Definice 29: ,, Funkce f md v bodé a limitu L, jestlize k libovolné zvolenému okoli bodu

L existuje okoll bodu a tak, Ze pro vSechna x# a z tohoto okoli nalezi hodnoty f (x)

zvolenému okoli bodu L.* ([10], str.39)

V porovnani s rakouskymi u¢ebnicemi, o nichz bude te¢ déle, je v této ucebnici
velice malo grafti a dloh, na kterych by si studenti pochopeni pojmu limita funkce
overili.

Nejveétsi rozdil mezi Eeskou udebnici a uéebnicemi zahrani¢nimi je v exaktnosti
vykladu. NaSe gymnazidlni uCebnice vyklad limity ziejmé chape jako piipravu pro
vysokoskolské studium a definuje pojmy vlastni a nevlastni limita, limita v bod¢ zieva a
limita v bodé zprava. V zadné ze tyi zkoumanych zahrani¢nich ucebnic jsem v kapitole

o limitach tyto pojmy nenasla.

vevr

seznameni se spojitosti (viz kapitola 5.2), avsak opét za pouziti velkého mnozstvi grafil.
Resi se zde pouze jednoduché piiklady. Oba pojmy (limita a spojitost funkce) jsou v
[37] exaktné definovany az v zavéru tématu ,,Diferencidlni poCet®.

Motivaéni piiklad ke kapitole ,,Limita funkce* v ucebnici [37]:

2

Piiklad [37], 194/987: ,Funkce f(x)="—

x—2

neni v bodé 2 definovana. Ma v tomto

bodé ,mezeru“. Nacrtnéte graf této funkce stejné jako dvou funkci vytvorenych
rozsitenim jejiho defini¢niho oboru:

x* -4 29 x* -4
ro X
g(x)=1x-2 7 a h(x)=1 x-2

4  prox=12 3 prox=2

prox #2

Ktera z téchto funkci je spojitéd a kterd nespojita? Proc je nespojita?
Vysvétleni: Funkce g je spojitym doplnénim (rozsifenim) funkce f'v bodé 2. Hodnotu 4
nazyvame limitou funkce /v bodé€ 2.“

Limita je zde definovana nasledujicim zpsobem:

Definice 30: ,, Cislo a se nazyvd limita funkce f v bodé p, pokud funkce fo, pro kterou
plati
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fo= {f(x) prox=p Jje spojitd v bodé p. Piseme lim f(x)=a.
a prox=p x—p
(fo se nazyva spojité rozsireni funkce f Miizeme ukdzat, Ze existuje nejvySe jedna
hodnota a takova, aby funkce fy byla v bode p spojita.)“ ([37], str.194)
Nasleduje n¢kolik uloh s grafy funkci, které jsou nespojité vzdy vjednom bodg, ale
maji vdaném bodé limitu. Ulohy ukazuji rozdil mezi funkci a jejim spojitym
roz8ifenim. Je zde také uvedena véta o souvislosti limity a spojitosti funkce v bodé.
Po vétach o limité soudtu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkei nasleduje sedm uloh
na vypocty limit.
Situaci, kdy v daném bod¢ neexistuje limita, zde ukazuje nasledujici priklad:

2

Priklad [37], 197/1000: ,,Zkusime vypocitat lim Al

x-2 x—2
. x2 lim x2 4
Resent: lim = 22 =—. Zde musi byt chyba! Krok
=2x=2 lim(x-2) 0
52 lim x*
: x—2 . v I3 v r ] . r , . .
lim = — =— je nepripustny, protoZze v podilu limit musi byt limita ve
x=2 x -2 1m;(x—2) 0

2

jmenovateli rizna od nuly. lim neexistuje.*

=2 x —
Podle mého néazoru je Skoda, Ze u této ulohy, na rozdil od uloh z uvodu kapitoly, neni
zobrazen graf, a neni zde ani pokyn pro studenty, aby si tento graf nacrtli. Obrazek by
jasné ukazal, jak se funkce v bodé 2 chova a pro¢ zde limita neexistuje.
V zéavéru celého tématu ,,Diferencialni pocet” ve [37], kde je latka vyloZena
exaktnéji, je uvedena Cauchyho definice limity a zminéna ,,podobnost® definic pojmu

spojitost a limita.

V uéebnici [4] (Mathematik Oberstufe 3) je na rozdil od vySe uvedené ucebnice
[37] vykladu limity vénovano mnoho prostoru a je velice dikladny. Pida pro definici
limity je pripravovana v nékolika kapitolach. Studentim je ukazéna nezbytnost
definovani pojmu limita, protoze bez ni neni mozno fesit mnoho uloh z diferencialniho

poctu. Zvlastnosti této ucebnice je, ze kapitoly vénované definici limity nésleduji az po
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vykladu derivace, kde se viak jiz symbol lim f(z)=¢ pouzivd. Divod tohoto
zp

usporadani mi neni ziejmy a nemyslim si, ze by pfispél k lepSimu pochopeni latky.
Pred vyslovenim definice limity je na limitu nahlizeno ze dvou pohled.

Pohled prvni popisuje pojem limita pomoci vzdalenosti. Ukazuje se zde, jak je mozno

pomoc{ zndmych matematickych pojmé popsat, ze f(z) se neomezené blizi &islu g,

tedy Ze lim /'(z) =g (viz obr.9).
z3p

Obr.9. Graf k vykladu pojmu limita z u¢ebnice [4]

,Jedna moznost je tato: Rozdil (vzdalenost) mezi ¢isly f(z) a g tedy | f (z)—q‘ bude
libovolné maly, to znamena mensi neZ libovolné ¢islo €>0, pokud je z dostatecné

blizko p, tedy vzdalenost ‘z - p] je dostate¢né mala.
Jinak vyjadfeno: Pro kazdé kladné cislo & muzeme lz—p‘ zvolit tak malé, Zze

| (2)-q| <& ([4), str.89)

Pohled druhy popisuje pojem limita pomoci okoli bodu. (Pojem okoli bodu byl probran

.Ke kazdému okoli U(g;¢) existuje okoli U (p;&) tak, Ze pro kazdé z e U(p;d) plati
f(z)eU(g;¢).“ ([4], str.90) Tento vyklad pojmu limita je ilustrovan na nékolika

prikladech vcetné obrazki:

Priklad [4], 90/3.03: , Je dano f(z)=2z-7.

a) Jakou hodnotuma lim / (2)?
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b) Ukazte vypoctem: ke kazdému okoli U (3;¢) existuje okoli U (5;5) takové, Ze
pro viechna z e U (5;8) plati: f(z)eU(3;¢).
c) Nacrtnéte objasnujici obrazek.
d) Jak blizko musi byt z k ¢islu 5, aby vzdalenost mezi f (z) a 3 byla men$i nez
0,017
Nasleduji tlohy s grafy, kde k danému okoli bodu ¢ ma byt doplnéno odpovidajici okoli
bodu p.
AZ po t&chto dvou velice podrobnych kapitolkach je uvedena exaktni deiinice
limity. Nejprve je vysvétlen pojem ,hromadny bod*: ,,...Bod p nemusi patrit do

definicniho oboru A funkce f, musime ale pri definovdni lim f (z) = q predpoklddat, Ze
zZp

se k tomuto bodu miizeme hodnotami z € A, z # p neomezené pribliZit. K tomu je nutné,

aby v kazdém okoli bodu p lezely body definicniho oboru A. Takovy bod p nazyvime
hromadnym bodem mnoziny A... ([4], str.92)
Definice 31: ,,Bud f: A—> R redind funkce a p hromadny bod mnoZiny A. Cislo q se

nazyva limita funkce f'v bodé p, psano lim f(z) = q, pokud plati ndsledujici:
zp

Ke kazdému okoli U(q; 5) existuje okoli U(p;5) tak, zZe pro vsechna z € U(p;&) plati
f(z) € U(q;g). (Pritom se predpokladd, zZe ze A a z# p)* ([4], str.92)

Definice je vyuzita v nasledujicim piikladu:

Priklad [4], 95/3.14: ,Dokazte spouzitim definice limity, Ze limz*> =4. Nacrtnéte
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odpovidajici graf.

Regeni: Musime ukézat, Ze ke kazdému okoli U(4;¢) existuje okoli U(2;5), tak, Ze
pro viechnaz e U(2;6) plati z° e U(4;¢).

Bud’ ¢ kladné ¢islo. Pak plati:

ZelU(de)=d-e<z’ chdtgesJd—c<z<Jd+e, pokud e<4az>0. Cisla

J4—¢ a J4+¢ jsou od &isla 2 rizné vzdalena, takZe neohrani¢uji zadné okoli typu

U(2;6). Protoze ale V4—& <2 <+4+¢, existuje okoli U(2;6), které lezi v intervalu
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<\/4—€;\/4+8>. Pro v8echna zeU(2;6) plati Vv4—-¢ <z<+4+¢ . Proto téz pro

viechna ze U(2;0) plati: z> eU(4;¢) .«

A
f
44c¢
Lot
4-z
14
1 oo >
0 1 /12N
4d-¢ 4+¢
2-§ 2+6

Obr.10. Graf k prikladu [4], 95/3.14

Podle mého nazoru je tento pitklad ukézkou dalsi zbyte¢né komplikace vykladu. (Viz

ptiklad [4], 105 z kapitoly 5.2.)

5.4 Zavedeni pojmu derivace funkce v gymnazidlnich ucebnicich

Opét zacnu nejprve Seskou ugebnici [10]. Zde se v zavéru kapitoly ,,UZiti limity
funkce® studenti seznamuji se zpisobem nalezeni te¢ny ke grafu funkce v libovolném
bodé. Hledani te¢ny grafu funkce v bodé vyusti v tuto vétu:

Véta 32: , Je-li kiiivka grafem funkce y = f (x) a existuje-li v bodé x, vlastni limita

k, = lim A lim f(x)—f(xo) = lim f(x* Ax)—f(xo)) pak tecna krivky v bodé

Ax—0 Ay X=X, X — xo Ax—0 Ax

T[xo,yo] Je primka o rovnici y -y, = k; (x—xo) - ([10], str.79)

Tento zpiisob nalezeni te¢ny ke grafu funkce je zminénivodu nasledujici
kapitoly ,,Derivace funkce v bod&“. Nasleduje motiva¢ni tiloha na vypocet okamzité
rychlosti pohybu hmotného bodu. Od primémé rychlosti se zmenSovanim Casoveho

intervalu dostanou studenti k pojmu okamzitd rychlost a jeho definici.
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Definice 33: ,OkamZitou rychlost v case ty budeme definovat jako [limitu

petim A5 gy S8 =s(0) () =s(n) ([10], str.83)
Ar—0 Af A0 At (-1, t—1,

Studenti maji moznost si tento vztah ovéfit na vypoctu okamzité rychlosti rovnomérné
. v 1 AU , 1
zrychleného pohybu, u ného je draha v zévislosti na €ase dana vztahem s(1)= 5 at’.

Autofi knihy pak studenty upozorni, Ze v obou piipadech se pracovalo s limitou

gmo ) a proto si tato limita zaslouzi svjj vlastni nazev. Nasleduje definice derivace:
=0 Ay

Definice 34: , Méme funkci [ definovanou vjistem okoli bodu xo, Existuje-li

(A= £ (3)
Ax—0 Ax

Studenti jsou sezndmeni s dal§imi moZnostmi zépisu této limity a se symbolem

, nazyvame ji derivaci funkce f'v bodé xo." ([10],str.85)

derivace funkce v bod& x,: f'(x,). Také je poukazano na totoznost smérnice te€ny ke
grafu funkce ze zavéru minulé kapitoly s pravé definovanou derivaci funkce v bod€ a na
moznost psét rovnici teny ke grafu funkce v bodé xo zptisobem y—y, = f'(x)(x-x,).
V feSenych piikladech je ukézan vypocet derivace funkei y=x, y=x’
y=x,y= Ux pomoci definice 34. Na poslednich dvou funkcich je vysvétlen pojem

vlastni a nevlastni derivace (v bodé x;=0). V zavéru tvodni kapitoly jsou definovany
pojmy derivace v bodé zleva, zprava a derivace funkce v intervalu (otevieném i
uzavieném).

V nasledujici kapitole ,,Derivace elementarnich funkci® jsou na zakladé definice
34 vypocitany derivace elementarnich funkci. Jsou zde uvedeny véty o derivaci souctu,
rozdilu, sou¢inu a podilu funkci (nékteré s dikazem) a vypoCet derivace sloZené

funkce.

V rakouské ucebnici [4] (Mathematik Oberstufe 3) je v porovnini s vySe
uvedenou ¢eskou ucebnici pojem derivace vyloZzen po mnohem del$i piiprave. Jak jiz
bylo fe¢eno v kapitole 5.3, jsou v této ucebnici kapitoly o derivaci zafazeny pred

kapitolami o limité. Pfesto se pii vykladu derivace symbol limity pouZiva. Autori
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zrejme& spoléhaji na to, ze studenti symbol a vyznam limity znaji z vykladu o
posloupnostech a fadach.

V kapitole s ndzvem ,,Zakladni pojmy diferencidlntho poctu* jsou v [4] studenti
nejprve seznadmeni s pojmem ,diferencni kvocient,, neboli ,stfedni mira zmény,, (v
originale ,,Differenzenquotient™ a ,,mittlere Anderungsrate*). Motiva¢ni feSeny priklad
se tykd zmén teploty vzduchu béhem dne:

Priklad [4], 5/1.01: ,,a) V uvedené tabulce jsou riznym Casovym uUdajim prifazeny

naméfené teploty vzduchu vjednom urcitém misté.

Vypocitejte zmeénu teploty v &asovych intervalech Cas| Teplota (°C)
(8;14), (12;18), (14;20). 5P
10 |10
Co znamena kladné, co zéporné znaménko zmény TRIE
teploty?
P y. _ _ 14 |17
b) Popiste, jak se vypocitda zména teploty v intervalu
16 |14
(a,b> S
18 |13
20 |11

K tomuto piikladu se vztahuje i ptiklad nasledujici:
Priklad [4], 5/1.02: ,,a) Udejte zmeény teploty v intervalech (8;12>, <12;14>, (10;16).
Ve kterém z téchto intervalii roste teplota nejrychleji?

b) Udejte obecné rychlost zmény teploty v intervalu <a,b> S

Po tomto Gvodu nasleduje definice, ke které vlastné dosli studenti odpovédi na otazku
b) v prikladu [4], 5/1.02:

/(6)-f(a)

Definice 35: ,, Bud f:A— R redlnd funkce, a,be A, a#b. Pak se 5
-a

nazyva diferencnim kvocientem nebo stredni mirou zmeény funkce f v intervalu <a,b>

nebo <b,a> (4], str.6)
Studentiim je vysvétleno a na obrazcich ukézano, Ze znaménko diferenc¢niho
kvocientu uréuje, jak se funkce celkové zméni v daném intervalu, ovSem neznamena to,

ze v daném intervalu je monoténni (viz obr.11):
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>
»

a b
Obr.11. K vykladu diferenéniho kvocientu z u¢ebnice [4]

V osmi ulohdch se studenti u¢i vypocitat diferenéni kvocient riznych funkci

v konkrétnich intervalech 1 vintervalech danych obecng, napf. <x,x+h>,

<c—h,c>, <t0,t0 +t>.
V zavéru kapitoly jsou studenti seznameni s vyznamem diferenniho kvocientu jako
smeérnice primky:

Tvrzeni 36: ,, Pokud oznacime pismenem m hodnotu diferencniho kvocientu

m :Lbz:—f—(g—)-,pakplati: f(b)—f(a)zm-(b—a).

Hodnota diferencniho kvocientu tedy udava faktor, kterym ndsobime zménu argumentu,
abychom dostali zménu hodnoty funkce.” ([4], str.8)
Nasledujici  kapitola s nazvem ,Rychlost® velice podrobné postupuje od

pram&mé rychlosti k rychlosti okamzité. Pfed definici okamzité rychlosti je zde
uvedeno:

Tvrzeni 37: ,, Rychlost v case t je limitou (lat: limes) primérné rychlosti ;(t,z) pro
z jdouct k t. Piseme v(1) = l”im;(t,z) “ ([4], str.13)

Od této chvile se zde symbol limity pouziva. Vyklad je zakoncen definici okamzité
rychlosti shodnou s definici 33.

Dalsi ¢ast vykladu se tyka funkci, které popisuji rychlost zmény riznych veli¢in
v zavislosti na ¢ase.

Priklad [4], 14/1.23: ,Z valcového zasobniku vytéka voda. V kazdém okamZiku je
mnozstvi vody v zasobniku dano funkei ¥ (1) = (10— t)2 (¢ v sekundéch).

a) V jakém Case ¢ bude zasobnik prazdny?
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b) Vypocitejte ubytek mnozstvi vody v ¢asovych intervalech
<O;1>, <O;2>, <2;3>, (1;4>. Ve kterém ztéchto intervali je ubytek objemu
nejvetsi?

c) Definujte pojem ,,stfedni rychlost ibytku objemu v ¢asovém intervalu®.

d) Ve kterém z intervali danych v b) ubyva objem nejrychleji?

Reseni c): Analogicky k pojmu priméma rychlost ozna&ime kvocient

jako stfedni ubytek objemu v ¢asovém intervalu <t1,t2> nebo (tz,tl> S
Priklad [4], 15/1.24: (pokracovani ptikladu 1.23)
,»,a) Zjistéte, zda se stfedni tbytek objemu v intervalu <t,z> neomezené blizi urcité
b) Definujte pojem ,,rychlost ubyvani objemu v ¢ase ¢*“.
c) Jak rychle ubyva objem v Case 1, 2, 3, 4s?
d) V jakém Case ubyva objem nejrychleji?
Reseni: a) Budeme postupovat jako u okamzité rychlosti v ase 7. Nejprve vyjadiime

stfedni rychlost ubyvéani objemu v intervalu (t,z> (pripadné (z,t}):

V(z)=V (1) _(10-2) -(10-1)" 2"~ -20z+20¢ _(2z-1)(z+1)-20(z~1)

z—1 z—t z—1 z—t
=z+t-20
Zjistujeme: pokud se z blizi neomezen¢ k ¢islu ¢, blizi se z+¢ neomezené Cislu
t+t=2ta z+t-20 se neomezené¢ blizi ¢Cislu 2¢r-20. Proto plati:

ljm(z +1 —20) =2t-20

b) Limitu zulohy a) nazyvame rychlosti ubytku objemu v ¢ase ¢ a oznacime ji

Viz)-V(t
V'(t). Definujeme tedy: V'(¢) = limﬁt—()
z—> zZ —
c) Pro te<0;10> je hodnota 2¢-20 nejvétsi, pokud ¢=0. Proto objem ubyva
nejrychleji v ¢ase 0.
Priklady [4], 15/1.23 a 1.24 uvadim v doslovném piekladu proto, aby bylo vidét, jak
podrobné jsou pojmy Vv této ucebnici budovany. Studenti se zde s derivovanim nejprve

setkavaji v praktickych ulohach a az po mnoha strankach vykladu dojdou k definici
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derivace a k vypoctu derivaci elementarnich funkei. Nevim vsak, kolik vyuCovacich
hodin je tomuto vykladu skute¢né vénovano a zda je i vyklad ucitele pojiman takto
podrobné.

Po nékolika ulohach (feSenych i nefeSenych) podobného typu, jako jsou priklady
[4], 15/1.23 a 1.24, je uvedena definice, avSak je$té se nepouziva pojem derivace

(Ableitung), ale diferencialni kvocient (Differentialquotient):

Definice 38: , Bud f redlnd funkce. Limita ['(x)=lim~————-% se nazyvd

/(2)-1(x)
% zZ—X
diferencialnim kvocientem funkce f v bodé x nebo ,, mira zmény funkce fv bodé x". ([4],
str.17)

Nasledujici tlohy jsou zaméfeny na vypolet f' obecné vbodé x i v konkrétnich
bodech.

Piiklad [4], 18/1.30: ,Je déna funkce f(x)=x*+x-1. Udejte tvar diferencialniho
kvocientu funkee f'(x) a vypoditejte f'(3) a f'(=5).“

Po prikladech (zaméfenych na derivaci jako miru zmény) nésleduje kapitola,
ktera seznamuje studenty s derivaci ve smyslu smérnice te¢ny ke grafu. Na feSeném

piikladu je zde nejprve ukéazano, Ze derivaci lineérni funkce je funkce konstantni. Potom

je podrobné (v&etné obrazki) vysvétlen pojem te¢na funkce a prichazi definice teCny:

Definice 39: , Bud' f redind funkce a f'(x) jeji derivace v bodé x. Primka vedend
bodem X [x, f (x)] se smeérnici f ’(x) Jje oznacovdna jako tecna grafu v bodé X.

Smérnice f ’(x) této tecny se nazyvd také ,,smérnice funkce fv bodé x“. *“ ([4], str.23)

Nasleduje rozbor souvislosti znaménka derivace schovanim funkce v daném bodé.
Souvislost mezi chovanim funkce a znaménkem derivace v daném bodé je zde
studentim popsana (neobjevuji ji samostatné), tato tvrzeni jsou doplnéna obrazky,

dukazy zde uvedeny nejsou.
Ackoliv jsem v piedchazejicim odstavei pro struCnost pouzivala pojem
,derivace®, v uéebnici [4] se ve skute¢nosti stale hovoii o ,,diferencidlnim kvocientu®.

A7 v nasledujici kapitole ,,Derivovani polynomickych funkci (,,Differentiation von

Polynomfunktionen®) je uvedeno:
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Tvrzeni 40: , Bud [ redlnd funkce; predpisem [":x — f'(x) je pak opét definovina
funkce; napr. f(x)=x*, f(x)=2x. f'nazyvime derivaci funkce f...." ([4], str.27)
Autofi tedy rozliSuji mezi derivaci funkce vbodg, tehdy hovoii o diferencidlnim
kvocientu, a derivaci jako funkci, pak hovoii prosté o derivaci. Podle mého nazoru tim
ve snaze po exaktnosti a souladu s historickym vyvojem (o kterém se také zminuji)
latku zbyteéné komplikuji.

V této uebnici se nepracuje s derivacemi exponencialnich a logaritmickych funkci.

Snad jest¢ podrobngjsi vyklad pojmu derivace najdeme v ucebnici [29]
(Lehrbuch der Mathematik 7). Zde je téma zahdjeno historickou poznamkou o
Newtonovi a Leibnizovi a o dvou hlavnich problémech diferencialniho poctu —
problému tecen (Leibniz) a problému okamzité rychlosti (Newton). U problému teCen
jde o nalezeni rovnice primky, ktera v daném bodé nejlépe aproximuje danou funkci.
Problém okam?Zité rychlosti spoéiva v aproximaci nerovnomérného pohybu v daném
Casovém okamziku rovnomémym pohybem. Jsou zde uvedeny i dalsi fyzikalni
problémy, napf. vypocet okamZité hodnoty elektrického napéti apod. Pred zavedenim
pojmu derivace jsou dvé kapitoly vénovany zminénym problémuim.

Po uvedené zmince z historie a zopakovani pojmu spojitost a limita funkce
nasleduje kapitola ,,Problém tecen*, ve které autofi (s vyuzitim obrazku) urCuji smérnici
se¢ny funkce a nasledné smémici tecny funkce jako limitu smérnic seCen. Pomoci této

limity je definovéana tecna:

Definice 41: , Bud [ redind funkce. Tecnou grafu funkce f v bodé P(x,, f (xo))

v oo vr , s . arv v .. _ 1] ’
oznacujeme takovou primku prochdzejict bodem P, pro jejiz smérnici k= f (x) plati

k=tga=["(x)= Bmo St Azz~ (%) . ([29], str.46)

Tato udebnice jako jedind z analyzovanych pfimo v definici uvadi, Ze dand limita je

rovna tangenté thlu, ktery te¢na svira s osou x.

Autofi v této kapitole dale hovoii o linedrni aproximaci funkce v bod€ x; jeji tecnou.

Proto rozliguji diferenci Ay a diferencial dy , rozdil mezi nimi ilustruje obrazek 12:
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AY
9,71 °
s 4 dy
P Ay,
Y
‘.....}.
£ Ax=dx
0 Xo Xohx X

Obr.12. Tlustrace rozdilu mezi diferenci a diferencialem z u¢ebnice [29]

Definice 42: ,, Ay se nazyva diference, dy se nazyva diferencial funkce f'v bodé xy.

ﬂ: f(x0+Ax)——f(x0)

Podil se nazyva diferencni kvocient funkce f'v bodé xy,
Ax Ax
. d , X, +Ax)—
podil EX =£TT%) /% A)z f (%) = f'(x,) se nazyva diferencidlni kvocient funkce f
X bd

vxo. “ ([29], str.47)

Nasleduji tlohy na vypocet smérmice a ureni rovnice te¢ny ke grafu funkce
v daném bodé.

Kapitola ,,Problém okamzité rychlosti v ucebnici [29] vychazi z grafu zavislosti

drdhy na Gase pro nerovnomémy pohyb. Po kritkém vykladu se dospéje k definici
okamzité rychlosti jako limity primémé rychlosti proAr—0. Nasleduji ulohy na
vypocet primérné a okamzité rychlosti. Naptiklad:
Uloha [29], 54/178: Spatné zabrzdény viz sjizdi po 10m dlouhé rampé, kterd je
naklonéna pod thlem 15° a mifi bez brzdéni k zavienym garazovym vratim. (Na
zatatku byl viz v klidu.) Mé& posadka potitat se zranénim, jestlize a) do 7km/h nehrozi,
b) od 25 km/h jisté hrozi zranéni? ( Draha pohybu po naklonéné rovin€ je dana vztahem
s=g/2-t"sina )"

Az po téchto dvou tvodnich kapitolach, ve kterych studenti vlastné derivuji
jednoduché funkce, aniz by pouzivali pojem derivace, nasleduje kapitola ,,Funkce

derivace* (,,Die Ableitungsfunktion®). Zde je hned v uvodu uvedena definice:

Definice 43: , Bud' ddna redind funkce f:y = f (x). Pokud v kazdém bodé x definicniho

) dy s . .
oboru funkce f existuje diferencidlni kvocient pa pak Fikame, Ze funkce f je
‘ x

54



diferencovatelna. Funkce f': y= f'(x) se nazyvd derivaci funkce [ a f'(x,)
nazyvame derivaci funkce f'v bodé xo.“ ([29], str.55 )

Autofi vysvetluji, ze pribliznou ptedstavu o funkci f* muzeme ziskat vypoctem
hodnot diferencidlniho kvocientu v mnoha bodech defini¢niho oboru nebo grafickou
cestou. Takové vySetfovani grafu f* nazyvaji , grafické derivovani*.

Grafickému derivovani je vénovén odstavec, kde je uveden piiklad:

Priklad [29], 55/C: ,UrCete derivaci funkce y=sinx grafickym derivovanim.

Vysvétlete postup v prikladu. Kterou funkei obdrzime jako vysledek?*

Reseni:

/N
N

.

A

s

I RN
7O NG N

¥ o

Obr.13. Grafické derivovani funkce sinus v uéebnici [29]

Po tomto piikladu nésleduje ukazka pocetniho derivovani mocninné funkee.

V tilohach k této kapitole maji studenti za ukol derivovat jak graficky, tak pocetné. To
je podle mého néazoru velice uZite¢né, protoze si vytvoii vizualni predstavu derivace a
budou pak mit lepsi predstavu o tom, €0 pocitaji.

Pro ilustraci uvadim jednu z uloh:

Uloha [29], 57/190: Urci zgrafu funkce na obrazku 14 jeji derivaci s vyuZitim

grafického derivovani. Interpretuj derivaci jako funkci zavislosti rychlosti na Case a

popis pohyb ve formé pribchu.”
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Obr.14. Graf k uloze [29], 57/190

Pravidla pro derivovani soudtu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkei jsou zde

viechna dokéazéna. Zaujalo mé jednoduché odvozeni pravidla pro derivaci podilu:

f:?—:>f1 =f-f,=>f'=1"f,+ff,,odtud po dosazeni za f(fz—j;‘—J vyjadiime

f" a dostavame znamy vztah f =—[1f2—_,f‘—i ([29], str. 62) Toto odvozeni se mi

2
libi predeviim proto, Ze studenti nemaji pocit, Ze vztah ,spadl z nebe™ a jsou schopni si
jej sami odvodit, jestliZe jej zapomenou.
Také mé velice zaujalo zavedeni pravidla pro derivovani sloZene funkce. Nejprve je zde
vyfesen nasledujici piiklad:
Priklad [29], 63/K: ,Derivujte a) y = (sinx),b) y =(sinx)".
Reseni: Nemiizeme pouzit pravidlo pro derivovani mocninné funkce, protoze zakladem
mocniny zde neni x, ale sinx . Proto musime pouzit pravidlo pro derivovani sou¢inu
a) y'=(sinx-sinx)’=..=2-sinx-cosx

b) y'=(sinx-sinx-sinx)=..= 3.sinx’-COS X .

. . M 4 (13
Zkuste samostatn& derivovat funkei y =(sinx) .
(Pozn.: v této ucebnici bylo vysloveno pravidlo pro soucin libovolného poctu funkeci.)

Tento priklad [29], 63/K vede k hypotéze, 7e pravidlo pro derivovéni slozené funkce
vypada takto: f(x)=f, (f| (x)):> f(x)= fz(/’1 (xo))-f,'(xo) (Pokud ma funkce f|
derivaci v bod& xo a funkce f» ma derivaci v bodé £, (x,).) Po vysloveni této hypotézy

je pravidlo dokéazano.
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O tom, Ze tato kniha skute¢né& ugi studenty premyslet a nespokojit se s nau¢enym
postupem, svéd¢i 1 nasledujici feSeny priklad:
Priklad [29], 66/0: ,.Derivujte dvéma zplsoby (aniz byste vysledek zjednodusovali):

N3x-4

a) y= s b) y=(3+x)-v2x-1, ¢) y=cos2x.*

V feSeni je ukdzéano, ze kazdy z téchto piikladii 1ze derivovat dvéma zpiisoby za pouziti
ruznych pravidel pro derivovani. Vzdy vSak musime dostat shodny vysledek.

Stejné jako bylo zahajeno, je v [29] téma ,Derivace funkce 1 zakonCeno
historickou poznamkou. Je zde zminén hlavni problém budovéni diferencidlniho poctu,

a to pojem nekone¢né malé veli¢iny, ktery byl uspokojivé vyresen az zavedenim limity.

Nyni se podivame na metodicky postup pii vykladu pojmu derivace do ucebnice

Vv

a pojmy jsou zde vysvétleny na jednoduchych piikladech. Mensi exaktnost ucebnice se
viak bohuZel projevuje i pii formulaci zadéni piikladd, jak bude v nékterych
nasledujicich ukazkach patmé.

Téma , Diferencialni podet” za&ina kapitolou ,.Diferentni kvocient®. Toto jsou
dva z tivodnich prikladu:
Priklad [37], 185/957: ,Predpokladejme, ze rust lidského embrya v bfise matky je
moZno popsat funkei f(r)=31"; 0<¢<40. Cas 7 je udavan v tydnech a f(¢) je
hmotnost embrya v gramech. Udejte pramérmy piirtistek mezi prvnim a Sestym tydnem
a mezi 20. a 25. tydnem.”

Po nékolika piikladech, ve kterych se pocita primérny piiristek, se studenti

dostanou k poznatku:

Tvrzeni 44: |, Stiedni priristek L(—x—):—[—(—@ udavda zménu hodnoty funkce fv zavislosti
X=p

na x....Tento stiedni priristek je podil dvou diferenci a nazyvd se proto diferencni
kvocient. “ ([37], str. 186)
Priklad [37], 186/966: ,.Funkci pro vypocet zisku G (x) dostaneme jako rozdil funkce

pifjmi £(x) a ndkladd K(x): G(x)= E(x)-K(x). Firma Schlau & Emsig produkuje
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krmivo pro vepfe. P¥i x>500 plati pro funkci naklada K (x)=x*-300x+20 000 a
C s o 1
pro funkei pr{jmd E(x):zx2 +4 500x . Vytvorte funkci zisku G(x) a zjistéte, zda

miZete firm& doporucit rist produkce o 100kg pii produkei a)l 200kg, b)1 500kg,
¢)3 800kg.” (V prikladu neni uvedeno, co udava proménna x. Ziejmé jde o produkci
v kg. Priklad by jisté ziskal na hodnovérnosti, kdyby bylo fe¢eno napf. Ze x je produkce
v kg za den, tyden,....)

Po seznameni s primérnym prirastkem funkce nésleduje odstavec o te¢nach, ve
kterém je ukdzano, jak se seCna priblizovanim prisecika s grafem funkce zméni v

f(x)-1(p)
X-p

teCnu. Dojde se ke zjisténi, ze funkce k = neni v bodé x = p definovéna,

a problém je odlozen na pozdg&ji. Do tretice je vknize diferencni kvocient

A = M vyuzit pfi vypoCtu okamzité rychlosti. V zdvéru Kkapitoly o
Ax xX—=p
diferenénim kvocientu jsou shrnuty moznosti jeho vyuziti k ureni primérné rychlosti,
sttedniho piirastku, sttedniho rastu ndkladl a smérnice secny kiivky.

Kapitola ,,Derivace funkce je v udebnici [37] uvedena dvéma motivacnimi
ptiklady. Prvni se, podobné jako v piedchozich dvou ucebnicich, tyka vypoctu okamzité
rychlosti télesa padajiciho volnym padem a druhy vypoctu te¢ny funkce:

Priklad [37], 199/1009: ,Urcete smérnici teny v bode P[2, 3] kiivky
1, 2
yz—zx +x"+2x-3.

mezi body

f(x)-1(p)
p

Reseni: Nejprve vyjadiime diferenéni kvocient k(x)= o

P[2,3] a X[x, y].
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o —lx3+x2+2x—6
Nalezneme ,.funkei diferenéniho kvocientu £ (x)= 4 5 . Abychom
Yo

nalezli ~ smémici  teCny vbodé P[2,3], vytvoime limitu pro x—2

2 1
SLYCIE N P (X—z)-(—2x2+%x+3) L
lim =lim :llm[—2x2+—2—x+3j:3

x—2 x—2 X2 x=2 x—2

Smérnice teny mda hodnotu 3. Limitu hm———-——————(x) (2)

Py
X2 X —

nazyvame derivace f(2)
9 o oiteme (2) = i ) (2)

funkce /v bodé 2 a piseme f'(2)= lim ==~"—"—->=3. Abychom ji mohli vypo¢itat,

museli jsme kratit Citatele 1 jmenovatele linearnim faktorem (x - 2) S

Na tomto piikladu se mi libilo, Ze studentim je hned v uvodu kapitoly ziejmy
vyznam pojmu derivace.

V dalgich prikladech v této ucebnici se studenti seznamuji s ,,dvojim pohledem®
na derivaci (derivace jako hodnota smérnice te¢ny v daném bodé a derivace jako
funkce). Nejprve po¢itaji hodnoty derivaci riznych funkei v konkrétnich bodech vyse
uvedenym zptisobem. Déle je feceno: ,,Pokud chceme pocitat derivaci funkce ve vice

bodech, doporucujeme vypocitat derivaci obecné v bodé p.* ([37], str.200)
Piklad [37] , 200/1013: ,Vypocitejme derivaci funkce f(x)=x"+x, D(f)=R,

v bodé p. (Reseni: f'(p) =2p+1)

Po piikladu je pojem derivace ,,definovan® obecné:

Definice 45: ,, Pokud existuje limita funkce k(x)= __x;__;___ (k)=D(f)-{p}.

v bodé p, nazyvdame tuto limitu 1. derivact funkce fv bodé p a znacime ji f'(p).“ ([37],
str.200)

Nasleduje tloha na vypoget derivaci funkei (napt. f (x)=x*, f(x)=2x"~-1)
v bodé p a tloha na vypodet okamzité rychlosti t€lesa pii svislém vrhu vzhiru, ktera se
mi 1ibi kvili dopliujici otazee:
Uloha [37], 200/1015: ,, Pii svislém vthu vzhiru plati y=-5¢*+40¢ . Vypocitejte

okam?Zitou rychlost v ¢ase: a)ls, b)2s, ¢)3s, d)4s...Co znaci vysledek d)?*
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Uvedeny vyklad derivace mé zaujal tim, jak postupoval od vypo¢tu derivace
v konkrétnim bodé k derivaci v obecném bods p.

V odstavci ,,Pravidla derivovani® v u¢ebnici [37] studenti fesi ulohy na vypocet
derivace souctu a rozdilu funkei, sou¢inu realného &isla a funkce a mocninné funkce. Po
tloze je vzdy vysloveno pravidlo, které vyplyne zjejiho feSeni. Studenti jsou pak
schopni pocitat pomoci téchto pravidel derivace polynomickych funkei.

V ucebnici [37] se mi velice libi zpiisob, jak jsou studenti seznamovani
s vyznamem a praktickym vyuzitim derivace. Ugebnice je velice nazorna a podle mych
zkuSenosti odpovida trovni abstraktniho mysleni vétsiny student daného v&ku.

Tak je tomu 1 v nésledujicim odstavci s ndazvem ,,Derivace jako mira zmény“.

r . v Vv . v ’ . x - . . 1% ’ ’
V uvodu odstavce je feceno: ,, Diferencni kvocient I(—)——f@ popisuje stredni miru
X=p
x —
zmény hodnoty funkce mezi body p a x; derivace funkce limz—(~ug2 popisuje miru
X=>p x —— p

zmény v bodeé p. “ ([37], str.204)
Pro ilustraci uvadim jeden feseny piiklad:
Priklad [37], 204/1035: ,,0ddéleni rozvoje obchodu jistého vyrobce lyZaiské obuvi

zjistilo, ze pii vydeji x tisic §ilinki na reklamu lze pocet n(x)prodanych pard obuvi

vyjadfit vztahem n(x)=-x"+100x+20 000 pro x € (0;100).

Vyjadfime miru zmény poctu prodanych part bot, kdyZ na reklamu vydame x tisic
Silink.

n'(x)=-2x+100

Vypocitame n'(10) a n'(60):

n'(10) =-2-10+100 =80

n'(60)=-2-60+100=-20

To znamena: pokud zvysime vydej na reklamu z 10 000 S, bude se pocet prodanych
part zvySovat; pokud bude vydej na reklamu 60 000 S a zvySime jej, pocet prodanych
pért klesne. Presnéji: pii zvyseni o 1 0008 se prodej zvedne o 80 parti, resp. klesne o
20 part. Polozme si otézku: pii které vysi néaklad na reklamu nepfinasi jejich narist

zvySeni prodeje?
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n'(x)=0
-2x+100=0
x=50

n(x) 4

1

10 000 A

4

Obr.15. Graf k ptikladu [37], 204/1035

Od vydaji na reklamu ve vy$i 50 000S nepfinasi rist téchto ndkladi zvySovani
prodeje.*

Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci se v této ucebnici stejn€ jako v [4]

nevyskytuji.

Némecka ucebnice [11] (,,Analysis — Grundkurs®) se v kapitole ,Uvod do
diferencialniho poctu” nejprve na mnoha tlohach zabyva sttednim prirdstkem funkce a
smérnici se¢ny funkce. Nejprve jsou tyto pojmy definovany:

Definice 46: ., Piimka, kterd md s grafem funkce f spolecné (nejméné) dva body

f(xZ)_f(xl)

Xy =X

R(x.f(x)) a P (xz,f(xz)), se nazyvd secna grafu. Smérnice m =

secny se nazyvd stredni prirustek funkce f'v intervalu <x1,x2> Predpokladame x, < x, a

{x,x,} e D(f)." ([11], str.103)
V prvni uloze se k sob¢ priblizuji priseciky secny s grafem funkce:

Uloha [11], 105/11: “Je dana funkce f (x)=x". Uréete smérnici se€ny v intervalu

(2,2+h) pro nasledujici hodnoty /: 2, 1, 1/2, 1/10, 1/100.%

Po této tloze je definovan priristek funkee f'v bodé xo:
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Definice 47: , Pokud existuje limita limf(x0+h)_f(x0), nazyvame ji prirustek
h—0

Sunkce fv bodé xo. “ ([11], str.105)

Pomoci této limity je definovéna te¢na funkce v bodé:

Definice  48: , Primka  prochdzejici  bodem  F)(x,, f(x,)) se  smérnici

m= limf(xo +h)-/(x)

h—0 h

se nazyva tecna funkce fv bodé Py. " ([11], str.105)

Po uloze, ve které studenti hledaji rovnice teen riznych funkci v danych bodech,
nasleduje definice derivace funkce v bodé:

Definice 49: ,, Bud funkce f definovdna v jistém okoli bodu x. Pokud existuje limita

S (xg+h)= 1 (%)
h

Iim

Lim , nazyva se toto cislo 1. derivace funkce f v bodé xy nebo také
N

diferencialni kvocient funkce f v bodé x, a znaci se f'( xo). Funkce f se pak v bodé x
nazyva diferencovatelna. ([11], str.106)
V této ucebnici se nejprve v mnoha tlohéach poéita derivace funkce v konkrétnim bodé a
fesi se i situace, kdy funkce v daném bod¢ derivaci nema:
Uloha [11], 109/22: “Nacrtnéte grafy nasledujicich funkei a vySetfete jejich
diferencovatelnost v bodé xo:

2x prox <3

a) f(x)=13 =3

—X pro x>3
7 P

x+1 prox<1
;X =1 .,

d) f(X)={

Na této tloze studenti dale zkoumaji souvislost mezi spojitosti funkce a jeji

x* pro x>1

diferencovatelnosti v bodé. Ukazuje se, Ze spojitost funkce v daném bodé nezarucuje

existenci derivace v tomto bodé. Je vyslovena veta:

Véta 50: ,, Pokud ma funkce [ v bodé x, derivaci, je funkce v bodé xq spojita.” ([11],
str.109)

Tato véta je zde i dokdzana, v dukazu je pouzita definice 17 spojitosti funkce.
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AZ poté, co je dikladné prozkouména derivace funkce v bodg, pristupuje se

k 1.derivaci jako k funkei. Studenti pocitaji derivace funkei f(x)=x%, f(x)=2x"~1
atd. v libovolném bodé defini¢niho oboru. UkazZe se, Ze derivaci funkce v bodé mohou

nyn{ pocitat dvéma zplsoby: chtéji-li napt. vypoitat derivaci funkee f(x)=x" v bodé

(2+h) -2°

2, mohou ji vypocitat pres limitu: f (2) =lim =12 nebo derivaci funkce

h—0
ziskat f (x) =3x" a dosazenim hodnoty x =2 ziskat vysledek.
V jedné z uloh si studenti ovéri, zda chapou nové zavedené pojmy:
Uloha [11], 111/30: ,,Udejte alespori dvé funkce f's nasledujicimi vlastnostmi:
a) fjevbodé 3 spojita, ale nema zde derivaci,
b) fnema derivaci ve dvou bodech defini¢niho oboru
¢) fma derivaci v intervalu (1, 2), ale nema derivaci v bod¢ 1,

d) fma derivaci pro vSechna x>0 aplati f (x) <0 pro vSechna x>0 .“

Také dalsi uloha podle mého nézoru ukaze, zda studenti chapou existenci ¢i neexistenci

derivace funkce v bodé:

Uloha [11], 111/31: , Pro které hodnoty a, b je funkce f diferencovatelna?

\/;, x>4 , b)f(x)=

ax+b, x<4

3

ax’+b, x>0 |
X, x<0

a) f(x)= {
Nebudu dale podrobné rozebirat metodické postupy z této udebnice, protoze se prilis
neliéi od ostatnich analyzovanych ucebnic. Tato ucebnice se odliSuje tim, Ze je velice
podrobn4, kazdy novy poznatek je zde procvicen na mnoha ulohéch a proto se zd4 byt
velice dobfe pouzitelnd pfi samostudiu. Derivace exponencialnich, logaritmickych a

goniometrickych funkci jsou v této ucebnici zatazeny aZ po integralnim poctu v zaveru

ucebnice.

5.5 Prubéh funkce

Toto téma povazuji za zvlast' vhodné k samostatne praci studentl. Domnivam

se, e vétsinu vét o souvislosti vlastnosti funkee s jeji derivaci jsou studenti schopni

objevit sami. Proto mé zajimalo, jak tyto poznatky zavadéji zkoumané ucebnice.
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Zjistovala jsem, nakolik je v nich ponechan prostor k samostatnému odvozeni vét (o

souvislosti monotonie funkce a znaménka jeji derivace atd.) jedté pred jejich

vyslovenim, zda je vyklad doplnén obrazky, jaké typy tuloh maji studenti fesit apod.
Ceska ugebnice [10] moznost samostatného objevovani nevyuziva. V tvodu

jsou zde vysloveny véty Rolleova a Lagrangeova (o stiedni hodnoté), které jsou pozdéji

vyuzity v dilkazech dalSich vét. Véta o souvislosti znaménka derivace a monotdnnosti

funkce je zde uvedena bez motivaniho piikladu nebo uvahy (jako dusledek

Lagrangeovy vety) a bez obrazku, ktery by jeji obsah ,,zviditelnil® studentiim s mensi

schopnosti abstrakce.

Véta je zde uvedena v tomto znéni:

Véta 51: |, Md-li funkce v kazdém bodé¢ intervalu (a, b) kladnou derivaci, je v tomto

intervalu rostouct. Ma-li funkce f'v kazdém bod¢ intervalu (a, b) zdpornou derivaci, je

v tomto intervalu klesajici.* ([10], str.103)

Po vété nasleduje jeji dikaz a feseny piiklad tohoto znéni:

Priklad [10], 103/9: ,,Urcete intervaly monotonnosti funkce 2 y = x=3x.“

V&té o derivaci funkce v jejich extrémech obrazek predchazi:

3

Obr.16. K definici lokalnich extrémt v uéebnici [10]

Na zakladé tohoto obrazku jsou definovany pojmy lokalni maximum a lokalni

minimum. Nasleduje véta:
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Véta 52: ,, Ma-li funkce v bodé x, lokdlni extrém a existuje-li v tomto bodé derivace
f'(xo), pak plati: f’(xo) =0."“([10], str.106)

Podobn& jsou v udebnici vylozeny i ostatni vlastnosti funkei (konvexnost,
konkavnost, stacionarni body). Po vysloveni véty a ukazce na piikladech vzdy nasleduji
ulohy, napt.:

Uloha [10], 111/4.20: , Urcete intervaly monotonnosti a lokalni extrémy funkei:
a) y=-x"+2x+3,b) y=3x"-2x,
¢) y=2x'-3x*, d)y=x +x0+x+1.

Kapitola je zakon¢ena osmi ulohami na vySetfeni pribéhu funkee.

V uéebnici [4] je v kapitole ,,Monotonie a derivace” (po zopakovani pojmu
rostouci a klesajici funkce) uvedeno, ze funkce je rostouci v daném intervalu, pokud je
jeji derivace v tomto intervalu veétsi nez nula. Toto tvrzeni je doplnéno obrazkem a
studenti maji sami vyslovit vétu o znaménku derivace funkce klesajici v daném
intervalu. Zptisob, jakym autofi dospéli k vété o souvislosti existence extrému funkce a
hodnoty derivace funkce v daném bodé se piili§ nelisi od Ceské ucebnice [10], i typy
tiloh jsou zde shodné. Podstatny rozdil viak je v tom, Ze o souvislosti vlastnosti funkce
se znaménkem jeji derivace v daném bod€ se hovori bezprostiedn& po definici derivace.

Studenti tak maji od zacatku predstavu, k cemu budou moci derivaci vyuzit.

Utebnice [37] se od vyse uvedenych dvou ucebnic lisi tim, Ze priklady
predchazeji vétam, takze studenti nejprve feSenim piikladu objevi obsah véty vyslovené
po ném. (Diikazy se zde vétsinou neuvadgji.) Souvislosti znaménka derivace a chovani
funkce v daném bodé se zabyva nejprve kapitola ,,Derivace jako mira zmény®, kde je
zkouman pribéh riznych zavislosti (naklady na reklamu a pocet prodanych vyrobkd,
rGst a vymirdni populace, pocet nemocnych pfi chiipkové epidemii atd.). Nasleduje
kapitola ,,Geometricky vyznam derivace®, kde je na uvod feceno: ,,JiZ jsme si objasnili
derivaci jako miru zmeny: pokud je zména v daném bodé pozitivni, pak zde funkce
monoténné roste; pokud je zména negativni, pak zde funkce monotonné  klesa.

Geometricky popisuje derivace smérnici tecny. Pokud ma kladné znaménko, potom
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kiivka v daném misté stoupd, pokud je znaménko zdporné, pak krivka v daném misté

klesa. " ([37], str.210) Nasleduje motiva¢ni ptiklad:

Priklad [37], 210/1064: , Pozorujme funkci f(x) =x’=3x*+5 a zjistéme s pomoci
derivace, ve které oblasti je urité rostouci a ve které urcité klesajici.”

Po tomto prikladu je vysloveno tvrzeni:

Tvrzeni 53: ,, Pokud je f ’(x) v urcitém bodé kladnd, pak je zde graf funkce stoupajici;
pokud je f ’(x) v urcitém bodé zdpornd, pak je zde graf funkce klesajici. Opacné
tvrzeni neplati vidy, pokud je funkce v bodé rostouci, miize platit f (x) >0 nebo
f(x) =0. Stejné tak plati pro klesajici funkci f’(x) <0 nebo f’(x) =0. ([37], str.210)
Ulohy v této kapitole se tykaji predevsim smérnice te¢ny k funkei v daném bodé:

Uloha [37], 212/1070: ,,Udejte rovnice vSech tecen funkce f rovnobéznych s danou

piimkou: a) f(x)=x"—6x"+6x+1, 3x+y=6,

1 3 3
b x)=—x' - +x"-=x+=,3x+2y=5."
) S¥)=4 2y Y

Na rozdil od vétSiny ostatnich vét v této ulebnici je véta o hodnoté derivace
v lokalnim maximu funkce uvedena i s dikazem, dikaz pro lokdlni minimum maji

studenti odvodit sami.

Druh4 derivace je zde zkouména piedevSim v souvislosti s pohybem télesa
(zavislosti dréhy télesa na Case). , OkamZité zrychlent je druhou derivaci drahy télesa
Jjako funkce casu — tedy mirou zmény 1. derivace — té se Fika rychlost. Z geometrického
hlediska je 2. derivace mirou zmény smérnice tecny. “([37], str.216)

Motivaéni piiklad zni takto:

P¥iklad [37], 216/1079: .Poloz tuzku jako te¢nu ke kiivce na obrazku a jed’ s ni podél

dané kiivky. Vysvétli, pro¢ v jednom piipadé musi platit / "(x)>0 a ve druhém

£(x) <0
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() Hou

y=/(x)

0 X 0 RY
f"(x)>0, f'(x) roste £"(x) <0, f'(x) Klesa
Graf je konvexni. Graf je konkavni.

Obr.17. Grafy k ptikladu [37], 216/1079

Zjisténi z grafli je shrnuto takto:
Tvrzeni 54: , Pokud je f"'(x) vdaném bodé kladnd, pak je zde graf funkce konvexni,

pokud je f (x) v daném bodé zdpornd, pak je zde graf funkce konkdvni. ™ ([37],
str.216)

S pomoci obrazki je zaveden i inflexni bod a ukdzana souvislost existence
inflexniho bodu s hodnotou prvni i druhé derivace. VSechny nové poznatky jsou

v zaveéru kapitoly piehledné graficky zpracovany.

Zcela odliny zpisob hledani souvislosti mezi hodnotou derivace funkce a jejimi
vlastnostmi nalezneme v ucebnici [29]. V kapitole ,,Pribéh funkce* se zde (podobné
jako v kapitole ,,Derivace funkce®) vyuZiva tzv. grafické derivovani.

Takto vypada motivaéni priklad k diskusim o polynomickych funkcich:

Piiklad [29], str. 90: ,,Prozkoumejte (ve skupinach nebo dvojicich) souvislosti mezi

vlastnostmi funkci /, f'a f" podle obr.18. Interpretujte funkci f napt. jako zavislost
vysky letu vzduchového balénu na Case, f " jako rychlost vzestupu (resp. sestupu) a f”
jako zrychleni pifi vzestupu (sestupu). Popiste tyto souvislosti s pomoci pojmu

uvedenych v obrazku.

67



faing
|
|

H H T
Pt
o RS- omam
[ R

| [ress

Obr.18. Ilustrace souvislosti mezi £, /" a f*" v ucebnici [29]

Nasleduje rozbor poznatki, které lze vycist z grafu. (Monotonie funkce, lokalni
extrémy, inflexni bod.) V zévéru rozboru je zdlraznéno, Ze timto nejsou poznatky
dokézany. Dikazy vét jsou provedeny ve ,.zpiesnéni® v zdvéru celé kapitoly. V deseti
bodech jsou shrnuty vlastnosti funkei, které zkouméme pfi diskusi o kfivkach:
1. Defini¢ni obor, spojitost

Nulové body

Extrémy funkce

Inflexni body

Intervaly monotdnnosti

2

3

4

5

6. Konvexnost, konkavnost
7. Asymptoty grafu

8. Graf funkce

9. Symetrie

10. Periodicita

Prvni tloha na pribéh funkcee vychdzi z grafick¢ho derivovani:
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Uloha [29], 92/302: , Obrazek 19 popisuje start rakety prostiednictvim grafu zavislosti
vySky rakety na Case. Doplii na zdkladé grafického derivovani grafy zavislosti rychlosti

na Case a zrychleni na Case. Popis co nepodrobnéji na zakladé graft, jak let probiha:

- Kdy ma raketa nulovou rychlost?
7N - Kdy je dosaZen nejvyssi bod drahy rakety?
- Kdy a s jakou rychlosti dopadne raketa zp&t?
/ - Kdy ma raketa nejvyssi rychlost?

T/ "~. - Kdy se zméni smér letu?

OM t

Obr.19. Graf k uloze [29], 92/302

V dalsi uloze studenti opét graficky derivuji:
Uloha [29], 93/303: ,.Doplii k funkci f na obrazku 20 pomoci grafického derivovani
grafy funkci f"a f" auri vlastnosti funkei (podle uvedenych 10 bodu):

4

Obr.20. Graf k uloze [29], 93/303

V dalSich tlohach studenti urduji pribéh mnoha polynomickych funkei druhého az
Sestého stupné obvyklym zpusobem (jak jej zname znaSich ucebnic). Samostatny
odstavec je zde vSak vénovan takzvanym ,,obracenym ulohdm® (,,Umkehraufgaben™),
kde studenti naopak k danym vlastnostem hledaji odpovidajici funkce. Zde je n€kolik
ukazek:

Uloha [29], 101/319: ,Graf funkce f:R—>R, y=ax’ +bx*> ma extrém v bodé

E(4, 4). Urete predpis funkce.”
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Uloha [29], 101/326: »Graf funkce f:R— R, y=ax’ +bx’ +cx+d prochazi bodem
P(2,3) amé vbodé I (0,1) inflexni bod. Smérnice te¢ny v inflexnim bod¢ 7 je —3.
Urcete predpis funkce £

Zvlastni odstavee jsou vénovany racionalnim funkcim a goniometrickym

funkcim. Dalsi typy funkci, zde pojmenované jako ,,funkce se $pickami** (tzn. Ze nemaji

vSude derivaci) jsou zarazeny do nepovinného uciva.

V uéebnici [11] kazdému novému poznatku o souvislosti mezi vlastnostmi

derivace f”apuvodni funkce / pfedchézi uloha (podobné jako ve [37]), ve které by
meli studenti tuto souvislost sami najit.

Napriklad souvislost mezi znaménkem derivace a monotonii funkce si studenti nejprve
uvedomi v nasledujici uloze:

Uloha [11], 136/18: ,,a) Jakou monotonii prokazuje funkce fna obrazku 21 v intervalu
<a, b> ?

b) Co miizete Fici o f(x,) pro libovolné x, <a,b> ?

a b

Obr.21. Graf k uloze [11], 136/18

V dalgi tloze se jedna o klesajici funkce:

Uloha [11], 136/18: ,,Ukazte: pokud je diferencovatelna funkce /v intervalu I klesajici,
pak plati pro véechna xe/: f(x)<0."

Po téchto tlohach nasleduje véta:

Véta 55: , Necht' md funkce f derivaci v intervalu 1. Pak plati:

a) pokud f (x) >0 pro viechna x €I, pak je fv intervalu I rostouct,
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b) pokud f'(x)<0 pro vSechna xel, pak je f vintervalu I klesajici.” ([11],
str.136)

(Fakt, ze vloze [11], 136/18 je uvedena neostrd nerovnost, zatimco ve VEété jsou
nerovnosti ostré, protoZe je obraceno pofadi jevd, neni nijak dale komentovan.) V této
ucebnici je dikaz véty 55 ponechdn na studentech jako jedna z dalSich uloh (s
napovédou postupu). Podobnym zplisobem (vyfeSeni Glohy — vysloveni véty —
dikaz) jsou studenti seznameni s dal§imi jevy (extrémy funkce, konvexnost a
konkavnost, inflexni bod). Tato u¢ebnice jako jedind ze vSech analyzovanych pouziva

k urceni inflexniho bodu 1 tfeti derivaci.

5.6 Shrnuti analvzy u¢ebnic

Podrobna analyza uéebnic pro mé byla velice inspirativni. Zahrani¢ni uebnice

se 1i3f od ¢eské ucebnice [10] v téchto aspektech:

¢astéji umoziiuji studentim poznatky objevit samostatne,

k pochopeni pojmii a vztahil vyuzivaji ve velké mire grafy a obrazky,

- uvadgji pouze zakladni definice a véty (v Zadné z ucebnic nebyly definovéany
jednostranné limity apod.),

- obsahuji vice uloh zaméfenych na ovéfeni pochopeni pojmu a souvislosti,
nikoliv jen na pouziti po¢etnich pravidel,

- &asto nejprve preferuji intuitivni pojeti oproti exaktnosti, poznatky jsou
precizovany az po mnoha tlohéch, vétsinou v zaveéru kapitol,

- vénuji se prevain polynomickym a goniometrickym funkcim, funkcemi
exponencidlnimi  a logaritmickymi se vétSinou zabyvaji v nepovinném
roz§ifujicim ucivu.

Je samoziejmé, e k objektivnimu posouzeni efektivity pouzivanych postuptl by
bylo zapotiebi zjistit vysledky téchto postupli (porovnanim znalosti studentl), to vSak

bohuzel neni v mych silach. Proto v nasledujicim navrhu vyuZzivam ty postupy, které se

mi osvéd¢ily ve vlastni vyuce.
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6. Projekt vyuky diferencialniho poétu na gymnaziu

6.1 Principy vvstavby vvkladu

Jak jiz bylo feteno v Uvodu a v kapitole 3.4, povaZuji zafazeni tématu
,.Diferencialni pocet na zavér gymnazidlni matematiky za ucelny, mimo jiné také
proto, Ze si studenti zopakuji fadu poznatkli z prib&hu celého studia. Oproti
soutasnému rozsahu a pojeti této latky (dle [10]) vSak navrhuji pro studenty
nematematickych tfid néasledujici zmeény:

soustfedit se pouze na zakladni pojmy diferencialniho poctu (viz nésledujici

kapitoly),

vyklad zaloZit na ndzorné-intuitivnim pojeti a na dialogu se studenty tak, aby
byl pristupny vétsing studentl, nové pojmy zavadét ve spolupraci se studenty,

- definice pojmu zafadit az po vyloZeni jejich podstaty a formulovat je ve
spolupraci se studenty; nepozadovat znalost piesné formulace definice, dokud
studenti nepochopi jeji obsah; mnoZstvi definic a vét pfizplsobit hloubce
vykladu (a tu pfizpusobit Grovni tfidy);

. ukézat nutnost dikazi vét; zatazeni diikazi viak zvazit s ohledem na charakter
tfidy a atmosféru pfi vyuce,

_ Glohy zamé&fit na pochopeni zdkladnich pojmu diferencialniho poctu.

K precizaci latky, hlubsimu vhledu (souvisejicimu s historickym vyvojem) a feSeni

naro¢n&jsich tloh je vhodné vyuzit povinne volitelné seminafe, které si studenti voli pro
posledni dva roéniky, resp. jeden roénik, studia. V téchto seminafich se schazeji

vewvr

studenti sméfujici na vysoké Skoly s vyukou matematiky a k naro¢néjsimu studiu jsou

tak vice motivovani.

Vyklad jednotlivych pojmi matematické analyzy zalozim na nékolika

zékladnich principech. Vychazim piitom z

vlastnich zkuSenosti z vyuky,

studia knihy ,,Teoria vyucovani matematiky II (autor M. Hejny a kol.),

materiald tykajicich se psychologie ([5], [7], [8], [14], [15]),

postupi, které meé zaujaly v analyzovanych ucebnicich.
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Jedna se o0 nasledujici principy:
1. Studentim je tfeba poskytnout konkrétni predstavu o novém poznatku
v grafické podobg, protoZe nositelem predstavy funkce a jejich vlastnosti je pro
studenta graf. ([6], str.246) Tento ptistup by mél vést k lepsimu pochopent latky
u studentd sniZ§i schopnosti abstrakce. Studenti by proto méli co nejcastéji
pracovat s grafy funkci. Povazuji za uzite¢né, pokud studenti ziskaji jistou rutinu
v naértavani grafi a v praci s grafickym kalkulatorem, protoZe tuto dovednost
vyuziji v mnoha tématech matematiky 1 fyziky.
2. Grafickou stranku je vhodné doplnit numerickymi vypocty, které poskytnou
kvantitativni predstavu jevu. ([6], str.269)
3. Nasledujici manualni a myslenkovou manipulaci si studenti postupn€ osvoji
podstatu novych poznatkl. Zamérem této manipulace je pochopit obecné
principy feSenim konkrétnich prikladi.
4. Po tomto piechodu od konkrétniho k obecnému nasleduje precizace poznatku,

zpfesnéni vyznamu pojmu nebo uvedeni vhodné definice nebo véty.

Vzhledem k souasnym moznostem vyuZivani vypocetni techniky povaZuji za
vhodné, aby studenti vyuzivali pii vyuce grafické kalkuldtory, pripadné odpovidajici
po&itatové programy (v nasledujicim textu pouzivam program TI InterActive). Po
zvladnuti jejich obsluhy se zkréti ¢as potfebny k feSeni loh a studenti maji okamzitou
kontrolu.

Texty uvedené v rameccich jsou navrhy ¢asti ucebniho textu pro studenty. Jedna
se o ty partie vykladu, ve kterych jsou zavadény nové pojmy a jejichZ pojeti se lisi od
uéebnice [10]. Proto zde neuvadim ulohy urcené k procvigeni nové latky ani napf. véty
o limité souctu a rozdilu funkei, Glohy na extrémy funkeci apod. Ulohy zafazené v téchto
textech jsou uréeny ke spoleénému feseni s u¢itelem. Znakem =» jsou oznaceny otazky,
které by mé&ly pomoci vykladu nebo ovéfit, zda studenti latku chapou. V ptipadg, ze je
uvedena i odpovéd na otazku nebo feseni ulohy, jsou oznageny =. Symbol @ je pouZit
u struéného popisu nového pojmu, matematické vety nebo jiné informace. V pripad¢, ze

informace je stéZejni pro pochopeni latky, je oznacena €.
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6.2 Zavedeni pojmu limita funkce

Vykladu pojmi diferencidlniho po¢tu musi predchézet stru¢né zopakovani uciva
o funkcich z predchézejicich ro¢nika. Studenti si zopakuji typy elementdrnich funkci a
jejich vlastnosti. Ucitel by mél védét, na jak hluboké znalosti bude v nasledujicich
hodinach navazovat.

V tématu ,,Posloupnosti a tady*“ se studenti mohli setkat spojmem limita
posloupnosti (definice 27). V piipadé, Ze ucitel md v ucebnim planu vyklad
diferencialniho poctu, povazuji za vhodné limitu posloupnosti jako pfipravu na limitu
funkce do vykladu zafadit. V tématu ,,Diferencialni poet“ se v souvislosti s limitou
pouze zméni definini obor zkoumanych funkei (budeme-li povazovat posloupnosti za
funkce definované na mnozin& pfirozenych ¢isel) a méni se také mista, v nichz nas
limita zajima. Zatimco u posloupnosti byla vySetfovana limita pouze pro n — co, nyni
nas bude zajimat limita funkce nejen v libovolném bodé definiéniho oboru, ale
piedevsim v bodech, které v definiénim oboru nejsou.

Z tohoto diivodu (a z diivodd uvedenych déle v kapitole 6.3) davam piednost
nasledujicimu potadi zavedeni zékladnich pojmu:

1. Limita funkce (v bodg, v intervalu)
2. Spojitost funkce (v bodé, v intervalu)
3. Derivace funkce

K pochopeni definice limity funkce potfebuji studenti znat vyznam pojmu ,,0koli
bodu®. Studenti by méli byt schopni hodnotdm proménné x ze zadaného okoli bodu
prifadit odpovidajici funkéni hodnoty a pozdé&ji v diskusich o pribéhu funkce popsat
piesné chovani funkei v okoli téch bodu, kde funkce napf. neni definovana, nema

derivaci atd.
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A) Okoli bodu
Uloha A1: Naértnéte grafy funkci

ﬁ:y:2x—3’j§2:y:__l__,j;:y:ﬁ__._4.,f :y:
|x-2| x-2"""*

x-1,x<2

x+1, x>2

Urgete jejich definiéni obor a obor hodnot. Popiste jejich prib&h v intervalu I=(1; 3).

=» Na obrazku 1 vidite, jak funkce f;, f5 f; zakreslil do grafu program TI InterActive.
Graf jedné z funkci neodpovida presné zadani. Kde je chyba?
Obr.1

18¢
16f
14}
12}

[ -
s o O
] L]

1

1Y

x* -4
x—2

Piedpokladam, 7e studenti odhali, Ze v grafu na obr.1 neni funkce f;:y=

pierusena v bod& x, =2, protoze program TI InterActive dopogitava hodnoty funkce i
v bodech, kde funkce nejsou definovany. V diskusi okolo lohy mohou byt studenti
pozadani o nahrazeni predpisu funkce f; predpisem funkce, ktera odpovida grafu
z obr.1. Tyto Gvahy jsou pfipravou k pochopent limity a spojitosti. DiileZité je v§imnout
si rozdilu mezi funkcemi f> a f3. Funkci f3 muZeme rozsifit neboli doplnit funk&ni
hodnotu v bod& x, =2. Ziskame tak funkci ,,nepferusenou, bez mezery“, ktera je s f3
totozna ve viech bodech kromé bodu x,=2, funkci f> takto nahradit nemiZzeme.
Studenti se mohou dozvédét, ze pro _neprerudené“ funkce pouzivame nazev ,,Spojité* a

%e o spojitosti se budou podrobné bavit pozd€ji, protoze se jedna o dulezitou vlastnost
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funkci. Povazuji za vhodné stale hovofit o vlastnostech funkci, protoze tim studenty

ptipravime k pozdéjSim diskusim nad pribé¢hem funkci.

Vtloze Al jsme se zabyvali chovanim funkei f, a f3 v jistém okoli bodu x, =2.
Protoze v nasledujicich kapitolach nas bude zajimat pravé tvar grafi funkei v ur¢itych
bodech a v jejich tésné blizkosti, zpiesnime si, co je mysleno slovy ,,0koli bodu:

Definice okoli bodu: Okoli bodu x, je otevieny interval (x,-8,x,+6), kde & je

kladné realné &islo. Cislo & nazyvame polomeér okoli bodu xo, bod x, stied 0k01i.

Obr.2

1
Flx-8)
0,5
/ - 5-okoli bodu 1.
0 T l .

05 1 15 7%

Na obr.2 je naznageno & -okoli bodu xo pro xo=1 a 6 =0,5 a tomuto okoli odpovidajici
funkéni hodnoty. Funkéni hodnoty v tomto pripadé tvofi interval ( f (x -0 ) f (x +0 )) :

Uloha A2: Je dano x, _nl ne N . Rozhodnéte, zda x, lezi v 0,01-okoli &isla 1,

n b
jestlize: a) n =20, b) n=100, c) n=200, d) n=1000.

Uloha A3: a) Interval 7 =(1,3), ve kterém jsme zkoumali chovani funkci v tloze Al,

muZeme povazovat za okoli bodu 2. Urcete jeho polomeér.
b) Najdéte mnoziny vSech funk&nich hodnot funkei f;, f5, f3, f+ zulohy Al, ktere
odpovidaji témto polomérim okoli bodu 2: §,=0,5, 6,=0,1. (Reste graficky i

vypo&tem nebo s pomoci grafického kalkulatoru).

Uloha A4: V programu TI InterActive sestrojte graf funkce f:y= SBE Urgete
x

definiéni obor této funkce a obor hodnot. Pomoci funkce ,, Trace uréete mnozinu

funkénich hodnot této funkce v & -okoli bodu x ¢ D( f ) proa) 6 =0,5,b) 6 =0,05.

76




Nyni budeme smétovat k zavedeni pojmu ,,limita funkce v bod¢“. Predpokladejme, Ze
studenti jiZ znaji definici limity posloupnosti (definice 27). V ucebnici [26]
(,,Posloupnosti a fady“) jsou kromé definice 27 uvedeny je$té jinak formulovane
definice. Vyhodou té nasledujici je, Ze ji lze dobie graficky znazornit (viz [26], str.83,
obr.3.7.).

Definice 56: , Rikdme, ze posloupnost (a,)  je konvergentni, pravé kdyz existje Cislo
a € R takové, Ze plati: Ke kazdému &> 0 existuje n, € N tak, Ze pro viechna prirozend
cisla n2n, je a, e(a—¢,a+¢)." ([26], str.83)

Abych vyuzila toho, Ze pojem limita posloupnosti je studentim znimy, povazuji za
vhodné nejprve zavést limitu funkce v nevlastnim bodé a aZ poté limitu funkce ve

vlastnim bodé.

B) Limita funkce v nevlastnim bodé

= Zopakujte si definici konvergentni posloupnosti.

Uloha B1: Uvedte rekurentné nebo predpisem pro n-ty &len posloupnost (a, )._,» pro

kterou plati: a) posloupnost je konvergentni, b) posloupnost je konvergentni a plati

lima, =2, c) posloupnost je divergentni, d) posloupnost je divergentni a plati

lima, = +o0.

= Jaky je vztah mezi pojmy funkce a posloupnost? Rozmyslete si, v&em se lisi
nésledujici symboly: lima,,lim f(x) .

= Na zékladé definice limity posloupnosti popiste, kdy plati

lim f (x) =L (L je redlné Eislo, situace je zndzornéna na obr.1).

X—>0
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Obr.1

})

L+eg - \

L—-¢

Uloha B2: Na¢rtnéte graf funkce f:y = ﬁ%, x>-1. Urgete lim f(x). Volte rizné
X+

X—>0

hodnoty ¢ a urete, pro kterax je f(x)e(L-¢, L+¢). Sledujte na grafu.

Studenti si takto zopakuji pojem limita nejprve v souvislosti s posloupnostmi a
uvédomi si, Ze posloupnost je funkce, jejiz defini¢ni obor jsou vSechna pfirozena Cisla.
Diskuse se muze tykat konkrétniho pifkladu. Opét bude vhodné vSe doplnit grafem.

N . - (1Y . . L
Ucitel uvede napt. posloupnost (an) =|—| . Studenti zakresli napf. prvnich pét

! n

n=1

¢lentt posloupnosti do grafu. Uréi limitu této posloupnosti. Pak nahradi predpis

| .y .
posloupnosti a, predpisem funkce f:y=—, jejimz definiénim oborem budou vSechna
x

kladna reélna ¢isla a viechny ¢leny posloupnosti a, do této funkce patii. Z grafu funkce

/je patrné, Ze plati lima, =lim f(x). V uloze B2 by vypocet limity nemél studentim

&init problém, protoZe by jiz méli umét vypocitat limitu posloupnosti dané predpisem

(”+3j . Na zékladé této diskuse se studenti pokusi formulovat definici vlastni
n+l)

limity funkce v nevlastnim bod&. Samoziejmé, Ze je tieba dojit ke spravnému znéni

definice:
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vDe‘fin‘ic;e:. Funkce Jma v bodé +eo limitu g, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje takovy
bod xo, iepro ,}véjechnva xeR, x> xo patfi vSechny funk¢ni hodnoty do intervalu
e
=» Nacrtnéte bgreif n¢jaké funkce, kterd ma v bodé +oo limitu a =3.
= Dokoncete definici: Funkce fméd v bodé —oo limitu a, jestlize.....

=» Obmeéiite vyse uvedenou definici tak, abyste pouzili pojem ,,0koli bodu*.

® Limitam funkei v bodech +o0 a —oo Fikdme limity v nevlastnich bodech.

=» Na obr.2 je znazornéna ¢ast grafu funkce f: y =x+1, pro kterou plati

limf(x) =400,

Obr.2
YV a
f(x)> K]
K-

/]

ol | pAS—

= Rozmyslete si, pro které z nasledujicich funkci také plati lim f (x) =40

X—>0

1
a) f:y=+Jx-2,b) g:y=0,5", ¢) h:y=]2x+1]-x, d) k:y=log]0(—)

X
Definice: Funkce fmé v bod +o limitu +o0, jestlize ke kazdému Eislu K existuje

takové &islo xo, Ze pro viechna x>x, je f(x)>K .

= Nacértnéte graf funkce, ktera ma v bodé +co limitu —oo, a dokoncete definici: Funkce

fmav bodé +oo limitu —o0, jestlize.....

=2 Nacrtnéte graf funkce, kterd ma v bod€ —co limitu +oo, resp. —o, vyslovte ptislusné

definice.
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> Rozmyslete si, jak miiZe vypadat graf funkce, jejiz lim f(x) neexistuje. Nalrtnéte

graf takové funkce, pfipadn& uved'te jeji predpis.

Uloha B3: Zadejte funkce f,, f,, f;.jejichz defini¢nim oborem jsou realna Cisla a pro
které plati: lim £, (x)=-2, lim f, (x)=-o0, lim f;(x) neexistuje. Natrtnéte jejich

grafy.

Pro studenty, kteff nemaji v matematice potize, mohou byt kontrolni otdzky velice
lehké, cilem viak je zapojit do diskusi celou t¥idu.Uloha B3 by méla ovéfit, zda byla

latka pochopena.

Uloha B4: Rozhodnéte, jak zavisi hodnota lim £ (x) (resp. lim f(x))

a) na hodnotach koeficientl a, b, ¢ u kvadratickych funkei f:y = ax’ +bx+c ,

b) na hodnoté zakladu u exponencidlnich funkei f:y=a".

=0. Uvedte linearni lomenou

Uloha B5: Vysvétlete, jak dojdeme k vysledku lim

x> x 42

funkci, pro kterou plati lim f/ (x)=3. Graf této funkce nacrtnéte.

Uloha B6: Nacrtnéte graf funkce, ktera vyhovuje nasledujicim podminkam :

a) /; je shora omezena, lim f; (x)=3,
b) H(f,)=R, limf,(x)=0, lim f,(x)=1,

c) f3 je zdola omezend, neklesajici, lim f; (x)=+.
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C) Limita funkce ve vlastnim bodé

Na rozdil od posloupnosti budeme u funkci zkoumat jejich limity i v jinych bodech nez
v nevlastnich bodech+oo. Takovym bodiim fikame vlastni. Zajimat nas budou
pedevsim body, které nepatti do defini¢niho oboru funkce, nebo do defini¢niho oboru

funkce patfi, ale funkce v téchto bodech , skace®.

Uloha C1: Na obrazku 1 jsou grafy funkci f'yzxz—2 af,: =x2—4
Ve AR
Obr.1
L /
of | .
"
ne
2t
GE B 4B [ 46810
7 2r |
2Ll ‘
' 8F |
ol

a) Urcete defini¢ni obory funkci.

b) Rozhodnéte, ktery graf prislusi ke které funkci.

¢) Dopliite nasledujici tabulku:
x|1.80]1,90[1,95]1,98]1,99|2,01|2,02|2,05|2,10 2,20
fi(x)
SAx)

d) Ur&ete mnozinu funk&nich hodnot funkci f,, f, pfislusejicich & -okoli bodu 2 pro
5————1- (n=10; 100, 1 000)

n
Uloha C2: Naértnéte graf funkce g:y = sgn(x —2). Urcete jeji funk¢&ni hodnoty pro

x=21———1—-, n=1273.
10"
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V predchozich dvou tlohach jsme zkoumali chovani funkei £, f,a g v okoli bodu 2.

=>» O které z téchto funkei byste fekli, Ze ma v bodé 2 limitu a pro¢?

Ugitel by mél v rozhovoru se studenty zjistit, jak studenti vnimaji podstatu limity
ve vlastnim bodé€, nechat je popsat situace vlastnimi slovy. Dale by meéla diskuse
sméfovat k zodpovézeni otdzky, zda miZe mit funkce vjednom bodé dvé limity.
Studenti by si méli uvédomit pozadavek jednoznalnosti, musi védét, ze ma-li mit
funkce v bodé limitu a, musi se funkéni hodnoty bliZit k @ z obou stran. ReSeni uloh a
diskuse o nich by mély smé&fovat k pochopeni podstaty pojmu limita funkce ve vlastnim

bode.

2_ 2__
X =4 blati tim Y2
x—2 2 x—2

=4 coz znamena, ze funk¢ni

= Jedna se o funkci f,:y =

hodnoty se mohou pfibliZit libovoln& blizko k hodnoté 4, budeme-1i volit na ose x body,
které jsou dostatedné blizko k bodu 2. (Viz obr.2.)
Obr.2

10 +-

/

i |

XX, X,

6" Viimnéte si, 7e nés zajimaji funkéni hodnoty v okoli bodu 2, ne v8ak v bodé 2.

Hodnota funkce v bodé 2 neni pro hodnotu limity v bod¢ 2 dileZita.

@ Jestlize hovoiime o okoli bodux bez bodu x, pouzivame pojem ,,prstencové okoli

bodu x*.
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x* -4

x—2

Uloha C3: Zjistéte, pro které hodnoty proménné x se hodnoty funkce f, :y =

pohybuji v intervalu a) 1=(3,999;4,001), b) I=(3,9999;4,0001) .

2
x° -

= Funkci f):y=

muZeme takzvang ,,roz§iFit“ tim, Ze doplnime jeji defini¢ni
x -—

obor o bod 2 a v tomto bodé zadame funkéni hodnotu. Funkce pak miize byt zadana
napf. takto:
x* -4

hl:y: x—2 ’
4, x=2

xX#2

Nacrtnéte graf funkce % , uvédomte si, &im se 1 od funkce f, . Rozmyslete si, zda ma
funkce A, v bodé 2 limitu a jaka je jeji hodnota.
Funkei f, mizeme rozsifit také takto:

x* -4
hzzy: x=2
3, x=2

, X #2

Jeji graf pak vypadé nasledovné:
Obr.3

Rozmyslete si, zda mé funkce /2> v bodé 2 limitu.

= Funkce f,, h i h, majivbodé2 limitu a plati

i =i =limh — 4 . Tyto funkce se sice 1i§i funkéni hodnotou v bodé
lim /, (x) = lim A, (x) = limh, (x) =4 T
2, ale v jeho prstencovém okoli se chovaji vSechny stejn¢ (tak jak je zndzornéno na
obr.2). Pokud se proménnéd x priblizi zleva nebo zprava libovolné blizko k bodu 2,

odpovidajici funkéni hodnota f(x) se priblizi libovolné blizko k hodnot¢ 4.
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=» Formulujte vlastnimi slovy definici pojmu ,,limita funkce ve vlastnim bod&*.
Uloha C4: Rozhodnéte, které z nasledujicich funkci maji a které nemaji limitu v bodé
xo. Rozhodnuti zdtivodnéte.

Obr.4

] T 0 —> T —
, x 0 x
Xy X X,

Definice: Funkce / mé v bod® x, limitu a, jestlize ke kazdému &> 0 existuje 6> 0 tak, |

<
|
>
e
(o)

ze pro viechna v (x, ~8.%,+6), x# % Je f(x)<(a-¢,
LR

Uloha C5: Na obrazku 5 je graf funkce, ktera nema v bodé xo limitu. Najdéte takové ¢,

pro které neexistuje & , aby platilo x € (x, =&, x, + §) azéroven f(x)e(a-s,a+e).

Obr.5

—>
x
X,

)

= Vyslovte definici limity bodg xo s pouzitim pojmu okoli bodu.
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6.3 Zavedeni pojmu spojita funkce

Pfi vyuce jsem si ovéfila predpoklad, Ze s intuitivnim pochopenim vyznamu
spojitosti nemaji studenti problémy. Proto je mozné pouzivat termin ,,spojitost” jiz
v tématu ,,Funkce®, 1 kdyzZ tento pojem zde jesté neni exaktné definovan (viz spiralovity
pristup). Pokud vSak seznamujeme studenty s uréitou vlastnosti funkei, méli bychom
uvést také priklady funkei, které tuto vlastnost nemaji. (Nejprve na ukazkach grafi
takovych funkei, pozdéji také predpisem funkce.) Myslim, ze pifi vykladu tématu
,Funkce® postaci, kdyz studentim ukazeme nasledujici ,,typy* graft funkci.

a) Graf je neprerusen a funkce je spojita v celém defini¢nim oboru.

})

v

=

Obr.22. Ukazka grafu spojité funkce

b) Graf je prerusen v bodg, ktery nepatii do defini¢niho oboru.

3

v

v

X, X

Obr.23. Ukazka grafu funkce, ktery je preruSen v bodé X, & D( f )
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¢) Graf je prerusen v bodg, ktery patti do definiéniho oboru; funkce v tomto bodé
,,skace®.

A

}7

Ve

- ¥

X9

Obr.24. Ukazka grafu funkce nespojité v bodé x,

Studenti pak mohou mezi probiranymi funkcemi sami hledat piiklady uvedenych
situaci. Zde je vak nutné uéinit dohodu o terminologii. Nékteré ucebnice uvadeji, ze
v bodg, ktery nepatti do defini¢niho oboru ,, nemd smysl o spojitosti hovorit™ ([107],
str.26), jiné, Ze funkce v takovém bod€ ,, neni ani spojitd, ani nespojita™ ([37], str.192).
Prikléanim se s vyjadieni z [13] (viz definice 1) pfipadné z [38]. V situaci b) a c) budeme
fikat, Ze ,,funkce v tomto bodé neni spojita*. ([38], str.107) Pii studiu elementarnich

funkei se pak studenti setkévaji pfevazné se situacemi a) a b).

v tématu ,.Diferencidlni pocet“. Nejprve je nutné poloZit si otdzku, co je cilem zavedeni
pojmu, jak hluboké pochopeni problému spojitosti od studentll na gymnaziu ocekdvame
a jak se dale spojitost funkce vyuziva. Spojitost funkce studenti vyuZivaji, aniZ by o tom
védeli, v podstaté od prvniho ro¢niku pfi feSeni rovnic a nerovnic. Nyni muZzeme
ukézat, Ze feSeni rovnic a nerovnic by nebylo mozné, kdybychom o mnoha funkcich
nevédéli, Ze jsou spojité. Vyklad pojmu ,,spojitost” tedy bezprostiedné smeéfuje
k vysloveni Bolzano-Weierstrassovy véty o nabyvéani mezihodnot a vyuZiti spojitosti pii
FeSeni rovnic. V této partii je pro studenty novinkou piiblizné feSeni rovnic vySSich
stupiiti. Vice se spojitosti funkce zabyvame az u prabéhu funkci, kde nas zajimaji

predevsim intervaly spojitosti a chovani funkce v okoli bodd nespojitosti. Tolik

k vyuziti spojitosti v u€ivu.
Co se tyka hloubky pochopeni problému, jiz jsem uvedla, Ze spojitost funkce je

jedna z vlastnosti funkei, kterou studenti vnimaji intuitivné. Nesetkala jsem se se
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studentem, ktery by nedokézal rozlisit grafy funkci spojitych a nespojitych, stejné jako
pozdéji rozhodnout o spojitosti ¢i nespojitosti funkce z jejtho predpisu. Z historického
vyvoje je ziejmé, pro¢ je nutné definovat spojitost funkce pomoci definice 3. Studenti
vSak maji pocit, Ze je prili§ slozitym jazykem pojmenovano cosi, co doposud dobie
chapali. Za vhodny zplisob definovani spojitosti na gymnaziu povazuji tvrzeni 15 a
tvrzeni 16.

Predpokléddejme tedy, e limita funkce jiZ byla definovéna a cilem vykladu je seznamit

studenty s pojmem spojitost funkce a definovat jej.

D) Spoijitost funkce v bodé, spojitost funkce v intervalu

= Co si piedstavite, fekne-li se o n¢jaké funkei, Ze je spojitd, resp. nespojita?
Uloha D1:

a) Prohlédnéte si nasledujici grafy funkei fi az f. Které jsou podle vas spojité a které
nespojité v bodé x; =37

Obr.1

X X
V4 ).4 v
[} T P
S
\ S K S—
N T
~ N -
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b) Rozhodnéte, pro které z funkei f, aZ f, existuje limita v bodé 3. V takovém pripadé
Ji urcete.

¢) Zjistéte, pro které z uvedenych funkei patii ¢islo 3 do jejich definiéniho oboru. V tom
piipadé¢ ur¢ete funkéni hodnotu v tomto bodé.

d) Rozmyslete si, jak spolu souvisi spojitost a limita funkci v bodé x; =3.

® Rikame, Ze funkce je v uréitém bodé spojita, jestlize je v tomto bod€ definovana a
jeji limita je zde rovna funk¢ni hodnoté.

® O funkei, kterd v daném bod& nesplituje aspoti jednu z téchto podminek fkame, Ze je
v daném bod¢ nespojita.

= Rozhodnéte, kterou z uvedenych podminek nespliiuje kazda z funkei fo, f3 a fe
z ulohy D1.

Utelem tvodni otazky je zjistit, zda se studenti jiZ s pojmem spojitost setkali, pfipadné
zda si jej pamatuji. Odpovéd’ na otazku a) ma sjednotit jejich predstavy.
Odpovédi na otdzky b), ¢), d) maji sméfovat k vysloveni definice spojitosti funkce v

bodé.

Uloha D2: Nacrtnéte graf funkce, piipadné funkci uved'te vzorcem, aby vyhovovala
nasledujicim pozadavkam:

a) Je spojita v bod¢ x, =
b) Neni spojita v bodé x, =2, x, € D(f
¢) Neni spojitd v bodé x, =2, X, € D(f

/(%)
/(%)

d) Neni spojitd v bodé x, =2, X, ¢ D(f f(x) existuje.
‘)

). i
f)s lin
), i
/) lin neexistuje.

¢) Neni spojitd v bodé x, =2, X, & D(f

f) Je spojita v bodé x, =2, £1_r)r21f(x) neexistuje.

Béhem feseni téchto uloh by mél mit ucitel stale prehled o praci jednotlivych studentu,

aby mohl nekterym z nich pomoci. Studenti mohou fesit ulohy samostatné, vhodné je,
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pracuji-li spolené v malych skupindch. Pfi praci ve skupinach je podminkou, aby se na
feSeni podileli vichni. Po vyfeseni téchto tloh by mél byt obsah vyrazu ,,funkce spojita

X o v . ’ . v , . . .
v bodé* studentlim zfejmy a je mozné vyslovit definici:

Definice: Funkce fje spojita v bodé x, € R, jestlize zaroven plati
a) x,€D(f),
b) lim f(x) = f(x,).

XX,
Jestlize neni splnén alespoii jeden z téchto pozadavkd, fikdme, Ze funkce fneni v bodé

Xo Spojita.

Jestlize je studentiim spojitost v bodé dostateéné zfejma (coZ by se mélo ukazat, pokud
samostatné vytesi Glohu podobnou tloze D2), je mozno postoupit ke spojitosti funkce

v intervalu, resp. v defini¢nim oboru funkce. K tomu sméfuje nasledujici uloha.

Uloha D3: Pro kazdou z nasledujicich funkci uréete defini¢ni obor, nacrtnéte graf a

rozhodnéte, zda je funkce f'spojita v kazdém bod€ defini¢niho oboru:
a) fiy=x"-x-6
b) f:y=sinx+x

1
c) fiy=——+I

x—1

x' =9

d) fiy=9x-3"
7, x=3

e) f:yzln(x—2)

x#3

Definice: Funkce je spojita v otevieném intervalu (a, b), je-li spojitd v kazdém bodé

tohoto intervalu.

Uloha D4: Rozhodnéte, zda jsou funkce z dlohy D3 spojité v téchto intervalech:

112(0, 3), 12:(3, 7), [3:(0, 2)
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Pii diskusi o loze D3c) dojdeme k zavéru, Ze funkce je spojita v kazdém bodg intervalu
(—oo, O) a (0, +oo) (prerusena je v bod¢, ktery do defini¢éniho oboru nepatif). Funkce

z Ulohy D3d) neni ve svém defini¢nim oboru spojita, protoZe neni spojitd v bodé x =3,
ktery patii do definiéniho oboru. Tim se dostavame ke spojitosti funkce v intervalu.
Definici spojitosti funkce v intervalu je mozné vyslovit bez velké piipravy. Pii diskusi o
tloze D4 by mél uditel zjistit, zda studenti tuto definici pochopili a jsou schopni o

spojitosti funkce v intervalu rozhodnout.

Uloha D5: Na obrazku 2 je graf funkce spojité v intervalu (@, b). Na ose x je vyznacen

interval 7 =(a, b) a na ose y tomuto intervalu odpovidajici mnozina funkénich hodnot,
ktera tvofi interval ( f (a), f (b))

a) Nadrtnéte grafy t¥ funkci spojitych v intervalu I =(a, b). Na ose y vyznacte funkéni
hodnoty, které odpovidaji hodnotam proménné z intervalu .

b) Rozmyslete si, jak mize vypadat mnozina funk&nich hodnot odpovidajicich intervalu
I =(a, b) u spojitych funkei.

Obr.2

Y4
\

7 @)

a“

' b
a g
Vimnéte si, 7e na obr.2 miZeme mezi hodnotami f(a) a f (b) zvolit libovolnou
hodnotu K a vzdy k ni najdeme takovy bod x € (a, b), pro ktery plati f (x)=K.

= Sledujte, zda spojité funkce, které jste nacrtli v uloze D5, maji také tuto vlastnost.
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Uloha D6: Na obrazku 3 je graf funkce f, ktera neni spojita v intervalu (a, b). Na ose x
je vyznafen interval /=(a,b) a na ose y tomuto intervalu odpovidajici mnoZina
funkénich hodnot.

a) Naértnéte grafy ti funkei, které nejsou spojité vintervalu 7=(a, b). Na ose y
vyznaéte funkéni hodnoty, které odpovidaji hodnotdm proménné z intervalu .

b) Rozmyslete si, jak mize vypadat mnoZina funkénich hodnot odpovidajicich intervalu
= (a, b) u nespojitych funkei.

Obr.3

v

2 Na obr.3 najdéte v intervalu (f(a), f (b)) takové K, kterému nelze pfifadit
x e (a, b), pro které by platilo f(x)=K . Existuji takova K u funkei, kterc jste nacrtli

v uloze D6?

= Zjistili jste, ze u funkei spojitych v intervalu (a, b) mizeme ke zvolenému

K z intervalu ( f(a), f (b)) vzdy najit odpovidajici hodnotu x z intervalu (a, b), pro

které plati f (x)=K . U nespojitych funkef tomu tak vzdy neni.

Nyni se podivame, jak je mozné tuto vlastnost spojitych funkei vyuzit pii feSeni rovnic
a nerovnic.

= Zjistéte, zda ma rovnice x” —2x+3 =0 alespofi jedno feSeni v intervalu (-3, -1).
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® Plati véta: Je-li funkce f spojita v (a,b) a maji-li ¢isla f(a) a f(b) riznd
znaménka, tj. f(a)-f(b)<0, potom existuje alespon jeden takovy bod  x e(a,b),

v némz plati f(x)=0.

Studenti (s pomoci ugitele) dosp&ji v tloze DS k zavéru, Ze v piipadé spojitych funkei
tvofi mnoZina funkénich hodnot odpovidajicich intervalu I e D(f) také interval nebo

jednobodovou mnozinu (v piipadé, Ze funkce je vdaném intervalu 7 konstantni).
V uloze D6 studenti zjisti, Ze v piipadé nespojitych funkei mlZze tvofit mnozina
funkénich hodnot odpovidajicich intervalu [/ eD( f ) interval, sjednoceni intervall

pfipadné jedno- i vicebodovou mnozinu. Touto diskusi se dostadvame k obsahu Bolzano-
Weirstrassovy véty ( o nabyvéani mezihodnot), k jejimu disledku pro f(a)- f(b)<0 a
jeho vyuziti pfi feSeni rovnic a nerovnic.

Po vykladu pojmi ,,limita“ a ,,spojitost* by studenti meli:

- v&dét, co znamen4, ze funkce v daném bod€ ma, resp. nema, vlastni ¢i nevlastni
limitu,

- v&dét, co znamena, ze funkce v daném bode€ je, resp. neni, spojita,

- znat souvislost mezi pojmy limita funkce a spojitost funkce v bode,

- mit piedstavu, jak miZe vypadat graf v riznych piipadech (napf. funkce f je
spojita v defini¢nim oboru, funkce g neni v bodé xo spojitd a ma v ném limitu
atd.),

- umét vypoditat limity funkei v libovolném bodé defini¢niho oboru, v bodech
nespojitosti a v nevlastnich bodech (narocnost typt funkci musi volit ucitel
s ohledem na zaméfeni a Groven tridy),

- umét vyuzit spojitost funkce pfi feSeni rovnic a nerovnic,

- znat definici limity funkce a spojitosti funkce v bodé, v intervalu.
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6.4 Zavedeni pojmu derivace funkce

Nasledujici vyklad pojmu derivace jsem zaméfila predevsim na to, aby studenti
od zac¢atku vnimali souvislost mezi tvarem grafu funkce a jeji derivaci. Vyuka by
neméla sméfovat k navodim na vypoéty derivaci riznych funkei, aniz by studenti méli
presnou piedstavu o tom, co vlastné pocitaji.

Pii vykladu pojmu derivace funkce se nabizi mnoho metodickych prostfedku,
jejichz kombinaci studenti mohou ziskat predstavu o podstaté derivovani. Myslim si, Ze
je vhodné vyuzit predevsim grafickou strénku v mnohem vétsi mife, nez tomu bylo
v ¢eskych ucebnicich doposud. Dilezité je, aby studenti pochopili vyznam derivace
funkce v bodé jako smérnice te¢ny grafu funkce v tomto bodé a zaroven derivace jako
funkce, ktera pomdaha odhalit vlastnosti funkce pavodni. V pripad€, Ze na vyklad neni
mnoho &asu, davam prednost tloham vedoucim k pochopeni podstaty derivace pted
po¢itanim derivaci velkého pottu funkci. Néro¢néjsi lohy na derivovani (vCetné
derivace exponencialni a logaritmické funkce) a diikazy vétSiny vét povaZuji za ucivo
vhodné do matematického seminafe v maturitnim ro¢niku.

Cile vyuky pojmu derivace bych sefadila podle urovné ziskanych znalosti takto:

- znat vyznam derivace funkce v bodé a umét ji vypocitat,

- umét vypoditat derivace jednoduchych elementarnich funkci,

- chapat souvislost mezi funkcemi f; /", f”,

- umét vyuzit derivaci pii popisu priibéhu funkee,

- umét fesit extremalni ulohy s vyuzitim derivace,

- umét derivovat naro¢néjsi funkce.
Naro¢nost tloh je tieba piizplsobit urovni tfidy a hodinové dotaci matematiky.
Zatazeni dikaza vét do vykladu by mél ugitel zvazit s ohledem na charakter tfidy a Cas,
ktery miZe vyuce vénovat. Povazuji za vhodné jednodussi dikazy se studenty provést,
nékteré je mozno zadat napt. jako nepovinné domaci ukoly. V navrzich ucebniho textu
dtikazy vét neuvadim.

Ulohy zatazené do nasledujictho vykladu by mély byt feSeny spoletné
s ucitelem, nebo by alespoil méla probéhnout diskuse o vysledku. V piipade, Ze graf

funkce, ktery maji studenti naCrtnout, neni cilem ulohy, je vhodné k jeho sestrojeni

vyuzit graficky kalkuldtor nebo pocitac.
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V nasledujicim textu predpokladam, Ze studenti znaji vyznam a definice pojml rostouci
funkce, klesajici funkce, maximum a minimum funkce, lokalni maximum a lokalni

minimum funkce.

E) Derivace funkce

Uloha E1: Nadrtndte grafy funkci f:y=2x, g:y=x", h:y=2" Popiste jejich
vlastnosti. Ve kterych vlastnostech se shoduji?

2 Jednou ze spoletnych vlastnosti funkci £, g, / je, Ze jsou rostouci v intervalu (O, ).

Nyni nas bude zajimat ,mira ristu“, miZeme také Fici ,,strmost®, t&chto funkci. Na
nasledujicim grafu jsou funkce f, g # ztlohy E1 zakresleny. Pritad’te piedpisy grafim
funkci a sledujte jejich priibéh. Poznate, ve kterych intervalech je graf funkce g strm&jsi
nez grafy zbyvajicich funkci? Navrhnéte postup, kterym by bylo mozno rozhodnout
jednoznacné.

Obr.1
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Tato Gloha ukazuje, ze vlastnost funkce (neboli jista jeji kvalita) miize mit také
svou kvantitu. (Slovo ,,strmost™ jsem pro charakterizovani této vlastnosti zvolila proto,
e se b&zné v matematice nepouZiva, aviak jeho vyznam je ziejmy. Pokud si graf
funkce predstavime jako profil terénu, pak &im je graf strmé&jsi, tim t&€z3i by bylo jej

zdolat.) Podivame-li se na grafy napf. v intervalu (2, 3) , je patrné, Ze nejstrmé&j3i je zde
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graf funkce g a nejméné strmy je graf funkce f. Tomuto pofadi odpovida (v tomto
intervalu) i pofadi funkénich hodnot v jednotlivych bodech. (V kazdém bodé tohoto
intervalu mé nejvyssi funkéni hodnotu funkce s nejstrméj$im grafem.) Je tomu tak ale
vzdy? Je vySsi funkéni hodnota v daném bodé predpokladem vétsi strmosti kiivky? Co
vlastné vypovida strmost o funkénich hodnotiach? Tyto otdzky by si méli studenti
pokladat spolu s ucitelem a hledanim odpovédi postupné dospét k zavedeni pojmu

derivace.

Podivejme se na nasledujici obrazek:

Obr.2
34 Funkce /1 g vzrostou v intervalu (xl, x2> z hodnoty a na
b OM : hodnotu b. Jsou obé stejné strmé? V blizkosti hodnoty x,
| je viditeln& strmé&jsi funkce f, v blizkosti hodnoty x, je
strm&jsi funkce g. Uprostied mezi témito hodnotami vSak
a_tor jiz nelze pouhym pohledem bezpetné rozhodnout.
St —

® Strmost kiivky v daném bodé mizeme posoudit podle sméru jeji te¢ny v tomto bodeé:

Obr.3

N
.‘; !

vevr o *

7 obrazku je patrné, Ze &im strméjsi je kiivka v daném
bodé, tim vétsi twhel svira teCna (s bodem dotyku

v daném bodé) s osou x. Zbyva nam tedy urcit velikost

tohoto uhlu.

0 X X, X X

= 7 analytické geometrie zndme pojem ,.smérnice piimky*. Zopakujte si jeho vyznam.

95




® Smérnici seény s prochéazejici dvéma zndmymi body [xl, f (xl)], [xz, A (xz )]

funkce furcime takto:
Obr.4

A
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A
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X, Ax X,

Jak ur¢ime smémici te¢ny k dané funkci v daném bodé?
= Teéna je vlastné , limitou secny*:

Obr.5
»1 ., Piimka PQ je se¢nou grafu funkce f. Bod Q[xq, yJ

budeme priblizovat k bodu P[xp, Y, ] coZ je bod dotyku
te¢ny ¢ s grafem funkce /. Hodnota proménné x, se bude
ptiblizovat k hodnoté x, hodnota f (xq ) =y, se bude

priblizovat k hodnoté f (xp ) =y, dokud se seCna

nezméni v tecnu.
® Rikame, Ze te¢na ¢ je limitni polohou secny s.
® Smérnici te¢ny grafu funkce f v bodé P[xp, yp:| vypocitame takto:

k = lim f(x)—f(xp).

X—)Xp x—-x

p

Tento vypocet miizeme zapsat i jinak, napi.: k= Brr%)
C—>

f (%, +Ax) - f(x,)
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Utitel by se mé&l nejprve pokusit studentim pomoci, aby k vy3e uvedenému
vztahu dosli sami. Pro ty, kterym se to nepodati, je tfeba dat vypoctu smérnice te<ny
konkrétni vyznam. Proto by bylo vhodné vratit se jest& k obr.5 a ukazat si zde, co

znamena x — x,, respektive Ax — 0, kde vidime f(x)-f (xp) atd.

Uloha E2: Vypotitejte smérnici te¢ny funkce f:y= 0,5x* —1 v bodé P[Z, yp] .

= Na obr. 5 je zakreslen graf funkce f:y=0,5x” -1 i jeji te€na v bodé P[Z, yp:l .

Zjistili jsme, Ze v tomto bodé je hodnota smérnice k =2. Co toto &islo znamena?
Obr.6

Vysledek k=2 by mél mit pro studenty konkrétni vyznam. (,,Vysledek k=2
znamena, e tecna grafu funkce f s bodem dotyku P svira s osou x Ghel pfiblizné

63,43°.)

Maji-li studenti chapat souvislost mezi funkci a jeji derivaci, musi v&dét, ze

. T , T .
funkce fangens je v intervalu (——2— Ej rostouci, pro xe(——z—,OJ je 1g(x)<0, pro

xe(O,%j je 1g(x)>0, 1g(0)=0.
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=» Zopakujte si vlastnosti funkce f:y=tgx v intervalu (—g—, ZI_)
2

Uloha E3: Na zakladé grafu funkce f:y=0,5x*~1 zobr.6 odhadnéte, zda jsou
smérnice jejich teCen s body dotyku [3, y] a [1, y]vétsi nebo mensi nez smémice
teCny v bodé P[Z, y p]. Odhad zdGvodnéte.

Uloha E4: Vypotitejte smérnice teten funkce f1y=0,5x*-1 vbodech dotyku

L[-3, »]. L[-2 ».]. T[-1L »,]. L]0, ».]. T.[L, 5], T,[3, s ] a zaneste tyto hodnoty

do grafu. Pro kazdou z te¢en vypocitejte velikost thlu, ktery svird s osou x.

Uloha E3 ovéfi, zda studenti pochopili, Ze ¢im strmé&jsi je funkce v daném bodg,
tim vetsi je hodnota smérnice te¢ny v tomto bodg.
V tloze E4 si studenti procvi¢i vypocet smérnice. Neni nutné, aby vSichni pocitali

cvr

viechny hodnoty, vhodné&jsi je pracovat po skupinéch a vysledky napiiklad nanaset do
grafu na tabuli. V grafu bude zakreslena funkce /' (x) =0,5x” -1, naznaCeny jeji te¢ny
v danych bodech a nanaSeny vypocitané hodnoty smérnic. Bude patrné, Ze v bodech,

kde je derivace zdporn4, resp. kladna, je funkce f* klesajici, resp. rostouci, a ze ¢im

strméj3i je funkce v ur¢itém bodg, tim vétsi hodnotu ma v tomto bodé smeérnice jeji

tecny.

= Je snadné zjistit, ze vypocitané hodnoty smérnic z ptedchozi ulohy lezi na ptimce
s predpisem y = x.

Ovéiime, zda se jedna o ndhodu, nebo na této piimee lezi smérnice vSech te¢en funkcee f.

Vypocitame smérnici funkce f:y = 0,5x* =1 v ,,obecném™ bodé¢ P[xp, yp] ;

f(x)-1(x,) i 0,55 =1-0,5x, +1 _ . 0,5(x-x,)-(x+x,) )
X=X, x-x, X-x,

k=lim

.\'——).\’r X — _xp X-"),Xr,

= lim O,5(x+xp):xp

.l'—'),\'p

Vypocet ukazal, Ze hodnoty smérnic te¢en v libovolném bodé funkce f:y =0,5x —1

tvofi novou funkci & s predpisem k:y = x.
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Smérnice te¢ny funkce je v matematice velice dileZity a uzite¢ny pojem. Proto mé i

svij nazev: ,derivace funkce".

Definice deri‘vace funkce : Je dana funkce f'a bod x ,» jehoz okoli patff do definiéniho

oboru funkce f. Pokud existuje

lim &) »<p')v= limf(xp ) f_(xp ),nazyvémé tuto limitu derivaci funkce f
XX, x._.xp Ax—0 Ax - S ’
v bod¢ x,.

é" Nezapomerite, Ze do okoli bodu x, nalezi i bod x, . Derivace funkce tedy muze

existovat pouze v bodech, které patii do definiéniho oboru této funkce.
@ Derivaci funkce /v bod¢ x, obvykle znatime f ’(xp )

@ ,.Derivace funkce v bodé x,“ je totéz jako ,.smérnice tecny grafu funkce f s bodem

dotyku I:xp, f(xp)}“. (f’(xp) =k,)

Jak jiz bylo feceno, pro mnoho studentt je velice néro¢ny piechod od derivace

ve vyznamu konkrétniho ¢&isla k derivaci jako funkei a zpét. Tento pfechod je mozno

procvicit jesté na nasledujici uloze:

Uloha ES: Je déna funkce f:y=2-2x".
a) Vypotitejte derivaci funkce /v bodech x, =2, x, = -1, x,=0,x,=1x=2x=3.
b) Naértnéte graf funkce f'a do stejné soustavy souradnic naneste i vypo€itané hodnoty

derivace v jednotlivych bodech. Zjistéte, zda lezi vechny na grafu néjaké funkce a

pokud ano, urcete ji.
¢) Vypotitejte derivaci funkce /v bodé x, a vysledek porovnejte se zjiSténim z ulohy b).
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¢ Derivace funkce /' vbodé x je hodnota f(x). (Pfiklad: derivace funkce
f:y=0,5x"-1vbodé x,=2 je f(2)=2))

Funkei, kterd kazdé hodnoté proménné x, ve které existuje f"(x), pfifadi hodnotu
derivace f '(x), nazyvame také ,derivace funkce“ a znaGime ji f'. Tato funkce je
ddna vzorcem y'= f'(x). (Piklad: derivace funkce f:y=0,5x’-1 je funkce
[y =x))
=> Ktera funkce je derivaci funkce f:y=2-2x"? Jakou hodnotu ma derivace funkce f

v bodé x =7 ? Co tato hodnota udava?

Nyni by studenti méli chapat, ze s pomoci derivace funkce mlzeme urcit hodnotu

smérnice tecny v libovolném bod¢ grafu funkce.

6.5 Prohloubeni poznatku o derivaci funkce

V nasledujicim odstavei studenti postupné odvozuji derivace riznych typd
funkci. V tlohéch se snazim nejprve vyuzit graf a z n&j vyvozenou predstavu derivace.
Jde mi piedevsim o to, aby studenti nevnimali derivovani ,mechanicky®, ale aby

v derivaci funkce od po¢éatku vidéli odraz vlastnosti funkce.

F) Derivace elementarnich funkci

Uloha F1: Je dana konstantni funkce f: y =3. Nadrtnéte jeji graf, rozmyslete si, jaky
smér budou mit teény ke grafu této funkce vriznych bodech dotyku a odhadnéte

derivaci /” této funkce. Odhad ovéfte vypoctem.

= Uveédomte si, jak vypadaji grafy konstantnich funkei a odhadnéte, co z toho plyne
pro jejich derivace. Odvod'te derivaci /" funkce f:y=b,beR.

Uloha F2: Jsou dany linearni funkce f:y=-2x,g:y= 2x, h: y=3x. Naclrtnéte
jejich grafy a odhadnéte predpisy funkei /7, g°, /2" Odhad ovéite vypoctem
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Ulohy F1 a F2 vychazeji z grafické piedstavy derivace. Studenti nagrtnou graf a
predstavi si, jaky sm&r budou mit tedny v jednotlivych bodech grafu. Napt. v tloze F1

maji te¢ny vSude vodorovny smér, proto je f'(x)=1ga =0 ve viech bodech funkce f.
Pfi feseni ulohy F2 by si studenti méli uv&domit, ze Ghel, ktery sviraji te¢ny k dané
funkci s osou x, je pro danou linearni funkci ve vSech bodech stejny, strm&j8i funkci
odpovida vétsi Ghel a tedy vétsi absolutni hodnota derivace, klesajici funkce ma derivaci

zapornou atd. PH odvozenich si studenti zopakuji a procvi&i definici derivace.

= Pripomeiite si, jaky vyznam ma koeficient a v prepisu linearni funkce fiy=ax.

Odvod'te jeji derivaci .

Uloha F3: Na obr.1 jsou grafy tfi linearnich funkci. (Grafy téchto funkci jsou
rovnob&zné primky.) Urlete predpisy funkci. Rozhodnéte, zda se budou lisit jejich
derivace. Své rozhodnuti ovéfte vypoctem derivaci.

Obr.1
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2 Na zikladé feseni ulohy F3 odhadnéte derivaci linearni funkce f:y=ax+ b,
a, b e R. Odhad zdivodnéte a ovérte odvozenim.
® Jiz jsme odvodili: f:y =20, y'=0, beR,

fiy=ax, y'=a, acRk,

fiy=ax+b, y'=a, a,beR.
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Protoze by jiz studenti méli chdpat vyznam derivace i jeji definici, je nyni

x)-fx
vhodné se kdefinici vratit a diskutovat o situacich, kdy 4 = lim /) f( £ )

x——»xp x.._..xp

neexistuje.

® Funkce f'ma v bodé x, derivaci, pokud je v tomto bod¢ definovana a existuje zde

i )7 (5)

X%, X — xp

. Tato limita neexistuje v téch bodech defini¢niho oboru, ve kterych

funkce nema tec¢nu.

Uloha F4: Nacrtnéte graf funkce f:y = |x , urCete jeji defini¢ni obor a rozhodnéte, ve

kterych bodech defini¢niho oboru nema derivaci a pro¢. Jak bude vypadat derivace

v ostatnich bodech defini¢niho oboru? Nadrtnéte ke grafu funkce /1 graf funkce /.

= Jak jest€ mohou vypadat grafy funkci, které nemaji v néjakém bodé defini¢niho

oboru derivaci? Nacrtnéte tfi takové grafy.

® Rekneme, Ze funkce mé derivaci v intervalu (a, b), pokud ma derivaci ve vSech

bodech tohoto intervalu.

Uloha F5: Na zakladé grafi funkei rozhodnéte, které z nasledujicich funkci nemaji

v n&kterém bodé definiéniho oboru derivaci:

1 s
a) f:y=+/x, b) g:y=sgnx, ¢ h:y:;, d) I: y=[x] (cel &ast)

Uloha F6: Rozhodnéte, ktera z nasledujicich vét plati.
a) Jestlize je funkce /v bodé x, spojita , pak ma v bodé x, derivaci.
b) Jestlize ma funkce f v bodé x, derivaci, pak je v bodé x, spojita

¢) Funkce fje v bodé x, spojita pravé tehdy, kdyz ma v bodé x, derivaci .
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Vuloze F5a), b), d) se dostavame k jednostranné derivaci. Nepovazuji viak za
nutne tento pojem na gymnaziu v b&Zné vyuce definovat. V uvedenych piikladech staéi,
kdyZ studenti budou védét, Ze ve zjisténych bodech (napt. vbodé x=0 v piipadé
funkce f: y = Jx ) derivace neexistuje.

Za dulezité povazuji, aby studenti brzy poznali, co vSe je moZno z derivace
funkce o pivodni funkei vy¢ist. Vétsinu téchto souvislosti jsou schopni objevit sami.
Pomoci k tomu mize napf. nasledujici Gloha F7. Zde budou zjistovat, jak se tvar grafu
funkce odrazi v jeji derivaci. Tato uloha je naro¢na na predstavivost studentt, proto se
neobejde bez spoluprace uditele. Studenty vsak, podle mych zkuSenosti, TeSeni
podobnych uloh bavi. Za vhodné povazuji vysledky této Glohy uttidit, pfipadné ukazat
na dalSich grafech. Podobnych tloh, které pomahaji pochopit souvislosti mezi funkcemi
JSaf,je mozno pro zpestteni vyuky vymyslet mnoho, napf. grafim funkeci pfitazovat

grafy jejich derivaci apod.

Uloha F7: Na obr.2 jsou &asti grafii funkei. Prikladejte ke graftim tuzku jako tecnu (viz

obr.2a)) a rozhodnéte, zda existuje a jaké vlastnosti bude mit derivace téchto funkci
vintervalu (a, b). (Sledujte pfedevsim, pro kterd x je f'(x) <0, resp. f'(x)>0, zda

je derivace [ rostouci nebo klesajici.) Zkuste pfiblizn€ nacrtnout grafy funkei /.

Obr.2
a) b) c)

1 4 4

0 g }7 x o b X U b X
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0 a b ¥ 0 a b ( a b X
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Obr.3a

Obr.4
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/" do spole¢né soustavy soufadnic a sledujte souvislosti.

Uloha F8: Odvod'te derivaci kvadratické funkce f:y = x*. Nalrtnéte grafy funkci f i

Uloha F9: Na obr.3a jsou grafy tii kvadratickych funkci a na obr. 3b grafy jejich

derivaci. Pritad’te grafu funkce graf odpovidajici derivace a pfifazeni zdiivodnéte.

Obr.3b
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jaké vlastnosti bude mit funkce /', a pak f* vypoctéte.

Uloha F10: Na obr.4 je zobrazen graf funkce f:y = x*. Na jeho zakladé odhadnéte,
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V tlohéch F9 a F10 si studenti procvi¢i souvislost mezi vlastnostmi funkcei fa f”.
Viloze F10 mohou ke grafu funkce opét prilozit tuzku jako te¢nu a takto ji posouvat
podél kiivky. Zjisti, Ze teCna vSude kromé bodu x=0 sméfuje ,,vpravo vzhiiru®,
derivace proto bude nezdporna, cestou podél grafu v intervalu (-2, O) se uhel te¢ny
zmenSuje, hodnota derivace proto klesa atd. Derivace /* bude tedy funkce, pro kterou

plati D(f") =R, H(/")= <O, ), v intervalu (oo, 0) je funkce /” klesajici, v intervalu
(0, o) rostouci. Mozna si néktefi studenti uvédomi, Ze tyto vlastnosti ma funkce

y =x". Studentiim je tieba zdtraznit, Ze tyto uvahy nejsou dikazem, pouze pomahaji
lepSimu pochopeni. Proto musi nasledovat vypocet pozadované derivace. Obdobna

uvaha o vlastnostech funkce /” by mohla pfedchazet i odvozeni v uloze F8.

= Jiz zname derivace funkci y=x, y=x>, y=x". Vyslovte hypotézu o tvaru
derivace mocninné funkce y=x", kde n je prirozené &islo. Jaka bude podle této
hypotézy derivace funkce f:y=x"? Ovéfte hypotézu vypoltem derivace této funkce
v bod¢ x, =2.

® Derivace funkce f: y = x", kde n je pfirozené &islo, je y' =n-x"".

Uloha F11: Nadrtnéte graf funkce f:y=sinx. Sledujte smér teden v jednotlivych

bodech grafu a uved’te vlastnosti funkce f”. Odhadnéte predpis /.

Studenti by jiz méli mit dostate¢né znalosti, aby v tloze F11 poznali, Ze /” bude také

periodicka, v bodech, kde graf funkce y =sinx protina osu x, budou tecny nejstrmé;si,
/" zde tedy bude nabyvat nejvétsi nebo nejmensi hodnoty, v bodech x :%+k-7z, kde

funkce y =sinx nabyvd maxima a minima, bude smér teCny vodorovny, takze f* zde
bude nabyvat hodnoty 0 atd. Mohou se pokusit nacrtnout pfiblizny graf funkce f". Po
vysloveni hypotézy, ze (sin x)'=cosx, povazuji za vhodné derivaci funkce y=sinx

odvodit. Podobnym zptsobem mohou studenti najit derivaci funkce y =cosx.

105




G) Pravidla pro derivovani

Uloha G1: Vypotitejte derivaci funkce f:y=x*+x.

Vypocet derivace funkce zlohy G1 neni naro¢ny, presto je mozné podobné ulohy
vypocitat snaze, budeme-li znat n&kolik jednoduchych pravidel, ktera miZeme pri
derivovani vyuzit. VSechna nasledujici pravidla plati pouze v t&ch bodech, ve kterych

maji vSechny uvedené funkce derivaci.
=>» Odvod'te derivaci funkce 4, pro kterou plati h(x) =f (x) +g(x).

® Pravidla pro derivovani sou¢tu a rozdilu funkci
h(x)=f(x)+g(x), H(x)=s(x)+g(x)

h(x)=f(x)-g(x), #(x)=1(x)-g(x)

Tato pravidla plati v bodech x, ve kterych maji funkce /1 g derivaci.

Uloha G2: Je déna funkce f: y=3x" —2x* +1. Vypotitejte jeji derivaci.
(Protoze jest¢ nemame pravidlo pro derivovani sou€inu funkce a redlného Cisla,

zapiseme funkci y=x"+x +x" —x* —x’ +1.)

= Vypoditejte derivace funkei y=5x’, y=2sinx, y=-3x" (vyuZijte pravidlo pro

derivaci souctu a rozdilu funkci). Na zdkladé téchto vypoctd vyslovte hypotézu o

derivaci sou¢inu realného &isla a a funkce £, t;. (a f( x)) .

/

® Pro derivaci soué¢inu realného ¢isla a a funkce / plati (a- f (x)) =a-[(x).

Muzeme se setkat také s funkcemi, které jsou soucinem nebo podilem jinych funkeci,

napt. y=x’-sinx, y= coix atd. Zadné z vySe uvedenych pravidel pfi jejich vypoctu

X

vyuzit nemtizeme. Je viak mozné odvodit jesté nasledujici pravidla:

@® V bodech, ve kterych maji funkce /1 g derivaci plati
(f-g)=rg+f&
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f)_fg-1g
(— = - , g (x) #0.
g g

(Misto zépisu f(x), g(x) jsme pouzili zjednodueny zapis f, g )
Uloha G3: Vypocitejte derivace funkei:

a) y=x-cosx, b) y=x"-x* ¢) y=x° -sin%, d) y :(3x+2)
Uloha G4: Vypocitejte derivace funkei:

Utelem tloh G3b) a G4b) je ukézat studentim, Ze neni dobré pouZivat pravidla pro
6
vypolet derivace mechanicky. Derivace funkci y=x-x* a y:4—x2 samoziejmeé
x
mohou vypocitat pomoci pravidla pro derivaci soucinu, resp. podilu funkei, ale pokud
2x°

je predem upravi (x*-x* =x", = =5x4, x#0 ), vypocet derivaci se zjednodusi. Pfi
X

. . /A ¥ R IR . v PR
vypoétu derivace funkce y = x°-sin— si pravdépodobné n&kteii studenti neuvédomi, ze

T . , e o
sin— je konstanta. Derivaci funkce y = (3x+2)2 musi studenti pocitat jako derivaci

soucinu funkci nebo ji pfed vypoctem umocnit, protoZe pravidlo pro vypocet derivace

slozené funkce jesté nebylo uvedeno. Funkci y =x~ je tfeba pfed vypoctem derivace

1 . . . ’ v ’
zapsat y=x" = — a pocitat jako derivaci podilu, protoze zatim bylo odvozeno pouze
X

pravidlo pro derivaci mocninné funkce [ (x) =x",neN.

Vsechny derivace z uloh G3 a G4 jiz umime vypocitat. Nekteré vypoCty vSak mizeme
jesté vice zjednodusit, kdyz budeme znat dalsi pravidla pro vypocty derivaci.

Zatim jsme zavedli pravidlo pro vypocet derivace funkce y = x", kde n bylo pfirozené

¢islo.
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2 Vypoditejte podle pravidla pro derivaci podilu funkci derivace funkci
y=x7,y=x"a ovéite, zda ke stejnému vysledku dojdete pfi pouziti pravidla pro

derivaci funkce y = x".

® Pravidlo (x" )’ =n-x"" platiipro neZ".

= Vypocitejte derivaci funkce f: y= Jx. (K vypoctu vyuzijte definici derivace.)

= Vysledek je stejny, jako kdybychom pouzili pravidlo (x" )I =n-x"". Skutetné je

mozné dokdzat, Ze toto pravidlo plati i pro mocninné funkce y =x", ne€ R

!

® Pro derivaci mocninné funkce s exponentem n € R, x e R* plati (x”) =n-x

n-1

Jesté zbyva zavést posledni pravidlo, které zjednodusi vypocty slozenych funkei. Jedna

se 0 napf. o funkci y=(2x—3)5. Derivaci této funkce nemtZeme pocitat podle

pravidla pro mocninné funkce, protoze zékladem mocniny neni x, ale argument (2x-3).
® Pro derivaci slozené funkce plati [f(g(x))]’ =f’(g(x))-g’(x). Funkci g fikdme
vnitini funkce, funkci / vnéjsi funkce. Toto pravidlo plati, pokud méa funkce g derivaci
v bodé x a funkce f derivaci v bodé g(x).

Priklad: Ve funkci f:y=(2x——3)5 je vnitini funkce g:y=2x-3 a vné&jsi funkce

f:z=7". Funkce g ma derivaci pro vSechna x € R a funkce fpro viechna y e R.

Uloha G5: U nasledujicich sloZenych funkei urCete vngj$i a vnitini funkei, jejich

1
x-2

defini¢éni obor, a vypocitejte jejich derivace. a) y = sin (x2 + x) , by=

V nasledujicim odstavei si studenti rozsiii znalosti, které ziskali pri zavadéni
pojmu derivace a pfi odvozovani derivaci jednoduchych elementarnich funkci. Tehdy
viak na zakladé znalosti grafu funkce, resp. rovnice, kterou je funkce déana, hledali jeji
derivaci, nyni se nau¢i vyuzit znalost vlastnosti derivace k popisu vlastnosti pivodni

funkce. Protoze mou snahou je zapojit studenty aktivné do vykladu novych poznatkd,
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budou n&které véty pouZzivané pfi popisu prib&hu funkce objevovat béhem feseni uloh.
Vsechny objevené poznatky musi byt v zapéti exaktné zformulovany. Vhodné je, pokud
si studenti postupné sami vypracuji ptehled vlastnosti funkce a jejich ,,odrazu“ v prvni i
druhé derivaci. V tGlohach &asto vyuzivam zobrazeni grafu derivované funkce i jeji
derivace do stejné soustavy soufadnic. Domnivam se, ze pokud si studenti na zakladé
grafu funkce budou predstavovat i jeji derivaci a naopak, rozviji se tim jejich
predstavivost a prohlubuje se pochopeni souvislosti mezi funkci a jeji derivaci.
Derivace tim také nabyva konkrétni podoby a neni jen novou rovnici vypocitanou podle
urditych pravidel. N&ktefi studenti mohou mit stimto ,grafickym“ pojetim potiZe.
Vybornou pomtickou, ktera zvysi atraktivitu i efektivitu vyuky a témto studentim
pomiiZe, jsou opét grafické kalkulatory nebo poitate. UmoZiiuji naptiklad zobrazit do
stejné soustavy soufadnic funkci i jeji derivaci a ukazat tak hledané souvislosti na

mnoha pfikladech.

H) Vyuziti derivace — prubéh funkce

Na riiznych piikladech (napt. F7 a F9) jste vidéli, jak souvisi tvar grafu funkce a jeji
derivace.

=» Na obrazku 1 jsou sestrojeny grafy funkci f: y=-x"+4x-1 a jeji derivace
y'=-2x+4. Pozorujte, jak se vlastnosti funkce f projevi v jeji derivaci. Ve kterém

bodé peR je f'(p)=07?Jakou vlastnost ma funkce /v tomto bode?

Obr.1

10:

Br

6r

4t

2k f

I 34 56 7 8

af 7o
/Br

8F

-10:

A2

4L
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= Dokoncete véty:

JestliZe je derivace funkce /v intervalu (a, b) kladn4, je funkce /'v tomto intervalu. ...

JestliZe je derivace funkce /'v intervalu (a, b) zdporna, je funkce /v tomto intervalu.....

® O funkei rostouci nebo klesajici v intervalu v intervalu (a, b) budeme fikat, Ze je

v tomto intervalu monoténni.

=» Na obréazcich 2a a 2b jsou grafy funkci, které jsou v intervalu (a, b) rostouci a piesto

neni jejich derivace v bodé p e(a, b) kladna. Vysvétlete.

Obr.2a Obr.2b
y A y A

A 4
v

a: pb X apb X

¢ Uvédomte si, jak dilezité je poradi vét v matematické vEte.
Plati véta: ,Jestlize v kazdém bodé intervalu (a, b) existuje f’(x) a plati pro ni
f (x) >0, je funkce f'v tomto intervalu rostouci.

Obréacené tato véta neplati, funkce /' miize byt v intervalu (a, b) rostouci, pfesto nemusi

mit ve viech bodech tohoto intervalu derivaci (obr.2a), nebo mtze v nékterych bodech p

tohoto intervalu platit f'(p)=0 (obr 2b).

V tvodni uloze tohoto odstavce si studenti zopakuji souvislost mezi znaménkem
derivace a monoténnii grafu funkce. Déle si mohou piedstavit, jak se bude ménit smér

teCen ke grafu funkce, pokud se bod dotyku bude bliZit k bodu p=2 zleva nebo

zprava, a jak se toto projevi vhodnotach derivace (,,...pokud se blizime k bodu p

zprava, je funkce f rostouci, ale tecny budou svirat stale mensi thel s osou x a proto

klesa hodnota derivace...”). Pii sledovani grafu funkce f: y=-x"+4x-1 a jeji
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derivace je mozné studentiim napf. na grafickém kalkulatoru ukazat, ze derivace funkce

se nezméni, pokud se ve funkci £ zméni absolutni ¢len.

Uloha H1: Na obrazku 3 je graf funkce f: y=2x*+3x" —12x.

Obr.3
21f {
18F |
f 15F |‘J
L |
121 ‘f
| \9f f
/ \ o F /
x'l .8 E f
f 3
3 2 1 F 1 2 3
-3
| sf
9t

a) Urcete, ve kterych intervalech bude f '(x) kladna, resp. zaporna, a odhadnéte, ve

kterych bodech bude f'(x)=0. Ovéfte vypottem derivace.
b) Zobrazte graf funkce f i graf funkce f* do stejné soustavy soufadnic a sledujte

souvislosti.

Uloha H2: Na obrazku 4 je graf funkce f:y=x*—-3x".

Obr .4
10 |
6k
Jf ‘
2: }*
2 1 L 1 2 3 4
2+
AF
rys
8F
.10;

a) Vypocitejte f'(x) a urcete, ve kterych bodech je f'(x)=0. Najdéte tyto body na

grafu funkce f.
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b) Zobrazte graf funkci fi f* na grafickém kalkulatoru a sledujte souvislosti (napf.

souvislost mezi strmosti grafu funkce f v uréitém bodé& a hodnotou f’(x)v tomto bodg,

monotonii £~ a tvar grafu funkce f atd.).

= V predchozich tlohach jste mimo jiné uréovali body, ve kterych platilo f ’(x) =0.

O jaké body se jednalo?

Souvislosti mezi grafy funkce f: y = x*—3x’ ajeji derivace v lloze H2 mohou

studenti podrobn& popsat. Studenti uvidi tyto grafy:

\ 10r
:"; 8 : |
] - |
| 6 I
WA ‘
-1 S ff
2L |
. 1 ! —
2 1 AN 2, 4
"-2 i 3
"l
.8 i I
_8 -
.10 L

Obr.25. Graf funkce f: y = x* —3x’ ajeji derivace y' = 4x* - 9x’

Rozbor souvislosti miize vypadat napiiklad takto: v intervalu (-2, 0) vidime, ze funkce f
je klesajici, derivace f” je tedy zaporna. Pokud si pfedstavime te¢ny k funkci v tomto
intervalu, blize k x=0 budou ,vodorovngsi®, jejich thel sosou x se tedy bude

zmengovat a proto se také hodnota derivace blizi k nule, vbodé x=0 bude te¢na

vodorovna, proto je zde f'(0)=0 atd. Studenti s dobrou pfedstavivosti se mohou

pokusit nejprve naértnout graf derivace funkce f a pak jej porovnat se skutecnosti.

2 Volte sami ruzné predpisy kvadratickych funkei a polynomickych funkci vysSich

stupiii. Vypogitejte jejich derivace a na grafickych kalkulatorech zobrazte do stejné

soustavy soufadnic vzdy danou funkci a jeji derivaci. Sledujte body, ve kterych je
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f'(x)=0. Jaky je rozdil v chovani“ derivace v okoli lokalnich extrémi a v okoli

bodu, kde plati f'(x) =0, aviak funkce f zde nema extrém?

Pro zpestieni vyuky by bylo zajimavé zobrazit n&kolik grafti funkci a jejich derivaci
projekénim pfistrojem a sledovat je spolen&. AZ studenti souvislosti dostate¢né
,Zaziji“, mohou si zobrazenim funkce a jeji derivace napf. kontrolovat spravnost

vypoctu derivace.

Uloha H3: Najdéte funkce, které potvrzuji nepravdivost nasledujicich vet.

a) Jestlize v bod& xo plati f'(x,) =0, pak ma funkce fv tomto bod¢ lokalni extrém.

b) Jestlize ma funkce v bodg xo lokalni extrém, pak zde plati f'(x,)=0.

@ Plati véta: Ma-li funkce /v bodé xo lokalni extrém a existuje-li v tomto bod¢ derivace

f'(x,). pak plati f'(x,)=0.

H4: Na obr.4 je zobrazen graf derivace f” funkce f:y= 3x® —5x”. Urcete na zaklad¢

tohoto grafu vlastnosti funkce f a zkuste ji naCrtnout.

Obr.4
100
8..
e
ne
af
2 1 C 1 2 3
2F
AF
Bt
8F
1ot

2 Funkce g:y=3x-5x+2 se od funkce f zulohy H4 li§i pouze absolutnim
&lenem. Rozhodnéte, jak se bude lisit graf funkce g’ od grafu funkce f’ z obrazku 4.
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= Uvédomte se, e zderivace funkce vy&teme jeji vlastnosti, ale nelze zni urCit
umisténi grafu funkce f ve ,vertikilnim sméru“. Proto je nutné vypoCitat napf.
prissetiky grafu funkce f's osami soufadnic, abychom mohli graf funkce pfesné umistit.

Prib&h funkce miZete nejprve zpracovat do tabulky:

X x<0 x=0 0<x<10/9 |x=10/9 x>10/9
f'(x)=9x*-10x |>0 =0 <0 =0 >0
fy= 3P —5x2 |7 max h min 7
Graf funkce f vypada takto:
Obr.5
101
8f
6} 769
Jf 0
T 7 2 3
/2L
S
sl
af
.10:

V tloze H4 si studenti nejprve musi uvédomit, které vlastnosti funkce f” jsou pro urceni
vlastnosti funkce f rozhodujici, a ty z grafu vygist. Domnivam se, Ze tento zpusob

hledani prib&hu funkce nedava studentim moznost ulohy fesit ,,mechanicky®.

Mozna se vam v tloze H4 nepodafilo vystihnout dostatetné piesné tvar grafu funkce f.
K tomu potiebujete znat jesté dalsi vlastnosti funkci — konvexnost a konkdvnost.
Uloha H5: Na obr.6 jsou &asti grafti funkci. Pfifad’te k témto grafim odpovidajici
vlastnosti derivaci, pokud o derivaci zobrazené funkce v intervalu (a, b) vite, Ze:

a) je kladna

b) je zaporna

¢) je kladna a rostouci,
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d) je kladna a klesajici,

e) je zaporna a rostouct,

f) je zaporna a klesajici.

Obr.6
4 4 4
f //
g /
]l//
////
a b ) a b 4 a b ’
b 4
J
1
k
a b a 'b . a '1, ]

® Funkce f'a & z ilohy H4 nazyvame konvexni, funkce 7, j nazyvame konkavni.

Konvexnost a konkavnost funkce souvisi s polohou grafu funkce vzhledem k jeho
teCnam.

Obr.7

konkavni funkce konvexni funkce

“inflexni bod

A\ 4
R
v
4

konkavni

@® Funkce f, ktera ma ve vSech bodech intervalu (a, b) derivaci, je v tomto intervalu
konvexni, jestlize ve viech bodech tohoto intervalu lezi graf funkce f',,nad te¢nou®.
Funkce 7. ktera ma ve vSech bodech intervalu (a, b) derivaci, je v tomto intervalu
konkavni, jestlize ve viech bodech tohoto intervalu lezi graf funkce f,,pod teCnou®.

V inflexnim bodé¢ se funkce méni z konvexni v konkdvni nebo naopak.
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= Zkuste na zaklad& feseni ulohy H5 odhadnout, jak souvisi konvexnost ¢i konkavnost
funkce sjeji derivaci. Oveéfte sviij odhad na grafech kvadratickych funkci a jejich
derivaci.
@ Je-li funkce 1" v (a, b) rostouci, je funkce fv intervalu (a, ) konvexni,

je-li funkce ' v (a, b) klesajici, je funkce fv intervalu (a, b) konkavni.

=» Navrhnéte zpisob, kterym zjistite, zda je ' v daném intervalu rostouci, resp.

klesajici, pokud znate rovnici, kterou je dana.

@® Pokud funkci /* miizeme dale derivovat, ziskame tak druhou derivaci funkce £, kterou

znadime f”. Mezi funkcemi f'a f” plati stejné souvislosti jako mezi funkcemi f af"

= Na obr.8 je zobrazen graf funkce f:y=x"-4x’+5, graf jeji prvni derivace

y'=3x>—8x, i graf druhé derivace y"= ( f ’(x))' = (3x2 —8x), =6x-8. Najdéte na
grafu funkce f lokalni maximum, lokalni minimum a inflexni bod. Jak se v téchto
bodech ,,chova“ prvni, resp. druha, derivace? Zpracujte poznatky o funkci f do podobné

tabulky jako v uloze H4.
Obr.8

-9
;A2
VAT
! -18
d 21

=2 Volte riizné polynomické funkce tietiho i Etvrtého stupné. Vypoitejte jejich prvni i
druhé derivace a na grafickych kalkulatorech zobrazte do stejné soustavy soufadnic

vzdy danou funkci a jeji derivace fa f*". Sledujte souvislosti.
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=» Dopliite nasledujici tabulku:

f  |Konvexni |Konkavni |Maximum |Minimum |Inflexni bod
v(a b) |v(a b) vbodéxy, |vbodéxy, |vbodéxo
f 7 \Y
v(a b) |v(a b)

7

Uloha H6: Na obr.9 je sestrojen graf funkce f. Na jeho zakladé urCete vlastnosti
funkce f. Zkuste zaértnout graf funkce f, jestlize vite, ze prochazi bodem [0, 0] .

Obr.9

At

2+

3L
= Na obr.10 je zobrazen graf hledané funkce f z ulohy H6 spolu s grafem funkce f.
Zkontrolujte si spravnost svého feSeni ulohy H6. (Poznamka: f:y=2x"-2x,
nalezeni predpisu nebylo cilem tlohy.)

Obr.10

Uloha H7: Na obr.11 je graf derivace /" neznamé funkce /. Urete ty vlastnosti funkce

£, které je mozné z grafu vycist.
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Obr.11
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=> Na obr.12 jsou zobrazeny grafy funkce /i fz ulohy H7. (Funkce fje dana

x*+4

, jeho urceni nebylo cilem tlohy.)

predpisem f(x)=

Obr.12
15
1223
:fﬂ
1\1,- P
3F s
066 42 F 72 46810
3
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Ulohy H6 a H7 ovéfi, zda studenti pochopili, ktere vlastnosti derivace /" a funkce f
spolu souvisi. Je tieba zdlraznit, ze nemiZeme nic usuzovat o vlastnostech funkce f
mimo oblast zobrazenou v grafu. O funkci f zulohy H7 studenti zjisti, ve kterych
intervalech je rostouci, resp. klesajici, a konvexni, resp. konkavni. Nemohou v§ak nic
zjistit o chovani funkce v bod& 0 a v jeho okoli, ve kterém neni zobrazen graf funkce f".
Proto po téchto tlohach budou nasledovat lohy na vy$etfovani prib&hu funkce na
zaklad& rovnice funkce, tak jak je tomu v [10].

Po vySetfovani prib&hu funkce budou nasledovat ulohy tykajici se nalezeni
extrémt a okamzitych zmén nékterych veli¢in. Tuto latku jsem do svého projektu jiz

nezafadila, protoze je dostatené zpracovana v udebnici [10] a mnoha sbirkach ptikladd.
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7. Zaver

V soucasné dobé se diferencialni pocet na gymnéziu v mnoha ttidach nevyucuje.
Divodem byvd mala hodinovda dotace vyuky matematiky, ndrofnost tématu a
skuteCnost, Ze ulohy ztéto oblasti nebyvaji v piijimacich testech na vysoké Skoly.
Domnivam se vSak, ze absolvent gymnéazia by mél mit zdkladni znalosti i z tohoto
tématu, protoze se jednd o vyznamnou soucast matematiky poslednich staleti. Vyklad
diferencialniho poctu také nabizi moznost shrnout poznatky o funkcich a zopakovat tak
latku z predchézejicich ro¢nikai.

Protoze jsem chtéla, aby zaklad, ze kterého budu vychazet pii tvorbé
zakladnich pojmu diferencialniho poctu — spojitosti, limity a derivace funkce.

Velkym pfinosem pro mé bylo studium ucebnic riiznych autor. V analyze
ucebnic jsem se snazila postihnout jejich vzédjemné odliSnosti a popsat ty ¢asti vykladu a
ulohy, které se mi zdaly byt zajimavé a odlisné od metodickych postupl a uloh
uvadénych v nasich ucebnicich a sbirkach.

V této praci jsem se pokusila navrhnout takovy zplsob vykladu diferencialniho
poCtu na gymnéziu, ve kterém by se studenti seznamovali se zdkladnimi pojmy a
myslenkami pfedevsim na zaklad¢ vlastnich uvah. Domnivam se, Ze tento zpiisob vyuky
prispivé k rozvoji schopnosti a samostatného uvazovani studentd, coz je nezanedbatelny
kol stfedoskolské matematiky. Pfi volbé postupli jsem vychazela z poznatkd
z psychologie, studia zahrani¢nich i ¢eskych ucebnic a v neposledni fadé z vlastnich
zkuSenosti z vyuky matematiky na gymnaziu.

Po studiu podkladi z psychologie jsem dospéla k zavéru, Ze byva preceiiovana
schopnost abstrakce studentd, a proto jsem se rozhodla polozit diiraz na grafickou
stranku jevi. Nové pojmy a poznatky diky grafickému znézornéni ziskavaji konkrétni
podobu. Velice dilezita je také motivace studentd. Abych umoznila zazit pocit uspéchu
pii feSeni Gloh viem studentim, jsou v ndvrzich ucebnich textd zafazeny i ulohy
pomémné jednoduché. Velice dilezita je také uloha ucitele. M¢l by mit stale prehled o
Grovni znalosti a schopnosti jednotlivych studentli, o jejich budoucich studijnich

planech a motivaci ke studiu matematiky. Na zdkladé téchto hledisek se musi
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rozhodnout, do jaké hloubky bude l4tku probirat, zda bude b&zné do vykladu zatazovat
dukazy matematickych vét, jak naroéné piiklady bude se studenty fesit atd. Pokud
studenty vyuka zaujme, nebudou se ptat, jak tomu ¢asto byvé, k ¢emu jim probirana
latka bude, ale mozna budou vnimat probiranou latku jako zajimavy hlavolam.

Tuto praci jsem psala sohledem na jeji mozné budouci vyuziti. Ucitel
matematiky — mulze vyuzit cely projekt nebo pouze zpestfit vyuku nékterymi
metodickymi postupy a ulohami z projektu ¢i analyzovanych uéebnic. Domnivam se, Ze
1 kapitoly o psychologii mohou byt pro ucitele matematiky pfinosné, protoze
psychologickéd podstata vyuky byva Casto podcenovana. Z metodického hlediska jsem
projektem vyuky diferencialniho poétu zalozenym na grafickém pojeti chtéla vytvofit
alternativu k uc€ebnici [10], ktera je v soucasné dobé jedinou schvalenou ucebnici

diferencialniho poctu pro gymnazia.
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Postoje studenti nematematicky zamérenych tFid gymnazii
k matematice.

Marcela Mikova,
Gymnazium, Strakonice

V zavéru Skolniho roku 1999/2000 jsem v predposlednim ro¢niku nékolika
gymnazii zadala dotaznik, zjist'ujici postoje studenti nematematicky zamérenych
(dale jen nematematickych) tiid gymnazii k matematice a jeji vyuce. Dotaznik mél
formu volby z nabizenych odpovedi.

Ucelem dotazniku bylo zjistit:

- jaka ¢ast studentu si voli $kolu (tFidu) pravé s ohledem na prislusné
zaméreni,

- co studenti o¢ekavaji od vyuky matematiky,

- zda nékteré kapitoly matematiky ¢ini p¥i studiu vyraznéjsi potiZe nez jiné,

- na jaké typy vysokych Skol se studenti hlasi,

- ktera témata studenti povaZzuji za uzite¢na vzhledem k nasledujicimu
studiu.

Pro porovnani jsem dotaznik zadévala také ve vieobecné zaméfenych tridach.

Respondenty byli studenti pfedposlednich ro¢niku Ctyfletych 1 viceletych

gymnazii v tomto poctu:

117 studentt vSeobecné zaméfenych trid,

256 studentli nematematickych tiid, z toho: 156 z humanitnich tfid, 29 z vytvarné
zameétené tridy,

19 ze sportovni tfidy a 52 ze t¥id s rozsifenou vyukou jazyka.

Vyhodnoceni dotazniku

U vétsiny bodi dotazniku byl rozdil vrozlozeni odpovédi mezi
nematematickymi a vseobecnymi tfidami nepatrny, a proto uvadim pouze
odpovédi studentl nematematickych tiid. Ve dvou pripadech se smérodatnymi
rozdily v odpovédich uvadim odpovédi obou skupin. Tu¢né jsou vyznaceny zvIast
zajimavé vysledky.

Dale uvadim jednotlivé body tak, jak byly formulovany v dotazniku (v zavorce
je uvedeno znéni pro studenty osmiletého studia, pokud bylo odlisné), a v tabulce
procentualni rozlozeni odpovédi mezi studenty nematematickych trid.

Nejprve mé zajimalo, kolik studentd pfi volbé studia zohledniuje zaméreni

skoly nebo tridy.

Studuji zde

nabidka: odpovédélo:
protoze mé zajima dané zaméfreni | 65%
protoze Skola je blizko mého|7%

bydlisté

protoze jsem se na jinou Skolu|4%
nedostala

z jinych divodi 22%
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Na ZS (v niz§ich rocnicich gymndzia) mi matematika cinila potize.

nabidka: odpovédélo:
ANO 5%

SPISE ANO |15%
SPISENE  [39%

NE 41%

Na gymndziu (ve vy$Sich rocnicich gymndzia) mi matematika ¢ini potize.

nabidka: odpovédélo:
ANO 14%
SPISE ANO |32%
SPISENE  [39%
NE 13%

Matematika mé bavi.

nabidka: odpovédélo:
ANO 16%
SPISE ANO |27%
SPISENE  |38%
NE 18%

Jisté jste si v8imli, Ze matematika nebavi 56% studentd, ale potiZe Cini (nebo spise
¢inf) 46% studentd. Zajimalo mé proto, kolik studenti matematika nebavi,
prestoze jim neéini potize, a zda nékteré naopak bavi, ackoli jim potiZe €ini.
Ukazalo se Ze 16% studenti matematika nebavi, ackoli jim nedini potize, a
7% bavi, prestoze jim ¢ini potize.
Nejzajimavéjsi ale bylo, Ze vice nez polovina studentl ze skupiny bavi a pritom
¢ini potize byla studenty jedné Skoly. To podle mého nazoru ukazuje na ulohu
uCitele — jejich ucitel zfejmé vyuCuje tak, Ze matematika bavi 1 méng
,matematicky nadané studenty.

A nyni k dal$im otazkam.

Unital(a) bych, kdyby se ve vyuce matematiky postupovalo pomaleji .

nabidka: odpovédelo:
ANO 24%
SPISE ANO |32%
SPISENE  |29%
NE 14%
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Latku bych lépe pochopil(a), kdybychom spocitali vice prikladi.

nabidka: odpovédelo:
ANO 41%

SPISE ANO |37%
SPISENE  |16%

NE 6%

Z téchto vysledki je zieymé, Ze témer polovin€ (44%) studentld vyhovuje
tempo vyuky, ale vétSina (78%) citi potfebu probranou latku dikladné procvicit
na vétSim poctu priklada.

V dal$i tabulce jsou uvedeny odpovédi na nasledujici tfi body dotazniku. (U
kazdého bodu byla vypsana témata uvedena v tabulce, studenti mohli oznacit
libovolny pocet témat.)

- Z matematiky mé nejvice zaujala tato témata.

- Nejveétsi potiZe mi Cinila tato témata.

- Pokud budu matematiku pro dal$i studium potiFebovat, domnivim se, Ze
uplatnim tato témata. (K tomuto bodu uvadéli odpoveéd’ vSichni dotazovani
studenti, tedy i ti, ktefi se chystaji studovat humanitni obory.)

téma zaujalo ¢ini potize |uplatnim
pfi dalSim
studiu
rovnice a nerovnice 53% 10% 27%
funkce 21% 36% 21%
kombinatorika al22% 29% 27%
pravdep. *)
statistika *) 6% 10% 27%
goniometrie 16% 24% 12%
planimetrie 25% 21% 13%
stereometrie 33% 27% 15%
analyticka geometrie *) | 12% 17% 9%
komplexni ¢isla *) 11% 15% 6%
posloupnosti a fady 3% 7% 5%
Témata oznatend *) nebyla jesté v nékterych dotazovanych tridach
probrana. Tuén&j$im pismem jsou v kazdém sloupci vyznaceny tfi

odpoveédi s nejvetsi Cetnosti.

Urité stoji za povsimnuti, Ze napf. stereometrii uvedli n€kteri studenti v obou
pfipadech — zaujala je a zaroveil jim Cinila potiZe. Neplati tedy, ze naro¢na latka
prestava byt pro studenty atraktivni.

Zajimavé jsou také rozdily Cetnosti odpovédi mezi prvnim a tietim sloupcem u
tématu statistika. Studenty zjevné piili§ nezaujala, ale uvédomuyji si jeji dulezitost
napf. v psychologii, sociologii a dalsich spolecenskych védach. Proto by podle
mého nézoru bylo vhodné, zafadit do vyuky statistiky zminku o jejim vyuZiti
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v uvedenych oblastech. Studenti by mohli napfiklad provést vlastni psychologicky
priuzkum a spoditat korelace mezi zkoumanymi jevy.

Studenty nezaujalo ani téma posloupnosti a Fady a neocekavaji jeho dalsi
uplatnéni. Domnivdm se, Ze zafazenim finan¢ni matematiky jist¢ atraktivita
tohoto tématu stoupne, protoze si studenti ovéfti jeho vyuziti v béZném zivotg.

Na otazku
., Ktery obor byste chtél(a) studovat po maturité?*
odpovédéli studenti nematematickych tfid takto:
VS humanitniho sméru 64%,
VS technického nebo prirodovédného sméru 29%.
Ve vieobecné zaméfenych tiidach je zcela jind situace: o studium humanitnich
oborti ma zajem 38%, o technické a prirodovédné skoly 54% studentu.

Vyrazné rozdily v odpovédich mezi tfidami nematematickymi a vSeobecné
zamé&fenymi byly i u otazky nasledujici, kde studenti odpovidali sami (nebyly jim
predloZeny zadné varianty odpovédi):

Co vam podle Vasich prredstav md ddt vyuka matematiky na gymndziu?
V nematematickych tiidach bylo rozlozeni odpovédi takovéto:

logické mySleni 38%
uzitek do zivota 16%
zéakladni znalosti 16%

vSeobecny prehled 13%
ptiprava ke studiu na 13%
VS

Ve vieobecné zaméFenych tiidach bylo pofadi zcela jiné:

priprava ke studiu na|34%
VS

vieobecny prehled 21%
logické mySleni 20%
uzitek do Zivota 9%
zakladni znalosti 8%

Vysledky dotazniku je mozno shrnout takto:

1. Do nematematicky zamé&fenych tid se vétsina studentl hlasi pravé s ohledem
na jejich zaméfeni, coz se projevuje 1 Vv orientaci na odpovidajici typy
vysokych Skol.

7 Matematika t&mto studentim neéini vyrazn&j§i potize, nebavi vsak 56%
z nich.

3. Polovina studentt by uvitala pomalejsi postup ve vyuce a 77% studenti by
k lepsimu pochopent latky potfebovalo spocitat vice prikladi. Tento
pozadavek je viak pii hodinové dotaci matematiky v nematematickych tfidach
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(obvykle 3-3-3-3 v poslednich ¢tyfech rocich studia) t€zko mozné splnit.

4. Ptipravu ke studiu na VS ocekéva od matematiky jen mald &ast studenti
nematematickych tfid. Ostatni pozaduji predevsim péstovani logického
mysSleni, v§eobecny prehled a znalosti uzitecné pro bézny Zzivot.

Matematika — fyzika — informatika 2001/3
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Opravy:

s. 115°

Misto ,,Leibnitze* ma byt uvedeno ,,Leibnize*.

Misto ,,smérnice te¢ny funkce® ma byt uvedeno ,,smérnice te¢ny grafu funkce® (Stejné
tak nas. 62°, 5.99")

Uvedené odvozeni derivace podilu funkci je pouze pomiickou pro studenty

k zapamatovani. Nelze jej povaZovat za korektni, protoZe zde chybi dikaz existence
derivace podilu funkci.

x, x, € D(f)

K prikladu [37], 204/1035 je tieba doplnit, Ze komentat autord ucéebnice [37] k jeho
feseni obsahuje chybu. Tvrzeni, Ze pfi zvySeni nakladt o 1 000S se prodej zvedne o 80
part, resp. klesne o 20 part, neni pravdivé. V piikladu se nepocita zména poctu
prodanych parti pii zvy3eni nakladii o 1 0008, ale tzv. ,,okamzZita zména“.

Misto ,,v lokalnim maximu* ma byt uvedeno ,,v bod¢ lokéalniho maxima*.

(—OO, 1) a (l, oo)

Véta v ramecku ma byt uvedena v tomto znéni: Necht’ je funkce / spojita v intervalu

(a, B), a.be(a, B), f(a)>0. 7 () <0. Potom existuje takové ¢ € (a.b).ze
f(c)=0.
1e ()

Popis u obrazku 3 ma byt uveden v tomto znéni: Z obrazku je patrné, Ze ¢im strmé)si

kiivka v daném bodg, tim vé&tsi thel svird te¢na (s bodem dotyku v daném bod¢)

s kladnym smérem osy x.

Misto ,,z Glohy H4“ ma byt uvedeno ,,z ulohy H5%.

Marcela Mikova



