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Anotace:

Bakalarska prace je vyukovym materidlem k zakladim teorie elemen-
tarnich funkci bez vyuziti diferencidlniho a integrélniho poc¢tu. Obsahuje
teoretickou ¢ast v podobé potrebnych definic, vét a dikaz, spolu s praktic-
kou ¢asti zaméfenou na algoritmy feSeni standardnich typt aloh (hledéani
defini¢nich obortu funkci, hledani inverznich funkei a linearni transformace
graft funkci), feSené vzorové tlohy a priklady k procviceni s vysledky.
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Seznam pouZitého znaceni

R mnozina realnych cisel
R* mnozina kladnych realnych &isel
Ry mnoZina nezapornych realnych &isel
R~ mnozina zapornych realnych ¢isel
R, mnozina nekladnych redlnych cisel
Q mnozina racionalnich ¢isel
Z mnozina celych ¢isel
N mnozZina pfirozenych (kladnych celych) ¢isel
Ny mnoZina nezapornych celych ¢isel (pfirozena ¢isla a nula)
C mnozina komplexnich ¢isel
R* rozSifena realna osa
A logicka spojka konjukce
V  logicka spojka disjunce
= logicka spojka implikace
< logicka spojka ekvivalence
() prazdna mnozina
A C B mnozina A je podmnozina mnoziny B
A C B mnozina A je vlastni podmnozina mnoziny B
AUB sjednoceni mnozin A a B
AN B prunik mnozin A a B
AN B rozdil mnozin A a B
AA B symetricky rozdil mnozin A a B
A x B kartézsky soucin mnozin A a B
inf M infimum mnoziny M
sup M supremum mnoziny M
min M miminum mnoziny M
max M maximum mnoziny M
A — B zobrazeni mnoziny A do mnoziny B
D(f) defini¢ni obor zobrazeni f
H(f) obor hodnot zobrazeni f
flr restrikce zobrazeni f na mnozinu [
f og slozeni vnitiniho zobrazeni g a vnéjsiho zobrazeni g
inverzni zobrazeni k zobrazeni f

inf (f) infimum funkce f
sup (f) supremum funkce f
min (f) miminum funkce f
max (f) maximum funkce f

/S: uprava rovnice pomoci substituce



Uvod

Jako téma své bakalarské prace jsem si zvolil vyukovy materidl k zé-
kladim teorie elementarnich funkci. S elementéarnimi funkcemi se hojné
pracuje jiz na stfednich skolach, ale casto neucelené a ne vzdy v korektné
zavedenych pojmech. Naopak na vysoké skole se od zacinajicich studentt
obvykle mnohé znalosti a uceleny vhled do této teorie predpokladaji. Svoji
praci jsem se z toho duvodu rozhodl pojmout jako most preklenujici tento
mnohdy naro¢ny pfechod od vyuky na stfedni skole k vyuce na Skole vy-
soké. Tomu jsem podriidil i vyklad teorie a vysvétlovani feSeni uloh, které
jsou spiSe praktického charakteru a zamérené na porozuméni a praktické
dovednosti nez na formalizaci, byt jsou vS8echny vyslovené definice a véty
korektni.

V prvnich kapitolach opakuji a uceluji obecné poznatky z oblasti vyro-
kové logiky a teorie mnozin, které jsou nezbytné pro budovani dalsi latky.
Na né plynule navazuji zavedenim realnych funkeci a jejich vlastnosti. Hlavni
kapitolou z hlediska teorie jsou elementarni funkce, jejich definice, specidlni
vlastnosti a konkrétni priklady. Zavérecna praktickd kapitola je vénovana
obvyklym tlohdm spojenym s elementéarnimi funkcemi (kupiikladu urco-
vani defini¢nich obort ¢ inverznich funkci), s jejichz leh¢imi piipady se

Vétsina pouzitych definic je standardnich (v tom smyslu, Ze jsou bézné
uzivany v zakladnich kurzech teorie funkei), a zavadi se, byt tfeba v méné
obecné podobé, i na strednich skolach. Proto jsem je neprevzal z zadného
konkrétniho zdroje (az na uvedené vyjimky), ale formuloval jsem je tak,
aby poskytly co nejvétsi vhled do problematiky samotnému c¢tenéari. Se
stejnou motivaci, aby student v prvé fadé pochopil vykladanou latku, jsem
sepsal a dokazal jednotlivé véty. V textu jsou zafazeny predevsim véty,
jejichz dikaz je jednoduchy (Casto az zfejmy), a proto se ve vysokoskolskych
textech neobjevuji; jsou vsak vhodnym cvicenim naptiklad v rozsifujicich
seminafich na stredni skole.

Vétsina zavedenych pojmu je demonstrovana a procvi¢ena vzorovymi
feSenymi tlohami a nefeSenymi cvidenimi s vysledky na konci textu. Ulohy
jsou konstruovany tak, aby postihly vétsinu jevu, které se objevuji v ty-
povych tlohéch z posledni kapitoly. Nékteré tlohy jsou upravené nebo
prevzaté ze stranek http://www.cynyc.net/. Téz8i cviceni jsou oznacena
hvézdickou, probrana teorie a vzorové tilohy jsou vsak k jejich vyteseni vzdy
postacujici.

P1i rozsahu, jaky tento text mé, ¢asto i pfes sebevétsi snahu proklouzne
néjaka chyba. Chtél bych timto laskavého ¢tenare poprosit, aby mé o nich
uvédomil na emailu botek.lukasQgmail. com.


http://www.cynyc.net/
botek.lukas@gmail.com

Kapitola 1
Vyroky

V této kapitole se pokusim predevsim pripomenout nékteré poznatky
tykajici se vyroki, které pro nas budou dulezité pii budovéani teorie obsa-
zené v této praci. Budu proto predpokladat, Ze ¢tenér jiz mé osvojené tyto
zéklady teorie vyrokové logiky a predikatového poctu:

e chape, co je to vyrok, negace vyroku a jaky je mezi nimi vztah,

e umi pracovat se sloZenymi vyroky obsahujicimi logické spojky (kon-
junkce, disjunkce, implikace a ekvivalence) a negacemi téchto vy-
roki,

e je seznamen se zaklady predikdtového poctu a umi aktivné pouzivat
kvantifikatory,

e zné pojmy tautologie, kontradikce a splnitelna formule.

Pro pripomenuti zakladnich vztahi slozenych vyroka prikladdam ta-
bulku pravdivostnich hodnot logickych spojek. 0 a 1 pouzivam ve stan-
dardnim vyznamu nepravda a pravda.

oz‘ﬁ“—'oz‘oz/\ﬁ‘oz\/ﬁ‘aéﬁ‘a@ﬁ
1)1 0 1 1 1 1
110] O 0 1 0 0
01 1 0 1 1 0
00 1 0 0 1 1

Ma-li ¢tenar postacujici znalosti z oblasti logiky, si mtze ovérit v nasle-
dujicich cvic¢enich.
Cviceni

1.1. Sestrojte tabulku pravdivostnich hodnot pro formuli vyrokového

poctu
- (a=0) =«

a rozhodnéte, se kterou logickou spojkou pro «, 3 je ekvivalentni.



1.2. Jakou logickou spojku je nutno doplnit do vyrokové formule

(=8 =—a)s (a...p)
na misto tecek, aby se jednalo o tautologii?

*1.3. Ve kole byl na zachodech citit kouf z cigaret a byli u toho piitomni
zaci Albert, Bedrich a Cyril. Rozhodnéte, ktefi zaci mohli koufit,
kdyz vime, Ze koutil alespon jeden ze zaku Albert a Bedfich, déle
vime, ze jestlize koufil Cyril, pak se pridal i Bedfich, a ze koufil nej-
vyse jeden ze zéaku Bedrich a Cyril. Ozna¢me A situaci, kdy koufil
Albert, B, kdy koutil Bedrich, a C, kdy kouiil Cyril. Resenf vyja-
drete pomoci A, B, C' formuli vyrokového poc¢tu s nejvyse jednou
logickou spojkou.

1.4. Znegujte vyroky.

(a) Kazdy pravouhly trojihelnik je zéroven rovnoramenny.

(b) Alesponi osm lidi ze tfidy ma jednicku z matematiky.
1.5. Znegujte vyroky a pokud mozno maximélné zjednoduste.

(a) e=VzeR:z>2
(b) p=VzeRIneN:n<z<n+1
() X =V, x2€M: (21 <x2) = (f(21) < f(22))

*1.6. Znegujte vyrok n a rozhodnéte, ktery z vyroka n, —n je pravdivy.

n=VreRdneN:z <n

1.1 Implikace

Jedinou latkou, na kterou se v této kapitole trochu podrobnéji zamérim,
je problematika implikace, protoze se Casto setkava u studentt s ne tplné
jasnym pochopenim.

Nejzakladnéjsi chybou byva snaha obracet implikaci, zejména pak u vét,
ve kterych jednozna¢né nevyplyva z kontextu, jestli plati i druhym smérem.
Nespravnost obraceni implikaci si miuzeme ukézat tfeba na znamém pii-
kladu: ,,Kocka mé ¢tyfi nohy, miij pes ma ¢tyii nohy, mij pes je koéka.“
Poznamka. Korektnim zptusobem, jak miizeme smér implikace zdanlivé ob-
ratit, aniz bychom zménili jeji pravdivost, je jeji obména: (o = ) &
& (=0 = na).

(U'Schopnost rozpoznat implikaci predpokladam jiz v avodu této kapitoly, a tak pro
nézornost absurdity ponechédvam vétu v tomto tvaru, kde nejsou implikace jasné zdu-
raznény slovy ,Jestlize ..., pak ...*.
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Dalsim ¢astym problémem byva pochopit, jak miize byt implikace prav-
diva, kdyz je predpoklad (¢i dokonce i zavér) nepravdivy, neboli jak z ne-
pravdy miize vyplynout pravda. UkaZeme si to na piikladu Pythagorovy
véty, ktera ve formé implikace tika: ,,Je-li trojihelnik pravouhly, potom
pro jeho odvésny a, b a pieponu c plati vztah a? + b* = ¢*“. Jenomze exis-
tuji i jiné utvary, nez pouze pravouhlé trojuhelniky, ve kterych takovyto
vztah muZze (napf. ¢tyfuhelnik o stranach ¢ = 4cm,b = 3cm,c = 5cm,
d = 10cm) nebo i nemusi platit, a pfesto nijak nenarusuji nase tvrzeni.
Zaveér tedy miize platit v riiznych kontextech, ale hlavni je, aby platil v kon-
textu daném predpoklady. V podstaté by se dalo Tict, Ze nezalezi na zavéru,
pokud neni splnény predpoklad, protoze pak nikterak neovliviiuje pravdi-
vost véty.

Implikace je zakladem pro pojmy ,nutné podminka‘“ a ,,postacujici pod-
minka“ uzivané v souvislosti s matematickymi vétami. Za nazvy pojmi neni
tfeba hledat nic slozitého, protoze jde pfimo o jejich mluvnicky vyznam,
ale nejsnaze si to ukazeme na piikladu s mnozinami. Mnozinou P ozna¢me
opice, mnozinou K savce a mnozinou N Zzivocichy. Pokud o objektu vime,
Ze je to opice, pak je to postacujici podminka, abychom mohli jednozna¢né
tvrdit, Ze je to savec, protoze kazda opice je savcem. Naopak to, Ze je néco
Zivocich, je jen nutnou podminkou k tomu, aby to mohl byt savec, protoze
je-li néco savcem, uz je to nutné zivocichem.

@KN

Jak vidime z Vennova diagramu, jedné se o podmnoziny P C K C N,
kde mnozina K je mnozina naseho konceptu, jeji podmnozina P je mno-
Zina postacujici podminky a jeji nadmnozina N je mnozina podminky
nutné. Ve vyrokové logice muzeme totéz vyjadiit jako (xr€P = x€ K) A
AN(xe€K = xz€N). Nyni jiz je patrné, ze leva ¢ast implikace tvori pod-
minku postacujici a prava ¢ast podminku nutnou.

V praxi poznatky o postacujici podmince vyuzivame pfedevsim, kdyz

chceme dokazat, ze se jedna o hledany objekt, zatimco o nutné podmince
pokud dokazujeme, Ze ji to nespliuje, a tim padem se o hledany objekt
nejedna.
Pozndmka. Pokud je jedna a ta sama podminka nutnou i postacujici, plati
mezi ni a danym konceptem ekvivalence. Napf. podminka ,,objekt je rov-
nostrannym pravouhlym c¢tyifihelnikem® je nutnou podminkou pro to, aby
byl objekt ¢tvercem, protoze kazdy Ctverec je rovnostrannym pravotuhlym
¢tyrtuhelnikem, i podminkou postacujici, protoze kazdy rovnostranny pravo-
uhly ¢tyrahelnik je ¢tvercem. Jinymi slovy, objekt je ¢tvercem pravé tehdy,
kdyz je pravouhlym rovnostrannym c¢tyrihelnikem. Proto se ekvivalentni
podminka ¢asto nazyvi nutnou a postacujici.
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Uziti nutné podminky si v matematické praxi ukédZeme na nésledujici
tloze.

Uloha 1. Rozhodnéte, zda-li lze sestrojit AABC se stranami o velikosti
a=2cm,b=4cm,c=8cm.

Reseni. Nutnou podminkou sestrojitelnosti trojuhelniku je splnéni trojua-
helnikové nerovnosti.inymi slovy, jestlize l1ze trojuhelnik ABC' sestrojit,
potom pro jeho strany a, b, ¢ plati trojuhelnikova nerovnost.

Jak vidime, trojihelnikova nerovnost je porusena v piipadé a +b > ¢, pro-
toze 2+ 4 =06 ¥ 8.

Jelikoz je porusena nutna podminka, muzeme rozhodnout, Ze trojuhelnik
nelze sestrojit.

Cviceni
1.7. K nasledujicim vyrokiim naleznéte nutnou a postacujici podminku

a

(a) Jsem néabytkem.

(b) Ziji v Ceské republice.
)
)

(c) V penézence mam alespon 300 korun.

(d) 15[n[™]

(?)Ve skutecnosti je trojahelnikova nerovnost nutnou i postacuji podminkou sestroji-
telnosti trojuhelniku, ale pro nazornost této tlohy hovoiime o podmince bez Gjmy na
obecnosti pouze jako o podmince nutné.

(®)Vysledky z tohoto cvideni jsou pouze jedny z mnoha spravnych feseni.

(9Znak | znamena, Ze &slo n je beze zbytku délitelné ¢islem 15 (Gteme ,éislo 15 déli
¢islo n“).
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Kapitola 2
Mnoziny

V této kapitole si pfipomeneme zakladni poznatky z oblasti mnozin,
které se predevsim pokusim dale rozsirit. Budu proto predpokladat, ze cte-
nar ma jiz osvojené tyto znalosti:

e chape, co je to mnozina, prvek mnoziny a s tim spojené pojmy
prazdné a nepriazdna mnozina,

e umi pracovat s koneénymi a nekoneénymi mnozinami, mnozinami
danymi vyctem prvki a danymi vlastnosti,

e vi, co je to podmnozina, doplnék mnoziny a kdy jsou si mnoziny
rovny.

Mel by také chapat vztah mezi kvantifikatory a prazdnou mnozinou,
ale protoze se s timto vztahem budeme i nadale setkavat, tak si ho radéji
ozivime na nasledujici tloze.

Uloha 1. Rozhodnéte o pravdivosti vyroku ¢ = Vzel: z > 0Az < 0.

Resent. Na prvni pohled ¢ vypadé jako nepravdivy vyrok, protoze x preci
nemuze byt zaroven vétsi a mensi nez 0. Podivejme se ale na problematiku
trochu z jiné strany. Z vyrokového poc¢tu vime, Ze je vzdy pravdivy budto
vyrok, nebo jeho negace. Plati tedy ¢ nebo —p = dzx€: z <0V x > 0.
Jelikoz v () nenf zadné z, tak —1) nemiize byt pravdivé, tedy pravdivé je ).

Poznatek z lohy mtizeme zobecnit tak, ze kvantifikujeme-li pfes vSechny
prvky prazdné mnoziny, je tvrzeni vzdy pravdivé.

Ma-li ¢tenar postacujici znalosti z oblasti mnozin, si muze ovéfit v na-
sledujicich cvic¢enich.

Cviceni

2.1. Upravte a co nejjednoduseji korektné zapiste nésledujici mnoziny.

y 90 1ty o ) 9

)
)

(c) C={-2,0,2 7,2 or 50 3
)
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2.2. M&jme mnozinu £ = {10,{10% 103} ,10% 10°}. Rozhodnéte a zdi-
vodnéte, zda-li je 10? prvkem mnoZiny E.

2.3. Zapiste mnozinu v8ech podmnozin (tzv. poten¢ni mnozinu) mno-
ziny F' = {m, e, 0}.

2.4. Vy¢tem popiste mnozinu G = {{i,j};G; = G; Ni # j} je-li

Gy ={z;zeR Az = {x}, Gy ={z;xeNg ANz < 2},
Gy ={z;zeR Aa? +4x+4=0}, G5={0,1},
Gy ={z;z€Z N|x —1| < 1}, G = 0.

2.1 Operace s mnozinami

Abychom se dostali s teorii o krok dal, potfebujeme zajisté ovladat ope-
race s mnozinami. Ze stfedni skoly by mély byt zndmé operace sjednocent,
pruniku a rozdilu mnozin, ke kterym priddme symetricky rozdil mnozin.
Pro lepsi predstavu, co jednotlivé operace znamenaji, si je nyni vSechny
zadefinujeme a znazornime na Vennovych diagramech.

Definice 1 (Sjednoceni mnozin). xt€ AU B &L veAVaeB,

A B

Vysledna mnozina obsahuje prvky, které se vyskytuji alespon v jedné z mno-
Zin.

Definice 2 (Prunik mnozin). z€ AN B &L reANzEB.

A B

Vysledna mnozina obsahuje prvky, které se vyskytuji zaroven v obou mno-
Zinéach.
Definice 3 (Rozdil mnozin). z€ A\ B & pe AN r¢B.

A B




Vyslednd mnozina obsahuje prvky, které se vyskytuji v A, ale nevyskytuji
se v B.

Definice 4 (Symetricky rozdil mnozin). t€ AA B &L e ANBVzE B A.

A B

Vyslednd mnozina symetrického rozdilu dvou mnozin obsahuje prvky,
které se vyskytuji v pravé jedné z nich

Bez dtkazu nyni sepiSeme tvrzeni shrnujici zakladni vlastnosti uvede-
nych operaci.

Véta 1. Pro operace U, N, . a A plati nasledujici vlastnosti:

1. AN B a AA B tvori disjunktni rozklad A U B,

2. Ua N mnoziny samé se sebou je ta sama mnozina (tzv. idempotentni
vlastnost), zatimco . a A mnoziny se sebou je (),

3. pro operace s prazdnou mnozinou plati nasledujici:

AUD=A,AND=0,A~0=A AAD= A,

4. U,Na A jsou komutativni a asociativni, zatimco \ nenf ani jedno,

5. U a N jsou navzajem distributivni, navic N je distributivni viaci A:

AUBNC)=(AUB)N(AUC),AN(BUC) = (ANB)U(ANCQO),
AN(BAC)=(ANB) A (ANCQO).

Z asociativity symetrického rozdilu plyne zajimavy poznatek, ze pokud
provadime symetricky rozdil vice mnozin za sebou, tak do néj patii préave
ty prvky, které se vyskytuji v priniku lichého poc¢tu téchto mnozin.

C

Zavedené operace sjednoceni a priniku lze pomoci vyse uvedené definice
a uzavorkovani provést vzdy pouze konecénékrat, ale muze nastat situace,
kdy budeme chtit napf. sjednotit nekoneéné mnoho mnozin, a proto se
zavadi i obecné operatory.

(17 hlediska logiky se jedné o tzv. exkluzivni disjunkei prvki.
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Definice 5 (Obecné sjednoceni a obecny priinik mnozin). Mé&jme mnoziny
Ay a€l. Jejich sjednocenim nazyvame mnozinu

UAa ={x;dacl: €A},

acl

jejich prinikem nazyvame mnozinu

ﬂAa = {z;Vael: z€A,}.

ael

Uloha 2. Oznaéme A = {r;x€R A |z + 1] < 3}. Uréete M = AN (ZAN).

Resend. Zatneme zévorkou (Z AN):z€ ZAN & (z€Z~N VzeN\Z)&
& (re{0,-1,-2,...} Vzel) ©2e{0,-1,-2,...} =Z;.

Prvky mnoziny A: realnd ¢isla na intervalu (—4, 2)

Zy N A: Konetna mnozina M = {-3, -2, —1,0}.

P1i studiu funkei pro nas bude klicové prifazovani objektu k jinému ob-
jektu, které matematicky formalizujeme pomoci usporadané dvojice. Uspo-
fadanou dvojici [a, b] se mysli dvouprvkova mnozina obsahujici prvky a a b,
ve které zalezi na poradi prvki. Jinymi slovy, u usporadané dvojice rozlisu-
jeme, ktery prvek je prvni, a ktery je druhy. Z toho plyne, Ze [a,b] = [c, d]
pouze v piipadé, ze a =ca b= d.

Zatneme definici mnoziny vS8ech usporadanych dvojic prvki z danych
mnozin, tzv. kartézského soucinu.

Definice 6 (Kartézsky souc¢in mnozin). A x B = {[a,b];a€ A A be B}.

Vyslednd mnozina je tedy tvorena vSemi usporadanymi dvojicemi, je-
jichz prvni slozkou jsou prvky z mnoziny A a druhou slozkou jsou prvky
z mnoziny B .

Pozndmka. n-tou kartézskou mocninou mnoziny A rozumime A™ definované
induktivné jako A! :== A; A" := A x A" pro neN.

Uloha 3. V kartézské soustavé soufadnic znazornéte kartézsky souéin mno-
zin X XY, pro které plati X =Z a Y = Nj.

Resent. 7 definice vyjdou jako FeSeni vSechny usporadané dvojice [z, y], ve
kterych x€Z a y €Ny, tedy X x Y = {[z,y|;2€Z NyeNy}. Ne vzdy bude
na prvni pohled jasné, co TFeSeni reprezentuje, proto doporucuji pokazdé
provést nacrtek. V tomto pripadé mnozina X a Y vlastné reprezentuji
piimky a polopfimky, jejichz pruseciky jsou reSenim.

(2)Pfedpokladam elementarni predstavu, co je to interval. Korektné jej zavedu v na-
sledujici kapitole 2.2 Relace na mnozinach.

(3)Zavedenim uspofadané dvojice a jeji formalizaci se nebudeme detailngji zaobirat.
Nejcast&ji se definuje pomoci mnozin jako [a,b] == {{a},{a,b}}.

OV pFipadé nasobeni n mnozin se jednéa o usporadané n-tice.
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Z obrazku je jiz patrné, Zze feSenim jsou vSechny celo¢iselné body roviny
s nezapornou druhou soutradnici.

Uloha 4. V kartézské soustavé soufadnic znazornéte mnozinu X x Y, kde
X={rzeRA2<z<5}aY ={y;ycRA -1 <y <3}

Resend. Jedna se o uspotradané dvojice v R?, pro jejichZz x-ovou a y-ovou
soutadnici plati, ze 2 < z < 5 a —1 < y < 3. V podstaté se jedna o dva
pasy bodu, jejichz prinik (existuje-1i) spliiuje podminky pro z i y. Nesmime
opomenout ostré nerovnosti, kvili kterym prislusné hranice do feSeni ne-
spadaji.

Z obrazku je zfejmé, ze feSenim jsou vSechny body uvniti obdélniku, a spolu
s nimi i vrchol v [5, —1] a jeho prilehlé strany.

Cviceni

2.5. Mé&jme mnoziny Hy = {1,2,3}, Hy = {3,4,5} a H3 = {1,2,3,4,5}.
Urcete vysledné mnoziny.

*2.6. Mé&jme mnozinu vSech déti a v ni mnozinu v8ech divek D, mnozinu
vSech chlapcti C', mnozinu B zaku 3.B a mnozinu vSech alergickych
déti A. Uréete mnozinu M = DN[B ~ (DN C)|N[(DUC)ABA A

2.7. 'V kartézské soustavé soufadnic znazornéte a popiste kartézsky sou-
¢in mnozin I; X Is.

(a) I = {z;zeR} I, = {y;yeRT}
(b) Iy ={z;zeR}, b = {y;y€Z}

*92.8. V kartézské soustavé souradnic znazornéte mnozinu

K ={[z,y];[z,y] eR*AN2< 2 <6A1 <y <z}
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2.2 Relace na mnozinach

7 minulé podkapitoly jiz vime, co je to kartézsky soucin dvou mnozin.
Ten je ale hodné obecny a hodilo by se ndm z mnoziny vSech usporadanych
dvojic vybrat jen nékteré. Libovolnou podmnozinou kartézského soucinu
dvou mnozin pak nazveme binarni relaci mnozin.

. ., " . ., o def,
Definice 7 (Binarni relace mnozin). R je binarni relace mnozin M;, My <=

def
<~ R C My x M.
Stejné jako u kartézského soucinu se ani u relaci nemusime omezovat
na dvé mnoziny. Muzeme tvofit libovolné n-arni relace, ale pro nase ucely
si vysta¢ime pouze s binarnimi relacemi.

Pozndmka. Binarni relace R na mnoziné M je podmnozina kartézské moc-
niny R C M?. Vyraz [z,y] € R pro lepsf orientaci v textu zapisujeme takeé
T Ry.

Uloha 5. V kartézské soustave souradnic znazornéte binarni relaci R C N2,
pro kterou plati xRy < y|z.

Regeni. Binarni relace R tvori mnozinu usporadanych dvojic [z,y] v N2,
kde y d&li beze zbytku z, neboli R = {[z,y]; [z, y] €N* A y|z}. Jednotlive
dvojice zaneseme do grafu a budeme postupovat nasledovné: y = 1 déli
vSechna x, y = 2 déli vSechna suda x, atd.
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Uloha 6. V kartézské soustavé soufadnic znazornéte binarni relaci R C R?,
pro kterou plati xRy < = = y2.

Resent. Stejné jako v predchozi tiloze si prvné napiSeme mnozinu uspofa-
danych dvojic R = {[z,y];[z,y] ER* Az = y*}.Ze stredni skoly vime, ze
tato mnozina bodu je parabola, jeji pribéh pro ucely nacrtu upfesnime
dosazenim bodu 0,41, +2 + 3 za y. Dostavame usporadané dvojice [0, 0],
[£1,1], [£2,4] a [£3, 9], které zaneseme do kartézskych soufadnic a prolo-
Zime parabolou.
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V rdmci relaci pro nés bude dilezity predevsim specialni podtyp, kterym
je uspoi"édani
Definice 8 (Neostré usporadéani). Rikame, Ze relace < na mnoziné M je
neostré usporadani, pokud méa nésledujici vlastnosti:

e reflexivitu: Vee M : x < x,
e antisymetrii: Ve, ye M: (r <yAy dz)=x =y,
e tranzitivitu: Va,y,ze M: (x <yAy <dz)=z <z

Pozndmka. Zavadi se i pojem ostré usporadani. Oproti neostrému se 1isi na-
hrazenim reflexivity v definici antireflexivitou (Ve € M : = (z < x)), z ¢ehoz
vyplyva, ze prvek jiz nemize byt v relaci sdm se sebou.

Nejlépe si predchozi definici uvédomime na konkrétnich prikladech. Na
mnoziné realnych ¢isel je usporadanim relace znamé jiz ze zakladni skoly
,byti mensi nebo rovno nez“. Jinym usporadanim, tentokrat na mnoziné
mnozin (napf. potenéni mnozing, viz cviceni 2.3.), je relace ,,byti podmno-
Zinou“.

Na téchto dvou prikladech si muZzeme demonstrovat dulezitou vlastnost
uspofadani, uplnost. Usporadani R na mnoziné M je uplné (téz linearni),
pokud jim lze porovnat kazdé dva prvky M. Formalné tuto vlastnost zapi-
Seme takto: Vx,ye M: xRy V yRx V x = y.

Zatimco ,byti mensi nebo rovno“ na mnoziné R je tplnym uspoiada-
nim, inkluze na poten¢éni mnoziné tplnym usporadanim neni (kupiikladu
na poten¢ni mnoziné mnoziny {a, b} lze porovnat prvky () a {a}, ale nikoli
prvky {a} a {b}).

Mnoziny, kde usporadani nezavadime, jsou napi. R?, C apod.@
Poznamka. Ruznych usporadani na R muZzeme zavést mnoho. Vétsinou
se setkdvame predevsim s klasickymi usporddanimi ,,byti mensi nebo rovno
nez a ,,byti mensi nez“, ktera znac¢ime < a <. Prikladem zavedeni ji-
ného usporadéani pak muze byt napft. relace zRy < f(x) < f(y), ve které
f(x) = —z. Dosazenim f(z) do nerovnosti dostaneme = > y, neboli opacné
usporadani k ,,byti mensi nez“, tedy ,,byti vétsi nez‘.

() Jinym vyznamnym typem relace je ekvivalence, v analyze viak budeme systematicky
pracovat pouze s jednou ekvivalenci, a to rovnosti, jejiz vlastnosti jsou ¢tenafi dobfe
zZnamy.

(6)Z axiomu vybéru plyne, 7e kazdou mnozinu lze uspofadat, R? a C vsak nelze uspora-
dat tzv. okruhové, tedy tak, aby s timto uspofadanim tvorily ,,smysluplny* ¢iselny obor.
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Z hlediska vymezeni okraji mnozin se zavadéji pojmy omezenost a ohra-
nicenost, které se v R zpravidla neodlisuji, ale protoze se v teorii funkci se-
tkavame i s pripady, kdy ekvivalentni nejsou, tak si zde oba dva zavedeme
a nasledné ukazeme jejich rozdily.

Definice 9 (Omezenost). (Pilous, 2016) Necht je na mnoziné P pro kazdé
dva prvky x,y € P definovana jejich vzdalenost p(x,y) (presnéji, necht
(P, p) tvori tzv. metricky prostor). Pak fekneme, Ze mnozina M C P je
omezena, pokud existuje realné ¢islo r takové, ze kazdé dva prvky mmno-
ziny M jsou vzdaleny méné nez r, neboli IreR Va,ye M: p(z,y) < r.

Definice 10 (Ohranicenost). (Pilous, 2016) Necht je mnozina P linearné
ostfe usporadana relaci <a M C P. Rekneme, Ze je mnozina M ohrani¢ené
zdola v P podle <1, pokud dK; € P Vx € M: K; < z, a Ze je ohrani¢ena
shora v P podle <, pokud 3K, € P Vo € M: x < K, (pfipadné presnéji
fikdme, 7e M je zdola ohrani¢ena (hodnotou) K a shora K). Rekneme,
ze je mnozina M ohrani¢ena v P, je-li ohranicené shora i zdola.

Omezenost vyjadiuje myslenku, Ze se mnozina ,,netdhne do nekonecna“,
protoze vezmeme-li si libovolny bod omezené mnoziny, vsechny ostatni od
néj musi mit vzdalenost mensi nez r (a tedy celd mnozina lezi v kouli
s polomérem r). Oproti tomu ohranic¢enost je ,vlastnost podmnoZiny né-
jaké linedrné usporadané mnoziny vzhledem k celé této mnoziné, ... Ze se
podmnozina netahne ,az ke krajim* celé mnoziny* (Pilous, 2016).

Rozdil mezi témito vlastnostmi, které se ¢asto smésuji, je v tom, ze
nezbytnym predpokladem zavedeni omezenosti je vzdalenost (a usporadani
neni tieba, proto miZeme definovat omezenost napi. v R? nebo C), zatimco
ohranicenost vyzaduje usporadani dané mnoziny (a naopak nemusi byt
definovana vzdalenost).

Véta 2. Omezenost a ohranic¢enost v R jsou ekvivalentni, neboli podmno-
Zina realnych ¢isel je omezené pravé tehdy, kdyz je ohranicena v R.

Diikaz. <=: Pokud je mnozina M ohranicenéd v R, potom plati 3K, Ko €R
Vee M: Ki < x Ax < Ks, neboli vechny prvky M jsou mezi K; a K.
Vyplyva, Ze vzdalenost dvou prvkia v M je mensi nez r .= |K; — Ky| € R,
a tim padem je M omezena.

=: Z omezenosti vime, ze zadné dva prvky od sebe nejsou vzdaleny vice
nez r € R. Vezmeme-li libovolny prvek o € M, pak vSechny ostatni prvky M
jsou od néj vzdaleny méné nez r. Pritadime-li K7 =2y —1r a Ky =29+,
tak K7 i Ky budou z R, protoze zo € R i r € R, a pritom bude platit, ze
VeeM: Ky < x ANz < Ky, z ¢ehoz plyne ohranicenost M v R.

Tento hladce vypadajici dikaz ma jeden drobny zadrhel — predpokla-
dame existenci xo€ M. Pro prazdnou mnozinu tedy musime provést diikaz
zvlast. To je v8ak trividlni, protoze v obou definicich kvantifikujeme pres
vSechny prvky prazdné mnoziny, takze tvrzeni je vzdy platné. Prazdna
mnozina je tedy omezena (s libovolnym 7) i ohrani¢ena (libovolnym K7,
K, dokonce i tehdy, kdyz K; > K). cbd

vvvvvv

v piipadé ohranicenosti. Je-li mnozina omezend v prostoru P, je ome-
zena i v kazdé jeho podmnoziné. To u ohranic¢enosti neni pravda, protoze
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napi. mnozina H = {%;nGN} je ohrani¢ena v R, ale neni (zdola) ohra-
nicend v R*. Z toho vidime, Ze ani ekvivalence z minulé véty jiz nemusi
platit na podmnozinach R.

Co se tykéa ohrani¢enosti, nékdo by mohl podotknout nejasnost u minulé
véty, protoze zatimco na R je definovano i neostré usporadani, definice
ohranic¢enosti predpoklada ostré. Toto objasiuje nasledujici véta.

Véta 3. (Pilous, 2016) Necht < je ostré linearni usporadani na mnoziné P
a < je jemu odpovidajici usporadani neostré (tedy a < b < (a < bV a =0)).
Pokud mnozina P nema minimum podle <, je ohranic¢enost zdola v P podle
< a d ekvivalentni. Analogicky nema-li P podle <1 maximum, je ohranice-
nost shora podle <1 a < ekvivalentni.

Diikaz. (Pilous, 2016) =: Trivialni, plati-li ostra nerovnost, plati samo-
ziejme 1 neostra.

«<: Jeli M v P zdola ohranicend podle d, existuje a € P, které je
mens{ nebo rovnéem prvkim v M (formélné: Ja€ PVxe M: a < x).
Pokud v8ak P nem& minimum, existuje v ném ke kazdému prvku prvek
mensi, takZe i k a existuje @’ € P, pro které plati a < o’. Pak je ovsem
a' ostfe mensi nez v8echny prvky M, takze M je v P zdola ohrani¢ena
i podle <. cbd

Jestlize mame linearné usporadanou mnozinu, mizeme na ni zavést spe-
cialni typ podmnozin, které obsahuji vSechny prvky ve vymezené oblasti.

Definice 11 (Interval). Necht je mnozina U linearné usporadané uspora-
danim <. Pak fekneme, ze mnozina I C U je intervalem U, pokud

Ve,y,2z€U: (x,yelNe<z<Ly) = z€l.

Jinymi slovy, interval je podmnozina, ktera s kazdymi dvéma prvky
obsahuje i vSechny mezi nimi. Jak je patrné, bez usporadani by takovato
definice neméla smysl.

Cviceni
2.9. V kartézské soustavé soufadnic znizornéte binarni relaci R C R?,

pro kterou plati xRy < x < 2y.

2.10. M¢jme tfi mnoziny, pro které plati Z; = {x reERA —; > }
Zy ={x;zeRAN|z—5| <1} a Z3 = {z;z€RAz* -5z +9 > 3}.
Urcete v R interval nasledujicich mnozin.

(a) Zl N ZQ N Zg
(b) Zy U Zy U Zs
(C) Zl N (Z2 U Zg)

2.11. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda plati

N =0

(MPro jednoduchost piejimame terminologii b&zného usporadani realnych isel, vyraz
x <y tedy ¢teme ,,x je mensi nebo rovno y“.
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2.3 Zavory

7 hlediska omezeni a hranic mnozin se zavadi hned nékolik pojmi, které
pozdéji vyuzijeme i u funkci. Prvnim z nich je zévora, kterou rozliSujeme
z hlediska usporadani na horni a dolni.

Definice 12 (Zavory mnoziny). Necht je mnozina P uspofadané relaci <
a A je podmnozina P. Prvek z € P nazyvame horni (dolni) zavorou A v P,
pokud

VacA:a<z(z<a).

Definice fiké, ze horni (dolnf) zavorou je hodnota, ktera je vétsi (mensi)
nebo rovné vSem prvkim mnoziny. Jak vidime, zdvora nemusi byt z mno-
ziny, a dokonce ji ani nemusi byt ,blizkd“. Jedné se Cisté jen o hranici,
ktera nam ftika, ze vné se jiz zadny prvek mnoziny nenachéazi. Pomoci zavor
se zavadéji supremum a infimum.

Definice 13 (Supremum). Necht je mnozina P usporadana relaci < a A
je podmnozina P. Ozna¢me H mnozinu hornich zavor mnoziny A (neboli
H ={h;he PN (Ya€A: a < h)}. Supremem mnoziny A (znacime sup A)
nazyvame nejmensi prvek mnoziny H, neboli takové s€ H, pro které plati

Vs'eH: s<5s.

Definice 14 (Infimum). Necht je mnozina P uspofadand relaci < a A
je podmnozina P. Ozna¢me D mmnoZinu hornich zévor mnoziny A (neboli
D ={d;deP A (Ya€ A: d < a)}. Infimem mnoziny A (znacime inf A) na-
zyvame nejvétsi prvek mnoziny D, neboli takové ¢ € D, pro které plati

Vi'eD: i <.

Jinymi slovy, supremum je nejmensi horni zavora, resp. infimum nejvétsi
dolni zévora. Diky tomu muZeme pozorovat jiz zminovanou tzv. ,,namacknu-
tost” na mnozinu, protoze pokud by napf. u suprema existovala mensi horni
zévora, existoval by uz prvek mnoziny, ktery by byl vétsi nez ona mensi
horni zavora, tim padem by se o horni zavoru nejednalo.

Neomezené mnoziny a prazdnad mnozina v R supremum nebo infimum
nemaji (kupfikladu R vitbec nemé zavory, () zase ma za horni i dolni za-
vory celé R, které nemd maximum ani minimum). To, Ze se mnoZina na
realné ose naptiklad ,tahne* neohrani¢ené doprava, intuitivné popisujeme
pojmem nekonec¢no. Tento koncept formalizujeme v nasledujici podkapitole
zavedenim tzv. rozsitené realné osy R*, kterd bude obsahovat +o0o0 a —oo.
Supremem a infimem podmnoziny realnych ¢isel pak budeme rozumét jejich
supremum a infimum v R*, kde uz méa kazda podmnozina oboji.

Pokud by zavora byla z mnoziny, potom mluvime o maximu, resp. mi-
nimu mnoziny.

Definice 15 (Maximum a minimum). Necht je mnozina A uspoféddand
relaci <. Prvek m € A nazyvame maximum (minimum) mnoziny A, pokud

VaeA:a<m(m <a).
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U maxima a minima se tedy jedna o nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny.
S tim je nutné spojeny fakt, Ze nemusi viibec existovat, a to ani tehdy,
kdyz existuje supremum (coZ bude v R* vzdy, v Q ale nemusi mit mno-
Zina ani supremum). Vezméme si jiz zminovany piiklad omezené mnoziny
H= {%, ne N}. Tato mnozina minimum nema, protoze ke kazdému prvku
existuje v mnoziné vzdy jesté mensi, ale inf H = 0.

Cviceni
2.12. Rozhodnéte a zdiuvodnéte, zda-li pro M = (0,1) a M’ = (0, 1) plati

sup M =sup M’ a inf M = inf M.

2.13. Méjme mnozinu M; C R u které zndme supremum a infimum.
Urcete supremum a infimum mnoziny Ms, pro kterou plati:

(a) My = {2+ z;0€ M}
(b) MQZ{Q—ZE,J]GMl}
(¢) My ={-%;2€M}.

2.4 Ciselné obory

Predpokladam, ze zakladni znalosti o ¢iselnych oborech ma jiz ¢tenar
osvojené, a vi tedy, ¢im se vyznacuji a jaké ¢isla do nich patii. Pro pfipo-
menuti alespon uvadim mnozinovy zapis jednotlivych oborii:

N={1,2,3,...}, No = {0,1,2,3,...},

Z=1{.,6-3-2-1,0123..},Q= {S;pez,qu}.

Realna ¢isla mizeme zjednodusené popsat pomoci desetinnych rozvoji.
Zatimco racionélni ¢isla maji desetinny rozvoj bud ukon¢eny, nebo od né-
jaké pozice periodicky, redlna ¢isla jsou predstavovana vSemi moznymi de-
setinnymi rozvoji.

Doplnék racionalnich ¢isel v ¢islech realnych je mnozina tzv. iracional-
nich ¢isel. Tato mnozina, nékdy znacena I, neni uzaviend na soucet ani
na soucin, a nepovazujeme ji tedy za ¢iselny obor. Prikladem iracionélnich
cisel jsou /2, , e.

Zaméiim se na mnozinové vztahy mezi jednotlivymi ¢iselnymi obory.
Vsechny obory jsou uzaviené na nékteré operace, ale na nékteré jiz potie-
bujeme jejich nadmnozinu, napf. mnozina prirozenych ¢isel je uzaviena na
s¢itani, ale neni na od¢itani. Diky tomuto vztahu pak mohu prévé jejich
nadmnoziny popsat.

e Nejmensi nadmnozinou N uzavienou na od¢itani jsou Z.

e Nejmensi nadmnozinou Z uzavienou na déleni (mimo 0) jsou Q.
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e Nejmensi nadmnozinou QQ uzavienou na supremum a infimum ome-
zenych mnozin kromé prazdné mnoziny jsou R.

e Nejmensi nadmnozinou R uzavienou na feSeni kvadratickych rovnic
jsou C.

Pozndmka. Supremum a infimum zajistuji kontinuum ¢isel na realné ose,
protoze osa tvorenad pouze raciondlnimi ¢isly by nebyla tplna. Muzeme si
to ukdzat napf. na funkci sinz v Q, kde by méla jediny koten (prusecik
s osou x) pro x = 0.

Komplexnimi ¢isly ale v8echny obory nekonéi. Nadmnozinou komplex-
nich ¢isel C, ktera maji dvé jednotky, jsou kvaterniony H se ¢tyfmi jednot-
kami, jejich nadmnozinou oktoniony O s osmi jednotkami. Uplatnéni téchto
¢iselnych obort je pak predevsim v moderni teoretické fyzice a aplikované
matematice, ale napt. i pfi hleddni platonskych téles ve vicerozmérnych
prostorech.

Pokud bychom chtéli uvést vsechny ¢iselné obory pomoci néjaké mno-
Zinové operace v jednom zéapisu, vypadalo by to asi né¢jak takto:

chc@cRgCCHc@

Takto naznacené posloupnost ¢iselnych obort vede k zamysleni, co se
s vlastnostmi jednotlivych obortu dé&je. Smérem od prirozenych ¢isel k re-
alnym se zlepSuji a pribyvaji vlastnosti (pomineme-li, Ze v racionalnich
¢islech zmizi nastupci), ale od realnych ¢isel dal se zacinaji vlastnosti zase
zhorSovat. Postupné mizi usporadani v komplexnich ¢islech, komutativnost
nasobeni v kvaternionech a asociativita ndsobeni v oktonionech. Z téchto
divodi jsou redlna ¢isla pohodlnym oborem pro vybudovani zékladd ma-
tematické analyzy.

V tuto chvili zname realnou osu, vime jaka ¢isla na ni hledat a tusime,
ze jeji konce vedou nékam do nekonecna, ale neumime s nim pracovat. Pro
upfesnéni se v matematické analyze zavadi rozsifené realné osa.

Definice 16 (Rozsifena realna osa). (Pilous, 2016) Rozsifenou realnou
osou rozumime mnozinu R* = R U {400}, do které prenasime usporadani
a operace z R a dodefinovavame:

e usporadani: VaeR : —oco < a < 00 A —00 < o0,

e intervaly: prirozené rozsifime intervaly zndmé z R o ty, které jsou
uzaviené u nekonecné meze,

e opac¢ny prvek: — (+00) = 00, — (—00) = +00,

e binarni operace nésledujicimi tabulkami (ve sloupci je prvni ope-
rand, v fadku druhy; ,ND*“ — neni definovano, ,z R“ — operace se
prendsi z R):
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+ | -0 beR 400 | {(=00,0) 0 (0,00)

—0 | —o00 —oo ND —00 400 ND -
400 | ND +o00o +o0 400 —00 ND +4o
a je komutativni, a je komutativni,
— ‘ -0 beR +oo - ‘ —o0 beR™ 0 beRT +oo
—o00 | ND —o0 —00 —o0 | ND 400 ND —oco ND
acR|4+0 zR —o0’ acR| O zR zR 2zR 0 -
400 | +00 +oo ND 400 | ND —ococ ND +o00o ND

Poznamka. Pokud v R* hovofime o ¢islech z R, nazyvame je vlastni, +oo
pak nazyvame nevlastni.

Véta 4 (Aritmetika v R*). (Pilous, 2016) S¢itani a nasobeni v R* je asocia-

tivni a plati distributivni zédkon, a dale pro kazdé a, b€ R* plati: —a = —1-a,
a—b=a+(-b), §=a- % a ﬁ = % . %, vzdy, mé-li alesponn jedna strana
smysl.

Diikaz. Dukaz pfenechavam badavému Ctenéfi. chd
Pozndmka. supR = inf() = oo a inf R = sup() = —oo. Je zfejmé, proc¢

tomu tak je u realnych ¢isel, a u prazdné mnoziny si to mizeme také jed-
noduse zduvodnit. Jelikoz v definici zavory kvantifikujeme pies vSechny
prvky mnoziny, je definice pro prazdnou mnozinu splnéna s jakymkoliv
z€R, a kazdy prvek R, resp. R* je tak dolni i horni zavorou préazdné mno-
ziny. Pokud pak hledame napt. supremum, hleddme nejmensi horni zévoru,
kterou je nejmensi hodnota z R*, tedy —oo. Analogickd myslenka se provede
pro infimum.

2.5 Zobrazeni

Abychom se pfiblizili k zavedeni funkce, definujeme si jeji nadrazeny
pojem, kterym je zobrazeni, jako specialni typ relace.

Definice 17 (Zobrazeni). Binarni relace f C A X B se nazyvé zobrazeni
z A do B a piSeme f: A — B jestlize plati:

([z,m)€f Az, pl€f) = y1 = vo.

Rozeberme si podminku v definici zobrazeni. Ta nam 1ika, ze pokud je
jednomu x pripséano vice y, pak se museji rovnat. Definice se da tedy for-
mulovat slovy tak, Ze ,,zobrazeni z mnoziny do mnoziny B je binarni relace,
ve které je kazdému x z mnoziny A pfipsano nejvyse jedno y z mnoziny B*.

Pozndmka. Pro zapis [z, y| € f budeme z praktickych i historickych davodi
pouzivat také f: y = f(x), a Cteme zobrazeni f se v x rovna y.

Jelikoz je zobrazeni specialnim piipadem kartézského soucinu, budeme
ho tedy chtit stejné jako kartézsky soucin néjakym zpusobem zanést do
grafu.

Definice 18 (Graf zobrazeni). Necht f je zobrazeni z A do B. Potom mno-
zinou bodiu grafu zobrazeni je mnozina G (f) = {[z,yl;z€ ANy = f(x)}.
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Graf zobrazeni pak muze vypadat napiiklad jako na obrazku vlevo
(viz nize), ale uz ne jako na obrézku vpravo, protoze jak vidime, na ném je
jednomu x pripsano vice y.

I
/I‘—/
1
I
1
1
| | \
\/ 2 4 ):.)
— |
K zobrazeni patii neoddélitelné definiéni obor a s nim i obor hodnot. Bez

defini¢niho oboru bychom nevédéli, ke kterym prvkim z mnoziny A mame
prifazovat prvky z mnoziny B.

Definice 19 (Defini¢ni obor a obor hodnot). (Vitéasek, 2012) Je-li f zob-
razeni z mnoziny A do mnoziny B, potom

defini¢ni obor f je mnozina D(f) = {z;z€ ANTIyeB: [x,y|ef},

obor hodnotf je mnozina H(f) = {y;ye BANIx€A: [z,y|€ f}.

Prikladem toho, jak podstatnou ¢asti zobrazeni je defini¢ni obor, miize
byt napiiklad nerovnost zobrazeni f:y = 2% x € (0,1) se zobrazenim
g: y = a2 2€(1,2). Tato zobrazeni nenabyvaji shodnych hodnot, resp. ne-
jedna se o mnoziny stejnych usporadanych dvojic, ackoliv jsou obé dané
stejnym predpisem.

S definiénim oborem a oborem hodnot souvisi i vlastnosti. Pokud bu-
deme hovofit o tom, ze zobrazeni mé néjakou vlastnost, budeme tim myslel
hodnoty a obor hodnot daného zobrazeni.

Definice 20 (Vzory a obrazy zobrazeni). (Vitasek, 2012) Necht f: A — B.
Je-li [z,y] € f, nazyvame x vzorem y a y obrazem x pii zobrazeni f.
Obrazem mnoziny C' C A pfi zobrazeni f rozumime mnozinu

f(C)={y;FeeC : [x,yle f}.

Vzorem mnoziny D C B pfi zobrazeni f rozumime mnozinu

f-1 (D) =A{x;3yeD : [z,y|€ f}.
Definice 21 (Prosté zobrazeni). (Vitasek, 2012) Rekneme, 7e f je prosté
zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, jestlize
(1) f: A B,
(2) Vo€ AVay € A ([z1,y] € f A [x2, 9] € f) = 21 = 29,

Vsimnéme si podobnosti s podminkou v definici zobrazeni. Rozdil je
pouze v tom, Ze zatimco definice zobrazeni ika, Ze jeden vzor nesmi mit
vice obrazi, tak podminka prostého zobrazeni pridéva, ze ani jeden obraz
nesmi mit vice vzori. Tim se dostaviame k postacujici podmince, abychom
mohli vytvorit inverzni zobrazeni, protoze pokud nyni prohodime vzory
a obrazy, porad se bude jednat o zobrazeni.
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Definice 22 (Inveétarzni zobrazeni). (Vitasek, 2012) Necht f je prosté

~

zobrazeni z mnoZiny A na mnozinu B. Rekneme, Ze f~! je inverzni zobra-
zeni k f, jestlize f~! = {[z,y]; [y, 2] € f}.

Pozndmka. Pro defini¢ni obor a obor hodnot inverzniho zobrazeni plati, Ze
D(f~H) =H(f) aH(f") =D(f).

Nyni jiz vime, Ze pokud chceme vytvorit inverzni zobrazeni, musi byt
nejprve puvodni zobrazeni prosté. Jak ale budeme postupovat v piipadé,
kdyz chceme zjistit inverzni zobrazeni k zobrazeni, které prosté neni? M-
zeme si ho tzv. z0zit na defini¢ni obor, na kterém prosté je, a k tomu nam
slouzi restrikce zobrazeni.

Definice 23 (Restrikce zobrazeni). (Vitasek, 2012) Rekneme, Ze g je re-
strikce zobrazeni f na mnoZzinu M, jestlize ¢ C f a D(g) = M N D(f).
Budeme ji znadit g = f|u-

Piikladem restrikce zobrazeni miiZe byt inverzni zobrazeni k f: y = x2.
f neni prosté, a tak se zpravidla bere jeho prostéd ¢ast na nezaporném
definiénim oboru. Inverzi f pak dostavame f=':y = \/z;r€R].

Prvni operaci, a tim i prvni moznosti, jak ziskdvat nova zobrazeni z nam
jiz. zndmych zobrazeni, bude skladani zobrazeni. Je to také jediné operace,
ktera mé v obecné roviné zobrazeni smysl. Pro dalsi operace si jiz zavedeme
v dalsi kapitole pojem funkce.

Definice 24 (Slozené zobrazeni). (Vitasek, 2012) Necht f a g jsou zobra-
zeni. Potom slozené zobrazeni f o g je zobrazeni h definované predpisem

h={lz,2];Jy: [z,y]€gAly,z]€f}.

Pozndmka. Slozené zobrazeni (f o g)(x) znac¢ime téz f(g(x)). Skladani zob-
razeni je asociativni, ale neni komutativni. Obecné tedy neplati fog = go f.

Véta 5. (fog)t=f1logl.

Diikaz. [z,x)€(fog)™ & [x,2]€foge (Ty: [x,y|€g Ay, 2] €f),
[z, 2] € frog™ e (Fy: [z yl € fT Ay aleg™) & (Fy: [y, 2] € f A,y €g).
cbhd

Véta 6. Mé&jme prosté zobrazeni f a k nému inverzni f~!. Potom

(1) YeeD(f): f7(f(2)) ==,
(2) VeeD(fY): f(f'(2)) ==

Diikaz. f~'(f(x)) = x pro z€D(f) : Z definice slozeného zobrazeni vime,

ze mnozina f~to f = {[z, z]; Jy: [z,y]€f Ay, z] € f~'}. Déle vime, ze f~!

je mnozina vsech [y, z|, pro ktera plati, ze [z, y| € f. MizZzeme tedy v mnoziné

f~!o f nahradit z za x, a dostavame

f o f ={lz,2);3y: [zylefAly.xlef '} ={[z,a;zeD(f)}.

Mizeme také psat f~1(f(x)) = (f~' o f)(x) = z.
f(f~Y(z)) =2z pro z€D(f~') : Diikaz provedeme analogicky predcho-
zimu. cbd
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Cviceni
2.14. Méjme mnoziny N = {A, O}, O = {3, 4}. Rozhodnéte, zda-li je

N x O zobrazeni a své tvrzeni zduvodnéte.

2.15. U nasledujicich mnozin rozhodnéte, zdali jde o zobrazeni, pripadné
jestli se jedné zobrazeni prosté.

(a) Pr={[z,y];[r,y] eR* Ay = 3}
(b) Py = {[z,y];[z,y]eR* Az =1}
(¢) Ps={[z,y];[z,y]eR* Nz =y}

2.16. Méjme dvé zobrazeni f = {0, 6], [1, 3], [2, 5], [3, 3], [4, 6], [6, 6], [7, 5]}
ag={[1,2],[2,3],[3,4], 4, 5], [5, 6] }. Ur¢ete mnoziny slozenych zob-
razeni fogago f.

1
]
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Kapitola 3

Realné funkce jedné realné
promenneé

Zobrazeni je Sirokym pojmem, ktery se uplatiiuje nejen v matematické
analyze, ale i v dalsich matematickych oborech, a dokonce se da aplikovat
i mimo matematiku. Zobrazenim muze byt napft. zobrazeni mnoziny synu
na mnozinu otct. Pro takovéto zobrazeni plati nami nadefinované vztahy
a operace z minulé kapitoly. Pokud bychom chtéli, mizeme napt. slozit zob-
razeni syni na otce samo se sebou. Vysledné zobrazeni by pak mélo také
smysl a lze ho nazvat napftiklad ,, dédové®. Pro naSe tucely se ovSem potfe-
bujeme dobrat zobrazeni, které bude konkrétnéjsi, a pomize nam rozsitit
repertoar operaci a vlastnosti, které u néj budeme moci pouzivat. Zamé-
fime se proto na specidlni ptripad zobrazeni, kterd zobrazuji do ¢iselnych
oborti, a tim jsou funkce.

Definice 25 (Funkce). (Vitasek, 2012) Zobrazeni libovolné mnoziny A
do né&jakého ¢iselného oboru budeme obecné nazyvat funkce. Podrobnéji
redlnou funkei budeme rozumét zobrazeni do R, komplexni funkei zobrazeni
do C. Je-li navic A C R, budeme takovou funkci nazyvat podrobnéji readlnou
funkci realné promeénné.

Pozndmka. V nésledujicim textu se budeme bavit prevazné o realnych funk-
cich jedné realné proménné, které pro zjednoduseni budu nazyvat zkracené
funkce. Pokud bychom mluvili o jinych funkcich, bude vzdy explicitné fe-
¢eno, o které se jedna.

Protoze jsou funkce specialnim piipadem zobrazeni, plati pro né vse, co
jsme si uvedli u zobrazeni. Z toho divodu nemusime znovu definovat, co je
to napt. defini¢ni obor, obor hodnot, graf funkce atd., ale pouze si to pro
ujasnéni zopakujeme.

Necht funkce f: A C R — R, potom defini¢nim oborem je mnozina
D(f) ={x;z€R A f(x) €R} a oborem hodnot H(f) = {f(z);z€D(f)}.

Grafem funkce rozumime jeji znazornéni v kartézské soustaveé soutradnic.

29



Cviceni
3.1. U naésledujicich binérnich relaci rozhodnéte, zda-li se jedné o funkce
(v tomto pripadné nemusi jit o funkce realné proménné).
(a) Kazdé tridé na skole priradime jejiho tiidniho ucitele.
b) Kazdé tridé na skole pfirfadime pocet zaki této tridy.
p p Y
¢) Cislim ve t¥idn{ knize prifadime postupné podle abeced
p p pne p Yy
jména zaki.
(d) Kazdému zakovi ve t¥idé 3.D prifadime priamér jeho znamek
na pololetnim vysvédcéeni.
(e) Kazdému zakovi ve tiidé 3.E prifadime jeho vysku a véhu.

3.2. Rozhodnéte, zdali predpis f: |y| = x, ktery kazdému r € R] piira-
zuje y €R, je predpisem funkce. Své tvrzeni zduvodnéte.

3.3. Urcete D(f) a H(f) funkce f dané nasledujicim grafem.

3.1 Operace s funkcemi

Operaci zavedenou jiz u zobrazeni je skladani zobrazeni, neni ji tedy

nutno definovat u funkeci. SloZzenim funkci f a g znacené f o g rozumime
funkei (f o g)(z) = f (g (z)), kde g je funkei vnitini a f je funkei vnéjsi.
Uloha 1. Mé&jme funkce f(z) = 2% a g(z) = 3z + 1. Uréete slozené zobra-
zeni fog.
Resend. Pro nazornost si nejprve funkce prepiSeme do tvaru se dvéma pro-
ménnymi f:y = 2% a g: y = 3z + 1. Jelikoz vime, %e g se bude zobra-
zovat do f, tak si podle toho vytvofime pomocnou proménnou z. Potom
fry=2*ag: z=3x+ 1. Nyni uZ jen staci dosadit za z ve funkci f, tedy
fog:iy=Br+1)° =922+ 6x+ 1.

Pokud do problematiky vidime, da se tiloha samoziejmé fesit i jedno-
duseji. (f o g)(z) = f(g(z)) = fBx+1) = 3z +1)* = 922 + 62 + 1.

Jelikoz jsou funkce definované na redlnych ¢islech, dovoluje nam to za-
vést operace, které z operaci s redlnymi ¢isly vychazeji.
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Definice 26. (Vitasek, 2012) Necht f a g jsou funkce. Pak nazyvame

(a) soudtem funkef f a g funkci
(f +9)(2) = f(z) + g(x),2€D(f) N D(g),
(b) rozdilem funkei f a g funkci
(f = 9)(x) = f(z) = g(x),2€D(f) N D(g),
(c) soucinem funkef f a g funkei
(f9)(@) = f(x) g(x), 2€D(f) N D(g),

(d) podilem funkci f a g funkci

(i) (z) = @,xeD(f) ND(g) ~ {z;g(x) = 0}.

g g(x)
Souhrnné tyto operace nazveme funkénimi operacemi.

Funkéni operace jsou konstrukénimi prvky, kterymi se z konstantnich
a identické funkce vytvareji dalsi, tzv. racionalni funkce (viz Definice ele-
mentéarnich funkei, podkapitola 4.2).

Uloha 2. Mé&jme funkee f(z) =z a g(z) = $z. Graficky znézornéte funkei

h = f + g a urcete jeji hodnotu v £1 a 0.
Resent. Uloha se dé fesit pocetné tak, 7e h(z) = f(z)+g(z) = r+iz =3z
Nesmime zapomenout na defini¢ni obory, ale v tomto pfipadé jsou f i g

(a tim padem i h) definovany na celém R. Nyni uz jen nakreslime graf

vysledné funkce h(z) = 2z a dopocitame hodnotu v zadanych bodech.

Tedy h(—1) = =2, h(0) = 0 a k(1) = 2. Pro nazornost si ukdzeme grafické
reSeni.

Funkce h v daném bodé vznikd souctem hodnot funkci f a g. Napf. pro
x =2 vidime, ze f(z) =2 ag(z) =1, tedy h(2) =2+ 1= 3.
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Uloha 3. Mé&jme funkce f(z) = 2% a g(x) = x + 2. Graficky znazornéte
funkci h = fg a urcete jeji hodnotu v £2, £1 a 0.

Reseni. Tato tloha je o néco tézsi nez predchozi, a proto nejvhodnéjsim
postupem je prvné si spocitat vyslednou funkci, a nasledné zakreslit graf.
Pro funkci h(z) plati, ze h(z) = f(z)g(z) = 22 (z + 2) = 2* + 22%. Spoc-
teme si hodnoty v zadanych bodech a prolozime jimi funkci: h(—2) = 0,
h(=1) =1, h(0) =0, k(1) = 3, h(2) = 16.

Z grafu vidime, Ze tam, kde je alespon jedna funkce nulova, je nulovy i jejich
soucin, kdyz mé jedna funkce hodnotu 1, tak se zachovava hodnota druhé,
a stejné tak jsou splnény i ostatni vlastnosti nasobeni.

Cviceni
3.4. Mgjme funkce f(r) = —2z+1 a g(z) = 2* — 22 + 2. Urcete sloZena
zobrazeni foga go f.

3.5. U funkei f a g rozhodnéte o jejich rovnosti na R.

(a) f(z) ==, g(z) = (V)
(b) fla) = 2% + 22, gla) =2 + )
(C) f(x) = ;—2, g(:L’) =z

3.6. Mé&jme funkce f(x) = z a g(x) = —3z. Uvedte predpis funkce
h = f + g, nacrtnéte jeji graf a urcete jeji hodnotu v +1 a 0.

3.2 Vlastnosti funkci

Z vlastnosti redlnych ¢isel vyplyva mnoho vlastnosti i pro funkce. Jed-
notlivé vlastnosti napt. hodnoti, zda funkce zachovava nebo prevraci uspo-
radani, jaké nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce nabyva, jaky je vztah mezi
hodnotami v bodech symetrickych podle nuly, nebo jak se graf funkce
,prohyba“. Protoze s vlastnostmi, které ¢asto popisujeme algebraicky, sou-
visi 1 jejich vztah ke grafickému znézornéni funkce, tak ke kazdé definované
vlastnosti prikladam i obrazek funkce, kterd danou vlastnost ma.
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3.2.1 Monotonie funkce

Nejziejméjsim pripadem toho, co se muze dit s funkéni hodnotou je, ze
se postupné zleva doprava zvétsuje nebo zmensuje. Toto zvétSovani a zmen-
Sovani funkéni hodnoty v zévislosti na x popisuje nasledujici vlastnost.

Definice 27 (Monotonie funkce). Funkce f je na mnoziné M C D(f)
rostouci (klesajici, neklesajici, nerostouci), pokud

Vo, xe €Mz <20 = f(x1) < (>,<,2) f(22).

Funkce f je na M monotonni, spliuje-li alespon jednu z uvedenych vlast-
nosti. Funkce f je na M ryze monotonni, pokud je rostouci nebo klesajici.

Jinymi slovy, definice rostouci funkce 1ika, ze pokud se zvétsi x, tak se
zvétsi i funkéni hodnota. Analogicky pro ostatni monotonie.

Upozornéni. Nerostouci funkce neni opakem rostouci a neklesajici neni opa-
kem klesajici. Jedna se o odlisné vlastnosti. Funkce, ktera neni rostouci,
viitbec nemusi byt monotonni.

Pro nazornost si ukdzeme piiklady monotonii nékterych funkei.

Rostouci (i neklesajici) na R. Rostouci (i neklesajici) na (—oo, 0)
a klesajici (i nerostouci) na (0, 00).
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Klesajici (i nerostouci) na (—o0,0) Nerostouci na R.
a na (0, 00).
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Upozornéni. Funkce f3 je nerostouci na disjunktnich intervalech (—oo,0)
a (0,00), ale nikoliv na jejich sjednoceni, tudiz na rozdil od f; neni neros-
touci na svém definiénim oboru.

7 prikladu by ¢tenar mohl nabyt dojmu, Ze kazda funkce se da zuzit na
intervaly, na kterych je monotonni, ale tomu tak byt nemusi (viz Dirichle-
tova funkce, kapitola 4.1.7).

Oznaceni. Rekneme, 7ze funkce je monotonni, jestlize spliiuje alespon jednu
z uvedenych vlastnosti monotonie na celém definiénim oboru.

Specialnim pripadem funkce, ktera je zaroven neklesajici i nerostouci
na celém definiénim oboru, je konstantni funkce f(z) = ¢;c€R.

Z obrazkt s priklady monotonii vidime to, Ze je siln¢jsi podminkou, kdyz
je funkce rostouci, nez kdyz je neklesajici. Na tomto poznatku je zaloZena
nasledujici véta.

Véta 7. Jestlize je funkce f na mnoziné M C D(f) rostouci (klesajici),
potom je také funkce f na mnoziné M neklesajici (nerostouct).

Diikaz. Dikaz plyne trividlné z definice. Jestlize f(z1) < f(22), potom
zajisté f(x1) < f(xq). Analogicky postupujeme pro klesajici a nerostouci
funkce. cbd

Dusledkem této véty je, ze nutnou podminkou ryzi monotonie funkce je
monotonie funkce.
Cviceni

3.7. Urcete intervaly monotonie u funkce f ze cviceni 3.3.

3.2.2 Parita funkce

Parita je vlastnost funkce, kterou posuzujeme na celém defini¢nim oboru.
Vyjadiuje vztah mezi f(z) a f(—=z). Z tohoto hlediska rozlisujeme dva typy
parity funkce.

Definice 28 (Suda funkce). Funkce f je suda, pokud
vreD(f) : —2€D(f) A f(x) = f(—).

Definice 29 (Licha funkce). Funkece f je licha, pokud
VreD(f) : —xED(f) A f(x) = — ().

Znamena to, ze je funkce sudé, pokud je jeji graf osové soumérny podle
osy ¥, a licha, pokud je jeji graf stfedové soumérny podle poc¢atku soustavy
soufadnic.
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bil Jo

fi(z) = x je funkce licha. fo(z) = |z| je funkce suda.

Upozornéni. Pti rozhodovani o parité nesmime opomenout defini¢ni obor,
ktery také musi byt soumérny, a to podle 0. Napf. funkee f(z) = z;z€R"
jiz neni licha. To by bylo patrné i z grafu, ktery by jiz nebyl stifedové
soumérny podle pocatku soustavy souradnic.

Uloha 4. Urcete paritu funkce f(x) = z°.

Reseni. Ze stiedni skoly vime, jak vypadé graf funkce 23, a 7e je stredove
soumérny podle pocatku. Obrézek vsak neni dikaz, proto tuto hypotézu
rozhodnete vypoctem podle definice. Vyjdeme od f(—z), a pokud se alge-
braickymi tupravami dostaneme k f(z), je funkce suda, a pokud se dosta-
neme k — f(z), je funkce licha.

f(=z) = (—a)’ = (1)’ (2)° = ~12° = —2* = — f(x)

Vynasobenim —1 dostavame — f(—x) = f(z), a jelikoz je f(x) definovana
na celém R, tak mizeme tvrdit, Ze se jedna o funkci lichou.

Uloha 5. Vysetiete paritu funkce fg v zavislosti na parité funkei f a g.

Reseni. Oznac¢ime funkci h = fg a ulohu rozdélime na ¢tyti nezavislé pii-
pady, pro které ji vyfeSime.

1. f suda, g suda:
M—z) = f(=x)g(—z) = f(x)g(x) = h(z)
h(—z) = h(z) ... funkce suda.
2. f suda, g licha:
h(—z) = f(=z)g(=2) = f(x)(—g(x)) = —h(z)
—h(—z) = h(zx) ... funkce licha.
3. f lich4, g suda:
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4. f licha, g licha:

Cviceni

3.8. Pocetné urcete paritu nasledujicich funkei.

(a) f(z)=0

(b) flz) =1

(c) fz)=2

(d) flz) =V

(e) f(z) =24z —4
(f) f(x) =23 —4x
(g) f(z)=a%—4

3.9. Urcete paritu funkce g dané nésledujicim grafem.

N7

3.10. Vysetfete paritu funkce (f — g)(z) v zéavislosti na parité funkei
fag.

3.2.3 Omezenost funkce

Jelikoz uvazujeme pouze realné funkce (zobrazeni do R), dovoluje nam
to u oboru hodnot, jakozto podmnoziné realnych ¢isel, zavést jeho ome-
zenost i ohrani¢enost. Nadale vSak hovofime pouze o omezenosti funkce,
protoze omezenost a ohranicenost jsou na R ekvivalentni, tudiz je neni
nutno rozlisovat [@]

Definice 30 (Omezenost funkce shora a zdola). Funkce f je na mnoziné
M C D(f) omezena shora (zdola), pokud

JdkeRVzeM: f(x) < (>)k.

(WPro lepsi nazornost u definic omezenosti nevyuzivam definice omezené mnoziny,
ale v8imavy Ctenar zajisté vidi, Ze napf. pokud je funkce omezena hodnotou k, pak
vzdalenost kazdych dvou hodnot z oboru hodnot je mensi nebo rovna nez r = 2k.
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Jinymi slovy, definice ika, Ze funkce je na mnoziné omezenéd shora
(zdola), pokud ,nepieleze* (,nepodleze*) jiz né&jakou pevné danou hod-
notu, neboli ,neutece” do nekonecna.

fi(e) =|-a?+2 fa(z) =1 -1

Omezené shora na R. Omezené shora na R~
a omezena zdola na RT .

Definice 31 (Omezena funkce). Funkce f je na mnoziné M C D(f) ome-
zena, pokud
dkeRVzeM: |f(zx) <k.

Funkce, o které vime jiz ze stfedni skoly, Ze je omezena, muze byt
napf. funkce sin (z).

Omezena na R.

Véta 8. Funkce je na mnoziné M C D(f) omezena pravé tehdy, kdyz je
na ni omezena zaroven shora i zdola.

Diikaz. =: 7 definice omezené funkce f vime, ze |f(z)| < k. Trividlné
pak zbavenim se absolutni hodnoty dostavame f(z) < k (omezen4 shora)
a f(x) > —k (omezena zdola).

<: Mgjme funkci f, pro kterou plati f(z) < ki (omezena shora)
a f(x) > kg (omezena zdola). Trivialné pak pro k = max {|ki|, |k2|} plati
[f(@)] < k. cbd

Oznaceni. Rekneme, 7e funkce je omezend, jestlize je omezena na celém
defini¢nim oboru. Analogicky pouzivame u omezenosti funkce shora a zdola.

(?)Funkce je samozfejmé omezena shora napf. i na intervalu (1,2) apod., ale jako
priklad uvadim rozdéleni na maximélnich disjunktnich intervalech defini¢niho oboru.
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Uloha 6. Uréete omezenost funkce f dané predpisem f(r) = —1-.

Reseni. Nejprve si nac¢rtneme graf funkce.

3

9
N
o
—— e e e e e e wr e e e e e e e =
N
w
~
o
o

Z ngj vidime, ze se funkce ptiblizuje libovolné blizko k pfimce x = 1, kterou
ale nikdy neprotne, protoze pro x = 1 neni f definovidna. Spole¢né s tim,
jak se priblizujeme k piimce zprava, tak funkéni hodnoty funkce f jdou
nade vSechny meze az do nekonecna, z ¢ehoz plyne, Ze neni omezené shora.
Stejné tak pokud jdeme k piimce zleva, tak funkéni hodnoty funkce f
jdou pode vSechny meze az do minus nekonecna, takze neni omezena ani
zdola. Takovouto pfimku nazyvame asymptota funkce a v grafech ji znac¢ime
prerusovanou carou.

Cviceni

3.11. U funkce f dané grafem

o

b o e ik
N

B e = et = e ek
~
o
=3

urcete omezenost na nasledujicich mnozinach.

(a) D(f) N (=4,1)

(b) D(f) N (2,00)

(c) DN ((=4,1) U (2,00))
(d) D(f) N ((—00,~2) U(4,00))
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3.2.4 Extrémy funkce

Z hlediska oboru hodnot jakozto mmnoziné muzeme hovofit i o jejim
supremu, infimu, maximu a minimu.

Definice 32 (Supremum a infimum funkce). Supremem a infimem funkce f
na mnoziné M C D(f) jsou supremum a infimum funkénich hodnot na této
mnoziné, tedy

sup (f) = sup {f(z);z€ M},

xeM

inf (f)=inf{f(z);zeM}.

zeM
Oznaceni. Pokud hovofime o supremu a infimu funkce, aniz bychom uptes-
nili, na jaké mnoziné defini¢ntho oboru, myslime tim na celém defini¢nim

oboru. Potom plati, ze sup (f) = sup H(f) a inf (f) = inf H(f).

Definice 33 (Maximum a minimum funkce). Funkce f ma na mnoziné
M CD(f) v bodé ¢ maximum (minimum), pokud

dee M VzeM: f(z) < (>) fl(o).

Jinymi slovy, pokud maximum, resp. minimum existuje, pak je tou nej-
vétsi, resp. nejmensi funkéni hodnotou na dané podmnoziné defini¢niho
oboru.

Oznacend. V piipadé ze M = D(f), tak se jedné o globalni maximum (mi-
nimum). Rikdme, Ze funkce mé v z( lokalni maximum (minimum), pokud
JeeRT Voe(xg —e, 20 +¢) @ f(z) < (=) f(o).

Jak jiz vime z kapitoly 2.3, na rozdil od maxima supremum existuje
vzdy. Dalo by se dokonce Tict, Ze maximum je specialnim piipadem suprema,
pokud funkce nabyva jeho hodnoty. Z tohoto pohledu jsou supremum vy-
znamnéjsim prvkem, protoze pro néj vzdy uz jen mizeme rozhodnout, jestli
se nejedna i o maximum. Analogickd tvaha plati pro infimum a minimum.

Pro lepsi pfredstavu si na nékolika piikladech funkeci ukazeme jejich
supremum, infimum, maximum a minimum

max (f1) =min (f;) = 1. max (fy) =2 ainf (f3) =0,
min (f5) neexistuje.

3)Pro zjednoduseni pracujeme vzdy na celém definiénim oboru, protoze by existovalo
nekoneéné podmnoZzin definiénich obori, na kterych by meélo smysl extrémy urcovat.
Pokud bude mit funkce maximum (minimum), budu psat rovnou max (f) (min (f))
a predpokladat, Ze je jiz Gtenafi jasné, Ze hodnota je i supremem (infimem) funkce.
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f3(x) = ot — 422
v T 1 ' fa(z) Alz® — 4z
sup (f3) = oo a min (f3) = —4, sup (fs) = oo a inf (fy) = —o0,
max (f3) neexistuje. min (fy) a max (f;) neexistuji.

Je patrné, Ze mezi omezenosti a extrémy funkce existuje néjaky vztah.
Tento vztah popisuje nasledujici véta.

Véta 9. Funkce f s neprazdnym H(f) je shora omezena prave tehdy, kdyz
sup (f) €R. Pro zdola omezené funkce plati analogicky inf (f)€R.

Diikaz. =: Funkce f je shora omezena, tedy 3k e R Vh e H(f): h < k,
neboli je k i horni zavorou funkénich hodnot. Mohou nastat dvé moznosti,
tato horni zévora je zaroven supremem a tim paddem méame dokézano, nebo
existuje mensi horni zavora, ktera ale bude také realné, protoze mame ne-
prazdny obor hodnot.
<: sup (f) je horni zavorou H(f), tedy Vhe H(f) : h < sup (f).
Analogicky se provede dikaz pro omezenost zdola a infimum funkce.
cbd

Cviceni

3.12. Urcete extrémy u funkce f ze cviceni 3.3.

3.2.5 Periodicka funkce

Pokud se funkéni hodnoty v zéavislosti na x pravidelné opakuji, pak
hovorime o specialnim piipadu funkce, kterym je funkce periodické.

Definice 34 (Periodicka funkce). Funkce f je periodicka, pokud
Ip>0VeeD(f): e £peD(f) A f(x +p) = f(x).
Cislo p nazyvame periodou funkce f.

Je-li p periodou funkce f, je jeji periodou kazdé kp; ke N.

Upozornéni. U periodické funkce nikdy nesmime zapominat na podminku
pro periodicky defini¢ni obor. Je neoddélitelnou soucasti definice, a proto
zazime-li napt. funkei f; z néasledujicich grafi na interval (—3m, 00), tak se
jiz nejedna o periodickou funkei.
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fi() = sin () filw) = [/
2 0 2 ™ - E it

f1 je periodicka funkce f2 je periodicka funkce
s p1 = 2km; keN. S py = km;keN.
fa(x) +1 fa(z)  sin(})

— yall [
— T 7 AT

f3 je periodicka funkce f4 neni periodicka funkce.
s libovolnym pz e R*.

Vyhodou periodickych funkci je, ze jejich vlastnosti staci vySetfovat na
jedné vhodné zvolené periodé. Tyto vlastnosti jsou pak stejné v ostatnich
periodach.

7 praktickych divodu c¢asto hledame nejmensi, tzv. zakladni periodu.
Protoze vsak podmnozina realnych ¢isel nemusi mit minimum, nemusi
zakladni perioda existovat. Napf. u funkce f3 muzeme vzdy najit jesté
mensi p, pro které je funkce také periodickou.

3.2.6 Prosta a inverzni funkce

Prostou a inverzni funkci nemusime nové definovat, protoze jiz mame
definované prosté a inverzni zobrazeni, pri¢emz prostd a inverzni funkce
jsou jejich specidlnim piipadem, kdy je zobrazeni funkci.

Pro pripomenuti jen bez narokt na presnost shrnuji podstatu téchto
pojmu. Prosta funkce je takova funkce, ve které ma kazdy obraz nejvyse
jeden vzor. K takovéto prosté funkci muzeme vzdy najit inverzni, ktera
,zobrazuje opacnym smérem‘ nez funkce pivodni. Tedy pokud f: a — b,
potom f~1: b — a.

Uzitenym pojmem, ktery jsme také definovali u obecnych zobrazeni,
je v tomto kontextu restrikce, kterd umoznuje zuzit neprostou funkci na
prostou. Pokud tedy mam neprostou funkci jako v pifpadé z2, mohu k ni
vytvorit inverzni napf. jen nezaporné ¢asti jejitho definiénitho oboru, kde
prosta je.

(DU této funkee je graf vyjimeéné znazornén tenkou linkou, aby bylo lépe vidét, jak
se ,,vIni®.
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Nyni si ukazeme priklad na nalezeni inverzni funkce. Vice se problemati-
kou a hledanim inverznich funkei k funkeim elementéarnim budeme zabyvat
v kapitole 5.3.

Uloha 7. Naleznéte inverzni funkci k f(z) = (5)3

Redend. Prepiseme si f(x) jako f:y = (%)3 a vyjadiime z v zavislosti na y.

\3/52
2/ =

Toto vyjadieni vzniklo ekvivalentnimi ipravami pivodniho pfedpisu a stéale
tedy vyjadiuje vztah mezi z a y pro funkci f. Pokud nyni proménné
x a y vyménime (coz je podstata inverze zobrazeni), dostaneme vztah pro

funkci f~1, tedy f~1:y = 2¥x.

Pozndmka. Minulou tulohu bychom mohli také tesit graficky sestrojenim
grafu, ktery je s grafem funkce f osové soumérny podle osy 1. a 3. kvad-
rantu, protoze jak vime uz ze stfedni skoly, tuto vlastnost mé graf funkce
a funkce k ni inverzni vzdy.

8 o8

Na zavér této podkapitoly si sepiSeme vétu shrnujici nékteré zajimavé
poznatky o inverznich funkei.

Véta 10. Pro inverzni funkce plati nasledujici vztahy.
1. Inverzni funkce je vzdy prosta.

2. Jestlize je funkce f rostouci (klesajici), pak je i funkce f~! rostouct
(klesajici).

Diikaz. 1. Jelikoz je funkce vzdy zobrazenim, tak ke kazdému x € D(f)
existuje pravé jedno y € H(f). Po inverzi (prohozeni = a y) ke kazdému
x€H(f) existuje pravé jedno y € D(f), coz je definice prosté funkce.

2. Vyjdeme z definice rostouci funkce z; < xo = f(x1) < f(x2). Staci do-
kazat, ze implikaci v definici rostouci funkce muzeme nahradit ekvivalenci,
abychom mohli v definici libovolné zaménovat = a f(z). Z definice ros-
touci funkce pfimo plyne z7 > x5 = f(x1) > f(x2) a z definice zobrazeni
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plyne 1 = x93 = f(x1) = f(x2). Z téchto tvrzeni dostavame x; > xo =
= f(z1) > f(z2), neboli obménou — (f(z1) > f(z2)) = = (21 > x2), coz
je to samé jako f(x1) < f(x2) = 1 < x9, ¢imz je druhy smér ekvivalence
dokazany. Tvrzeni pro klesajici funkce se dokaze analogicky:. cbd

3.2.7 Vypouklost funkce

Pro nasledujici vlastnosti neexistuje zadny vSeobecné uzivany souhrnny
¢esky nazev, proto pro né budu uzivat pojem ,,vypouklost®, ktery pochézi
z latinského prekladu slova konvexni (lat. converus — vypoukly).

Nazev vypouklost nam napovidé, jaky je graficky vyznam nasledujicich
vlastnosti. Ty popisuji, jak se funkce ,,ohyba“, neboli jestli je vypoukla
,hahoru nebo doli“.

Konkrétné funkei konvexni rozumime funkei vypouklou ,,dola®“. Na pii-
kladu takové funkce f(z) = 2? + 1 si ukdZeme odvozeni formalni definice
konvexni funkce z geometrické piedstavy, ke které analogicky zavedeme
ostatni vypouklosti.

T -3 2 0 T Xy 3 4

Jak vidime, je-li funkce na intervalu konvexni, pak pro kazdé dva body
intervalu zy,z, plati, ze graf funkce je pod jejich spojnici. Vyjadiime si
libovolny bod mezi x1,z9 jako ©z = z1 + A (29 — z1); A € (0,1). Lambda
vyjadfuje pomér, ve kterém = déli interval (xq,z5), a proto pro A = 0 by
bylo z = x; a pro A = 1 by bylo = x,. Upravou dostévame rovnost
x=(1—=X\)z+ Azo.

Prolozime-li body [x1, f(21)], [z2, f(x2)] linearni funkei, bude jeji funkéni
hodnota v bodé x rovna fi(z) = (1 — \) f(x1) + Af(z2), protoZze v poméru
jakym déli x interval (z1,xs), déli fq(x) interval (f(z1), f(x2)).

f(331)




Nyni uz jen sta¢i rozhodnout, kdy je funkéni hodnota f,(x) mensi nebo
vetsi nez funkéni hodnota v x (tedy f(z) = f ((1 — A) 21 + Aza)). Z téchto
poznatkii dostavame nasledujici definici.

Definice 35 (Vypouklost funkce). Funkce f je na intervalu I C D(f)
konvexni (konkévni, ryze konvexni, ryze konkéavni), pokud

Vo, xe €I VAE(0,1): f((1=N) 21 + Ax2) < (>, <,>) (1=X) f(x1) + M (22).

Véta 11. Jestlize je funkce f na intervalu I C D(f) ryze konvexni (ryze
konkévni), potom je také funkce f na intervalu I konvexni (konkavni).

Diikaz. Dukaz prenechavam c¢tenafi, protoze je analogicky dikazu véty 7
v kapitole 3.2.1. cbd

Jak vidime, jedinym rozdilem mezi ryzi vypouklosti a vypouklosti je
ten, ze ryzi vypouklost nepfipousti linearni tiseky funkce.

Oznaceni. Rekneme, ze je funkce konvexni, jestlize je konvexni na celém
defini¢nim oboru. Analogicky popisujeme ostatni vypouklosti.

Vlastnosti si nyni ukdzeme na par prikladech, u kterych budeme vzdy
uvazovat maximalni intervaly vypouklosti.

N

fo(x)

%

f1 je ryze konvexni na R. f2 je ryze konvexni na Ry
a ryze konkavn{ na R .

4 2
: | o a(zz])
fa(x) = |z flx) = === =2
3 1
2 0
3 2 1 0 1 2 3

1 -1

3 2 1 0 1 2 3
f3 je konvexni na R f1 je konvexni na R

a konkavn{ na Ry a Ry a ryze konvexni na R{.

(5) Jak vidime, linearni funkce jsou specialnim pifpadem, ve kterych je funkce zaroven
konvexni i konkavni.
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Uloha 8. Uréete vypouklost funkce f(x) = cosz.

Resent. Jak jiz vime z predminulé podkapitoly, jelikoz je cosx periodickou
funkci, staci vlastnosti uréovat na intervalu délky periody (nejlépe zakladni,
existuje-li).

> x) = cosx ’ S
. IRNG RN
2m 3/, ™ o 0 il ™ 2 om s/ 3w
A
~~-—" 1‘ s“-—
Jak jiz vidime z grafu, cos x je konkavni na <—§, §> a konvexni na <§, 7r>.

Jelikoz periodou je 27, tak jejim prictenim dostavame TeSeni, Ze cosz je
konkavni na kazdém intervalu <—— +2km, 5 + 2k7r> k € Z a konvexni na
kazdém intervalu <g + 2km, %ﬂ' + 2k’7r> k EZ

Pro dalsi studium funkei (nad ramec zde probirané teorie) bude pro ¢te-
nare zajimava jina definice vypouklosti funkce, ktera sleduje, jak se zvétsuje
nebo zmensuje smérnice secny funkce. S touto definici nebudeme vice pra-
covat, pouze si ukdzeme, Ze je ekvivalentni s nasi puvodni.

Definice 36 (Ekvivalentni def. vypouklosti funkce). Funkce f je na inter-
valu I C D(f) konvexni (konkévni, ryze konvexni, ryze konkavni), pokud

f(x2) - f(x1> < (2’ <, >) f(ﬁs) - f(%)_

To2 —T1 T3 — T2

V$1,$2,$3€]: T < Ty < XT3 =

Diikaz. (Ekvivalence definic vypouklosti). Dukaz je ¢isté algebraicky a pro-
vedeme ho pouze pro konvexnost, ostatni vypouklosti se dokazi analogicky
pouhou zménou nerovnosti. Bod x5 zapiSeme jako libovolny bod mezi x;
a x3 (viz prvni definice) a ze vztahu vyjadiime .

132:(1—)\)]31+/\133:>>\:x2_x1

T3 — I

Z definice konvexnosti vime, zZe pro xy musi platit vztah,

fza) < (1= A)f(w1) + Af(22)

do kterého muzeme dosadit lambda a provedeme algebraické tpravy.

fla2) < (1 - Z - ii)f(%) + Z - iif(%)
Floa) € B2 ) + 2
(23 — 1) f(22) < (933 — x2) f(21) + (22 — 21) f (23)
(23 — @2) f(w2) + (22 — 21) f(72) < (23 — 22) f(21) + (T2 — 21) f(73)
(x5 — 22)(f(22) — f(21)) < (22 — 21)(f(23) — f(22))
f(x2) — ()S()f(xz)

cbd
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Kapitola 4

Elementarni funkce

V této kapitole zavedeme zakladni tridy realnych funkei a zadefinujeme
pomoci nich tzv. elementarni funkce. Formulujeme téz zédkladni vlastnosti
elementéarnich funkci a ukazeme si dilezité priklady funkci, které elemen-
tarni nejsou.

4.1 Zavedeni zakladnich funkci

V nésledujici podkapitole zavedeme zékladni redlné funkce jedné re-
alné proménné bez ohledu na to, jestli jsou elementarni. Na zcela korektni
zavedeni nékterych z nich (napf. goniometrickych) jsou potfeba nastroje
diferencialniho po¢tu. Jiné (napf. exponencialni) sice zavést muzeme, ne-
muzeme vSak dokdzat vSechny jejich bézné pouzivané vlastnosti. Protoze
znalost téchto vlastnosti je k TeSeni tloh z nésledujici kapitoly nezbytna,
uvadime nékteré formou vyctu a dokdzeme si pouze ty z nich vyplyvajici.

4.1.1 Linearni funkce

Nejtrividlngjsimi funkcemi, které zname jiz ze zékladni skoly, jsou line-
arn{ funkce. Podivejme se nejprve na jejich dva specialni pfl’pady

Definice 37 (Konstantni funkce). Konstantni funkce je funkce dana pred-
pisem
f(z) =c;ceR.

Jinymi slovy, funkce pfifadi vSem z z defini¢niho oboru stejnou hodnotu.

-2

(D Jak si bystry ¢tenaf muze povsimnout, tyto dva specialni pifpady funkei se jako
jedny z méla daji zavést jiz u obecného zobrazeni. V ramci prehlednosti a moznosti
zavedeni rovnou i s jejich vlastnostmi je radéji uvadime az nyni.

46



Vlastnosti (Konstantni funkce). Necht f(z) = ¢ je konstantni funkce.
Pak pro f plati:

e D(f) =Ra#(f) ={c},
e min (f) = max (f) = ¢,

je nerostouci a neklesajici zaroven na celém D(f),

e je konvexni a konkavni zaroven na celém D(f),

vzdy je sudéd a je licha navic pro ¢ = 0, je periodickd pro kazdé
p > 0 (neexistuje zakladni perioda) a neni prosta.

Definice 38 (Identicka funkce). Identické funkce je funkce dané predpisem

f(z) ==z

V tomto pripadé se tedy jedna o funkei, ktera kazdému z € D(f) priradi
hodnotu sebe sama. Grafem této funkce je proto osa I. a III. kvadrantu.

3

Vlastnosti (Identicka funkce). Necht f(x) = z;2€R . Pak pro f plati:
e D(f)=RaH(f) =R
e inf(f)=—o0asup(f)= o0,
e je rostouci na celém D(f),
e je konvexni a konkavni zaroven na celém D(f),
e je licha, prosta a dokonce i inverzni sama k sobé.

Séitanim a nésobenim konstantni a identické funkce muZeme dostat
libovolnou linearni funkei.

Definice 39 (Linearni funkce). Linearni funkce je funkce dana predpisem

f(z) =ax +b;a,beR.

(2)'Vsude by se dal psat nazev funkce, ale pro piehlednost budeme u vypisu vlastnosti
funkei preznacovat na f.
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V podstaté se jedn& o zobecnéni predchozich dvou funkci, které rtzné
yhata¢ime” (mimo piimku rovnobéznou s osou y). Je zndmo z analytické
geometrie, ze ax—y+b = 0 je rovnice primky:. Cislo a, tzv. smérnice primky,
urcuje jeji sklon a ¢islo b posun po ose y (viz transformace grafa funket,
podkapitola 5.4).

4

Jejich vlastnosti trivialné vyplyvaji z vlastnosti identické a konstantni
funkce, pripadné si je ¢tenai mize odvodit sém pomoci znalosti, které ziska
v podkapitole 5.4.

Inverznimi funkcemi k nekonstantnim linearnim funkcim jsou funkce
linearni.

Cviceni
4.1. Naleznéte predpis linearnich funkci, jejichz graf prochazi néasleduji-
cimi body.
(a> f: A= [271]732 [472]
(c) h: A=[v2,2],B=[2v?2,3]

4.2. Rozhodnéte, zdali je linedrni funkce ax + b rostouci nebo klesajici,
pokud pro ni plati, ze b = 10 a jeji graf prochazi bodem [10, —10].

4.1.2 Mocninné funkce

Identické funkce neni specidlnim piipadem pouze linearnich funkci, ale
také funkci mocninnych, protoze jak ze stfedni koly vime, x = x'. Nyni si
induktivné zadefinujeme i ostatni mocninné funkce.

Definice 40 (Funkce n-t4 mocnina). Funkce n-t4 mocnina je funkce, ktera
je definovana nasledovné:

0 proneNaz =0,
T pron=0azeR~ {0},
fl@) =" = z-2"! proneNazeR~ {0},
L pro n€Z~ a xR~ {0}.
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Pro n = 0, resp. 1 se jedna o konstantni (f(z) = 1), resp. identickou
(f(z) = x) funkei, které jsme jiz probrali. Ve zbylych pfipadech maji moc-
ninné funkce vyrazné jiné vlastnosti a grafy pron > 0 a n < 0, proto se
jimi budeme zaobirat zvlast. Za¢neme s n > 0.

Vlastnosti (Funkce n-t4 mocnina pron > 1). Necht f(x) = 2";n e N\ {1}
a x€R N\ {0}. Pak pro f plati:

D(f) = R pro kazdé n, H(f) = R pro n lich¢ a H(f) = R{ pro
n sudé,

sup (f) = oo pro kazdé n, inf (f) = —oo pro n liché a inf (f) =
= min (f) = 0 pro n sudé,

je rostouci na celém D(f) pro n liché, pro n sudé je klesajici na R
a rostouci na Ry,

je ryze konvexni na celém D(f) pro n sudé, pro n liché je ryze
konkavn{ na Ry a ryze konvexni na R,

je licha pro n liché a suda pro n sudé, je prosta podle ryzi monotonie,
takze na celém D(f) pouze pro n liché.

Pro zaporné n vypadaji grafy mocninné funkce nasledovné.
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Vlastnosti (Funkce n-t4 mocnina pro n < 0). Necht f(x) = 2";Ne€Z~
a x€R N\ {0}. Pak pro f plati:

e D(f) =R~ {0} pro kazdé n, H(f) = R~ {0} pron lich¢ a H(f) =
= R* pro n sudé,

e nema minimum ani maximum, sup (f) = oo pro kazdé n, inf (f) =
= —oo pro n liché a inf (f) = 0 pro n sudé,

e je klesajici na RT pro kazdé n, na R~ je klesajici pro n liché a ros-
touci pro n sudé,

e je ryze konvexni na R* pro kazdé n, na R~ je ryze konkavni pro
n liché a ryze konvexni pro n sudé,

e je licha pro n liché a sudé pro n sudé, je prosté pouze pro n liché.

Definice 41 (Funkce n-td4 odmocnina). Necht n € N\ {1}. Funkce n-ta
odmocnina je definovana néasledovné:

n\—1 ro lich4 n
f(l‘)Z{L/E::{(I) pro licha n,

(:B"|<0,OO))71 pro suda n.

Pozndmka. Jelikoz pro suda n neni funkce z™ prosté, zavadi se jeji inverze
pro restrikci na nezaporna cisla, kde prosta je.

Vlastnosti (Funkce n-t4 odmocnina). Necht f(x) = /z;neN~ {1} a pro
vSechna x € R, pro kterd ma prava strana smysl. Pak pro f plati:

e D(f) =H(f) =R pro n liché a D(f) = H(f) = RS pro n sudé,

e sup (f) = oo, inf (f) = —oo pro n liché a inf (f) = min (f) = 0 pro
n sudé,

e je rostouci na celém D(f),

e je ryze konkavni na RJ pro kazdé n a je ryze konvexni na Ry pro
n liché,

e je licha pro n liché, prosta je vzdy.

Z vlastnosti si muzeme povsimnout, Ze pro liché i suda n se chova funkce
podobné. Jedinym rozdilem je, ze pro licha n je funkce definovana i na
zéapornych ¢islech a je licha, z ¢ehoz pak zde vyplyvaji i jeji vlastnosti.
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Poznamka. Na stfednich skoléch jsou ¢asto pro jednoduchost i liché moc-
niny zavadény pouze pro nezaporné argumenty. To vSak komplikuje napf.
feseni rovnic typu 2® = —8. Z toho diivodu budeme vSechny funkce zava-
déné jako inverzni k jinym definovat na maximéalnich defini¢nich oborech,
na kterych to bude mozné.

Zatim jsme si zavedli umocnovani pouze na cela ¢isla, ale zkusme si s na-
Simi znalostmi trochu pohrat. Pro zavedené mocniny plati nékteré vzorce
jako (ab)c = ab¢ (vSechny vzorce shrnujeme niZe v tabulce). Zkusime-li si
dosadit napt. za b=2a c = %, vyjde ndm

Z toho muzeme vytusit, Ze mocnéni na n a % jsou k sobé néjakym zptisobem
inverzni. Jako inverzni funkci k mocnéni jsme si jiz zavedli odmochovani,
a podle toho také mocnéni na racionalni hodnoty bude vypadat. Mocnéni
na racionalni ¢isla shrnuje nasledujici definice a pridava k nim i mocnéni
na Cisla iracionélni.

Definice 42 (Mocniny s neceloéiselnym exponentem). Necht a € R]. Pro
pEZ~ {0}, geN \ {1} nesoudélna definujeme

Necht weR \ Q. Pak

1. pro a > 1 definujeme a* = sup {a";7€Q Ar < w},

1
2. pro a€(0,1) definujeme a* = —

a—w’
3. pro w > 0 definujeme 0% := 0.

Predpokladame, Ze ¢tenarovi jsou jiz znédmy vzorce pro praci s moc-
ninami a odmocninami a umi je pouzivat. Proto je nebudeme odvozovat
a vysvétlovat, ale prikladame pouze jejich zhustény soupis.

vzorce pro mocniny H vzorce pro odmocniny

a =1 Sa- Vb= a-b
afn:L ﬂ:nﬁ
a™ Vb b

a’ as_ar—i—s (na)m: o qm
G=a R/ a= "/a
(a-b)" =a" -b" Nk = {/a
(@) =a" Vam = aw
(5)" =% Va2 = al

Vzorce plati pro vSechna a, b, m, n, r, s pro kterd maji vyrazy vpravo
i vlevo smysl dle predchozich definic.
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4.1.3 Exponencialni funkce

Prirozenou motivaci je vztah z minulé kapitoly obratit, neboli si zvolit
konstantu a tu umocnovat hodnotou proménné. Takovou realnou funkei jiz
muzeme diky predchozi definici zavést, protoze mame definované umocno-
vani redlnych ¢isel na jakakoliv racionalni i iracionalni ¢isla.

Definice 43 (Obecna exponencialni funkce). Obecné exponencialni funkce
o zakladu a€(0,1) U (1, 00) je funkce dana predpisem

f(z) =a";xz€R.

Pozndmka. V definici obecné exponenciélni funkce neuvazujeme a = 1,
protoze by se jednalo pouze o konstantni funkeci f(x) = 1, ktery ma jiné
vlastnosti nezli funkce exponencialni (pfedevsim neni prosta a neexistuje
k ni funkce inverzni).

Proae(1,00) a %, které je tim padem z (0, 1), jsou grafy prevracené
podle osy y.

Vlastnosti (Exponencialni funkce). Necht f(z) = a®;a € (0,1) U (1, 00)
a x €R. Pak pro f plati:

e D(f) =RaH(f) =R,

e sup (f) = oo ainf(f) =0,

e je klesajici (rostouci) na celém D(f) pro a€(0,1) (a€(1,0)),
e je ryze konvexni na celém D(f),

e nema paritu a je prosta.

Jak také vidime, prusecik exponencidlni funkce s osou y je vzdy v 1,
protoZe a’ = 1 pro jakékoliv a.

Vzorce, které plati pro exponencialni funkce, jsou analogické tém, které
plati u funkei mocninnych.

VreRVaeR": a* >0 Vr,yeRVaeR": (a®)! = a"¥
VreRVa,beRY: a*-b* = (a-b)" | Vo,yeRVaeR": a®-a¥ = a""¥
VreRVa,beR": ‘;—z:(%)x Vz,yeRVaeR": Z—f,:ax*y
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Vyznamnou piedstavitelkou exponencidlnich funkci je funkce o iracio-
nalnim zékladu e. Cislo e je definovano mimo jiné rozvojem e = é + % + %+
+4+ 3+ .., ale ndm v tuto chvili stacf jeho priblizna hodnota e = 2, 718.
Funkce €” je tedy exponencialni funkce se zakladem z (1, 00), z ¢ehoz vy-
plyvaji i jeji vlastnosti, které jsme si uvedli u obecné exponencialni funkce.
Specidlni vlastnosti pak je to, ze v.x = 0 ma jako jedina exponencialni
funkce teénu rovnobéznou s osou I. a III. kvadrantu, a to konkrétné teénu
y=x+ 1.

Bere se jako vychozi pro ostatni exponencialni funkce a mé fadu speci-
alnich vlastnosti, se kterymi se ¢tenaf muze seznamit napt. v publikacich
o diferencidlnim poctu.

4.1.4 Logaritmické funkce

Nejprve si musime Fict, co za operaci je samotny logaritmus néjakého
kladného ¢isla. Pti zavadéni hodnoty logaritmu vyjdeme z toho, Ze logarit-
mické funkce jsou inverzni k funkcim exponencialnim.

Definice 44 (Logaritmus). Logaritmus o zakladu a z ¢isla = je definovan
nasledujicim vztahem

VzeR"Vae(0,1)U(1,00): log,x =y & x = a’.

Nyni jiz mizeme za vyuziti pfedchoziho vzorce bez problému zavést
logaritmickou funkci.

Definice 45 (Obecna logaritmicka funkce). Obecna logaritmicka funkce
o zakladu a € (0,1) U (1,00) je funkce dana predpisem

f(z) =log, x;x€R.

Oznacent. Pro logaritmické funkce o dekadickém zakladu a = 10 pouzivame
zkraceny zapis f(x) = log .

Stejné jako u exponencidlnich funkci se tvar grafu funkce lisi predevsim
podle toho, jestli a€(0,1) nebo ae(1,00).
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Vlastnosti (Obecna logaritmicka funkce). Necht f(x) = log, z;a€(0,1)U
U(1,00) a z€RT. Pak pro f plati:

D(f) =R" a H(f) =R,

inf (f) = —o0 a sup (f) = oo,

je klesajici na celém D(f) pro a€(0,1) a je rostouci na celém D( f)
pro a € (1, 00),

je ryze konvexni na celém D(f) pro a€ (0, 1) a je ryze konkavni na
celém D(f) pro a€(1,00),

nemaé paritu a je prosta.

Pro logaritmické funkce jsou ze stfedni skoly znamé mnohé vzorce, které
si nyni pfipomeneme a dokazeme.

Véta 12. Pro logaritmické funkce plati nasledujici vzorce:

1.
2.

3
4.

VzeRTVae R\ {1} : a8 = g,

VeeRVaeR"~ {1} : log, a® =z,

. VzeRTVpeRVaeR "~{1} : log, a? = plog, ,

Vo, yeRT Vae R~ {1} : log, (r - s) = log, r + log, s,

Vo, yeRT VacR*\ {1} : log, & = log, r — log, s,

. VzeRT Va, beRT~ {1} : log, x = 282

log, a”

. Z definice logaritmu plati y = log, z < a¥ = x. Dosazenim y z levé

strany do pravé dostavame a'°%:? = z.
Z definice logaritmu plati log, a* = x < a* = a”.

Z definice logaritmu plati log, 2 = y < 2P = a¥. Provedeme ekvi-
1
valentnf tpravy a? = a¥ < z = (a¥)? = ar < log, v = 2, neboli

plog,z =y.
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4. Podle 1. bodu této véty mame dokizéno, ze x = a'°8%, y = a'°%a ¥,
(ry) = a'°%a @9 Pouzitim vzorce pro mocnéni a®- a® = a®*¢ na z,y
dostavame z - y = a'%8a*H%8a¥ Vyrazy s x - y polozime do rovnosti

'8 @Y — (g y) =z -y = al°BaTH8a Y,

z ¢ehoz upravou dostaneme log, (zy) = log, = + log, y.
5. Diikaz provedeme analogicky bodu 4.

6. Vyjdeme z 1. bodu, Ze a'°%* = z. ,Zlogaritmovanim* (slozenim
s vnéjsi funkef logy) dostavame log, a'°%«* = log, x. Naslednym uZi-
tim vzorce log, = plog, x na levou stranu vyjde, ze log, x log, a =
= log,, .

cbd

Upozornéni. Musime si dat pozor na pripady, jako je napt. f(z) = logx?.
A¢koliv se f na R™ rovna funkci g(z) = 2logz, f je na rozdil od g defino-
vana i na R™. Ekvivalentni tiprava na celém definiénim oboru je log 2? =
= log|z|* = 2log |z|.

Také log, r® neni totéz, co log, r. UkdZeme si to pro pfirozené s. Zatimco
log, r® = slog, r je soucet s clent log, r, tak log’ r je soucin s ¢lent log, .

Vyznamnou logaritmickou funkei je inverzni funkce k funkci e”. Tuto
funkci nazyvame prirozena logaritmické funkce.

Definice 46 (Funkce pfirozeny logaritmus). Ptirozeny logaritmus je funkce,
ktera je definovana nésledovné:

Inz = log, x.

Prirozena logaritmicka funkce ma stejné vlastnosti jako obecné logarit-
micka funkce s a € (1, 00). Navic je jeji te¢nou v x = 0 piimka y = = — 1.

YA
3 //y—a; 1

Plati pro ni stejné vzorce, jako pro obecné logaritmické funkce. Z toho
také vyplyva nasledujici vzorec, ktery vyjadiuje hojné uzivany vztah mezi
exponencialni funkei a pfirozenym logaritmem.

95



Véta 13. Ve eRVaeR™T: ¢* = e* o,

Ina

Diikaz. Ze vzorcu pro logaritmické funkce vime, ze Va € RT:a = e
Uplatnénim tohoto vztahu dostavame a® = (e®)" = e Ine, cbd

Diusledkem této véty je v pripadé splnéni predpokladi casto uzivany
vztah
f9 = e’ Inf

Cviceni

4.3. Urcete hodnoty nésledujicich logaritmii: log 100, log, 256, logs %

4.1.5 Goniometrické funkce

Goniometrické funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens nam jsou
znamé jiz ze stfedni Skoly. Bohuzel stejné jako na stfedni Skole stéle ne-
méame nastroj, ktery by ndm je dovolil korektné zavést. Z toho duvodu si
musime alespon jednu (napf. sinus) pfiblizné odvodit z jednotkové kruznice
pomoci obloukové miry, a nasledné ostatni pomoci ni vyjadrit.

Odvozeni funkce sinus a obloukové miry budeme provadét bez naroku
na piresnost. Méjme kruznici o poloméru 1 se stfedem v poc¢atku souradnic.

Plzy, )

]
I
]
1
Y\
[}

a

1

Necht kladna poloosa x je pocatecnim ramenem orientovaného thlu o
a prisec¢ikem koncového ramene a jednotkové kruznice je bod P. Potom
obloukovou mirou nalezici thlu « je vzdélenost na kruznici, kterou ,,jdeme*
z bodu [1,0] do bodu P. Jednotkou obloukové miry jsou radiany, jeden ra-
didn znamena délku oblouku 1. Vzdalenosti, ktera odpovida thlu 180°, je
mrad. Z této rovnosti mizeme odvodit obecny vztah mezi stupni a radiény.

o

z° = lx rad
180

Pro tuhly, se kterymi se nejcastéji setkdvame, sestavime pomoci zada-
ného vztahu prevodni tabulku. Jednotku rad pak jiz nadale pro prehlednost
psat nebudeme.

stupné [ 03045 |60 |90 | 180 | 270 | 360
radiany [0 3 | 5[5 (3| 7 | 3n | 2n
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Na obrazku jiz byla naznacena vzdalenost y,. Ze stfedni skoly vime, Ze
to je pravé hodnota sinz odpovidajici obloukové mife z, a podle toho ji
také zadefinujeme.

Definice 47 (Funkce sinus). Funkce sinus je funkce, ktera kazdému z € R
prifadi y,, kde y, je ypsilonova souradnice pruseciku jednotkové kruznice
a koncového ramene orientovaného hlu odpovidajicimu obloukové mite x.
Funkci znacime sin z.

Nezli se podivame na ostatni goniometrické funkce, ukazeme si graf
funkce sinus a shrneme si jeji zakladni vlastnosti.

1
0

yn -3m/2 WI 0 2 Wﬂ 5m/2
-1

Vlastnosti (Funkce sinus). Necht f = sin. Pak pro f plati:

o D(f) =RaM(f)=(-11),

e min(f) = —1 v bodech {—% + 2km; k€Z} amax (f) =1 v bodech
{Z +2km keZ},

e je rostouci na intervalech <—% + 2k, 5 + 2k7r>; keZ a je klesajici

na intervalech <§ + 2k, %71' + 2k7r>; ke,

e je ryze konvexni na intervalech (2(k — 1), 2km);k € Z a je ryze
konkavni na intervalech (2km,2 (k+ 1) 7);k€Z,

e je licha a je periodicka se zédkladni periodou 2.

Ze stiedni Skoly vime, Ze x-ovou soutadnici z, bodu P z obrazku o ob-
loukové mife by byla funkce kosinus s proménnou z (jinymi slovy, bod
P = [cosx,sinx]). Soufadnice x, se méni se stejnou pravidelnosti jako y,
a lisf se pouze posunem = o § (pro z = 0 je x, = 1). Proto funkci kosinus
miizeme zavést také pomoci soutradnice y,, neboli pomoci funkce sinus.

Definice 48 (Funkce kosinus). Funkce kosinus (cos) je funkce, ktera je
definovana nasledovné:

. T
COS T = sIn (x + 5)

Vzhledem k definici je graf funkce kosinus posunutym grafem funkce

sinus o —F (viz transformace grafi funkei, podkapitola 5.4).

ﬁl? -2m ~3m - /2 0 /. m /2 2m 5%
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Vlastnosti (Funkce kosinus). Necht f = cos. Pak pro f plati:
e D(f) =RaH(f)={-11),

e min (f) = —1 v bodech {2(k+1)m; k€Z} amax (f) =1 v bodech
{2km; ke Z},

e je rostouci na intervalech (2 (k — 1), 2km); k € Z a je klesajici na
intervalech (2km, 2 (k+ 1)m);k€Z,

e je ryze konvexni na intervalech <—— + 2k, 5 + 2k7r> keZ ajeryze
konkavni na intervalech <2 + 2km, 3 ST+ 2k7r> keZ,

e je suda a je periodicka se zakladni periodou 27.

Pro goniometrické funkce sinus a kosinus plati nasledujici dva vzorce,
za jejichz pomoci a vlastnosti téchto funkci odvodime dalsi.

Vo, y€R: sin(x 4+ y) =sinz cosy + siny cosz

cos (x +y) = cosx cosy — sinx siny
Véta 14. Pro goniometrické funkce sinus a kosinus plati nasledujici vzorce:
1. VzeR: sin(—x) = —sinz = sin (x + ),
2. VxeR: cosx = sin (% — x),
3. VzeR: sin?z + cos?z = 1[0
4. VxeR:

(a) sin2x = 2sinz cos,

(b) cos2z = cos? x — sin® 7,
5. Vx,yeR:

(a) sin (z —y) =sinx cosy — siny cosz,
(b) cos(x —y) = cosx cosy + sinz siny,

6. VreR:

_ l—cos2z x 1-— cosx
(a) sin®z = 1522 resp. [sin%| =/
(b) 0082 T = 1+0052:1: , resp. ‘CO % — /1+cosz

7. Vr,yeR:

(a) sinz + siny = 2sin T¥ cos Y,

(b) sinz — siny = 2cos ©3¥ sin “5¥,
(c) cosz + cosy = 2cos “F¥ cos LY,
(d) cosz —cosy = —28111’““—” sin %52,

()Pro prehlednost piseme jen sin? z na misto (sin :c)2.
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Diikaz. Diukaz provedeme vzdy jen pro piipad (a), ostatni by se dokazaly
analogicky.

1.

Prvni rovnost plati trividlné z definice liché funkce. U druhé rov-
nosti vyjdeme z pravé strany. Aplikaci sou¢tového vzorce

sin (z +7) =sinz-cosm+sinm-cosz = —1sinz+0cosx = —sinz.

. 7 definice cosx = sin (m + %) Uplatnénim rovnosti z 1. bodu této

véty
in(2+3) =sin (- (-o-3))

sin(z+ =) =sin(—(—-z—=)) =

2 2
i ((-a-3) +7) =sin (5 <)
=sin((—-2—=)+7)=sin(=—z).

2 2

. Ve vzorci cos (x + y) pfifazenim y := —x dostavame rovnici cos (0) =

= cosz cos (—x) —sinx sin (—x). Vime, ze cos (0) = 1, a déle z pa-
rity sinu a kosinu vyplyva, ze 1 = cosz cosx — sinz (—sinz) =
= cos? x + sin® z.

Trividlng, ve vzorci sin (z + y) prifadime y = .

. Trivialné, ve vzorci sin (x 4 y) pfifadime y = —y.

Kalkulact

cos 2z = cos’ x — sin’ x = (1 — sin? x) —sin’z =1-2sin’z.

2

Déle algebraickymi tipravami dostavame sin“ z = % Pro upra-
T

venou Cast vzorce sta¢i odmocnit a prifadit z == £.

N

Se¢tenim vzorcu sin (z +y) = sinz cosy =+ siny cosx dostavame,
ze sin (z +y) + sin (z —y) = 2sinz cosy. Substituci @ =z +y

a 3=z — y pak vychazi sina + sin 8 = 2sin 222 cos 2452

cbd

Pomoci funkei sinus a kosinus se definuji zbylé dvé goniometrické funkce.

Definice 49 (Funkce tangens a kotangens). Funkce tangens (tg) a funkce
kotangens (cotg) jsou funkce, ktera jsou definovany nésledovné:

sin cos
tgx = ;cosx # 0, cotgxr = —
COs sin

;sinx # 0.

Grafy funkci tgz a cotgz jsou podobné a casto se pletou, proto je pro
srovnani uvadime nyni vedle sebe.
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f@) = tga o(z) = cote

- e = -

°

- T = e
©

- ]

B N e

Vlastnosti (Funkce tangens). Necht f = tg. Pak pro f plati:
e D(f) =R~ {2 +kmkeZ} aH(f) =R,
e inf(f)=—o0asup(f)= o0,
e je rostouci na intervalech (—% +km, 5+ kﬂ'); ke,

e je ryze konkavni na intervalech (—g + k, k7r>; keZ a je ryze kon-
vexni na intervalech <k:7r, 5+ k:w); keZ,

e je licha a je periodicka se zakladni periodou 7.
Vlastnosti (Funkce kotangens). Necht f = cotg. Pak pro f plati:
D(f) =R~ {kmkeZ} a H(f) =R,

inf (f) = —o0 a sup (f) = oo,

je klesajici na intervalech (k7 (k+ 1) 7);k€Z,

je ryze konkavni na intervalech <—§ + k, k:7r); k€Z a je ryze kon-
vexni na intervalech (lm, 5+ k;7r>; keZ,

e nemé paritu a je periodické se zédkladni periodou .

Véta 15. Pro goniometrické funkce tangens a kotangens plati nasledujici
vzorce:

1. Vee R\ {km; k€Z}: cotgz = —tg (z+ %),
2. VzeR {gﬂ';kEZ}Z tgx - cotgxr =1,
3. Vo, ye RN L;lﬂ';kGZ}: cos (z +y) # 0= tg (v +y) = BIBYL

l-tgzx tgy "
Dikaz.
1. Pouhou kalkulaci spocteme
cotem — cosT COS T B
8% = sinx sin((x—i—%) —%) B
B COS T B
~ sin (a:‘—i—%) - cos § —sin § - cos (a:‘—i—%)
B sin (z 4+ %) - < z)
B 0—cos(x+§) = lelrt 2/
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2. Trivialni, tgx - cotgr = =2 . £B52 =]
Cos T sinx
« . _ sin(z+y) _ sinm cosytcosz siny -
3. Prvné upravime tg (z +y) = 50T = cosrconysimasiny - Citatel

i jmenovatel vydélime vyrazem cosx cosy.
cbd

Je dobré si pamatovat funkéni hodnoty goniometrickych funkci pro za-
kladni velikosti obloukové miry. Proto je nyni shrneme v piehledné tabulce.

v o] §lf[F[5] 7 |3m
sinz |0 % \/75 \/75 1710 |-1
cosz || 1 %g \/75 % 0|—11] 0
tgr 0|21 [V3 0| -
cotgx || — V311 \/Tg 0] — 0

4.1.6 Cyklometrické funkce

Goniometrické funkce nemohou byt z principu periodi¢nosti prosté.
Z toho divodu inverzni funkce zaviadime pouze k jejich restrikcim na in-
tervalech, kde prosté jsou. Tyto inverzni funkce nazyvame souhrnné funkce
cyklometrické.

Definice 50 (Cyklometrické funkce). Cyklometrické funkce jsou funkce
arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustangens (arctg) a arkusko-
tangens (arccotg), které jsou definovany nasledovné:

-1

-1
arcsin x := (sin x|<7 >> , arccos T = (cos :17|(0,7r>) ,

%)
-1 _1
arctg x == (tg x|(7gg)) , arccotg z == (cotg z|(om))
Z principu inverzni funkce plati mezi goniometrickymi funkcemi a jejich
cyklometrickymi inverzemi nasledujici vztahy:
Vee(—1,1) Vye <—g, g> sy = arcsinx & x = siny,
Vee(—1,1) Yye(0,7m) : y = arccosx < & = cosy,
VreRVye (—g, g) cy =arctgr & x =tgy,
VeeRVYye(0,7) : y = arccotg x < = = cotg y.
Nejprve se podivame na cyklometrické funkce arkussinus a arkuskosinus,
jejich grafy, vlastnosti a vztahy.

— arccosx»

-2 -1 0 1 2

f(x]) = arcsinx

61



Vlastnosti (Funkce arkussinus). Necht f je arcsin. Pak pro f plati:
o D(f) =(-1,1) aH(f) =(-3.5).

e min(f)=—-Fver=-lamax(f)=7var=1,
e je rostouci na celém D(f),
e je ryze konkavni na (—1,0) a je ryze konvexni na (0, 1),
e je licha a je prosta.
Vlastnosti (Funkce arkuskosinus). Necht f je arccos. Pak pro f plati:
e D(f) =(-1,1) a H(f) = (0,7)
e min(f)=0vez=1lamax(f)=nvze=-—1,
e je klesajici na celem D(f),
e je ryze konvexni na (—1,0) a je ryze konkavni na (0, 1),
e nema paritu a je prosta.

Véta 16. Pro cyklometrické funkce arkussinus a arkuskosinus plati nasle-
dujici vztahy:

1. Voee(—Z,2) : arcsin (sinz) = z,

2. Vexe(—1,1) : sin(arcsinz) = x,

3. Yxe(0,7) : arccos (cosz) = z,

4. Vze(—1,1) : cos(arccosz) = x,

5. Vxe(—1,1): arcsinx + arccosz = 7.
Diikaz

1.-4. Trivialni, z principu inverzni funkce.

5. Vztah mezi sinem a kosinem, ktery jsme si odvodili ve 2. bodu véty
14, je zvlasté dilezity pro cyklometrické funkce, protoze na roz-
dil od jinych vztahi prevadi ztzeni kosinu, pro které je jako inverze
definovan arkuskosinus, na zizeni sinu, pro které je jako inverze de-
finovan arkussinus (nebot 5 —z prevadi interval (0, 7) na (—%,%)).
Pfi inverzi tohoto vztahu na (0, 7) tedy muzeme piimo prejit k cyk-
lometrickym funkeim (pouzivame vztah (f o g)_1 =g tof!od-
vozeny v podkapitole 2.5):

. m _
cosxzsm(——a:) /1
2
arccos r = — — arcsinx

arcsin x + arccosx =

N3N0

cbd
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Zbyva nam se podivat na grafy, vlastnosti a vztahy funkci arkustangens
a arkuskotangens.

Vlastnosti (Funce arkustangens). Necht f je arctg. Pak pro f plati:
o D(f)=RaH(f)=(-3.3),
e nemd maximum a minimum, inf (f) = —% a sup (f) = 7,
e je rostouci na celém D(f),

e je ryze konvexni na (—oo,0) a je ryze konkavni na (0, 00),

je licha a je prosta.
Vlastnosti (Funce arkuskotangens). Necht f je arccotg. Pak pro f plati:
e D(f) =RaH(f) = (0,7),

e nemé maximum a minimum, inf (f) =0 a sup (f) =,

je klesajici na celém D(f),

je ryze konkavni na (—oo,0) a je ryze konvexni na (0, c0),
e nema paritu a je prosta.

Véta 17. Pro cyklometrické funkce arkustangens a arkugkotangens plati
nasledujici vztahy:

1. VzeR: tg(arctgz) = =,

2. VzeR \ {gﬂ';kGZ} . arctg (tgx) = =,

3. VzeR: cotg (arccotgx) = x,

4. VreR ~{km;k€Z} : arccotg (cotgz) = =,
5. VxeR: arctgx + arccotgr = 7,

6. Ve eR": arccotgz = arctg 2,

7. Vr,yeR: § <arctgr +arctgy < 5 & vy <1,

T4y
l—zy"’

8. Vx,yeR: z-y < 1= arctgx + arctgy = arctg
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Dikaz.

1.-4.

Trivialni, z principu inverzni funkce.
Dokaze se analogicky 5. bodu ve vété 16.

Vyjdeme z rovnosti cotgz = tg%r;x € (0,%), kterou si nejprve
prepiseme jako cotgx = % o tgx. Nyni provedeme na obou stra-
nach inverzi s tim, Ze vime, ze (fog) " = g~' o f~!. Dostavame

arccotg & = arctgxz o = = arctg 1.
Maji-li z, y rizna znaménka, plati zjevné. Necht z,y > 0. Pak je
prvni rovnost trividlné splnéna a

arctg x + arctgy < g

s 1
arctger < 57 arctgy = arccotgy = arctg —
Y

arctg je rostouci funkce, tedy = < é, neboli x -y < 1. Pro z,y < 0
je druha nerovnost splnéna trivialné a

—g < arctgz + arctgy

s
5 > —arctgx — arctgy = arctg —x + arctg —v,

¢imz je nerovnost prevedena na pfedchozi piipad, tedy
(—2)-(-y)=z-y<L

Predpokladejme, Ze arctg x 4 arctg y = arctg z a postupujme nésle-
dovné.

arctg x + arctgy = arctg z /tgo
tg (arctg x + arctgy) = tg (arctg 2)
tgarctgw + tgarctgy
1 —tgarctgz - tgarctgy :
r+y
l—2-y

z pouze dosadime zpét do arctg z a dostavame vysledek. Aby vsak
soucet viibec mohl byt néjaky arctg, musi byt splnéno

™ ™
D) <arctgx + arctgy < 5

coz jak vime z bodu 7 této véty, je pravé tehdy, kdyz x -y < 1.

chd
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Abychom mohli plnohodnotné pocitat s cyklometrickymi funkcemi, po-
tfebujeme mit vztah mezi arcsin a arctg.

Véta 18. Mezi funkcemi arcsinz a arctg x plati nasledujici vztahy.

) x
VreR: arctgr = arcsin ——,
V14 22
. x
Vee(—1,1): arcsinz = arctg :
1 —a?

Diikaz. Prvni tvrzeni si dokdzeme pozdéji v ramci diikazu u véty o elemen-
tarnich funkcich. Druhé tvrzeni z néj trivialné vyplyva pouhou tpravou
vnitinich funkci v prvni rovnosti arcsiny = arctg x.

X

_ 2
Nk /
x2
—:y2
1+ 22

22 = (1—|—x2):y2—|—x2y2
Py =2 (1—y?) =
2

1,2 Y /\/5

|y
1—92

x| =

Jak vidime z pivodni rovnosti, x a y museji mit stejnd znaménka, proto
muzeme absolutni hodnoty odstranit a dostavame

_ )
r=——.
V1—12
Nyni pouze dosadime x do rovnice arcsiny = arctg x. chd

Uloha 1. Vyjadiete hodnotu arctg (\/§ — 1) bez pouziti cyklometrickych
funkei.

Reseni. Prve si pomiizeme tim, Ze vyraz chytfe rozsitime 2.

2 2

Rozsifeni nam umoznuje pouzit vzorec na soucet arctgx + arctgy. Poté se
jedna jiz jen o algebraické upravy.

arctg <\/§ _ 1) _ 2arctg (V2—1) arctg (v2—1) +arctg (vV2—1)

2(v2—
arctg (\/§ — 1) + arctg (\/5 — 1) arctg 1-(v2-1)°

5 2
23 -
- arctg (221 arctg ;g_; _arctgl 7w
> = 5 T2 278

Hodnotu arctg1 jsme odvodili z hodnoty inverzni funkce tg 7. Zavérem
tedy arctg (\/§ — 1) =z
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Cviceni
4.4. Urcete hodnoty arcsinx a arccosx pro x = j:%.
4.5. Urcete hodnoty arctg z a arccotgz pro z = +1.

4.6. Vyjadrete hodnotu arctg3 — arctg% bez pouziti cyklometrickych
funkei.

4.1.7 Dalsi funkce

Jako analogie ke goniometrickym a cyklometrickym funkcim existuji
funkce hyperbolické a k nim inverzni funkce hyperbolometrické. Nejedné
se o specidlni kategorii funkci, ale jsou definované pomoci exponencialni
funkce. Jelikoz se vSak na vétsiné skolach nevyucuji, a s jejich uzitim se
setkdme nejdiive az v diferencidlnim poctu, tak se jimi ani my nebudeme
nadale zabyvat.

Podivejme se nyni na par dalsich nezarazenych funkci, se kterymi se
budeme setkavat podstatné castéji.

Definice 51. (Absolutni hodnota) Absolutni hodnota je funkce, ktera je
definovana nésledovneé:

2] —x prox <0,
x| =
T pro x > 0.

Absolutni hodnota se da zavést i jinymi zpusoby. Dal$im ¢asto uzivanym

zpusobem zavedeni je f(z) = |z| = V$2

() Zcela univerzalné zavadime |z| = vz - 7, kde z jsou (obecné) komplexni &sla nebo
vektory (pak tecka znadi skalarni soucin), ale jelikoZ pracujeme pouze v realnych ¢islech,
kde se x = 7, tak se jedna o totozny zapis.
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Vlastnosti (Absolutni hodnota). Necht f(z) = |z|; z € R. Pak pro f plati:
D(f) =RaH(f) =Ry,

e v 0 méa min (f) = 0, ale nemé maximum, sup (f) = oo,

je klesajici na (—o0,0) a je rostouci na (0, 00),

e je konvexni na R a je konkavni na R} a na Ry,
e je suda.

Definice 52. (Signum) Absolutni hodnota je funkce, ktera je definovana
nasledovné:
—1 prozx <0,
sgn(z) =<0  prox=0,
1 pro x > 0.

Funkce signum ma nespojity graf. Tzn., Zze vezmeme-li maximéalni{ in-
tervaly defini¢niho oboru funkce (v tomto piipadé celé R), tak na nich
nemuzeme funkci na¢rtnout jednou carou. Funkce signum se takto ,trha‘“
v bodé x = 0.

Vlastnosti (Signum). Necht f(z) = sgn (z); x €R. Pak pro f plati:
e D(f) =RaH(f) ={-1,0,1},
e min(f) =—1amax(f) =1,
e je neklesajici na celém D(f),

e je konvexni na (—o00,0) a na (0,00) a je konkévni na (—00,0) a na
(0, 00),

e je licha.

Mezi definici absolutni hodnoty a signum je patrna podobnost. Tento
vztah popisuje nasledujici véta.

Véta 19. Pro funkce signum a absolutni hodnota plati
xrsgn (x) = |z|.

Diikaz. Trividlni. x = 0: sgn(0) =0 a |[0] = 0, tedy 0z = 0.
r<0: sgn(zx)=-1alz|=—z, tedy —1lz = —ux.
r>0: sgn(zx)=1a |z| ==z, tedy lx = z. chd

Dalsimi funkcemi, jejichz graf nelze na definiénim oboru nakreslit jednou
¢arou, jsou funkce nasledujici.
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Definice 53 (Funkce dolni cela ¢ast a necela ¢ast). Funkei dolni cela ¢ast
definujeme nésledovné:

VeeRVneZ: |x] =n & ze(n,n+1).
K funkeci dolni cela ¢ast dodefinovavame funkei necela ¢ast nasledovné:
g(z) =z — |z].

Alespon ¢astecné se nyni na vlastnosti obou nové zadefinovanych funkci
zamérime.

3 o=
flz) =[]
2 —0
1 —0
0 P
3 -2 -1 Io g 2 3
o—0 =
—0 3

Vlastnosti (Funkce dolni celé ¢ast). Necht f(z) = |z]|;x € R. Pak pro f
plati:

e D(f) =RaM(f) =12,

inf (f) = —oc a sup (f) = o,

je neklesajici na celém D(f),

e je konvexni na intervalech (k, k + 1); k € Z a konkavni na intervalech
(k,k+1);keZ,

e nema paritu a neni prosta.

(L
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Vlastnosti (Funkce necela ¢ast). Necht f = x — |z|;2 € R. Pak pro f
plati:

e D(f) =RaH(f)=0,1),

e min (f) = 0, ale maximum neexistuje, sup (f) = 1,

je rostouci na intervalech (k, k + 1); k€Z,

je konvexni na intervalech (k, k + 1); k € Z a konkavni na intervalech

(k,k+1);keZ,
e nemé paritu a nenf prosta, je periodicka se zédkladni periodou p = 1.
Véta 20. Souctem funkei dolni celd ¢ast a neceld cast je funkce identicka.
Diikaz. Trividlni, f(z)+g(z) = |] + (v — |z]) = |z] +2—[z] = 2. cbd

Z funkci, které si v této kapitole zavadime, je z hlediska grafu nejvice
yrozpadld® tzv. Dirichletova funkce.

Definice 54. (Dirichletova funkce) Dirichletova funkce je funkce, ktera je
definovana néasledovneé:

D(z) =

1 prozxzeQ,
0 proxeRNQ.

Graf Dirichletovy funkce se zpravidla nekresli. Duvod je vidét z na-
sledujiciho obrazku, ktery je sam z principu véci jen aproximaci ¢i spiSe
naznakem skutec¢ného grafu.

Vlastnosti (Dirichletova funkce). Necht f(x) = D,z €R. Pak pro f plati:
e D(f) =Ra#(f)={01},
e min(f) =0amax(f) =1,

e neni monotonni na zadném intervalu,

neni vypoukla na zadném intervalu,

je sud4 a je periodicka pro libovolné p € Q" (takZe nema zékladni
periodu).
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4.2 Definice elementarnich funkci

Abychom mohli pohodIné zavadét (nekonetné) mnoziny funkei, zadefi-
nujeme si prvné jak vypada generator takové mnoziny.

Definice 55 (Generator mnoziny funkei). (Vitések, 2012) Mnozinu funkei
generovanych mnozinou funkci F' (tzv. mnoZina generatorii) a mnozinou
binarnich operaci O (zna¢ime (F; O)) definujeme takto:

1. FC(F;0)
2. fLge(F;0)N®€0 = fRge(F;0)

3. Kazdou funkci z (F;O) lze z F' zkonstruovat koneénym poctem
kroku 2.

V ramci toho, co budeme posléze nazyvat elementarnimi funkcemi, tra-
di¢né rozlisujeme nékolik specialnich podkategorii. Prvni z nich jsou jiz ze
stfedni skoly zndmé polynomy.

Definice 56 (Polynomické funkce). Mnozinu (Fp; Op), kde
1. Fp={c,z},
2. Op={+,—,},

nazyvame mnozinou polynomickych funkei.

Pro predstavu, netrividlnim typem polynomu jsou napiiklad jiz zmi-
nované linedrni a mocninné funkce nebo ze stfedni skoly notoricky zndmé
funkce kvadratické.

Definice 57 (Racionalni funkce). Mnozinu (F; Og), kde
1. Fg ={c,z},
2. Og ={+,—,-,+},

nazyvame mnozinou racionalnich funkei.

Tyto funkce se od polynomickych funkei 1isi tim, Ze v mnoziné binarnich
operaci pridavame navic operaci déleno. Z toho vyplyva, Ze polynomické
funkce jsou specialnim typem funkci racionéalnich, které muzeme zapsat
bez pouziti této operace.

Pozndmka. Kazdou racionédlni funkci mtizeme zapsat jako podil dvou funkci
polynomickych.

Definice 58 (Iracionalni funkce). Mnozinu (Fr; Or) \ (Fg; Og), kde
1. F] = {C,l’, C/E},
2. Or = {+7_7'7+7O}7

nazyvame mnozinou iracionalnich funkci.
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Jinymi slovy, iracionalni funkce jsou vSechny funkce generované mnozi-
nou (Fr; Or), které nejsou racionalni. Z toho vyplyva, Ze iracionalni funkce
musi obsahovat funkeci n-t4 odmocnina.

Veskeré funkce, které nepostihuje zadné z predchozich tii definic, nazy-
vame transcendentni. Jsou jimi napf. funkce exponencialni, goniometrické,
apod., ale i funkce, které ani nemusi byt elementarni.

Tim se dostéwame k velké Skupiné funkci, se kterou se Zéci nejéastéji
funkce a patii mezi né vétsina ze zakladmch funkci, které jsme si zavedli
v minulé podkapitole. Nyni si ukazeme, které to jsou.

Definice 59 (Elementéarni funkce). (Vitasek, 2012) Mnozinu (Fg; Og), kde
1. Fp ={c,z, {/x,e*,Inz, sinz, arcsin z},
2. Op ={+,—,-,+,0},

nazyvame mnozinou elementarnich funkei.

Jinymi slovy, elementarni funkce jsou funkce v Fg spolu s funkcemi,
které z funkci v Fg vzniknou koneénym poctem operaci z Og. Aby nedoslo
k mylce, tak si nyni ukazeme, které dalsi funkce z nami zavedenych funkei
jsou také elementarni.

Véta 21. Funkce ax+b, 2", a”, log, x, cos x, tg x, cotg x, arccos x, arctg x,
arccotg z a |x| jsou elementarni funkce.

Diikaz. Linearni funkce ax + b lze trivialné vyjadrit jako c; - x + cs.

2™ Pron = 0 se jednd o ¢ = 1, pro n € N lze ™ vyjadrit jako funkci

x-x-...-xsn Ciniteli, pro n€Z~ lze 2" vyjadrit jako 1 +x™".

Funkce a® a log, z miiZzeme podle vzorcti piepsat jako e®'n® a 1n_x , tedy

e’o(zr-lna)alnz+Ina.

Kosinus muzeme dle definice pfepsat jako cosz = sinz o (a: + g), ¢imz

je dokdzané, Ze i cosz je elementarni funkci. Potom tgx = sinz <+ cosx

a cotg x = cos x+sin x, neboli pomoci O je tgx = sinx =+ (sinx o (x + g))

a cotgxr = (sinx o (x + %)) <+ sinx.

|z| se dokaze trivialng. Jak bylo feceno, |z| = Va2, tedy |z| = /Z o (z - z).

Cyklometrické funkce: Vyjadrit arccosx pomoci arcsin x neni problém ze

vzorce arcsinx + arccosx = 7, tedy arccosx = 7 — arcsinw. Analogicky
™

plati, ze arccotgr = 7 — arctgz. Zamérime se tedy na to, jak pomoci

arcsin x dostat arctg xz. Nejprve z rovnosti arcsiny = arctg x vyjadiime y.
arcsiny = arctg x /sinx|(_g7g>o
sin (arcsin y) = sin (arctg )
y = sin (arctg x)
Nyni vyjadiime sin x pomoci tgx pro x € (—g, g), kde je cosz > 0.

sin x sinx

|Cosx| cos tgx tgx tgx

2
sin? z+cos? z sin? x tg x+1
|COS$| V 0082 \/ cos? \/COSQI +1 \/
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sinx =




Dosazenim sin x do y = sin (arctg x) dostavame

tg (arctg x)

x
y = =
Vtg? (arctgz) +1 Va2 +1
x

arcsin y = arcsin ————
2
¢ +1

Pouhym pfepisem pak arctgz = arcsinz o (x + (y/z o (x-x+1))). cbd

, neboli

= arctgx.

Vratime-li se trochu zpét, tak vidime, Ze na rozdil od racionalnich funkeci
a polynomi jsou jiz mnoziny racionalnich, iracionalnich a transcendentnich
funkci navzajem disjunktni. Muzeme tedy tict, Ze elementarni funkce lze
rozdélit na funkce racionélni, iracionalni a transcendentni.

Pozndmka. K operacim u polynomii a racionalnich funkci bychom mohli,
stejné jako je tomu u definice iracionalnich a elementarnich funkeci, pridat
i operaci skladani. Jelikoz by v8ak tato operace nepfinesla v danych katego-
riich nic nového, nebot sloZenim polynomi vznika vzdy polynom a slozenim
racionalnich funkci opét racionalni funkce, do definice jsme ji kvili jedno-
duchosti nezaradili. Podobné jsme v definici elementarnich funkci uvedli
jen jednu goniometrickou a jednu cyklometrickou funkci, nebot, jak jsme
vidéli, jsou z nich ostatni odvoditelné.

Nyni uvedeme dulezitou vétu o elementarnich funkcich, kterou predbi-
hame, protoze neméme k dispozici ani korektni definici jednoho pouzitého
pojmu, natoz nastroje k jejimu diikazu. Intuitivni vyznam je vSak zrejmy.

Veéta 22. Kazda elementéarni funkce je spojitd na svém defini¢nim oboru.

Spojitost funkce znamena, ze vezmeme-li maximéalni intervaly definic-
niho oboru funkce, da se na nich jeji graf nacrtnout jednou carou. 7Z této
véty mimo jiné také vyplyva, ze spojitost je nutnou podminkou, aby funkce
byla elementérni.

Nézev spojitost jiz zaznéla u funkce signum. Zde jsme tvrdili, Ze sgn
o¢ividné neni v 0 spojitd. Z toho vyplyva, Ze funkce signum nemuze byt
elementarni funkci.

Prikladem dalsich funkei, které nejsou spojité, a tim padem ani elemen-
tarni, jsou funkce dolni celé ¢ast a necelé cast. Jak muzeme vidét z grafi,
funkce dolni cela ¢ast (resp. neceld ¢ast) jsou nespojité v mnohem vice bo-
dech nezli funkce signum, i tak vSak muzeme nalézt intervaly, na kterych
spojité jsou. To se jiz neda Fict o Dirichletové funkci, ktera neni spojita na
zddném intervalu, dokonce ani v zadném bodé.

Pozndmka. Pokud priddme funkci signum do mnoziny generatori elemen-
tarnich funkci, budou do vygenerované mnoziny patfit i funkce dolni cela
¢ast, necelé ¢ast a dalsi funkce po ¢astech elementéarni (tedy vSechny funkce
definované podobné jako signum ,vidlickou”“ na kone¢né mnoha interva-
lech). Vice o tomto tématu pise D. Janda ve svém bakalaiské praci Funkce
v piikladech a protiptikladech z roku 2011.

Tyto nespojité funkce jsou vyznamné piedevsim z hlediska dokazovani
vlastnosti, které se probiraji ve slozitéjsi teorii funkci, ale je dobré s nimi
byt obeznamen jiz diive.
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Ctenar by z ptredchazejicich prikladi mohl nabyt dojmu, Ze vSechny
neelementarni funkce nejsou spojité. Tomu tak ale neni, protoze ve vété
o spojitosti elementarnich funkei je pouze implikace, nikoliv ekvivalence.
Jinymi slovy, existuji i funkce neelementarni, které jsou spojita. Takovou
funkef je napiiklad f(z) = (z + Inz)~". Jelikoz funkce z + Inz je spojit4,
ryze monotonni a tedy i prosta, tak i jeji inverzni funkce bude spojita
a ryze monotonni, ale protoZze z rovnice y = x + Inx nemiizeme pomoci
zékladnich péti operaci vyjadiit x, tak se nejedna o funkci elementarni.
7 tohoto poznatku plyne nasledujici poznamka.

Pozndmka. Elementarni funkce nejsou uzaviené na inverzi, ale pouze na
operace +, —, -, —, O.

Cviceni
4.7. U nésledujicich funkci rozhodnéte, zdali se jedna o funkce elemen-

tarni. V kladném piipadé rozhodnéte, jestli je funkce racionalni
(resp. polynomicka), iracionalni nebo transcendentni.

(a fl Ly = z(sin2 J;;-cos2 w)

(b) fo: y = (cosx — sinzx)’

. _ xmsgnw
f3' y= arccotg x

)
)
)
) fary=2a* sgnu

e) fs:y=sin (1n2:v)
)fG:y:x-(2—x)'eﬁ'e(1_ﬁ)
)
)

(
(h) Inverzni k fg:y =

T
" loge®
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Kapitola 5

Obvyklé tlohy s elementarnimi
funkcemi

5.1 ReSeni rovnic a nerovnic v R

Uz ze stfedni skoly zndme metodu feseni nerovnic pomoci ekvivalent-
nich dprav. Je pro ni obvyklé skladéni s inverznimi funkcemi. Napf. pokud
z nerovnice e > 3 chceme ziskat x, tak se musime zbavit vnéjsich funkei
(v tomto pripadé funkce exponencialni). Takze

e’ >3 /Ino
Ine® >1In3
Tz >1n3

Tento postup zasadné zavisi na znalosti monotonie funkce, kterou pouzi-
vame, protoze rostouci funkce zachovava nerovnost, ale klesajici ji prevraci.

Napriklad
1 xT
(5) >3 /logi o

1 T
log% <§> < log% 3

T < log%S

f{eknéme, ze mame nerovnici L < P. Pokud na ni pouzijeme ,,ipravovou*
funkci v a dostaneme u (L) < wu (P), pak znazornénim tpravy jako impli-
kace dostavame primo definici rostouci funkce, tedy L < P = u (L) < u (P).
Prevracenim znaménka bychom dostali definici funkce klesajici.

Uprava znama jiz ze zakladni gkoly je pfevraceni nerovnosti pii nasobeni
zapornym ¢islem. To je jen specidlnim pfipadem predchoziho. Vezméme
si napf. nerovnici —3x < 6. Déleni —3 je ve skutec¢nosti totéz, co skladani
s funkef u(z) = —%. Protoze —3 je linearni klesajici funkci, musime pfi
feSeni prevracet rovnost.

Toto Teseni mé také tu nevyhodu, Ze se postup ¢asto musi délit na vice
pripadt. Napf. pokud chci nerovnici % < 3 vynésobit x, musim rozdélit na
dva priklady, kdy x > 0 a z < 0.
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Jelikoz toto u rovnic nemusime fesit, je FeSeni rovnic obecné jednodussi
nez resSeni piislusnych nerovnic. UkaZeme si metodu, kterd prevadi feseni
nerovnice na feseni rovnice. Nejprve si musime nerovnici upravit do tvaru
s nulou na pravé strané. Mame-li napriklad nerovnici L. > P, mtuzeme P
vzdy prevést na levou stranu, takze i kazdou nerovnici mtzeme prevést
do tvaru f(z) > (>,<,<)0. Tim problém FeSeni nerovnice prevadime na
problém hledani mnoziny, na které je funkce (v béznych tlohéch vidy ele-
mentarni) kladna (nezaporné, nekladna, zaporna).

Diky spojitosti elementérnich funkei ndm toto hleddni mnozin vyrazné
usnadni nésledujici véta, kterou si bez dikazu sepiSeme.

Véta 23 (Bolzanova véta). Mé&me funkei f spojitou na intervalu (a,b).
Pak plati
fla)- f(b) <0=3ce(a,b): f(c)=0.

Podminka f(a)- f(b) < 0 znamena, ze ma funkéni hodnota funkce f
na koncich intervalu opa¢na znaménka. Z toho pak za pfedpokladu spoji-
tosti plyne, Ze na intervalu (a,b) existuje nejméné jeden bod ¢, ve kterém
je funkéni hodnota rovna nule. Takovyto bod nazyvame nulovym bodem
funkce.

g(a)
Dusledkem piedchozi véty je, ze elementarni funkce (protoZze vSechny

elementarni funkce jsou spojité) neméni na definiénim oboru mezi svymi
nulovymi body znaménko.

+ +

Postup feseni nerovnic je nasledovny. Nejprve prevedeme vSe na jednu
stranu rovnice. Dale si urc¢ime defini¢ni obor, a nulové body vzniklé funkce.

75



Podle nulovych bodi si rozdélime intervaly definicniho oboru na podinter-
valy. Poté (dosazenim nebo ze znamych vlastnosti dané funkce) rozhod-
neme o znaménku funkéni hodnoty na jednotlivych podintervalech, a tim
zjistime, ve kterych je ptivodni nerovnost splnéna.

Pozndmka. Studenti ¢asto nabyvaji ze stfedni skoly dojmu, Ze umi pocet-
nim algoritmem vyftesit jakoukoliv rovnici obsahujici elementérni funkce.
Tomu tak je predevsim proto, ze ucitelé nezadavaji ulohy, které by se vyte-
sit nedaly. Abychom demonstrovali, Ze je tento dojem nespravny, uvazujme
napt. rovnici x +Inx = 0. U takovéto rovnice jsme sice schopni z vlastnosti
obou funkei urcit, ze kofen bude jediny a Ze se bude nachazet v intervalu
(0,1), ale tim to pro nas kon¢i — z rovnice nelze vyjadiit x, protoZe inverze
k funkci na levé strané neni elementérni.

Uloha 1. Naleznéte mnozinu viech z € R, pro ktera plati
(x —1)(2* - 9)
z+1

Reseni. Na levé strand jiz méame prepsanou funkci f. Za¢neme tim, Ze si
urcéime jeji defini¢ni obor. Jedinou podminkou v tomto piipadé je, abychom
nedélili nulou, tedy aby x + 1 # 0. Z toho vyplyva, ze

D(f) = R~ {—1} = (—00, ~1) U (=1, 00) .

Déle rozdélime defini¢ni obor podle nulovych bodu funkce:

< 0.

r—1=0 = x; =1,
$2—9:0 = .73273::t3.

Mame urcit, kde je funkce zapornéa. Protoze je podilem resp. soucinem
jednodussich funkci, budeme pracovat pouze se znaménky — funkce bude
zaporné praveé tehdy, kdyz bude zdporny lichy pocet souciniteli. Sestavime
tedy tabulku znamének na intervalech, které vzniknou rozdélenim intervali
defini¢niho oboru nulovymi body:

| (=00,=3) | (=3,-1) | (=1,1) | (1,3) | (3,00)

x—1 — — — + +
r+1 — - + + +
z?—9 + - - - +
fal + [ - 1 + 1 -1+

Poslednim radkem tabulky je ,soucin® znamének ve sloupcich nad nim.
Resenim nerovnice f(z) < 0 jsou v8echna z € (—3,—1) U (1, 3).
Uloha 2. Naleznéte mnozinu viech z € R, pro ktera plati

T+ 3 < 20+ 3

22—1" 2243z +2

Reseni. Na rozdil od ptredchoziho pripadu musime prvné prevést vyraz
z pravé strany na levou a upravit.

x4+ 3 20+3 T+ 3 2z 4+ 3 B
22—1 2243242 (@-10)@+1) @+1)(=+2)
_ (@43 (@+2)— (22 +3)(x—1) _ —2?+ 4z +9 _ )
(x—=1)(z+1)(z+2) (x—=1)(z+1)(z+2)
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Stejné jako v predchozi tloze si ur¢ime intervaly defini¢niho oboru a nulové
body funkce f. Ty budou soucésti reseni, nebot nerovnost v nasi nerovnici
je neostra.

D(f) = (=00, ~2) U (=2,—1) U (=1, 1) U (1, %),
— 2?2 4+4x+9=0 = :1:1,2:2:|:\/ﬁ

Sestavime tabulku znamének, pficemz x; = 5,6 a zo = —1,6.
x | (=00, =2) [ (=2,2) | (x2,—1) | (=1,1) [ (1, 21) | (21,00)
—a? + 4z +1 — — + - - —
r—1 — — — — + +
r+1 — — — + + +
v+ 2 - + - + + +
f@ [+ [ -1 + [ -1+ 1 -

Z tabulky vidime, Ze FeSenim f(z) < 0 jsou viechna z € (—2,2 — V13) U
U(=1,1) U(2+ v13,00).
Uloha 3. Naleznéte mnozinu viech xz € R, pro ktera plati

9 _
logs (2z 4+ 1) —logy (z +2) > logs 3 ’

-

Resent. Nejprve si uréime defini¢ni obor, protoze budeme provadét neekvi-
valentni upravy, které ho mohou zménit. Argument logaritmu musi byt
z Rt z ¢ehoz dostavame podminky 22 +1 > 0, z+2 > 0 a g:—i > 0.
7 nerovnic podminek dostavame

D(f) = (—%,2) U (3,00).

Provedeme tupravy zadani, ke kterému pristoupime jako k rovnici, abychom
zjistili nulové body.

2 —
log1 (2z + 1) —logy (z +2) — logs - ’

5+ 21

2

Nyni jen opét sestavime tabulku, kterou uvadime jiz ve zkracené forme.

v | (=5.m) [(@2:2) | B2 | (01,0)
ff + [ - [ + 1 -

$2—5$+1:0 = T12 =

ReSenim f(z) > 0 jsou viechna z € (—%, 5*5/5) U (37 —5+;/ﬁ>_
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Uloha 4. Naleznéte mnozinu vech = €R, prro cyo ktera plati
sinx < cos 2.

Resent. Jelikoz jsou funkce sinx i cos 2z definovany na celém R, nemusime
se vice zabyvat defini¢cnim oborem. Funkce sin x je 2m-periodickd a funkce
cos 2z je m-periodicka, takze vysledna funkce bude 27-periodicka. Na této
periodeé také budeme vysetfovat nerovnosti, protoze na ostatnich periodach
budou stejné. Nejprve upravime funkci

f(x) =sinx — cos2x = sinx — (coszx — gin? ;p) =
=sinz + sinz — (1 —singx) = 2sin’x +sinx — 1,

a nasledné uré¢ime jeji nulové body na intervalu (0, 27).

2sin®z +sinz —1 =0 /S:t=sinx
2+t —1=0
_ —1+£3
1,2 = 1
. . 1
sineg =-1 V smx:§
V T V 0
T = =T Ty = — T3 = =T
L) 76 76

Pomoci nulovych bodu sestavime tabulku pro f(z) = (sinx + 1) (sin T — %)

v [ €0.5) ] (§.6m) | Gm 5m) | (G 2m)

sinz + 1 — + — —
sinz — % + + + +
f@ [ -1 + 1 - [ -
JelikoZ nas zajima ostra nerovnost f(z) < 0, nepocitame do FeSeni %ﬂ.

Regenim na intervalu (0,2m) je tak mnozina <0, %) U (%7?, %7?) U (%77,271’).

Tento vysledek mtuzeme zjednodusit, pokud posuneme interval, na kterém
feSime funkci, na <—%, %71’) Zde se nam 1. a 3. interval TeSeni sjednoti
v jeden, a rozsifenim periody na R dostdvame, Ze TeSenim jsou vSechna

r€Uey ((—g + 2km, § + 2/<:7r) U (%ﬂ' + 2k, gﬂ + 2]{371')).

Cviceni
5.1. Naleznéte mnozinu vsech x € R, pro ktera plati nésledujici nerov-
nice.

a (a: — %) arcsinz > 0

(a)

(b) log, 2 + log,y x < log, V3
)
)

2245 > 2247
22—2—6 — z2+1—6

sinxsin2z > 0

*(e) cosxT 0

42 72 —

5.2. Dokazte, ze funkce f(r) = 2® — 4z — 1 ma na intervalu (—1,0)
alespon jeden koren.
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5.2 Hledani defini¢niho oboru

Nejprve jednu teoretickou poznamku. Tak, jak jsme zavedli zobrazeni,
je pro zobrazeni dana predpisem jejich defini¢ni obor nutnou soucésti za-
danf a jeho hledéni tudiZz nemé smysl. Konkrétné, piedpis f(r) = 22 iika
jen to, ze ve vSech usporadanych dvojicich, které zobrazeni tvoii, je druhé
slozka druhou mocninou prvni, nikoli uz, co v8echno prvnimi slozkami mize
byt; teprve napt. f(z) = % x € R je skutecnou definici zobrazeni. Bézné
zadani ,Naleznéte defini¢ni obor funkce dané predpisem® je tedy jen kon-
venci, jejiz skuteény vyznam je ,,Naleznéte obor smysluplnosti vyrazu®,
neboli mnozinu viech z (zpravidla z R), ktera lze do vyrazu smysluplné do-
sadit. Pokud matouci konvence pouzivat nechceme, lze zadani zkorektnit
pomoci jediného slova: ,Naleznéte maximalni defini¢ni obor funkce dané
predpisem®.

Pomoci znalosti o defini¢nich oborech funkeci z minulé kapitoly muzeme
algoritmicky nalézat defini¢ni obory slozitéjsich elementérnich funkci. Po-
stupujeme tak, ze zjistujeme, pro jakd z se vnitini funkce zobrazi do defi-
ni¢niho oboru funkce vnéjsi, a toto provadime pro vSechny dvojice vnitinich
a vnéjsich funkci, které zadané funkce obsahuje. Vyslednym defini¢nim obo-
rem je prunik intervali, které nam z jednotlivych dvojic vzesly. Algoritmus
si pro nazornost ukadzeme na sérii gradovanych tloh.

Poznamka. Stejné jako v predchozi podkapitole, nemusime byt vzdy schopni
vypocty dojit k cili. Jestlize neumime napf. urcit kofen rovnice x+Inx = 0,
pak nemtizeme ur¢it ani spodni hranici definiéniho oboru funkce f(x) =
= vz + Inz. Existuji i specialni pfipady funkci, u kterych lze dojit k exakt-
nimu feseni, ale nikoliv tpravou rovnic, nybrz vlastnim vhledem. Takovou
funkei je napft. funkce g(z) = vV — 1+ Inz, u niz vime, Ze funkce z — 1
a Inx jsou funkce rostouci, které maji jediny kofen x = 1, takze i funkce
x —1+1Inz je rostouci a méa jediny koten x = 1. Z toho pak trividlné plyne,
ze D(g) = (1,00). Reseni tedy v tomto pripadé nejsme schopni vypocitat,
ale pokud jej uhodneme, mizeme jej ovérit.

Upozornéni. Musime si dat pozor na upravy zadanych funkci. Napft. ackoliv
se funkce f(x) = Inz? a g(z) = 2Inx na priniku svych defini¢nich oborii
rovnaji, jejich defini¢ni obory jsou rtzné: D(f) = R\ {0} # D(g) = R™.
Uprava prvniho na druhy tedy definiéni obor obecné zizi a opacna rozsifi.

Uloha 5. Nalezndte maximéalni defini¢ni obor funkce

f(z) =In(1—¢€")

v R a zapiSte jej jako sjednoceni intervalii a izolovanych bodi.

Resent. Podivejme se na jednotlivé funkce, které zadana funkce f obsahuje.
Konstantni funkce y = 1 i exponencialni funkce y = e” jsou definovany na
celém R, takze nas nijak neomezuji. Omezujici funkci pro defini¢ni obor je
funkce y = In z, protoze logaritmus je definovany pouze pro z€ R*. Z toho

(W Pro Etenéfe s nejasnostmi v algoritmu hledani definiénich oborit doporucuji ke studiu
bakalaiskou praci T. Vitaska Elementarni funkce a defini¢ni obor.
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plyne pro defini¢ni obor podminka 1 — e® > 0, ze které vyjadiime x.

1—¢e">0
1>e" /Ino
Inl > 1Ine”*
0>z

Z jediné podminky, ze x < 0, dostavame D(f) = R™.

Uloha 6. Naleznéte maximéalni defini¢ni obor funkce
f(z) = arcsin (In z)

v R a zapiSte jej jako sjednoceni intervalii a izolovanych bodi.

Resent. V této tloze mame z hlediska definiéniho oboru dvé omezujici
funkce. Prvni je Inz, ze které trividlné vidime, ze x > 0. Druhou je sa-
motny arcsin z, jehoZ argument musi nabyvat hodnot z intervalu (—1,1).
Z toho plyne podminka, ze —1 <Ilnz < 1.

—1<Inz Inx <1
efl S elnac elna: S el
el <z r<e

-1

Z podminek tedy dostavame t¥i intervaly (0, 00), (e™!, 00) a (—00, €), jejichz

prinikem je D(f) = (e7!,e).

Uloha 7. Nalezndte maximéalni defini¢ni obor funkce

s/T—3
T+ 4

fz) =

v R a zapiSte jej jako sjednoceni intervali a izolovanych bodi.

Resend. V prvni fadé nesmime délit nulou, proto plati, ze = + 4 = 0, neboli
r # —4. Dale defini¢nim oborem sudych odmocnin je Ry, z &ehoZ pro
argument odmocniny plyne podminka i_:i > 0, kterou vyresime metodou
z minulé podkapitoly.

z || (=00, —4) | (—4,3) | (3,0)
f@al  + 1 - 1 +

Z podminek trivialné dostavame D(f) = (—oo, —4) U (3, 00).
Uloha 8. Nalezndte maximéalni defini¢ni obor funkce

fa) = (3j§)

v R a zapiste jej jako sjednoceni intervalii a izolovanych bodi.
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Resent. Jelikoz z tohoto zapisu funkce nemusi byt podminky na prvni po-
hled jasné, pomizeme si Gpravou

f(x) = <3 — x)ﬂ_l _ o(#-1)mi=z

T —9
Exponencialni funkce je definovana pro vSechna x € R, takze jediné misto,
kde muze nastat problém, je vyraz In % Na prvni pohled je jasné, Ze
x # 5. 7 logaritmu téz dostavame podminku, ze % > 0, kterou trivialné
vyfeSime.
@ - T+ 1 -
Nyni jiz vidime, ze D(f) = (3,5).

Uloha 9. Nalezndte maximéalni defini¢ni obor funkce

VI 52514
arccotg /In (x 4 1)

v R a zapiste jej jako sjednoceni intervali a izolovanych bodi.

fz) =

Resent. Zatneme citatelem, ve kterém vyraz pod odmocninou musi byt
nezaporny, neboli 4* —5-244 > (. VyTesime metodou z minulé podkapitoly.

45— 5.2 +4 =0
22" 5.2 44=0  /S:t=2"
2 —5t+4=0
=4 V ty=1
2"=4 Vv 2"=1
r=2 V x=0

o-5.2244] + | - | +
Z prvni podminky dostéavame interval I; = (—oo,0)U(2, 00). Druhy interval
dostaneme trividlné z podminky pro In (z + 1), tedy I = (—1,00). Déle
kvili odmocniné musi platit, ze In (z + 1) nabyva nezapornych hodnot.

In(z+1)>0 /e%o
eln(ac—‘,—l) 260
r+1>1
z >0

Z toho pak I3 = (0, 00). Nakonec zbyva projit vnéjsi funkei arccotg z. Jeli-
koz je funkce arkuskotangens definovana na celém R, tak jeji vnitini funkce
neovlivni defini¢ni obor, ba dokonce nemusime ani fesit déleni nulou ve jme-
novateli, protoze jeji obor hodnot je (0, ).

Zbyva urcit definiéni obor f, kterym je Iy N Iy N I3, tedy D(f) = (2, 00).
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Uloha 10. Naleznéte maximéalni defini¢ni obor funkce

fx) =

arcsin (22 — 2)
In (ln2 x)

v R a zapiste jej jako sjednoceni intervalii a izolovanych bodi.

Reseni. V Eitateli funkee f je funkce arcsin z, ktera je definovana pouze pro
z€(—1,1). Dostavame tedy podminku, ze —1 < 2% — 2z < 1.

—1<z?—2 2 —2x <1
0<z?>—2x+1 22 =20 —1<0
O§($—1)2 $172:1:i:\/§

rER xe<1—\/§,1+\/§>

Prinikem obou podminek dostavame interval I; = <1 — \/5, 1+ \/§> Dale
z funkce Inz trivialné Io = (0,00). Druhd mocnina je definovéana na R,
proto se In? z nemusime nyni vice zabyvat. Z funkce In (ln2 x) musime Tesit
podminku In? 2 > 0. Druha mocnina je vzdy nezaporna a kladné je prave
tehdy, kdyz je jeji zaklad nenulovy, v nasem piipadé tedy kdyz Inx # 0,
neboli z # 1. Zbyva urdit, jaké pripady vylou¢i déleni, tedy vyfesit rovnici
In (ln2 x) = 0.

In (In*z) =0 Jeo
eln (ln2 a:) — a0

e
Iz =1
Inx = +1 Je“o
oo _ ot

o= ot

7 toho plyne podminka z # e*!.

Zbyva jen definiéni obor f, kterym je mnozina I; N Iy ~\ {1,e*'}, zapsat
pouze pomoci sjednocent: D(f) = (0,e) U (e™1,1) U (1,1 + v/2) (protoze
e>1+ \/5)

Cviceni
5.3. Naleznéte maximalni defini¢ni obor nésledujicich funkei v R a za-
piste jej jako sjednoceni intervalil a izolovanych bodi.

(a) f(z) =2
(b) f(z) = arcsin
(¢) f(z) -

Va1 —Jz+1]-3

(d) fz) =1+l ~2)+n (arccotg ngl)
In (arccos (1-22))

(e) f(x) = RV
(f) f(z)=1In <tga: — tg%) + /x — cosw
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5.3 Hledani inverzni funkce

Hledani inverzni funkce je stejné jako feSeni nerovnic a urcovani defi-
ni¢nich obort zna¢né algoritmickou zéalezitosti. V podstaté nam staci na
prostych intervalech funkce f z predpisu y = f(z) vyjadfit z, a nasledné,
abychom podle konvenci zobrazovali z x do y, prohodit proménné x a y.

Pro urc¢ovani defini¢niho oboru a oboru hodnot inverzni funkce piipo-

miname vztahy D(f~1) = H(f) a H(f~) = D(f).
Pozndmka. Jak jiz vime z minulé kapitoly, elementarni funkce nejsou uza-
viené na inverzi. Z toho divodu tento algoritmus také neptijde vzdy provést
(viz z 4+ Inx = 0). To, co zeslozituje nalezeni inverzni funkce, neni skladani
funkeci, ale aritmetické operace mezi jednotlivymi funkcemi.

Uloha 11. Naleznéte maximalni podintervaly R, na nich# je prosta funkce
f(z) =2+ 3arccos (2x — 1),

urcete inverzni funkce k restrikcim f na tyto mnoziny a jejich defini¢ni
obory a obory hodnot.

Reseni. Ukazeme si zakladni algoritmus hledani inverzni funkce.

y = 2+ 3arccos (2o — 1) /—2
y — 2 = 3arccos (2z — 1) /=3

-2
yT = arccos (2x — 1) / €os | (0,0
-2
cos Z 5 = cos (arccos (2 — 1))
-2
cos 2 =2r—1 /+1

cos Z +1=2x /=2
-2
cos 5= +1

2

1 —2
= 2, neboli pak f~!(x) = 3 (COS : 5 + 1)

Vypoétem jsme mimo pifedpisu inverzni funkce zjistili také to, ze funkce f
je na celém definiénim oboru prosta, protoze jsme ekvivalentnimi tpravami
vyjadrili jednoznac¢né x pomoci y a dokazali tak, ze je kazdému y prifazeno
jenom jedno .

Zbyva urcit definiéni obor a obor hodnot. Obor hodnot je jednoduchy,
u prosté funkce je definiénim oborem ptivodni funkce, takze H(f™!) =
= D(f) = (0,1). Prvnim co nas napadne pro zjisténi defini¢niho oboru
inverze, je algoritmus z podkapitoly 5.2. To je vSak osidné — aplikujeme-
li algoritmus na nas vysledny predpis, vyjde nam chybné, Ze defini¢nim
oborem je celé R. Abychom se takovym chybam vyhnuli, rozebereme si
predchozi postup hloubéji.

To, co ve skutecnosti délame, kdyz se snazime vyjadrit z, je to, ze
,oloupavame* jeho vnéjsi funkce pomoci funkei inverznich. Zadana funkce
f je totiz slozenim

f=(2+x)0(3x)oarccos (x) o (z — 1) o (22)
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(zkuste si, Ze dosazovanim vnitinich funkei zprava do vnégjsich za x dostéa-
vame zadanou funkei). Upravy, které jsme provadéli v pfedchozim postupu,
jsou préaveé aplikaci inverznich funkei zvnéjsku: prvni dpravou bylo odec¢tent
dvojky, coz je aplikace inverze k 2 + x, funkce x — 2, na obé strany rovnice;
dalsi dprava, vydéleni trojkou, je aplikace inverze k 3z, funkce %. Treti
upravou se zbavujeme funkce arccos, proto aplikujeme funkci k ni inverzni,
coz neni celd funkce cos, ale pouze jeji restrikce cos | . Nasleduji dve
linearni tpravy analogické prvnim dvéma.

Nyni pozor: aplikujeme-li na obé strany rovnice néjakou funkci, musime
uvazit, zda je to mozné, tedy zda jsou strany rovnice v defini¢nim oboru
aplikované funkce. V nasem pfipadé tomu tak na pravé strané jisté mozné
je, protoze aplikovanou funkci volime pravé jako inverzni k vnéjsi funkei
pravé strany. Na levé strané tomu tak ovSem byt nemusi a pozadavek, aby
tomu tak bylo, ndm stanovuje podminku pro y. Co to konkrétné znamené:
prvni dvé a posledni dvé upravové (inverzni) funkce jsou definované na ce-
lém R a neplyne z nich tedy zadna podminka. Tteti upravova funkce je
ovSem definovana jen na (0,7) a v tomto intervalu musi byt leva strana,
aby funkci bylo mozno aplikovat. Dostavame podminku 0 < yT_Q < m, ktera
nam omezuje y a tim obor hodnot puvodni funkce. Provedeme-li tedy kon-
junkci vSech podminek vzniklych aplikaci inverznich funkci, které nejsou
definované na celém R (nebot nemusi byt jen jedna, jako v tomto p¥ipadé),
dostaneme obor hodnot ptuvodni funkce, a tim defini¢ni obor funkce in-
verzni. V naSem piipadé mame

2
OSTS’TF
0<y—2<3m
2 <y<3m+2,
takze D(f_l) =H(f) = (2,37 + 2).

Uloha 12. Naleznéte maximalni podintervaly R, na nich# je prosta funkce
fz) =2+ 2z +5,
urcete inverzni funkce k restrikcim f na tyto mnoziny a jejich definiéni
obory a obory hodnot.
Resend. Tato funkce zajisté prosta neni, ale k otézce, jak rozdélit restrikce,
se dostaneme pozdéji. Postupujme tedy jako v minulé tloze.
y=a2>+2x+5 / doplnéni na ¢tverec
y=2+2r+1—-1+5
y=(r+1)>—-145 /—4
y—4=(x+1)
Dostavame se do ¢asti, kdy budeme muset pracovat na dvou intervalech,
protoze vnéjsi funkce neni prosta. Defini¢ni obor funkce f tedy rozdélime
podminkami x +1 > 0 a 2 + 1 < 0 na intervaly (—1,00) a (—oo0, —1),

na kterych je funkce (z + 1)2 prosta. Tim tedy dostavame fi = f|(—co,—1)
a fa = f|(~1,00); ke kterym budeme hledat inverzni funkce.
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r€(—o00,1): re(—1,00):
(z+1)" =y —4 (z+1)" =y—4
r+1=—yy—4 r+1=yy—4

r=—yy—4-1 r=+y—4-1
- ViTi-1 ) = Vo —d-1

Vsimnéte si, ze a¢ jsme vlevo aplikovali funkei —/x a vpravo /z, vyslo
v obou pripadech na levé strané x 4 1. To je v poradku, protoze na prislus-
nych intervalech jde skute¢né o inverzni funkce k 2.

Nyni potiebujeme uréit defini¢ni obory a obory hodnot funkei f; ' a f, .
Obory hodnot urc¢ime trivialné, jsou jimi defini¢ni obory restrikci fi a fs,
neboli H(f{') = (—o0,1) a H(f;') = (—1,00). Defini¢ni obory uréime
postupem z minulé podkapitoly. Jedind podminka pro y, spole¢né pro obé
restrikce, vychéazi z pouziti odmocninnych funkci se spoleénym defini¢nim
oborem (0,00) : y —4 > 0. Vyjde ndm D(f;') = D(f;') = (4,00). Pro
predstavu, co jsme timto postupem spocetli, prikladam tentokrat graf.

fa ()

=%
S
|

Uloha 13. Naleznéte maximalni podintervaly R, na nich# je prosta funkce
f(z)=In*z —Inz + 1,

urcete inverzni funkce k restrikcim f na tyto mnoziny a jejich definiéni
obory a obory hodnot.
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Resent. Budeme postupovat stejnym zptisobem jako v minulé tloze.

y=In*z—Inz+1

1\?2 1\2
=In’z—1 -] —(= 1
Y n“x nx—i—(2) <2>+
3

Stejné jako v predchozi tiloze musime rozhodnout, kdy je argument druhé
mocniny vétsi nebo mensi nez nula, neboli fesime nerovnici Inx — % > 0.

Dostavame tedy restrikce funkce f, a to f; == f|(7oo7\/é> a fo = f|<\/é’oo>,

na kterych pokracujeme v feSeni.

xe(—oo,\/6>: m€<\/5,oo):

1\? 3 1\° 3
lnx—§ :y—z lngj—5 :y_z_L
1 1 3 | 1 3
nr—-=-\/y—- nr— - =4/y— -
2 Y74 2~ VY4
1 3 1 / 3
Inxr == — Yy — - lnx:—_|_ Yy — =
2 4 2 4
e — 3-Vy-1i N A
€T = e%f\/ y,% €T = e%Jr yfﬁ
fil () = ex Ve f3 (@) = ex Ve

Zbyva obéma restrikcim urcit definiéni obor a obor hodnot. Stejné jako
v minulé tloze jsou obory hodnot inverznich funkci pouze intervaly defi-
ni¢nich oborit naleZejici prislusnym restrikcim, tedy H(f;') = (—o0, v/e€)
a ’H( fa 1) = (y/e, 00). Defini¢ni obory uréime stejné jako v predchozi tloze.
Po vypoctech pro defini¢ni obory dostédvame D(ffl) = D(f{l) = <§1 oo).

Uloha 14. Naleznéte maximalni podintervaly R, na nich# je prosta funkce
22+ 1
fla) = ,

X

urcete inverzni funkce k restrikcim f na tyto mnoziny a jejich defini¢ni
obory a obory hodnot.
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Resend. Prvné si urime, Ze D(f) = R ~ {0}. Déle budeme postupovat
podobné jako v predchozi tloze — s tim, Ze tentokrat v tpraveé na ¢tverec

bude kromé z figurovat i y.

241
Y " /

0=a?—ay+1 / doplnéni na ¢tverec

y>2 Yy y?
= (x—-2Z) -2 11 LA
0= (o ) -5+ /+<4

2 2
Yy Y
__1_<__>
4 v 2

Opét potiebujeme rozhodnout, kdy je argument druhé mocniny vétsi (mensi)
nez nula. Pomtzeme si tim, ze y mame vyjadiené v zadani.

r—5=0
()
_x?—zf+1:0
x2;1::0
(m—1;;x+1):0
z_ [ (=00, 1) [(=1,0)[ (0,1) | (1,00)
—f - 1+ -1+

Funkci opét rozdélime na ,kladné a zaporné“ restrikce jako v minulych
tlohédch. fi = f|—oo—1yu01) & f2 = fl(=1,00u(1,00)-

xe(—o0,—1)U(0,1): re(—1,0)U(1,00):
e R )
4 2 4 2
1 y 1 y
S =)= 2 S S A
4w )= 5 4@ )= 5
y 1 y 1
J_ = 4= T2 24—
9 VY o 5 ToVY .
r—Va?—4 _ x+Vr2—4 B
VT ) N W

Kdyz mame urcené inverze k restrikcim, zbyva ndm opét urcit defini¢éni

obor a obor hodnot. Ty urc¢ime stejné jako v predchozich tlohach, v pripadé
v 7 ~ v z z 2

defini¢niho oboru fesenim podminky % —1 > 0.

D(ffl) <_OO7 _2> U <27 OO) ) D(fgl) = (_007 _2> U <2> OO) )
H(f") = (=00, —1) U (0,1), H(fy") =(-1,0)U(1,00).
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Uloha 15. Naleznéte maximalni podintervaly R, na nichZ je prosta funkce

eCE + e—it
fla) = S5
urcete inverzni funkce k restrikcim f na tyto mnoziny a jejich defini¢ni

obory a obory hodnot.

Reseni. Jelikoz tato funkce vypada odlisné od téch, které jsme doposud
tesili, pfevedeme funkci na takovou, kterou jiz resit umime.

YT
= — [§
Y o

0= (") —2y(e") + 1

MiZzeme si vSimnout podobnosti funkce s kvadratickymi funkcemi, které
jsme jiz Tesili. Nadale budeme postupovat analogicky jako u téchto tloh.
\2 T . .
(€*)" —2ye®*+1=0 / doplnéni na ¢tverec
(e"”)2 —2ye” +y  — P +1=0
(=9 —y’+1=0 [+ (-1
(" =) =y*—1

Opét musime rozhodnout, kdy je argument druhé mocniny nezaporny. Mu-
sime tedy reSit nerovnici e* —y > 0.

eI+e—CE
e —y=20 /y:—

2
ex_e:v_;e—axzo
T _ 7% e~ %
;Y /+7
et e*
2 2 /-2
ef = /e
(ez)z—l
eQx e0
20 =0
=0
z ||R™|R*
IR
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Dostavame restrikce f, a to fi = f|(—x,0) & fo = f|(0,00)-
reRy: TeR]:
(" —y) =y -1 (" =y’ =y* -1
e —y=—-Vy* -1 e —y=+vy*—1
e =y—y?—1 e =y+Vy -1
lne$:1n<y— y2—1> lnex:ln<y+\/y2—1>
a:zln(y— y2—1> :L’:ln(y—i—\/yQ—l)
ffl(a:)zln<x— x2—1> fyt(z)=In (:(:+\/x2—1)
Defini¢ni obor a obor hodnot uréime analogicky pfedchozim uloham. U de-
finiénfho oboru tentokrat budeme mit kromé spole¢né podminky 42 —1 > 0
jesté razné podminky plynouci z aplikace logaritmu, u f1: y—+/y?2 —1>0
au fo:y++/y>—1>0. Ty v obou pripadech vyloué¢i zaporna y, dospét
z nerovnic k tomuto vysledku je vSak dobrym testem znalosti ekvivalent-

nich tprav (napovéda: nelze jen mechanicky prevést jeden ¢len na druhou
stranu a umocnit, je t¥eba kontrolovat znaménka).

D(fi') =(1,00), D(f;') = (1,00),
H(f") =Ry, H(f2") =Rq.
Pozndmka. Funkee f(z) = <%= z predchozi tlohy je jiz zmiliovanou

funkei ze 4. kapitoly, a to konkrétné hyperbolickym kosinem (zn. cosh x).
Jeji inverze f~!(z) = In (x+ Va2 — 1) na (1,00) je hyperbolometricka
funkce, tzv. argument hyperbolického kosinu (zn. arg cosh z).

Uloha 16. Naleznéte maximalni podintervaly R, na nich# je prosta funkce
fla) =a* (2% = 2),
urcete inverzni funkce k restrikcim f na tyto mnoziny a jejich defini¢ni
obory a obory hodnot.
Resent. Jak zahy zjistime, jelikoz mé tento polynom 4. stupné pro nékteré
obrazy y az ¢tyti vzory, budeme muset postupné sestrojit ¢tyii restrikce.
y = a? (xQ — 1)
y = 2t — 227 / doplnéni na ¢tverec
y=2"—22"+1-1
1= (22— 1)

Nyni musime opét rozhodnout, pro ktera z je 22 —1 > 0.

2 —1>0
(x—1)(z+1)>0

x| (=00, —1) | (=1,1) | (1,00)
) I B
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Nadale budeme pracovat na intervalech (—1,1) a (—oo, —1) U (1, 00).

re(—1,1): zr€(—o00,—1) U (1, 00):

) -1
P —1=—y/y+1 1=y +1
??=1-\y+1 =14+ y+1

Dalsi postup je nam jiz notoricky zndmy a jeho dokonceni nechavime na
¢tenéfi; upozornime pouze, ze definiéni obor zde vznikne z konjukce dvou
podminek vzniklych pii dvoji aplikaci odmocninné funkce. Pro kontrolu
nyni sepiSeme vysledky.

fit(z)=—\/1=Vz+1, D(fi')=(-1,0), H(fi")=(-1,0),

frl@)=\1-Va+1, D(f;")=(-10, H(f;"')=1(0,1),

fit(@) = —\/1+ Vo +1, D(f_l) = (—1,00), H(f_l) = (—o0, —1),

fill)=\1+vVz+1, D(f")=(-1,00), H(fi')=(1,00)
Cviceni

5.4. Naleznéte maximélni podintervaly R, na nichZ jsou prosté nasle-
dujici funkce, urcete inverzni funkce k restrikcim funkci na tyto
mnoziny a jejich defini¢ni obory a obory hodnot.

(a) f(z)=2—3et*!

(b) f(z) =5—

(c) f(z) :a:—3+zi+3

(d) f(z) =log, (4z) - logy
(e) f(x)=In?z?
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5.4 Transformace grafia funkci

Transformace grafi funkci ndm umoznuji nalézat grafy funkei, které
vznikaji slozenim funkci, jejichz grafy zname (viz podkapitola 4.1), s jed-
noduchymi, predevsim linedrnimi funkcemi, a urcovat jejich vlastnosti. Bu-
deme vzdy vychéazet z néjaké ndm znamé funkce f, u které budeme provadeét
linearni transformace, nahrazovat argument ¢i funkéni hodnotu absolutni
hodnotou, nebo prevracet funkéni hodnotu. Muzeme si tyto jednoduché
transformace také predstavit jako skladani nasi funkce f s linearni funkci
(v libovolném potadi), funkci absolutni hodnota (v libovolném poradi),
nebo linearné lomenou funkei (jako funkei vnéjsi).

5.4.1 Posunuti

Nejjednodussi transformaci grafu je jeho posunuti. Posunutim se graf
nijak nedeformuje, pouze méni svoji polohu.

Definice 60 (Posunuti ve sméru osy x). Posunuti funkce f:y = f(x)
0 a€R ~ {0} ve sméru osy z je slozenim funkci f o g, kde g(z) = = — a.
Neboli

fry=fz—a).

Je-li a kladné, graf se posouva o a doprava, je-li zaporné, pak o |a| do-
leva. Posunutim grafu v kladném sméru dostavame y = f(x — a). Pfi dosa-
zeni je patrné, ze posunuty graf se pro x = a chové jako ptuvodni graf pro
x =0, pro z = a + 1 se chova jako ptivodni pro x = 1 apod. Jinymi slovy,
posunuty graf se chova jako ptuvodni teprve, az kdyz je o a dal, protoze
se a a —a odeCtou. Analogické zduvodnéni bychom provedli pro posunuti
v zaporném smeru.

Definice 61 (Posunuti ve sméru osy y). Posunuti funkce f:y = f(x)
o be R~ {0} ve sméru osy y je slozenim funkei g o f, kde g(x) = x + b.
Neboli

fry=f(z)+0.
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Pro posunuti ve sméru osy y je zduvodnéni jasnéjsi nez v predchozim
piipadé. Da se totiz tict, ze k funkéni hodnoté ve vSech z z defini¢niho
oboru pouze pri¢itame hodnotu b.

Byva nejasné, pro¢ se pifi posunuti v kladném sméru osy x pocita se
zapornou hodnotou, zatimco pti posunuti v kladném smeéru osy y s kladnou.
Analogii mezi obéma posunutimi muzeme najit pocetné. Stac¢i k vyrazu
y = f(x)+b pricist —b. Tim se nAm hodnota posunuti presune k proménné
y, v jejimZ sméru se posouvame. Dostavame vyraz y — b = f(x), ktery je
jiz analogicky vzorci pro posunuti ve sméru osy x. Analogicka tvaha se da
provést pro posunuti v zaporném sméru.

Oba typy posunuti mtuzeme v ramci jedné funkce libovolné kombinovat,
a tim funkci posunout na jakékoliv misto. Pokud chceme napt. graf funkce f
posunout o vektor (2,4), pak provedeme transformaci f: y = f(z — 2) + 4.

5.4.2 Kontrakce a dilatace

At jiz budeme provadét kontrakei ¢i dilataci ve sméru osy = nebo y, vzdy
se bude jednat o jakési stlaceni nebo roztahnuti. Graf se deformuje, a mu-
zeme si to predstavit tak, ze tla¢ime nebo tahame za , konec* nékteré z os,
diky ¢emuz se graf rovnomérné smrstuje ¢i natahuje jako néjakd pruzina.

Definice 62 (Kontrakce a dilatace ve sméru osy x). Kontrakce ¢ dilatace
funkce f: y = f(x) ve sméru osy z je sloZzenim funkci f o g, kde g(x) = cz;

ceRT N {1}.eboli
fry=flcx);ceRT {1}

Pokud c € (1, 00), pak hovofime o kontrakci, naopak pokud c€ (0, 1), pak
hovorime o dilataci.

(2) Abych nemusel trojité rozlisovat o jaky piipad se jedna, vypoustim z definice ¢ = 1.
Pokud bychom jednic¢ku pfipustili, nejednalo by se o kontrakci ani dilataci funkce, ale
jednalo by se o funkci ptavodni, protoze f(lx) = f(z). Stejné tak v nasledujici definici.
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Jinymi slovy, deformovana funkce nabyva v %—nésobku x funkéni hod-
noty, kterou ptavodni funkce nabyvala pro = (jinak rec¢eno, kazdy bod [z, 3]
puvodniho grafu se zobrazi na bod [f, y] , neboli se posune c-krat bliz ose y).
Proto se také pro c€ (0, 1) prodluzuje a naopak pro c€ (1, 00) stlacuje.

Zéaroven z predchoziho poznatku dosazenim x = 0 vyplyva, ze cely graf
,pruzi® vzhledem k ,,pevné“ ose y, na které se pripadny prisecik s grafem
funkce neméni.

fcx)

ce(0,1)

Kontrakce a dilatace ve sméru osy x neméni extrémy funkce, pouze se
zméni bod, ve kterém funkce nabyvad maxima a minima. Pokud je funkce
periodické, pak se jeji (zdkladni) perioda p zméni na £.

cos (%) cos (2x) cos ()

AN QAN
AL XK

Definice 63 (Kontrakce a dilatace ve sméru osy y). Kontrakce ¢ dilatace
funkce f: y = f(x) ve sméru osy y je slozenim funkei g o f, kde g(z) = tz;
teR* ~ {1}. Neboli

[ry=tf(z);teRT {1}

Pokud ¢ € (0, 1), pak hovofime o kontrakei, naopak pokud ¢ € (1, 00), pak
hovorime o dilataci.

Kontrakce a dilatace ve sméru osy y je jasnéjsi nez predchozi pripad ve
sméru osy x, protoze se jedna o pouhé vynéasobeni vsech funkénich hodnot
hodnotou t. Z toho divodu také ziistavaji priseciky s osou x na svém misté
(jelikoz 0t = 0), zatimco ostatni body se k ose x stlac¢uji nebo naopak od
ni prodluzuji.

93



1Yo

LYo

Tyto transformace méni extrémy funkce na jejich d-nasobek, ale neméni
se body, ve kterych jich nabyva. Diky tomu se také neméni intervaly mo-
notonie a vypouklosti. Periodické funkce neméni svoji periodu, jak tomu
bylo v predchozim piipadé, ale naopak se méni jejich amplituda (nejvyssi
hodnota, kterou funkce v ramci periody nabyva).

Kontrakce a dilatace ve sméru osy z i y neovliviiuji paritu a prostotu
funkce. Proto budeme-li je libovolné kombinovat, a tim funkce rizné stlaco-
vat a prodluzovat ve vSech smérech, bude napt. prosté funkce stéle prostou.

5.4.3 Preklopeni

Definice 64 (Pieklopeni podle osy y). Preklopeni funkce f:y = f(x)
podle osy y je slozenim funkei f o g, kde g(z) = —x. Neboli

Na této transformaci neni nutné hledat nic svétoborného. Funkce si
v kazdém bodé x bere hodnotu v —z (jestlize existuje). Proto jsou funkce
f(z) a f(—x) osové soumérné podle osy y.

f(=x) /()
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Definice 65 (Preklopeni podle osy ). Pieklopeni funkce f:y = f(x)
podle osy x je slozenim funkei g o f, kde g(x) = —z. Neboli

fry=—f(x).

Funkce f(x) a —f(z) jsou osové soumérné podle osy .

f(z)
Yo

—Yo

5.4.4 Absolutni hodnota

Definice 66 (Absolutni hodnota argumentu). Absolutni hodnota argu-
mentu funkce f: y = f(z) je sloZzenim funkci f o g, kde g(x) = |z|. Neboli

fry= f(lz]).

Pokud je x > 0, nic se pro nasi funkci neméni, jelikoz absolutni hod-
nota z nezaporného ¢isla je to ¢islo samé. Zména nastava pro x < 0, protoze
zde |z| = —x, tedy €islo opacné. Z toho vyplyva, ze zatimco graf funkce
nalezejici nezaporné poloose x ziistava na svém misté, tak graf funkce néle-
zejici zaporné poloose x vznikne jeho zrcadlovym pieklopenim pies osu y.
Disledkem téchto poznatki je véta nasledujici pod grafem.

20N
e N
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Véta 24. Funkce f(|z|) je suda funkce.
Diikaz. Trividlné. Protoze |—z| = |z|, pak i f(|—x|) = f(|z]). chd

Definice 67 (Absolutni hodnota funkéni hodnoty). Absolutni hodnota
funkéni hodnoty funkce f: y = f(x) je slozenim funkci go f, kde g(z) = |z|.
Neboli

fry=1f()]

Jelikoz se jednéd o absolutni hodnotu funkéni hodnoty, tak pro nulové
body a kladné hodnoty funkce se nic neméni, a ziustavaji na svém miste.
Jedinou zménou je, pokud f(z) < 0, potom |f(z)| = —f(z). Jinymi slovy,
absolutni hodnota funkéni hodnoty ,,preklopi* vSe, co je pod osou, nad osu.

|/ ()]

/f ()

Véta 25. Jestlize je funkce f(x) funkce licha, potom je | f(z)| funkce suda.

Diikaz. Pokud je f licha, pak pro ni plati, ze —f(x) = f(—x). Pouhou apli-
kaci absolutni hodnoty na obé strany rovnosti dostavame | f(z)| = | f(—=z)],
neboli definici funkce sudé. cbhd

5.4.5 Prevracenid hodnota funkcéni hodnoty

Definice 68 (Prevracena hodnota funkéni hodnoty). Pfevracend hodnota
funkéni hodnoty funkee f: y = f(x) je sloZenim funkei go f, kde g(x) = <.

Neboli
1

Iy =Fay

Urc¢it hodnotu v jednom bodu funkce s prevracenou funkéni hodnotou
neni nic tézkého. Pouze z hodnoty a udélame % Vétsim problémem je
odvodit cely graf této transformace, protoze to jiz neni tak trivialni jako
u ostatnich ptripadi. Z tohoto diivodu si shrneme péar bodi, podle kterych
pii vytvareni grafu postupujeme:

1. pro spoleéné body graft f(z) a -~ f(z) = £1 = -5 = £1,

flz) fle)
2. pro funkéni hodnoty f(z) nad osou z: f(x) > 1 =0 < ﬁ <1,
0< flz)<l= 45 >1,
3. pro funkéni hodnoty f(x) pod osou z: f(z) < —1= -1 < ﬁ <0,

1< f(2) <0= 75 < -1,

96



4. pro funkéni hodnoty f(x) kolem nuly a hodnoty jdouci do neko-

necna: f(z) = 0% = ﬁ =400, f(r) = o0 = = Oi.

f(@)

Nesmime v tomto piipadé opomenout defini¢ni obor funkce. Zatimco
linearni funkce a funkce absolutni hodnota jsou definované na celém R, tak
funkce g(z) = % je definovana pouze pro R \ {0}. Z toho vyplyva, ze

1
D( ) =P~ s f(a) = 0}
Na rozdil od jiz zmihovanych transformaci se v tomto piipadé netrans-
formuji jednoznac¢né i vlastnosti funkce. To, Ze je ptivodni funkce napt. kon-
vexni, jesté neznamena, ze jeji prevracend hodnota funkéni hodnoty bude
konkavni. Jelikoz tedy nemuzeme z transformace vyvodit vSechny vlast-
nosti, jedna se pouze o priblizné znazornéni transformované funkce.
Prevracenéd hodnota funkéni hodnoty funkce zachovava prostotu, perio-
dicitu a paritu funkce, ale prehazuje monotonii (ovSem pouze bodové, napf.
identicka funkce je rostouci na celém defini¢nim oboru, % je klesajici v kaz-
dém bodé definiéniho oboru, ale ne na defini¢nim oboru). Pokud je funkce
na intervalu neklesajici (nerostouci) a neméni na ném znaménko, pak je na
ném funkce prevracend hodnota funkéni hodnoty nerostouci (neklesajici).

Uloha 17. Nacrtnéte graf funkce sekans, ktera je dana predpisem
1

CoOST

f(x) =secz =

Reseni. Jedna se pouze o prevracenou hodnotu funkéni hodnoty funkce

cos x, kterd je navic omezené a periodickia. Budeme postupovat podle kroku
z podkapitoly 5.5 na periodé <—§, 37”> Funkce maji spoleéné body pro
x = 0ax = m. JelikoZ je jinak mimo nulové body cos x vzdy mezi (0, 1) nebo
(—1,0), tak je sekans na intervalu (1, c0) nebo (—oo, 1). V nulovych bodech

cos x neni sekans definovany, a v jejich okolich jde sekans do 0o -sgn (cos x).

(3)Znacenim 0F se mysli hodnoty, které se blizi z kladné (+) nebo zaporné (—) strany
libovolné blizko k 0, ale nenabyvaji ji.
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Cviceni

5.5. Nacrtnéte graf funkce kosekans, ktera je dana predpisem

5.4.6 Ulohy

Jak jsme si jiz mohli vS§imnout napf. u posunuti funkce, jednotlivé trans-
formace mizeme libovolné kombinovat. Timto zpiisobem lze tvofit rtzné
funkce, u kterych chceme, aby spliovaly néjaké pozadavky.

My se vsak vétsinou setkame s tlohami, ve kterych naopak dostaneme

transformovanou nam znéamou funkci, a budeme chtit urcit jeji vlastnosti.
V takovych pfipadech pujdeme krok po kroku z nam znamé funkce, jiz
umime nakreslit graf a urcit vlastnosti, a budeme si v§imat, jak se jeji graf
a vlastnosti transformacemi méni.
Pozndmka. V nésledujicich ulohach a cvicenich bude ¢asto feceno ,urcete
vlastnosti funkce®. Bude tim mysleno urcit D(f), H(f), sup f, inf f, max f,
min f, maximalni intervaly monotonie a vypouklosti a rozhodnout, zda je
funkce suda, licha nebo periodicka a jestli je prosta.

Uloha 18. Nadértnéte graf funkce f dané piedpisem
1
fz) =

—r2+4x -3
Reseni. V prvni fadeé si vyraz ve jmenovateli upravime tak, abychom u nej-
vétsi mocniny méli +1, tedy
1 1 1

flz) = —x2+4x—3: —1 (22 — 4z + 3) :_x2—4x+3’

Je patrné, Zze se bude jednat o néjakou prevracenou hodnotu funkéni hod-
noty funkce g(x) = 2 — 4x + 3. Ze stiedni skoly vime, Ze se bude jednat
o graf paraboly. Abychom urc¢ili jeji tvar a vyznamné body, prevedeme
predpis funkce g do téchto dalsich tvari:

gi(@) =(z—1)(z—-3), ga(w) = (x = 2)° = 1.
Z g je na prvni pohled patrny prisecik s osou y, P, = [0,3] a z g; vidime
P, = [1,0] a P,, = [3,0]. Transformacemi ur¢ime z g, vrchol paraboly.

Vyjdeme z nam znamé funkce z?, kterou posuneme o vektor (2, —1).
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) -1[07 O] 0 \:/ 4 5 6
-1

[27 _1}

I z grafu muzeme vidét, ze P, = [0,3], P,, = [1,0] a P,, = [3,0]. Kdyz
méame graf funkce g, miuzeme nacrtnout funkci ﬁ.

Jelikoz funkce f(z) = —ﬁ, stac¢i pouze graf funkce ﬁ prevratit podle
oSy .

—— g e e e o o =

3 T‘-F\ 0 2 4 3 7
Uloha 19. Funkce f je dana predpisem
1
fx)= 22 +4x +4

pro vSechna z € R, pro kterdA mé& vyraz vpravo smysl. Nacrtnéte graf
funkce f a urcete jeji vlastnosti.
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Resent. Jelikoz v této dloze mame urdit vlastnosti, nemuzeme postupo-
vat jako v minulé tloze pomoci prevracené hodnoty funkéni hodnoty, ale
budeme postupovat pouze pomoci linearnich transformaci. Pomtzeme si
ipravou vyrazu @2 + 4z + 4 = (z 4+ 2)*. Dostavame

1 1 1
Frdrtd @r2? (o (27

flz) =
Vyjdeme z grafu funkce g(x) = 272 = $—12, jejiz graf a vlastnosti znéme.
Abychom dostali funkci f, bude stacit funkci g posunout o —2 ve sméru
oSy .

-5 -4 -3 2 -1 0

Stadi jen shrnout vlastnosti funkce f vychézejici z transformaci a vlastnosti
puvodni funkce. D(f) = R~{—=2}, H(f) = R, inf (f) = 0, sup(f) =
= 00, max (f) a min (f) neexistuji, f je rostouci na (—oo, —2) a klesajici
na (—2,00), f je ryze konvexni na (—oo, —2) a na (—2, 00), neni lich4, suda,
periodicka ani prosta.

Uloha 20. Funkce f je dana predpisem

f(@) = [loge— [z — ]|

pro vSechna z € R, pro kterd mé vyraz vpravo smysl. Nacrtnéte graf
funkce f a urcete jeji vlastnosti.

Resent. Vyjdeme z grafu funkce log, -1 x. Jedné se o graf klesajici funkce,
protoze e ! € (0, 1). Pfesné&jsi na¢rt nam umozni to, Ze je tato funkce shodna
s funkci —Inx, o které vime, ze ma v x = 1 te¢nu y = 1 — x, protoze Inx
ma tecnu y =z + 1.

3

Nejprve provedeme vnitini transformace, a to od vychozi funkce, neboli od
vnéjsich funkei argumentu k vnitinim. V prvnim kroku tedy pfejdeme od
x k |z|.

100



Ve druhé kroku funkci posuneme ve sméru osy z tak, ze x — x — e.

4 3 ) -1 y 2

Tim jsou vnitini transformace hotovy a prejdeme k transformacim vnéjsim.
Zde je jen jedna (absolutni hodnota), jinak opét postupujeme od puvodni
funkce, neboli od vnitinich k vné&jsim.

I
|
|
|
|
|
|
0 1
|
|
|
|
|
|
1

log, 1 |z — €

3 4 5 6 7 8 9

Nyni jen dame dohromady vlastnosti funkce f. D(f) = Rn{e}, H(f) = R,
min (f) = inf (f) = 0, sup (f) = oo, max (f) neexistuje, f je klesajici na
(—o0,e — 1) ana (e,e + 1) arostouci na (e — 1,e) ana (e + 1,00), f je ryze
konvexni na (e — 1,e) a na (e,e + 1) a ryze konkavni na (—oo,e — 1) a na
(e + 1,00), neni licha, sud4, periodicka ani prosté.
Uloha 21. Funkce f je dana predpisem

|z -1

pro vSechna x € R, pro kterd mé vyraz vpravo smysl. Nacrtnéte graf
funkce f a urcete jeji vlastnosti.

Resend. Predpis funkce musime v kazdém pripadé upravit tak, aby obsaho-
val pouze jedno x, jinak jeji graf nemizeme zkonstruovat transformacemi
ze znamych funkci.

|z -1
|x| + 1

—2

lz|+1—2 |
lz| +1] lz| +1

|z| + 1

=i+ +1
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1
x+17?

coz je graf funkce % posunuty o —1 ve sméru

Vyjdeme z grafu funkce
oSy .

1
1

!
IN)

|
w

.______1___\\___________

Nasobeni konstantou —2 rozlozime na dva kroky: nésobeni dvojkou a pte-
vraceni kolem osy z. Nejprve tedy vynasobime funkéni hodnotu dvojkou,
¢imz se funkce ,natdhne“ na dvojnasobek ve sméru osy .

-1

-2

-3

1
1
1
|
1
1
1
1
1
1
L
1
1
1
1
1
--
|
1
1

Nyni funkci pfevratime pfes osu x a posuneme o 1 ve sméru osy y. Dosté-

2 : 1 _ x—1
vame funkei 2x_+1 +1= g

-7 -6 5 4 -3 -2




V patém kroku substituujeme v argumentu funkce = — |z|.

""""""""""""""""" r|+1 =

V poslednim kroku provedeme absolutni hodnotu celé funkéni hodnoty,
takze dostaneme zadanou funkci f.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 I 0 1 2 3 4 5 6

f je rostouci na (—1,0) a na (1,00) a klesajici na (—oo, —1) a na (0, 1),
f je ryze konkévni na (—oo, —1) a na (1,00) a ryze konvexni na (—1,0)
ana (0,1) (pozor, ne na (—1,1)), je sudd a neni periodicka ani prosté.

Uloha 22. Funkce f je dana predpisem
flz)=1-2""F
pro vSechna =z € R, pro kterda mé vyraz vpravo smysl. Nacrtnéte graf

funkce f a urcete jeji vlastnosti.

Reseni. Zatneme u funkce 27, jejiz graf zname. Posunutim o —1 ve sméru
osy & vznikne funkce 2'*%. Tento krok bychom také mohli provést jako
vynasobeni funkéni hodnoty dvéma, protoze 2!+ = 2. 2%, obecné se viak
posunuti provadéji lépe nez kontrakce a dilatace.

21+w

0 1 2 3 4




Nésleduje dalsi krok, ve kterém potiebujeme dostat do argumentu absolutni
hodnotu, tedy = — |z|.

Jelikoz funkei f miiZeme zapsat také jako f(z) = — (2711 — 1), tak v dal-
Sim kroku posuneme funkci o —1 ve sméru osy .

Zbyvéa posledni krok, a to celou funkci prevratit pres osu x, ¢imz dostavame
graf funkce f.

D(f) = R, H(f) = (-=1,1), min(f) = inf (f) = =1, sup f = 1, max (f)
neexistuje, f je klesajici na R, a rostouci na Ry, f je ryze konkavni na Ry
ana RJ, je sudd a nenf periodicka ani prosta.

Uloha 23. Funkce f je dana predpisem

fla) = |

T ¢ x ‘ ‘

— — |arctg —

1 9

pro vSechna z € R, pro kterd mé vyraz vpravo smysl. Nacrtnéte graf
funkce f a urcete jeji vlastnosti.

Reseni. Pro pripomenuti, jak vypadé funkce arkustangens, si nejprve nacrt-
neme jeji graf. Zaroven vyznacime vyznamny bod, ve kterém arctg (z) = 7,
jehoz transformaci budeme sledovat z divodi, které vyplynou béhem reseni
ulohy.
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V prvnim kroku dilatujeme na dvojnasobek graf funkce ve sméru osy x,
tedy = — 3.

__________________ B R e e e e e
X
7 P arctg§
1
0 L
6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
/4
__________________ X S e e e e

Ve druhém kroku provedeme absolutni hodnotu funkéni hodnoty, ¢imz se
z liché funkce stane funkce suda.

-6 -5 -4 -3 -2 -1

vvvvvv

sajici) nebo konvexni (konkavni), je funkce prevracena podle osy = klesajici
(rostouci) nebo konkavni (konvexni).

o]

V piedposlednim kroku pii¢teme k funkéni hodnoté 7. Diky tomu se bod,
ktery jsme si zpoc¢atku vyznadili, stava korenem funkce. Jelikoz je funkce
sudé, kofeny funkce jsou 19 = £2.

V poslednim kroku stac¢i pouze provést absolutni hodnotu z celé funkce,
tedy vSechny funkéni hodnoty, které jsou zaporné, ,preklopit nad*“ osu x.

f je klesajici na (—oo,—2) a na (0,2) a rostouci na (—2,0) a na

D(f) =R, H(f) = <0’1>7 min(f) = lnf(f) =0, max(f) = Sup(f;
(

a na (0,2), je suda a neni periodicka ani prosté.
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Cviceni
5.6. U nésledujicich funkci nacrtnéte jejich grafy a urcete jejich vlast-
nosti pro vSechna z €R, pro ktera ma vyraz vpravo smysl

(a) f(z :‘ — ]zl +1 ’
(b) f(x) = |log, (1 — ) ‘
=|2—4-2%

T

(d
(e

— |27 — arccos (z + 1)|

T — arctg (2|])]

) f(x)
) f(x)
(¢) f(z)
) f(x)
) f(x)

T

(DVe vysledcich tohoto cvideni nejsou ze ziejmych rozsahovych divodi grafy funkei.
Predpokladam, ze ¢tenari bude jako kontrola stacit seznam vlastnosti jednotlivych
funkei, graf si miuze vykreslit pomoci softwarovych nastrojua jako GeoGebra, MAW nebo
WolframAlpha.
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Vysledky cviceni

Kapitola 1
1.1.
1.2.
1.3.
14.a
1.4.b
1.5.a
1.5.b
1.5.c
1.6.
1.7.a
1.7.b
1.7.¢c

1.7d

Kapitola 2
2.1.a
2.1.b
2.1.c
2.1d
2.2.

2.3.

2.4.

2.5.a
2.5.b
2.5.¢c
2.5.d
2.5.e

2.6.
2.7.a
2.7.b
2.8.

2.9.
2.10.a
2.10.b

Jako implikace o = (3

Implikaci =

AV B

Alespon jeden pravothly trojuhelnik neni rovnoramenny.
Nejvyse sedm lidi ze tFidy ma jednicku z matematiky.
e =dreR:x <2

—p=3reRVReN: (n>z)V(z>n+1)

X =Jw, 2 €M (21 < 32)) A(f(21) = f(22))
Nepravdiva negace -n = IneNVzxeR: z > n

Napft. N: Jsem véci. P: Jsem stolem.

Naprt. N: Ziji v Evropé. P: Ziji v Praze.

Napr. N: V penézence mam alespon 299 korun. P: V pené-

zence mam 1000 korun.
Napt. N: VneN : 3|n. P: VneN : 30|n.

{1,2,3,4}
N
{%W; kJENO}

{{3}}

Neni, prvky mnoziny E jsou tfi ¢isla, z nichz zadné neni
102, a dvouprvkova mnozina.

Pp={0.{r},{e} {0} {m e} {m 0} {e, 0} {m e 0}}

G — {{1,4},{1,5}.{2,6}, {4,5}}

Hl UH2 = {1,2,3,4,5} - H3

H1 N H2 = {3}

Hy AN Hy ={1,2,4,5}

H1 AN (HQ AN Hg) = {1,2,3} = H1

Hl X H2 = {[173]’ [1?4]7 [175]7 [2’ 3]7 [274]7 [275]’ [373]7 [374]7
[3,5]}

Alergické divky ze 3.B.

Vs8echny body 1. kvadrantu.

Primky dané predpisem p: y = k; k€ Z.

Lichobéznik o vrcholech [2,1],]6,1],[6,6],[2,2] vyjma
tsecky s krajnimi body [2,2] a [6, 6].

Vsechny body R?, které v grafu lezi nad pfimkou y = £.
ZyNZyNZy = (4,6)

Z1UZyUZ3 =R

A
B
C
D
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2.10.c
2.11.
2.12.

2.13.a
2.13b
2.13.c
2.14.

2.15.a
2.15.b
2.15.¢c
2.16.

Kapitola 3
3.1.a
3.1.b
3.1.c
3.1.d
3.1.e
3.2.

3.3.
3.4.
3.5.a
3.5.b
3.5.¢c
3.6.
3.7.
3.8.

3.9.

3.10.

3.11.
3.12.

Kapitola 4
4.1.a
4.1.b

4.1.c
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

ZyN(ZyU Zs) = (—o0, —1) U (3, 00)

Rovnost plati, protoze vyraz nalevo i napravo se rovna {0}.
V obou pripadech rovnost plati, nebot mnoziny hornich
a dolnich zévor jsou v obou ptipadech stejné.

sup My = sup My + 2, inf My = inf M, + 2

sup My = 2 —inf My, inf My = 2 — sup M,

sup My = —inf%, inf My = —%

Nejedna, napt. pro A: [A,3] a [A,4].

Py je zobrazeni.

P, neni zobrazeni.

Pj je zobrazeni prosté.

{og}}: {[17 5}7 [27 3]’ [37 6]7 [57 6]} agof= {[1’4]7 [27 6]7 [374]7
7,6]}.

Je zobrazeni, neni funkce.

Je funkce.

Je zobrazeni, neni funkce.

Je funkce.

Neni zobrazeni, proto nemuze jit o funkeci.

Nejedna se o predpis funkce, protoze napt. pro x = 1 exis-
tuji dvé y; = 1 a yo = —1, které predpis spliuji.

D(f) = <_37 _2) U (_27 1) U (17 8>7 H(f) = (07 5>
(fog)(z)=—22*+4x —3; (go f)(x) =42® + 1
Nerovnaji se, g je definovéna pouze na R{, zatimco f na R.
Rovnaji se.

Nerovnaji se, f neni definovana v 0, zatimco g ano.

h(—=1) =2, h(0) =0, (1) = —2.

Klesajici na (—3,2) a (0,1), rostouci na (—2,0) a (1,8).
(a) suda i liché; (b) suda; (c) lich4; (d) liché; (e) neni suda
ani licha; (f) licha; (g) suda.

Funkce neni suda ani licha, ale lze ji z0zit na funkci sudou
9l (=55){—2,4}, Piipadné rozsiiit g U {[—4,0],[2,0]}.

Pokud jsou obé sudé, tak suda, pokud jsou obé liché,
tak licha, jinak obecné paritu nemé, neni-li alespon jedna
z funkei f, g sudé i licha.

(a) omezena zdola; (b) omezena shora; (c) neni omezena
shora ani zdola; (d) omezené.

inf (f) = 0, min (f) neexistuje a sup (f) = max (f) = 5.

flx) =5z

g(x) =37 + 421

hz) = Lo+ 1

Funkce je klesajici.

2,8, —3.

arcsin (j:%) = +%, arccos (—l) = 27 a arccos (

I—=po =

1
2) ~ 3 2
arctg (£1) = +Z, arccotg (—1) = 37 a arccotg (1

) =
)

FNEPS

arctg 3 — arctg% =7
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4.7.a
4.7.b
4.7.c
4.7.d
4.7.¢e
4.71
4.7.g
4.7.h

Kapitola 5

5.1.a
5.1.b
5.1.c
5.1d
5.1.e
5.2.

5.3.a
5.3.b
5.3.c
5.3.d
5.3.e
5.3.f
5.4.a
54.b
5.4.c

5.4.d

5.4.e

5.5.
5.6.a

5.6.b

f1 je racionalni funkce.

f2 je transcendentni elementérni funkce.
f3 je transcendentni elementarni funkce.
f1 je iracionalni funkce.

f5 je transcendentni elementarni funkce.
f6 je racionalni (polynomicka) funkce.
f-! neni elementarni funkce.

f5! je transcendentni elementarni funkce.

z € (—o0, —ﬁ —-3)U (—3, —2) U (V3 —3,2) U (3,00)
€ Uper ((—2 + 2km, Z + 2k:7r) U {r + 2kn})

re(=55)U (UkEZ <2 + 2k, 37 + 2km)) \ {£5}
Ma, jelikoz f(—1)- f(0) = -2 < 0.

D(f) =R"

D(f) = (_OO’ _1> U <17OO>

D(f) = (=00, =1) U (5, 00)

D(f) = (=00, 1 —e7")

D(f) =(-v2,0) U (0,1)

D() = Uy ((~5 -+ km, k) U (5 + b, £ + o)

£ ) =i 4 1), D) = (-0, D) a W = R
Y x)=In(z+V22+1), D(f!) = Ra?—[( ) =R
fio(@) =1 (2 F Va? — 122+ 20),

D(f") = D(f7") = (=00, ~10) U (=2, %),

H(fi") = (—o0,=5) U (=3,-1) a H(f;") = (-5,-3)U
U

fl_,2 (l’) = 271?\/ma

D(fi')=D(f;") = (~1,00),

M) = 0 an(fh) = (o) |
ffl = _e§ﬁ7 f2 b= —e 2 xa f;l = e_§ﬂ7 f;l = e§ﬁ7
D(fi')=D(f,") =D(fs') =D(fi") =Ry,

H(fi') = (=00, —1), H(f5") = (=1,0), H(f5") = (0,1)

Graf sekans posunuty o § ve sméru osy .

D(f) = R, H(f) = R}, min (f) = inf () = 0, sup (f) =
= 00, globalni maximum neexistuje, klesajici na (—oo, —3)
a na (0,3) a rostouci na (—3,0) a na (3,00), ryze konkavni
na (—oo,—2) a na (2,00) a ryze konvexni na (—2,0) a na
(0,2), je suda a neni periodick4 ani prosta.

D(f) = R~ A1}, H(f) = RS, min(f) = inf(f) = 0,
sup (f) = oo, globalni maximum neexistuje, klesajici na
(—00,0) a na (1,2) a rostouci na (0,1) a na (2,00), ryze
konkavni na (—o0,0) a na (2,00) a ryze konvexni na (0, 1)
a na (1,2), neni licha, sud4, periodicka ani prosté.
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5.6.c

5.6.d

5.6.e

D(f) = R, H(f) = R, min (f) = inf (f) = 0, sup (f) =
= 00, globalni maximum neexistuje, klesajici na (—oo, —1)
a rostouci na (—1,00), ryze konkavni na (—oo, —1) a ryze
konvexni na (—1,00), neni licha, suda, periodickd ani
prosta.

D(f) = (=2,0), H(f) = (=37,0), min(f) = inf (f) =
= —27, max (f) = sup (f) = 0, rostouci na (—2, —3) a kle-
sajici na <—g,0>, ryze konkavni na <—2, —%> ana (—1,0)
a ryze konvexni na <—%, —1>, neni licha, suda, periodicka
ani prosta.

D(f) = R, H(f) = (0,3), min(f) = inf(f) = 0,

max (f) = sup(f) = %, klesajici na (—oo,—\/?§> a na

<0, ‘/7§> a rostouci na <—Lg 0> a na <Lg oo), ryze kon-

27 2
kédvni na (—oo, —‘/7§> a na <*/T§,oo> a ryze konvexni na

<—Lg O> ana <O, ‘/7§>, je sudé a nenf periodicka ani prosté.
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Zaver

Cilem prace bylo vytvorit uceleny ucebni text zabyvajici se problema-
tikou elementéarnich funkci na pomezi stfedni a vysoké Skoly s potfebnou
latkou a cvic¢enimi.

Postupoval jsem dle zndmé teorie a hotovych vzorci. Zamérem bylo
poskladat text tak, aby byl pristupny schopnostem zacinajicich vysoko-
skolskych studentt. Miij pfinos k tomuto tématu byl pfedevsim v feSenych
tlohéch a vlastnich dikazech, které spojuji pfechod mezi probiranou ma-
tematikou na stiedni a vysoké skole.

Vzorové tlohy a cviceni jsou ¢asto nad uroven stiedni skoly, ale neza-
bihaji do vysokoskolské matematické analyzy. Snaha byla zejména rozsitit
pojmu a struktur.

Véty, na které jsem se zaméfril, byvaji ve vysokoskolskych textech ve
velké mife povazovany za elementéarni, a vétsinou se nedokazuji, i kdyz jejich
ditkazy existuji. Pokusil jsem se sepsat dikazy tak, jak by z mého pohledu
studenta mély byt pochopitelné pro nové vysokoskolaky, a obohatily jejich
vhled do dané problematiky.

Cil jsem dle zadanych kritérii splnil. Dalsim krokem bude otestovani
materidlu v realné vyuce; jiz v letosnim roce bude pouzit jako elektronickéi
opora studia v pfedmétech Uvod do matematické analyzy a Elementarni
funkce na PedF UK. Podle reakci studentii bude déle modifikovan tak, aby
byl zvlasté pri samostudiu co nejpirinosné;jsi.
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