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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva neracionalitou pfi sdzeni. V prvni ¢asti prace pojednava o raznych
instrumentech vyhodnocovani rizika. Ve druhé ¢asti praci najdeme diskuzi ohledné Petrohradského
paradoxu. Prace hled4 alternativni feSeni Petrohradského paradoxu dvéma metodami, prvni metoda
je zalozena na odehravéani velkého mnozstvi her Petrohradského paradoxu. Druhou metodou je
metoda maximalizace pravdépodobnosti ekonomického pieziti, jez pojednava o rozhodovani hrace
petrohradské hry na zakladé aktualniho stavu bohatstvi a minimalni hranici ekonomického preziti.
Ve tieti Casti prace je srovnavano hrani Sportky s hranim specalniho turnaje pokeru, cilem této ¢asti
prace je porovnat ocekavanou navratnost finanénich prostfedkil pfi hrani Sporky a pfi hrani pokeru
bez jakékoliv znalosti pravidel této hry. Pro odhad ocekdvané hodnoty hry pokeru je vyuzivano
zkoumani rtiznych scénaiti hry, kdy pravdépodobnost téchto scénaiti je zaloZena na chovani hract

dle Nashovy rovnovahy.

Kli¢ova slova: Sazeni, ocekdvana hodnota, Petrohradsky paradox, loterie, poker, Nashova

rovnovaha

Abstract

The subject of this bachelors thesis is nonrationality of betting. The first part of thesis is discussing
different instruments of risk evaluation. The second part is about Petersburg paradox. This thesis
tries to find alternative solution to Petersburg paradox using two methods, the first method is based
on repeating high amount of petersburg games. The second method is maximizing the probability of
economic survival, which is based on wealth of the player and on bound of economic survival. In
the third part of this thesis, Sportka (Czech lottery) is compared with special tournament of poker.
The goal of this part is to compare the expected return of investment on playing Sportka and on
playing poker without even basic notion about rules and the game strategy. For the estimation of the
expected value of poker tournament, different game scenarios are considered, probability of

scenarios are based on players behavior according to the Nash equilibrium.
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1. Uvod

Rozhodovani za rizika a sazeni je nedilnou soucasti soucasné¢ spole¢nosti. Jednotlivci
rozhodujici se za rizika se vSak Casto rozhoduji neracionalné a pravé neracionalita pii rozhodovani
za rizika (zejména pii sézeni) je predmétem této prace. Hlavnim pfedmétem pii rozhodovani za
rizika byva ocekavana hodnota hry, nicméné tento model ma n€kolik uskali a proto je Castokrat
tteba vyuzit jiny instrument. Lidé navic ¢asto podstupuji riziko, které ve smyslu ocekévané hodnoty
hry pfinasi jasné a systematické ztraty.

Prace je rozdélena na tfi ¢asti. V prvni Casti se podivame na téma obecné, na nektera kritéria pro
rozhodovani za rizika a pro sazeni. Dotkneme se také divodu, pii kterych muize byt sazeni
racionalni, byt’ pfedchozi kritéria fikaji néco jiného.

Ve druhé ¢asti se budeme vénovat tzv. Petrohradskému paradoxu, ktery jasné doklada problémy
modelu ocekavané hodnoty hry. Cilem této Casti prace bude hledat moznd feSeni paradoxu s
vyuzitim jinych metod. Pokusime se ukézat, Zze se v problému Petrohradského paradoxu miizeme
dostat k prijatelnym vysledkim a to pfredevSim vyuzitim simulace velkého mnozstvi her
Petrohradského paradoxu. Odlisny pohled na véc poté budeme hledat pii metod¢, jez zohlednuje pii
rozhodovéani klicové veliCiny, které ptivodni model o¢ekavané hodnoty (stejn€ jako mnoho dalSich
modelil) zcela opomiji.

V druhé &asti prace budeme srovnavat nejpopularnéjsi loterii v Ceské republice, Sportku, s
jednou z nejrozsitenéjsSich karetnich her o penize, pokerem. Neni zadnym tajemstvim, ze Sportka je
z pohledu ocekévané hodnoty hry extrémné nevyhodna, méné vyhodna nez vétSina hazardnich her v
kasinech a hernach. Ohledné pokeru se vede mnoho diskuzi a to hlavné na téma, zda mé byt poker
povazovan za hazardni hru. Za hazardni hru ho povazuje naptiklad novy zdkon o hazardnich hrach,
ktery vejde v ucinnost od 1.1.2017. Zda je poker hazardni a nebo dovednostni hrou se v této praci
zabyvat nebudeme, byt je tato odpovéd’ naprosto klicova pro vSechny pokerové hrace (respektive
hazardni hrace), nebot’ se z ni odviji legislativa a pfipadné danéni v riznych zemich svéta. Tato
diskuze patii spiSe do oblasti filozofie a prava. Budeme se zabyvat jednim specidlnim formatem
pokerového turnaje, hraného vyhradné na internetu. Pokusime se zjistit, zda hrac, ktery viibec nezna
pravidla pokeru, bude schopen dosdhnout alespon takové navratnosti finan¢nich prostedk, jaké by
dosahl ve Sportce.



2. Proc€ 1idé sazeji?

Nez se budeme vénovat samotnému Petrohradskému paradoxu a souboji Sportky a Pokeru, bylo by
dobré znat, co to vlastné sazka je. V Ceské republice od vydani nového ob¢anského zakoniku
existuje pravni piesna definice sdzky, spole¢né s definici hry a losu.

§ 2873 NOZ tika:

(1) Sazkou se alespon jedna strana zavazuje viiéi druhé plnit vyhru, ukdze-li se nespravnym jeji tvrzeni

o skutecnosti stranam neznamé nebo ukaze-li se tvrzeni druhé strany o této udalosti spravnym.

(2) Ma-li strana, jejiz tvrzeni se ukaze spravnym, jistotu o vysledku a zataji-li to druhé strané, je sazka
neplatna.

Sazet proti sobé mohou hraci (napiiklad v piipadé pokeru) a nebo hra¢ proti néjaké spolecnosti
(v ptipad¢ kasin a loterijnich spolecnosti). Sazka je udalost, jejiz vysledek je pro vSechny ucastniky
nejisty, zadny ze subjekti nesmi predem znat vysledek udalosti. Subjekty, které proti sobé sazi, se
tedy rozhoduji za nejistoty. Sazky, kdy jeden ze subjektli znd s jistotou vysledek hry jsou tedy
nelegalni, jako napiiklad hrani nechvalné zndmych skotapek, kdy zruéni krupiéfi zamérné urcovali
vysledek hry.

Ve spolec¢nosti se sdzeni vnima odlisSné v zavislosti na kultuie spolecnosti a v zavislosti na tom, zda
se jedna obvyklé nebo nadmérné sazeni (Lea, 1994, s. 256). V evropské kultuie je do znacné miry
sazeni normalni, neobvyklé neni sdzeni na konské dostihy, kurzové sazky u sazkovych kancelafi,
domaci particky maridSe nebo pokeru. To vSe za predpokladu, ze hra¢ sazi v mife, ktera je
pifimétena k jeho bohatstvi, tedy v mite, kterd neovlivni jeho kazdodenni zivot. V opa¢ném ptipade
se jednd o sdzeni nadmérné. Nékteti lidé a nekteré kultury vSak zastdvaji nazor, ze jakykoliv zisk
spojeny spojeny s nahodou je moraln€ nepiijatelny a ze bychom se méli sdzeni zcela vyhnout.

Rozhodovani jedince je tedy ovlivnéno ocekavanim. Raciondlni jedinec se snazi maximalizovat
uzitek, nicméné neni zcela jednozna¢né, co tato racionalita pii sazeni vlastné znamend. Existuji
piipady, kdy je racionalni vsadit i na na prvni pohled naprosto nesmyslnou hru.

Jedno z prvnich kritérii na posuzovani rizika je model ocekavané hodnoty, jenZ je zndmy minimalné
od doby Daniela Bernoulliho (1700-1782)(Lea, 1994, s. 183). Tento model uvadi posuzovani rizika
pomoci souctu nasobkli bohatstvi pii jednotlivych vysledcich situace s pravdépodobnosti
uskuteéngni tohoto vysledku. Ocekévand hodnota se poté porovnava s cenou vstupu do rizika.

Ew= Zi: LW,

kde m; vyjadiuje pravdépodobnost i-tého stavu svéta a w, bohatstvi pfi i-tém stavu svéta
Piikladem je hra pfi které hrac ziskd 10K¢ s pravdépodobnosti 50%. Hra¢ nasledujici maximalizaci
uzitku pouze skrze o¢ekavanou hodnotu hry je ochoten za hru zaplatit maximalné 5K¢.

S pohledu bohatstvi by by se mohlo zdat, Ze tento model je naprosto dokonaly. Nicméné i tento
model piindsi nékolik uskali. Vypocet ofekavané hodnoty je Casto mimoiadné obtizny, jelikoz
vysledkl dané situace mize existovat velmi mnoho. Piesné pravdépodobnosti nemusi byt znamé,
dokonce je mnohdy nemozné je ziskat (jako napiiklad pravdépodobnosti na urcité pocasi).
V neposledni fade se lidé ve vétsing pripadl podle o¢ekavané hodnoty zjevné nechovaji.

Problém modelu o¢ekavaného uzitku doklada zndmy Petrohradsky paradox. V tomto paradoxu se
pracuje s o¢ekavanou hodnotou piekracujici vSechny meze, je zde doloZeno, ze rozhodovani Cisté
dle o¢ekavané hodnoty hry mtize byt jiz na prvni pohled neracionalni.



Jak vysvétlit chovani jedince za rizika, ktery se chova jinak nez dle maximalizace ocekavané
hodnoty, se pokusil sdm Daniel Bernoulli. Ten tvrdil, Ze mezni uzitek z bohatstvi je klesajici, tedy
ze ¢im vice korun mate, tim méné uzitku pfinasi dal$i dodate¢ni koruna (Lea, 1994, s. 185).
Klesajici mezni uZitek penéz podporuje naptiklad Prvni Gossenliv zdkon. Tento zdkon fika, Ze s
postupujicim uspokojovanim né&jaké potieby klesa uzitek z jejiho uspokojovani, coz je jinymi slovy
zdkon o klesajicim meznim uzitku. Podle této teorie tedy subjekt nemaximalizuje ocekavanou
hodnotu hry, ale ocekavany uzitek.

Eu: Zizl J-Ei U(Wl)
kde m vyjadfuje pravdépodobnost i-tého stavu svéta a u(w,) uZitek z bohatstvi pii i-tém stavu
svéta. Zi:l m=1

Uzitkova funkce penéz mimo jiné vyjadiuje vztah k riziku. Mikroekonomie pro tento problém zna
3 pojmy — jednotlivec riziko milujici, riziko neutralni a riziko averzni.
Riziko milujici hraci jsou ti, kteti jsou ochotni do hry vstoupit i v pfipad¢ ocekdvané hodnoty hry
niz8i nez vstupenky do hry. Jejich chovani popisuje konvexni uZzitkova funkce penéz. Tyto jedince
bézné ve spolecnosti najdeme, jsou to prave ti, kteti bézne sazeji Sportku nebo hraji ruletu.
Riziko neutrélni jsou ti lidé, ktefi se rozhoduji zcela podle ocekévané hodnoty hry. I tyto jedince ve
spole¢nosti najdeme, jsou to naptiklad profesionalni hraci pokeru, t€émi se budeme zabyvat v dalSich
kapitolach.
Posledni skupinou jsou jedinci riziko averzni. Ptikladem je jizda méstskou hromadnou dopravou,
kdy si mnoho cestujicich kupuje jednorazové drahé listky, byt je odhaleni ¢erného pasazéra
nepravdépodobné, navic pokuta nikterak vysoka. Averze k riziku je v béznych ekonomickych
modelech modelovana na zdklad¢ ryzi konkavnosti funkce ocekavaného uzitku z dichodu
(Hlavacek, 2010, s. 149) .
Pokud bychom chtéli n¢jakou meéftitelnou veli¢inu, se kterou mizeme urcit averzi k riziku, pak
mizeme vyuzit napiiklad tzv. Arrowova-Prattovu miru absolutni averze k riziku
(Varian, 1992, s. 178):
r(w)=—7u”(w)

u'(w)
Tato absolutni averze k riziku napovida o averzi k riziku pfi ztrat€ fixnich ¢astek korun, kdy pfi
velkém bohatstvi je jedinec ochoten vice riskovat ztratu jedné koruny.
Naproti tomu Arrowova-Prattova mira relativni averze k riziku p je vice problematicka, jelikoz
neni jisté, zda pfi zvySovani bohatstvi bude jedinec vice ¢i méné ochoten riskovat ztratu urcitého
podilu bohatsg:vi)(\/arian, 1992, s. 189).

u'(w)w
p(w)= ' (w)

Vsechny tyto 3 typy chovani za nejistoty vSak mohou byt za urcitych predpokladii raciondlni.

Dalsi teorii, kterd vysvétluje chovani odlisné od maximalizace ocekavané hodnoty, je teorie
subjektivni pravdépodobnosti (Lea, 1994, s. 187-188). Jednotlivec si zde mlize myslet, Ze se chova
dle ocekdvané hodnoty hry, nicméné pocitd s odliSnymi pravdépodobnostmi. Diivodi pro
subjektivni urCeni pravdépodobnosti miize byt hned nékolik. V prvni fad¢ jsou to bud’ Spatné
informace a nebo jejich nedostatecné mnozstvi. S timto problémem se bézné setkdvame v
pojistovnictvi. Na jednu stranu nema osoba uvazujici o pojisténi takové mnozstvi informaci, jako
ma pojistovna, mize tedy pravdépodobnost pojisténé udalosti odhadnout jinak. Z druhé strany také
pojistovna nemusi mit informace, které ma pojistnik, jako naptiklad to, Ze v okoli jeho bytu se v
poslednich dnech odehralo nékolik mensich vloupani. K problému pojistovny se poji i velmi znamy
pojem moralni hazard . Tento pojem historicky oznacoval situaci, kdy pozorujeme u pojistnika



pokles odpovédnosti ¢i opatrnosti ve vztahu k rizikim. PojiStovny se proti mordlnimu hazardu
mohou omezené branit diky proSetfovani pojistnych udalosti a spoluucastni pojisténého. Pozdé&ji
vstoupil do ekonomické teorie moralni hazard jako situace ¢i okolnost, podporujici rizikové ¢i
vysoce spekulativni chovani ekonomickych subjekti (Bazantova, 2010, s. 7-8). Obecné se jednd o
riskovani na ukor jiného subjektu.

Dal$im divodem k nespravnému urceni pravdépodobnosti mize byt skute¢nd vira v to, Ze
jednotlivec je smolny ¢lovék nebo vira ve své §t'astné dny a Stastna Cisla, ¢i v situace pii neznalosti
zékladni teorie pravdépodobnosti jako sdzeni na ruleté se strategii ,,4 krat padla Cervena, ted’ uz
musi padnout cerna“.

Naprosto klicovou roli v sazeni hraje v souvislosti se subjektivni pravdépodobnosti piecenovani
pravdépodobnosti vyjimecnych situaci, napfiklad extrémnich vyher ve Sportce. Tuto mylnou
pfedstavu jesté podporuji moderatofi Zivého losovani. Ti pfi kazdém losovani nezapomenou zminit,
z kolika lidi v uplynulém tydnu udélalo losovani Sportky milionafe a Ze v pfiStim tydnu budou
desitky novych milionait.

Teorie, ktera k rozhodovani za rizika neodmyslitelné patii a ktera se tyka predevsim fizeni vybéru
portfolia je tzv. mean-variance approach (Markowitz, 1952 s.77-85). Tento pfistup se zaklada na
tom, Ze by se investor mél rozhodovat o sloZeni svého portfolia v zavislosti na o¢ekavané hodnoté a
rozptylu. Pokud se investor fidi timto pfistupem, potom se ma rozhodnout pro takovy vybér
portfolia, ktery mé& nejnizsi rozptyl pro danou (nebo vyssi) ofekdvanou hodnotu a maximalni
ocekavanou pro dany (nebo niz$i) rozptyl. Je mnoho technik, které hledaji efektivni kombinace
ocekavané hodnoty a rozptylu, tyto techniky jsou €asto velmi naroné. Nicméné se miizeme podivat

na grafické znazornéni Markowitze (1952) situace s rozhodovadnim pouze o tfech typech cennych
papiri. Investor investuje podil svych prostfedkll do cennych papirdt X, X, X, kde Z; X=1a
X.=0 pro vSechna

i=1,2,3

X,=1-X,-X,

Priklad ilustrujme na Obrazku 1 (Markowitz, 1952, s.85). Trojuhelnik a, b, ¢ oznacuje ptipustnou
mnozinu rozdé€leni portfolia. Isomean lines jsou rovnobézné piimky, kazda z nich z nich oznacuje
body se stejnou ocekavanou hodnotou portfolia. Isovariance curves jsou soustfedné elipsy, jez
oznacuji body se stejnym rozptylem portfolia, rozptyl je tim nizsi, ¢im blize se ke stfedu kiivky
nachdzi. Na dané isomean kiivce je bod s nejniz$im rozptylem ten bod, ktery je v bod¢ dotyku s
te¢nou v podob¢ izovariance kiivky. Efektivni dvojce oekavané hodnoty a rozptylu jsou oznaceny
na obrazku jako tu¢na kiivka .



Obrazek 1 (Markowitz, 1952, s. 85)
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Jaké jsou tedy raciondlni ditvody . pro¢ by mél jedinec sazet?

1. Oc¢ekavana hodnota hodnota hry je vyssi nez vstupenka do této hry

Ptikladem z praxe je uz zminovany profesionalni hra¢ pokeru. Tento kvalitni hra¢ mize nastoupit
do pokerového turnaje s hor§imi mén¢ kvalitnimi konkurenty a i pfes poplatek pro hernu nebo
kasino miize mit vysokou o¢ekavanou hodnotu.

2. Subjekt donuceny riskovat

Pozdéji se v praci budeme zabyvat subjektem, ktery v modelu maximalizace pravdépodobnosti
ekonomického preziti je pod hranici ekonomického zaniku, tento subjekt je ochoten vstoupit do
jakéhokoliv rizika. Pokud do rizika nevstoupi, potom s jistotou ekonomicky zanikne. Pokud do
rizika, byt’ jakkoliv neptiznivého, vstoupi, pak ziskdva alespont n¢jakou kladnou pravdépodobnost
na ekonomické preziti.

3. Nenulova pravdépodobnost na astronomické vyhry ménici Zivot

Ptestoze oCekavand hodnota naptiklad ve Sportce je v porovnani se vstupenkou do hry extrémné
mala (pfesvédcime se tak v pozdéjsich kapitolach), i zde mize byt raciondlni pro nékteré jedince
Sportku sazet a to i1 s pfedpokladem, Ze zde nehraje roli subjektivni pravdépodobnost. Tito jedinci si
za Castky, které témér nijak neovlivni jejich bézny Zivot, kupuji nenulovou pravdépodobnost na to,
ze se stanou milionafi a stanou se pohadkove bohatymi.



4. Pozitek ze hry

Raciondlni jedinec maximalizuje svilj ocekavany uZitek. Parametrem jeho uZitkové funkce vSak
nemusi byt pouze bohatstvi, ale i uzitek ze samotného hrani. Sézeni hlavné pro zdbavu muize byt
tedy racionalnim. Ptikladem je sdzeni na konské dostihy, kde napfiiklad spolecenska smetanka sazi
desetikoruny na své favorizované kon¢. Nékolikrat zmiflovany poker je modelovym piikladem.
S timto chovanim se setkdvame od pokerovych her na par korun po hry za statisice a miliony.
Domaci parti¢ky pokeru jsou spolecenskou udalosti, rekreacni hraci hraji poker témét vyhradné pro
uzitek ze hry. Hréace, ktetfi kladny zisk z pokerového turnaje neocekavaji, najdeme 1 pii téch
nejdrazsich turnajich planety. Jednim z takovych turnaji je tfeba turnaj Svétové Série Pokeru
(WSOP) The Big One For One Drop se startovnym rovny $1 000 000. Tento turnaj bézn¢ hrava
pouze nekolik desitek hraci. Jednu cast startovniho pole tvoii Spickovi pokerovi profesiondlové
(ktefi navic hraji tento turnaj nejcastéji s podporou investorti, sami by nebyli ochotni za tak moc
pen¢z startovat). Druhou ¢asti jsou bohati manaZeti a byznysmeni s ,,nekone¢nym bankrollem®, ti
samoziejme kvalitou na profesionaly nemaji ani zdaleka narok.



3. Petrohradsky paradox
3.1.Podstata paradoxu

Jak bylo jiz v ptedchozi ¢asti uvedeno, rozhodovani se pouze na zakladé o¢ekavané hodnoty hry
s sebou nese nekolik uskali. Jeden z problémii doklada slavny Petrohradsky paradox.

Pravidla hry Petrohradského paradoxu jsou ndsledujici: Hra¢ hézi minci. Padne-li hlava, hra je
ukoncena a hra¢ vyhrava 2 koruny. Padne-li orel, hra pokracuje a hazi se znovu minci. Padne-li ve
2. kole hlava, hra je ukoncena a hra¢ ziskava dvojnasobek vyhry predchoziho kola, tedy 4 koruny.
Padne-li orel, hra opét pokracuje. Obdobné ve 3. kole je hra ukoncena hlavou s vyhrou ve vysi
dvojnasobku predchozi hry, v ptipadé orla se opét pokracuje dale.

Obecné se da zapsat vyhra jako w=2"korun, kde n je &islo kola, ve kterém hra¢ hodil hlavu.
Otazka zni, kolik by mél racionalni hra¢ byt ochoten zaplatit za startovné do této hry.
Hlavnim pfedmétem rozhodovani prozatim ureme ocekavanou hodnotu hry. Pro diskrétni
nahodnou proménnou (jakou je petrohradska hra) definujme ocekdvanou hodnotu nahodné
proménné X (v naSem piipad¢ vyhry v petrohradské hie w) jako

E(W):Zil WiD;

kde
w; je vyhra v i-té hie
p; je pravdépodobnost prave takové vyhry

Odpovéd’ na predchozi otazku, kolik by hra¢ mél byt ochoten zaplatit (na zéklad¢ ocekavané vyhry
ve hie) je jiz na prvni pohled ekonomicky nesmyslnd, hra¢ mize zaplatit za startovné jakoukoliv
konecnou ¢astku a stale bude ocekavat zisk. Oc¢ekavana hodnota hry je totiz:

E(w):%21+%22+%23...:zw 1y=3" 1=0

i=1 21 i=1

3.2. Historie paradoxu

Jako prvni, kdo se zabyval Petrohradskym paradoxem, byl Nikolaus Bernoulli, ktery v roce 1713
odeslal sviij problém francouzskému matematikovi De Montmortovi, spole€né se svymi prvnimi
feSenimi. Navrhl zde, Ze pro dostate¢né¢ mnoho orld v fadé je pravdépodobnost nulova a osekl tedy
mnozinu moznych feSeni o nepravdépodobné vyhry (Székely a Richards, 2004, s. 225).

Gabriel Cramer argumentoval klesajicim meznim uzitkem a v dopise Niklausi Bernoullimu tika, Ze
pro uréité vyhry (podle n&j nad 2°*) nepfinasi zadny dalsi uzitek. Cramer navrhl, aby byl uZitek
méfen riznymi uzitkovymi funkcemi (napiiklad odmocninou) a nebo aby méla funkce horni
hranici. Z jeho zavéru vyplynulo, ze by hra¢ nemél byt ochoten zaplatit za vstupné vice nez 20
jednotek mény (Székely a Richards, 2004, s. 226).

Nikolaus Bernoulli kontaktoval svého mladSiho bratrance Daniela Bernoulliho, ktery v té dobé
pusobil na akademii véd v ruském Petrohradu. Daniel Bernoulli publikoval svou praci o
Petrohradském paradoxu v roce 1738 (Dehling, 1997, 225). Jeho zavérem bylo, ze piirozeny vybér
uzitkové funkce by méla byt funkce logaritmus. Bernoulli mimo jiné argumentoval tim, ze kazdy



ptirtstek bohatstvi (byt’ by tento pfirtstek byl zanedbatelny viici souc¢asnému plivodnimu bohatstvi)
piinasi zvyseni uzitku (Székely a Richards, 2004, s. 226-227).
Uzijeme-li uiitkovou funkci u(w)=log(w) , potom je otekavany uzitek

Eu= Zl 1—110g Z;glog2:2log2=log4

zde je oéekavany uzitek stejny jako uzitek ze 4 jednotek mény u(4)=log 4

William Allen Whitworth v roce 1901 navrhl feSeni, které se opird teorii pravdépodobnosti
ekonomického preziti, podle néj u hrace hraje zasadni roli jeho soucasna hodnota majetku (Székely
a Richards, 2004, s. 227).

William Feller v roce 1945 navrhl feseni pomoci zakonu velkych &isel. Rika, Ze primérna vyhra se
blizi k nekone¢nu velmi pomalu. Feller navrhl, ze ¢astka, kterou je hra¢ ochoten platit, by méla
zaviset na tom, kolik her planuje hra¢ odehrat, jelikoZ na jednu extrémné vysokou vyhru mtize ¢ekat
velmi dlouho. Jeho zadvérem bylo, ze hodnota hry Petrohradského paradoxu je log,n, kde n znaci

pocet her, které hra¢ planuje odehrat (Dehling, 1997, 226-227).

Nekteti dalsi védci, jako naptiklad Durand (1957), oznacili paradox za fesitelny v takovém smyslu,
ze kasino mé pro vyplaceni vyhry pouze omezené prostiedky a proto je ocekdvand hodnota
konec¢na. Stejné tak hrac je omezen délkou svého zivota.

Hra¢ v Petrohradském kasinu muize vsadit s vidinou zisku tedy i astronomické ¢astky, naptiklad
milion korun, zatimco pravdépodobnost na vyhru alespon 128 korun je pouhé 1,5%,
pravdépodobnost na vyhru 2048 korun je uz necelych 0,1%. Na to, abychom se dostali alesponi na
vyhru milion korun, tak musime hodit orla alesponn 19 krat po sob¢, takova pravdépodobnost je
pouze 0,000191%. Aby hra¢ mé¢l 50% pravdépodobnost, Ze alespon jednou hodi tento minimalné
milionovy jackpot, musel by odehrat 363408 her. Pokud bychom si predstavili, Ze jedna hra mtze
trvat jednu minutu a hra¢ by hradl v imaginarnim petrohradském kasinu pouze tuto hru 8 hodin
denn¢, kazdy den v roce, pak by se k 50% pravdépodobnosti na tuto vyhru dostal za vice nez 2 roky.
V béznych hrach zalozenych na nejistoté staci odehrat vysoky pocet her a vyslednd vyhra se za¢ne
blizit k ocekavané hodnoté. Zde je vsak jasné, Ze se smyslem ,Jlong runu®“ mizeme mit v ptipadé
Petrohradského paradoxu potize. Pro redlné pravdépodobnosti na vyssi vyhry, se kterymi o¢ekavana
hodnota také pocita, by nemusel hraci stacit ani cely zivot. Na to, aby na$ hra¢ mél alespont 50%
pravdépodobnost, ze minimalné jednou vyhraje ¢astku na trovni HDP Ceské republiky, potiebuje
ptes 1,5 bilionu her, které mu budou pfi vySe zminéném tempu trvat piiblizn€ 8,7 milionu let.

3.3. Paradox a velké mnoZstvi pokusti

Chtéli bychom prozkoumat hru Petrohradského paradoxu z jiného pohledu, nez jen z teoretické
ocekavané hodnoty

Statisticka teorie napovida, ze pokud odehrajeme néjakou hru mnohokrat, pak by se méla primérna
vyhra blizit k o¢ekavané hodnoté hry. Nechame hru petrohradského paradoxu odehrat milionkrat.

Z toho budeme moci ziskat kone¢ny odhad ocekavané hodnoty jako priimér vyher z téchto milionu
her a rozptylu jako vybérovy rozptyl (sample variance). Zde narazime trochu na spor, protoze
odhadujeme jiz zndmé konecné hodnoty, nicméné s ohledem na kone¢ny ¢as hry a na malou
pravdépodobnost vysokych Jackpotl v redlnych dobach pro hru se miizeme o priméru vyher a
vybérovém rozptylu bavit.



Rozptyl této hry je
o’=E[(w—E(w))’]=E(w’)~E(w)

kde
E(wW)=Y, 2'=Y 2
a tedy

00

© i 2
02: i=12_<zi:1 1) =%

Predstirejme tedy, ze skute¢nou teoretickou o¢ekdvanou hodnotu a rozptyl vliibec nezname.

Primérnou vyhru vypocteme jako prosty aritmeticky prumér vyher.

n
>,
i=1 1

n

w=

Vybérovy rozptyl (sample variance) vypocteme jako

Az_ 2 1 n ( __)2
o' =s =TT i w,—w

Z jednoho milionu simulovanych her ndm vyplynulo, Ze primérna vyhra v tomto setu her je 24,39
s nejvyssim Jackpotem 4 194 304 pii hozeni 21 hlav v tadé, vybérovy rozptyl tohoto pokusu je
19928553.

Pro veliky pocet pozorovani pocitat intervaly spolehlivosti pro primérnou vyhru. Pro pouZiti
vybérového rozptylu misto skutecného rozptylu je interval spolehlivosti nésledujici

2 2
(w \E,WHQ s

t%,n—l \/n Son=1 &>
Interval spolehlivosti fika, Zze pravdépodobnost, ze skute¢na hodnota primérné vyhry lezi mimo
dany interval je rovna parametru o
Interval spolehlivosti je tim SirSi, ¢im je parametr nizsi, protoze k vétsi jistoté potfebujeme pokryt
vetsi mnozstvi hodnot.
Pro stejny set pozorovani je 10% interval spolehlivosti (17,04; 31,73), 5% interval spolehlivosti
(15,64; 33,14), 1% interval spolehlivosti (12,89; 35,89) a 0,1% interval spolehlivosti (9,7; 39,08).
Tyto vysledky fikaji, ze z daného setu pozorovani si mizeme byt celkem jisti, na 99,9%, ze
primérna vyhra neni vyssi nez 39,08K¢. Tedy na zakladé studie intervalli spolehlivosti jiz
dostavame presnéjsi odpovéd’ na otdzku, kolik by mél byt hrd¢ ochoten dat za startovné do
petrohradské hry.

To, Ze ocekavana hodnota je obrovska (nekonec¢nd) je dano predevsim astronomickymi jackpoty. To
potvrzuje i pohled na rizné sety pozorovani s miliony pokusy. I pti obrovském poctu pozorovani se
od sebe prumérné vyhry obcas liSi a to pochopitelné hlavné v zavislosti na nejvyssi vyhfte.
Naptiklad pii setu milionu her s nejvyssi vyhrou 134 milionli pti hodu 26 orla v fad¢ je primérna
vyhra 181,79 K¢, diky astronomické vyhie naskocil i vybérové rozptyl a tak i intervaly spolehlivosti
jsou velmi Siroké, 10% interval ma horni hranici 404,7K¢, 0,1% interval dokonce 627,86. Neni
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divu, Ze je primérna vyhra takto moc ovlivnéna nejvys$im jackpotem, vzdyt v tomto piipadé je
podil této jedné maximalni vyhry na celkovych vyhrach dokonce 73,8%.

Pti setu her, kde maximalni vyhra ¢ini 2,15 miliard K¢ pti 30 orlech v fad¢ vysla primérna vyhra na
2169,96 K¢&. Podil maximalni vyhry na celkové vyhie je 98,9% a 10% interval jistoty dava horni
hranici skute¢né primérné vyhry az na 5702,58K¢.

MEéI by se vSak raciondlni jedinec chovat i v zévislosti na moznosti ziskat takové jackpoty? Pokud
by lidsky Zivot trval 100 let a hra¢ by od narozeni hral kazdy den svého Zivota 8 hodin denné
v Petrohradském kasinu 60 her za hodinu, pak by pravdépodobnost, ze alesponn jednou vyhraje
minimalné vyse zminény 2,15 miliardovy Jackpot byla pouhych 1,61%.

Zkusme tedy jiny pokus, pojdme odehravat opét sety milionil her, ale vzdy nebudeme uvazovat
jednu nejvyssi vyhru. Stejny set vysledka s 2,15 miliardovym maximalnim jackpotem vypadéa po
odmysleni tohoto astronomického ¢isla jiz mnohem blize vysledkim z ptedchozich pozorovani.
Primérmd vyhra uz je pouze 22,4K¢&, intervaly spolehlivosti pro skutecné primérné vyhry jiz
vypadaji také mnohem ,,rozumnéji*“.10% interval spolehlivosti je (16,926; 28,034).

Poslednim pokusem s odehrdvanim setd her s milionem jednotlivych petrohradskych her bude
porovnavani prumérnych vyher s primérnymi vyhrami vzdy po odecteni nejvysSiho Jackpotu.
Nechali jsme zde vzdy odehrat milion petrohradskych her a zaznamenali primérnou vyhru a
pramérnou vyhru po odecteni nejvyssi vyhry v daném pokusu. Milionovy pokus jsme opakovali
250 krat, z toho tedy vzniklo 250 primért vyher a 250 priméra vyher bez nejvyssich Jackpota.

Necht
10°
_ Zizlwk,.. . e, , . .
W, = R je primérna vyhra v k-tém pokusu slozené¢ho z milionu her
250 k=250,i=10°
Z‘4k:1Wk Zk:l iz Wk . oy o v , o o v iy
W= 0 5 5 07 je pramér pramérnych vyher z 250 rtiznych pokust, coz je totéz

jako prumér vSech 250 milionu simulovanych her.

10°
(2, wi)—max(w, ..., w,y)

vV, = 10°—1 je prumérnd vyhra v k-tém pokusu pii ignorovani jedné nejvyssi
vyhry

250

k=1 k. o x o v , v . v o .
V:W je pramér primérnych vyher pfi ignorovani jedné nejvyssi vyhry z 250 rtznych
pokusii

Primérmy podil jedné nejvyssi vyhry na celkové vyhie je v téchto 250 pokusech 36,6%. Data tedy
jasné napovidaji, ze nejvyssi jedna vyhra ma velmi dileZitou roli na celkové vyhte. A tedy hlavné
vinou nejvyssich vyher (specidln€ jedné nejvyssi) se primérné vyhry z riznych pokust lisi.

Pro simulaci tohoto pokusu vysla tato ¢isla

w=32,89

V=20,84

11



Kromé toho, ze se velmi podstatné lisi tyto dva priméry, li$i se 1 vybérovy rozptyl a to jesté
podstatné;ji.

250
Zkzl(Wk—W)z

S:= 29 =2819,37
250
2o W=V
§: ==K =76
249

Z téchto dat miizeme sestrojit intervaly spolehlivosti pro skuteéné odhady Wa V

/s, /s,

(W—ta 1 7350” W+t n—1Tg\(]))J'ak0 o interval spolehlivosti pro W
2 2’

respektive

(V—t @ V+t E) jako o interval spolehlivosti pro V
2712507 2" /250

Pro W jsou intervaly spolehlivosti vypo&itany v Tabulce 2. Sloupec o znadi (1—a) interval
spolehlivosti, sloupce L a P znaci levou a pravou mez.

Tabulka 2
Intervaly spolehlivosti pro W
a L P :
0% | 27,37 | 3842
5% | 2631 3947
1% | 2424 ¢ 4154
01% | 21,84

Pro V wvychazi intervaly spolehlivosti v Tabulce 3.

Tabulka 3
Intervaly spolehlivosti pro V
o L p
10% | 20,56 : 21,13
5% | 20,50 | 21,19
1% | 20,39 © 2129
01% | 2027 ¢ 21,42

Intervaly spolehlivosti pro W nam tedy nedavaji pfili§ stabilni vysledky, pfesto pravdépodobnost,
Ze primérnd vyhra v petrohradské hie bude vyssi nez 43,94 je velmi nizka.

To intervaly spolehlivosti pro V nam davaji, ze vyrazné stabilngjsi vysledky. Primérna vyhra po
takto definovaném ignorovani vysokych jackpotl je tedy s velkou ptesnosti kolem 21 korun.
Vysledek tohoto pokusu nam jiz dava lepsi predstavu o Petrohradském paradoxu.

12



Mizeme se také na zavér tohoto pokusu podivat na to, jak moc je primérna vyhra ovlivnéna témito
nejvyssimi Jackpoty.

Necht’
230 ,
zk:l (W= v)
250

nejvyssi vyhry. U takovéto odchylky neni tieba pouzit absolutni hodnoty nebo umoctovat, protoze
w,>V, pro vSechna k (pokud v daném pokusu neni vSech milion vyher stejnych, coz je extrémné

nepravdépodobné, v takovém piipadé by zde byla neostra nerovnost).

D= je primérna odchylka primérné vyhry a primérné vyhry po odecteni jedné

Z naseho experimentu je D=12,05 a tedy i z tohoto vysledku je vidét, ze nejvyssi vyhra v kazdém
milionovém pokusu ma extrémné vyznamny vliv na primérnou vyhru.

Vybérovy rozptyl je
250 . _ 2
) zk—l (W,—v,—D)
SH= = =2779,35
249

Tabulka 4 uvadi intervaly spolehlivosti pro D a tedy pro skuteény odhad parametru D, vyse
definované odchylky.

Tabulka 4
Intervaly spolehlivosti pro D
a L P
0% | 656 | 17,50
5% | 551 . 1858
1% | 346 | 2063
01% | 1,07 2302 -

Tyto vysledky napovidaji, Ze vliv vysokych vyher na primérnych vyhrach v riznych pokusech jsou
velmi nestabilni, to vSak neni Zadnym piekvapenim vzhledem k tomu, Ze rozdily jsou zavislé na
nejvyssich vyhréch, které se v riiznych pokusech lisi nejvice.

Raciondlni hra¢ ve smyslu maximalizace ocekdvané hodnoty je tedy veden k vysokym sazkdm
v Petrohradském kasinu piedev§im na zakladé mozZnosti vysokych jackpotl. V minulém
experimentu jsme se zabyvali situacemi, kde opomijel jednotlivec pouze ptesny pocet vysokych
vyher. Pojd'me se podivat na podobny pfipad, co se s modelem stane, pokud budeme uvazovat
pouze ,,realn¢ dosazitelné¢ vyhry*, jak uz navrhovali matematici v 18. stoleti.. Jak jsme si jiz fekli,
nekteré obrovské vyhry nejsou z daleka na dosah ani pfi sazeni cely zivot. Pojd'me se tedy podivat
na sazky, které maji pti odehrani milionu her alesponi 1% pravdépodobnost, Ze budou dosazeny. To
jsou ty, které maji maximdln¢ 26 hodi orla v tadé¢ s vyhrou asi 134 milioni korun
s pravdépodobnosti 1,48%, Ze alesponi jednou padnou béhem milionu her.

V tuto chvili se dostavame do hry, ktera jiz bude mit kone¢nou ocekavanou hodnotu a rozptyl.

2. 1 .3 1 7 7 1, Y,
V442 2T=d 2= 1=27

11
E(w)——12+ > 7 .~

2tT 2
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Dtivodem, proc je zde posledni ¢len s mocninou 27 je ten, ze prvni ¢len reprezentuje hru s Zadnym
usp&Snym pokusem. Pokud tedy chceme hru s maximalné 26 GspéSnymi hody, pak mame prvni ¢len
s zadnym GspéSnym pokusem a potom dalSich 26 ¢lenti.

E(w)=Y" %22’5 > 2i=268435454

Var(w)=E(w’)— E(w)’=268435454 —27°=268434725

Subjekt maximalizujici o¢ekavanou hodnotu hry je tedy v této hie ochoten zaplatit za vstupenku do
této hry maximalné 27K¢.

3.4. Maximalizace pravdépodobnosti ekonomickeho preZziti

Petrohradsky paradox jasn¢ ukazuje, Ze maximalizace ocekdvané hodnoty hry neni nejlepSim
feSenim. DalS§i moznosti je maximalizace pravdépodobnosti ekonomického pfieziti jedince
v zavislosti na jeho dichodu, tak jako navrhoval Whitworth v roce 1901.

Podle Hlavacka (2002, s. 5) definujeme pravdépodobnost pieziti jako

kde d je dichod jednotlivce, b je existencni hranice jednotlivce. Pokud dichod jednotlivce klesne
pod existenéni hranici, pak je jeho pravdépodobnost rovna nule. Pravdépodobnost ekonomického
preziti ilustruje Graf 5.

Graf'5
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Profesor Hlavacek nejprve definuje Leningradské kasino. Definice této leningradské hry je takova,
ze hrac nevyhrava nic, pokud hozenych orli v rad€ neni alesponi 31, v ptipadé€, ze pocet orla v fadé
je alespont 31, potom se vyhra fidi podle pravidel petrohradské hry. Je to tedy ptipad, kdy jsou ve
hie pouze astronomické jackpoty. Prestoze na prvni pohled je vidét, ze do této hry by v realité
nevstoupil nikdo, i tato hra ma nekonec¢nou o¢ekdvanou hodnotu.

1.1 12, 1 03, _g* 15i_vg® _
E(W)—;O*'?O"'..."'?Z +?2 +'“_Zi:32§2_zi:321_w

Upravme si tuto hru na ptipad nez ptipad s maximalné 26 GspéSnymi hody v fadé. I tato hra ma
pochopitelné nekone¢nou oekavanou hodnotu

o0

B(w)=2, 1=

Plvodni pravdépodobnost ekonomického preziti je p,= 1—%
Pravdépodobnost ekonomického preziti pii nulové vyhte v leningradské hie je p,=1— dfx
kde x je velikost sazky a (d-x) je tedy novy dichod. Z vyrazu p, je ziejmé, ze pii zvySujici se

velikosti sazky se snizuje pravdépodobnost ekonomického pieziti.

Zména pravdépodobnosti ekonomického preziti pii nulové vyhie je tedy
b b b _b_ ( 1 1 )
70

Ap=pi=py =l m b= d—x d

Pro jakoukoliv kladnou vyhru v leningradské hie plati, Ze zajistuje prakticky jist¢ ekonomické
preziti s pravdépodobnosti 99,99% az do existencni hranice 25000K¢. Pravdépodobnost na

minimaln¢ kladnou vyhru je zde %

Pro jednotlivce maximalizujiciho pravdépodobnost ekonomického pieziti v tomto piipadé musi
platit, ze pravdépodobnost na jisté¢ pieziti bude alespon takova jako ztrata pravdépodobnosti pii
neuspéchu ve hie (Hlavacek, 2002, s. 8).

2172b ( dix —%) kde d>x=> d—x>0 (jedinec rozhodné nevsadi vice nez sviij diichod)
Po uprave dostdvame
2
x=< d
d+b2”

Budeme-1i uvazovat existen¢ni hranici minimalné 1K¢ (pro mensi existencni hranice bliZici se nule

nema smysl uvazovat néjaké studie o tom, kdy se bude jedinec nad hranici pohybovat), pak je

ziejmé, Ze se uvazovand sazka bude blizit k nule, dokud nebude jedinctiv dichod v porovnani

s hranici zaniku vysoky. Pii existen¢ni hranici 1K¢ je pro to, aby jedinec byl ochoten zaplatit za

leningradskou hru alesponn 1K¢&, potieba, aby jeho dichod byl minimalné¢ 11586K¢. Jeho
1

pravdépodobnost na ekonomické preziti bez hrani vSak sama o sobé l—m:0,999914
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Necht je a:Z% atedy d=a.b

ab’ _ ab
b(a+2”) a+2”

Potom x<

Je vidét, ze funkce f(a,b)= a’b je rostouci v parametru b a od a=1 rostouci i v parametru a
a+

227

(pro a<1 budeme fesit pozdéji). V tuto chvili budeme v zavislosti poméru soucasného dichodu a
existencni hranice budeme zkoumat, zda mtize viibec nékdo vsadit v leningradském kasinu a zlepsit
si tak o¢ekdvanou pravdépodobnost na ekonomické pieziti.

Uvazujme jedince, ktery ma a=10 a tedy dichod desetkrat vyssi nez hranici ekonomického
zaniku. Jeho pravdépodobnost na pteZziti pfi nevsazeni je p1=1—1—10=0,9 a tedy tento subjekt je
sam o sob¢é velmi bohaty. Pro to, aby se mu s ohledem na maximalizaci pravdépodobnosti
ekonomického pieziti vyplatilo vsadit alesponi jeden halét, pak musi byt hranice zaniku alespoi
13422K¢ a jeho diichod tedy minimalné 134220K¢. Pro tento subjekt je tedy jasné, ze za zZadnych
,rozumnych* okolnosti neni ochoten v leningradském kasinu hrat.

Otazka zni, zda se vyplati vsadit pro n€které extrémné bohaté hrace.

Necht a=100

Tento hrac¢ bez hry sdm jesté ma redlnou pravdépodobnost na ekonomické nepieziti.
p,=1-0,01=0,99

Pro tohoto hrace uz ma smysl jeden haléf, je-li existen¢ni hranice rovna 134,22K¢ a jeho diichod
tedy 13422K¢. Aby tento hra¢ vsadil alesponi jednu korunu, pak jizZ musi byt existenéni minimum
13422K¢ a jeho dichod 1342178K¢.

Pro extrémniho bohace s a=1000 je pravdépodobnost na ekonomické pieziti bez sazeni 0,999 . I
pro n¢j existuje realna pravdépodobnost na nepieziti, byt’ mala, 0,1%.

Aby tento hrac¢ vsadil 10K¢, pak musi byt existencni hranice alespon 1342K¢.

V krajnich situacich, tedy pro velké bohace by mohlo mit smysl v leningradském kasinu hrat, pokud
by hranice pteziti byla 1000K¢, pak by se vyplatilo vsadit alespon jednu korunu bohactm, ktefi
maji dichod na trovni alespont 367 nasobku existenéniho minima.

Tabulka 6 ukazuje piehled ze studie leningradského kasina pro rizné urovné ,bohatstvi®
jednotlivce.

Tabulka 6




Existuji tedy lidé, kteti budou chtit v leningradském kasinu hrat za néjaké ,rozumné* vysoké
vstupné, nicméné mozné vyhry v leningradském kasinu, jinymi slovy astronomicky vysoké vyhry,
jsou v rozhodovani jednotlivee o vysi vstupného zanedbatelné.

Pro jedince, ktery md a<1 a tedy soucasny diichod niz$i nez hranici ekonomického preziti se vSak
vyplati vsadit v leningradském kasinu za jakychkoliv podminek. Ekonomicky zanik pfi nevsazeni
ho ¢eka kazdopadné, pti jakékoliv kladné vyhte, byt krajné nepravdépodobné ma jedinec témér
jisté ekonomické preziti. Tomuto jedinci se vSak vyplati vsadit do jakékoliv hry, u které mozna
vyhra bude vyss§i nez hranice ekonomického pieziti. Navic si nepohorsi ani pfi sézce, kterd ho
nemusi (dokonce ani nemulize) dostat na hranici s nenulovou pravdépodobnosti na ekonomické
preziti. Tedy jedinec s a<1 by mél vsadit na jakoukoliv, byt mimofadné nevyhodnou hru, nikdy si
nepohorsi.

Vratme se zpét k modelu petrohradského kasina. Jednotlivec z predchozi studie se nenecha ovlivnit
astronomicky vysokymi ¢astkami a v rozhodovani na zdkladé maximalizace pravdépodobnosti
ekonomického preziti se bude nechavat ovlivnit pouze ,,redlné dosazZitelnymi* vyhrami, které jsme
si definovali vySe tak, Ze jsou to takové vyhry, které maji pravdépodobnost minimalné 1%, Ze
padnou pii odehrani milionu her. Jsou to tedy hry s maximalné 26 orli v fad¢ a vyhrou maximalng
134 milioni korun.

Pfi vsazeni do teto petrohradske hry je diichod nasledujici
d=d—x+2" kde d je pavodni dichod, x je vsazena Castka. Jednotlivec hodil hlavu (tedy hru

ukoncil) v i-tém pokusu.

Pravdépodobnost ekonomického preziti po vsazeni je tedy

S S N
d d—x+2' a.b—x+2' b

a z toho tedy lze odvodit ocekavanou pravdépodobnost ekonomického preziti

NP, b1
E(p=Y 1-—2 )]

Ocekavanou pravdépodobnost ekonomického preziti pfi vsazeni v petrohradské hie nasledné

porovnejme s pravdépodobnosti ekonomického preziti v pfipadé nevsazeni, ta je rovna

b 1
=1-=-=1—-=
p d a

Maximalni ¢astkou x, kterou bude jednotlivec maximalizujici pravdépodobnost ekonomického
pteziti ochoten zaplatit, bude feSeni nasledujici rovnice s parametry a a b.

Y -—L )tj= L

a.b—x+2"2 a

1 27 b 1
M (RS

a.b—x+2 E Bl

Tabulka 7 obsahuje feseni x posledni rovnice v zavislosti na parametrech a a b.
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Tabulka 7

a=2 a=5 a=10 a=50

3,96 4,88 5,65 7,66

10 4,64 5,65 6,49 8,59
100 7,37 7,91 9,54 11,81
200 8,29 9,55 10,51 12,80
300 8,84 10,11 11,08 13,38
500 9,55 10,83 11,81 14,11
1000 10,51 11,81 12,80 15,10
10000 13,80 15,11 16,10 18,25

Z téchto vysledkl je vidét, Ze sdzky piiblizujici se vysledkiim z ptedchozich pokusii jsou az pfi
vysokych existen¢nich minimech a pfi vysoké trovni bohatstvi. Pfi pokusu s ignorovanim vysokych
vyher jsme zjistili, Ze primérnd vyhra se pohybuje kolem 21K¢. Aby byl jedinec ochoten vsadit
21K¢ pfi maximalizovani pravdépodobnosti ekonomického pieziti, je jedinou moZznosti, aby byl
sam extrémné bohaty. Pfi hranici ekonomického zaniku b=500 musi pro sazku 21K¢ byt
a=14152 a tedy aby jeho puvodni diichod byl vice nez 7 miliond.

Nyni mizeme shrnou vysledky z pokusii a teorie o Petrohradském paradoxu. Na otazku, kolik ma
racionalni jedinec byt ochoten zaplatit za vstupenku do jedné petrohradské hry jsme nasli nékolik
odpovédi liSicich se v zavislosti na pouzité metod¢. Na zakladé¢ ocekdvané hodnoty hry nelze na
otazku odpovédét, jelikoZ ofekdvana hodnota hry piekracuje vSechny meze. Na zaklad¢ odehrani
petrohradské hry milionkrat jsme zjistili, Ze primérna vyhra je 24,39, nicméné jiz na prvni pohled
bylo jasné, ze se primérné vyhry z milionovych pokust znateln€ 1i$i. Pfi odehrani 250 milionu her
jsme zjistili, Ze primérna vyhra byla 32,89% s horni hranici 10% intervalu spolehlivosti primérné
vyhry v petrohradském 38,42. Milionové pokusy s ignorovanim prave jedné nejvyssi vyhry pfinesly
vyrazn¢ stabilngjsi vysledky, odpovéd’ na nasi otizku na zakladé primérné vyhry za danych
podminek je 20,84 s velmi Uzkymi intervaly spolehlivosti, 0,1% interval spolehlivosti pro
primérnou vyhru za danych podminek byl (20,27;  21,42). Pfi ignorovani extrémné
nepravdépodobnych vyher s minimalné¢ 27 uspéSnymi hody je ocekdvanid hodnota hry 27K¢,
nicmén¢ tato oCekavand hodnota se méni pouze podle toho, jak definujeme tyto extrémné
nepravdépodobné vyhry. Pfi rozhodovani na zakladé maximalizace pravdépodobnosti
ekonomického pteziti dospivame k riznym vysledklim na zéklad€ hranice ekonomického zaniku a
na zéklad¢é plivodniho dichodu. Toto rozhodovani je ovlivnéno pravé pouze moznymi vyhrami
s maximaln€ 26 uspéSnymi hody v fadé. K sazkam prevySujicich 20K¢E, tedy k hranicim
z predchozich pokusi, se dostdvame pouze v extrémnich piipadech, pfedevsim v piipadech, kdy je
jednotlivec extrémné bohaty. K ocekavané hodnoté 27K¢ pii uvazované se dostat prakticky neda.
V krajnim piipadé, kdy je jedinec s pivodnim dichodem pod hranici ekonomického zaniku je
vysledek trividlni, jedinec si nepohorsi, at’ vsadi jakkoliv vysokou ¢astku.
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4. Sportka vs Poker

Nejen v Ceské republice je velmi popularni moZnosti, jak si zahrat o penize, sazet statni loterii,
Sportku. Neni vSak Zadnym tajemstvim, Ze sazeni Sportky je velmi nevyhodné, dokonce méné
vyhodné neZ vétina hazardnich her v kasinech. Pfesto denné sazi v Ceské republice Sportku tisice
lidi. Diky velkému mnozZstvi sézicich je také vyskyt vysokych vyher Casty. A hlavné diky viding
téchto vysokych jackpott (v fadech desitek az stovek miliontl) se lidé nechavaji k sazeni Sportky
zlakat. V této ¢asti prace budu porovnavat, jak si v porovnani k sazeni Sportky vede dalsi svétové
popularni moZnost hrani o penize, poker. Casto omilané kontroverzni téma se vede kolem otazky,
zda je poker dovednostni hra a nebo hazard. Odpovéd’ na tuto otdzku je velice dilezita, na zakladé¢
ni se odviji legislativa ohledné pokeru v riznych zemich svéta. Na tuto otdzku vsak odpovéd v této
praci hledat nebudeme. Pokerem se po celém svété zivi desitky tisic lidi a je tedy jasné, ze bez
ohledu na to, zda je to hazard nebo dovednosti hra, tak ofekdvana hodnota a moznost hrat
dlouhodobé;ji ziskové mé vyrazné lepsi vyhlidky pii hrani pokeru neZ pfi hrani Sportky. Odpoveéd’
na otazku, zda je lepsi hrat poker nebo Sportku s ohledem na ocekdvanou vyhru zde hledat také
nebudeme. UZ hlavné proto, Ze ocekdvana hodnota pokeru velmi silné zavisi na schopnostech
jednotlivych pokerovych hract. Kdyby vsichni hraci na svété hrali stejné, tedy ve stejnych situacich
se rozhodovali identicky, pak by byl rozhodné poker pfed sdzenim Sportky vyrazné€ napted.
Zajimava je vSak otdzka, jak by si vedl v porovnani se Sportkou v pokeru hrac¢, ktery by vibec
neznal pokerova pravidla. Specialné, jak si bude vést hrac, ktery bez ohledu na situaci, bez ohledu
na karty, bez ohledu na velikosti sazek, bez ohledu na soupete bude pti kazdém rozhodnuti sazet
maximalni moznou sazku, vsadi tedy vzdy vSechny své zetony (v pokeru all-in). Je jasné, Ze tento
hra¢ nebude jeden z téch, ktery se pokerem muze zivit. Tento hra¢ samoziejmé bude prohravat
veliké mnoZzstvi penéz. Jak si vSak povede v porovnani se Sportkou? Budeme se vénovat predevS§im
zhruba rok starému formatu turnaji v pokeru, formatu ktery se hraje vyhradné po internetu, typu
turnaje, ktery zaznamenal po svém uvedeni na trh obrovsky boom. Tyto turnaje si ziskaly mezi
pokerovou komunitou tak vysokou popularitu, ze je musely zavést vSechny velké pokerové
internetové herny. Neptekvapivé se jedna o turnaj, ktery ldka hrace na vidinu astronomickych vyher.
Hra¢ mize z pohodli domova v této varianté pokerového turnaje vyhrat béhem péti minut
z jednotek dolart az 1 000 000 americkych dolart.

4.1. Sportka

Nejdiive se vSak budeme vénovat Sportce, jak je na tom s pravdépodobnostmi a s o¢ekdvanou
hodnotou a zda je losovani skute¢n¢ ndhodné.

Budeme vychézet z Herniho planu spolecnosti Sazka. Sazejici na jedné sdzence najde 10 sloupct
pro tipovani. V kazdém sloupci je 49 ¢isel a sazejici z nich vybira 6, nezalezi na potadi. Sazejici
sazi 1 — 10 sloupci (10 nezavislych sazek), cena sazky na kazdy sloupec je 20K¢. K tomu je jeste
na sazence moznost hry Sance. Ve hie Sance sazejici sazi na Sesticiferné &islo, o tomto &isle
nerozhoduje, je to koncové 3estigisli vyrobniho &isla této sizenky. Cena Sazky ve hie Sance je
dalSich 20K¢. Celkem tedy milize na jedné sazence byt vsazeno za 220K¢ na jeden losovaci den
(stejné sdzenka se da vsadit i na vice dnd najednou, rozdil mezi sdzkou jedné sdzenky na vice dnli
nebo vice sazenek, na kazdy den jednu, vSak nehraje roli).

V kazdém sézecim dnu (zpravidla stfeda a nedé€le) se losuje ve hie Sportka 6+1 ¢isel (6 zakladnich
a 1 dodatkové) ze 49 ve dvou riiznych tazich (dvou navzajem nezavislych losovanich) a hra Sance.
Cisla ve Sportce se v jednom tahu nemohou opakovat a nezalezi na pofadi. Ve hie Sance se losuje
Sesticiferné Cislo, zalezi tedy na potadi a Cislice se mohou opakovat.
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4.1.1. Typy vyher

Ve zakladni hie Sportky rozliSujeme 6 typt vyher:

Superjackpot:

Sazejici vyhrava Superjackpot (Bonus) pravé tehdy, kdyz splnil v§echny tyto podminky:

1. Vsadil vech 10 sloupcii sazenky a hru Sance

2.V alespon jednom sloupci spravné tipoval vSech 6 ¢isel ze 6 losovanych (v alespoil jednom
z tahl1). Na dodatkovém Cisle nezalezi.

3. Ziskal jakoukoliv vyhru ve hie Sance

1. poradi:
Séazejici vyhrava vyhru v tzv. 1. potfadi prave tehdy, kdyZ spravné tipoval vSech 6 Cisel ze 6
losovanych (alespoil v jednom z tahil). Na dodatkovém ¢isle nezalezi.

2. poradi:
Sazejici vyhrava vyhru ve 2. potadi prave tehdy, kdyz spravné tipoval pravé 5 Cisel ze 6 losovanych
a zaroven zbyvajici jedno nevylosované ¢islo bylo dodatkovym c¢islem.

3. potadi:
Séazejici vyhrava vyhru ve 3. potadi prave tehdy, kdyz spravné tipoval pravé 5 Cisel ze 6 losovanych
a zaroven zbyvajici jedno nevylosované ¢islo nebylo dodatkovym ¢islem.

4. potadi

Séazejici vyhrava vyhru ve 4. potadi pravé tehdy, kdyZ spravné tipoval 4 ¢isla ze 6 losovanych. Na
dodatkovém cisle nezalezi.

5. poradi

Séazejici vyhrava vyhru v 5. potadi prave tehdy, kdyZ spravné tipoval 3 &isla ze 6 losovanych. Na
dodatkovém cisle nezalezi.

Pti vSech ostatnich situacich sazejici ve Sportce nic nevyhrava.

Ve hte Sance rozli§ujeme 6 typti vyher:

(1) Pokud vsazené cislo a vylosované ¢islo méa shodnou posledni ¢islici (a predposledni rozdilnou),
vyhrava sézejici pevnou ¢astku 50K¢.

(i1) Pokud vsazené ¢islo a vylosované ¢islo méa shodné dvé posledni ¢islice (pfedchozi minimalné
jednu ¢islici rozdilnou), vyhrava sazejici pevnou ¢astku 100K¢.

(iii) Pokud vsazené Cislo a vylosované Cislo ma shodné tfi posledni Cislice (pfedchozi minimalné
jednu ¢islici rozdilnou), vyhrava sazejici pevnou castku 1000K¢.

(iv) Pokud vsazené ¢islo a vylosované ¢islo ma shodné Ctyii posledni €islice (predchozi minimalné
jednu ¢islici rozdilnou), vyhrava sazejici pevnou ¢astku 10 000K¢.

(v) Pokud vsazené Cislo a vylosované ¢islo ma shodnych 5 poslednich ¢islic (a prvni ¢islo rozdilné),
vyhrava sazejici pevnou ¢astku 100 000K¢.
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(vi) Pokud je vsazené a vylosované Cislo stejné, sdzejici vyhrava zbytek celkové vyse na vyhry
v daném losovani (bude uvedeno pozdéji), minimalné vsak 200 000KE.

Pokud je posledni ¢islice vsazeného ¢isla a vylosovaného ¢isla rozdilnd, pak sdzejici nevyhrava nic
bez ohledu na ostatni ¢islice.

4.1.2. Vypocet pravdépodobnosti

Nyni se tedy mtizeme podivat na pravdépodobnosti jednotlivych tipti vyher.
Nejprve vypoctéme, kolika zplsoby se da vylosovat 6 raznych Cisel ze 49. Jedna se o kombinaci
bez opakovani:

Ck(”):(n):k!(:ik)!

V naSem ptipadé
C,(49)=( 469): 13983816

K vypocteni pravdépodobnosti tazeni urcitého poctu spravné tipovanych cisel vyuzijeme Klasickou
definici pravdépodobnosti: Je-li n situaci se stejnou moznosti vyskytu, ze kterych praveé jedna musi
nastat, a m z té€chto situaci jsou pfiznivé pro jev A, potom

P(A):%

V nasem piipadé n je vzdy (4:)

Chceme-li znat pravdépodobnost, ze praveé i (i = 0,1, ..., 6) tipovanych ¢isel bude vylosovano, pak
musime zjistit, kolika zpisoby, mize byt pravé i ndmi tipovanych ¢isel vylosovano. Tento pocet
zpusobt je m z piedchozi definice.

Je Sest vylosovanych ¢isel a my chceme, aby pravé i z nich byla naSe tipovana Ccisla. Pocet

zptisobi, jak vybrat i z 6 je opét kombinace bez opakovani, tedy (°)
i

Zaroven ale potfebujeme, aby nebyla vylosovand zbyld zaskrtnutd cisla, téch je 6 — i. Tato Cisla
vybirdme ze zbylych cisel, ktera zbudou v osudi, téch je 43 a tedy pocet moznosti, jak vybrat 6 — i

¢isel ze 43 je znovu kombinace bez opakovani a tedy (643 )

A tedy pravé i tipovanych ¢isel mize byt vylosovano celkem zpisoby.

6\ (43
6).(2)
A podle predchozi definice je tedy pravdépodobnost, Zze bude vylosovano pravée i nasich tipovanych
Cisel:

(®).(23)

p (Ai): L6

(49)
6

kde A, je jev, pfi kterém bylo vylosovano pravé i tipovanych cisel. Tyto jevy se jsou navzajem

vyluéné pro riizna i.

Ptestoze tato pravdépodobnost muize vypocitdna bez znalosti jakéhokoliv rozdéleni, tyto

pravdépodobnosti jsou mimo jiné pravdépodobnosti tzv. Hypergeometrického rozdéleni.
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Nyni mizeme jednoduse vypocitat pravdépodobnosti na vyhry v jednom tahu 1. potadi, 4. poradi a
5. potadi. 2. a 3. potadi jeSt¢ zavisi na dodatkovém Ccisle, miizeme prozatim vSak vypocitat
pravdépodobnost na vyhru 2. nebo 3. potadi.

A,)=0,43965
A,)=0,413019
A,)=0,132378
A,)=0,01765
A,)=
As)=
):

0

P
P 1
P
P
P 0,000969

1,84.10°°
7,15.107°

4
P(As
P(A,

(
(
(
(
(
(
(

6
P(A,)=1ajsou to tedy skute¢né viechny moznosti.

i=1
Pravdépodobnost vyhry v 1. pofadi je tedy P(A,)
Pravdépodobnost vyhry ve 2. a nebo ve 3. pofadi je P(A.)
Pravdépodobnost vyhry ve 4. pofadi je P(A,)
Pravdépodobnost vyhry v 5. pofadi je P(A,)

Pravdépodobnost toho, Ze sazejici nevyhraje nic je P(A,)+P(A,)+P(A,)=0,981362, kde toto
plyne z axiomatickych definici pravdépodobnosti, konkrétné z faktu, ze P(U_,A,) =Zn:1 P(A,)

pro jakoukoliv posloupnost {4,! navzajem vylu¢nych jevt.
A z toho také tedy okamzité plyne pravdépodobnost na jakoukoliv kladnou vyhru
P(W)=1—(P(A,)+P(A,)+P(A,))=0,018638

Zbyva dopocitat pravdépodobnost na vyhru ve 2. a 3. potfadi. Ty se li$i pouze v tom, zda sazejici
spravn¢ typoval dodatkové ¢islo.

Pravdépodobnost na to, Ze sazejici spravné typoval dodatkové ¢islo (v pfipadé, Ze spravné typoval
5 ¢isel v zékladni hie), je 1/43 a tedy pravdépodobnost, Ze dodatkové dodatkové ¢islo bylo jiné nez
typované je 42/43.

Pravdépodobnost na vyhru ve 2. potadi je tedy

6 ( 43
()
P(AS’I):4—9.4—3:4,29067.10_7
(49)

Pravdépodobnost na vyhru ve 3. potadi je

p(A ):M 42 _p(A,)-P(A,,)=1,80208.10"
5,0 <49) ’43 5 5,1 ’ *
6

Doted’ jsme vSak pocitali pravdépodobnosti na vyhru v jednom tahu. Vzhledem k tomu, ze se
jednou sazkou sazi na dva rtizné tahy, jsou pravdépodobnosti na vyhry vyssi (ne vSak na ,,veétsi
vyhry, protoze penize na vyhry se samoziejmé déli mezi oba tahy, o tom pozdéji).
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Nejprve vypocitame pravdépodobnost na to, Ze hra¢ vyhraje v 1. pofadi v nékterém ze dvou taht.
Ta se hodi pti uvazovani Superjackpotu.
Pravdépodobnost, Ze sazejici spravné netipoval vsech 6 Cisel je

P(Ui,Aj)=1-P(A)

Pravdépodobnost, Ze netipoval vSech 6 Cisel spravné ve dvou riiznych tazich je
[P(U_,A) =[1-P(A,)]’ kde toto plyne z faktu, Ze oba dva tahy jsou navzajem nezavislé.

A nakonec pravdépodobnost, ze alespont v jednom z tahti tipoval spravné vSech 6 Cisel a soucasné
tedy pravdépodobnost na vyhru v prvnim potadi, je
P(A})=1-[1-P(A)F=1,43022.10"

Dale mizeme obdobnym zptsobem pocitat pravdépodobnost na jakoukoliv kladnou vyhru.
Pravdépodobnost na to, Ze sazejici nevyhraje nic, jsme jiz pocitali, je to P(U,.ZZOA )

Tedy pravdépodobnost na to, ze nevyhraje nic ve dvou tazich je

[P(U,A)f

A tedy pravdépodobnost, ze sdzejici vyhraje alesponn v jednom ze dvou tahli néjakou vyhru je
P(W)=1-[P (Ui, A;)]'=0,036928

Tedy pravdépodobnost, Ze ve Sportce (pfi sazeni jednoho sloupce) hra¢ vyhraje alespoii n&jakou
¢astku je pouze 3,69%.

Nyni prozkoumejme pravdépodobnosti ve hie Sance.

Ve hie Sance se losuje $esticiferné &islo a piipadna vyhra zavisi na tom, kolik poslednich vsazenych
¢islic mél hrac¢ shodnych s vylosovanymi Cisly.

Zde je vypocet pravdépodobnosti jeste¢ jednodussi. Pravdépodobnost na to, Ze sdzejici spravné
typoval pravé poslednich £ ¢isel je

k
P(B)=(L) .2 prok=0,..,5

4.1.3. Testy spravedlnosti losovani

Spolecnost Sazka Casto uvadi posledni statistiky Cestnosti tazeni Cisel a 1akéa hrace, aby se rozhodli
na zaklad¢ téchto statistik vsadit. Zaroven Sazka garantuje spravedlivé losovani. Toto budeme
zkoumat nyni na zéklad¢ statistik tazenych Cisel v Testech dobré shody (Test of good fit).

Nejprve vyuzijeme X test.

9 (X.—np.l
K tomu vyuzijeme X ° statistiku X 222,-:1 %
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Kde X, je Cetnost taZeni i-tého ¢isla béhem sledovaného obdobi

n je pocet pozorovani

p; je teoretickd pravdépodobnost vytaZeni i-t€¢ho Cisla

np, je teoreticka Cetnost tazeni i-tého cisla.

Nyni budeme potiebovat definici Multinomického rozdéleni, celd definice, véta a dikaz
konvergence k X’ rozdéleni je uvedena napiiklad Andél (2007, s. 267-270). Pro Multinomické
rozdéleni potiebujeme k ndhodnych proménnych (které udavaji, zda bylo ¢islo ndhodné proménné
vylosovano), kdy pii losovani je vzdy vylosovano pravé jedno cCislo a toto Cislo méd pro vSechna
jednotliva losovani stejnou pravdépodobnost

Pokud (X Lo X ) nasleduje multinomické rozdéleni, potom nasleduje X *asymptoticky

v ’ 2
rozdeleni X;_,

Pouzijeme zde data ze vSech losovani Sportky z obdobi 16. tyden 1957 — 53. tyden 2009. Ve
Sportce se vylosovalo 44562 Cisel a tedy n=44562 . Nase k=49, jelikoz se losuje ze 49 Cisel.
Teoreticka pravdépodobnost na tazeni kazdého €isla je 1/49, tedy p,=p,=...=p,q

Teoreticka Cetnost tazeni i-tého cisla je 909,4286.

49 (X.— )
x=3" X=np a9 56111
=1 np;
Nyni budeme toto &islo srovnavat s kritickymi hodnotami X 5,

H, :Shoda je dobr4, taZeni Cisel je ndhodné.

Na trovni spolehlivosti 10% je kriticka hodnota pro X 5 rovna 60,907.
Jelikoz je 60,907 > 39,5611, nemlZeme na urovni 10% zamitnout H,
Nemame dostatek dikazi, abychom tvrdili, Ze na 90% je losovani jednotlivych ¢isel nespravedlivé.

Jelikoz jsme nezamitli H,na urovni 10%, nemizeme hypotézu zamitnout ani na jakékoliv nizsi
urovni (s jakoukoliv spolehlivosti vyssi nez 90%). P-value tohoto testu je 0,801928, pfi zamitnuti
nulové hypotézy bychom tedy udélali chybu s pravdépodobnosti 80,1%.

Nyni jsme se presvédCili, ze losovani jednotlivych cisel je spravedlivé ve smyslu celkovych
statistik. Mohlo by nas vSak zajimat, zda se neliSi Cetnosti, pravdépodobnosti a spravedlnost
v zavislosti na tom, zda losujeme 1. a nebo 2. tah. Tedy, zda je losovani ¢isel nezavislé na tom,
v kterém tahu losujeme. Mohla by totiz nastat situace, kterou minuly test neodhali, pfitom by jasné
popirala nahodné losovéni. Predstavme si situaci, ze by ve sledovaném obdobi bylo kazdé cislo
vylosované celkem v souctu z obou tahti presné tisickrat. Jenomze si zaroven predstavme, ze v této
situaci byla licha ¢isla vylosovana 1000 krat v 1. tahu a 0 krat ve 2. tahu, zatimco vSechna suda ¢isla
by byla vylosovana 0 krat v 1. tahu a 1000 krat ve druhém tahu. Ve smyslu minulého testu je toto
losovani ,,perfektné spravedlivé®, zjevn€ se ovSem o spravedlnosti, kdy bereme v uvahu rizné tahy,
neda viibec hovotit. Chtéli bychom tedy otestovat, zda je ¢etnost vylosovanych ¢isel ,,spravedliva®.
s ohledem na rizné tahy. K tomu se ndm budou hodit kontingen¢ni tabulky (contingency tables) a
v souvislosti s nimi test nezavislosti.

Pii testu nezavislosti v kontingenéni tabulce se pouziva jiz vy$e zminovana X ° statistika. Hypotéza
nezavislosti bude postavena na faktu, Ze pokud jsou jevy 4 a B nezavislé, pak
P(ANB)=P(A).(B)
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Budeme vyuzivat kontingen¢ni tabulku (ilustrace v Tabulce 8) Cetnosti tazeni Cisel.

Tabulka 8
VarX/VarY| 1 2 .. ¢ b3
1 nll n12 nlC nl.
2 n21 n22 n2c n2.
rl r2 re nr.
5 n, n, n | n

n; znaci Cetnost vyskytu, kdy proménnd X=i a proménnd Y= j
n, :zjzl n; znaci Cetnost vyskytu, kdy proménna X =i

n;= Z;l n; znaci Cetnost vyskytu, kdy proménna Y= j

n= Zirzl Zj:l n; znaci celkovy pocet tazeni.

A pravdépodobnosti

p; Jsou piislusn¢ pravdépodobnosti P (X=i;Y=])
p=P(X=i)

p,=P(Y=j)

Z;l Z;:I p;=1

A za teoretickou pravdépodobnost pouzijeme

ATy
pij_n
AN
b=
n.
A -
P =
-] n

Zde budeme opét vyuzivat X *statistiku, tentokrat ve formatu

r c ni'_TFi' 2
Xzzzi:1 zjﬂ%

ij
X * zde asymptoticky nasleduje X;_,
Véta a diikaz naptiklad Andél (2007, s. 273).

TF je teoreticka Cetnost. A pravé tato teoretickd Cetnost vychazi z hypotézy nezavislosti
H,:

P(AnB)=P(A).(B)

A_AN A

P;=Dp;-P;
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X? zde nasleduje X;_, rozdéleni. Ted’ uz nam staéi pouze dopoditat stupné volnosti k—1

V ptedchozi tabulce musime dopocitat vSechny marginalni cetnosti (a pravdépodobnosti), téch je
r+c. Jenomze vychdzime z faktu, ze

Z::lpi_zl

a tedy
r—1
pr.zl_zizl pl

a obdobné

c—1
p.czl_zl:l p.j
a tedy musim dopo¢itat (r—1)+(c—1)=r+c—2

Celkovy pocet stupiili volnosti je tedy r.c—(r+c)+2—1=r.c—r—c+1

Nyni uz k samotnému testu o tazich Sportky. Pouzivame zde data tazeni vSech ¢isel obou tahu
(v€etn¢ dodatkovych) z obdobi 16. tyden 1957 az 53. tyden 2009. Druhy tah Sportky se vSak
losoval az od 14. tydne 1965. Vyhodou tohoto testu kontingenc¢ni tabulky je praveé fakt, ze piestoze
jsou data z rizné dlouhych obdobi a pocet pozorovani je riizny, tomuto testu to viitbec neuskodi.

V naSem ptipadé

2 \¥ 2 (ni'_TFi')z_
X _ZiZIZFI—fTF” I =40,54

1
Toto &islo budeme porovnavat s kritickymi hodnotami X 5, rozdéleni.

H, : Losovani ¢isel Sportky je nezavislé na tahu.

Na trovni spolehlivosti 10% je kritick hodnota pro X 5, rovna 60,907.
JelikoZ je 60,907 > 40,54, nemlZeme na urovni 10% zamitnout H,
Nemame dostatek dikazi, abychom tvrdili, Ze na 90% je losovani ¢isel rizné pro riizné tahy.

JelikoZ jsme nezamitli H,na Grovni 10%, nemizeme hypotézu zamitnout ani na jakékoliv nizsi
urovni (s jakoukoliv spolehlivosti vyssi nez 90%). P-value tohoto testu je 0,769008, pfi zamitnuti

nulové hypotézy bychom tedy udélali chybu s pravdépodobnosti 76,9%.

Tabulky pro s teoretickymi pravdépodobnostmi jsou v Ptiloze 1.
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4.1.4. Ocekavand hodnota hry

Presvédcili jsme se, ze Sportky je spravedlivé a mizeme se posunout k vyhram a k ocekavané
hodnoté.

K tomu budeme potiebovat znat nékolik dalsich pojmu:

Herni jistina — uhrn vkladi za vSechny sazky ¢iselné loterie ptijatych v pfislusném sazkovém
obdobi.

Vyherni jistina - thrnna ¢astka urcena na vyplatu v ¢iselné loterii v pfislusném sazkovém obdobi.

Vyherni jistina Sportky je tvofena 50% castky Herni jistiny v pfisluSném sazkovém obdobi,
polovina této castky (tedy 25% Herni jistiny) je urCena na vyhry v 1. tahu, druhd polovina této
¢astky je urena na vyhry ve 2. tahu.

Vyherni jistina hry Sance je tvofena 50% &astky Herni jistiny v piislu§ném sazkovém obdobi.

Uz zde bychom mohli néco odhadnout o ocekavané hodnoté¢ vyhry. Fakt, ze se na vyhrach vyplaci

50% vSech vsazenych penéz by mohl napovidat, Ze o¢ekavana hodnota hry je polovina vkladu.
Takto pfesné to vSak nefunguje.

Pravidla pro vyplaceni vyher:

Vyherni jistina se rozdéluje na Vyherni kvoty pro jednotliva potadi. Vyhry v kazdém potadi se
rozdéluji stejnym dilem mezi vyherce, vyhra se zaokrouhluje na celé¢ koruny dolt.

Déleni na Vyherni kvoty vypada takto:

Vyhry v 1. potadi — 22% z Vyherni jistiny pfisluSného tahu

Vyhry ve 2. potadi — 7% z Vyherni jistiny piislusného tahu

Vyhry ve 3. potadi — 9% z Vyherni jistiny pfislusného tahu

Vyhry ve 4. potadi — 12% z Vyherni jistiny pfislusSného tahu

Vyhry v 5. potadi — 40% z Vyherni jistiny piisluSného tahu

Zbytek z Vyherni jistiny, tedy 10% z obou tahti se ukladad do tzv. Bonusu. Tento Bonus je spole¢ny
pro oba tahy.

(1) Nevycerpané Vyherni kvoéty tietiho az patého potadi z obou tahl spoleéné s nedélitelnymi
zbytky vSech vyhernich potadi se pievadéji do Bonusu.

(2) V pripad¢, ze nebude dosazeno nékteré z vyher prvniho nebo druhého poradi v nékterém z taht,
prevadi se dana ¢astka do Vyherni kvoty stejného potadi a stejného tahu pro pristi losovani.

(3) V ptipad¢, ze neni dosazeno Bonusu, potom se pievadi nevyCerpana ¢astka do Bonusu pro piisti
losovani.

(4) V ptipad¢, ze neni dosazena vyhra v prvnim nebo druhém potadi, potom je vyse vyhry ve tietim
poradi minimaln¢ 10 000K.

(5) V ptipadé¢, ze by vyhra pro jednotlivé vyherce ve vyssim potadi byla mens$i nez pro vyherce
v niz§im poftadi, pak je vyhra pro jednotlivé vyherce v obou potradich stanovena jako rovny dil ze
souctu Vyhernich jistin pro obé potadi.

(6) Nastane-li ptipad, ze Vyherni kvota Bonusu presahne 250 milion K¢, prevede se 200 miliont
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K¢ to Bonusového fondu. Po nésledujicich 20 slosovani se bude vyplacet 5 vyher ve vysi 2 miliony
K¢ v kazdém slosovani (celkem tedy 100). Tito vyherci budou losovani ndhodné bez ohledu na
vylosovana ¢&isla, podminkou vsak je, ze musi vsadit viech 10 sloupcti a hru Sance (tedy splnit
podminky pro Cerpani bonusu).

Nyni uZ mame vSechna pravidla, abychom mohli pocitat ocekavané hodnoty hry. Ocekdvana
hodnota hry vSak bude zaviset na vice aspektech, naptiklad na tom, zda hra¢ splnil podminky pro
vyhru v Bonusu. Vzhledem k tomu, Ze se vyhry rozdé€luji stejnym dilem mezi vyherce, ktefi vyhrali
ve stejném potadi, bude tedy zaviset i na tom, ktera ¢isla sazejici vsadil.

Pro oc¢ekévanou hodnotu budeme potitebovat vzorec pro diskrétni ndhodnou proménnou
EX= Zi: L Xi Pi

kde x;znaci vyhru v i-tém ptipad€ a p; pravdépodobnost na tuto vyhru.

4.1.4.1. O¢ekavana hodnota hry Sance
Pojd’'me se nejprve podivat na ptipad, kdy by byl pouze jediny sazejici.

Ve hie Sance vyhrava sazejici

50K¢ s pravdépodobnosti 9%

100K¢ s pravdépodobnosti 0,9%

1000K¢ s pravdépodobnosti 0,09%

10 000K¢ s pravdépodobnosti 0,009%
100 000K¢ s pravdépodobnosti 0,0009%
200 000K¢ s pravdépodobnosti 0,0001%.

EX=50.0,09+100.0,009+1000.0,0009+ 10000 .0,00009+ 100000 .0,000009 + 200000. 0,000001
EX=83K¢

Vstupné do hry Sance stoji 20K¢ a tak tedy jediny hraé ve hie Sance ma odekavanou ztratu 11,7K¢&.

Pii vice hragich musime brat pii oéekavané hodnoté v potaz jejich pocet. Pii hie Sance sazi kazdy
sdzejici zcela nahodné. Zajimat nas bude pocet vyhercti vSech potadi v souvislosti s velikosti vyhry
pii spravném tipovani vSech Sesti Cisel.
Necht' n je poget hra¢t hrajici hru Sance. Herni jistina Sance je 20.n K&, vyherni jistina pak
10.n.K&. Oznaéme P(S;) pravdépodobnost, ze hra¢ spravné tipuje poslednich i &isel ve hie Sance.
Potom v priméru tipuje spravné i poslednich ¢isel n.P(S,) séazejicich. Pro vyhry pii spravném
tipovani jednoho az péti Cisel z losovaného SestiCisli jsou vyhrazeny fixni €astky, pro vyhru pfi
spravném tipovani vSech Cisel je vyhrazen zbytek €astky uréené na vyhry, minimalné vSak 200
000K¢ pro vyherce této vyhry(vyherce zde mize byt nejvyse jeden, jelikoZ se sazi Cisla sazenky
jsou navzajem rozdilnd). Na vyhru v nejvyssim poradi je tedy uréeno v priméru
5

n.(10->._ P(S).V,)
kde V, znaéi fixni &astku pro vyhru pfi spravném tipovani i poslednich &isel hry Sance.
Pokud hra¢ spravné tipuje viechna &isla ve hie Sance, potom na tohoto hra¢e tedy v praméru éeka
vihra Vi(n)=10.n—(n—1)3" P(S,).V,, minimaln& viak 200 000KZ.

i=1
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Funkce V pfesdhne hodnotu 200 000 piin = 105259.
Ocekavana celkova vyhra je rovna

EV.(n)=Y, P(S)V, pro n>105259
EV _(n)=8,3 pro n<105259
Zde se zabyvame ocekavanou hodnotou pouze pro n<1000000, jelikoz je 999 999 riiznych SestiCisli.

lim, _ gg0009 EV (1) =10

Zde vsak jesté musime pocitat z pravidlem z herniho planu, které tika: ,,V ptipad¢, Ze neni dosazena
vyhra na koncové SestiCisli, ¢astka pfipadajici na tuto vyhru se pfevadi do Vyherni jistiny
koncového SestiCisli nasledujiciho sdzkového obdobi.

Pro vypocet ocekavané hodnoty vyuzijeme trochu jinou logiku. Vzhledem k tomu, Ze vSichni hréaci
sazi ndhodna cisla, potom neexistuje strategie, ve které by jeden hra¢ mohl ziskat vice penéz
z vyher, nez ostatni hraci. VSichni hra¢i maji v tomto piipad€ stejnou ocekavanou hodnotu hry.
Penize, které ocekavame, ze se vyplati na vyhrach jsou tedy souctem ocekavanych hodnot vSech
hract a tedy ocekdvand hodnota jednoho hrace je podil na této Castce. Diky vySe zminénému
pravidlu se v dlouhém obdobi nic z penéz na vyhry neztraci, nakumulované penize pro nejvyssi
vyhru jsou vyplaceny diive nebo pozdéji. Ocekavana hodnota hrace je tedy v dlouhém obdobi prave
vyse Vyherni jistiny, tedy 10K¢. Oc¢ekavana hodnota jednotlivych losovani se bude lisit v zavislosti
na tom, kolik penéz se pro nejvyssi vyhru nakumulovalo. VySe zminéna funkce EV_, nam dava
ocekavanou hodnotu hry v ptipadé, kdy v minulém losovacim obdobi byla vyplacena nejvyssi vyhra
a tedy zadné penize nejsou nakumulovany.

4.1.4.2. O¢ekavana hodnota Sportky

vvvvvv

Predpokladejme nejprve jediného sdzejiciho, sdzka na jeden sloupec. Piredpokladejme navic, ze
neplati vySe zminéna pravidla (1) az (6) pro vyplaceni vyher.

Cena sazky ¢ini 20K¢. Herni jistina je v naSem piipade tedy 20K¢. Vyherni jistina je 50% Herni
jistiny, tedy 10K¢, herni jistina kazdého z taht je SK¢

Vyhra v 1. pofadi nastane s pravdépodobnosti 7,15.10 %, jeji vyse je 22% vyherni jistiny tahu, tedy
1,1K¢.

Vyhra ve 2. pofadi nastane s pravdépodobnosti 4,29.10 ", jeji vyse je 7% vyherni jistiny tahu,
tedy 0,35K¢.

Vyhra ve 3. potadi nastane s pravdépodobnosti 1,8.107°, jeji vyse je 9% vyherni jistiny tahu, tedy
0,45K¢.

Vyhra ve 4. pofadi nastane s pravdépodobnosti 9,69.107*, jeji vyse je 12% vyherni jistiny tahu,
tedy 0,6K¢.

Vyhra v 5. potadi nastane s pravdépodobnosti 0,01765, jeji vyse je 40% vyherni jistiny tahu, tedy
2K¢.
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A tedy oc¢ekavana vyhra jednoho tahu je EX=0,0358897 K¢
Ocekavana vyhra obou tahti je dvojndsobek oekavané hodnoty jednoho tahu, tedy 0,0717795K¢.

V tomto specidlnim piipad¢ je o¢ekavana ztrata 19,928221K¢.

Pokud v tomto hypotetickém ptipad¢ aplikujeme pravidlo (4) o vyplaceni vyher, pak bude vyhra ve
3. poradi 10 000KE, ostatni potadi zustavaji. Ocekdvand vyhra z obou taht pak je 0,432179.
Ocekavana ztrata 19,56782K¢.

Dtvodem, proc je tato o¢ekavand vyhra tak nizka je ten, Ze velka ¢ast Vyherni jistiny (ve vétSiné
pfipadii dokonce cela Vyherni jistina) neni vyplacena nikomu. Ztrata pro hra¢e z Vyherni jistiny
nebude zadna ve chvili, kdyz v kazdém poradi vyhraje n&jaky vyherce (Pfi aplikaci pravidla (2) o
vypléaceni vyher staci pii nizkém poctu hract, aby byl néktery vyherce ve 3. az 5. potadi).

Nyni pfedpokladejme n sazejicich a ignorujme pravidla (2), (3) a (6) o vyplaceni vyher, tedy
pfedpokladejme, Ze zadné penize na vyhry nejsou prevedeny z minulého sdzkového obdobi. Dale
predpokladejme, Ze sazejici sazi sva Cisla zcela ndhodné (toto je velmi silny pfedpoklad, v praxi se
ukazuje, ze neni platny).

Herni jistina je v tomto piipadé » .20 K¢.

Vyhernti jistina je tedy # . 10 K¢ a Vyherni jistina kazdého z tahii je n . SK¢.

Oznaéme v tomto piipadé P(W,) jako pravdépodobnost jednotlivce na vitézstvi v i-tém pofadi
v jednom tahu (v§3e P(W,)=P(A,), P(W,)=P(A,,), P(W,)=P(A;,), P(W,)=P(A,) a
P(W,)=P(A,))

P(W,) je tedy pravdépodobnost hra¢e na vyhru v 1. pofadi (pro jeden tah). Primémé vyhraje v 1.
potadi n.P(W,) hracd. JelikoZ se vyhra pro jednotliva potadi déli mezi vyherce rovnym dilem,
bude se tedy viech n.P(W,) hra¢a délit o vyhru v 1. pofadi. Budeme-li chtit znat, s kolika dal§imi
hraéi se déli vyherce, pak je to v praméru s (n—1).P(W,) hradi. Vyhru si z pohledu vyherce déli
véetné n&j tedy 1+(n—1).P(W,) . Obdobné lze postupovat i v piipadé nizsich pofadi.

Vyhra v 1. pofadi nastane s pravdépodobnosti P(W, )= 7,15.10"%, jeji vyse je 22% vyherni jistiny
tahu, tedy 7 . 1,1K&. Pokud sledovany hra¢ vyhraje, pak se o vyhru déli 1+(n—1).7,15.10"° hraca.
n.1,1 v

- K¢

1+(n—1).7,15.10"°

Vyse vyhry pro jednoho hréace je v tomto ptipad¢ v priméru

Vyhra ve 2. pofadi nastane s pravdépodobnosti P(W,)=4,29.107", jeji vy3e je 7% vyherni jistiny
tahu, tedy 7 . 0,35K¢&. Pokud sledovany hrac¢ vyhraje, pak se o vyhru déli 1+(n—1).4,29.10"
hraci.

n.0,35 K&
1+(n—1).4,29.10

Vyse vyhry pro jednoho hrace je v tomto ptipad¢ v priméru

Vyhra ve 3. pofadi nastane s pravdépodobnosti P(W,)=1,8.10"", jeji vyse je 9% vyherni jistiny
tahu, tedy 7 . 0,45K¢&. Pokud sledovany hra¢ vyhraje, pak se o vyhru déli 1+(n—1).1,8.10 ° hract.
n.0,45 y

: K¢

1+(n—1).1,8.107°

Vyse vyhry pro jednoho hrace je v tomto ptipad¢ v priméru
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Vyhra ve 4. potadi nastane s pravdépodobnosti P(W,)=9,69.10"*, jeji vyse je 12% vyherni jistiny
tahu, tedy # . 0,6K¢. Pokud sledovany hra¢ vyhraje, pak se o vyhru déli 1+(n—1).9,69.10™* hrac.
n.0,6 v

. K¢

1+(n—1).9,69.107*

Vyse vyhry pro jednoho hrace je v tomto ptipad¢ v priméru

Vyhra v 5. pofadi nastane s pravdépodobnosti P(W,)=0,01765 , jeji vyse je 40% vyherni jistiny

tahu, tedy n . 2K¢&. Pokud sledovany hra¢ vyhraje, pak se o vyhru déli 1+(n—1).0,01765 hracu.
n.2 K&

1+(n—1).0,01765

Vyse vyhry pro jednoho hréace je v tomto ptipad¢ v priméru

Ocekavana vyhra jednotlivce v jednom tahu bude funkei n
s P(W,).5.n.Q,
EV(n)= ' '
(=2, 1+(n—1). P(W))
kde Q. je podil Vyherni jistiny pro jednotlivéa potadi.

Funkce EV je rostouci v n pro vSechna n > 0. Graf funkce EV je ilustrovan v Grafu 9.

Graf 9

Funkce EV

(K W00 &000 GO0 i ] 10000 12000 1E0000

lim_, EV(n)=4,5
Toto odpovida tomu, Ze do Vyherni jistiny jednoho tahu ze vsazenych 20K¢ putuje 5K¢, ze kterych
jesté 10% jde do Bonusu, zbyva tedy 4,5K¢.

hodnota jednoho tahu alespon 4K¢, pak by muselo vsadit 19,4 milionu lidi. To je pochopitelné ¢islo,
ke kterému se v Ceské republice nikdy nedostaneme. V realité byva (vzhledem k tomu, Ze je b&Zné
sazet vice sloupct, tedy vice sazek) toto Cislo zhruba desetkrat mensi. Ocekavana hodnota hry je
v tomto piipade¢ jen néco pies 3,3K¢. K tomu vSak slouzi pravidlo (2) o vyplaceni vyher, které tika,
ze pokud nebylo dosazeno vyhry v 1. nebo 2. poradi, prevadi se Vyherni kvéta daného tahu do
Vyherni kvoty stejného tahu ptistiho losovaciho obdobi. JelikoZ se penize na vyhry z 1. a 2. potadi
pfi nevyCerpani vzdy pievedou do pfistiho losovaciho obdobi, nikdy se tyto penize ,neztraci.
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Ocekavana hodnota hry potom zavisi na tom, kolik penéz se ptevedlo na vyhry z minulého obdobi.
Bylo-li v minulém losovacim obdobi dosazeno 1. i 2. potfadi, potom je o¢ekévana hodnota fidi podle
vyse dané funkce EV.

Ignorujeme-li stale pravidlo (1) o vyplaceni vyher, potom jediné ztraty pro hrace z Vyherni jistiny
plynou z nevycCerpani vyher nékteré¢ho z 3. az 5. potadi.

Nyni se tedy podivame, jak je na tom hra¢ s ocekavanou hodnotou hry, vezmeme-li v potaz pouze
vyhry ve 3. az 5. poradi.
K tomu poslouZzi funkce EV,, kterd je ur€ena stejnou logikou, jako funkce EV

5 P(W,)San
i=3 1+(n—1).P(Wi)

EVz(n)Zz

Funkce EV, je také rostouci pro vSechnan>0
lim, , EV,(n)=3,05

Nyni budeme uvazovat primérnou ocekavanou hodnotu hry vSech potfadi. Pro aplikaci pravidla
(2) o vypléaceni vyher vyuzijeme k vypoctu ocekavané hodnoty pro vyhry v 1. a 2. metodu, kterou
jsme vyuzili pfi poéitani o¢ekavané hodnoty hry Sance. Vzhledem k tomu, Ze piedpokladame, Ze
vSichni hraci sazi ndhodna ¢isla, potom neexistuje strategie, ve které by jeden hra¢ mohl ziskat vice
penéz z vyher, nez ostatni hrac¢i. VSichni hra¢i maji v tomto ptipad¢ stejnou ocekavanou hodnotu
hry. Penize, které ocekavame, Ze se vyplati na vyhrach jsou tedy souctem ocekavanych hodnot
vSech hraci a tedy ocekavana hodnota jednoho hrace je podil na této ¢astce. Pfi aplikaci pravidla
(2) jsme si vySe tekli, ze v dlouhém obdobi se Zadné penize z Vyhernich kvot 1. a 2. potadi
neztraceji. V priméru tedy bude vyplacena cela vyherni kvota 1. a 2. potadi hractm.

Ocekavana hodnota hry pro 1. a 2. potadi tedy bude podil na Vyhernich kvétach téchto poradi.
Oznac¢me tuto ocekavanou hodnotu EV,=Q,.5+Q,.5=1,1+0,35=1,45 K¢

Ocekavana hodnota hry pfi aplikaci pravidla (2), bude souctem ocekavané hodnoty z 3. az 5. potadi
a 1. a 2. pofadi. Bude to funkce v proménné n, ozna¢me ji EV .

EV,(n)=EV,(n)+EV,

Funkce EV_4 je rovnéZ rostouci pro vSechnan >0
lim,  EV,(n)=4,5

Funkce EV, roste pro nizka n vyrazng rychleji nez funkce EV . VySe jsme zminili, Ze je tfeba,
aby vsadilo 19,4 milionu lidi, aby funkce EV piekonala hranici 4K¢. V ptipadé funkce EV, je
tteba na prekonani stejné hranice jen 6598 sazek. Mimo mimoiadné pftilezitosti (jako Véanoce ¢i
Novy rok) je pfijato kolem 1,8 miliont sazek.

EV(1,8M)=3,314

EV,(1,8M)=4,486

Tyto vysledky ukazuji, Ze oCekavana hodnota sazky (pro jeden tah) ve Sportce se skutecné blizi
hranici 4,5K¢, coz je ¢astka, kterd ze vsazenych 20K¢ putuje na Vyhry pro jeden tah v 1. az
5. potadi.

Pro urcité hodnoty by dokonce mohla ofekdvana hodnota hry pfesdhnout 4,5K¢, jelikoZz jsme
doposud nepocitali s pravidlem (4) o vyplaceni vyher. To tika, Ze v pfipadé, zZe neni dosazeno vyhry
v 1. a 2. potadi, pak je kazdému hraci ve 3. pofadi. vyplacena vyhra minimaln¢ 10 000KC.
Kalkulace s pravdépodobnostmi na to, Ze bude vyplacena vyhra v 1. nebo 2. potadi jsou vSak velmi
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narocné a zdlouhavé, jsou tedy spiSe predmétem pro podrobnéjsi praci o Sportce. Pii vyse
zminéném Cislu 1,8 milionu sazek je primérnd vyhra ve 3. pofadi kolem 25 tisic K& a aplikace
pravidla (4) o vyplaceni vyher tedy neni ani zdaleka aktudlni. Aby priméma hodnota vyhry ve
3. potadi byla alespon 10 000K¢, pak musi byt pfijato vice nez 37064 sazek.

4.1.4.3. Celkova oc¢ekavana hodnota

Nyni ndm jesté schéazi pocitat o¢ekavanou hodnotu, pokud budeme brat v tvahu Bonus. K tomu se
nam budou hodit pravidla (1), (3) a (6) o vyplaceni vyher. Zde miizeme vyuzit stejnou tivahu, jako
pfi aplikaci pravidla (2) o vyplaceni vyher na piipad nevyplaceni vyher v 1. a 2. pofadi. Pravidlo
(3) o vyplaceni vyher tikd, zZe pti nevycerpani Bonusu se jeho Vyherni kvéta presunuje do ptistiho
slosovaciho obdobi. Znamena to tedy, Ze se penize z Bonusu opét nikam "neztraceji" a Zze budou
diive nebo pozdéji nekterému hraci vyplaceny. Navic pravidlo (6) o vyplaceni vyher fika, ze
v situaci, kdy Bonus ptfesdhne 250 milionti K¢ bude 50 milionti pfesunuto do dal§iho slosovaciho
obdobi a 200 miliont v pfiStich slosovacich obdobich vyplaceno. Nehrozi tedy, ze by penize
z Bonusu zlstaly nevycerpany néjakou mimotadné dlouhou dobu. Z kazdého tahu Sportky je do
Vyherni kvoty bonusu uréeno 10% Vyherni jistiny daného tahu, tedy 0,5K¢.

Hra¢ splitujici podminky pro ¢erpani Bonusu se dokonce dostava s ocekavanou hodnotou jednoho
tahu jednoho sloupce nad hranici SK¢&. To je zptisobeno tim, Ze sam ze svého ptispévku do Vyherni
jistiny v dlouhodobém meéfitku nic neztraci, ziskdva navic od hraca, ktefi o Bonus nehraji.

Oznac¢me z celkovy pocet vsazenych sloupct (uvazujeme oba tahy), oznatme n pocet sloupct
vsazenych hraci, ktefi nehraji o Bonus a m pocet sloupct vsazenych hraci hrajici o bonus. Také
plati, zZem+n=z

Necht jsou ¢isla n a m fixni pro vSechna losovaci obdobi.

Ocekavand hodnota hrace nehrajiciho o Bonus je urcena dle funkce EV,. Oc¢ekavana hodnota
z jednoho sloupce z obou tahti je 2.EV,(z) a celkem je souhrnna oéekavana hodnota z obou tahti
pro v§echny hrage nehrajici o Bonus 2.n.EV (z) .

Hraci hrajici o Bonus v dlouhém obdobi z Vyherni jistiny neztraci nic diky pravidlim (1), (2), (3) a
(6), ziskavaji navic nevycerpané penize z Vyherni jistiny od hract nehrajicich o bonus.

Ocekavana hodnota jednoho sloupce Sportky pro hrace hrajici o Bonus je tedy

10.z-2.n.EV
EV,(n,m)= : " (2)

m
Naptiklad pro situaci, kdy 1 milion lidi vsadi samostatny sloupec a 100 000 lidi vsadi vSech 10
sloupctije EV,(1M,1M)=11,02503 K&

Hra¢ hrajici o Bonus vsadil 10 sloupcti a hru Sance. Téchto 10 sloupcti ma dohromady o&ekavanou
hodnotu rovnu 10 nasobku ocekavané hodnoty jednoho sloupce.

Celkem je oéekavana hodnota tohoto hraée rovna EV,(n,m)=10.EV,(n,m)+10

Pro ptiklad EV,(1M,1M)=120,2503 K&

Jelikoz hra¢ za hru zaplatil 220K¢, je jeho ocekdvana ztrata v tomto piipadé 99,75K¢.
Nezapomenme vSak na klicovy piedpoklad, ze vSichni hraci vsadili sva ¢isla zcela ndhodné.
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4.2. Poker

4.2.1. Zavedeni pojmi

Pojd'me se nyni vénovat pokeru, konkrétng, jak si v jednom specidlnim formatu pokerového turnaje
bude vést v porovnani se sdzenim Sportky hrac, ktery viibec nebude znat pravidla pokeru.

Budeme se vénovat nejpopularnéjsi pokerové varianté Texas Hold'em, konkrétné formatu, ktery byl
postupné uvaddén na trh mens$imi hernami pod riiznymi nazvy. Tento format se dockal obrovské
popularity, proto jej adaptovaly i velké online herny. My se budeme zabyvat turnajem od herny
Pokerstars, v jejim podani se tento specidlni format jmenuje Spin and Go. V tomto formatu turnaje
hraji vzdy pravé 3 hraci, kazdy z nich zaplati stejné startovné (i v ¢eském pokerovém prostiedi se
pouziva anglicky vyraz buy-in), které se v soucasnosti pohybuje od $0,25 do $100 v zavislosti na
tom, jak drahy turnaj si hra¢ vybere. Té&sné pied zahajenim turnaje je pak vylosovano, o kolik
penéz se bude hrat. Minimaln€ se miize hrat o dvojndsobek startovného (turnaj s vyhrou ve vysi
dvojnésobku startovného se znaci 2X), pti vetsing velikosti startovného se kromé 2X miize hrat 4X,
6X, 10X, 25X, 120X, 240X a 12000X. V casové omezenych obdobich se hraji i turnaje, kde se
kromé finan¢ni odmény losuji i hry o vécné ceny, vstupenky do jinych turnaji a podobné. Nekdy se
také hraje pfi jedné urovni startovného az o $1 000 000.

Pii vétSiné startovnych vyhrava vSechny penize na vyhry (bézné se vyuziva pojem prizepool) vitéz,
pii vysokych vyhrach ziskavaji 1 maly stejny podil oba porazeni. Toto je velmi podstatné pro
strategii hraci v tomto turnaji. Jelikoz neni odliSena odména mezi 2. a 3. hra¢em v turnaji, potom se
vSichni hréaci snazi bez ohledu na moznou vyhru hrat pouze na 1. misto. Kdyby bylo odliseno 2. a 3.
misto, potom by se v urcitych situacich vyplatilo ¢ekat na vypadnuti 3. hrace, strategie hry by byla
Bez ohledu na startovné do turnaje je struktura vzdy stejnd. Pfi zahajeni turnaje ma kazdy hra¢ 500
zetonl (chipti). Velky blind (Big blind) je 20 chipl, maly blind (Small blind) je 10 chipl. Blindy se
zvedaji kazdé 3 minuty. Struktura zvedani blindi je nasledujici:

1. Blindy 10/20, 3 minuty
2. Blindy 15/30, 3 minuty
3. Blindy 20/40, 3 minuty
4. Blindy 30/60, 3 minuty
5. Blindy 40/80, 3 minuty
atd.

Turnajova struktura je ur€ena az do 22. urovné pii blindech 750/1500. Pozdé&ji se piesvéd¢ime, ze
nam bude stacit pouze prvni Groven blindt 10/20.

Kazdy hra¢ mé na kazdé rozhodnuti 15 sekund, pokud tento ¢as vycerpd, pak mulze Cerpat jeste
rezervnich 10 sekund, ze kterych Cerpa po cely turnaj. Rozhodnuti hract se pohybuje mezi 3 a 5
sekundami, pokud néktery hra¢ vsadi vSechny Zetony a je dorovnan, potom pied zahdjenim dalsi
hry ubéhne béhem rozddvani karet na sttil pfedeslé hry dalSich 7 sekund. Pro zjednoduseni budeme
pocitat, Ze kazda hra trva pravé 15 sekund bez ohledu na to, jak probihd. V kazdé arovni blindi se
tedy stihne 12 her.
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4.2.2. Pouzity Software

Abychom se mohli pfesunout k samotnému odhadu ocekévanych hodnot, musime piredstavit dva
specializované programy, které budeme pouzivat

Prvnim programem je Odds Oracle, ktery pocitad pravdépodobnosti na vyhru v jednotlivych hrach
v zavislosti na tom, které karty jednotlivi hraci maji. Program dokaze kromé pravdépodobnosti na
vyhry pro konkrétni rozdané karty hracim pocitat také pravdépodobnosti na vitézstvi pti zadani
jednotlivym hra¢iim i mnozinu dvojic karet, které mu mohou byt rozdany. Program pracuje na
principu frekvencni pravdépodobnosti. Simuluje odehrani 600000 her pii kazdé zadané situaci.

Druhym pokerovym softwarem, ktery vyuzijeme, je program Simple Nash, ktery jiz podle nazvu
pracuje na principu Nashovy rovnovahy.

Nashova rovnovaha je takové reseni, ve kterém plati, Ze pokud se jeden z hracii nebude drzet své
strategie, zatimco ostatni hrdc(i) ano, jeho vyhra se snizi nebo v nejlepsim pripade ziistane stejna.

Tento program pocitd, jak se ma chovat hra¢ ve specifickych situacich dle Nashovy rovnovéhy za
predpokladu daného chovéani soupeit. Vystupem programu jsou dvé mnoziny dvojic karet
(startovnich kombinaci, bézn¢ se fika range nebo). Prvni mnoZzina jsou kombinace, se kterymi ma
hra¢ vsadit vse (all-in a nebo push se tika, v ptipad¢ ze uz néktery hra¢ pred nim vsadil alespon
tolik, kolik Zetond sledovany hra¢ aktudlné ma, pak se jedna o dorovnani, jinymi slovy call), druha
mnozina je pak doplnék prvni mnoziny do mnoziny vSech kombinaci, jsou to karty, se kterymi ma
hra¢ karty slozit (fold). Tento program dava strom téchto ,,spravnych® rozhodnuti. JelikozZ méame
pouze 3 hrace, pak fikd kombinace, se kterymi ma 1. hra¢ vsadit vSe, chovani 2. hrace v zavislosti
na akci 1. hrace, obdobné pak chovani 3. hrace v zavislosti na akcich ptedchozich hraci.

4.2.3. Oc¢ekavana hodnota turnaje

Pfed samotnym vypoctem ocekdvané hodnoty zavedeme nékolik pifedpokladi. Budeme
predpokladat, ze nas sledovany hrac bude vsazet se vSemi startovnimi kombinacemi vSe (respektive
dorovnavat vSe od soupefll). Oba soupefti se potom budou chovat piesné¢ podle Nashovy rovnovahy
(budou sazet vSe nebo zahazovat). Soupeti béhem prvnich nékolika her nevi, ze nas hrac sazi vzdy
vSe a predpokladaji, ze se chova i on (stejn¢ jako jeho dalsi soupet) dle Nashovy rovnovahy.
Postupem cCasu se vSak strategii naSeho hrace soupefi piizpisobi. Predpokladejme, ze do 3. hry
budou soupefi predpokladat, Ze se i na$ hra¢ chové dle Nashovy rovnovahy. Od 4. hry zjisti, Ze nas
hrac¢ sazi vSe bez ohledu na kombinace a ptizplisobi svou hru. I nadale se chovaji dle Nashovy
rovnovahy, avSak v reakci na odhalené chovani naseho hrace. Mezi sebou déle piedpokladaji, ze se
oba chovaji dle Nashovy rovnovahy v reakci mezi sebou a v reakci na odhalené chovani naseho
hrae. V realit¢ béhem prvnich Grovni hraci znaji 1 jiné akce nez sdzeni vSeho nebo zahozeni.
Nicméné pii Gvodnich nizkych blindech v poméru ke startovnimu poctu Zetont se vysledek hry
pfili§ neméni, od 4. hry pfi odhaleni strategie naSeho hrace uz soupeti nehraji nic jiného nez, ze sazi
vSe nebo zahazuji, ani v praxi.

Pro jednoduchost predpokladejme, Ze nas hra¢ v kazdém turnaji za€ina na pozici dealera (buttonu).

Hra 1

Nas hrac sazi na dealerovi vSechny zetony (500)

Soupet 1 na malém blindu ocekava, ze hra¢ z dealera sazi 18,1% startovnich kombinaci (33+, A4s,
ASs, A7s+, K8s+, Q9s+, J9s+, T9s+, 98s, ATo+, KJo+, QJo)
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Poznamka

Startovni kombinace 18,1% znamena, Ze je v této mnoziné 18,1% ze vSech startovnich kombinaci,
celkem je startovnich kombinaci 1326. Jelikoz maji vsechny dvojce karet stejnou pravdépodobnost
rozdani, je 18,1% i pravdépodobnost, se kterou bude tato startovni kombinace 18,1% hraci
rozdana. Jedna se o pravdeépodobnost bez znalosti ostatnich rozdanych karet, nebudeme se zabyvat
zmeénami pravdeépodobnosti v reakci na startovni kombinace ostatnich, jednalo by se o velmi slozité
vypocty s pouze kosmetickymi vysledky.

33+ znamena jakykoliv par vyssi nez 33. Tedy 33, 44, 55, ..., AA

A4s znamena konkrétni kombinaci karet A a 4 ve stejné barveé (suited), obdobné i A5s

A7s+ znamena kombinace jedné karty A, druhé karty 7 nebo vyssi, obé karty musi byt suited

KS8s+ znamend obdobné suited karty K a 8 nebo vyssi, obdobne Q9s+ atd.

ATo+ znamena kartu A s kartou 10 (znaci se T jako Ten) nebo vyssi, karty musi byt rozdilné barvy
(offsuit), obdobné potom KJo+

llustrace vyse zminénych 18,1% kombinaci je na Obrazku 10. Tmavé jsou vyznaceny kombinace pro
vsazeni vseho, ostatni pro zahozeni.

Obrazek 10

AlK|IQlI|T|9|8|T7T|6]|5]|4]|3]2
Ab |aks laostads |aTs [ass Lags [a7s | aes |a5s lads |ass | azs
Ao | KE [KQs|KIs [KTs |K3s |K8s | K7s | Kis |KGs K45 |K3s (K25
anolkool oo 1ods loTs lo9s | oas | 07s | 06s 085 045 |03s |02s
Ado (Ko §Qdaf 13 | Ts | 395 | 135 | 175 | J6s | I5s | M= | 135 | 125
&To | kTo |QTo | 3To | 77 | 795 | 785 | 175 | Tas | T5s | T4s | T3s | T2s
890 | K90 090 | 190 (T30 | 99 §08s | OFs | 065 | 955 | 945 | 935 | O2s
Aida (ko [O8o | 1580 | TSo (950 | 88 | 575 | 865 | 855 | 845 | 835 | 825
A7 K7a |70 170 | T7a |97a |870 | ¥7 | 765 | 795 | 745 | 735 | 725
ABo [ kea (060 | 160 | Tao |960 (560 | 760 66 | 655 | 645 | 635 | 625
A50 | KSa [O5a | 150 | TSo (950 [850 | /5o |ebo | 55 | 545 | 53s | 52s
Ado Ko (4o 140 | T4o {940 [S40 | T4o 640 |540 | 44 | 435 |42
AZo | K30 0G0 | X150 | T30 |930 |830 | 730 |630 | 550 (430 | 35 | 325
A2alkZo Q2o 120 | T2o 920 (520 | 720|620 |520 (420 320 | 22

MRlw i@ =@ 0| -2 F

Duvodem, pro¢ v kombinacich pro sdzeni vseho v tomto pripadeé jsou karty A4s, A5s, A7s, ale je
vynechana kombinace A6s je ten, zZe A4s a A5s dokazi (na rozdil od A6s) vytvorit postupku se 3
dalsimi kartami, proto tyto kombinace mohou byt ve specifickych pripadech silnéjsi nez A6s.

Jelikoz Soupef 1 na malém blindu ofekava vySe zminéné startovni kombinace, jeho reakci je
dorovnani s 8,27% kombinaci (66+, ATs+, KQs, AJo+)

Pokud Soupet 1 dorovnal, Soupef 2 na velkém blindu dorovna s 4,22% kombinaci (99+, AQs+,
AKo).

Pokud Soupef 1 nedorovnal, Soupef 2 na velkém blindu dorovna s 8,84% kombinaci (66+, ATs+,
KQs, ATo+)

Oznacme situaci A-A-A, jako situaci, kdy vSichni hraci vsadili vSe
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Ozna¢me situace A-F-A, jako situace, kdy nd$§ hra¢ vsadil vSe, Soupef 1 zahodil a Soupet 2
dorovnal. Obdobné ozna¢me vSechny kombinace A-F-F, A-A-F, A-A, A-F

Déle budeme oznacovat situace (xa) ty situace, kdy hra pokracuje z piedchozi situace x, a znaci
situaci, kdy vSichni hraci, ktefi stale pokracuji v turnaji sazi vSe. Situace (xb) je opét pokracovani
situace x, b znaci situaci, kdy ve 3 hracich vSe sdzi naS hra¢ a Soupet 1, Soupet 2 zahazuje.
V situacich pii 2 hracich znaci b tu situaci, kdy nas hrac¢ sazi v§e a Soupet zahazuje. Situace (xc) je
pokracovani situace x, ¢ znaci situaci, kdy ve 3 hracich sazi na§ hrac¢ vSe, Soupef 1 zahazuje a
Soupet 2 dorovnava. Situace (xc) nemiize nastat ve 2 hracich. Situace znacend (xd) je pokracovani
situace X, d znaci situaci, kdy pouze na§ hrac¢ sazi vSe, oba Soupeti zahodili. I situace (xd) patii
pouze situaci ve 3 hracich.

Pro prvni hru ve znacena (xy) zadné x nefiguruje, jelikoZ Z4dn4 situace nepfedchazela.

(a)

Situace A-A-A nastava s pravdépodobnosti P(A-A-A)=1 . 0,0827 . 0,0422 = 0,00348

Pti pravdépodobnostech vitézstvi nebudeme pro jednoduchost pocitat remizy (tzv. splity), misto
pravdépodobnosti budeme uvazovat tzv. Equity, které je vzdy o maly kousek vyss$i nez
pravdépodobnost, Equity uvazuje k pravdépodobnosti i pomérnou ¢ast pii remizach.

N4&s hrac vyhrava s pravdépodobnosti P(H) = 0,1857, Soupef 1 s pravdépodobnosti P(S1) = 0,3397,
Soupet 2 s pravdépodobnosti P(S2) = 0,4745

V této situaci A-A-A je pro naseho hrace vzdy konec. S pravdépodobnosti 18,57% konec vitézny,
s pravdépodobnosti 81,43% nas hra¢ turnaj prohrava.

(b)
P(A-A-F)=1.0,0827 . 0,9578 = 0,07921
P(H) = 0,3045

P(S1)=0,6955

Pokud vyhraje nas hrac¢, bude mit 1020 Zetont (budeme znac¢it CH / H = 1020), Soupet 1 bude mit
0 Zetonil a bude vytrazen (CS1/H = 0) a Soupet 2 mé 480 zetoni (CS2/H=480)

Pokud nas hra¢ prohraje, pak ma CH/S1 = 0 a kon¢i v turnaji.

(©)

P(A-F-A)=1.0,9173 . 0,0884 = 0,08108932
P(H)=0,3112

P(S2) = 0,6888

CH/H=1010

CS1/H = 490

CS2/H=0

CH/S2 = 0 — konec v turnaji

(d)

P(A-F-F)=1. 0,9173.0,9116 =0,83621
CH =530

CS1=490

CS2 =480

Nyni jsme vy€erpali vSechny mozZnosti 1. hry. V zavislosti na vysledku 1. hry nésleduji rizné
scénafre 2. hry
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Hra 2

Zde budeme zkoumat mozné situace v ndvaznosti na situace z 1. hry

(d)

V turnaji jsou stale 3 hraci, posouvaji se pozice, na dealerovi je hrd¢ z malého blindu z minulé hry,
tedy Soupet 1. Na malém blind se posouva Soupef 2 a na velkém blindu je nas hra¢. Startovni pocty
zetonl jednotlivych hract jsou: CH=530, CS1 =490, CS2 =480

Soupet 1 sazi s 18,9% kombinaci (22+, A7s+, A5s-A3s, K8s+, Q9s+, J9s+, T9s, 98s, ATo+, KJo+,
QJo)

Soupet 2 dorovnava s 8,3% kombinaci (66+, ATs+, KQs, AJo+). V Ptipadé zdhozu Soupete 1 sazi
vSe Soupet 2 s 38% kombinaci (22+, A2s+, K4s+, Q5s+, J7s+, T6s+, 96s+, 86s+, 76s, 65s, A20+,
KTo+, Q9o+, J90+, T90)

(da)
P(A-A-A) = 0,189 . 0,083 = 0,01569
P(H) = 0,2182

P(S2)=0,3323

P(S1) = 0,4495

Pro zjednoduSeni situace budeme piedpokladat, ze hra¢, ktery ma méné nez 100 Zetonl (jeho
pravdépodobnost na vitézstvi je velmi mald a na celkovou ocekdvanou hodnotu by méla maly
dopad), je vyfazen a jeho Zetony piipadaji hraci s aktudln€ nejvice Zetony.

CH/H = 1500 — vitézstvi v turnaji

CH/S1 =40 — 0 — konec v turnaji

Pti vitézstvi hrace, ktery ma nejméné Zetonl zalezi i na vzajemném souboji obou porazenych. Pro
jednoduchost budeme pocitat, ze Zetony z vedlejSiho banku (side potu) ziskava ten hrac, ktery ma
aktudlné vice Zetond.

CH/S2 = 60 — 0 — konec v turnaji

(db)
P(A-A-F)=0,189.0,917=0,173313
P(H) = 0,3645

P(S1)=0,6355

CH/H = 1030

CSI/H=0

CS2/H = CS2/S1 =470

CH/S1 =40 — 0 — konec v turnaji

(do)

P(A-F-A) = 0,811 . 0,38 =0,30818
P(H) = 0,406

P(S2) = 0,594

CH/H = 1010

CS2/H=0

CS1/H = CS1/S2 =490
CH/S2 =50 — 0 — konec v turnaji
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(dd)
P(A-F-F)= 0,811 . 0,62 = 0,50282

CH =540
CS1 =490
CS2 =470
(©

Ze situace (c) se do 2. hry dostdvame v ptipad€, ze v 1. hie vyhral naS hrac. Jeden ze soupetl je
vyfazen a turnaj se presouva do takzvaného heads upu. I zde budeme déle pouzivat hru na zaklad¢
Nashovy rovnovahy.

CH=1010

CS1=490

Na herné Pokerstars se posouva vzdy dealer o jednu pozici vpted i v ptipadé€, Ze byl vyrazen hrac¢
(pt1 zivych hrach nebo na jinych herndch existuji 1 specialni jiné situace). Na dealerovi tedy je
Soupeft 1 (pii heads upu je pozice dealera stejnd s pozici malého blindu), na velkém blindu pak nas
hrac.

Soupefte 1 sazi 36,7% kombinaci (22+, A2s+, K4s+, Q6s+, J7s+, T6s+, 96s+, 86s+, 76s, 65s, A20+,
KTo+, QTo+, J90+, T90)
Nas hrac¢ opét dorovnava se vsemi kartami

(ca)
P(A-A) = 0,367
P(H) = 0,4040

P(S1) =0,5959
CH/H = 1500 — vyhra v turnaji

CH/S1 =520
CS1/S =980
(cb)
P(A-F)=0,633
CH=1020
CS1 =480

(b)

Podobna situace jako v ptipad¢€ c, zbyvaji pouze 2 hraci, Soupet 2 jde na dealera, nas hra¢ na velky
blind.

CH=1020

CS2 =480

Dopady rozdilu situaci (b) a (c) jsou pouze kosmetické, proto tyto 2 situace slou¢ime a budeme
uvazovat, ze ze situace (b) jsou stejné dusledky jako ze situace (c). Pfitom nezalezi na tom, zda se
jednd o Soupete 1 nebo 2, budeme uvazovat pouze jednoho stejného Soupere. Podobna situace je i
vystup situace (dc), 1 tento vysledek je téméf totozny a budeme uvazovat i ten za ptipad (cb). Piipad
(db) je vSak odlisny, byt’ poCty zetonti jsou stejné jako v piipadé (cb). V pfisti hie totiz ze situace
(db) vychazi situace s rozdilnymi pozicemi a vysledek bude vyrazné odlisny.
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Pro 3. hru tedy budeme zkoumat situace (ca), (cb), (db) a (dd).
Hra 3

(dd)

Ve hte zbyvaji stale 3 hrace. Nas hrac¢ jde na maly blind, Soupet 1 je na velkém blindu a Soupef 2 je
na pozici dealera.

CH =540

CS1 =490

CS2=470

Soupeft 2 sazi s 19,5% kombinaci (22+, A4s+, K8s+, Q8s+, J9s+, T8s+, 98s, ATo+, KJo+, QJo)

Nas hrac opét dorovnava (respektive sazi) se v§im.

Soupeft 1 na velkém blindu dorovnava v piipadé sazky Soupeie 2 a dorovnani naseho hrace 4,22%
kombinaci (99+, AQs+, AKo), v pfipadé zahozu Soupete 2 a sdzky naSeho hrace pak 17,6%
kombinaci (44+, A3s+, KTs+, QJs, A70+, KJo+).

(dda)

P(A-A-A)=0,195.0,0422 = 0,008229
P(H) =0,1962

P(S2) =0,2874

P(S1)=0,5164

CH/H = 1500 — vitézstvi v turnaji
CH/S2 =90 — 0 — konec v turnaji
CH/S1 =50 — 0 — konec v turnaji

(ddb)

P(A-A-F)=0,805.0,176 = 0,14168
P(H) =0,3536

P(S1) = 0,6464

CH/H = 1030

CS2/H =470

CH/S1 =50 — 0 — konec v turnaji
(ddc)

P(A-F-A)=0,195.0,9578 = 0,186771
P(H) = 0,3665

P(S2)=0,6335

CH/H = 1030

CS2/H=0

CS1/H =470

CH/S2 =70 — 0 — konec v turnaji
Vystup této situace je (az na soupeie) totozny, do piisti hry pijde na dealera nas hra¢ a na velky
blind Soupet 2 (respektive Soupet 1). Situace (ddc) a (ddb) tedy miizeme sloucit.

(ddd)
P(A-F-F) = 0,805 . 0,824 = 0,66332
CH = 560

CS1=CS2 =470
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(ca)

V turnaji zbyvaji 2 hraci, na dealera / maly blind se vraci nas hra¢, na velkém blindu je Soupef
CH =520

CS =980

Nas hra¢ sazi vse se vSim, Soupeif dorovnava se 17% kombinaci (44+, ASs+, KTs+, QJs, A70+,
KJo+)

(caa)

P(A-A)=0,17

P(H) = 0,3502

P(S) = 0,6498

CH/H = 1040

CS/H =460

CH/S = 0 — konec v turnaji

(cab)
P(A-F)=10,83
CH =540

CS =960

(cb)

2 hraci, na dealerovi je nas hrac, velky blind je Soupet
CH=1020

CS =480

Soupeft na velkém blindu dorovnava se 17,6% kombinaci (44+, A3s+, KTs+, QJs, A70+, KJo+)

(cba)

P(A-A)=0,176

P(H)=0,3533

P(S) =0,6467

CH/H = 1500 — vyhra v turnaji

CH/S =540

CS/S =960

Stejny vysledek jako vystup situace (cab). (cba) budeme tedy uvazovat za (cab)

(cbb)

P(A-F) = 0,824

CH =1040

CS =460

Stejny vysledek jako vystup situace (caa). (cbb) budeme tedy uvazovat za (caa)

(db)

2 hraci, avSak na dealerovi je Soupef, na velkém blindu nas hrac¢
CH=1030

CS =470
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Soupef sazi z dealera se 38,5% kombinaci (22+, A2s+, K4s+, Q5s+, J7s+, T6s+, 96s+, 86s+, 75s+,
65s, 54s, A20+, K90+, QTo+, J9o+, T90)

(dba)

P(A-A) = 0,385

P(H) = 0,4088

P(S)=0,5912

CH/H = 1500 — vyhra v turnaji
CH/S =560

CS/S =940

(dbb)

P(A-F)=0,615

CH =1040

CS =460

Vystup této situace je velmi podobny jako vystup situace (ddb), situaci (dbb) tedy budeme
povazovat za stejnou jako (ddb)

Pro 4. hru tedy budeme uvazovat pokra¢ovani situaci (ddb), (ddd), (caa), (cab) a (dba)

Hra 4

Po 3. hie soupefti (respektive soupef) odhalili strategii naSeho hrace a nyni uz ocekavaji, Ze nas hrac
hraje se v§im. Sami se tomu pfizpiisobi a dale budou hrat dle Nashovy rovnovahy v reakci na
naseho hréce.

(ddb)

2 hraci, na dealerovi je nas hrac, na velkém blindu Soupef.

CH=1030

CS =470

Soupet ptizplsobil svou hru a mozné kombinace na dorovnani vyrazné rozsifil, na 56,6% (22+,
A2s+, K2s+, Q2s+, J3s+, T6s+, 97s+, 87s, A20+, K20+, Q30+, J70+, T70+, 980)

(ddba)

P(A-A) = 0,566
P(H) = 0,4308
P(S) = 0,5692
CH/H = 1500 — vyhra v turnaji
CH/S =560
CS/S =940
(ddbb)
P(A-F)=0,434
CH =1050

CS =450
(ddd)

3 hraci, nas hrac na dealerovi, Soupet 1 na malém blindu, Soupet 2 na velkém blindu
CH =560
CS1=470
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CS2 =470

Sazka naseho hrace ptichazi ve 100% pftipadt, dorovnani Soupete 1 se 44,2% kombinaci (22+,
A2s+, K2s+, Q3s+, J7s+, T7s+, 98s, A20+, K4o+, Q80+, J8o+, T90)

Dorovnani Soupere 2 je se 30% kombinaci v ptipadé¢ dorovnani Soupete 1 (44+, A2s+, K6s+, Q8s+,
J8s+, T8s+, 98s, A3o+, K9o+, QTo+, JTo), s 58,1% kombinaci v ptipadé¢ zahozu Soupete 1 (22+,
A2s+, K2s+, Q2s+, J2s+, Tos+, 96s+, 87s, A20+, K20+, Q30+, J60o+, T70+, 980)

(ddda)

P(A-A-A)=0,442.0,3=0,1266

P(H) = 0,2658

P(S1)=0,3417

P(S2) =0,3925

CH/H = 1500 — vyhra v turnaji

CH/S1 = CH/S2 =90 — 0 - konec v turnaji

(dddb)

P(A-A-F)=0,442 .0,7=0,3094
P(H)=0,4102

P(S1)=0,5898

CH/H = 1050

CS2/H =450

CH/S1 =90 — 0 — vyfazeni z turnaje

(dddc)

P(A-F-A) =0,558 . 0,581 =0,324198
P(H) =0,4333

P(S2) =0,5667

CH/H = 1040

CS1/H =460

CH/S2 =90 — 0 — konec v turnaji

(dddd)
P(A-F-F) = 0,558 . 0,419 = 0,233802
CH = 590

CS1 =460

CS2 = 450

(caa)

2 hraci, nas hrac na velkém blindu, Soupet na dealerovi
CH =1040

CS =460

Soupet zde sazi s 53,2% kombinaci (22+, A2s+, K2s+, Q2s+, J4s+, T6s+, 97s+, A20+, K20+,
Q4o+, J70+, T80+)

(caaa)
P(A-A)=10,532
P(H) = 0,4257
P(S)=0,5743
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CH/H = 1500 — vyhra v turnaji
CH/S =580
CS/H =920

(caab)

P(A-F) = 0,468
CH =1050

CS =450

(cab)

2 hraci, nas hrac na velkém blindu, Soupef na dealerovi
CH =540

CS =960

Soupef sazi s 52,6% kombinaci (22+, A2s+, K2s+, Q2s+, J5s+, T7s+, 97s+, A20+, K20+, Q4o+,
J70+, T8o+)

(caba)

P(A-A) =0,526

P(H) = 0,4237
P(S)=0,5763

CH/H = 1080

CS/H =420

CH/S = 0 — konec v turnaji

(cabb)
P(A-F)=0,474
CH =550

CS =950

(dba)

2 hraci, na dealerovi nas hrac, na velkém blindu Soupef
CH =560

CS =940

Soupet dorovnava s 54,4% kombinaci (22+, A2s+, K2s+, Q2s+, J3s+, T6s+, 97s+, A20+, K20+,
Q30+, J70+, T80+)

(dbaa)

P(A-A) = 0,544

P(H) = 0,4275
P(S)=0,5726

CH/H = 1120

CS/H =380

CH/S = 0 — konec v turnaji

(dbab)

P(A-F) = 0,456
CH = 580

CS =920
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V tuto chvili jsou nekteré situace jiz velmi malo pravdépodobné. Pravdépodobnost, Ze nas hrac
pokracuje v turnaji do 5. hry (tedy nevyhral turnaj nebo nevypadl) je asi 31,5%. Pokud
neuvazujeme sluCovani situaci, pak do 5. hry existuje 32 variant. Hned 27 z nich ma
pravdépodobnost nizsi nez 2%, 24 z nich nizs$i nez 1% a 16 z nich niz8i nez 0,5%. Dale uz se
budeme zabyvat pouze t€émi vice pravdépodobnymi s pravdépodobnosti vyssi nez 2%. U téch
ostatnich pravdépodobnost na vitézstvi aproximujeme zplisobem, ze pravdépodobnost na vitézstvi
je rovna poméru aktualniho poctu Zetonti naseho hrace k celkovym zetontim (1500).

Pro 5. hru budeme tedy uvazovat situace, do kterych jsme se dostali s pravdépodobnosti alespon
2%. Zaroven situace dddb a dddc jsou téméi totozné a situaci dddb budeme uvazovat za situaci
dddc. Pro 5. hru tedy uvazujeme situace dcba (po slouceni caaa), dcbb (po slouceni caab), dddc,
dddd.

Hra 5

(caaa)

2 hraci, nas hrac na dealerovi, Soupet na velkém blindu
CH =580

CS =920

Nas hra¢ opét sazi vSechny kombinace, Soupef dorovnava s 53,2% kombinaci (22+, A2s+, K2s+,
Q2s+, J4s+, Tos+, 97s+, A20+, K20+, Q4o+, J70+, T80+)

(caaaa)
P(A-A)=10,532
P(H) = 0,4252
P(S) = 0,5748
CH/H = 1160
CS/H =340

CH/S = 0 — konec v turnaji

(caaab)
P(A-F)=0,468
CH =600

CS =900

(caab)

2 hraci, nas hrac¢ na dealerovi, Soupet na velkém blindu
CH = 1050

CS =450

Soupet dorovnava s 57,5% kombinaci (22+, A2s+, K2s+, Q2s+, J3s+, T6s+, 97s+, 87s, A20+,
K20+, Q30+, J60+, T70+, 980)

(caaba)
P(A-A)=0,575
P(H)=0,432
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P(S) = 0,568

CH/H = 1500 — vyhra v turnaji
CH/S =600

CS/S =900

(caabb)
P(A-F)=0,425
CH=1070

CS =430

(dddc)

2 hraci, Soupeft na dealerovi, nas$ hra¢ na velkém blindu
CH=1040

CS =460

Soupet sazi s 53,2% kombinaci (22+, A2s+, K2s+, Q2s+, J4s+, Tos+, 97s+, A20+, K20+, Q4o+,
J70+, T8o+)

(dddca)

P(A-A) =0,532

P(H) =0,4252

P(S)=0,5748

CH/H = 1500 — vyhra v turnaji
CH/S =580

CS/S =920

(dddcb)
P(A-F) = 0,468
CH = 1050

CS =450

(dddd)

3 hréaci, nas hrac na velkém blindu, Soupeft 1 na dealerovi, Soupet 2 na malém blindu
CH =590

CS1 =460

CS2 =450

Soupeft 1 sazi se 39,2% kombinaci (33+, A2s+, K2s+, Q5s+, J7s+, T8s+, 98s, A20+, K6o+, Q8o+,
J90+). Soupet 2 dorovnava v ptipadé sazky Soupete 1 s 26,7% kombinaci (44+, A2s+, K7s+, Q9s+,
J9s+, T9s, ASo+, K9o+, QTo+, JTo). V opacném piipadé sazi s 53,2% kombinaci (22+, A2s+,
K2s+, Q2s+, J4s+, Tos+, 97s+, A20+, K20+, Q4o+, J70+, T80+).

(dddda)

P(A-A-A)=0,392.0,267 =0,1047
P(H) =0,2618

P(S1) =0,3434

P(S2) = 10,3948

CH/H = 1500 — vyhra v turnaji
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CH/S1=130
CS1/81=1370
CS2/S1=0
CH/S2 =150
CS1/82=0
CS2/82 =1350

(ddddb)
P(A-A-F) = 0,392 . 0,733 = 0,2873
P(H) = 0,403

P(S1)=0,597

CH/H = 1060

CSI/H=0

CS2/H = CS2/S1 = 440

CH/S1 = 130

CS1/S1 =930

(ddddc)
P(A-F-A) = 0,608 . 0,532 = 0,3235
P(H) = 0,4252

P(S2) = 0,5748

CH/H = 1040

CS2/H=0

CS1/H = CS1/S2 = 460

CH/S2 = 140

CS2/S2 =900

(dddd)
P (A-F-F) = 0,608 . 0,468 = 0,2845
CH = 600

CS1 = 460

CS2 = 440

Do 6. hry ze zkoumanych situaci z 5. hry (pfed slou¢enim) postupuje 16 situaci. U 15 z nich je
jejich pravdépodobnost uskutecnéni mensi nez 2%, nejpravdépodobnéjsi je situace ddddc
s pravdépodobnosti 2,1%. 1 tyto zbyvajici situace nebudeme dal rozebirat a aproximujeme
pravdépodobnost na vitézstvi naSeho hrace obdobné jako bylo specifikovano vysSe, tedy Zze

pravdépodobnost vitézstvi je pomé&r aktualniho poctu Zetonl na celkovém poctu Zetont.
Nyni jiz mizeme spocitat pravdépodobnost na vitézstvi hrace v turnaji.

Pro vyssi ptehlednost rozdélime pravdépodobnost na vitézstvi na 4 ptipady dle pivodniho déleni.
Podrobnosti vypoctu v Priloze 1.

P(WA) = 0,000646236

P(WB) =0,013913

P(WC) = 0,014556

P(WD) = 0,220941

P(W) = P(WA) + P(WB) + P(WC) + P(WD) = 0,250057
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Tedy pravdépodobnost na vyhru v turnaji Spin and Go s nasimi pfedpoklady je kolem 25%. Nyni
jeste potfebujeme vypocitat ocekavanou hodnotu hry, k t¢ budeme potiebovat pravdépodobnostni
rozdeleni velikosti vyher.

Budeme se zabyvat turnajem se startovnym $1. Herna Pokerstars uvadi pravdépodobnost na
jednotlivé vyhry jako ¢etnost z milionu her.

Vyhra:

$2 s Cetnosti 739 198 z 1 milionu

$4 s Cetnosti 180 651 z 1 milionu

$6 s ¢etnosti 75 000 z 1 milionu

$10 s Cetnosti 5 000 z 1 milionu

$25 s Getnosti 1 000 z 1 milionu

$120 s Cetnosti 100 z 1 milionu ($100 pro 1. misto, po $10 pro oba porazené)
$240 s ¢etnosti 50 z 1 milionu ($200 pro 1. misto, po $20 pro oba porazené)
$12000 s ¢etnosti 1 z 1 milionu ($10000 pro 1. misto, po $1000 pro oba porazené)

Ocekavana vyhra je tedy

EW=0,25.2, /50198 455 4 180651 o5 g 79000 555 10,2000
1000000 100000 100000 1000000
+ (0,25.100+0,75.10)ﬂ+(0,25.200+0,75.20).L
1000000 1000000
+ (0,25.10000+0,75.1000). —=0,69075
1000000

Nas hrac tedy ocekava vyhru $0,69075 pii startovném $1. Hra¢ tedy hraje s primérnou navratnosti
69,075%. V porovnani se Sportkou je tedy na prvni pohled jasné, ze se misto pravidelného sazeni
Sportky vyplati hrat ve stejné Cetnosti tento turnaj bez znalosti jakychkoliv pravidel hry. U Sportky
se totiz prumérnd navratnost pohybuje mezi 44% a 55% v zavislosti na tom, zda hra¢ spliuje
podminky pro vyhru Superjackpotu. Pfi sdzeni méné Casto sdzenych ¢isel se mlize névratnost ve
Sportce dostat mozna az k 60%, tato studie by byla vhodnym tématem pro podrobnéjsi prace.
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5. Zaver

V ramci bakalarské prace jsme se pokusili proniknout do probléml neracionality pfi
rozhodovéni za rizika.

V prvni ¢asti jsme predstavili vybrana kritéria pro posuzovani rozhodovani za rizika. Dale byly
pfedstaveny nékteré racionalni diivody, které mohou vést jednotlivce k sdzeni.

Ve druhé casti prace jsme se vénovali Petrohradskému paradoxu. Cilem bylo najit néktera feseni
Petrohradského paradoxu s vyuZitim jiné metody nez metody ocekdvané hodnoty hry. Simulovali
jsme hru Petrohradského paradoxu v mnoha pokusech. Nejprve jsme se dostali k nestabilnim
vysledkiim na zaklad¢ prostého simulovani milionu her paradoxu. Dosli jsme k tomu, Ze primérné
vyhry ve hie Petrohradského paradoxu jsou ovlivnény piredev§im nejvyssimi vyhrami. Rozhodli
jsme se tedy simulovat dal§i miliony her a z kazdého milionu her ignorovat pravé jednu nejvyssi
této metod¢ pohybuje velmi blizko k hranici 21K¢. Hlavnim zjisténim je vSak fakt, Ze vysledky
pokusu jsou stabilni. Na Petrohradsky paradox jsme se podivali také z pohledu maximalizace
pravdépodobnosti ekonomického preziti. Tato metoda zohlediiuje aktudlni bohatstvi hra¢e. Mimo
jiné jsme diky této metodé¢ zkoumali Leningradsky paradox, ve kterych vyhrava hra¢ pouze
extrémné vysoké castky s téméf nulovou pravdépodobnosti. Piesvédcili jsme se, ze pii vétSing
urovni existenéniho minima a aktualniho bohatstvi nebude vyhodné vsadit na hru Leningradského
paradoxu ani jednu korunu, byt ocekavania hodnota Leningradského paradoxu také piekracuje
vSechny meze. Petrohradsky paradox poté prinesl vysledky, které se liSily v zavislosti na bohatstvi
subjektu a na existenénim minimu. Hra¢ je zde ochoten vsadit v béznych ptikladech maximalné
kolem 18KZ¢, k hranici 21K¢ z ptedchozich pokusi se blizime pouze v ptipadé extrémnich bohacu.

Ve treti Casti jsme zkoumali névratnost finan¢nich prostfedkli pro hrace hrajiciho Sportku a
poker. V ptipad¢ Sportky jsme dosli k zavéru, ze hra¢ dosahuje navratnosti 44% az 55% v zavislosti
na tom, zda hraje o Superjackpot. V ptipadé pokeru jsme se zabyvali specidlnim typem turnaje Spin
and Go od herny Pokerstars. Zkoumali jsme, jak si bude vést hrac, ktery vibec nezna pravidla
pokeru a v kazdé situaci se rozhoduje identicky, vzdy sazi v§e. Zkoumali jsme rizné scéndie vyvoje
turnaje, podobnou metodou se navic pravdépodobné pokerem zabyvalo jen malo praci, pokud viibec
néjaké. Byt pravdépodobné neexistuje mnoho horSich strategii pro hrani pokeru, dostava se tento
hra¢ v pruiméru k navratnosti kolem 69%, coz je o poznani vice, nez je navratnost pii hrani Sportky.
Tedy pfi rozhodovani, zda hrat Sportku ¢i tento format pokeru, je jasné, ze se hra¢ ma rozhodnout
pro hrani pokeru, jelikoz dosdhne vyrazné vyssi névratnosti bez ohledu na to, jaké jsou herni
schopnosti hrace.

Cile prace byly dle mého nadzoru naplnény. Téma rozhodovani za rizika je pochopitelné
mnohem §ir§i nez byl obsah préce a je vhodnym pfedmétem pro podrobnéjsi prace.
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7. Piilohy

Priloha 1
P(WA) =0,00348 . 0,1857 = 0,000646236

baaa = bbba = 0,532 . (0,4257 + 0,5743 . 0,3867)
baab = bbbb = 0,468 . 0,7

baba = bbaa = 0,526 . 0,4237 . 0,72

babb = bbab = 0,474 . 0,3667

baa=0,17.0,3502 (baaa + baab)

bab = 0,83 . (baba + babb)
bba=0,176.(0,3533 + 0,6467 . (bbaa + bbab))
bbb = 0,824 . (bbba + bbbb)

ba = 0,367 . (0,4040 + 0,5959 . (baa + bab))
bb = 0,633 . (bba + bbb)

P(WB)=0,07921 . 0,3045 (ba + bb) = 0,013913

caaa = cbba = 0,532 . (0,4257 + 0,5743 . 0,3867)
caab = cbbb = 0,468 . 0,7

caba = cbaa = 0,526 . 0,4237 . 0,72

cabb = cbab = 0,474 . 0,3667

caa=0,17.0,3502 (caaa + caab)

cab = 0,83 . (caba + cabb)
cba=0,176.(0,3533 + 0,6467 . (cbaa + cbab))
cbb = 0,824 . (cbba + cbbb)

ca=0,367.(0,4040 + 0,5959 . (caa + cab))
cb =0,633 . (cba + cbb)

P(WC)=0,0811.0,3112 . (ca + cb) = 0,014556

dcbaa = caaaa = 0,532 . 0,4252 . 0,7733
dcbab = caab = 0,468 . 0.4

dcbba = caaba = 0,575 . (0,432 + 0,568 . 0,4)
dcbbb = caabb = 0,425 . 0,7133

dddba = dddca = 0,532 . (0,4252 + 0,5748 . 0,3866)
dddbb = dddcb = 0,468 . 0,7

dddca = 0,532 .(0,4252 + 0,5748 . 0,3866)
dddcb = 0,468 . 0,7

dddda = 10,1047 . (0,2618 + 0,0298 + 0,0395)
ddddb = 0,2873 . (0,2848 + 0,0517)

ddddc = 0,3235 . (0,2948 + 0,0536)

ddddd = 0,2845 . 0,4

dbaa = 0,544 .0,4275 . 0,7467
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dbab = 0,456 . 0,3867

dbba = ddba = 0,566 . (0,4308 + 0,5692.0,3733)
dbbb = ddbb = 0,434 . 0,7

dcaa = cbaa = 0,526 . 0,4237 . 0,72

dcab = cbab = 0,474 . 0,3667

dcba = caaa = 0,532 . (0,4257 + 0,5743 . (dcbaa + dcbab))
dcbb = caab = 0,468 . (dcbba + dcbbb)

ddba = 0,566 . (0,4308 + 0,5692 . 0,3733)

ddbb =0,434.0,7

ddca = ddba = 0,566 . (0,4308 + 0,5692.0,3733)
ddcb = ddbb = 0,434 . 0,7

ddda=0,1266 . 0,2658

dddb =0,3094 . 0,4102 .( dddba + dddbb)

dddc =0,3242 . 0,4333 .(dddca + dddcb)

dddd = 0,2338 . (dddda + ddddb + ddddc + ddddd)

dba = 0,385 . (0,4088 + 0,5912 .(dbaa + dbab))
dbb =0,615 . (dbba + dbbb)
dca=0,176.(0,3533 + 0,6467 . (dcaa + dcab))
deb = 0,824 . (dcba + dcbb)

dda =0,0082 . 0,1962

ddb=0,1417 . 0,3536 (ddba + ddbb)

ddc =0,1868 . 0,3665 . (ddca + ddcb)

ddd = 0,6633 . (ddda + dddb + dddc + dddd)

da=0,01569 . 0,2182

db=0,1733 . 0,3645 . (dba + dbb)

de =0,3081 . 0,406 . (dca + dcb)

dd =0,5028 . (dda + ddb + ddc + ddd)

P(WD) = 0,83621 . (da + db + dc + dd) = 0,220941
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Priloha 2

Data TF

I. Tak 11, Tah z I. Tabk 11, Tah z [. Tah  Il. Tah
1 489 408 897 1 473,38 423,62 897 1 0,515 0,576
2 494 424 914 2 484,47 433,53 918 2 0,188 0,210
3 471 395 866 3 457,02 408,98 gE6 3 0,427 0,478
4 474 393 867 4 457,55 409,45 867 4 0,591 0,661
al 477 440 917 al 453,94 433,06 917 5 0,099 0,111
& S0z 4g4 966 & 509,80 456,20 966 & 0,119 0,133
7 485 420 a05 7 477,61 427,39 05 7 0,114 0,128
8 o206 415 921 8 486,00 434,95 921 a 0,819 0,915
9 489 418 07 9 478,66 428,34 07 9 0,223 0,250
10 444 428 872 10 | 4e0,19 411,81 872 10 0,570 0,636
11 465 455 320 11 | 483,32 434,48 320 11 0,867 0,969
1z 479 468 947 12 | 499,77 447,23 947 12 0,863 0,965
13 493 430 928 13 | 489,74 435,26 928 13 0,139 0,156
14 465 440 a05 14 | 477,61 427,39 a05 14 | 0,333 0,372
15 a1l 425 936 14 | 493,% 442,04 936 14 | 0,587 0,656
16 448 412 860 15 | 453,86 406,14 g6l 15 0,076 0,084
17 487 417 S04 16 | 477,08  42g,592 S04 16 0,206 0,231
18 S0l 430 931 17 | 491,33 439,67 931 17 | 0,150 0,213
15 454 455 939 15 | 493,35 443,45 939 18 0,269 0,301
20 o0& 449 955 15 | 503,95 451,01 955 19 0,008 0,009
21 474 4149 893 20 | 47127 421,73 893 20 0,016 0,018
22 482 435 917 21 | 483,94 433,06 917 21 0,008 0,009
23 477 417 894 22 | 47L,80 422,20 894 22 0,057 0,064
24 492 428 320 23 | 483,92 434,48 320 23 0,086 0,097
25 478 424 a0z 24 | 478,02 425,98 [0z 24 | 0,008 0,009
26 493 420 913 25 | 481,83 431,17 913 25 0,259 0,290
27 474 397 873 26 | 4el,77 413,23 873 26 0,570 0,637
28 475 433 [08 27 | 479,15 428,81 [08 27 | 0,037 0,041
29 4549 468 927 28 | 489,22 437,78 927 28 1,866 2,083
30 489 427 916 29 | 483,41 432,59 916 29 0,065 0,072
al 454 414 s08 ao | 479,15 428,81 s08 a0 0,458 0,512
32 493 431 924 31 | 487,63 436,37 924 31 0,059 0,066
33 452 417 8649 32 | 458,61 410,39 8649 32 0,093 0,106
34 490 411 a0l 33 | 475,49 425,51 a0l a3 0,443 0,495
as 477 429 306 as | 47a, 13 427,87 306 a9 0,003 0,003
36 a0z 439 341 36 | 496,60 444,40 341 36 0,059 0,066
3T 468 441 a09 ar | 479,72 429,28 a09 a7t | 0,286 0,320
S 467 432 8949 a8 | 474,44 424,56 899 a8 0,117 0,130
a9 438 441 929 as | 490,27 435,73 929 a9 0,011 0,012
40 487 465 952 40 | 502,41 445,59 952 40 0,473 0,028
41 443 421 o864 41 | 455,97 408,03 ged 41 0,369 0,412
a2 Jel 424 885 42 | 467,05 417,95 885 il 0,078 0,088
43 495 399 893 43 | 472,33 423,67 893 43 1,186 1,326
44 475 456 331 44 | 491,33 439,67 331 44 | 0,243 0,606
45 421 424 845 45 | 445,94 399,06 845 45 1,395 1,559
a5 471 453 934 dg | 492,91 441,09 934 46 0,974 1,088
a7 al9 428 947 47 | 499,77 447,23 947 47 | 0,740 0,827
45 203 420 923 45 | 487,10 435,30 923 48 0,019 0,580
49 435 433 g6l 49 | 458,08 409,592 oed 49 1,163 1,299
z 23514 21042 | 44556 z 23514 21042 | 44556 z 40,54

ole]
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