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Úvod
Práce zkoumá oceňování finančních derivátů pomocí nástrojů teorie pravdě-

podobnosti a teorie užitku. Finanční deriváty existují na základě kontraktu mezi
dvěma stranami, kdy jedna ze stran si kupuje finanční derivát, který jí zaručuje
zajištění proti výkyvům ceny podkladového aktiva. Cena finančního derivátu je
tedy odvozena od hodnoty podkladového aktiva. Nabízí se otázka, v jakém pří-
padě a jak lze spravedlivě ocenit finanční derivát.

V první kapitole nejdříve zavedeme základní pojmy, které budeme využívat
v dalších kapitolách. Teoretickým základem práce bude Douglasova věta popisu-
jící extremální body množiny pravděpodobnostních měr vymezených momento-
vým problémem, kterou uvedeme i s důkazem. Poté definujeme finanční trh pro
obecnou indexovou množinu a stanovíme předpoklady jeho fungování.

Ve druhé kapitole se budeme zabývat diskrétním modelem. Cenu podklado-
vého aktiva i finančního derivátu budeme zkoumat v pevně daných časových
okamžicích. Nejdříve zvolíme přístup, kdy předpokládáme, že derivát není obcho-
dován a je pouze definovaný jako funkce podkladového aktiva. Zformulujeme větu
říkající, které deriváty dokážeme replikovat, a tedy i ocenit. Poté budeme před-
pokládat, že podkladové aktivum i derivát jsou obchodovány. V tomto případě
budeme řešit úlohu hledání optimální obchodní strategie a ukážeme její souvislost
s oceňováním aktiv.

Ve třetí kapitole uděláme krok směrem k obecnějšímu modelu. Zavedeme před-
poklad, že cena podkladového aktiva a finančního derivátu se mění v náhodných
časech. Budeme tedy pracovat se spojitým časem. Uvedeme tvrzení potřebná k
důkazu následující věty, což bude věta o replikaci náhodné veličiny ve spojitém
čase.

Čtvrtá kapitola pak shrnuje předchozí výsledky do obecných tvrzení, která
jsou známá jako základní věty oceňování aktiv. Ukážeme souvislost těchto vět
s tvrzeními formulovanými v předchozích kapitolách.
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1. Martingaly, model trhu
První kapitola obsahuje definice a tvrzení, která nejsou závislá na indexové

množině. V první části této kapitoly se seznámíme se základními pojmy z teorie
martingalů. V další části kapitoly uvedeme tvrzení, která využijeme při dokazo-
vání Douglasovy věty.

1.1 Martingaly

Definice 1. Buď (Ω,A,P) pravděpodobnostní prostor a nechť T ⊂ R je ne-
prázdná indexová množina. Potom soubor náhodných veličin X = (Xt)t∈T tako-
vých, že Xt : (Ω,A)→ (R,B(R)), se nazývá náhodný proces.

Definice 2. Mějme náhodný procesX. Potom pro každé ω ∈ Ω funkci {Xt(ω)}t∈T
nazveme trajektorie procesu X. Pokud je navíc množina časů T konvexní, říkáme,
že proces X má spojité (resp. zleva spojité, zprava spojité) trajektorie, pokud
skoro všechny trajektorie jsou spojité (resp. zleva spojité, zprava spojité).

Poznámka. Procesy, které jsou spojité zprava a zleva mají limity, budeme ozna-
čovat termínem cadlag. Pokud je indexová množina T diskrétní, pak všechny
procesy automaticky považujeme za spojité, a tedy i cadlag.

Definice 3. Buď (Ω,A) měřitelný prostor a mějme neprázdnou indexovou mno-
žinu T ⊆ R. Systém σ-algeber F = (F t)t∈T takových, že pro všechna s,t ∈ T ,
s ≤ t platí F s ⊆ F t ⊆ A, nazveme filtrace.

Je-li X = (Xt)t∈T reálný náhodný proces, pak definujeme jeho kanonickou filtraci
FX = (FXt )t∈T předpisem

FXt = σ(Xs, s ≤ t, s ∈ T ), t ∈ T.

O procesu X pak řekneme, že je adaptovaný na filtraci (F t)t∈T , pokud pro každé
t ∈ T platí FXt ⊆ F t, a v tom případě píšeme Xt ∈ A(F t).

Poznámka. Pro k ∈ N označme symbolem Lk(Ω,A,P) systém náhodných veličin
na pravděpodobnostním prostoru (Ω,A,P) s konečným k-tým absolutním mo-
mentem. Zápisem X ∈ L(F) pro F ⊆ A rozumíme, že náhodná veličina X je
měřitelná vůči σ-algebře F . Dále zkráceně píšeme L(σ(X)) = L(X).

Definice 4. Buď X = (Xt)t∈T integrovatelný náhodný proces adaptovaný na
filtraci (F t)t∈T . Proces X nazveme

• F t-martingal, pokud Xs
sj
= E [Xt | F s],

• F t-submartingal, pokud Xs

sj

≤ E [Xt | F s],

• F t-supermartingal, pokud Xs

sj

≥ E [Xt | F s],

pro všechny s,t ∈ T takové, že s ≤ t. Pokud je (F t) kanonickou filtrací procesu
X, pak proces X nazýváme pouze martingal (sub-, super-).
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Věta 1. Nechť X je F t-martingal adaptovaný vzhledem k filtraci (Gt) takové, že
FXt ⊆ Gt ⊆ F t pro všechna t ∈ T . Potom X je martingal vzhledem k filtraci (Gt).

Důkaz. Proces X je zřejmě integrovatelný, jelikož je F t-martingal. Zbývá pouze
ověřit, že i při podmiňování σ-algebrou Gs, s,t ∈ T , s < t, platí pro náhodný
proces X martingalová vlastnost. Dostáváme

E [Xt | Gs]
sj
= E [E [Xt | F s] | Gs]

sj
= E [Xs | Gs]

sj
= Xs.

Druhá rovnost plyne z martingalové vlastnosti procesu X vůči filtraci (F t). Třetí
rovnost pak už plyne z faktu, že Xs je Gs měřitelná náhodná veličina.

Jako důsledek této věty platí, že martingal vůči libovolné filtraci je vždy také
martingalem vůči kanonické filtraci, jelikož je to nejmenší filtrace, na kterou je
proces adaptován.

Definice 5. Buď X = (Xt)t∈T náhodný proces a (F t)t∈T filtrace na (Ω,A).
Definujme F∞ := σ(∪t∈T F t). Pravděpodobnostní míru P na F∞ nazveme F-
martingalovou mírou procesu X, pokud X je martingal na pravděpodobnostním
prostoru (Ω,F∞, P ).

Definice 6. Buď F = (F t)t∈T filtrace na (Ω,F). Definujeme

F t↑ := F0, t = minT,

:= σ(
⋃

s∈T :s<t

F s), t > inf T.

Řekneme, že (F t↑)t∈T je predikabilní filtrace k filtraci F . Proces X = (Xt)t∈T
nazveme F-predikovatelný, pokud je adaptovaný na predikabilní filtraci.

Definice 7. Buď F = (F t)t∈T filtrace na (Ω,F). Definujeme

F t+ :=
⋂

s∈T :s>t

F s, když t = inf{s ∈ T : s > t},

:= F t, jinak.

Pak řekneme, že filtrace (F t)t∈T je zprava spojitá, pokud pro každé t ∈ T platí
F t+ = F t.

1.2 Douglasova věta

Ještě než uvedeme Douglasovu větu, měli bychom zmínit několik pomocných
tvrzení, která pak využijeme při dokazování Douglasovy věty.

Lemma 2. Nechť Xn, X ∈ L1(Ω,A,P) pro všechna n ∈ N. Pak platí

Xn
L1(P)→ X =⇒ lim

n→∞
E [Xn] = E [X].

Důkaz. Z Jensenovy nerovnosti a limitním přechodem n→∞ dostaneme∣∣E [Xn]− E [X]
∣∣ ≤ E [|Xn −X|]→ 0.
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Lemma 3. Nechť V je uzavřený podprostor normovaného lineárního prostoru U
a mějme bod x ∈ U \ V . Pak existuje spojitý lineární funkcionál, který je roven
nule na V a v bodě x je nenulový.

Výše uvedené lemma plyne z Hahn-Banachovy věty a důkaz tohoto lemmatu
nalezneme v publikaci Lukeš (2002, str. 23, tvrzení 2.22).

Lemma 4. Nechť F : L1(Ω,A,P) → R je spojitý lineární funkcionál a P je
pravděpodobnostní míra. Pak existuje P-skoro jistě ohraničená funkce h taková,
že

∀X ∈ L1(P) : F (X) =
∫
hX d P.

Douglasova věta s důkazem jsou založeny na jejich formulaci, kterou ve své
práci uvádějí Revuz a Yor (2013, str. 210).

Věta 5 (Douglas). Nechť (Ω,A) je měřitelný prostor, X množina reálných ná-
hodných veličin a X ∗ vektorový prostor generovaný 1 a X . Buď PX množina
pravděpodobnostních měr P na (Ω,A) taková, že X ⊂ L1(Ω,A, P ) a E P[X] = 0
pro všechny X ∈ X . Potom PX je konvexní a P je krajní bod PX právě tehdy,
když X ∗ je hustá v L1(P).

Důkaz. Nechť jsou splněny předpoklady Douglasovy věty. Mějme Q1,Q2 ∈ PX
a λ ∈ (0,1). Důkaz pro přehlednost rozdělíme na tři části.

1. Ukážeme, že PX je konvexní množina. Nechť P = λQ1 +(1− λ) Q2. Zřejmě
je P pravděpodobnostní míra a platí∫

X d P =
∫
X d(λQ1 +(1− λ) Q2) = λ

∫
X d Q1 +(1− λ)

∫
X d Q2

pro všechna X ∈ X . Součet na pravé straně je nulový díky předpokladu, že
Q1,Q2 ∈ PX , tedy i levá strana je nulová a P ∈ PX . Celkem tedy platí, že
konvexní kombinace prvků z množiny PX patří opět do PX . Množina PX je
konvexní.

2. Nechť X ∗ je hustá v L1(P), P ∈ PX . Nyní ukážeme, že potom P je krajním
bodem PX . Položme λ1 = λ, λ2 = 1−λ a P = λ1 Q1 +λ2 Q2, λ ∈ (0,1). Pro
A ∈ A platí

0 = P(A) = λ1 Q1(A) + λ2 Q2(A) =⇒ Q1(A) = 0,Q2(A) = 0.

Tedy míry Q1 a Q2 jsou absolutně spojité míry vzhledem k míře P. Potom
můžeme označit Radon-Nikodýmovy derivace Qi podle P pro i = 1,2 jako
ri := d Qi / d P. Pro všechna A ∈ A platí∫

A
1 d P = P(A) ≥ λi Qi(A) =

∫
A
λiri d P, i = 1,2.

Takže platí ri ∈ [0, 1/λi] P-skoro jistě pro i = 1,2. Vezměme nyní A ∈ A
libovolnou a označme c := max{1/λ1, 1/λ2}. Zřejmě 1A ∈ L1(P), takže exis-
tuje posloupnost náhodných veličin (Yn)n∈N taková, že

Yn ∈ X ∗ a Yn
L1(P)−→ 1A.
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Pak máme

‖Yn − 1A‖L1(Qi)
=
∫
|Yn − 1A| d Qi

=
∫
|Yn − 1A| ri d P ≤ c

∫
|Yn − 1A| d P,

kde pravá strana konverguje k nule a tedy i levá strana konverguje k nule,
neboli

Yn
L1(Qi)−→ 1A i = 1,2.

Pro každé Y ∈ X ∗ můžeme najít vyjádření Y = y +X, kde y ∈ R, X ∈ X .
Pak

E Q1
[Y ] = y + E Q1

[X] = y = y + E Q2
[X] = E Q2

[Y ]. (1.1)

Z lemmatu 2 a vztahu 1.1 dostáváme

Q1(A) = E Q1
[1A] = lim

n→∞
E Q1

[Yn] = lim
n→∞

E Q2
[Yn] = E Q2

[1A] = Q2(A),

tedy Q1 = Q2 pro všechna A ∈ A. Z toho plyne, že P je krajním bodem
PX .

3. Nechť X ∗ není hustá v L1(P), P ∈ PX , tedy uzávěr množiny X ∗ není roven
prostoru L1(P). Ukážeme, že pak P není krajním bodem PX . Označme
U := L1(P) a V := X ∗. Z lemmat 3 a 4 plyne existence nenulové funkce h
takové, že je P-skoro jistě ohraničená a platí

∀Y ∈ X ∗ :
∫
hY d P = 0. (1.2)

Vhodným vynásobením kladnou konstantou můžeme dosáhnout toho, že
−1/2 ≤ h ≤ 1/2. Pro A ∈ A definujme

Q1 (A) :=
∫
A

(1 + h) d P =
∫
A

1 d P +
∫
A
h d P,

Q2 (A) :=
∫
A

(1− h) d P =
∫
A

1 d P−
∫
A
h d P.

Jelikož 1 ∈ X ∗, dostáváme z (1.2) také vztah
∫
h d P = 0. Pak

Q1(Ω) =
∫

(1 + h) d P =
∫

1 d P +
∫
h d P = P(Ω) = 1,

Q2(Ω) =
∫

(1− h) d P =
∫

1 d P−
∫
h d P = P(Ω) = 1.

Míry Q1 a Q2 jsou tedy míry pravděpodobnostní. Funkce h je s klad-
nou pravděpodobností nenulová, takže P-skoro jistě platí Q1 6= Q2. Navíc
Q1,Q2 ∈ PX protože pro všechny X ∈ X díky užití vztahu (1.2) a předpo-
kladu, že P ∈ PX , platí

E Q1
[X] =

∫
X d Q1 =

∫
X(1 + h) d P =

∫
X d P +

∫
Xh d P = 0,

E Q2
[X] =

∫
X d Q2 =

∫
X(1− h) d P =

∫
X d P−

∫
Xh d P = 0.

Ukážeme, že netriviální lineární kombinací měr Q1 a Q2 můžeme získat míru
P. Máme(

Q1 + Q2

2

)
(A) =

∫
1A d

(
Q1 + Q2

2

)
= 1

2

∫
A

(1 + h) + (1− h) d P = P (A).

Tímto jsme nalezli vyjádření míry P ∈ PX takové, že P = (Q1 + Q2)/2 a
Q1,Q2 ∈ PX , ale Q1 6= Q2. Z toho plyne, že P není krajním bodem množiny
PX .
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1.3 Absolutní konvergence v L1

Nyní uvedeme několik tvrzení týkajících se absolutní konvergence, na které se
později budeme odkazovat při dokazování.

Definice 8. Mějme Xn ∈ L1, n ∈ N. Posloupnost (Xn)n∈N konverguje v L1

absolutně, pokud konverguje v L1 a platí navíc∑
n∈N

E |Xn+1 −Xn|
sj
<∞. (1.3)

Lemma 6. Nechť G ⊂ A je σ-algebra a nechť Xn konverguje absolutně v L1 k X.
Pak E [Xn | G] konverguje absolutně v L1 k E [X | G].

Důkaz. Tvrzení dokážeme podle definice. Nejdříve ukážeme konvergenci v L1

a poté ověříme vztah (1.3). Konvergence podmíněných středních hodnot v L1

plyne z Jensenovy nerovnosti, tedy

0 ≤ E
∣∣E [Xn | G]− E [X | G]

∣∣ = E
∣∣E [Xn −X | G]

∣∣ (1.4)

≤ E [E [|Xn −X| | G]] = E |Xn −X| (1.5)

Pravá strana konverguje k nule díky předpokladu, že Xn konverguje v L1 k X.
Tedy i E

∣∣E [Xn | G]− E [X | G]
∣∣ konverguje k nule a E [Xn | G] konverguje v

L1 k E [X | G]. Nahradíme-li v (1.4, 1.5) náhodnou veličinu X hodnotou Xn+1

a následně získané nerovnosti sečteme přes všechna n ∈ N, dostaneme platnost
podmínky (1.3). Takže E [Xn | G] konverguje absolutně v L1 k E [X | G].

Lemma 7. Nechť Xn konverguje absolutně v L1 k X. Pak Xn konverguje skoro
jistě k X.

Důkaz. Z Léviho věty o monotónní konvergenci a předpokladu, že Xn konverguje
absolutně v L1, plyne vztah

E
∑
n∈N

|Xn+1 −Xn| =
∑
n∈N

E |Xn+1 −Xn| <∞.

Takže náhodná veličina
∑

n∈N|Xn+1 −Xn| musí být konečná skoro jistě. Díky
tomu je posloupnost (Xn)n∈N skoro jistě cauchyovská, tedy posloupnost konver-
guje skoro jistě k nějaké náhodné veličině Y . Ale jak konvergence v L1, tak kon-
vergence skoro jistě, implikují konvergenci v pravděpodobnosti, a ta má skoro

jistě jednoznačnou limitu. Dostáváme tedy Y
sj
= X.

1.4 Model trhu

V této části je pro obecnou indexovou množinu definován trh, jeho základní
vlastnosti a další pojmy, které budeme využívat v diskrétním a spojitém modelu.

Definice 9. Trh S s J obchodovatelnými aktivy modelujeme sdruženým cadlag
procesem aktiv

St = (S
(0)
t , . . . , S

(J)
t )>,

kde J ∈ N0, t ∈ T . Trh S nazveme normalizovaný, pokud S
(0)
t = 1 pro všechna

t ∈ T .
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Hodnoty S
(j)
t vyjadřují cenu j-tého zboží na trhu v čase t ∈ T , j = 1, . . . ,J .

Proces S(0)
t plní funkci bankovního účtu, kde jsou uloženy peněžní prostředky,

které nejsou investovány do zbylých J aktiv. Předpokládáme, že se tyto volné
peněžní prostředky neúročí, tedy S(0)

t = S
(0)
0 = 1 pro všechna t ∈ T . Není-li řečeno

jinak, budeme dále v práci předpokládat, že uvažujeme pouze normalizovaný trh
S a filtrace F označuje filtraci generovanou procesy aktiv (S

(j)
t )t∈T , j = 1, . . . ,J ,

na trhu S.

Definice 10. Investiční strategie (portfolio) investora na trhu S je reprezentována
(J + 1)-dimenzionálním vektorem F -predikovatelných náhodných procesů

ϕt = (ϕ
(0)
t , . . . , ϕ

(J)
t )>,

kde J ∈ N0, t ∈ T . Hodnota ϕ
(j)
t vyjadřuje množství j-tého aktiva drženého

v portfoliu v čase t.

Definice 11. Bohatství investora (hodnota portfolia) na uvažovaném trhu S od-
povídající strategii ϕ definujeme pro všechny časy t ∈ T jako

Wϕ
t = ϕ>t St.

Definice 12. Strategii ϕ = (ϕt)t∈T na trhu S nazveme nebankrotující, pokud
odpovídající hodnota bohatství zůstává ve všech časech kladná, tj. Wϕ

t > 0 platí
pro všechna t ∈ T .
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2. Diskrétní model
V této kapitole budeme uvažovat diskrétní čas s konečným horizontem. Inde-

xovou množinu T z předchozí kapitoly proto volíme T = T0 = {0,1,2, . . . , N},
kde N ∈ N. Obchodování probíhá v časech n ∈ T0. Definujme navíc množinu
T := {1,2,3, . . . , N}. Změny cen aktiv se uskutečňují v pevně daných časech
n ∈ T. V každém z těchto časových okamžiků může pro vývoj ceny podkladového
aktiva nastat jeden z K možných scénářů. Pak je množina elementárních jevů

Ω = {1, 2, . . . , K}N .

Pracujeme tedy s konečným pravděpodobnostním prostorem, na kterém máme
zaručenou integrovatelnost každé reálné náhodné veličiny. U všech definic a tvr-
zení předpokládáme, i bez explicitního vyjádření, splnění předpokladů modelu,
kterým se kapitola (resp. podkapitola) zabývá. Začneme s tvrzeními, které vy-
žadují nejméně předpokladů a platí na trhu s J aktivy. Pak budeme přidávat
předpoklady a zaměříme se na trhy se dvěma aktivy (resp. s jedním aktivem).
Budeme se zajímat pouze o kanonickou filtraci F reálného náhodného procesu S,
který má v čase 0 předepsanou pevnou hodnotu s0 = (s

(1)
0 , . . . , s

(J)
0 )>, takže platí

F0 = FS
0 = {∅,Ω}.

Poznámka. Množinu všech F -predikovatelných procesů na T značíme P(F), kde

P(F) :=
∏
n∈T

L(Fn−1).

Poznámka. Pro diskrétní proces (Xn)n∈T0 definujeme přírůstek procesu v čase
n ∈ T jako

∆Xn := Xn −Xn−1.

2.0.1 Trh s J aktivy

Tato podkapitola navazuje na podkapitolu 1.4 a definuje další pojmy, které se
nyní vztahují pouze k diskrétnímu času.

Definice 13. Buď ϕ = (ϕn)n∈T nebankrotující strategie. Odpovídající normova-
ná strategie investora na trhu S je reprezentována (J + 1)-dimenzionálním vek-
torem F -predikovatelných náhodných procesů

ξn = (ξ(0)
n , . . . , ξ(J)

n )>, kde ξ(j)
n :=

ϕ
(j)
n

Wϕ
n−1

,

kde J ∈ N0 a n ∈ T.

Definice 14. Strategii ϕ = (ϕn)n∈T nazveme samofinancovatelnou, pokud

∆Wϕ
n = ϕ>n∆Sn

platí pro všechna n ∈ T.
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Změny bohatstvíWϕ
t jsou zde způsobeny ztrátami nebo zisky z obchodování a

do portfolia nepřidáváme, ani z něj neubíráme peníze. Následující větu lze nalézt v
Haugh (2005, str. 12, Proposition 8) ve znění, které nepředpokládá normalizovaný
trh.

Věta 8. Buď S normalizovaný trh a P pravděpodobnostní míra, vůči které je pro-
ces (Sn)n∈T0 Fn-martingal. Mějme samofinancovatelnou F-predikovatelnou stra-
tegii (ϕn)n∈T0 a odpovídající proces bohatství (Wϕ

n )n∈T. Pak je každý takový pro-
ces bohatství martingalem vůči míře P.

Důkaz. Mějme samofinancovatelnou strategii ϕ a odpovídající proces bohatství
Wϕ definovaný vztahem

Wϕ
n = ϕ>nSn =

J∑
j=0

ϕ(j)
n S(j)

n .

Tento proces je zřejmě adaptovaný na filtraci Fn. Každá reálná náhodná veličina
na konečném pravděpodobnostním prostoru je integrovatelná. Nemusíme se tedy
starat o integrovatelnost procesu Wϕ a můžeme rovnou přejít k počítání pod-
míněné střední hodnoty. Vyjděme z podmínky samofinancovatelnosti. Pro m ∈ T
platí

Wϕ
m−W

ϕ
m−1 = ϕ>m(Sm − Sm−1).

Pro všechna s ∈ T0 a n ∈ T taková, že s ≤ n získáme sečtením předchozího
vztahu pro m = s+ 1, . . . , n vztah

Wϕ
n −Wϕ

s =
n∑

r=s+1

ϕ>r (Sr − Sr−1), s ≤ n.

Pro podmíněnou střední hodnotu vůči martingalové míře P pak platí

E P[Wϕ
n | F s]

sj
= E P[Wϕ

s +
n∑

r=s+1

ϕ>r (Sr − Sr−1) | F s]

sj
=Wϕ

s +
n∑

r=s+1

E P[ϕ>r (Sr − Sr−1) | F s]. (2.1)

Vztah (2.1) jsme získali díky F s-měřitelnosti Wϕ
s . Dále ukažme, že suma vysky-

tující se v (2.1) je nulová. Jelikož F s ⊆ F r−1 pro r = s+ 1, . . . , n, platí

n∑
r=s+1

E P[ϕ>r (Sr − Sr−1) | F s]
sj
=

n∑
r=s+1

E P[E P[ϕ>r (Sr − Sr−1) | F r−1] | F s].

Předpokládáme, že proces (Sn) je Fn-martingal vůči míře P, takže platí

E P[Sr − Sr−1 | F r]
sj
= 0.

Když navíc uvážíme F r−1-měřitelnost ϕr dostaneme

n∑
r=s+1

E P[ϕ>r E P[Sr − Sr−1 | F r] | F s]
sj
= 0,
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což už jasně vede na požadovaný výsledek. Celkově máme skoro jistě rovnost

E P[Wϕ
n | F s]

sj
=Wϕ

s , s,n ∈ T0, s ≤ n,

takže proces bohatství (Wϕ
n )n∈T0 je Fn-martingal.

Definice 15. Buď Y nezáporná FN -měřitelná náhodná veličina. Řekneme, že Y
je replikovatelná, pokud existuje samofinancovatelná strategie ϕ = (ϕn)n∈T ta-
ková, že platí

Wϕ
N

sj
= Y.

Strategii ϕ nazveme replikační strategií náhodné veličiny Y . Pokud je každá ná-
hodná veličina Y na trhu S replikovatelná, pak řekneme, že trh je úplný.

Definice 16. Samofinancovatelnou strategii ϕ = (ϕn)n∈T nazveme arbitráží, po-
kud platí

Wϕ
0 = 0, Wϕ

N ≥ 0, P(Wϕ
N > 0) > 0.

Arbitrážní strategie je tedy taková nikdy neprodělávající strategie, která s nu-
lovou počáteční investicí v přítomnosti generuje v budoucnu s kladnou pravdě-
podobností zisk.

2.0.2 Trh se dvěma aktivy

Mějme normalizovaný trh S z definice 9 a J = 2. Na trhu jsou tedy dvě obcho-
dovatelná aktiva. První z nich je podkladové aktivum (např. akcie), jehož cenu
modelujeme procesem S = (Sn)n∈T0 . Druhé obchodované zboží je od této akcie
odvozený derivát, který reprezentujeme procesem F = (Fn)n∈T0 . Cena derivátu
je měřitelnou funkcí ceny akcie, platí FN ∈ L(S1, . . . , SN) = L(FN), a tedy exis-
tuje funkce f taková, že FN = f(S1, . . . , SN). Dále zaveďme nové označení pro
strategii. Pro všechna n ∈ T platí

ψn vyjadřuje množství peněz v portfoliu v čase n,

ϕn vyjadřuje množství podkladového aktiva (akcie) v portfoliu v čase n,

φn vyjadřuje množství derivátu v portfoliu v čase n.

Procesy ψ, ϕ, φ jsou Fn-predikovatelné, jejich hodnotu v čase n tedy určujeme již
na základě informace dostupné v čase n− 1. Pro bohatství odpovídající samofi-
nancovatelné strategii (ψ, ϕ, φ) máme následující rekurentní vztah

Wψ,ϕ,φ
n =Wψ,ϕ,φ

n−1 +ϕn∆Sn + φn∆Fn, n ∈ T .

Tuto formulaci pak můžeme psát v řeči normované strategie, kterou zde budeme
značit (ς, ξ, ζ) a to ve tvaru

Wψ,ϕ,φ
n =Wψ,ϕ,φ

n−1 (1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn), n ∈ T . (2.2)

Pokud se omezíme pouze na strategie s jednotkovým počátečním bohatstvím, má
smysl zavést následující označení

Wξ,ζ
n =

n∏
k=1

(1 + ξk∆Sk + ζk∆Fk), n ∈ T0 .
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Pokud (ψ, ϕ, φ) je nebankrotující samofinancovatelná strategie a (ς, ξ, ζ) je odpo-
vídající normovaná strategie, pak

Wψ,ϕ,φ
n =Wψ,ϕ,φ

0 Wξ,ζ
n , n ∈ T0 .

Naopak Wξ,ζ
n je bohatství v čase n odpovídající nebankrotující samofinancova-

telné strategii ve tvaru (ψ, ϕ, φ)/Wψ,ϕ,φ
0 . Nyní můžeme zavést množinu přípust-

ných strategií jako

P(F) := {(ξ, ζ) ∈ P(F)2;Wξ,ζ
n > 0, n ∈ T}.

Pro strategii (ξ, ζ) ∈P(F) tedy dle definice platí, že je samofinancovatelná, od-
povídající proces bohatství je nebankrotující a počáteční bohatství je jednotkové.

2.0.3 Multiplikativní model

Mějme J = 1, takže na trhu S se zbýváme pouze chováním jediného podkla-
dového aktiva. Předpokládejme nyní, že vývoj ceny aktiva S se řídí vztahem

Sn = Sn−1Xn, n ∈ T,

kde Xn, n ∈ T, jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny nabývající K re-
álných hodnot x1, . . . , xK . Platí pro ně

P(Xn = xk) = pk, pk > 0,
K∑
k=1

pk = 1, k = 1, . . . ,K.

Pak můžeme zformulovat větu, která dává do souvislosti existenci arbitráže na
uvažovaném trhu a specifika vývoje aktiva v multiplikativním modelu.

Věta 9. Jestliže je na trhu S vyloučena arbitráž, pak platí

min
k=1,...,K

xk < 1 < max
k=1,...,K

xk.

Důkaz. Platnost nerovnosti ukážeme sporem. Předpokládejme tedy nejdřív, že je
vyloučena arbitráž a platí minxk ≥ 1. Mějme libovolné m kladné a uvažujme
strategii ϕ1 = (ψ, ϕ) takovou, že ψ = (0, . . . , 0,−m) a ϕ = (0, . . . , 0,m/SN−1).
V čase n−1 si půjčíme částku m a celou ji investujeme do nákupu m/SN−1 akcií.
Hodnota portfolia v časech 0, . . . , N − 1 je zřejmě nulová. Nepotřebujeme tedy
žádný počáteční kapitál. Pro hodnotu portfolia v čase N ale platí

Wϕ1

N = −m+
m

SN−1

SN = −m+
m

SN−1

XNSN−1 = m(XN − 1).

Jelikož však platí maxxk > minxk ≥ 1, dostáváme

P(Wϕ1

N ≥ 0) = P(XN ≥ 1) ≥ P(minxk ≥ 1) = 1,

P(Wϕ1

N > 0) = P(XN > 1) ≥ P(XN = maxxk) = pi > 0,

pro i takové, že maxxk = xi. S nulovým počátečním bohatstvím realizujeme
v čase N s nulovou pravděpodobností ztrátu a s kladnou pravděpodobností zisk,
což je arbitráž. Dospěli jsme tedy ke sporu.
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Nyní na druhou stranu předpokládejme, že platí maxxk ≤ 1 a neexistuje arbitráž.
Mějme strategii ϕ2 = −ϕ1. Díky tomu, že 1 ≥ maxxk > minxk platí následující
vztahy:

Wϕ2

0 = · · · =Wϕ2

N−1 = 0,

Wϕ2

N = m(1−XN),

P(Wϕ2

N ≥ 0) = P(XN ≤ 1) ≥ P(maxxk ≤ 1) = 1 a

P(Wϕ2

N > 0) = P(XN < 1) ≥ P(XN = minxk) = pj > 0,

pro j takové, že minxk = xj. Opět jsme dospěli k arbitráži a tedy ke sporu. Tím
je tvrzení dokázáno.

Ukázali jsme, že akcie musí mít možnost jak poklesu, tak i nárůstu ceny,
abychom se vyhnuli možnosti realizování arbitráže.

2.1 Replikovatelnost finančních toků

Nyní se zaměřme na případ, kdy je na trhu pouze podkladové aktivum mode-
lované procesem (Sn)n∈T0 . Konečná hodnota derivátu F v čase N je definována
jako funkce podkladového aktiva FN = f(S1, . . . , SN). Derivát ale není obchodo-
ván. Chceme určit jeho teoretickou bezarbitrážní (spravedlivou) cenu. Množinu
X z Douglasovy věty definujme jako

X = {1A(Sn − Sn−1);A ∈ Fn−1, n ∈ T}. (2.3)

Pak prvek množiny X vyjadřuje zisk z elementární sázky na růst ceny aktiva za
období (n− 1,n) za podmínky, že nastal jev A ∈ Fn−1.

Tvrzení 10. Uvažujme množinu X definovanou vzorcem (2.3). Pak množina PX
z věty 5 je množinou všech F-martingalových měr procesu S = (Sn)Nn=0.

Důkaz. Na konečném pravděpodobnostním prostoru jsou všechny reálné náhodné
veličiny integrovatelné. Nechť P ∈ PX , pak z platnosti E P[1A(Sn − Sn−1)] = 0
pro všechna A ∈ Fn−1 a n ∈ N dostáváme∫

A
Sn d P =

∫
A
Sn−1 d P, a tedy E P[Sn | Fn−1]

sj
= Sn−1, n ∈ N.

Posloupnost (Sn)Nn=0 je tedy F -martingalem. Pokud S je F -martingal při P, pak
P ∈ PX podobně snadno plyne z definice martingalu.

Prostor X ∗ je pak tvořen lineárními kombinacemi náhodných veličin z {1∪X}.
Tedy náhodnými veličinami Y ∈ L1(P) pro všechna P ∈ PX , které jsou ve tvaru

Y = C +
N∑
n=1

Hn(Sn − Sn−1), (2.4)

kde C je konstanta a Hn je lineární kombinace indikátorů jevů z Fn−1. Proces
Hn je Fn−1-adaptovaný, tedy Fn-predikovatelný.

Nyní můžeme zformulovat větu, která nám říká, které budoucí finanční toky Y
jsou replikovatelné. Lze ji vnímat jako určité zjednodušení věty zvané Martingale
representation theorem, viz Oksendal (2013, str. 53, Theorem 4.3.4).
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Věta 11 (O replikaci). Nechť (Ω,A) je měřitelný prostor, X množina reálných
náhodných veličin definovaná (2.3) a X ∗ vektorový prostor generovaný 1 a X .
Buď PX množina martingalových měr procesu S = (Sn)Nn=0. Nechť P ∈ PX , pak:

1. pro všechna Y ∈ X ∗ a m ∈ T0 existuje Hn ∈ A(Fn↑) takový, že platí

E P[Y | Fm]
sj
= E P[Y ] +

m∑
n=1

Hn(Sn − Sn−1), (2.5)

2. pro všechna Y ∈ X ∗ existuje Hn ∈ A(Fn↑) takový, že platí

Y
sj
= E P[Y ] +

N∑
n=1

Hn(Sn − Sn−1).

Důkaz. 1. Mějme míru P ∈ PX . Všechny střední hodnoty uvažujeme vůči
této míře. Nechť Y ∈ X ∗, pak ze vztahu (2.4) pro všechna m ∈ T0 platí
následující

E [Y | Fm] = E
[
C +

N∑
n=1

Hn(Sn − Sn−1)

∣∣∣∣Fm ]

= C +
m∑
n=1

Hn(Sn − Sn−1) + E
[ N∑
n=m+1

Hn(Sn − Sn−1)

∣∣∣∣Fm ].
Když se však nyní podíváme na poslední sčítanec, tak zjistíme, že je skoro
jistě nulový, protože platí

E
[ N∑
n=m+1

Hn(Sn − Sn−1)

∣∣∣∣Fm ] =
N∑

n=m+1

E
[
Hn(Sn − Sn−1)

∣∣Fm]
=

N∑
n=m+1

E
[
Hn E

[
(Sn − Sn−1)

∣∣Fn−1

]∣∣∣Fm]
a z martingalové vlastnosti plyne, že E [(Sn − Sn−1) | Fn−1]

sj
= 0. Navíc

volbou m = 0 získáme

E [Y ] = E [Y | F0] = C.

Celkově tedy dostáváme

E [Y | Fm]
sj
= E [Y ] +

m∑
n=1

Hn(Sn − Sn−1).

2. Mějme Y ∈ X ∗. Z uzavřenosti množiny X ∗ plyne existence posloupnosti
(Y (k))k∈N takové, že Y (k) konverguje absolutně v L1 k Y . Náhodná veličina
Y (k) náleží do množiny X ∗, takže dle (2.4) ji lze pro všechna k ∈ N vyjádřit
jako

Y (k) = C(k) +
N∑
n=1

H(k)
n (Sn − Sn−1).
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Z první části dokazované věty můžeme rozdílem (2.5) pro m = n a (2.5)
pro m = n− 1 získat rovnost

E [Y (k) | Fn]− E [Y (k) | Fn−1] = H(k)
n (Sn − Sn−1), n ∈ T, (2.6)

skoro jistě. Z lemmat 6 a 7 dostáváme pro n ∈ N libovolné pevné implikaci

Y (k) konverguje absolutně v L1 k Y =⇒ E [Y (k) | Fn]
sj−→ E [Y | Fn].

Z toho plyne konvergence

E [Y (k)| Fn]− E [Y (k)| Fn−1]→ E [Y | Fn]− E [Y | Fn−1], n ∈ T (2.7)

skoro jistě. Náhodná veličina H(k)
n je tedy skoro jistě určena vztahem (2.6).

Definujme náhodnou veličinu Hn jako

Hn := lim
k→∞

H(k)
n 1En , kde En = {ω ∈ Ω : ∃ lim

k→∞
H(k)
n (ω) ∈ R, n ∈ T} (2.8)

Označme N := {A ∈ A; P(A) = 0} množinu všech nulových množin. Dále
definujme množiny

N1 := {ω ∈ Ω; (2.6) neplatí v bodě ω} ∈ N ,
N2 := {ω ∈ Ω; (2.7) neplatí v bodě ω} ∈ N ,
F := {ω ∈ Ω;Sn(ω) = Sn−1(ω)}.

Nyní vezměme libovolné pevné ω ∈ Ω \ (N1 ∪N2 ∪ F ). Pak platí rovnost

H(k)
n (ω) =

E [Y (k) | Fn](ω)− E [Y (k) | Fn−1](ω)

Sn(ω)− Sn−1(ω)
.

Dále pro toto ω platí i vztah

Hn(ω)[Sn(ω)− Sn−1(ω)] = lim
k→∞

H(k)
n (ω)[Sn(ω)− Sn−1(ω)].

Pro ω ∈ F na každé straně rovnosti násobíme nulou a na volbě Hn(ω) (resp.
H

(k)
n (ω)) tedy nezáleží, rovnost platí triviálně. Tím jsme ukázali platnost

předchozího vztahu pro ω ∈ Ω \ (N1 ∪N2). Vezměme tedy libovolné pevné
ω ∈ Ω \ (N1 ∪N2). Jelikož ω 6∈ N1, dostáváme ze vztahu (2.6), že

lim
k→∞

H(k)
n (ω)[Sn(ω)− Sn−1] = lim

k→∞
E [Y (k) | Fn](ω)− E [Y (k) | Fn−1](ω),

a protože ω 6∈ N2, dostáváme ze vztahu (2.7), že

lim
k→∞

E [Y (k) | Fn](ω)−E [Y (k) | Fn−1](ω) = E [Y | Fn](ω)−E [Y | Fn−1](ω).

Protože N1 ∪N2 ∈ N , dostáváme tak rovnost

Hn(Sn − Sn−1)
sj
= E [Y | Fn]− E [Y | Fn−1].
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Sečtením přes všechna n = 0,1, . . . , N dostaneme

N∑
n=1

Hn(Sn − Sn−1)
sj
=

N∑
n=1

(E [Y | Fn]− E [Y | Fn−1])

sj
= E [Y | FN ]− E [Y | F0]. (2.9)

Náhodná veličina Y je FN -měřitelná, jelikož X ∗ ⊂ L1(Ω,FN ,P), a tedy
i X ∗ ⊂ L1(Ω,FN ,P). Platí pro ni tedy E [Y | FN ] = Y .

Z první části věty 11 a lemmatu 2 dostáváme

C(k) sj
= E [Y (k)]

sj
= E [Y (k) | F0]

k→∞−→ E [Y | F0]
sj
= E [Y ].

Součet (2.9) je tedy ve tvaru

N∑
n=1

Hn(Sn − Sn−1)
sj
= Y − E [Y ],

což je dokazované tvrzení.

Tato věta spolu s větou 5 (Douglasova) nám dává návod, které náhodné ve-
ličiny Y jsme schopni replikovat. Předpokládejme existenci míry P takové, že
proces ceny aktiva (Sn)n∈T0 je martingal vůči P. Pokud je P krajním bodem
množiny všech martingalových měr PX (zaručeno to máme například v případě,
že je množina jednoprvková), pak dle věty 5 je množina X ∗ hustá v L1(P). Navíc
z věty 11 víme, že dokážeme replikovat každou náhodnou veličinu Y z uzávěru
množiny X ∗. Spojením těchto dvou informací získáme fakt, že dokážeme repliko-
vat (tedy spravedlivě ocenit) každou náhodnou veličinu Y z L1(P), kde míra P je
krajním bodem množiny všech martingalových měr procesu (Sn)n∈T0 .

2.2 Optimální obchodování

V této podkapitole budeme předpokládat, že se na trhu obchoduje jak podkla-
dové aktivum (Sn)n∈T0 , tak i finanční derivát (Fn)n∈T0 . Budeme zabývat hledáním
optimální obchodní strategie. Ukážeme souvislost existence takovéto strategie
s existencí martingalové míry. Optimální strategií rozumíme takovou strategii,
která maximalizuje střední očekávaný užitek investora. Abychom se tedy mohli
zabývat optimálním obchodováním, potřebujeme zavést pojem užitkové funkce.

Definice 17. Funkci u(x) ∈ C2(σ,∞), σ ∈ [−∞,∞) nazveme užitková funkce,
pokud je rostoucí a konkávní.

Pro užitkovou funkci tedy platí, že její první derivace je kladná a druhá de-
rivace je nekladná. V této práci se budeme zabývat pouze užitkovými funkcemi
s konstantní hyperbolickou averzí vůči riziku. Pro tyto užitkové funkce se užívá
zkratka HARA z anglického Hyperbolic Absolute Risk Aversion.
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Definice 18. Užitkovými funkcemi třídy HARA na (0,∞) rozumíme funkce

uγ(x) =
1

γ
xγ, γ < 0,

uγ(x) = lnx, γ = 0,

uγ(x) =
1

γ
xγ, γ ∈ (0,1].

Užitkové funkce třídy HARA jsou užitkovými funkcemi dle definice 17, neboť
pro jejich derivace pro všechna γ ∈ (−∞,1] platí

u′γ(x) = xγ−1 > 0,

u′′γ(x) = (γ − 1)xγ−2 ≤ 0,

jelikož x ∈ (0,∞) a (γ−1) ≤ 0. Definujme-li nosič podmíněné pravděpodobnostní
míry jako

VP
n := supp P∆Sn,∆Fn|Fn−1 ,

pak pro ω ∈ Ω máme

VP
n(ω) = {(s,f) ∈ R2; P(∆Sn = s,∆Fn = f | Fn−1)(ω) > 0}.

Nyní můžeme zavést označení pro definiční obor užitkové funkce třídy HARA
v čase n jako

DP
n :=

⋂
(s,t)∈VP

n

{(x,y) ∈ R2 : 1 + sx+ fy > 0, x,y ∈ L(Fn−1)}.

2.2.1 Logaritmická užitková funkce

Nyní se budeme zabývat hledáním optimální obchodní strategie při volbě lo-
garitmické užitkové funkce, jakožto speciální případ užitkové funkce třídy HARA.
Speciálním předpokladem pro tuto podkapitolu bude omezený střední očekávaný
užitek bohatství v koncovém čase N . Pro zjednodušení zápisu dále označme

θP
n := sup

(ξn,ζn)∈DP
n

E P[ln(1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn) | Fn−1], n ∈ T,

ΘP := sup
(ξ,ζ)∈P(F)

E P ln(Wξ,ζ
N ).

Náš předpoklad můžeme v tomto značení přepsat jako ΘP <∞.

Tvrzení 12. Nechť pro všechna n ∈ T existují (ξ∗, ζ∗) ∈ P(F) takové, že pro
všechna (ξ, ζ) ∈P(F) platí

E [ln(1 + ξ∗n∆Sn + ζ∗n∆Fn)] ≥ E [ln(1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn)]

Pak strategie (ξ∗n, ζ
∗
n)n∈T maximalizuje E [ln(Wξ,ζ

N )].

Důkaz. Díky vlastnostem logaritmu dostáváme z (2.2) vztah

ln(Wξ,ζ
N ) = ln(Wξ,ζ

0 ) +
N∑
n=1

ln(1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn).
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Ze základních vlastností střední hodnoty a z předpokladu Wϕ,φ
0 = 1 dostáváme

z předchozího vzorce pro očekávaný střední užitek vztah

E [ln(Wξ,ζ
N )] =

N∑
n=1

E [ln(1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn)]. (2.10)

Pokud nyní chceme maximalizovat střední užitek bohatství po N obdobích, mů-
žeme úlohu rozdělit a řešit samostatně pro každé období.

Lemma 13. Pokud ΘP <∞, pak θP
n

sj
<∞ pro všechna n ∈ T.

Důkaz. Platnost lemmatu ukážeme sporem. Vyjdeme ze vztahu (2.10) a dostá-
váme

E ln(Wξ,ζ
N ) =

N∑
n=1

E ln

(
1 +

ϕn

Wξ,ζ
n−1

∆Sn +
φn

Wξ,ζ
n−1

∆Fn

)
. (2.11)

Předpokládejme, že existuje m ∈ T takové, že θP
m = ∞ s kladnou pravděpodob-

ností. Tedy existuje ω ∈ Ω s P{ω} > 0 takové, že θP
m(ω) =∞. Pak ovšem existuje

posloupnost ξ(k), ζ(k) ∈ DP
m taková, že

ϑ(k)
m := E P[ln(1 + ξ(k)∆Sm + ζ(k)∆Fm) | Fm−1](ω)

k→∞−→ ∞.

Buď A ∈ Fm−1 atom kladné míry takový, že ω ∈ A. Pak volíme strategii (ξ[k], ζ [k])
tak, že

ξ[k]
n := 1[n=m]1Aξ

(k), ζ [k]
n := 1[n=m]1Aζ

(k), n ∈ T .

Protože A ∈ Fm−1 platí dle předpokladu, máme ξ[k]
n , ζ

[k]
n ∈ L(Fn−1) pro všechna

n ∈ T, tedy celkově (ξ[k], ζ [k]) ∈ P(F). Při této volbě strategie se nám suma na
pravé straně vztahu (2.11) redukuje pouze na jediný člen a my pak máme

ΘP ≥ E ln(Wξ[k],ζ[k]

N ) = E [ln(1 + ξ(k)∆Sm + ζ(k)∆Fm);A]
k→∞−→ ∞,

tedy ΘP =∞, což je spor s předpokladem.

Lemma 14. Mějme nějaké ω ∈ Ω s P{ω} > 0 a nechť θP
n (ω) < ∞. Pak existují

(ξ, ζ) ∈ DP
n(ω) takové, že E [ln(1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn) | Fn−1](ω) = θP

n (ω) a platí

0
sj
= E

[
∆Sn

1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn

∣∣∣∣Fn−1

]
(ω), (2.12)

0
sj
= E

[
∆Fn

1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn

∣∣∣∣Fn−1

]
(ω). (2.13)

Důkaz. Buďte (ξ(k), ζ(k))∞k=1 ∈ (DP
n)N takové, že

ϑ(k)
n = E [ln(1 + ξ(k)∆Sn + ζ(k)∆Fn) | Fn−1](ω)

k→∞→ θP
n (ω).

Pokud posloupnost (ξ(k), ζ(k))∞k=1 má hromadný bod1 (ξn, ζn) ∈ R2, pak můžou
nastat dvě možnosti.
1Posloupnost (ξ(k), ζ(k))∞k=1 má hromadný bod (ξn, ζn) ∈ R2 například v modelu, kdy na trhu

není možnost půjčování peněz a prodejů nakrátko. Investovat lze pouze aktuální bohatství, tedy
ϕn, φn ∈ [0,Wn−1]. Pro normovanou strategii pak platí ξn, ζn ∈ [0,1], neboli DP

n ⊆ [0,1]2. Jelikož
je pak posloupnost (ξ(k), ζ(k))∞k=1 ohraničená, tak můžeme vybrat konvergentní podposloupnost
(ξ(nk), ζ(nk))∞k=1, nk ∈ N, která má hromadný bod (ξn, ζn).

18



1. Bod (ξn, ζn) náleží do množiny DP
n(ω). Pak je tento bod bodem maxima,

tedy platí

E [ln(1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn) | Fn−1](ω) = θn(ω).

Nyní ukážeme, že to znamená splnění podmínek (2.12, 2.13). Pracujeme na
konečném pravděpodobnostním prostoru, tedy střední hodnota je konečná
suma. Proto můžeme změnit pořadí střední hodnoty a derivace. První parci-
ální derivace jsou tvaru (2.12, 2.13). Máme tedy hladkou funkci na DP

n(ω),
která nabývá svého suprema. Bod (ξn, ζn), ve kterém se tohoto suprema
nabývá tedy musí být stacionárním bodem.

2. Pokud (ξn, ζn) ∈ R2 \ DP
n(ω), je to bod na hranici DP

n(ω). Pak existují
(s,f) ∈ VP

n(ω) takové, že 1 + ξns+ ζnf = 0. To ovšem znamená konvergenci

1 + ξ(k)s+ ζ(k)f
k→∞→ 0, tedy ln(1 + ξ(k)s+ ζ(k)f)

k→∞→ −∞.

V součtu na pravé straně rovnosti

ϑ(k)
n =

∑
(s,t)∈VP

n(ω)

ln(1 + ξ(k)s+ ζ(k)f)P[∆Sn = s,∆Fn = f | Fn−1](ω)

alespoň jeden sčítanec konverguje k −∞ a zbytek jsou konečné hodnoty.

Takže platí ϑ(k)
n

k→∞→ −∞. Avšak dle předpokladu θP
n (ω) > −∞, takže

ϑ
(k)
n nekonverguje k θP

n (ω), čímž dostáváme spor s předpokladem v úvodu
důkazu.

Nyní se podívejme na případ, kdy posloupnost (ξ(k), ζ(k))∞k=1 nemá hromadný
bod (ξn, ζn) ∈ R2. Zaveďme nyní pro tuto posloupnost vyjádření v polárních
souřadnicích

ξ(k) = zk cosλk, zk ∈ (0,∞),

ζ(k) = zk sinλk, λk ∈ [0, 2π].

Z Bolzanovy-Weierstrassovy věty plyne, že z omezené posloupnosti (λk)
∞
k=1 lze

vybrat konvergentní podposloupnost (λnk)
∞
k=1, nk ∈ N, takovou, že

λnk
k→∞→ λ ∈ [0, 2π].

Ale posloupnost (ξ(k), ζ(k))∞k=1 nemá hromadný bod, takže její prvky opouštějí
každou kompaktní množinu. Z toho plyne, že posloupnost zk musí divergovat.
Definujme atom σ-algebry Fn−1 jako Ã := {ω̃ ∈ Ω; P{ω̃} > 0}. Pak pro ω̃ ∈ Ã
dostáváme

0 < 1 + ξ(k)∆Sn(ω̃) + ζ(k)∆Fn(ω̃) = 1 + zk︸︷︷︸
↓
∞

(cos(λk)∆Sn(ω̃) + sin(λk)∆Fn(ω̃))︸ ︷︷ ︸
↓

(cos(λ)∆Sn(ω̃)+sin(λ)∆Fn(ω̃))

.

Pokud nyní platí (cos(λ)∆Sn(ω̃) + sin(λ)∆Fn(ω̃)) < 0 pro ω̃ ∈ Ã, tak dostáváme

0 < (1 + ξ(k)∆Sn(ω̃) + ζ(k)∆Fn(ω̃))→ −∞,
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což by byl spor. Proto tedy platí

cos(λ)∆Sn(ω̃) + sin(λ)∆Fn(ω̃) ≥ 0, ω̃ ∈ Ã.

Avšak případ, kdy (cos(λ)∆Sn(ω̃) + sin(λ)∆Fn(ω̃)) > 0 platí na Ã, vede k arbit-
ráži, protože za každých okolností s kladnou pravděpodobností realizujeme zisk
bez rizika ztráty. Zůstává nám tedy pouze případ, kdy

cos(λ)∆Sn(ω̃) + sin(λ)∆Fn(ω̃) = 0, ω̃ ∈ Ã.

Bez újmy na obecnosti předpokládejme sin(λ) 6= 0. Pak dostáváme vyjádření
∆Fn(ω̃) = − cotg(λ)∆Sn(ω̃), tedy v n-tém obdobní je jedno, zda budeme in-
vestovat pouze do podkladového aktiva nebo i do derivátu. Můžeme to vyjádřit
vztahem

0 < 1 + ξ(k)∆Sn(ω̃) + ζ(k)∆Fn(ω̃) = 1 + η(k)∆Sn(ω̃), ω̃ ∈ Ã.

Pokud ∆Sn(ω̃) = 0, pak platí ∆Sn(ω)
sj
= 0 pro ω ∈ A a rovnosti (2.12, 2.13) platí.

Pokud η(k) má hromadný bod ∞, pak ∆Sn(ω̃) ≥ 0 pro každé ω̃ ∈ Ã. Pak musí
existovat ω̃ ∈ Ã takové, že uvedená nerovnost platí ostře. Pak dostáváme spor s
předpokladem θP

n (ω) <∞, což vede k potenciálně neomezenému bohatství, tedy
arbitráži. Pokud má η(k) hromadný bod −∞, tak opět dojdeme k arbitráži. Pokud
má η(k) hromadný bod reálný, tak v bodě (η(k),0) se nabývá θP

n (ω) a podmínky
(2.12, 2.13) platí.

Tvrzení 15. Nechť ΘP < ∞, pak existují normované strategie (ξ, ζ) ∈ P(F)
takové, že E ln(Wξ,ζ

N )) = ΘP a pro všechna n ∈ T platí

0
sj
= E

[
∆Sn

Wξ,ζ
n

∣∣∣∣Fn−1

]
, 0

sj
= E

[
∆Fn

Wξ,ζ
n

∣∣∣∣Fn−1

]
.

Důkaz. Předpokládejme ΘP <∞, pak z lemmatu 13 plyne θP
n

sj

≤ ∞ pro všechna
n ∈ T. Z lemmatu 14 plyne pro každé n ∈ T existence (ξn, ζn) ∈ DP

n takových, že
splňují podmínky (2.12, 2.13) a platí E [ln(1+ξn∆Sn+ζn∆Fn)Fn−1](ω) = θP

n (ω).
Uvažujme nyní strategie (ϕ, φ) ∈P(F) takové, že

ϕn := ξnWξ,ζ
n−1, φn := ζnWξ,ζ

n−1, n ∈ T .

Ze vztahů (2.12, 2.13) využitím vyjádření (2.2) a toho, že Wξ,ζ
n−1 ∈ A(Fn−1)

dostáváme

E

[
∆Sn

Wξ,ζ
n

∣∣∣∣Fn−1

]
sj
=

1

Wξ,ζ
n−1

E

[
∆Sn

1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn

∣∣∣∣Fn−1

]
sj
= 0,

E

[
∆Fn

Wξ,ζ
n

∣∣∣∣Fn−1

]
sj
=

1

Wξ,ζ
n−1

E

[
∆Fn

1 + ξn∆Sn + ζn∆Fn

∣∣∣∣Fn−1

]
sj
= 0.

Ukázali jsme tedy, že pro logaritmickou užitkovou funkci z předpokladu ome-
zeného středního užitku plyne existence takové strategie, která maximalizuje oče-
kávaný střední užitek.
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2.2.2 Ekvivalentní martingalová míra

V této podkapitole budeme střední hodnotu E [u′γ(Wξ,ζ
n ) | Fn−1] brát jako

funkci proměnných (ξ,ζ) ∈ P(F). Dále budeme předpokládat, že existuje staci-
onární bod této funkce. Ukážeme, že pak existuje martingalová míra. Definujme
nyní

ω(k)
n (i) = ω(i), i 6= n,

= k, i = n.

Vektor ω(k)
n tedy reprezentuje takový vývoj, kdy v čase n nastane k-tý scénář

a v časech i = 1,2, . . . , n− 1 je vývoj libovolný. Definujme náhodnou veličinu

πn(ω) = ωn, n ∈ T .

Označme dále odpovídající náhodné veličiny (tedy se zafixovanou realizací k-tého
scénáře v n-tém období)

∆S(k)
n (ω) = ∆Sn(ω(k)

n ),

∆F (k)
n (ω) = ∆Fn(ω(k)

n ),

W(k)
n (ω) =Wn−1(ω)(1 + ξn(ω)∆S(k)

n (ω) + ζn(ω)∆F (k)
n (ω)).

Náhodné veličiny ∆S
(k)
n a ∆F

(k)
n závisí pouze na vývoji v prvních n− 1 obdobích,

jelikož platí vztah

∆F (k)
n (ω) = Fn(ω(k)

n )− Fn−1(ω(k)
n ) = Fn(ω(k)

n )− Fn−1(ω), (2.14)

kde Fn−1 je Fn−1-měřitelné a Fn(ω
(k)
n ) má zafixovanou realizaci k-tého scénáře

v čase n, je závislé jen na prvních n− 1 obdobích. Obdobný vztah platí i pro
∆S

(k)
n . Veličiny ξn a ζn jsou Fn-predikovatelné a tedy Fn−1-měřitelné. Jelikož

také Wn−1 ∈ L(Fn−1), je náhodná veličina W(k)
n rovněž Fn−1-měřitelná.

Lemma 16. Nechť pro nějaké n ∈ T existují ξ, ζ ∈P(F) takové, že jsou splněny
podmínky

0
sj
= E [u′γ(Wξ,ζ

n )∆Sn | Fn−1], (2.15)

0
sj
= E [u′γ(Wξ,ζ

n )∆Fn | Fn−1]. (2.16)

Pak existují Fn−1-měřitelné pravděpodobnostní váhy q(k)
n (ω) takové, že platí

Sn−1(ω) =
K∑
k=1

q(k)
n (ω)S(k)

n (ω),

Fn−1(ω) =
K∑
k=1

q(k)
n (ω)F (k)

n (ω).

Důkaz. Platnost tvrzení ukážeme pro derivát (Fn). Pro podkladové aktivum (Sn)
platí opět obdobné vztahy. Definujme náhodnou veličinu

V (k)
n (ω) := u′γ(W(k)

n (ω))P(πn = k | Fn−1)(ω), n ∈ T,
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která je Fn−1-měřitelná, protože W(k)
n (ω) ∈ L(Fn−1). Jelikož náhodné veličiny

W(k)
n a ∆F

(k)
n jsou Fn−1-měřitelné a jsou to diskrétní náhodné veličiny s K-

prvkovou množinou elementárních jevů, můžeme střední hodnotu (2.16) pro každé
n ∈ T přepsat jako

0
sj
=

K∑
k=1

u′γ(W(k)
n (ω))∆F (k)

n (ω)P(πn = k | Fn−1)(ω) =
K∑
k=1

V (k)
n (ω)∆F (k)

n (ω).

Využitím vztahu (2.14) dostáváme

0
sj
=

K∑
k=1

V (k)
n (ω)F (k)

n (ω)− Fn−1(ω)V (k)
n (ω),

0
sj
=

K∑
k=1

V (k)
n (ω)F (k)

n (ω)− Fn−1(ω)
K∑
k=1

V (k)
n (ω).

Celkově tedy dostáváme vztah

Fn−1(ω)
sj
=

∑K
k=1 V

(k)
n (ω)F

(k)
n (ω)∑K

k=1 V
(k)
n (ω)

=
K∑
k=1

q(k)
n (ω)F (k)

n (ω),

kde q(k)
n (ω) jsou váhy definované jako

q(k)
n (ω) =

V
(k)
n (ω)∑K

j=1 V
(j)
n (ω)

. (2.17)

Tyto váhy jsou zřejmě pravděpodobnostní a z Fn−1-měřitelnosti V (k)
n (ω) plyne

také Fn−1-měřitelnost vah.

V případě, kdy máme logaritmickou užitkovou funkci a předpokládáme ome-
zený střední očekávaný užitek, můžeme použít tvrzení 15. To nám zaručí splnění
předpokladů lemmatu 16, ze kterého plyne existence pravděpodobnostních vah
(2.17). Použijeme-li tento postup v každém z N období, pak můžeme definovat
pravděpodobnostní míru

Q{ω} :=
∏
n∈T

qn(ω), kde qn(ω) = q(k)
n (ω), kde k = ωn.

Procesy (Sn)n∈T0 a (Fn)n∈T0 jsou pak F -martingaly vůči míře Q.
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3. Spojitý model
Máme indexovou množinu T ⊂ R takovou, že T = [0,N ], N ∈ (0,∞). Před-

pokládáme, že proces ceny zboží S = (St)t∈T na trhu S je po částech konstantní
cadlag proces. Časy skoků jsou události Poissonova rozdělení s parametrem λ.
Skoků je konečně mnoho a jsou to Markovské časy 0 = τ0 < τ1 < · · · < N vůči
filtraci F , které definujeme jako

τk := inf{t > τk−1;St 6= St−} ∧N. (3.1)

3.1 Jednoduché a zprava spojité procesy

Definice 19. Reálný náhodný proces H = (Ht)t∈T nazveme jednoduchý, pokud
existuje rostoucí posloupnost (dk)

n
k=0, n ∈ N taková, že d0 = 0, dn = N a platí

Ht =
n∑
k=1

Hdk1[dk−1<t≤dk], t ∈ T.

Definice 20. Náhodný proces H definovaný na pravděpodobnostním prostoru
(Ω,A,P) nazveme F-jednoduchý, pokud existuje D = {dk}nk=0 z definice 3.1 ta-
ková, že H je D-jednoduchý a Hdk ∈ L(Fdk−1

) pro všechna k = 1, . . . ,n. Pak
také říkáme, že H je (F , D)-jednoduchý proces. Množinu všech F -jednoduchých
procesů značíme S (F).

Poznámka. Každý F -jednoduchý proces je také F -predikovatelný.

Uveďme nyní tvrzení, které lze najít v publikaci Cont a Tankov (2003, Pro-
position 8.1).

Tvrzení 17. Nechť S = (St)t∈T je F-martingal, H je F-jednoduchý proces
a Mt =

∫ t
0
H dS je integrovatelný proces. Pak proces (Mt)t∈T je F-martingal.

Důkaz. Proces H je F jednoduchý, je tedy tvaru popsaného v definicích 19 a 20.
Martingalovou vlastnost procesu M ukážeme pouze na intervalu [dk−1,dk]. Pro
každé dk−1 ≤ s ≤ t ≤ dk máme vyjádření∫ t

s
H dS = Hdk(St − Ss).

Proces M je integrovatelný a náhodná veličina Hdk je Fdk−1
-měřitelná dle před-

pokladu z definice 20. Pak můžeme psát

E [Mt −Ms| F s] = E [
∫ t
s
H dS | F s] = H E [St − Ss| F s]

sj
= 0.

Z definice procesu M je patrné, že platí Mt ∈ A(F t). Proces M je tedy F -
martingal.

Věta 18. Buď X = (Xt)t∈T zprava spojitý po částech konstantní proces. Pak
kanonická filtrace procesu X je zprava spojitá, tj. FXt = FXt+, t ∈ T .
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Důkaz. Připomeňme definici FXt+. Pro t ∈ T máme

FXt+ =
⋂

s∈T :s>t

FXs , pokud t ∈ [0,N),

= FXt , pokud t = N.

Takže platí FXN = FXN+ a pro t ∈ [0,N) máme FXt ⊆ FXt+. Zbývá ukázat, že platí
i opačný vztah. Mějme t ∈ [0,N) a A ∈ FXt+. Volme n0 takové, že t + 1/n0 ≤ N .
Pak limitu zprava filtrace můžeme vyjádřit jako

A ∈ FXt+ =
⋂
n≥n0

FX
t+ 1

n
.

Pro kanonickou filtraci procesu X platí

FXr = σ(Xs; s ≤ r) = {[(Xs)0≤s≤r ∈ B];B ∈ B(R)⊗[0,r]}.

Z předchozích dvou vztahů plyne existence posloupnosti Bn ∈ B(R)⊗[0,t+1/n],
n ≥ n0, takové, že

A = [(Xs; 0 ≤ s ≤ t+ 1/n) ∈ Bn]. (3.2)

Protože Xs∧t ∈ L(FXt ) kdykoli s ∈ [0,N ], platí pro n ≥ n0

An := [(Xs∧t; 0 ≤ s ≤ t+ 1/n) ∈ Bn] ∈ FXt . (3.3)

Důkaz tvrzení bude dokončen jakmile ukážeme rovnost

A = lim inf
n→∞

An ∈ FXt , t ∈ [0,N) (3.4)

Mějme libovolné ω ∈ Ω. Pak definujme τ(ω) := inf{r ≥ t;Xr(ω) 6= Xt(ω)}.
Platí τ(ω) > t, neboť trajektorie procesu X jsou zprava spojité a po částech
konstantní. Pak ovšem existuje n1 = n1(ω) ≥ n0 takové, že τ(ω) > t+ 1/n1 a my
pro n ≥ n1(ω) dostáváme, že

(Xs∧t; 0 ≤ s ≤ t+ 1/n) = (Xs; 0 ≤ s ≤ t+ 1/n).

Pak ovšem z (3.2, 3.3) máme lim infn→∞ 1An(ω) = 1A(ω) a jelikož ω bylo libo-
volné, dostáváme tak požadovanou rovnost (3.4), která dokončuje důkaz toho, že
každé A ∈ FXt+ pro t ∈ [0,N), je prvkem FXt .

Definice 21. Mějme T ⊂ R a filtraci (F t)t∈T . Zobrazení τ : Ω → T ∪ {∞}
nazveme markovský čas filtrace (F t)t∈T (značíme MČ(F)), když [τ ≤ t] ∈ F t
platí pro každé t ∈ T . Pokud je τ markovský čas kanonické filtrace náhodného
procesu X, pak τ nazýváme markovský čas procesu X.

Následující věta je uvedena v publikaci Kallenberg (2006, Theorem 6.29), kde
je k nalezení i její důkaz.

Věta 19 (Optional Sampling Theorem). Buď (Ω,A,P) pravděpodobnostní pro-
stor, na něm (F t)t∈T zprava spojitá filtrace. Nechť X = (Xt)t∈T je zprava spojitý
F-martingal a τ, % : Ω→ [0,∞) jsou Markovské časy takové, že τ ≤ % ≤ N . Pak

Xτ
sj
= E [X% | F τ ].
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3.2 Replikovatelnost finančních toků

Definujme množinu X z Douglasovy věty jako

X = {1A(St − Ss);A ∈ F s, 0 ≤ s ≤ t ≤ N}. (3.5)

Prvek množiny X tedy vyjadřuje zisk z elementární sázky na růst ceny zboží
v intervalu (s,t] za podmínky A ∈ F s.

Tvrzení 20. Uvažujme množinu X definovanou vzorcem (3.5). Pak množina PX
z věty 5 je množinou všech F-martingalových měr procesu S = (St)t∈T .

Důkaz. Nechť P ∈ PX , pak z definice plyne X ∈ L1(Ω,A,P) a E P[X] = 0 pro
všechna X ∈ X . Protože je každá centrovaná veličina integrovatelná, dostáváme
potom z (3.5), že

1A(St − Ss) ∈ L1(P), pro všechna A ∈ F s, s,t ∈ T, s ≤ t.

Volbou s = 0 a A = Ω získáme integrovatelnost St pro všechna t ∈ T , jelikož S0

je deterministická, a tedy integrovatelná náhodná veličina. Navíc z platnosti

E P[1A(St − Ss)] = 0, pro všechna A ∈ F s, s,t ∈ T, s ≤ t,

dostáváme∫
A
St d P =

∫
A
Ss d P, a tedy E P[St | F s]

sj
= Ss, s,t ∈ [0,N ], s ≤ t.

Proces (St)t∈T je tedy F -martingalem při P. Pokud S je F -martingal při P, pak
P ∈ PX snadno plyne z definice martingalu.

Pokud M je z lineárního obalu množiny X , pak na intervalu [0,N ] existuje
dělení D = {0 = d0 < · · · < dn = N} a jevy Ak ∈ L(Fdk) takové, že

M =
∑n−1

k=0Ak(Stk−1
− Stk) =

∫ N
0
H dS,

kde H je F -jednoduchý proces takový, že Ht =
∑
Ak1[tk<t≤tk−1]. Prostor X ∗, je

pak tvořen lineárními kombinacemi náhodných veličin z {1∪X}. Tedy náhodnými
veličinami Y , které jsou ve tvaru

Y = C +
∫
T
H dS, (3.6)

kde C je konstanta a H je výše popsaný F -jednoduchý proces.

Nyní můžeme zformulovat větu, která nám říká, které náhodné veličiny Y jsou
replikovatelné.

Věta 21 (O replikaci). Nechť (Ω,A) je měřitelný prostor, X množina reálných
náhodných veličin definovaná (3.5) a X ∗ vektorový prostor generovaný 1 a X ,
jehož prvky jsou definovány (3.6). Buď PX množina martingalových měr procesu
S = (Sn)t∈T a nechť P ∈ PX . Pak pro všechny náhodné veličiny Y z uzávěru
množiny X ∗ v L1(P) existuje reálný jednoduchý proces Ht ∈ A(F t↑) takový, že
platí

Y
sj
= E P[Y ] +

∫
T

H dS.
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Důkaz. Mějme Y ∈ X ∗. Z uzavřenosti množiny X ∗ plyne existence posloupnosti
(Y (n))n∈N takové, že Y (n) konverguje absolutně v L1 k Y (pokud to nesplňuje
přímo posloupnost Y (n), tak lze najít podposloupnost s požadovanými vlast-
nostmi). Z lemmat 6 a 7 plyne konvergence podmíněných středních hodnot

E [Y (n) | G]
sj−→ E [Y | G], kde G ⊆ FN je σ-algebra. (3.7)

Náhodná veličina Y (n) náleží do množiny X ∗, takže dle (3.6) ji lze pro všechna
n ∈ N vyjádřit jako

Y (n) = Z
(n)
N , kde Z

(n)
t := C(n) +

∫
(0,t]

H(n) dS (3.8)

a C(n) ∈ R a H(n) je F -jednoduchý proces kdykoli n ∈ N. Pro hodnotu procesu
Z(n) v čase 0 platí Z(n)

0 = C(n). Proces (St)t∈T je dle předpokladu integrovatelný
zprava spojitý F -martingal vůči P. Pak z tvrzení 17 plyne, že Z(n) je rovněž
zprava spojitý martingal vůči filtraci, která dle věty 18 je také zprava spojitá.
Buďte τ1 < τ2 < · · · ≤ N Markovské časy vůči filtraci F definované vztahem
(3.1). Proces Z(n) tedy splňuje předpoklady Optional Sampling Theorem a pro
všechna n,k ∈ N, τk ≤ N platí

Z(n)
τk

sj
= E [Z

(n)
N | F τk ] = E [Y (n) | F τk ],

z čehož jasně plyne také vztah

E [Z
(n)
N − Z

(n−1)
N | F τk ]

sj
= Z(n)

τk
− Z(n−1)

τk
.

Aplikací Jensenovy nerovnosti dostáváme

E

[∣∣∣Z(n)
N − Z

(n−1)
N

∣∣∣ ∣∣∣∣F τk
]

sj

≥
∣∣∣Z(n)

τk
− Z(n−1)

τk

∣∣∣ .
Z podmínky pro absolutní konvergenci dostaneme využitím předchozího vztahu

∞ > E
∞∑
n=1

∣∣∣Y (n) − Y (n−1)
∣∣∣ =

∞∑
n=1

E E Fτk
∣∣∣Z(n)

N − Z
(n−1)
N

∣∣∣ ≥ ∞∑
n=1

E [Z(n)
τk
− Z(n−1)

τk
].

Pak platí

E
∑
n∈N

∣∣∣Z(n)
τk
− Z(n−1)

τk
− (Z(n)

τk−1
− Z(n−1)

τk−1
)
∣∣∣

≤ E
∑
n∈N

∣∣∣Z(n)
τk
− Z(n−1)

τk

∣∣∣+ E
∑
n∈N

∣∣∣Z(n)
τk−1
− Z(n−1)

τk−1

∣∣∣
≤ 2E

∑
n∈N

∣∣∣Z(n)
N − Z

(n−1)
N

∣∣∣ <∞. (3.9)

Speciálně tedy posloupnost Z(n)
τk −Z

(n−1)
τk je absolutně cauchyovská v L1. Z definic

(3.1, 3.8) dostáváme vyjádření

Z(n)
τk
− Z(n)

τk−1
= H(n)

τk
(Sτk − Sτk−1

),
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které využitím martingalové vlastnosti procesu Z(n) můžeme přepsat jako

E [Y (n) | F τk ]− E [Y (n) | F τk−1
] = H(n)

τk
(Sτk − Sτk−1

), n ∈ N (3.10)

skoro jistě. Spojením vztahů (3.9) a (3.10) máme potom

∞ > 2E
∑
n∈N

∣∣∣Z(n)
N − Z

(n−1)
N

∣∣∣ sj

≥ 2E
∑
n∈N

∣∣∣(H(n)
τk
−H(n−1)

τk
)(Sτk − Sτk−1

)
∣∣∣ ,

a tedy celkově

∞
sj
>
∑
n∈N

∣∣∣(H(n)
τk
−H(n−1)

τk
)(Sτk − Sτk−1

)
∣∣∣ .

Definujme náhodnou veličinu Ht jako

Ht := lim
n→∞

H
(n)
t 1Et , kde Et = {ω ∈ Ω : ∃ lim

n→∞
H

(n)
t (ω) ∈ R, t ∈ T}. (3.11)

Pak Ht ∈ A(F t↑). Pro k ∈ N dostaneme volbou G = F τk ze vztahu (3.7) konver-
genci

Z(n)
τk

= E [Y (n) | F τk ]
n→∞−→ E [Y | F τk ] =: V (k) (3.12)

skoro jistě. Označme N := {A ∈ A; P(A) = 0} množinu všech nulových množin.
Dále definujme množiny

N1 := {ω ∈ Ω; (3.10) neplatí v bodě ω} ∈ N ,

N2 := {ω ∈ Ω; (3.12) neplatí v bodě ω} ∈ N ,

F := {ω ∈ Ω;Sτk(ω) = Sτk−1
(ω)}.

Nyní vezměme libovolné pevné ω ∈ Ω \ (N1 ∪N2 ∪ F ) a k ∈ N. Pak platí

Hτk(ω)
n→∞←− H(n)

τk
(ω) =

Z
(n)
τk (ω)− Z(n)

τk−1(ω)

Sτk(ω)− Sτk−1
(ω)

n→∞−→ V (k)(ω)− V (k)(ω)

Sτk(ω)− Sτk−1
(ω)

.

Dále pro toto ω platí i vztah

Hτk(ω)[Sτk(ω)− Sτk−1
(ω)] = lim

n→∞
H(n)
τk

(ω)[Sτk(ω)− Sτk−1
(ω)].

Pro ω ∈ F na každé straně rovnosti násobíme nulou a na volbě Hτk(ω) (resp.
H

(n)
τk (ω)) tedy nezáleží, rovnost platí triviálně. Tím jsme ukázali platnost předcho-

zího vztahu pro ω ∈ Ω\(N1∪N2). Vezměme tedy libovolné pevné ω ∈ Ω\(N1∪N2).
Jelikož ω 6∈ N1, dostáváme ze vztahu (3.10), že

lim
n→∞

H(n)
τk

(ω)[Sτk(ω)− Sτk−1
(ω)] = lim

n→∞
Z(n)
τk

(ω)− Z(n)
τk−1

(ω),

a protože ω 6∈ N2, dostáváme ze vztahu (3.12), že

lim
n→∞

Z(n)
τk

(ω)− Z(n)
τk−1

(ω) = V (k)(ω)− V (k−1)(ω).

Protože N1 ∪N2 ∈ N , dostáváme tak rovnost

Hτk(Sτk − Sτk−1
)

sj
= E [Y | F τk ]− E [Y | F τk−1

].
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Sečtením přes všechna k = 1,2, . . . dostaneme

∞∑
k=1

Hτk(Sτk − Sτk−1
)

sj
=
∞∑
k=1

(E [Y | F τk ]− E [Y | F τk−1
])

sj
= E [Y | FN ]− E [Y | F0]. (3.13)

Náhodná veličina Y je FN -měřitelná, jelikož platí X ∗ ⊂ L1(Ω,FN ,P), a tedy
i X ∗ ⊂ L1(Ω,FN ,P). Platí pro ni tedy E [Y | FN ] = Y . Díky lemmatu 2 máme
vztah

Y (n) L1−→ Y =⇒ lim
n→∞

E [Y (n)]
sj
= E [Y ].

Dostáváme pak

E [Y (n)]
sj
= E [Y (n) | F0]

n→∞−→ E [Y | F0]
sj
= E [Y ].

Součet (3.13) je tedy ve tvaru

∞∑
k=1

Hτk(Sτk − Sτk−1
)

sj
= Y − E [Y ],

což je dokazované tvrzení.

Poznámka. Měřitelnost Hτk nebudeme dokazovat, pouze poznamenáme hlavní
myšlenku. Nejdříve se ukáže měřitelnost H(n)

τk . Pak využijeme faktu, že množina,
na které konvergují měřitelné náhodné veličiny je rovněž měřitelná. Definujeme-li
na této množině novou náhodnou veličinu Hτk jako limitu posloupnosti měřitel-
ných náhodných veličin H

(n)
τk , pak je náhodná veličina Hτk také měřitelná.
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4. Základní věty oceňování
Věta 22. Nechť existuje ekvivalentní martingalová míra Q. Pak na normalizova-
ném trhu S neexistuje arbitráž.

Důkaz. Viz Shreve (2004, str. 135) nebo Oksendal (2013, str. 256). Mějme ekvi-
valentní martingalovou míru Q a proces bohatství (Wn), pro který platí W0 = 0
a WN je konečná hodnota bohatství v čase N . Podle věty 8 je proces (Wn)
martingalem vůči míře Q a tedy platí

E Q[Wn] = 0, n ∈ T0 . (4.1)

Pro spor nyní předpokládejme, že na trhuM existuje možnost realizování arbit-
ráže, tedy platí P(WN ≥ 0) = 1. Z absolutní spojitosti míry P vůči Q máme

P(WN ≥ 0) = 1⇔ P(WN < 0) = 0⇒ Q(WN < 0) = 0⇔ Q(WN ≥ 0) = 1.
(4.2)

Z (4.1) a (4.2) zřejmě plyne Q(WN = 0) = 1 a opět vzhledem k absolutní
spojitosti měr P a Q platí

Q(WN = 0) = 1 =⇒ Q(WN > 0) = 0 =⇒ P(WN > 0) = 0,

čímž jsme dospěli ke sporu.

Cont a Tankov (2003, str. 303, Proposition 9.2) formulují ve své publikaci
silnější tvrzení.

Věta 23 (Základní věta oceňování aktiv). Na trhu je vyloučena arbitráž právě
tehdy, když existuje martingalová míra Q ekvivalentní s pravděpodobnostní mírou
P.

V jiném znění, ale zato i s důkazem, tuto větu nalezneme v článku Harrison
a Kreps (1979, str. 392, Corollary (a)). Jedna z implikací v této větě je dokázána
ve větě 22. Uveďme i další tvrzení z Cont a Tankov (2003, str. 305, Proposition
9.3). Důkaz lze opět najít v Harrison a Kreps (1979, str. 392, Corollary (c)).

Věta 24 (Druhá základní věta oceňování aktiv). Trh je úplný právě tehdy, když
existuje právě jedna martingalová míra Q ekvivalentní s pravděpodobnostní mírou
P.

Důkaz. V našem kontextu můžeme ukázat, jak tato věta v diskrétním modelu
plyne z Douglasovy věty a věty o replikaci. Buď PX množina martingalových měr
na (Ω,A). Nechť existuje právě jedna pravděpodobnostní míra Q ∈ PX taková,
že Q ∼ P. Můžeme to také zapsat jako PX = {Q}, vidíme tedy, že množina mar-
tingalových měr je v této situaci jednoprvková. Míra Q je tedy zřejmě krajním
bodem množiny martingalových měr a z Douglasovy věty (věta 5) dostáváme, že
množina X ∗ je hustá v L1(Q). Dále z věty o replikaci (věta 11) plyne, že dokážeme
replikovat každou náhodnou veličinu z X ∗ = L1(Q). Díky ekvivalenci měr Q a P
můžeme replikovat každou náhodnou veličinu z L1(P). Jelikož předpokládáme ko-
nečný pravděpodobnostní prostor, můžeme replikovat každou reálnou náhodnou
veličinu. Trh je tedy úplný.
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Nechť existují pravděpodobnostní míry Q1,Q2 ∈ PX takové, že Q1 ∼ Q2 ∼ P
a Q1 6= Q2. Definujme míru R jako konvexní kombinaci měr Q1 a Q2, například

R :=
Q1 + Q2

2
.

Z definice míry R vidíme, že také R ∼ P. Navíc Douglasova věta nám říká, že
množina martingalových měr PX je konvexní, proto také R ∈ PX . Z těchto in-
formací plyne, že pravděpodobnostní míra R není krajním bodem množiny všech
martingalových měr. Pak ale množina X ∗ není hustá v L1(R) a díky ekvivalenci
měr také X ∗ není hustá v L1(P). Z věty o replikaci víme, že dokážeme replikovat
náhodné veličiny z uzávěru X ∗, ale X ∗ 6= L1(P). Takže existuje nějaká náhodná
veličina Y ∈ L1(P) taková, že Y 6∈ X ∗, která tím pádem není replikovatelná
a z toho plyne, že trh není úplný.
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Závěr
V práci jsme zavedli základy teorie martingalů, na které jsme pak založili

stanovení spravedlivé ceny finančního derivátu. V první kapitole jsme dále uvedli
a dokázali Douglasovu větu, jejíž aplikace je později v práci stěžejní.

Ve druhé kapitole jsme pracovali s modelem obchodování v pevně daných
diskrétních časech. Zavedli jsme pojem arbitráže a ukázali jsme, že nutnou pod-
mínkou neexistence arbitráže je možnost jak nárůstu, tak i poklesu ceny aktiva
na trhu. Pak se zabýváme otázkou, kdy dokážeme určit bezarbitrážní cenu finanč-
ního derivátu. Douglasově větě přiřazujeme finanční interpretaci a v souladu s ní
formulujeme větu o replikaci. Spojení těchto dvou vět nám říká, za jakých podmí-
nek dokážeme ocenit dokonce i libovolný derivát. V další části byl zaveden pojem
užitkové funkce třídy HARA, aby bylo možné kvantifikovat užitek. Poté bylo pro
logaritmickou užitkovou funkci, jakožto speciální případ užitkové funkce třídy
HARA, dokázáno, že předpoklad omezeného užitku implikuje existenci optimální
strategie. Pokud taková strategie existuje, pak lze nalézt pravděpodobnostní váhy,
ze kterých je možné sestavit martingalovou míru.

Třetí kapitola byla založena na předpokladu, že ceny aktiva se mění skokově
v náhodných časech. Douglasova věta je interpretována i ve spojitém modelu.
Dále navazují podpůrná tvrzení, která využívá důkaz věty o replikaci. Jsou zde
zavedeny jednoduché procesy a integrál z jednoduchého procesu vůči martingalu.
Následuje věta o replikaci s důkazem pro spojitý model. Poslední kapitola uvádí
základní věty oceňování aktiv, jakožto důsledek Douglasovy věty a věty o repli-
kaci.
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