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Uvod

Prace zkouma ocenovani finan¢nich derivati pomoci nastroju teorie pravdeé-
podobnosti a teorie uzitku. Finané¢ni derivaty existuji na zakladé kontraktu mezi
dvéma stranami, kdy jedna ze stran si kupuje finan¢ni derivat, ktery ji zarucuje
zajisténi proti vykyvim ceny podkladového aktiva. Cena finan¢niho derivatu je
tedy odvozena od hodnoty podkladového aktiva. Nabizi se otazka, v jakém pii-
padé a jak lze spravedlivé ocenit finan¢ni derivat.

V prvni kapitole nejdiive zavedeme zakladni pojmy, které budeme vyuzivat
v dalsich kapitolach. Teoretickym zékladem prace bude Douglasova véta popisu-
jici extremalni body mnoziny pravdépodobnostnich mér vymezenych momento-
vym problémem, kterou uvedeme i s ditkazem. Poté definujeme financ¢ni trh pro
obecnou indexovou mnozinu a stanovime pfedpoklady jeho fungovani.

Ve druhé kapitole se budeme zabyvat diskrétnim modelem. Cenu podklado-
vého aktiva i finan¢niho derivatu budeme zkoumat v pevné danych casovych
okamzicich. Nejdrive zvolime pristup, kdy predpokladame, Ze derivat neni obcho-
dovan a je pouze definovany jako funkce podkladového aktiva. Zformulujeme vétu
fikajici, které derivaty dokazeme replikovat, a tedy i ocenit. Poté budeme pied-
pokladat, ze podkladové aktivum i derivat jsou obchodovany. V tomto pripadé
budeme fesit tlohu hledani optiméalni obchodni strategie a ukazeme jeji souvislost
s ocenovanim aktiv.

Ve treti kapitole udélame krok smérem k obecnéjsimu modelu. Zavedeme pted-
poklad, Ze cena podkladového aktiva a finan¢niho derivatu se méni v ndhodnych
¢asech. Budeme tedy pracovat se spojitym casem. Uvedeme tvrzeni potiebna k
ditkazu nasledujici véty, coz bude véta o replikaci ndhodné veli¢iny ve spojitém
case.

Ctvrta kapitola pak shrnuje predchozi vysledky do obecnych tvrzeni, které
jsou znama jako zékladni véty ocenovani aktiv. Ukazeme souvislost téchto vét
s tvrzenimi formulovanymi v predchozich kapitolach.



1. Martingaly, model trhu

Prvni kapitola obsahuje definice a tvrzeni, ktera nejsou zavisla na indexové
mnoziné. V prvni ¢asti této kapitoly se seznamime se zakladnimi pojmy z teorie
martingali. V dalsi ¢asti kapitoly uvedeme tvrzeni, kterd vyuzijeme pii dokazo-
vani Douglasovy véty.

1.1 Martingaly

Definice 1. Bud (Q2, A, P) pravdépodobnostni prostor a necht 7" C R je ne-
prazdné indexova mnozina. Potom soubor nahodnych veli¢in X = (X;)er tako-
vych, 7ze X; : (2, A) — (R, B(R)), se nazyva ndhodny proces.

Definice 2. Mé&jme ndhodny proces X . Potom pro kazdé w € Q funkei { Xy (w) }rer
nazveme trajektorie procesu X . Pokud je navic mnozina c¢ast T konvexni, fikdme,
ze proces X ma spojité (resp. zleva spojité, zprava spojité) trajektorie, pokud
skoro vSechny trajektorie jsou spojité (resp. zleva spojité, zprava spojité).

Pozndamka. Procesy, které jsou spojité zprava a zleva maji limity, budeme ozna-
covat terminem cadlag. Pokud je indexova mnozina 7' diskrétni, pak vsechny
procesy automaticky povazujeme za spojité, a tedy i cadlag.

Definice 3. Bud (£2,.4) méfitelny prostor a mé&me neprazdnou indexovou mno-
zinu T" C R. Systém o-algeber F = (F;);er takovych, Ze pro vSechna st € T,
s <t plati F, C F; C A, nazveme filtrace.

Je-li X = (X})ser redlny ndhodny proces, pak definujeme jeho kanonickou filtraci
FX = (F)er predpisem

Fi=0(X,s<t,seT), teT.

O procesu X pak fekneme, Ze je adaptovany na filtraci (F)ier, pokud pro kazdé
t € T plati F;* C F,, a v tom piipadé piseme X, € A(F,).

Poznamka. Pro k € N ozna¢me symbolem L (2, A, P) systém nahodnych veli¢in
na pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P) s koneénym k-tym absolutnim mo-
mentem. Zapisem X € L(F) pro F C A rozumime, ze ndhodna veli¢ina X je
méfitelnd viuci o-algebfe F. Déle zkracené piseme L(o(X)) = L(X).

Definice 4. Bud X = (X)) integrovatelny ndhodny proces adaptovany na
filtraci (Fy)ier. Proces X nazveme

e F;-martingal, pokud X, ) (X, | F,
o F,-submartingal, pokud X, 2 E[X; | Fsl,

o F-supermartingal, pokud X SZJ E[X; | Fsl,

pro vSechny s,t € T takové, Ze s < t. Pokud je (F;) kanonickou filtraci procesu
X, pak proces X nazyvame pouze martingal (sub-, super-).



Véta 1. Necht X je Fi-martingal adaptovany vzhledem k filtraci (G;) takové, Ze
FX C G, CF, proviechnat € T. Potom X je martingal vzhledem k filtraci (Gy).

Dukaz. Proces X je ziejmé integrovatelny, jelikoz je F;-martingal. Zbyva pouze
oveérit, ze i pfi podminovani o-algebrou G, s;t € T, s < t, plati pro ndhodny
proces X martingalova vlastnost. Dostavame

E[X:|G)LEE[X, | F]|G)LEIX, |G 2 X,

Druhé rovnost plyne z martingalové vlastnosti procesu X vuadi filtraci (F;). Treti
rovnost pak uz plyne z faktu, ze X, je G5 méfitelna nahodna veli¢ina. m

Jako disledek této véty plati, ze martingal vici libovolné filtraci je vzdy také
martingalem viaci kanonické filtraci, jelikoz je to nejmensi filtrace, na kterou je
proces adaptovan.

Definice 5. Bud X = (X;)ier ndhodny proces a (F;)ier filtrace na (2, .A4).
Definujme Fo, := o(Uger Fy). Pravdépodobnostni miru P na F., nazveme F-
martingalovou mirou procesu X, pokud X je martingal na pravdépodobnostnim
prostoru (2, Fo, P).

Definice 6. Bud F = (F})ser filtrace na (2, F). Definujeme

‘FtT I:F(), t:minT,
=o( |J F), t>infT

s€T:s<t

Rekneme, Ze (Fu)ier je predikabilni filtrace k filtraci F. Proces X = (X;)ier
nazveme F-predikovatelny, pokud je adaptovany na predikabilni filtraci.

Definice 7. Bud F = (F})ier filtrace na (2, F). Definujeme

Fio = ﬂ Fs, kdyzt=inf{s €T :s > t},
s€T:s>t

= F, jinak.

Pak fekneme, Ze filtrace (F;)ier je zprava spojitd, pokud pro kazdé ¢ € T plati
JT"t+ = ./—"t.

1.2 Douglasova véta

Jesté nez uvedeme Douglasovu vétu, méli bychom zminit nékolik pomocnych
tvrzeni, ktera pak vyuzijeme pii dokazovani Douglasovy véty.

Lemma 2. Necht X,,, X € L;(Q,.A,P) pro vsechna n € N. Pak plati

X, "X — lim E[X,] =E[X].

n—o0

Diikaz. 7 Jensenovy nerovnosti a limitnim pfechodem n — oo dostaneme

IE[X,] -E[X]|<E[X, - X]|] - 0. O



Lemma 3. Necht' V' je uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru U
a méjme bod x € U\ V. Pak existuje spojity linedrni funkciondl, ktery je roven
nule na V' a v bodé x je nenulovy.

Vyse uvedené lemma plyne z Hahn-Banachovy véty a dikaz tohoto lemmatu
nalezneme v publikaci |Lukes (2002, str. 23, tvrzeni 2.22).

Lemma 4. Necht F : Li(Q2,A,P) — R je spojity linearni funkciondl a P je
pravdépodobnostni mira. Pak existuje P-skoro jisté ohranicend funkce h takovd,
ze

VX € Ly(P): F(X)=[hXdP.

Douglasova véta s dikazem jsou zaloZeny na jejich formulaci, kterou ve své
praci uvadéji Revuz a Yor| (2013} str. 210).

Véta 5 (Douglas). Necht (2, .A) je méFitelny prostor, X mnoZina redlnjch nd-
hodnijch wvelicin a X* wvektorovy prostor generovany 1 a X. Bud Py mnoZina
pravdépodobnostnich mér P na (2, A) takovd, Ze X C L1(2, A, P) a Ep[X] =0
pro vsechny X € X. Potom Px je konvexni a P je krajni bod P~ pravé tehdy,
kdyz X* je hustd v Ly (P).

Duikaz. Necht jsou splnény predpoklady Douglasovy véty. Méjme Q,,Q, € Px
a A € (0,1). Dikaz pro prehlednost rozdélime na t¥i ¢asti.

1. Ukézeme, ze Py je konvexni mnozina. Necht P = A Q; +(1 — \) Q,. Ziejmé
je P pravdépodobnostni mira a plati

fXdP:fXd()\Q1+(1_)\)Q2):)‘fXdQ1+(1_)‘)fXdQ2

pro vsechna X € X. Soucet na pravé strané je nulovy diky predpokladu, ze
Qq,Qy € Py, tedy i leva strana je nulova a P € Py. Celkem tedy plati, Ze
konvexni kombinace prvkd z mnoziny Py patii opét do Px. Mnozina Py je
konvexni.

2. Necht X* je husta v L (P), P € Py. Nyni ukdZzeme, ze potom P je krajnim
bodem Py. Polozme \y = A\, da=1—XaP =X Q; +X2Qy, A € (0,1). Pro
A € A plati

0= P(A) =M\ Q1(A) + A2 Q2(A) = Q1(A) =0, Q2(A) = 0.

Tedy miry Q; a Q, jsou absolutné spojité miry vzhledem k mife P. Potom
mizeme oznacit Radon-Nikodymovy derivace Q, podle P pro ¢ = 1,2 jako
r; :=dQ, /dP. Pro vSechna A € A plati

Takze plati r; € [0,1/);] P-skoro jisté pro i = 1,2. Vezméme nyni A € A
libovolnou a oznacme ¢ := max{1/A;, 1/ }. Zfejmé 14 € L;(P), takZe exis-
tuje posloupnost ndhodnych veli¢in (Y},),en takova, ze

Y,ex* a v, 2Hq1,



Pak mame

1Y — ]-AH]Ll(Qi) = f|Yn —14[dQ;
:f|Yn—1A|T1dP SCIlYn—lAldP,

kde prava strana konverguje k nule a tedy i leva strana konverguje k nule,
neboli

vy, "%, =12

Pro kazdé Y € X* mlzeme najit vyjadieni Y =y + X, kdey € R, X € X.
Pak
EqlY]=y+Eq[X]=y=y+Eq[X]=Eq,[Y] (1.1)

7 lemmatu [ a vztahu [[.1] dostéavame

Qi(A) =Eq,[14] = lim Eq,[V,] = lim Eq,[V,] = Eq,[14] = Qx(4),

n—oo n—oo

tedy Q; = Q, pro vSechna A € A. Z toho plyne, ze P je krajnim bodem
Px.

. Necht X* neni husta v L, (P), P € Py, tedy uzavér mnoziny X* neni roven
prostoru LL;(P). UkdZeme, Ze pak P neni krajnim bodem Px. Oznaéme
U :=Ly(P) aV := X*. Z lemmat |3| a 4| plyne existence nenulové funkce h
takové, ze je P-skoro jisté ohranicena a plati

VY €Xx*:  [hYdP=0. (1.2)

Vhodnym vynasobenim kladnou konstantou mutizeme dosdhnout toho, ze
—1/2 < h <1/2. Pro A € A definujme

Qi (4) == [,A1+h)dP = [,1dP+ [, hdP,
Qy(4) == [, —h)dP = [,1dP — [, hdP.

Jelikoz 1 € X*, dostavame z ([1.2)) také vztah [hdP = 0. Pak

Q(Q) = [(1+h)dP = [1dP+ [hdP =P(Q) =1,
Qu(Q) = [(1—h)dP = [1dP — [hdP = P(Q) = 1.

Miry Q; a Q, jsou tedy miry pravdépodobnostni. Funkce h je s klad-
nou pravdépodobnosti nenulova, takze P-skoro jisté plati Q; # Q,. Navic
Qq,Q, € Py protoze pro vSechny X € X diky uziti vztahu a predpo-
kladu, ze P € Py, plati

Eqo [X]=[XdQ, = [X(1+h)dP = [XdP+ [ XhdP =0,
Eqo[X]=[XdQ,=[X(1—h)dP=[XdP— [ XhdP =0.

Ukazeme, Ze netrivialni linearni kombinaci mér ; a Q, mizeme ziskat miru
P. Mame

(95%) (4) = [ 14d (B5%) = L [,(1+R) + (1 - h)dP = P(A).

Timto jsme nalezli vyjadieni miry P € Py takové, ze P = (Q; +Q,)/2 a
Q,Qy € Py, ale Q; # Q,. Z toho plyne, ze P neni krajnim bodem mnoziny
Px. O



1.3 Absolutni konvergence v L;

Nyni uvedeme nékolik tvrzeni tykajicich se absolutni konvergence, na které se
pozdéji budeme odkazovat pti dokazovani.

Definice 8. Mé&me X, € L;, n € N. Posloupnost (X, ),en konverguje v L,
absolutné, pokud konverguje v IL; a plati navic

Y E|Xo — X < oc. (1.3)

neN

Lemma 6. Necht G C A je o-algebra a necht X,, konverguje absolutné v, k X.
Pak E [X,, | G] konverguje absolutné v, kE[X | G].

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme podle definice. Nejdiive ukazeme konvergenci v 1L
a poté ovéfime vztah (1.3). Konvergence podminénych stfednich hodnot v I,
plyne z Jensenovy nerovnosti, tedy

0<EE[X,|G-E[X|G]|=E[E[X,-X|d] (1.4)
SEE[X, - X|[G] =E|X, - X[  (L5)

Prava strana konverguje k nule diky predpokladu, ze X, konverguje v IL; k X.
Tedy i E|E[X, | G] —E[X | G]| konverguje k nule a E[X, | G] konverguje v
L, k E[X | G]. Nahradime-li v (1.4} ndhodnou veli¢inu X hodnotou X, 1
a nasledné ziskané nerovnosti secteme pres vSechna n € N, dostaneme platnost
podminky (1.3)). Takze E [X,, | G] konverguje absolutné v L; k E [X | G]. O

Lemma 7. Necht X,, konverguje absolutné v 1L, k X. Pak X, konverguje skoro
gisté k X.

Diikaz. 7 Léviho véty o monoténni konvergenci a predpokladu, ze X,, konverguje
absolutné v Ly, plyne vztah

E [Xpp — Xo| = ) E[Xpi1 — X,| < o

neN neN

Takze nahodna velicina ) | Xn41 — X,,| musi byt koneéna skoro jisté. Diky
tomu je posloupnost (X, ),en skoro jisté cauchyovska, tedy posloupnost konver-
guje skoro jisté k néjaké ndhodné veli¢iné Y. Ale jak konvergence v IL,, tak kon-
vergence skoro jisté, implikuji konvergenci v pravdépodobnosti, a ta ma skoro

jisté jednoznacnou limitu. Dostavame tedy Y 3 x, O

1.4 Model trhu

V této c¢asti je pro obecnou indexovou mnozinu definovan trh, jeho zakladni
vlastnosti a dalsi pojmy, které budeme vyuzivat v diskrétnim a spojitém modelu.

Definice 9. Trh S s J obchodovatelnymi aktivy modelujeme sdruzenym cadlag
procesem aktiv

Sy = (8”,..., 8T,

kde J € Ny, t € T. Trh S nazveme normalizovany, pokud St(o) = 1 pro vSechna
teflT.



Hodnoty St(j) vyjadiuji cenu j-tého zbozi na trhu v case t € T', j = 1,....,J.
Proces St(o) plni funkci bankovniho uc¢tu, kde jsou uloZeny penézni prostredky,
které nejsou investovany do zbylych J aktiv. Predpokladame, Ze se tyto volné
penézni prostiedky netroci, tedy St(o) = S(()O) = 1 pro vSechna t € T'. Neni-li feceno
jinak, budeme dale v praci pfedpokladat, Ze uvazujeme pouze normalizovany trh
S a filtrace F oznacuje filtraci generovanou procesy aktiv (St(J ))teT, g=1....J,

na trhu S.

Definice 10. Investicni strategie (portfolio) investora na trhu S je reprezentovana
(J 4+ 1)-dimenzionalnim vektorem F-predikovatelnych ndhodnych procesti

o= (&, ... oM,

kde J € Ny,t € T. Hodnota ¢§j) vyjadiuje mnozstvi j-tého aktiva drzeného
v portfoliu v case t.

Definice 11. Bohatstvi investora (hodnota portfolia) na uvazovaném trhu S od-
povidajici strategii ¢ definujeme pro vSechny casy t € T" jako

WE =@/ S:.

Definice 12. Strategii ¢ = (¢;)ier na trhu S nazveme nebankrotujici, pokud
odpovidajici hodnota bohatstvi ztistava ve vsech casech kladn4, tj. WY > 0 plati
pro vSsechna t € T.



2. Diskrétni model

V této kapitole budeme uvazovat diskrétni cas s kone¢nym horizontem. Inde-
xovou mnozinu 7' z pfedchozi kapitoly proto volime 7" = Ty = {0,1,2,..., N},
kde N € N. Obchodovani probihd v ¢asech n € Ty. Definujme navic mnozinu
T := {1,2,3,..., N}. Zmény cen aktiv se uskuteciiuji v pevné danych c¢asech
n € T. V kazdém z téchto casovych okamziki mtze pro vyvoj ceny podkladového
aktiva nastat jeden z K moznych scénait. Pak je mnozina elementarnich jevi

Q=1{1,2,...,K}".

Pracujeme tedy s kone¢nym pravdépodobnostnim prostorem, na kterém méame
zarucenou integrovatelnost kazdé realné ndhodné veli¢iny. U vSech definic a tvr-
zeni predpokladame, i bez explicitniho vyjadfeni, splnéni predpokladii modelu,
kterym se kapitola (resp. podkapitola) zabyva. Zacneme s tvrzenimi, které vy-
zaduji nejméné predpoklad a plati na trhu s J aktivy. Pak budeme pridavat
predpoklady a zaméfime se na trhy se dvéma aktivy (resp. s jednim aktivem).
Budeme se zajimat pouze o kanonickou filtraci F redlného ndhodného procesu S,
ktery ma v case 0 predepsanou pevnou hodnotu sy = (s(()l), cee s(()J))T, takze plati

Fo=Fy=1{0,0Q}.

Pozndmka. Mnozinu vSech F-predikovatelnych procesti na T znacime P(F), kde

P(F) = [ L(Fur).

Pozndmka. Pro diskrétni proces (X, )ner, definujeme pfirtstek procesu v case
n € T jako
AX, =X, — X, 1.

2.0.1 Trh s J aktivy

Tato podkapitola navazuje na podkapitolu a definuje dalsi pojmy, které se
nyni vztahuji pouze k diskrétnimu casu.

Definice 13. Bud ¢ = (@, )ser nebankrotujici strategie. Odpovidajici normova-
nd strategie investora na trhu S je reprezentovana (J + 1)-dimenzionalnim vek-
torem F-predikovatelnych ndhodnych procesii

€= (€0, €T kde €)= B

kde JeNyaneT.
Definice 14. Strategii ¢ = (¢, )ner nazveme samofinancovatelnou, pokud
AW? = ! AS,

plati pro vSechna n € T.



Zmé&ny bohatstvi WY jsou zde zptisobeny ztradtami nebo zisky z obchodovani a
do portfolia nepfidavame, ani z néj neubirame penize. Nasledujici vétu lze nalézt v
Haugh (2005, str. 12, Proposition 8) ve znéni, které nepfedpoklada normalizovany
trh.

Véta 8. Bud'S normalizovany trh a P pravdépodobnostni mira, vici které je pro-
ces (Sp)ner, Fn-martingal. Méjme samofinancovatelnou F-predikovatelnou stra-
tegii (@n)net, @ odpovidajici proces bohatstvi (W) er. Pak je kaZdy takovy pro-
ces bohatstvi martingalem vuci mire P.

Diikaz. Méjme samofinancovatelnou strategii ¢ a odpovidajici proces bohatstvi
W? definovany vztahem

J
WE = @IS, = ey
§=0

Tento proces je zfejmé adaptovany na filtraci F,,. Kazda readlna ndhodné veli¢ina
na konec¢ném pravdépodobnostnim prostoru je integrovatelna. Nemusime se tedy
starat o integrovatelnost procesu W¥ a miizeme rovnou prejit k poc¢itani pod-
minéné stfedni hodnoty. Vyjdéme z podminky samofinancovatelnosti. Pro m € T
plati

WE =W | =@, (Sm = Sm1)-

Pro vSechna s € Ty an € T takova, ze s < n ziskdme sectenim predchoziho
vztahu pro m = s+ 1,...,n vztah

WE-WE= > ¢/(S,—S1), s<n
r=s+1
Pro podminénou stifedni hodnotu vici martingalové mire P pak plati

EpW? | FJZEpWE+ Y /(S —Sim1) | Fo

r=s+1

IWe+ Y Eplp/ (S, —S) | Ful. (2.1)

r=s+1

Vztah (2.1) jsme ziskali diky F -méfitelnosti W¥. Déale ukazme, Ze suma vysky-
tujici se v (2.1)) je nulova. Jelikoz Fy C F, 1 pror =s+1,...,n, plati

ST Eple) (S =) | FI 2 ST Ep[Epe] (S, —Si) | Froa] | Fol.

r=s+1 r=s+1
Predpokladame, ze proces (S,) je F,-martingal vi¢i mife P, takze plati
Ep[S, —S,_1 | F,] 2 0.

Kdyz navic uvazime F,_;-métitelnost ¢, dostaneme

S Erle EpfS, — S, | F] | F 20,

r=s+1

10



coz uz jasné vede na pozadovany vysledek. Celkové méame skoro jisté rovnost
EpW§ | FJ2W?,  smeTos<n,
takze proces bohatstvi (W), ct, je Fp-martingal. ]

Definice 15. Bud Y nezaporna F y-méfitelna ndhodna veli¢ina. Rekneme, 7ze Y
je replikovatelnd, pokud existuje samofinancovatelné strategie ¢ = (@, )ner ta-
kova, ze plati

we Ly

Strategii ¢ nazveme replikacni strategii ndhodné veli¢iny Y. Pokud je kazda na-
hodné veli¢ina Y na trhu S replikovatelna, pak fekneme, ze trh je uping.

Definice 16. Samofinancovatelnou strategii ¢ = (¢, )ner nazveme arbitrazi, po-
kud plati
W¢ =0, W% >0, POW% > 0) > 0.

Arbitrazni strategie je tedy takova nikdy neprodélavajici strategie, ktera s nu-
lovou pocatecni investici v prfitomnosti generuje v budoucnu s kladnou pravdé-
podobnosti zisk.

2.0.2 Trh se dvéma aktivy

Méjme normalizovany trh S z definice[9]a J = 2. Na trhu jsou tedy dvé obcho-
dovatelné aktiva. Prvni z nich je podkladové aktivum (napt. akcie), jehoz cenu
modelujeme procesem S = (S, )ner,. Druhé obchodované zbozi je od této akcie
odvozeny derivét, ktery reprezentujeme procesem F' = (F,),et,. Cena derivatu
je méfitelnou funkei ceny akcie, plati Fiy € L(Sy,...,Sy) = L(Fy), a tedy exis-
tuje funkce f takova, ze Fy = f(Si,...,Sxn). Déle zavedme nové oznaceni pro
strategii. Pro vSechna n € T plati

Un vyjadiuje mnozstvi penéz v portfoliu v case n,
On vyjadifuje mnozstvi podkladového aktiva (akcie) v portfoliu v case n,
On vyjadiuje mnozstvi derivatu v portfoliu v case n.

Procesy ¥, ¢, ¢ jsou F,-predikovatelné, jejich hodnotu v ¢ase n tedy urc¢ujeme jiz
na zakladé informace dostupné v ¢ase n — 1. Pro bohatstvi odpovidajici samofi-
nancovatelné strategii (1, ¢, ¢) mame nasledujici rekurentni vztah

Tuto formulaci pak mtzeme psat v fe¢i normované strategie, kterou zde budeme
znadit (¢, &, () a to ve tvaru

WE? = WA (1 4,08, + GAF,),  neT. (2.2)

Pokud se omezime pouze na strategie s jednotkovym pocatecnim bohatstvim, ma
smysl zavést néasledujici oznaceni

n

WSS =]+ &AS + (AF),  neT,.

k=1

11



Pokud (¢, ¢, ¢) je nebankrotujici samofinancovatelna strategie a (s, &, ¢) je odpo-
vidajici normované strategie, pak

WSO = WEPP WSS neT,.

Naopak Wf;’c je bohatstvi v ¢ase n odpovidajici nebankrotujici samofinancova-
telné strategii ve tvaru (1, ¢, @)/ We#?. Nyni miiZeme zavést mnozinu p¥pust-
nych strategii jako

P(F):={(£,¢) e P(F)AWE > 0,n € T}

Pro strategii (£,() € Z(F) tedy dle definice plati, Ze je samofinancovatelna, od-
povidajici proces bohatstvi je nebankrotujici a poc¢atecni bohatstvi je jednotkové.

2.0.3 Multiplikativni model

Méjme J = 1, takze na trhu S se zbyvame pouze chovanim jediného podkla-
dového aktiva. Predpokladejme nyni, ze vyvoj ceny aktiva S se ¥idi vztahem

Sn - S’n,len, TL 6 T,

kde X,,, n € T, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny nabyvajici K re-
alnych hodnot z, ..., xg. Plati pro né

K
P(X, = 2x) = Dk, pr > 0, Zpk:L k=1,... K.
k=1

Pak mutzeme zformulovat vétu, ktera dava do souvislosti existenci arbitraZe na
uvazovaném trhu a specifika vyvoje aktiva v multiplikativnim modelu.

Véta 9. Jestlize je na trhu S vyloucena arbitrdaz, pak plati

min 7z < 1 < max .
k=1,...K k=1,.,K

1111

Diikaz. Platnost nerovnosti ukdzeme sporem. Predpokladejme tedy nejdriv, ze je
vyloucena arbitraz a plati minx, > 1. Méjme libovolné m kladné a uvazujme
strategii 1 = (¢, ¢) takovou, ze ¢» = (0,...,0,—m) a ¢ = (0,...,0,m/Sy_1).
V ¢ase n— 1 si puj¢ime ¢astku m a celou ji investujeme do ndkupu m/Sy_; akcii.
Hodnota portfolia v ¢asech 0,..., N — 1 je zfejmé nulova. Nepotfebujeme tedy
zadny pocatecni kapital. Pro hodnotu portfolia v case IV ale plati

m Sy = —m 4 m

W<P1 = —m+
N SN—l SN—l

XNSN—l = m(XN - ]_)

Jelikoz vsak plati max xp > minx; > 1, dostavame

POVE > 0) = P(Xy > 1) > P(minz; > 1) = 1,

pro ¢ takové, ze maxxr = z;. S nulovym pocatecnim bohatstvim realizujeme
v ¢ase N s nulovou pravdépodobnosti ztratu a s kladnou pravdépodobnosti zisk,
coz je arbitraz. Dospéli jsme tedy ke sporu.

12



Nyni na druhou stranu predpokladejme, Ze plati max x; < 1 a neexistuje arbitraz.
Meéjme strategii o = —¢1. Diky tomu, zZe 1 > max x; > min x;, plati nasledujici
vztahy:

WE = =W =0,

W}ff = m(l — XN);
POVE > 0) = P(Xy < 1)
PW¥% > 0) = P(Xy < 1)

pro j takové, Ze minz;, = x;. Opét jsme dospéli k arbitrazi a tedy ke sporu. Tim
je tvrzeni dokazano. O

Ukéazali jsme, ze akcie musi mit moznost jak poklesu, tak i nartistu ceny,
abychom se vyhnuli moznosti realizovani arbitraze.

2.1 Replikovatelnost finan¢énich toku

Nyni se zaméfme na ptipad, kdy je na trhu pouze podkladové aktivum mode-
lované procesem (S, )net,. Koneéna hodnota derivatu F' v ¢ase N je definovana
jako funkce podkladového aktiva Fy = f(S1,...,Sy). Derivat ale neni obchodo-
van. Chceme uréit jeho teoretickou bezarbitrazni (spravedlivou) cenu. Mnozinu
X z Douglasovy véty definujme jako

X = {]-A(Sn — Sn_l);A e Fn_1,n € T} (23)

Pak prvek mnoziny X vyjadiuje zisk z elementarni sazky na riist ceny aktiva za
obdobi (n — 1,n) za podminky, Ze nastal jev A € F,,_;.

Tvrzeni 10. Uvazujme mnozinu X definovanou vzorcem (2.3)). Pak mnoZina Px
z vétyE’?']je mnoZinou viech F-martingalovijch mér procesu S = (S,)N_,.

Diikaz. Na konec¢ném pravdépodobnostnim prostoru jsou vSechny realné ndhodné
veli¢iny integrovatelné. Necht P € Py, pak z platnosti Ep[14(S, — S,—1)] =0
pro vSechna A € F,,_; an € N dostavame

[, SudP =[S, 1dP, atedy Ep[S,|Fni]ZS, 1, nel

Posloupnost (S,,)Y_, je tedy F-martingalem. Pokud S je F-martingal pti P, pak
P € Py podobné snadno plyne z definice martingalu. O]

Prostor X* je pak tvofen linedrnimi kombinacemi ndhodnych veli¢in z {1UX}.
Tedy nahodnymi veli¢inami Y € IL;(P) pro vSechna P € Py, které jsou ve tvaru

Y =C+> Hy(Sn— Su-1), (2.4)

n=1

kde C' je konstanta a H,, je linedrni kombinace indikdtorid jevd z F,_;. Proces
H, je F,_1-adaptovany, tedy F,-predikovatelny.

Nyni mtzeme zformulovat vétu, kterda nam fika, které budouci finan¢ni toky Y
jsou replikovatelné. Lze ji vnimat jako urcité zjednoduseni véty zvané Martingale
representation theorem, viz Oksendal (2013, str. 53, Theorem 4.3.4).

13



Véta 11 (O replikaci). Necht (2, A) je méfitelnyg prostor, X mnoZina redlnyjch

ndhodngch velicin definovand (2.3) a X* vektorovy prostor generovany 1 a X.

Bud Py mnoZina martingalovjch mér procesu S = (S,)"_,. Necht P € Py, pak:
1. pro vsechna Y € X* am € Ty existuje H,, € A(F,+) takovy, Ze plati

EP[Y | ‘Fm] S__J EP[Y] + iHn(Sn - Sn—l): (25)

n=1

2. pro viechna Y € X* existuje H, € A(F,4) takovy, Ze plati

N
Y ZEp[Y]+ > Hu(Sy — Sai).
n=1
Diikaz. 1. Méjme miru P € Py. VSechny stfedni hodnoty uvazujeme vici
této mife. Necht Y € X*, pak ze vztahu (2.4) pro vSechna m € T, plati
nasledujici
N
BIY | £l =B [C+ Y0 Ha(S,— S| F
n=1
m N
=C+ > Hu(Sy—S1)+E { > Hu(Sy— Sn1) ]—"m}.
n=1 n=m+1

Kdyz se vsak nyni podivame na posledni s¢itanec, tak zjistime, zZe je skoro
jisté nulovy, protoze plati

N

E [ i H, (S, — Sp_1) }"m] - _Z E [H,(S, — Sn-1)|Fn]
_ f: E [HoE [(Sn = Suct)| Faa] | F
n=m+1

a z martingalové vlastnosti plyne, ze E[(S, — Sn-1) | Fn_1] 3 (). Navic
volbou m = 0 ziskame

EY]|=E[Y | Fo|=C.

Celkové tedy dostavame

E[Y | Fu] 2E[Y] + Xm:Hn(Sn — 1)

n=1

2. Mé&jme Y € X*. Z uzavienosti mnoziny X'* plyne existence posloupnosti
ren takové, ze onverguje absolutné v I, . Nahodna veli¢ina

Y ) en takové, e Y®) k je absolutnd v L; k Y. Nahodna velici
Y *) nalezi do mnoziny X*, takze dle (2.4) ji Ize pro viechna k € N vyjadfit

jako
N

YW =c® 43" HP(S, - ).

n=1
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Z prvni ¢asti dokazované véty muzeme rozdilem (2.5) pro m = n a ({2.5))
pro m = n — 1 ziskat rovnost

EY® | F]-EY® | F,. ] =HMS, -S,1), neT, (26)
skoro jisté. Z lemmat [6] a [7] dostdvame pro n € N libovolné pevné implikaci
Y®) konverguje absolutné v Ly kY = E[Y® | F,] L E Y | Ful.

Z toho plyne konvergence
EY®|F)-EY®F, ] 5 EY|F,) -EY|F,a], neT (2.7)

skoro jisté. Nahodna veli¢ina HY" je tedy skoro jistd uréena vztahem (2.6]).
Definujme nahodnou veli¢inu H,, jako

H, := lim HP1g,, kde E, = {w € Q: 3 lim HP(w) e R,n € T} (2.8)

k—o0 k—o0
Ozna¢me N := {A € A;P(A) = 0} mnozinu vSech nulovych mnozin. Déle
definujme mnoziny
Ny = {w € Q; (2.6) neplati v bodé w} € N,
Ny :={w € Q; (2.7) neplati v bodé w} € N,
Fi={we QS (w)=5,1(w)}.
Nyni vezméme libovolné pevné w € Q\ (IV; U Ny U F'). Pak plati rovnost

CEYW[F]w) —E[YW [ F, )W)
B Sn(w) - Sn—l(w) .

Déle pro toto w plati i vztah

Hy(@)[Sn(w) = Spor(w)] = lim HP(@)[Sn(w) = Su-1(w)].

k—o0

Pro w € F na kazdé strané rovnosti ndsobime nulou a na volbé H, (w) (resp.
HP (w)) tedy nezalezi, rovnost plati trividlné. Tim jsme ukazali platnost
predchoziho vztahu pro w € Q\ (N; U Ny). Vezméme tedy libovolné pevné
we€ Q\ (N7 UNy). Jelikoz w ¢ Ny, dostavame ze vztahu (2.6)), ze

lim AP (w)[Sy(w) = Sut] = lim E[Y® | FJ(w) ~E[Y® | Foi)(),

n
k—o0

a protoze w € Ny, dostavame ze vztahu (2.7)), Ze
im EY® | Fl(w)-EY® | F (W) =E[Y | FJ(w)—E[Y | Fooi](w).

k—o00

Protoze Ny U Ny € N, dostavame tak rovnost

Ho(Sn— S t) LE[Y | F] —E[Y | Foidl.
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Sectenim pres vSechna n = 0,1,..., N dostaneme

S Hu(Su—Su) 2D EY | F —E[Y | Foi))

SEIY | Fy]—E[Y | Fol. (2.9)

Néhodna veli¢ina Y je Fy-méfitelnd, jelikoz & C Li(€2, Fn,P), a tedy
i X* C Ly(Q, Fu,P). Plati pro ni tedy E[Y | Fn| =Y.

Z prvni ¢asti véty [11] a lemmatu [2] dostavame
cWAEY®LEY® | F) CFE[Y | Fo] LEY].

Soucet (2.9) je tedy ve tvaru
ST Hu(Su— Sa) LY —E[Y],

coz je dokazované tvrzeni. O]

Tato véta spolu s vétou 5| (Douglasova) ndm dava navod, které ndhodné ve-
liciny Y jsme schopni replikovat. Predpokladejme existenci miry P takové, ze
proces ceny aktiva (S, )ner, je martingal vici P. Pokud je P krajnim bodem
mnoziny vSech martingalovych mér Py (zaruceno to mame naptiklad v piipadé,
Ze je mnozina jednoprvkova), pak dle véty |5 je mnozina X husta v L; (P). Navic
z vety [L1] vime, Ze dokazeme replikovat kazdou nahodnou veli¢inu Y z uzavéru
mnoziny X*. Spojenim téchto dvou informaci ziskame fakt, ze dokazeme repliko-
vat (tedy spravedlivé ocenit) kazdou ndhodnou veli¢inu Y z LL; (P), kde mira P je
krajnim bodem mnoZiny vSech martingalovych mér procesu (S, )ner, -

2.2 Optimalni obchodovani

V této podkapitole budeme predpokladat, Ze se na trhu obchoduje jak podkla-
dové aktivum (S),)ner,, tak i financni derivat (F),)ner,. Budeme zabyvat hledanim
optimalni obchodni strategie. Ukazeme souvislost existence takovéto strategie
s existenci martingalové miry. Optimalni strategii rozumime takovou strategii,
ktera maximalizuje stfedni oc¢ekavany uzitek investora. Abychom se tedy mohli
zabyvat optimalnim obchodovanim, potfebujeme zavést pojem uzitkové funkce.

Definice 17. Funkci u(x) € C*(0,00), 0 € [—00,00) nazveme uZitkovd funkce,
pokud je rostouci a konkavni.

Pro uzitkovou funkci tedy plati, Ze jeji prvni derivace je kladna a druha de-
rivace je nekladna. V této praci se budeme zabyvat pouze uzitkovymi funkcemi
s konstantni hyperbolickou averzi vici riziku. Pro tyto uzitkové funkce se uziva
zkratka HARA z anglického Hyperbolic Absolute Risk Aversion.
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Definice 18. Uzitkovymi funkcemi t¥idy HARA na (0,00) rozumime funkce

1
Uy (x) = —27, v <0,
+(2) m
uy(z) =Inw, v =0,
1
uy(z) = ;xv, v € (0,1].

Uzitkové funkce tfidy HARA jsou uzitkovymi funkcemi dle definice [I7, nebot
pro jejich derivace pro vSechna v € (—o0,1] plati
/ - —1

ul (z) = 27 > 0,

ul(z) = (v — 1)277* <0,
jelikoz z € (0,00) a (y—1) < 0. Definujme-li nosi¢ podminéné pravdépodobnostni
miry jako

Vy = supp Pas, ar. 7. 1

pak pro w € 2 mame
VP(w) = {(s,f) € R P(AS, = 5,AF, = f | Fp_1)(w) > 0}.

Nyni mutzeme zavést oznaceni pro defini¢ni obor uzitkové funkce t¥idy HARA
v case n jako

Dr = ﬂ {(z,y) eR*: 1+ sz + fy> 0,2,y € L(F,1)}.

(sit)eVy,

2.2.1 Logaritmicka uzitkova funkce

Nyni se budeme zabyvat hledanim optimalni obchodni strategie pti volbé lo-
garitmické uzitkové funkce, jakozto specialni pripad uzitkové funkce t¥idy HARA.
Specialnim predpokladem pro tuto podkapitolu bude omezeny stredni ocekavany
uzitek bohatstvi v koncovém case N. Pro zjednoduseni zapisu dale oznacme

0F .= sup Ep[In(l+&AS, + GAF,) | Fu_il, neT,
(én,Cn)€D),

OF = sup Epn(WY).
(€.0)e2(F)

N4s piedpoklad miizeme v tomto znaceni prepsat jako OF < oo.

Tvrzeni 12. Necht pro vSechna n € T existuji (£*,(*) € P(F) takové, Ze pro
vSechna (§,¢) € P(F) plati

E[In(1+4 & AS, + (,AF,)] > EIn(1 + {AS, + GAF,)]
Pak strategie (€, )ner mazimalizuje E In(W5S)].

Diikaz. Diky vlastnostem logaritmu dostéavame z (2.2)) vztah
N
InOVS) = In(W5) + Y In(1 + &AS, + GAF,).
n=1
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Ze zakladnich vlastnosti stiedni hodnoty a z predpokladu Wﬁ"ﬁ = 1 dostavame
z predchoziho vzorce pro ocekavany stiedni uzitek vztah

E[In(W5)] =Y En(l+&AS, + GAF,)]. (2.10)

n=1
Pokud nyni chceme maximalizovat stfedni uzitek bohatstvi po N obdobich, mii-
zeme ulohu rozdélit a fesit samostatné pro kazdé obdobi. O

Lemma 13. Pokud ©F < oo, pak 6F 2 o pro vsechnan € T.
Diikaz. Platnost lemmatu ukédzeme sporem. Vyjdeme ze vztahu (2.10) a dosta-

vame
E In(WSS) = ZEm (1

Predpokladejme, Ze existuje m € T takove, ze GEL = oo s kladnou pravdépodob-
nosti. Tedy existuje w € Qs P{w} > 0 takové, Ze OF (w) = co. Pak oviem existuje
posloupnost £*)_ (k) ¢ DP takova, ze

¢TL
s — " _AF, ) (2.11)

n—1

9 = Eplln(1 +EOAS, + (OAF,) | Fro)w) =5 oo,

Bud A € F,,_; atom kladné miry takovy, Ze w € A. Pak volime strategii (¢!*, ¢[¥])
tak, ze

Protoze A € F,,_; plati dle predpokladu, méame 57[1k], Q[Lk] € L(F,_1) pro vSechna
n € T, tedy celkové (M, ¢IF)) € 22(F). Pii této volbé strategie se ndm suma na
pravé strané vztahu (2.11]) redukuje pouze na jediny ¢len a my pak méme

OF > EIn(W5 ") = EIn(1 + ¢®AS,, + (WAF,); A] =5 o,
tedy ©F = oo, coZ je spor s predpokladem. O

Lemma 14. Mé&me néjaké w € Q s P{w} > 0 a necht 08 (w) < co. Pak existuji
(€,¢) € DY (w) takové, Ze E[In(1 + &,AS, + GAF,) | Fruoi](w) = 68 (w) a plati

- AS
s) n
0%E |{5¢As (CAT, (w), (2.12)
| AF, ]
S) n
0%E |15 eas, Car | (w). (2.13)

Diikaz. Budte (€% ¢F))2e € (DP)N takové, 7e

I = EIn(1+EWAS, + (PAF,) | Fuoil(w) =57 0 (w).

n

Pokud posloupnost (£®) ¢*))>  m4 hromadny bo (&,,¢n) € R2, pak miizou
nastat dvé moznosti.

'Posloupnost (%), ()2 ' m4 hromadny bod (£,,,¢,) € R? napiiklad v modelu, kdy na trhu
neni moznost pujcéovani penéz a prodeji nakratko. Investovat lze pouze aktualni bohatstvi, tedy
©Ons On € [0, Wy_1]. Pro normovanou strategii pak plati &,, ¢, € [0,1], neboli DY C [0,1]2. Jelikoz
je pak posloupnost (£ ) ¢ (k)) ° , ohranicend, tak mizeme vybrat konvergentni podposloupnost
(€e) ¢i)y2e ny € N, kterd méa hromadny bod (&,,C,)-
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1. Bod (&, ¢,) nélezi do mnoziny D~ (w). Pak je tento bod bodem maxima,
tedy plati

E [In(1 + &AS, + GAF,) | Fruoi](w) = 0, (w).

Nyni ukéZeme, Ze to znamena splnéni podminek ([2.12] 2.13). Pracujeme na
konecném pravdépodobnostnim prostoru, tedy stfedni hodnota je konecna
suma. Proto mizeme zménit poradi stfedni hodnoty a derivace. Prvni parci-
alni derivace jsou tvaru . Mame tedy hladkou funkei na DF (w),
ktera nabyva svého suprema. Bod (,,(,), ve kterém se tohoto suprema
nabyva tedy musi byt stacionarnim bodem.

2. Pokud (&,,¢,) € R?\ DF(w), je to bod na hranici D (w). Pak existuji
(s,f) € VY (w) takové, ze 14 &,5 + o f = 0. To ovéem znamend konvergenci

1+ &Ws B P20 tedy  In(1+EWs+ B F) "2 0.

V souctu na pravé strané rovnosti

9 = > (1 +Ws+ (B PAS, = 5,AF, = [ | Fooal(w)
(s.)eVE ()

alesponl jeden séitanec konverguje k —oo a zbytek jsou konecné hodnoty.
Takze plati 9% "2%° —oo. Aviak dle predpokladu 6F(w) > —oo, takze
9P nekonverguje k Gg(w), ¢imz dostavame spor s predpokladem v tvodu
dikazu.

Nyni se podivejme na piipad, kdy posloupnost (£, ()¢ nema hromadny
bod (&,,(,) € R? Zavedme nyni pro tuto posloupnost vyjadfeni v polarnich
soutadnicich

¢®) = 24 cos Ay, 2, € (0,00),
(W) =z sin Ay, A € [0, 27].

Z Bolzanovy-Weierstrassovy véty plyne, ze z omezené posloupnosti (A\;)52, lze
vybrat konvergentni podposloupnost (A, )52, nr € N, takovou, ze

An, "5 A €0, 2]

k

Ale posloupnost (£®), ¢(#)% | nema hromadny bod, takze jeji prvky opoustdji
kazdou kompaktni mnozinu. Z toho plyne, Ze posloupnost z; musi divergovat.
Definujme atom o-algebry F,_; jako A := {& € Q;P{&} > 0}. Pak pro @ € A
dostavame

0<1+EWAS (0)+CPAF,(@) =1+ & (cos( M) AS, (&) + sin( M) AF, (&) .

' v
> (cos(A)ASy (@)+sin(A)AF, (@))
Pokud nyni plati (cos(A\)AS, (@) + sin(A\)AF,(@)) < 0 pro & € A, tak dostavame
0< (14+EWAS, (@) + CWAF, (@) = —oo,
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coz by byl spor. Proto tedy plati
cos(A)AS,, (@) + sin(A\)AF, (@) > 0, o€ A

Avsak piipad, kdy (cos(A)AS, (@) +sin(A\)AF, (@) > 0 plati na A, vede k arbit-
razi, protoze za kazdych okolnosti s kladnou pravdépodobnosti realizujeme zisk
bez rizika ztraty. Zustava nam tedy pouze pripad, kdy

cos(A\)AS, (@) 4+ sin(A\)AF,(@) =0, @€ A.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme sin(\) # 0. Pak dostavame vyjadieni
AF,(0) = —cotg(N)AS, (@), tedy v n-tém obdobni je jedno, zda budeme in-
vestovat pouze do podkladového aktiva nebo i do derivatu. Mizeme to vyjadrit
vztahem

0<14+£WAS, (@) +CPAF @) =1+ 7WAS, (@), ©eA

Pokud AS,, (@) = 0, pak plati AS,(w) 2 0 prow € A a rovnosti (2.12} [2.13) plati.
Pokud n® m4 hromadny bod oo, pak AS, (&) > 0 pro kazdé & € A. Pak musi
existovat @ € A takové, Ze uvedend nerovnost plati ost¥e. Pak dostédvame spor s
piedpokladem 0F (w) < oo, coz vede k potencidlné neomezenému bohatstvi, tedy
arbitrazi. Pokud mé n®) hromadny bod —oo, tak opét dojdeme k arbitrazi. Pokud
mé 1 hromadny bod reélny, tak v bodé (n*),0) se nabyvéa 6F (w) a podminky

5.12) B.13) plati. O
@12 R13) p

Tvrzeni 15. Necht OF < oo, pak existuji normované strategie (£,() € P2 (F)
takové, ze E In(WSS)) = OF a pro viechna n € T plati
;c] |

Diikaz. Predpokladejme ©F < oo, pak z lemmatu [13| plyne 6 2 oo pro vsechna
n € T. Z lemmatu |14 plyne pro kazdé n € T existence (&, () € DY takovych, Ze
spliiuji podminky ([2.12 aplati E [In(14&,AS, +AF,) Fpoi](w) = 07 (w).
Uvazujme nyni strategie (p, ¢) € Z(F) takové, ze

AS,
WES

AF,

i}
D e

Fn—l]v OEE

Pn = gn W%Eh an = Cn W%ED neT.

Ze vztaht (2.12 2.13) vyuzitim vyjadieni (2:2) a toho, ze WSS, € A(F, 1)

dostéavame
As, - 1e 1 AS, [
]E - n— = E n— - Y
-AFn ] s 1 [ AF, - sj
E ! E 41 =0. O
wee| T T e B | Trgas, - gan| T T

Ukazali jsme tedy, ze pro logaritmickou uzitkovou funkci z predpokladu ome-
zeného stredniho uzitku plyne existence takové strategie, ktera maximalizuje oce-
kavany stredni uzitek.
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2.2.2 Ekvivalentni martingalova mira

V této podkapitole budeme stfedni hodnotu E [u;(WiC) | Fn—1] brat jako
funkci proménnych (£,() € Z(F). Déle budeme predpokladat, Ze existuje staci-
onarni bod této funkce. Ukazeme, Ze pak existuje martingalova mira. Definujme
nyni

wil(@) =w(@), i#n,

n

=k, 1=n.

Vektor wi® tedy reprezentuje takovy vyvoj, kdy v ¢ase m nastane k-ty scénar
a v ¢asech 1 = 1,2,...,n — 1 je vyvoj libovolny. Definujme ndhodnou veli¢inu

(W) = Wy, neT.

Oznac¢me déle odpovidajici ndhodné veli¢iny (tedy se zafixovanou realizaci k-tého
scénafe v n-tém obdobi)

ASH (w) = AS, (W),
AFP(w) = AF, (w®),

)

W (W) = Wit (@) (1 + &) ASD (W) + Gu(w) AFP ().

Néhodné veli¢iny ASY a AFY zavist pouze na vyvoji v prvnich n — 1 obdobich,
jelikoz plati vztah

AF,(Lk)(w) = Fn(wnk)) — Fn,l(wnk)) = Fn(wnk)) — F, 1 (w), (2.14)
kde F,_1 je F,_1-méfitelné a Fn(wflk)) mé zafixovanou realizaci k-tého scénare
v Case n, je zavislé jen na prvnich n — 1 obdobich. Obdobny vztah plati i pro
ASYP. Veli¢iny &, a ¢, jsou JF,-predikovatelné a tedy JF,_i-méfitelné. Jelikoz
také W,,_1 € L(F,_1), je ndhodna veli¢ina Wff“') rovnéz F,_;-méfitelna.

Lemma 16. Necht pro néjaké n € T existuji £, € P(F) takové, Ze jsou splnény
podminky

0= E [u, W5)AS, | Ful, (2.15)
0L E [u)(W5)AF, | Fooi] (2.16)

Diikaz. Platnost tvrzeni ukazeme pro derivat (F,). Pro podkladové aktivum (S,,)
plati opét obdobné vztahy. Definujme nahodnou veli¢inu

Vi (w) = u, WP ()P(my = k | Fuot)(w), neT,

n ¥ n
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ktera je F,_;-mé&fitelna, protoze W (w) € L(F,_1). Jelikoz ndhodné velic¢iny

W® a AR jsou F,_j-métitelné a jsou to diskrétni nahodné veli¢iny s K-

prvkovou mnozinou elementarnich jevii, mizeme stfedni hodnotu (2.16)) pro kazdé
n € T prepsat jako

02 Y d, W W)DAFP @)P(r, = k| Famt)w) = Y VP WAFP(w).
1 k=1

Vyuzitim vztahu (2.14) dostavame

02 3 V(W) EP (w) = Fooy(w) Vi (w),

k=1
K K
023 VO W)~ () 3 VW)
k=1
Celkove tedy dostavame vztah

K k k K
8 T Vil (@) B () o

F,1(w)
1( lec(:l Vn(k) (w) k=1

kde qT(lk) (w) jsou vahy definované jako

Vi (w)

w) = m (2.17)

Tyto vahy jsou zfejmé pravdépodobnostni a z F,,_;-métitelnosti /AR (w) plyne
také F,,_1-méritelnost vah. O

V pripadé, kdy mame logaritmickou uzitkovou funkci a predpoklddame ome-
zeny stfedni oc¢ekavany uzitek, mtzeme pouzit tvrzeni |15l To nam zaruci splnéni
predpokladii lemmatu (16} ze kterého plyne existence pravdépodobnostnich vah
(2.17). PouZijeme-li tento postup v kazdém z N obdobi, pak miZeme definovat
pravdépodobnostni miru

Q{w} = H qn(w), kde ¢, (w) = ¢¥(w), kde k = wy,.

neT

Procesy (Sy)net, @ (Fn)net, jsou pak F-martingaly vicéi mife Q.
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3. Spojity model

Méame indexovou mnozinu 7' C R takovou, ze T' = [0,N], N € (0,00). Pfed-
pokladame, ze proces ceny zbozi S = (S;)ier na trhu S je po ¢astech konstantni
cadlag proces. Casy skoki jsou udélosti Poissonova rozdéleni s parametrem .
Skokt je konecné mnoho a jsou to Markovské casy 0 = 19 < 7 < --- < N vuci
filtraci F, které definujeme jako

T, = inf{t > 7,_1;S; # S;_} A N. (3.1)

3.1 Jednoduché a zprava spojité procesy

Definice 19. Redlny ndhodny proces H = (H,);er nazveme jednoduchy, pokud
existuje rostouci posloupnost (di)p_,, n € N takova, ze dy =0, d, = N a plati

Hy = ZHdkl[dk71<t§dk], teT.
k=1

Definice 20. Nahodny proces H definovany na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) nazveme F-jednoduchy, pokud existuje D = {di}}_, z definice 3.1 ta-
kova, ze H je D-jednoduchy a H,; € L(Fy4,_,) pro vSechna k = 1,...,n. Pak
také tikdme, ze H je (F, D)-jednoduchy proces. MnozZinu vSech F-jednoduchych
procesu znacime . (F).

Poznamka. Kazdy F-jednoduchy proces je také F-predikovatelny.

Uvedme nyni tvrzeni, které lze najit v publikaci Cont a Tankov| (2003, Pro-
position 8.1).

Tvrzeni 17. Necht S = (S;)ier je F-martingal, H je F-jednoduchy proces
a M, = fOtHd S je integrovatelny proces. Pak proces (My)ier je F-martingal.

Duikaz. Proces H je Fjednoduchy, je tedy tvaru popsaného v definicich [I9] a
Martingalovou vlastnost procesu M ukéZeme pouze na intervalu [dy_1,dy]|. Pro
kazdé d._1 < s <t < dp mame vyjadieni

[THAS = Hy (S; — S5).

Proces M je integrovatelny a ndhodné veli¢ina Hy, je Fg4,_,-méfitelna dle pred-
pokladu z definice Pak miZeme psat

E[M, — M| F,] =E[['HAS | FJ= HE[S, — S,| F.] 2 0.

Z definice procesu M je patrné, ze plati M; € A(F;). Proces M je tedy F-
martingal. [

Véta 18. Bud X = (Xi)ier zprava spojity po Cdstech konstantni proces. Pak
kanonickd filtrace procesu X je zprava spojitd, tj. .7-"5( = Ffi, teT.
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Diikaz. Pripomenme definici F' ffr Pro t € T mame

FX = ﬂ FX,  pokudt € [0,N),
seT:s>t

= F¥X, pokud ¢t = N.

Takze plati Fy = Fn, apro t € [0,N) mame F;* C F,\. Zbyva ukazat, ze plati
i opa¢ny vztah. Mé&me t € [O,N) a A € ]:t)i- Volme ng takové, ze t + 1/ny < N.
Pak limitu zprava filtrace mizeme vyjadrit jako
' X
AeFli=)Fi..
n>ng

Pro kanonickou filtraci procesu X plati
fff =0(Xs;s <1) ={[(Xs)o<s<r € B; B € B(R)Q@[O’T]}‘

7 piedchozich dvou vztahfi plyne existence posloupnosti B, € B(R)®+1/n]
n > ng, takové, ze
A=[(X;0<s<t+1/n)€B. (3.2)

Protoze X, € L(F;) kdykoli s € [0,N], plati pro n > ng
Ay = [(Xan;0<s<t+1/n) € B, € Fi¥ . (3.3)
Dtikaz tvrzeni bude dokoncen jakmile ukédZzeme rovnost

A =liminf A, € FX,t € [0,N) (3.4)

n—oo
Méjme libovolné w € Q. Pak definujme 7(w) = inf{r > ¢; X, (w) # Xi(w)}.
Plati 7(w) > t, nebot trajektorie procesu X jsou zprava spojité a po Castech
konstantni. Pak ovSem existuje ny = n;(w) > ng takové, ze 7(w) > t+1/n; a my
pro n > n;(w) dostavame, Ze

(Xsn;0<s<t+1/n)=(X;;0<s<t+1/n).

Pak ovsem z (3.2 méme liminf, ., 14, (w) = 14(w) a jelikoZ w bylo libo-
volné, dostavame tak pozadovanou rovnost (3.4)), ktera dokonéuje ditkaz toho, ze
kazdé A € .Ffi pro t € [0,N), je prvkem F;'. ]

Definice 21. Méme T C R a filtraci (Fi)ier. Zobrazeni 7 : Q@ — T U {oc0}
nazveme markovsky cas filtrace (Fi)ier (znacime MC(F)), kdyz [r < t] € F;
plati pro kazdé t € T. Pokud je 7 markovsky cas kanonické filtrace ndhodného
procesu X, pak 7 nazyvame markovsky cas procesu X.

Nésledujici véta je uvedena v publikaci Kallenberg (2006, Theorem 6.29), kde
je k nalezeni i jeji ditkaz.

Véta 19 (Optional Sampling Theorem). Bud (2, A, P) pravdépodobnostni pro-
stor, na ném (Fy)ier zprava spojitd filtrace. Necht X = (X,)ier je zprava spojity
F-martingal a 7,0 : Q — [0,00) jsou Markovské casy takové, e T < p < N. Pak

X, 2E[X, | F.]
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3.2 Replikovatelnost financ¢nich tokt

Definujme mnozinu X z Douglasovy véty jako
X ={14(S,— Ss);Ae F,,0<s<t< N} (3.5)

Prvek mnoziny X tedy vyjadiuje zisk z elementarni sazky na rist ceny zbozi
v intervalu (s,t] za podminky A € F.

Tvrzeni 20. Uvazujme mnozinu X definovanou vzorcem (3.5)). Pak mnoZina Py
z véty@]je mnozinou vSech F-martingalovych mér procesu S = (S})ier-

Diikaz. Necht P € Py, pak z definice plyne X € L;(2,A,P) a Ep[X] = 0 pro
vsechna X € X. Protoze je kazda centrovana velicina integrovatelna, dostavame
potom z (3.5)), ze

14(S: — Ss) € Ly(P), pro vSechna A € F,,s;t € T, s <.

Volbou s = 0 a A = () ziskdme integrovatelnost S; pro vSechna ¢t € T, jelikoz Sy
je deterministicka, a tedy integrovatelna ndhodna veli¢ina. Navic z platnosti

Ep[14(S; —Ss)] =0, pro vSechna A € Fy st €T, s <t,
dostavame
[,SedP = [,5,dP, atedy Ep[S;|FJZLS, stel0,N],s<t

Proces (S;)ier je tedy F-martingalem pii P. Pokud S je F-martingal pii P, pak
P € Py snadno plyne z definice martingalu. O]

Pokud M je z linearniho obalu mnoziny X', pak na intervalu [0,N] existuje
déleni D ={0=dy <---<d, =N} ajevy A; € L(F,,) takové, ze

M =30 A(Sy , — Sy) = [NHAS,

kde H je F-jednoduchy proces takovy, ze Hy = > Aply, <i<¢, ,)- Prostor X*, je
pak tvofen linedrnimi kombinacemi ndhodnych veli¢in z {1UX'}. Tedy ndhodnymi
veli¢inami Y, které jsou ve tvaru

Y=C+ [,HdS, (3.6)

kde C' je konstanta a H je vySe popsany JF-jednoduchy proces.

Nyni mtzeme zformulovat vétu, ktera nam 1ika, které nahodné veli¢iny Y jsou
replikovatelné.

Véta 21 (O replikaci). Necht (2, A) je méritelny prostor, X mnozina redlngjch
ndhodnych velicin definovand a X* vektorovy prostor generovany 1 a X,
jehoZz proky jsou definovdny (3.6)). Bud Py mnoZina martingalovyjch mér procesu
S = (Sp)ier a necht P € Py. Pak pro vSechny ndhodné veliciny Y z uzdvéru
mnoziny X* v Ly(P) ezistuje redlny jednoduchy proces H, € A(Fu) takovy, Ze
plati

Y L Ep[Y] +/HdS.
T
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Dikaz. Méme Y € X*, Z uzavienosti mnoziny X* plyne existence posloupnosti
(Y(),cn takové, 7e Y™ konverguje absolutné v IL; k Y (pokud to nespliiuje
piimo posloupnost Y™, tak lze najit podposloupnost s pozadovanymi vlast-
nostmi). Z lemmat [f] a [7] plyne konvergence podminénych stfednich hodnot

E[Y™ | g] SR Y| g, kde G C Fn je o-algebra. (3.7)

Néhodna veli¢ina Y™ nalezi do mnoziny X*, takze dle (3.6) ji lze pro vSechna
n € N vyjadrit jako

y®W=zW ' kde zM:=Cc®W4 [ H™AS (3.8)
(04

aC® cRaH" Je ]-" jednoduchy proces kdykoli n € N. Pro hodnotu procesu
ZM v ¢ase 0 plati Z = C™. Proces (S¢)ier je dle predpokladu integrovatelny
zprava spojity J-martingal vici P. Pak z tvrzeni u 7| plyne, ze Z™ je rovnéz
zprava spojity martingal vici filtraci, ktera dle véty [18| je také zprava spojita.
Budte 71 < 7 < --- < N Markovské ¢asy vuci filtraci F definované vztahem
. Proces Z™ tedy spliiuje pfedpoklady Optional Sampling Theorem a pro
vsechna n,k € N, 7, < N plati

ZWLE(Zy | F,]=E[Y® | F,],

Tk

z ¢ehoz jasné plyne také vztah
E[Z() Z(n 1)’}'7]_ () Z(” D)

Aplikaci Jensenovy nerovnosti dostavame

sj
n n—1
> |2 - 200,

2y - 2"

-

Z podminky pro absolutni konvergenci dostaneme vyuzitim predchoziho vztahu

00 >E Z‘Y(”) D =S"EEF|Z{) -z ZE — z),
n=1 n=1
Pak plati
EY |2 — 24 - (2, - 25))
neN
B PRI
neN neN
<2E Z‘Z}V’“ — 70| < o (3.9)

neN

Specialné tedy posloupnost Zﬁ:) — Zﬁ:fl) je absolutné cauchyovska v L. Z definic

B4 dostavame vyjadieni



které vyuzitim martingalové vlastnosti procesu Z™ miizeme piepsat jako

E[Y® | F,] ~EY®™ |F, J=H(S, ~S,,), neN (310

Tk

skoro jisté. Spojenim vztaht (3.9)) a (3.10) mame potom

0> 2B |2 - 27| 2 2B YO|(HY - HE ), - 5.

neN neN

a tedy celkové
Sj n n—
neN
Definujme nahodnou veli¢inu H; jako

Hy:= lim H"1g, kde E, ={weQ:3lim H"(w)eR,teT}. (3.11)

n—o0 n—o0

Pak H; € A(Fy). Pro k € N dostaneme volbou G = F,, ze vztahu konver-
genci

ZM =EY™W | F ]S E[Y | F,] = V¥ (3.12)
skoro jisté. Oznac¢me N := {A € A;P(A) = 0} mnozinu vSech nulovych mnozin.
Déle definujme mnoziny

Ny = {w € ©; (3.10) neplati v bodé w} € N,
Ny = {w € Q; (3.12) neplati v bodé w} € N,
F={wes, (w)=25,_,(w)}
Nyni vezméme libovolné pevné w € 2\ (N; U Ny U F') a k € N. Pak plati

2 (W) = 20 (@) e VI () = VI ()
TS @) = S (@) Sow) = S (@)

H, (w) = g (w)

Tk

Dale pro toto w plati i vztah

Hy, ()87, () = Sp_y (w)] = lim HI(w)[Sr, (w) = Sr, (W)].

n—oo

Pro w € F na kazdé strané rovnosti nasobime nulou a na volbé H,, (w) (resp.
Hﬁ:) (w)) tedy nezélezi, rovnost plati trividlné. Tim jsme ukézali platnost predcho-
ziho vztahu prow € Q\(N;UN;). Vezméme tedy libovolné pevné w € Q\(N,UNy).
Jelikoz w ¢ Ny, dostavame ze vztahu , ze

lim H (@)[S5, (@) = 5, (@) = lim ZP(w) - 25, (@),

T Tl —
n—o0 k k=1

a protoze w &€ Ny, dostavame ze vztahu (3.12), Ze
: n n _ k k—1
lim Zﬁk)(w)—Z( ) (w) = VW (w) = VED (),

Tl —
n—00 k=1

Protoze N; U Ny, € N, dostavame tak rovnost
HTk(STk - STkﬂ) = E[Y | ka] - E[Y ’ ]:qu]'
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Sectenim pres vSsechna k = 1,2,... dostaneme

ZHTk(STk o STk—l) i Z(E [Y | ‘FTIc] —E [Y | -Frk_l])
SR | Fx]—E[Y | Fol. (3.13)

Néhodna veli¢ina Y je Fy-méfitelnd, jelikoz plati X* C Ly(Q2, Fy,P), a tedy
i X* C Ly(Q, Fn,P). Plati pro ni tedy E[Y | Fy] = Y. Diky lemmatu [2l mdme
vztah '

vy My — lim E[Y™] 2 E[Y].

n—o0

Dostavame pak
EY® ZEY® | Fo) S E[Y | Fol ZE[Y].

Soucet (3.13) je tedy ve tvaru
Z HTk(STk - STk—l) 2Y -E [Y]7
k=1

coz je dokazované tvrzeni. O]

Pozndmka. Méritelnost H, nebudeme dokazovat, pouze poznamename hlavni
myslenku. Nejdiive se ukaze mértitelnost Hﬁ:). Pak vyuzijeme faktu, Ze mnozina,
na které konverguji méritelné ndhodné velic¢iny je rovnéz métitelna. Definujeme-li
na této mnoziné novou nahodnou veli¢inu H,, jako limitu posloupnosti méfitel-
nych nahodnych veli¢in Hi,?), pak je ndhodna veli¢ina H,_ také méfitelna.
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4. Zakladni véty ocenovani

Véta 22. Necht existuje ekvivalentni martingalovd mira Q. Pak na normalizova-
ném trhu S neexistuje arbitrdz.

Diikaz. Viz Shreve (2004, str. 135) nebo |Oksendal (2013] str. 256). Méjme ekvi-
valentni martingalovou miru @) a proces bohatstvi (W,,), pro ktery plati Wy = 0
a Wy je konefna hodnota bohatstvi v ¢ase N. Podle véty |§] je proces (W)
martingalem viici mite Q) a tedy plati

EqW, =0, neT,. (4.1)

Pro spor nyni predpokladejme, Ze na trhu M existuje moznost realizovani arbit-
raze, tedy plati P(Wy > 0) = 1. Z absolutni spojitosti miry P vii¢i Q méme

PWN>0)=1PWy<0)=0=QWxnx<0)=0& QWy >0)=1.
(4.2)
Z (4.1) a (4.2) zfejmé plyne Q(Wxy = 0) = 1 a opét vzhledem k absolutni
spojitosti mér P a ) plati

QWy=0)=1 = QWnN>0)=0 = PWxy >0)=0,
¢imz jsme dospéli ke sporu. O

Cont a Tankov| (2003, str. 303, Proposition 9.2) formuluji ve své publikaci
silnéjsi tvrzeni.

Véta 23 (Zakladni véta oceliovani aktiv). Na trhu je vyloucena arbitraZ prave
tehdy, kdyz existuje martingalovd mira Q ekvivalentni s pravdépodobnostni mirou
P.

V jiném znéni, ale zato i s diikazem, tuto vétu nalezneme v ¢lanku Harrison
a Kreps| (1979, str. 392, Corollary (a)). Jedna z implikaci v této vété je dokazana
ve véte . Uvedme i dalsi tvrzeni z Cont a Tankov| (2003, str. 305, Proposition
9.3). Diikaz lze opét najit v [Harrison a Kreps (1979, str. 392, Corollary (c)).

Véta 24 (Druha zakladni véta oceniovani aktiv). Trh je uplny prdvé tehdy, kdyz
existuje prave jedna martingalovd mira Q ekvivalentni s pravdépodobnostni mirou
P.

Dikaz. V nasem kontextu miizeme ukazat, jak tato véta v diskrétnim modelu
plyne z Douglasovy véty a véty o replikaci. Bud Py mnozina martingalovych mér
na (€2, A). Necht existuje pravé jedna pravdépodobnostni mira Q € Py takov,
ze Q ~ P. MuzZeme to také zapsat jako Py = {Q}, vidime tedy, Ze mnozina mar-
tingalovych mér je v této situaci jednoprvkova. Mira Q je tedy ziejmé krajnim
bodem mnoziny martingalovych mér a z Douglasovy véty (véta [5)) dostavame, Ze
mnozina X* je hustd v L, (Q). Déle z véty o replikaci (véta[l1]) plyne, Ze dokdZeme
replikovat kazdou ndhodnou veli¢inu z X* = IL;(Q). Diky ekvivalenci mér Q a P
muzeme replikovat kazdou ndhodnou veli¢inu z LL; (P). Jelikoz pfedpokladame ko-
nec¢ny pravdépodobnostni prostor, mizeme replikovat kazdou readlnou ndhodnou
veli¢inu. Trh je tedy uplny.
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Necht existuji pravdépodobnostni miry Q,,Q, € Py takové, ze Q; ~ Q, ~ P
a Q; # Q,. Definujme miru R jako konvexni kombinaci mér Q; a Q,, naptiklad

_ Q1+Q2.

R: )

Z definice miry R vidime, ze také R ~ P. Navic Douglasova véta nam iika, ze
mnozina martingalovych mér Py je konvexni, proto také R € Px. Z téchto in-
formaci plyne, ze pravdépodobnostni mira R neni krajnim bodem mnoziny vsech
martingalovych mér. Pak ale mnozina X'* neni hustd v Ly (R) a diky ekvivalenci
mér také X* neni husta v IL;(P). Z véty o replikaci vime, Ze dokazeme replikovat
nahodné veli¢iny z uzavéru X*, ale X* # L;(P). TakZe existuje néjakd nahodna
velicina Y € L;(P) takové, ze Y ¢ X*, ktera tim padem neni replikovatelna
a z toho plyne, ze trh neni tplny. ]
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Z.avér

V praci jsme zavedli zadklady teorie martingali, na které jsme pak zalozili
stanoveni spravedlivé ceny finan¢niho derivatu. V prvni kapitole jsme dale uvedli
a dokazali Douglasovu vétu, jejiz aplikace je pozdéji v praci stézejni.

Ve druhé kapitole jsme pracovali s modelem obchodovani v pevné danych
diskrétnich casech. Zavedli jsme pojem arbitraze a ukazali jsme, zZe nutnou pod-
minkou neexistence arbitraze je moznost jak nartstu, tak i poklesu ceny aktiva
na trhu. Pak se zabyvame otazkou, kdy dokazeme urcit bezarbitrazni cenu financ-
niho derivatu. Douglasové vété ptirazujeme financ¢ni interpretaci a v souladu s ni
formulujeme vétu o replikaci. Spojeni téchto dvou vét nam 1iké, za jakych podmi-
nek dokazeme ocenit dokonce i libovolny derivat. V dalsi ¢asti byl zaveden pojem
uzitkové funkce tfidy HARA, aby bylo mozné kvantifikovat uzitek. Poté bylo pro
logaritmickou uzitkovou funkci, jakozto specialni ptipad uzitkové funkce t¥idy
HARA, dokéazano, ze predpoklad omezeného uzitku implikuje existenci optimalni
strategie. Pokud takova strategie existuje, pak lze nalézt pravdépodobnostni vahy,
ze kterych je mozné sestavit martingalovou miru.

Treti kapitola byla zalozena na predpokladu, Ze ceny aktiva se méni skokoveé
v nahodnych c¢asech. Douglasova véta je interpretovana i ve spojitém modelu.
Dale navazuji podptirna tvrzeni, ktera vyuziva diikaz véty o replikaci. Jsou zde
zavedeny jednoduché procesy a integral z jednoduchého procesu vii¢i martingalu.
Néasleduje véta o replikaci s ditkazem pro spojity model. Posledni kapitola uvadi
zakladni véty ocenovani aktiv, jakozto disledek Douglasovy véty a véty o repli-
kaci.
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