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Abstrakt

Deontické logiky byvaji formalizovany jako druh modalnich logik.
V této préaci aplikuji fuzzy modalni logiku na dvoji systémy mo-
nadickych deontickych logik — systémy deontické logiky v uzsim
smyslu a systémy alethické logiky s vyrokovou konstantou @). Pro
tyto nové fuzzy deontické logiky dokazuji lokalni vétu o dedukei,
korektnost vuci ptislusnym fuzzy ramcum a definovatelnost deon-
tickych systému v alethickych.
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Uvod

Vztahy vyplyvani mezi imperativy zajimaji ¢lovéka od starovéku. Za prvni deonticky
paradox se uvadi spor Protagora s jeho zakem Euatlem, ktery mu mél zaplatit, az vyhraje
svou prvni soudni pii — Euatlus se ovSem pravni praxi nevénoval a jeho prvni pii byl
tedy pravé tento spor.

Prvni pokusy o formalizaci deontickych vypovédi ucinil Ernst Mally ve 20. letech mi-
nulého stoleti, opiral se pfitom o vyrokovy kalkulus. V 50. letech pak pftisel G. H. von
Wright s deontickymi logikami vystavénymi na zdkladé alethické modalni logiky. Obje-
vené paradoxni dusledky ho pozdéji ptimeély rozvinout také dyadické systémy (s podmineé-
nymi pitkazy). A. R. Anderson rozpracoval deontické logiky jakozto teorii sanke{ — priké-
zané je to, ¢ehoz nesplnéni vede k trestu. (Ve citace dle [Aqvist 1984]). W. D. Ross se
soustiedil na jakousi osobnostni etiku — nezajimaji ho normy z pohledu celé spolecnosti,
ale z pohledu jednotlivce, ktery se rozhoduje na zékladé tzv. prima facie duties, které se
snazi plnit (citace dle [Monagin 2006]).

Modélni piistup k deontickym i jinym logikdm neni neproblematicky. [Duc 1995] uka-
zuje nevhodnost modélniho pojeti deontické logiky a rozviji namisto toho cestu dyna-
mické logiky, [Duc 2001] ukazuje totéz pro epistemickou logiku. U deontické logiky to
mé vyznamné opodstatnéni: etické nebo préavni{ normy jsou typu ought-to-do (udélej to
a t0), coz dynamicka logika reflektuje, zatimco modéln{ logika a kripkovskd sémantika
zkoumd spiSe pitkazy typu ought-to-be (zaiid, aby to a to nastalo).

T u vicehodnotovych logik 1ze najit prvni zdjem v antice, ale prukopnicka je az prace Jana
Lukasiewicze ve 20. letech minulého stoleti, ktery ucinil pokusy rozsifit dvouhodnotovou
logiku na tfeti hodnotu nékde mezi pravdou a nepravdou. Zavedl také pétici axiomi,
z nichz ¢tyfi budeme uzivat i my; dokazatelnost 5. axiomu (prelinearity) z ostatnich
axiomu ukédzal C. C. Chang v roce 1958. V 50. letech se také zacinaji uvazovat nekoneéné
mnoziny pravdivostnich hodnot — R. McNaughton pro né zobecniuje Lukasiewiczovu lo-
giku, M. Dummett Godelovu. V 60. letech se poprvé objevuje pojem fuzzy, kdyz L. A.
Zadeh definuje fuzzy mnoziny. J. A. Goguen jiz mluvi o fuzzy logice a jako jeji model
zavadi reziduované svazy. Z inzenyrsky motivovaného konceptu fuzzy logik se stdva lo-
gika v pravém smyslu slova od 70. let, zejména zasluhou Jana Pavelky a od 90. let Petra
Héjka. (Vse citace dle [Héjek 1998].)

Zajem o fuzzy modéln{ logiky pfisel zahy, napiiklad [Ying 1988] definuje obecné mod&lni
logiky na zdkladé zadehovské syntaxe (z dnesniho pohledu dost nekompaktn{ — pouzivéd
godelovskou min-konjunkci a max-konjunkei a tukasiewiczovskou negaci). Nejdukladngji
je ale prozkoumand logika S5, kterou lze zalozit na predikatové logice a odhlédnout od po-
doby relace dosazitelnosti (podrobné v [Hdjek 1998, kap. 8]). Fuzzy alternativy pro slabs{
modalni logiky ale rozpracovévaji napiiklad [Nakamura—Gao 1992] nebo [Mironov 2005].
Postupné se také obraci zdjem fuzzy logiky na konkrétni aplikace modalni logiky, napiiklad
[Béhounek 2004] fuzzifikuje erotetickou logiku. Podobné piitomnd prace mé za cil — jak
jiz jeji nazev napovida — fuzzifikovat deontické logiky.

Fuzzy deontické logiky nevzbuzuji mnoho zajmu. Za pozornost stoji v podstaté jen dvé
prace. Prvni je ¢ldnek [Gounder—Esterline 1998], zabyvajici se vedle deontickych i epis-
temickymi logikami a v ohledu k pouzité medodé velmi podobny piftomné praci. Takto
struény ¢lédnek (6 stran) ani nemuze jit do hloubky a jeho vysledky jsou omezené. Pouziva



zadehovskou syntax a modélni operatory definuje pomoci maxima a minima, pfi¢emz ne-
uvazuje, ze mnozina moznych svétu muze byt nekonecnd. Tyto nedostatky lze omluvit
tim, ze ¢lanek vznikl ve stejném roce, jako bylo vydano [Héjek 1998], a nemél tedy k dis-
pozici dukladné propracovany aparat.

Zajimavéjsi je velmi Gerstvy ¢lanek [Monagin 2006] (text ziejmé kopiruje jeji predndsku
proslovenou na Oakland University v tinoru tohoto roku). Autorka vyuzivd Rossuv kon-
cept prima facie duties, v némz agent jednd podle svych osobnich preferenci, co do
zévaznosti pitkazi, a pokud nemuze splnit vSechny, vybird si ty, které povazuje za
zavaznéjsi. Tento pristup se narozdil od klasického pristupu dovede vyrovnat s tim, ze
nékteré prikazy nejsou splnény a je tifeba splnit alespon povinnost, kterda vyplyva z ne-
splnén{ té puvodni (contrary-to-duty obligation). Ohodnoceni povinnosti co do zavaznosti
pak otevird pole pro fuzzy logiku (pouzitd logika je opét zadehovskd syntax) a blizs
zkoumén{ axiomu pak nékteré vyluéuje — napifklad moddlni axiom D (v podobé
OA — —0O-A), protoze povinnosti mohou byt v konfliktu.

Piitomnd prace mé nésledujici strukturu: V tvodnich dvou kapitolach piedstavim ob-
jekt a metodu, a to v jejich nejdostupnéjsi podobé: v 1. kapitole budou popsany deon-
tické logiky tak, jak je predstavuje Lennart Aqvist v Handbook of Philosophical Logic
[Aqvist 1984], a v 2. kapitole fuzzy logiky v podobé podle [Hajek 1998]. Dalsf dvé kapi-
toly se budou vénovat samotné fuzzifikaci: 3. kapitola bude vénovéana jazyku — podobé
modalnich operdtoru — a 4. kapitola se zaméii na konkrétni logické systémy. Nakonec
se v 5. kapitole pokusim v predstaveném fuzzy provedeni zrekonstruovat jeden vysledek
znamy z dvouhodnotové logiky, totiz preklad mezi alethickymi a deontickymi systémy.



1 Deontické logiky

Jak bylo feceno, tato prace se bude zabyvat deontickymi logikami a bude je zkoumat
z pohledu modalni logiky. Lennart Aqvist v [Aqvist 1984] pouzivé dvoji déleni: Nejprve
rozlisuje monadické a dyadické systémy — tedy systémy, kde jsou zakladni piikazy ne-
podminéné, a systémy, kde jsou naopak podminény platnosti urcitého vyroku. Tyto dva
piistupy jsou ovSem vzajemné definovatelné (zjednodusené feceno, zleva doprava pomoci
implikace, zprava doleva tautologickou podminkou).

Druhé déleni se tyka podoby modélniho operatoru a ma vliv na to, jaké modalni logiky
budou pouzity. Pak dostaneme bud’ deontické logiky v uzsim smyslu slova — ty pouzivaji
operdtory Ogp (,,je prikdzdno p“), Py (,,je dovoleno ¢“) — nebo alethické logiky s kla-
sickymi operdtory nutnosti O a moznosti < a vyrokovou konstantou Q. Také odpovidajici
si logiky z téchto dvou tfid jsou navzajem definovatelné.

My se v této praci budeme zabyvat pouze monadickymi logikami, v jejich ramci ale jak
deontickymi, tak alethickymi.

1.1 Deset deontickych systémi

Nésledujicich deset logik s deontickymi operatory nazyva Aqvist Smiley-Hansonovy lo-
giky. T. J. Smiley a W. H. Hanson vytvorili nezdvisle na sobé nékteré z nich (ne vSak
viechny) v 60. letech minulého stolet{ (citace dle [Aqvist 1984]).

Jazyk tvofi mnozina Prop vyrokovych proménnych, logické spojky T, L, O, P,A\,V,—, <
a zévorky. Operdtory O, P jsou tedy oba primitivnimi pojmy, operdtor F (,,je zakdzéno*)
je definovéan:

Fo =4 =Py nebo Fp =4 O

Axiomy logik patii mezi nésledujicich sedm schémat:

(A0) vsechny vyrokové tautologie
) Py =00

) O(p =) = (Op — OY)
) Op— Py

) Op — OO0y

) POp— O

) O(0p — ¢)

) O(PO¢ — ¢)

Odvozovaci pravidla vSech logik jsou modus ponens a O-necesitace.

Ve znaceni axiomu kopirujeme [Aqvist 1984], ale jde z velké ¢ésti o obvyklé axiomy
modélnich logik: A2 je axiom K, A3 je D, A4 je 4 a A5 je ekvivalentni axiomu 5.



7Z predchozich axiomu vytvoiime deset logik:

OK = A0-A2

OM = A0-A2, A6

0S4 = A0-A2, A4, A6

OB = A0 A2, A6, A7

0S5 = A0-A2, A4, A5 (A6 a A7 jsou odvoditelné)
Pro £ € {OK, OM, 0S4, OB, 0S5} definujme

LT =L, A3

Pro sémantiku pouzijeme obvyklé kripkovské modely M = (W, R, V), kde W je neprdzdna
mnozina, R C W xW aV je ohodnoceni, které pfitadi dvojici vyrokové proménné a svétu
z W pravdivostni hodnotu 0 nebo 1. Slozené formule ohodnotime obvyklym zptsobem.

Relace dosazitelnosti R méa v deontické logice prirozenou interpretaci: xRy plati jen
tehdy, kdyz vsechny piikazy ,,vyslovené“ v x (z Ik O¢g) jsou v y splnény (y IF ¢). R
muze mit ndsledujici vlastnosti, které odpovidaji axiomtim A3-A7 v tom smyslu, Ze
dany axiom charakterizuje tfidu rdmcu, v nichz mé R odpovidajici vlastnost (podminky
sice vyjadifme formalizovang, ale pohybujeme se nyni v metajazyce):

R je sériova (také zvand totélni) (VzJy) zRy A3
R je tranzitivn{ (Vx,y,z) (xRy & yRz — xRz) A4
R je euklidovska (Vx,y,z) (xRy & tRz — yRz) Ab
R je témeért reflexivni (Vx,y) (zRy — yRy) A6
R je témer symetrickd (Vz,y,2) (xRy & yRz — zRy) A7

Takze logika OK charakterizuje vSechny modely a silnéjsi logiky charakterizuji modely,
v nich? m4 R vlastnosti odpovidajici axiomim. Logika OS5" tak odpovidd mod&lni
logice KD45 a jeji relace R = W x Wy, kde Wy € W. [Aqvist 1984] déle dokazuje
korektnost a tplnost deseti deontickych systému.

S uplnosti muzeme jednoduse dokdzat odvoditelnost axiomu A6, A7 v logice OS5 (i v lo-
gice OS5T):

A6 (rdmec je témét reflexivni): xRy & xRy — yRy, protoze rdmec je euklidovsky
A7 (rdmec je témér symetricky): xRy & yRz — xRz, protoze rdmec je tranzitivni
xRz & xRy — zRy, protoze ramec je euklidovsky

Zastavme se jesté u axiomu A3. Ten 1ikd, Ze co je piikdzano, je také dovoleno, tedy zZe je
mozné pifkazy vibec plnit. Na sémantické roviné pak vyluc¢uje modely, v nichz existuji
svety bez nasledovnika — svéty, které ,,vidi“ alespon samy na sebe, uz v modelu mohou
byt. V dvouhodnotové deontické logice, kterda ma vypovidat o realnych a splnitelnych
systémech piikazu a zdkazu, je pfijeti takového axiomu povazovano za vhodné.

Na druhou stranu, ekvivalentni podoba téhoz axiomu, totiz OA — —=O—-A, pielozena do
neformalniho jazyka vylucuje konflikt povinnosti. Ten ale v realité muze nastat, naptiklad
kdyz neprozietelné slibime tcast na dvou udalostech ve stejny ¢as. Prijetim axiomu A3
se tedy muze logicky systém dostat do konfliktu s realitou, z ¢ehoz vzchazeji paradoxy.
Jak uvidime dale, fuzzy logika ma moznosti, jak se vyhnout nevyhodam obou krajnich
moznosti: axiom odmitneme jako pfili§ striktni, ale krajni piipady, kdy svét ,,neuvidi*
na zadny jiny (ani na sebe) budou spiSe vzacnosti (protoze 0 jiz neni jednou ze dvou
hodnot, ale jednou z nespocetna).



1.2 Deset alethickych systému

Déle zadefinujeme deset alethickych systému s prohairetickou vyrokovou konstantou @
(tzn. pFevzatou z teorie preferenci). Jazyk tedy tvofi stejnd mnozina Prop vyrokovych
proménnych, logické spojky T, L, Q,0, O, AV, —, <> a zavorky.

Operatory O, P jsou v tomto jazyce definované:

Op =g 0O@Q— )
Pyo =g O@QANy)

A axiomatika je nasledujici:

(B0) vsechny vyrokové tautologie
(Bl) <>(p — —0=p

(B2) DO(p — ) — (Op — OY)
(B3) <Q

(B4) Uy — UOOp

(B5)  ©OOp — Oy

(B6) Dp—o

(B7) ©O0p—o

Odvozovaci pravidla jsou modus ponens a O-necesitace.

Opét jde i pres schematické znaceni o obvyklé modalni axiomy: B2 je axiom K, B4 je 4,
B5 je ekvivalentni axiomu 5, B6 je axiom T a B7 je ekvivalentni B.

Deset logik pak vytvoiime néasledovneé:

Ko = B0-B2

M, = B0-B2, B6

S4, = BO-B2, B4, B6

B, = B0-B2, B6, B7

S50 = BO0-B2, B5, B6 (B4 a B7 jsou odvoditelné)

Pro K € {Kq, Mg, S4¢g, Bg, S5} definujme

Kt =K,B3

Odvoditelnost axiomu B4 a B7 v systému S5¢ (a ovéem i v 555) dokazeme:
Axiom BT je dokazatelny trividlné z axiomu B5 a B6.

Dokézat axiom B4 bude pracnéjsi, pouzijeme ponékud prepracovany dukaz z [Peregrin 2004].
Bud B = OA.



1. O0-B —-B B6

2. B —-0-B 1, vyr. taut.
3. B— OB 2, B1

4. <©O-B — O-B B5

5. -O0-0-B — O0-B 4, Bl

6. -OO0B——-CB 5, Bl

7. OB —0OCB 6, vyr. taut.
8. B —0OOB 3,7

9. 0OA —0OCOA 8
10. <©0OA—0OA4 B5
11. 0O(C0A — OA) 10, Nec
12. OCOA — 0O4 11, B2
13. 0OA — OOA 9,12

Sémantika bude reflektovat existenci nové konstanty, a model bude tedy usporadand
Ctvefice

M = (W, R,opt, V)
kde W je neprazdna mnozina, R C W x W relace dosazitelnosti, opt C W mnozina
,,optimalnich“ prvka W podle blize neurcenych preferenci, V' ohodnoceni atomickych
vyroku v prvcich W.

Slozené spojky ohodnotime induktivné — vSechny zndmé spojky obvyklym zpusobem, Q)
takto:

M,zl-Q iff z€opt
Relace R muze mit ndsledujici vlastnosti, které opét odpovidaji axiomum B3-B7 (opét
se 1 pres forméln{ zdpis pohybujeme v metajazyce):

R je opt-sériovd  (Vz)(Jy) (xRy & y € opt) B3

R je tranzitivni  jako vySe B4
R je euklidovskd jako vyse B5
R je reflexivni (Vz) xRz B6
R je symetrickd  (Vz,y) (zRy — yRz) B7

Zastavime se jeSté u axiomu B3. Jestlize jsme diive tekli, ze mnozina opt je dédna blize
neur¢enymi preferencemi, nyni tyto preference ur¢ime — prvky mnoziny opt budou deon-
ticky dokonalé svéty. Tedy svéty, kde jsou vSechny ptikazy splnény a zadny zakaz neni
porusen. Pfijmeme-li tedy axiom B3, pak je kazdy svét z W v relaci s nékterym deonticky
dokonalym svétem, coz zajisti, ze ve vSech svétech je piikdzano jen to, co je splnitelné.



2 Fuzzy logiky

Druhym logickym systémem, ktery nas bude zajimat, budou fuzzy logiky. Jak znamo,
fuzzy logika zobecnuje klasickou logiku tim, Ze zavadi vice pravdivostnich hodnot —
tradi¢né se uvadi interval [0, 1], ale mohou to byt i jiné mnoziny pravdivostnich hod-
not. Tato prace bude pievdzné vychdzet z knihy prof. Petra Héjka [Héjek 1998], zejména
viechny definice a lemmata v této kapitole jsou pievzaty od néj. Pro nase zkoumdni
vyuzijeme Lukasiewiczovu vyrokovou logiku, jiné systémy jen zminime.

2.1 Sémanticka definice logickych spojek

Zatneme sémantickou definici logickych spojek na intervalu [0, 1]. Budeme po nich
pozadovat, aby byly extenziondlni vaci pravdivostnim hodnotdm (¢ruth-functional) a
aby se na hodnotiach 0 a 1 chovaly obvyklym zpusobem. Zaénéme konjunkci & a ji
odpovidajici operaci * na intervalu [0, 1] zvanou t-norma. Vysoka hodnota p&1) mé vy-
jadfovat vysokou hodnotu obou konjunktiu a spliiovat nékteré dalsi prirozené pozadavky.

Definice. T-norma je bindrni operace * na intervalu [0, 1] takovd, ze:

(i) * je komutativni a asociativni,
(ii) * je neklesajici v obou argumentech,
(iii) 1*z =2 a 0% 2 =0 pro vSechna z € [0, 1].

Ze specidlnich piipadd t-normy vyuzijeme jen Lukasiewiczovu:

r*xy=max(0,x +y—1)

Nyni se podivejme na implikaci. Chceme od ni, aby umozinovala internalizovat usuzovani.
To znamend, ze chceme mit korektni fuzzy modus ponens: z hodnoty formule ¢ a hodnoty
formule (¢ — 1) odvodit doln{ hranici pro hodnotu formule v; navic chceme, aby to byla
maximélni dolnf hranice. (¢ — %) mé byt tedy nejvétsi prvek takovy, ze jesté plati
(p&(p — ©)) — 1. Vysokd hodnota (p — 1) pak bude znamenat, Ze hodnota ¢ nenf
o mnoho vétsi nez hodnota 1.

Lemma. Méjme spojitou t-normu *. Pak existuje pravé jeden prvek x = y takovy, ze pro
kazdé x,y, z € [0,1] plati: (zx2) <y iff z < (x = y), tedy (x = y) = max{z | zxz < y}.

Prvek © = y nazveme reziduum t-normy. Reziduum Lukasiewiczovy t-normy vypada
nasledovné:

prox <y, z=>y=1
prox >y, xz=y=1—z+4+y



Lemma. Pro kazdou spojitou t-normu * plati v libovolné algebie (L,N,U,*,=-,0,1)
(symboly N, U zna¢{ minimum a maximum) ndsledujici identity:

(i) zny=zx(z=y)
(i) zUy=((z=y) =y N(y=12) =2

Definice. Reziduum = definuje odpovidajici unarni operaci prekomplementu:

(-)a = (x=0)

Tyto tii pojmy z posledniho lemmatu a definice ndm budou po fadé popisovat slabou
konjunkei, slabou disjunkci a negaci. Pokud jde o prekomplement, opét ukdzeme jeho
hodnotu odpovidajici Lukasiewiczové t-normé:

(m)x=1—-x

2.2 Basic Logic (BL)

Nynf jiz muzeme zadefinovat prvni fuzzy logiku. Vyrokovy kalkulus PC'(x) tvoii vyrokové
proménné py, ps,. .., logické spojky &, — a logicka konstanta 0. Dals{ spojky jsou defi-
novany:

AP =aq p&(p — )

eV =g (p—=Y) = Y)A (Y — ) — @)
¢ =g ¢—0

p=v =g (p—=P)&H — )

Ohodnoceni e prifadi vyrokové proménné p jeji pravdivostni hodnotu e(p) € [0,1] a
formulim hodnotu podle nasledujicich pravidel:

e(0)=0
e(p&erp) = e(p) * (1))
e(p = ¥) =e(p) = e(y)

Zavedeme jiz na tomto misté nasledujici konvenci:

" = p& ... &y, n-kréit

Lemma. Pro kazdou dvojici formuli ¢, ¢ plati:

e(p NY) = e(p) Ne(y)
e(p V) =e(p) Ue(y)

Definice. Formuli ¢ nazveme 1-tautologii kalkulu PC(x), kdyz plat{ e(¢) = 1 pro kazdé
ohodnoceni e.



Nasledujici formule jsou axiomy logiky BL (basic logic):

(BL1) (¢ —=¢) = (¥ = x) = (¢ = X))

(BL2) (p&rp) — ¢

(BL3)  (p&) — (&)

(BL4)  (p&(p — 1)) — (Y& — ¢))

(BL5a) (¢ — (¥ — x)) = ((p&v) — x)
(BL5b)  ((p&y)) = x) — (¢ — (¥ — X))

(BL6) ((¢ =) = x) = (¥ = ¢) = x) = x)
(BL7) 0— ¢

[Héjek 1998] nésledné dokazuje, ze viechny tyto formule jsou 1-tautologie a odvozuje také
teorémy logiky BL. Seznam teorému uvadime v Pifloze 1. V poslednich letech se ukézalo,
ze tato mnozina axiomu neni nezdvisld: [Cintula 2005] ukazal odvoditelnost axiomu BL3
a [Lehmke 2005] dokédzal nadbytecnost axiomu BL2 (ovSem jen za pfitomnosti BL3).

Modelem logiky BL jsou algebry s urc¢itymi vlastnostmi. Nazyvaji se BL-algebry a jejich
vlastnosti nyni uvedeme.

Definice. Reziduovany svaz je algebra (L,N, U, *,=,0,1) se ¢tyfmi bindrnimi operédtory
a dvéma konstantami takova, ze

(i) (L,U,N,0,1) je svaz s nejvétsim prvkem 1 a nejmensim prvkem 0 (vzhledem ke
svazovému uspoiadan{ <),
(ii) (L, *,1) je komutativni{ monoid, tzn. * je komutativni, asociativni a pro kazdé =
plati 1 x x = z,
(ili) * a = tvoif adjungovany pér, tzn. z < (x = y) iff (z* 2z <y).

Definice. Reziduovany svaz (L,N, U, *,=,0,1) je BL-algebra, kdyz nasledujici dvé iden-
tity plati pro vSsechna x,y € L

(i) zny=xx(x=y)
i) (@=yuUy=2)=1

Definice. Reziduovany svaz (L, N, U, *,=,0,1) je linedrné usporddany, pokud pro kazdé
x,y € L plati x Ny = 2 nebo x Ny = y (ekvivalentné x Uy = x nebo z Uy = y).

Linedrné usporadany svaz je (linedrni) BL-algebrou, pravé kdyz v ném plat{ prvni identita
z predposledni definice. Druha identita v ném plati automaticky. Podmnozinou linedrné
uspoiddanych BL-algeber jsou standardni algebry, jejichz nosi¢em je interval [0, 1].

[Héjek 1998] dokazuje korektnost a tiplnost logiky BL vuci BL-algebrdm a vuéi linedrnim
BL-algebram.

2.3 Lukasiewiczova vyrokova logika (L)
Lukasiewiczova vyrokova logika vznikne z BL pfidanim axiomu dvojité negace:
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Ptvodni Lukasiewiczova idea stavi logiku na nésledujicich 4 Lukasiewiczovych axiomech:
‘D) o= ((p—v) =)
£2) (p—=9) = (¥ —=x) = (¢—=X)
£3) (o= ) = (b — @)
1) ((p—=v) =)= (0 —9)—9)
Lze dokézat, ze L1, L2, L3, L4 je ekvivalentni s BL 4+ axiom dvojité negace.

V L je jedind primitivni logickd spojka — a konstanta 0. Ostatni spojky jsou definovany:

~p =4 ¢—0
e&p =¢ (o — )
Ay =g p&(p — )
eV =g (p—) o
oYY =g —p—YP

Z axiomu 14 je takto zadefinovand spojka V ekvivalentni s jeji definici v BL. Novéa spojka
V je dudlni k &, a je tedy silnou disjunkci. V takto vzniklé logice L jsou kromé vsech
teorému logiky BL dokazatelné i dalsi teorémy, ty nejdulezitéjsi uvadime opét v Piiloze
1.

Modelem Lukasiewiczovy fuzzy logiky jsou MV-algebry. Zkratka MV pochdzi z many-
valued (vicehodnotové). Stejné jako L rozsifuje BL o axiom dvojité negace, budou také
MV-algebry specidlnim piipadem BL-algeber.

Definice. MV-algebra je BL-algebra, v niz plati identita = (( = 0) = 0).

I zde muzeme definovat linedrni a standardni MV-algebry. Mnozinu standardnich MV-
-algeber tvoif jediny prvek — MV-algebra s nosicem [0, 1] a Lukasiewiczovou t-normou a
reziduem, nazveme ji [0, 1]},

Stejné jako jsme Lukasiewiczovu logiku definovali jinymi axiomy nez BL + axiom dvojité
negace, puvodni je i jind idea jejtho modelu:

Definice. Wajsbergova algebra je algebra A= (A,=-,0), v niz plat{ nésledujici identity
(polozme (—)z = (z = 0),1 = (0= 0))
(i) (I=y =y
(i) (z=y=>(y=2=@=2)) =1
(llli E(( Jr = (= )y) (y=uz))=1

)
(iv) (z=y) =y =((y=2) =2

Tyto dva modely Lukasiewiczovy logiky jsou ekvivalentni. Tzn. v MV-algebte plati iden-
tity Wajsbergovy algebry a Wajsbergova algebra jde zndmym dodefinovanim *, N, U, 1
rozsifit na MV-algebru.

Umime tedy dokédzat platnost axiomu L v MV-algebréch (axiom L1 je teorémem logiky
BL) a [H4jek 1998] dale dokazuje tplnost logiky L vuéi MV-algebrdm, linedrnim MV-
-algebram i standardni MV-algebfe.

10



2.4 Dalsi fuzzy logiky

Ve zkratce si nyni predstavime jesté nékolik dalsich fuzzy logik, na které se pozdéji
muzeme odvolat. Prvni budou dvé logiky slabsi nez BL, o kterych podrobné mluvi ¢lanek
[Esteva—Godo 2001].

Logiky MTL a IMTL jsou zalozeny na monoidalni logice U. Hohleho (citovdno podle
[Esteva—Godo 2001]). Hlavni odlisnost od BL spocivd v tom, ze t-normy MTL nejsou
spojité, jsou spojité jen zleva. Tim padem je v MTL definovatelna implikace, ale nikoliv
uz spojky A,V (ty jsou definovatelné navzajem a rovnost x * (x = y) = min(z,y) plati
jen pro spojitou t-normu).

Logiku MTL (monoidal t-norm based logic) tvoii axiomy BL s vyjimkou axiomu BL4.
Ten je nahrazen trojici axiomu

(P AY) =

(e AY) = (P Ay

(& = ¥)) — (e A1)
Odvozovaci pravidlo je modus ponens. Spojka A je v MTL primitivni, opa¢nd implikace
k tfetimu z novych axiomu totiz neplati.

Logika IMTL rozsifuje logiku MTL o axiom dvojité negace (involuce — odtud IMTL),
stejné jako L rozsituje BL. Odlisnosti IMTL a L jsou pak obdobné jako u MTL a BL.

Nésledujici dvé logiky jsou piedstaveny v [Héjek 1998] a rozsifuji logiku BL. Jako prvn{
uvedeme Godelovu logiku G. Ta rozsifuje BL o axiom

o — (p&p)

diky kterému jsou silna a slaba konjunkce ekvivalentni. V G je také dokazatelnd formule,
na kterou v nasem vykladu nékolikrat narazime:

(=@ —=x)—={(¢—=19)=(0—=x) (2.1)
zatimco v BL je dokazatelnd (z teorému (BL7) a (BL4)) jen jeji slabsi varianta
(¢ = (¥ = x) = (¢ =) = ((p&) = X)) (2.2)

Pokud G oslabime o axiom BL6, dostaneme intuicionistickou logiku s obvyklymi vlast-
nostmi, napiikad v ni neni definovatelnd spojka V.

Posledni fuzzy logikou, o které se zminime, bude racionalni Pavelkova logika RPL, ktera
rozsifuje logiku L. Jazyk RPL pfiddva k L spocetné mnozstvi pravdivostnich konstant —
jednu pro kazdé raciondln{ ¢islo v intervalu [0, 1]; ve standardni MV-algebfe jsou ohod-
noceny piirozené, e(T) = r. Axiomatika je pak rozsifena o dva ,,i¢etni* axiomy

=r=3:

|

(r—

-r=1—-r

a o odvozovaci pravidlo: z (T — ¢) a (5 — (¢ — v)) odvod (T*35 — ).

Vysledky tohoto rozsiteni zminime déle v textu.
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2.5 Predikatova fuzzy logika

Jesté v kréatkosti predstavime predikatovou logiku s fuzzy pravdivostnimi hodnotami.
Jazyk zde bude tvofen objektovymi proménnymi a konstantami, predikaty, logickymi
spojkami, pravdivostnimi konstantami a kvantifikdtory. Modelem bude algebie L od-
povidajici L-struktura S = (M, (rp)p, (m.)c) s nosnou mnozinou M, relaci rp pro kazdy
predikat P a prvkem m, € M pro kazdou objektovou konstantu c.

Ohodnocen{ v pritadi kazdé objektové proménné prvek v(z) € M. Hodnota termu je
déna strukturou S a ohodnocenim v tak, ze ||z||s., = v(x),||c| a0 = Mmc. Pravdivostni
hodnotu formuli definujeme taktéz induktivné, implikaci a konjunkci odpovidaji jako
obvykle reziduum a t-norma algebry L:

|1P(t1,. .. tn)
I(v2)ll§,, = inf{lell§ v =o v'}
(F2)l 5, = sup{llell§.iv =2 v'}

s

150 =7Plt2llsw, - [ftnlls.0)

kde v =, v’ znadi, Ze v a v’ ohodnot{ vSechny proménné s vyjimkou z stejné.

Definice. Strukturu S nazveme L-bezpec¢nou, pokud existuji vSechna potiebna infima a
suprema, tj. pokud je pro kazdé o, v definovdno ||g0||§v

Z vyrokové fuzzy logiky vytvoiime predikatovou pfidanim nésledujicich péti axiomu a
odvozovaciho pravidla V-generalizace.

(V1)  (Vx)e(x) — o(t)  (t substituovatelna za x ve @)
(31)  (t) — (Fx)e(x) (t substituovatelnd za x ve @)
(v2)  (Va)(x = ¢) = (x = (Vo)) (2 neni volnd v x)
(32)  (Vz)(¢ — x) = ((Fr)p — x) (2 nenf volnd v x)
(V3)  (Va)(¢Vx) — (V) VXx) (z neni volnd v x)

V takto utvorené logice BLY jsou dokazatelné teorémy, které uvadime v Piiloze 1. Pokud
jde o silnéjsi logiky, zminme se jen o LV, v niz je na rozdil od ostatnich logik dokazatelné

(Fz)p = ~(Va)—p

(tedy i opacnd implikace k teorému (BLV11)). Predikdtovéd logika BLV je dplnd vuci
kazdé linedrné usporadané BL-algebre L a kazdému L-bezpetnému modelu, stejné tak
i predikdtové verze silngjsich fuzzy logik jsou tplné vuéi svym linedrné usporadanym
algebram a bezpeénym modelum nad nimi.
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3 Fuzzy modality a jejich vlastnosti

Nyni oba logické systémy spojime a pokusime se interpretovat deontické logiky v Lukasie-
wiczove fuzzy logice. V této kapitole se predevsim podivame na to, zda ma takovy pfistup
smysl, zadefinujeme fuzzy operatory O, P,0 a < a ovéiime nékterd tvrzeni potiebnd pro
dalsi praci. V néasledujicich dvou kapitolach pak ukazeme, jak se nami zavedeny systém
bude chovat na deontickych logikéch predstavenych v prvni kapitole.

3.1 Motivace

Hned na zac¢atku je tfeba polozit si otdzku, zda mé vubec smysl zabyvat se fuzzy de-
ontickymi logikami. Vzdyt z pohledu trestniho zdkona je vie jednoznaéné: ,, Kdo jiného
umyslné usmrti, bude potrestan odnétim svobody na deset az patnact let.“ Dopustil se
obzalovany trestného ¢inu vrazdy, jak je definovan? Pokud ano, bude mu vyméfen trest.
Ale uz zde nastupuje vagnost — podle ¢eho soudce rozhodne, jak vysoky trest vyméri?
Vrazda je prece vrazda.

Nemusime ani chodit az do sféry trestnych ¢inu, staci se podivat na obycejné kazdodenni
rozhodovani. Vsichni vime, ze bychom méli poustét staré lidi sednout, ale co piesné je
,stary ¢lovek “? Pokud uzname, ze v konkrétni situaci je vagni pojem naplnén (nastoupi
opravdu stary ¢lovék), pustime jej sednout (jedndni samo uz je dvouhodnotové). Stejné
tak vime, Ze k rodi¢ium se m4 ¢lovék chovat uctive. Kazdy vi, kdo jsou jeho rodice (Oidipa
protentokrat ze svych tvah vynechdme), ale pojem uctivého chovéni se 1is{ od rodiny
k rodiné a od generace ke generaci — ptred sto lety by bylo napriklad nemyslitelné, aby
déti rodicum tykaly. Mame tedy dvouhodnotovou podminku a vagni piikaz. A v piipadé
pitkazu ,,Ve ztiZenych mistech chod'te rychle“ je vagni podminka i pitkaz.

V konkrétni situaci vzdy posuzujeme, zda byla podminka naplnéna nebo zda byla na-
plnéna pfes néjakou mez, a podle toho se rozhodujeme, zda piikaz splnime nebo ne.
Jsme-li ale v roli zdkonoddrce, nemutzeme kazdou situaci predvidat a legislativné upravit.
A tim spiSe to plati o etickych norméch, danych zvykove.

Fuzzy logika muze nastoupit vSude tam, kde se vyskytne vagnost, kterd je skalovatelna.
Musime mit alespon néjakd méfitka, kterymi muzeme porovnavat jednotlivé vyroky. Toto
méfitko nemusi byt jen jedno pro danou skute¢nost — typickym piikladem je méfeni
inteligence: v testech se méfi jednotlivé slozky inteligence, ze kterych vhodnym vypoctem
odvodi jedno ¢islo, znamy inteligenéni kvocient. V piikladech, které jsme vyse uvedli, 1ze
gkalovatelnost najit (af uz je to vyse trestu, vék, nebo porovnani chovani dvou lidi ve
stejné situaci) a je tedy smysluplné fuzzy logiku pouzit.

3.2 Fuzzy sémantika moznych svéti

Jak bude vypadat kripkovsky model M = (W, R, V) ve fuzzy logice? Moznosti je nékolik.

Predné muzeme fuzzifikovat ohodnoceni V. Takze kazdy mozny svét modelu bude sdm
o sobé modelem nemodalni fuzzy logiky, konkrétné linedrni MV-algebrou (pohybujeme
se totiz v L) a vyrokové proménné v ném tedy budou ohodnoceny prvky této algebry,
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nazveme ji L. Na linedrni MV-algebry se omezime z praktickych duvodl, v samotné
vyrokové logice to nehraje roli; jak jsme jiz uvedli, L je korektni a uplna vuci vSem MV-
-algebram, i vuéi linedrnim. Ohodnoceni V' tedy nové bude zobrazenim W x Prop +— L.
Také odpovédi na otdzku ,které svéty spliuji vyrok ¢?“ bude fuzzy mnozina, nebot
nékteré svéty budou ¢ spliiovat ve stupni 1, jiné méné a nékteré vibec — tedy s pravdi-
vostni hodnotou 0 — a podle toho budou patfit do mnoziny zcela, ¢dstecné nebo vibec.

Za druhé se nabizi moznost mit fuzzy relaci R. V takovém modelu budou svéty mezi
sebou dosazitelné jen do urc¢ité miry. Jestlize v dvouhodnotové logice vyjadiuje xRy, ze
pitkazy vyslovené v x jsou v y splnény (a pokud ne, pak mezi x a y relace nevede), pak
hodnota fuzzy relace mezi x a y iikd, nakolik jsou piikazy z x splnény v y (napiiklad
pifkaz ,,zavii dvefe® splnim ¢dstecné, pokud je jen piiviu).

Pokud jde o samotnou mnozinu moznych svétu W, ta se pro fuzzifikaci nezda byt vhodna.
Takové zobecnéni by vyzadovalo podrobnéjsi diskuzi definic a pfineslo by mnoho tech-
nickych problému. Teoreticky si 1ze fuzzy mnozinu W ptedstavit. Rozpracovévaji se napf.
koncepce tzv. nemoznych moznych svétu (reference v [Duc 2001]), ale nemusime cho-
dit tak daleko. Pokud bychom napiiklad chtéli porovnavat, nakolik je v nasi kultufie
platné urcité etické pravidlo, budeme se rozhlizet po evropskych zemich, zda je v nich
dodrzovéno, méné uz nas bude zajimat Asie nebo rovnikova Afrika a skoro viubec mi-
mozemské civilizace. Na druhou stranu pokud bychom pro toto zkouméani vyuzivali
vypocetni techniku, pak musime udélat pfesnou hranici, které spole¢nosti a jejich etické
normy budou zahrnuty v databéazi a které jiz ne. I proto muzeme toto zobecnéni s klidnym
svédomim pominout.

Naopak mnozinu opt, kterd u alethickych logik s vyrokovou konstantou @ obsahuje de-
onticky dokonalé svéty, prevedeme na fuzzy mnozinu. Budeme tak mit i svéty deonticky
méné dokonalé (nékteré piikazy jsou v nich splnény jen ¢dsteéné) a konstanta () bude
nabyvat v ruznych svétech ruznych hodnot podle toho, v jaké mife budou do opt patfit.

Z predchozich tvah ndm tedy vyplynou fuzzy ramce s ostie ohrani¢enou mnozinou
moznych svétu W, fuzzy relaci dosazitelnosti r, u alethickych logik navic s fuzzy mnozinou
opt, a v nich pak modely s fuzzy ohodnocenim e.

V dvouhodnotovych logikidch jsme formalné popsali nékteré vlastnosti rdmci. Ted je
formalizujeme i pro fuzzy ramce. Podminky tranzitivity, symetrie a reflexivity definu-
jeme podle [Zadeh 1971], ostatni analogicky. Jde o pfirozeny pieklad metajazykovych
formalizaci do fuzzy sémantiky.

sériové rdmce (Vx)(Jy) r(z,y) =1

opt-sériové rdmce (Vz)(Jy) r(z,y) xopt(y) =1
tranzitivni rdmce (Vz,y, 2) r(z,y) xr(y, z) < r(z, 2)
euklidovské rdamce (Vx,y,2) r(x,y) *r(z, 2) < r(y, 2)
reflexivni rdmce (Vz) r(z,z) =1

téméf reflexivni rdmce  (Vx,y) r(x,y) < r(y,y)
symetrické rdmce Ve, y) r(z,y) = r(y, )

témer symetrické rdmce (Y, y, 2) r(z,y) * r(y, 2) < r(z,y)
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3.3 Definice modalnich operatoru

V navaznosti na to, co bylo fe¢eno vysSe, nyni zadefinujeme modalni operdtory. Za¢neme
s operatorem nutnosti 0. V dvouhodnotové modalni logice lze jeho sémanticky vyznam
vyjadiit v metajazyce takto:

wlFOgp iff (Yo e W)(wRv — vl o)

Nyni u¢inime najednou nékolik kroku: Presuneme se k fuzzy logice, takze vyroky na
obou stranach ekvivalence budou ohodnoceny prvkem z L a stejné tak je fuzzy i relace
R. Posuneme se k sémantickému vyznamu ekvivalence, takze i kvantifikdtor nahradime
jeho sémantickym vyznamem z druhé kapitoly. Dostaneme tedy tento vztah:

ew(Op) = (T(wvv) = ev(‘ﬁ))

inf
veW
Stejné odvodime i operator moznosti, operatory O, P se budou chovat stejné:

wlkCp iff (Jve W) (wRv & vk ¢)

ew(Ow) = sup (r(w,v) ey (p))
veW

Ve vSech rdmcich v dvouhodnotové logice plati deontické axiomy A0-A2/B0-B2 a odvo-
zovaci pravidla modus ponens a necesitace (az na pouzity jazyk jsou stejné v deontickych i
alethickych systémech). Radi bychom je zachovali i pro fuzzy logiku. Vezmeme tedy fuzzy
obdobu znamé modalni logiky K a pokusime se dokazat jeji korektnost vuéci vsem fuzzy
ramcum, jak jsme je definovali vyse — tedy ramctum s fuzzy relaci dosazitelnosti.

A1/B1:

<>A — —|D_|A
sgp(r(w,v) xe,(A) = (-) irulf(r(w,v) = e,(—A))

Tato rovnost plati v logice L, protoze v ni plati nésledujici rovnosti
(=) inf(r(w,v) = ey, (-A4)) = inf(r(w,v) = (e,(4) = 0) =0
= inf((r(w,v) *e,(4)) = 0) =0
(r(w,v) x€,(A)) =0) =0 = r(w,v)*e,(A)
Vyuzili jsme podobu prekomplementu v L, ohodnoceni negace, sémantickou interpretaci

axiomu BLba a identitu platnou ve vSech MV-algebrach. Stoji za pov§imnuti, ze posledni
vztah plati v L, zatimco v BL platit nemusi.

Je-li hodnota r(w, v)*e,(A) ve v supremem, pak hodnota (r(w, v)*e,(A)) = 0 je infimem

a hodnota ((r(w,v) x e,(A)) = 0) = 0 opét supremem. Rovnost tedy plati. 0
A2/B2:
0(A—B) — (0OA—0OB)
inf(r(w,v) = e,(A— B)) < (inf(r(w,u1) = ey, (4)) = inf(r(w, ug) = ey, (B)))
<

igf(r(w,v) = (ey(A) = ey (B))) (iillf(r(w,ul) = ey, (A)) = inf(r(w, uz) = e, (B)))

U2
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Tento vztah, tedy sémantickd interpretace A2/B2, plati z dvojtho pouziti sémantické
interpretace teorému (BLV5), pokud plati pro kazdé v

r(w,v) = (e,(4) = e,(B)) < (r(w,v) = €,(4)) = (r(w,v) = e, (B))

Toto je ale instance formule (2.1) dokazatelné v G, zatimco v BL plati pouze slabsi
formule (2.2), jak jsme o nich mluvili v podkapitole 2.4.

Bez dalsich informaci je tedy axiom A2/B2 v této podobé nedokazatelny. Co by se muselo
zménit, aby platil? Zjevné za to muze nekontraktivnost konjunkce na hodnoté r(w,v),
kterd nemusi byt rovna jedné. Resenfm tedy miize byt a) mit kontraktivni konjunkei, to
znamend piesunout se k logice G, ovSem s axiomem dvojité negace, s kterym muzeme
dokézat A1/B1. My se ale nechceme omezit na logiky s nekontraktivni konjunkci, protoze
se snazime zachovat co nejvétsi miru obecnosti. Zaroven pokud bychom zavedli jak dvo-
jitou negaci, tak kontraktivitu konjunkce, dostali bychom klasickou logiku a tato prace
by neméla zadny smysl.

Nebo b) bude A2/B2 dokazatelné, pokud bude r(w,v) nabyvat hodnot 1, 0. To nastane
tehdy, pokud opustime vicehodnotovost relace, coz jsme vySe pripustili jako moznost,
ale rozhodli se, ze ji zde neaplikujeme. Nebo pokud se budeme pohybovat jen v Hajkoveé
modalni logice S5, v niz je relace dosazitelnosti rovna W x W, tj. (Vw,v) r(w,v) = 1.
Logikou S5 je ovSem jen na§ alethicky systém S5¢, ostatni jsou slabsi. Pokud se tedy
chceme stéle pohybovat v nasich 20 systémech, zavrhnéme i tuto moznost.

Pro slabs{ modélni logiky navrhuje [Héjek 1998, 8.3.40] pouzit namisto O, < nekonecéné
operatoru O, Oy,

Definice. Méjme jazyk fuzzy logiky L a nekoneéné mnoho modalnich operatora O,,, &y,
n > 0. Méjme kripkovské modely M = (W, r, e) jako vyse. Pak je sémantika modélnich
operatoru nasledujici:

ew(Onp) = vié1$V(T"(w,v)=>ev(@))
ew(Onp) = fgvr;(r”(w,v)*eu(w))

kde r™ znaéi r * ... *x r n-krat.

Pro n = 0 dodefinujme:

O = 1 = 1
ew(How) vlenva(l = eu(p)) vlenva eu(9)
ew(Cop) = sup(lxey(p)) = supe,(p)

veW veW

Pozndmka: Operatory Og, g odpovidaji operdtorum O,< z Héjkovy fuzzy logiky S5,
kde plati (Vw,v) r(w,v) = 1. Je pfirozené definovat t-normu mezi 0 argumenty jako 1,
protoze plati 7"l =" xrapron=1jert =1xr.

Samoziejmeé se touto zménou modalit zméni i nase axiomy. Pokud jde o prvni dva, kterym
se vénujeme v této kapitole, A1/B1 bude znit
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a na dukazu se nic nezmeéni, jen vSechna r(w, v) nahradime r™(w,v) se stejnym n.

Pokud jde o A2/B2, jeho podobu pfevezmeme z [Héjek 1998]:
0,4 — B) — (0,,A — Oy4nB)

a dukaz povedeme tak, Ze se stejnym sledem tivah jako vySe dostaneme k potiebé dokazat
nasledujici nerovnost pro kazdé v:

r"(w,v) = (ey(A4) = e,(B)) < (1" (w,v) = e,(A)) = (r" " (w,v) = e,(B))

Vezméme k = min(m,n),l = |m — n|. Pak plat{ pro kazdy svét v:
rf(w,0) = (e,(A) = ey(B)) < (1" (w,0) = e,(4)) = (r*F(w,v) = ey (B))
i (w,0) = (ey(A) = ey(B)) < ((r*(w,v) = ey(A)) xr*F(w,v)) = ey (B)
r(w,v) = (rf(w,0) = (e,(A) = ey(B))) < rl(w,v) =
= (((rF(w,v) = ey(A)) * 72 (w,v)) = e, (B))
(rH(w,v) * 7F(w,v)) = (ey(A) = e,(B)) < (r'(w,v) * (r*(w,v) = ey (A)) * r?* (w,v)) =
= e,(B)
P (w,v) = (ey(A) = e(B)) < ((rF(w,v) = ey(A)) * 7 (w,v)) = ey (B)
T (w,v) = (ey(A) = ey(B)) < (r*(w,v) = ey(A)) = (X (w,v) = e,(B))

Pouzili jsme postupné sémantické interpretace formule (2.2), axiomu BL5a, axiomu BL1,
opét axiomu BLb5a (dvakrdt v jednom kroku), asociativitu t-normy a opét sémantickou
interpretaci axiomu BLb5a.

Platnost naseho axiomu dokazeme z posledni nerovnosti dvojim pouzitim sémantické
interpretace teorému (BLV5) v L. Tato metoda dukazu zaslouz{ kratké vysvétleni: Obecny
kvantifikdtor je v predikatové fuzzy logice definovan jako infimum pfes prvky nosice
algebry. Jelikoz je pro linedrni algebry a jejich bezpecné struktury dokazana korektnost,
muZzeme tato tvrzeni vyuzit i na sémantické roviné, jde-li ovsem o linedrni algebru (coz
L spliiuje).

Toto bylo dokazano pro n > m, pro opacnou nerovnost dokdzeme stejnym postupem
ekvivalentni (z teorému (BL2)) formuli:

0,,A — (Dn(A — B) — DernB)

O

Jesté zbyva oveérit, zda odvozovaci pravidla zachovavaji tautologi¢nost.
MP: z A a (A — B) odvod B

(Vw) e, (A) =1

(VYw) ep(A — B) =1

(Vw) ew(A) < ew(B)

(Vw) ey(B) =1
Pouzité vztahy plati ve vSsech MV-algebréch. O
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0,-Nec: z A odvod 0, A

(Vv) e, (A) =1
(Vo) z=e,(A) =1
irgf(x =e,(A4)) =1

(Vw) irq}f(r"(w,v) =e,(4)) =1

(Vw) en(0,4)=1

Také toto pravidlo bylo odvozeno ze vztahu platnych ve viech MV-algebrach.

Ptedvedeme jesté platnost jednoho druhotného odvozovaciho pravidla, a to pravidla
(30, — O,)-necesitace: z (A — B) odvod (0, A — 0, B). V dvouhodnotovych modélnich
logikéch i ve fuzzy logice S5 plyne automaticky z O-necesitace a z axiomu K (nds axiom
A2/B2). Zde vyplyva z tychz predpokladi, ale méné zietelné:

FA— B
FOo(A — B)

FOo(A— B) — (0,4 — Oy B)

- (DnA — 0,B)

Zavedli jsme tedy zakladni modalni logiku K s axiomy

(0) vsechny 1-tautologie logiky L
(1) ©OpA—-0,-4
(2) Dn(A - B) - (D’"LA - Dm+nB)

a zakladnimi odvozovacimi pravidly

(MP) z Aa(A— B)odvod B
(0,-Nec) z A odvod O,A

a dokézali jeji korektnost vuci tiidé vsech fuzzy ramcu.

3.4 Vlastnosti modalnich operatori

Ukazeme nékteré vlastnosti pravé zavedenych modalnich operdtori. Jak bylo feceno,
[Héjek 1998] pouzivé operdtory v logice S5, které jsou definovany jako

e(dA) = inf e,(A4), e(CA) = sup e,(A)

weWw

tedy stejné jako kvantifikatory V,3 v predikatové logice, a ukazuje, ze pro né plati
také vSechny axiomy a teorémy predikatové fuzzy logiky uvedené v Piiloze 1, az na
teorém (BLV10) (v jeho dukazu v predikétové logice je nutno kvantifikovat pies dve
ruzné proménné, coz v modalni logice nelze pouzit) — moddlni obdobu tohoto teorému

proto zavadi jako dalsi axiom.
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Jelikoz u predikdtovych axiomu a teorému jsme pozadovali, aby nékteré formule neobsa-
hovaly kvantifikovanou proménnou (a jejich hodnota tedy byla stejnd, af jsou v dosahu
kvantifikdtoru, nebo ne), je zde nutné podobné osetfit formule na jejich mistech: ve fuzzy
S5 to lze zaridit, pokud pfislusné formule budou ve tvaru Oy nebo <x. Ve slabsich
modalnich logikach toto neni mozné a dalsi moznost — pozadovat, aby x mélo ve vSech
svetech W stejnou hodnotu — je neprakticka.

Kdyz se tedy takto vzdame Gédsti axiomu a teorému, zbydou nam takové, které v dalsi
préci nevyuzijeme. Nebudeme je tedy dokazovat, namisto toho dokdzeme vétu o dedukei
pro slabé modalni fuzzy logiky.

Lemma. Bud T teorie nad L, T F o, T F 9. Pak T F ©&).

Dikaz. V' T je dokazatelny teorém (BL5) ¢ — (¢p — (p&)). Dvojim pouzitim MP
dostaneme pozadovany vysledek. O

Véta (lokalni o dedukci). Bud T néktery z nasich dvaceti deontickych systémi a ¢, 9
formule jeho jazyka. Pak plati T'U {¢} = ¢ pravé tehdy, kdyz existuji ke 1y ... k14,),
k(2,1) . k(Q,tz)’ ey k(n,l) . k(nﬂfn)’ mq... My tSLkOVé7 ze

TE Ok - Ok, @™ & & Opg gy oo Ok, 0™) =9 (3.1)
Diikaz. Nejprve necht plat{ (3.1). Pak postupné plati:

TU{p}t e z korektnosti L vici linedrnim MV-algebram
TU{p} ™ pro kazdé m; z lemmatu
TU{e}t Ok sy - Ok, ™ pro kazdé m;, ti-ndsobnym pouzitim O,-Nec
TU {(p} = Dk(l,l) . Dk(1,t1)<pml& .o &Dk(n,l) e \:\k(n’tn)gpm"

opét z lemmatu
TU{p}E1 z predpokladu pouzitim MP

Opaéné, necht TU{p} + ¢ anecht 71 ..., je dikaz 1 v teorii TU{¢}. Chceme dokdzat in-

dukci podle slozitosti diukazu, ze pro kazdé ; existuji kél,l) . kfl,tl)v . ’kEn,l) . kén,tn)’
mj ...m,, takové, ze
. . mj . , m;, ,
T+ (Dkzl.l) ...Dkthl)SD 1&... & Dan,I) k%n,tn)so ) — Y
1. v; je axiom L nebo T'U ¢, tedy 1-tautologie v T'U (.
Pak z axiomtu BL7 a L3 plati x — ~; pro kazdé x.
2. v; je odvozeno pomoci modus ponens z y; a y; — ;-
Pak z indukéniho predpokladu plati
O, ...0, @™&..&0, ..0, ¢ :
T K k¥ 1__& & Kin,1) Koiny ¥ ) T
O ...045 @™ &...&0, ...05 @™ —
T ki K & K Kt ¥ )= (5 =)
a pak je z teorému (BLT7) a (BL4) dokazatelné
O, ..0, i&. .. &0, ..0, @
TH( LEY o ? & & Kn1) Koy ¥ &
&iji ...iji (pm{ &.. & iji ...Dk]‘i (pmil)—>’yi.

(1,1) (1,¢1) (n,1) (n,tn)
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3. 7 je odvozeno z né&jakého v; O,-necesitaci, je tedy tvaru Oy,7;.
Pak z indukéniho predpokladu plati dvé navzajem ekvivalentni formule

j J
T+ 0, .0, (pml&...&\:‘j R (pm" — Y5
( LICRY kaep ™ kn.1) K tn) ) /
J J
Tl—\]j .0, m1 O, L..4dLg My ..
LIEEY! LI ( LERY Kz,10)
(O, ...0, M — i) ..
T A i 2R

diky dokdzané (O, — 0O, )-necesitaci plati
THO,04 ...0u @™ —
(

1,1) ke

— O0,(0 .0,

kfzb)goméﬂ... (O ...0O M i) )

k¢ (n,1) (nrtn)

(2,1)

a z (n — 1)-ndsobného uzit{ axiomu A2/B2 dostaneme postupné

J J
Tl_\:‘ Dj ...Dj (pm1—> Do\jj ...Dj my
" kG k) ( LERD K(2,0) _
—)Dn(DkJ‘ ...ij m; — ... (ij ...ij (pmil —>’)/])))
(3,1) (3,t3) (n,1) (n,tn)
J
T+ Dnij ij m—
(1,1) (1,t1) ) )
J J
— D()Dj U I (pm2—> DODj .00 (pmn—>\:| ’y)
( k(2,1) k(2,t2) ( k(n,l) k(n,tn) n )
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4 Fuzzifikace systému deontickych logik

Ted', kdyz méme zadefinované modaln{ operdtory, se miizeme podivat, jak se bude nagich
dvacet deontickych systému chovat ve fuzzy logice. Cilem bude ovéfit, které axiomy od-
povidaji kterym vlastnostem fuzzy ramcu, a nakonec dokazat vétu o korektnosti dvaceti
fuzzy deontickych systému vuéi odpovidajicim fuzzy modelim. V pracich tohoto typu
obvykle ndsleduje véta o dplnosti vaci témto systémum. [Hajek 1998] ukazuje, Ze exis-
tuje axiomatizace vyuzivajici logiku RPL, kterd je korektni a tplna vuci S5([0, 1]f,),
tedy vuci modalni logice nad standardni MV-algebrou. My ale pracujeme s linedrnimi
MV-algebrami a vuéi nim neni RPL korektni (protiptikladem muze byt Changova alge-
bra definovans v [Chang 1958]). Uplnost logiky S5(L) viiéi linearnim MV-algebram jesté
dokazéana nebyla a pfipadna obtiznost takového dikazu patrné presahuje moznosti této
préce.

Dukaz korektnosti za¢neme tentokrat u alethickych systému, protoze v piipadé dvojic
axiomu A6/B6 a A7/BT7 jsou ty alethické jednodussi a pii zkoumdni deontickych verzi se
muzeme na jejich vysledky odvolat.

4.1 Fuzzifikace alethickych systému

Vyslovme nejprve podobu axiomu alethickych systému, jak zni pii prekladu do fuzzy
modalnich logik:

(BO)  vSechny 1-tautologie logiky L

) Opde—-0,-4
) On(A— B) — (OnA — OpynB)
) onQ

) OpA — 0,0,4
) OpdpA—0,A4
) 0,A— A

) OpdpA— A

Véta. Axiomy alethickych systému jsou bezesporné.

Diikaz. Predpokladejme opak, tedy Ze z axiomu je dokazatelny spor, tzn. je z nich doka-
zatelné 0. Vezméme tento diikaz 0 (nazveme jej D) a vSechny formule v ném obsaZené
prelozme nasledujicim prekladem d:

6(Q) =1

o(p) =pprop#Q

d s vyrokovymi spojkami komutuje
6(0,A) =0(A)

0(CRA) =6(4)

Jednotlivé formule v ditkazu D jsou bud’ axiomy alethickych systémii nebo jsou odvozeny
z predchozich formuli pravidly MP a O,-Nec. Axiomy budou pfeloZeny na néasledujicich
osm schemat:
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) v8echny 1l-tautologie logiky L
) Ao ——A

) (A—B)—(A—B)

) 1

) A—A

) A—A

) A—A

0(B7) A—A

pricemz formule §(B1) je dokazatelnd v L (teorémy (BL17) a (L1)), formule §(B3) je
teorém (BL19) a zbylé formule jsou instance teorému (BL3). Vsechny jsou tedy dokaza-
telné v logice L.

Pokud jde o odvozovaci pravidla, MP zustane nezménén (je odvozovacim pravidlem L)
a z 0,-Nec dostaneme trivialni pravidlo ,,z A odvod A“.

Pokud D dokazuje 0, pak 6(D) dokazuje §(0) = 0. Ale vSechny formule v §(D) jsou
z logiky L, kterd je bezespornd, nebot ma model. V alethickych systémech tedy nelze
odvodit spor. m|

Pozndmka: I presto, ze bude hned nasledovat diukaz korektnosti nasich alethickych axiomu
vuci urcitym fuzzy ramctum, z néjz jejich bezespornost trivialné vyplyvé, méa tento dukaz
smysl. Predevsim proto, ze dokazuje bezespornost ¢isté syntakticky.

Budeme chtit ukézat, v jakych fuzzy ramcich které axiomy alethickych systému plati,
jak se vysledky lisi od dvouhodnotové verze, a nakonec budeme moci dokazat korektnost
systému vuci tiidam fuzzy rdamcu. V nékolika piipadech se nam podaii ukazat platnost
axiomu v danych fuzzy rdmcich jen za omezenych podminek. Pak bude tfeba ukézat, ze
bez téchto podminek nejsou axiomy platné, budeme tedy muset sestrojit protipiiklad.
Zadefinujme jiz nyni fuzzy rdmec, ktery bude mit vSechny pozadované vlastnosti a ktery
bude pfi vhodném ohodnoceni protipiikladem:

F = (W,r,opt)

W = {a,b},

r(a,a) = r(b,b) =1,
r(a,b) =r(b,a) = 0.75,
opt(a) =1, opt(b) =0

Zaméime se tedy na jednotlivé axiomy B3-B7:

B3 ma nasledujici tvar a sémantickou interpretaci:

O'VLQ
sup(r™(w,v) * opt(v)) =1

Chceme vySetiit, zda tato rovnost plati v tiidé opt-sériovych fuzzy ramcu. V nich plati
podminka (Vw)(3v) (r(w,v) * opt(v)) = 1, to znamend r(w,v) =1 (tedy i r™(w,v) = 1)
a opt(v) = 1. Shora uvedend rovnost tedy v opt-sériovych fuzzy rdmecich plati.
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Jak jsme jiz fekli u dvouhodnotovych systémi, v opt-sériovych ramcich vede z kazdého
svéta relace do néjakého deonticky dokonalého svéta, kde jsou splnény vsechny piikazy.
Takova podminka je ve fuzzy logikdch piili§ striktni, coz ji diskvalifikuje narozdil od
dvouhodnotové logiky, kde je zadouci.

B4 zni v modélni fuzzy logice a v jeji sémantické interpretaci takto:

0,A — 0,0,A4
iﬂf[r”(w,u) =e,(4)] < igf[rm(w, v) = ir&f(r"(v,u) = e, (A))]

Chceme ovéfit, ze axiom plati v t¥idé tranzitivnich fuzzy ramcu.

r(w,v) xr(v,u) < r(w,u)
r"(w,v) xr*(v,u) < r"(w,uw)
r(w,v) < r™(w,v)

r™(w,v) xr*(v,u) < r(w,u)

r(w,u) = ey (A) < (" (w,v) xr"(v,u)) = ey (A)
11IL1/f(7""(7,u7 w) = ew(4) < r(w,u) = e, (A)
ilr}f(r”(w,u/) =eu(4)) < (F™(w,v)xr"(v,u)) = ey (A)
inf(r*(w,u’) = ew(A)) < r"™(w,v) = (1r"(v,u) = e,(A))

Prvni nerovnost je podminka tranzitivni relace, druhé z ni plyne diky sémantické interpre-
taci teorému (BLT), tfeti nerovnost plati pro m > n. Pata nerovnost plyne z predchoziho
pomoci sémantické interpretace axiomu BL1. Posledni nerovnost je odvozena z predchozi
pomoci sémantické interpretace axiomu BL5b a plati (za podminky m > n) pro vSechny
svety v, u, plati tedy i pro jejich infima.

Pro ptipad m < n ukazme protipiiklad. Ve fuzzy ramci F', ktery je tranzitivni, ohod-
notime atomickou formuli A tak, ze e,(A4) = 1, ep(A) = 0.5. Pak pro m = 1,n = 2 neni
,,axiom“ ve svété a splnén:

pravd strana: min (r?(a,a) = e, (A),r? ( b) = ep(A)) =1
levd strana: min (r(a,a) = mln( 2
r(a,b) = min(r?(

(a, 3
b a) = eq(A),r%(b,b) =
= min (1 = min(1,1),0.

ep
75 = min(1,0.5)) = 0.75
zatimco pro m > 2 by jiz prava strana byla rovna 1.

B5 ma v modalni fuzzy logice a ve fuzzy sémantice nésledujici podobu:

0,4 — 0,A
sup(r™(w, v) * iqf(r"(v, V) = e (4) < inf(r"™(w,u) = e, (A))

v

Chceme vysetfit, zda je axiom korektni vuéi tfidé euklidovskych fuzzy rdmcu.
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r(w,v) xr(w,u) < 7r(v,u)
r"(w,v) * r(w,u) < r"(v,u)
r(w,v) < r(w,v)
™ (w,v) xr(w,u) < r"(v,u)
r"(v,u) = ey (A) < (™ (w,v) xr"(w,u)) = ey (A)
inf(r"(v,u') = ew(4)) < 1r"(v,u) = eu(A)
13/f(r"(v, ) = eu(4) < (" (w,v) xr™(w,u)) = ey (A)
1Bf(r”(v,u/) =eu(4)) < r(w,v) = (" (w,u) = e (A))
™ (w,v) * iBf(r”(v, u') = ew(4) < r(w,u) = e, (A)

Prvni nerovnost je podminka pro euklidovské relace, tfeti plati jen pro m > n. Posledni
vyplyvé z predchozi z definice rezidua (pfipadné téz ze sémantické interpretace axiomu
BL5a) a plati (za podminky m > n) pro v8echny v, u. Proto plati i pro supremum pfes
v a infimum pfes u.

Pro pfipad m < n ukazme protiptiklad. Ve fuzzy rdmci F' ohodnotime atomickou formuli

A ptesné opacné nez u B4: e,(A) = 0.5,e,(A) = 1. Rdmec je euklidovsky, pfesto pro

m = 1,n = 2 neni ,,axiom“ ve svété a splnén:

pravé strana: max (r(a,a) * min( 2(a,a) = eq(A),72(a,b) = ep(A)),

r(a,b) xmin(r?(b, a) = eq(A),7(b,b) = e;(A))) =
= max (1% min(0.5,1),0.75 * min(1,1)) = 0.75

levé strana: min (r%(a,a) = e,(A),r%*(a,b) = eb(A)) =05

zatimco pro m > 2 by jiz leva strana byla rovna 0.5.

B6 zni ve fuzzy logice a jeji sémantice takto:
0,4 —
inf(r"(w,v) = e,(4)) < ew(A4)

v

Chceme ovéfit, zda axiom plati v reflexivnich fuzzy ramcich.

r(w,w) = 1
1" = eu(A) < eyw(A)
r(w,w) = ey(A) < ey(A)
115f(7“"(w, v) = ey(4)) < rM(w,w) = ey(A)
inf(r*(w,v) = e,(4)) < ew(4)

Prvni vztah je podminka reflexivity, druhy je sémantickd interpretace teorému (BL20).
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B7 ma& nasledujici tvar a sémantickou interpretaci:

S0, A — A
sup(r™(w,v) * igf(r"(v,u) =eu(4))) < ew(4)

v

VySetiime, zda je axiom korektni vuci tfidé symetrickych fuzzy rdamcu.

" (w,v) *x (r'(w,v) = ey(A)) < ew(A)
r(w,v) r(v,w)
™ (w,v) * (r'*(v,w) = ew(4)) = r(w,v) * (r"(w,v) = ey (A))
r(w,v) < r*(w,v)
(w,v) * (r'*(v,w) = ey, (A) < r™(w,v)* (r"(v,w) = e,(A))
" (w,v) * (rt(v,w) = ey(A)) < eyw(A)
r(w,v) * inf(r*(v,u) = ey (A)) < eyw(A)

Prvni nerovnost je sémantickou interpretaci teorému (BL4), druhd je podminka syme-
tricnosti fuzzy relace, ¢tvrtd nerovnost plati jen pro m > n. Posledni nerovnost plati (za
podminky m > n) pro vSechny svéty v, plati tedy i pro jejich supremum.

Pro pifpad m < n sestrojime protipifklad ve fuzzy rdmci F' s ohodnocenim e,(A) = 0,
ep(A) = 1. Rdmec je symetricky, ale pro m = 1,n = 2 nen{ ,,axiom* ve svété a splnén:

prava strana: max (r(a,a) * min(r?(a,a) = e, (A),r%(a,b) = ey(A)),
r(a,5) * min(r2(b, @) = eq(4), 12(b, )= ) =
= max (1% min(0,1),0.75 * min(0.5,1)) =
levd strana: eq(A) =0

zatimco pro m > 2 by prava strana byla rovna 0.

Shriime si tedy, jak vypadaji axiomy fuzzy alethickych logik a ve kterych fuzzy ramcich
plati:

(B0O)  vsechny 1-tautologie logiky L vsechny fuzzy rdmce
(Bl) <©,A< -0,-4 vBechny fuzzy ramce
(B2) 0,(A— B)— (0,A— O0,.,B) vsechny fuzzy rdmce
(B3) <,Q opt-sériové fuzzy ramce

(Vw)(Fv) r(w,v) xopt(v) =1
(B4) 0,A—-0,0,Am>n tranzitivni fuzzy ramce

(Vw, v,v") r(w,v) * r(v,v") < r(w,v")
(B5) <Opn0,A—0,4,m>n euklidovské fuzzy ramce

(Vw,v,v") r(w,v) * r(w,v") < r(v,v')
(B6) 0,A— A reflexivni fuzzy rdmce (Vw) r(w,w) =1
(B7) On0p,A— A m>n symetrické fuzzy rdmce

(Vw, v) r(w,v) = r(v,w)

Odvozovaci pravidla jsou MP a 0O,,-Nec.
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Véta. Axiomy B4 a B7 jsou odvoditelné z axiomu B5 a B6.

Diikaz.

Axiom BT je pfimo odvoditelny z B5 a B6 pomoci axiomu BL1 a dvojiho pouziti MP.

Pro axiom B4 rekonstruujeme dikaz z prvni kapitoly v logice L. Bud B = O, A.

— e e e
G W= O ©

PO NI WD

0,—-B — —-B B6

B — -0,-B 1, (BL18)
B—<,B 2, Bl
<¢,,0,7B — 0,-B B5, m>n
-0,,-0,-B — 0,,-B 4, B1
-0,,¢,B — 0,-B 5, Bl
-0,,¢,B — —--0,-B 6, (BL17)
-0,,0,B — =<, B 7, Bl

<¢,B — 0,,0,B 8, L3

B —-0,0,B 3,9, BL1
0,4 - 0,,¢,0,4 10
¢,0,A—0,A B5
00(¢,0,4 — 0,A) 12, Og-Nec
0,,¢,0,4 — 0,0,4 13, B2
0,4 —0,,0,4 11, 14, BL1

Dausledek (Véta o korektnosti). Alethické systémy jsou korektni vuci nésledujicim

t¥idam fuzzy rdmcu:

reflexivni, tranzitivni a opt-sériové fuzzy ramce

reflexivni, symetrické a opt-sériové fuzzy ramce

reflexivni, euklidovské (a tedy i tranzitivni a symet-

Kqo(L) B0-B2 vSechny fuzzy ramce
Kg (L) B0-B2,B3 opt-sériové fuzzy ramce
Mg(E) BO0-B2, B6 reflexivni fuzzy rdmce
Mg (L) B0-B2, B3, B6 reflexivni a opt-sériové fuzzy rdmce
S40(E) B0-B2, B4, B6 reflexivni a tranzitivni fuzzy rdmce
S45(L) B0-B2, B3, B4, B6
Bo(L) B0-B2, B6, B7 reflexivni a symetrické fuzzy ramce
BZ)(L) B0-B2, B3, B6, B7
S50(L) BO-B2, B5, B6
rické) fuzzy rdmce
S55,(L) BO0-B2, B3, B3, B6

reflexivni, euklidovské (a tedy i tranzitivni a symet-
rické) a opt-sériové fuzzy rdmce

Na prvni pohled tu neni pfili§ mnoho rozdilnosti od dvouhodnotové logiky, v podstaté jen
ono omezeni m > n u nékterych axiomu. Je tfeba si ale uvédomit, ze systém S5¢ se jiz
nerovnd modalni logice S5, jejiz rdmce maji relaci dosazitelnosti rovnu W x W. Systém
S5¢ totiz charakterizuje tfidu rdmci, které jsou tranzitivni, reflexivni, euklidovské a
symetrické, ale ve smyslu fuzzy logiky. Nejsou tedy vylouceny ramce, v nichz r(w, v) pro
néjaké svéty w, v neni rovna jedné, ale je mensi — pokud jsou ovSem splnény podminky
tranzitivity, reflexivity atd.
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4.2 Fuzzifikace deontickych systémi

Ted se pfesuneme k deontickym systémim a jejich axiomim. Jejich podoba ve fuzzy
modalni logice je nasledujici:

(AO0) vsechny 1-tautologie logiky L

(Al) P,A< -0,-A

(A2) On(A— B) — (0, A — OpinB)
(A3) O0,A— P,A

(Ad) O0n,A— 0,,0,A

(A5) PnO,A— O,A

(A6) Op(0,A— A)

(A7) Op(PpOnA — A)

Veéta. Axiomy deontickych systému jsou bezesporné.

Diikaz. Provedeme stejnou uvahu jako u alethickych systému. Pieklad nechd vSechny
atomické formule nezménéné a ,,vymaze“ modality O a P. Axiomy i odvozovaci pravidla
budou prelozeny na stejné formule resp. pravidla jako u alethickych systému, jen z axiomu
A3 se stane dalsi formule A — A. a

P#i zkouméni korektnosti budeme mit ¢dst prace usetfenu, protoze axiomy A4, A5 jsou
stejné jako jejich alethické protéjsky — a i operatory jsou definovany stejné, takze bychom
jen zopakovali, co jsme dokazali v predchozi kapitole.

I zde mdme u nékterych axiomu vice ruznych indext u modalit, takze opét budeme
potfebovat omezit platnost axiomu na uré¢ity vztah mezi indexy. Pro ostatni ptipady bude
tieba ukazat protipfiklad. Sestrojime tedy opét fuzzy ramec, ktery bude mit pozadované
vlastnosti, tedy bude témér reflexivni a témeér symetricky, a ve kterém vhodnym ohod-
nocenim dojdeme k protipiikladu:

G=W,r)

W = {a,b},

r(a,a) = r(b,b) = r(a,b) = 0.75,
r(b,a) = 0.5,

A3 mai nasledujici podobu ve fuzzy modalni logice a ve fuzzy sémantice. Chceme zjistit,
zda je korektni vuéi tiidé sériovych fuzzy ramcu.
O,A — P,A
inf(r"*(w,v) = e,(A4)) < sup(r™(w,u) * e, (A4))
v u

Pro kazdy svét v plati ze sémantické interpretace axiomu BL2 a teorému (BL1) tato
nerovnost
r*(w,v) = ey (A) > ey(A) > r(w,v) *e,(A)
Pro v* takové, ze r(w,v*) = 1, ovéem plat{ rovnost:
V= e (A) = e (A) = r"(w,v") x ey (A)
inf(r"(w,v) = e, (A)) < r"(w,v*) = ey« (A)
v

M (w,v*) x ey« (A) < sgp(r”(w,v) * e, (A))
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Z podminky sériovosti, tedy v kazdém sériovém fuzzy rdamci, takové v* existuje pro kazdé
w. Axiom tedy plati.

Také u axiomu A3 jsme v dvouhodnotovych deontickych logikdch argumentovali, ze je
spise zddouci, aby existoval pro kazdy svét néjaky ,reflexni svét“ (svét, s nimz je spojen
relaci). Ve fuzzy deontickych logikdch je tato podminka, tak jak je formalizovéna, pFilis
striktni, protoze my jen nestojime o svéty, z nichz nevedou zadné relace (ve stupni vétsim
nez 0). Tento axiom a podminku sériovosti tedy spiSe odmitneme.

A6 zni ve fuzzy modalni logice a v jeji sémantice nasledovné:

O (0, A — A)
inf, (r™(w,u) = [inf, (r"(u,v) = e,(A)) = e, (4)]) =1

Ovéiime, zda tento axiom plati ve tiidé témér reflexivnich fuzzy ramcu.

r(w,u) < r"(w,u)
r(w,u) < r(u,u)
r(w,u) < r"(u,u)
r(u,u) < (r"(u,u) = ey (A)) = ey (A4)
(r"(u,u) = ey, (A)) = ey (A) < irgf((r”(u,v) = e,(4)) = ey (A)
r(w,u) < irvlf((r”(u,v) = e,(4)) = ey (A)

Prvni nerovnost plati pro m > n, druha plyne z nasi podminky témér reflexivni relace a
¢tvrtd je sémantickd interpretace teorému (BL4). Posledni nerovnost plati (za podminky
m > n) pro viechna u, tedy i pro jejich infimum.

Pro ptripad m < n ukdzeme protipiiklad na modelu fuzzy rdmce G s ohodnocenim
eqa(A)=1,e,(A) =0,bud m=1,n=2:

min (7(a,a) = (min (r?(a,a) = e.(A),r%(a,b) = ey(A4)) = eq(A)),
r(a,b) = (min (r2(b,a) = e, (A),r2(b,b) = ep(A)) = e,(A))) =
= min (0.75 = (min (1,0.5) = 1),0.75 = (min (1,0.5) = 0)) = 0.75 < 1

zatimco pro m > 2 jiz bude vysledek roven jedné.

A7 mé nésledujici znéni ve fuzzy modalni logice a ve fuzzy rdmcich:
O (PO, — A)
inf, (r¥ (w, u) = [sup, [r™ (u, v) * inf (1" (v,v") = ey (A))] = e, (A)]) = 1

Tento axiom ma charakterizovat témeér symetrické fuzzy ramce.

rE(w,u) « r™(u,v) < r(w,u) * " (u,v)
r(w,u) * r(u,v) < 7r(v,u)
r*(w,u) xr"(u,v) < r"(v,u)
(v, u) x (r*(v,u) = eu(4)) < eu(A)
r (w,w) 7™ (u,0) (1" (v,u) = eu(A)) < eu(A)
F (w, u) * (1™ (u, v) *mf (r*(v,v") = ey (A4)) < eu(A)
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Platnost prvni nerovnost muzeme zarucit jen pro k > n,m > n, druhd je podminka
témeér symetrické relace, ¢tvrtd plyne ze sémantické interpretace teorému (BL4).

rRw,u) < (r™(u,v) * iBf(Tn(U,U/) = ey (A))) = eyu(A)
rf(w,u) < suvlp(rm(u,v) * iBf(r"(v,v') = ey (4))) = eu(A4)

Prvni nerovnost plyne z definice rezidua a plati pro vSechna v, proto z ni muzeme odvodit
druhou nerovnost. A protoze ta plati pro vSechna u, plat{ i n4s axiom (za podminky
k>n,m>n).

Pro piipad k < n, m < n pouZzijeme opét fuzzy rdmec G, ohodnoceni e, (A) = 0,¢e,(A) =1
a ukazeme, ze pro k = 1,m = 1,n = 2 neni ,,axiom“ ve svété a splnén:

min (r(a,a) = (max (r(a,a) * min(r?(a,a) = e, (A),r%(a,b) = e,(A ))

(
(a,b) * min(r?(b,a) = e, (A

),72(b,b) = es(A))) = ea(A)),
r(a,b) = (max (r(b,a) * min(r?(a,a) = e.(A),r%(a,b) = ep(A)),
(b b) * min(r2(b, a) = e, (A),r%(b,b) = ep(A))) = ep(A))) =
= min (0.75 = (max (0.75 * min(0.5, 1), 0.75 * min(1, 1)) = 0),
0.75 = (max (0.5 % min(0.5,1),0.75 *min(1,1)) = 1)) =05 < 1

Pii k = 1,m = 2 nebo k = 2, m = 1 bude vysledek 0.75 a v ostatnich ptipadech (m > 3
nebo k > 3 piipadné k = 2,m = 2) uz to bude 1.

Shrneme-li si ted, jak vypadaji axiomy deontickych systému ve fuzzy logice a jakym
vlastnostem fuzzy ramcu odpovidaji, vyjde ndm tato tabulka:

(A0) vsechny 1-tautologie logiky L vsechny fuzzy rdmce
(Al) P,A< -0,-A vSechny fuzzy rdamce
(A2) On(A— B)— (OpA — OpynB) viechny fuzzy rdmce
(A3) O,A— P,A sériové fuzzy rdmce (Vw)(Iv) r(w,v) =1
(Ad) OpA— O0,0,A,m>n tranzitivni fuzzy rdmce

(Vw,v,v") r(w,v) * r(v,v") < r(w,v’)
(A5) PLO,A— O,Am>n euklidovské fuzzy rdmce

(Vw, v,v") r(w,v) * r(w,v") < r(v,v)
(A6) Op(0,A— A) témér reflexivni fuzzy rdmce

(Vw,v) r(w,v) < r(v,v)
(A7) Ok(PrO,A— A)k>n,m>n témeér symetrické fuzzy rdmce
(Vw,v,v') r(w,v) * r(v,0') < r(v',v)

Odvozovaci pravidla jsou MP a O,,-Nec.

Veéta. Axiomy A6, A7 nejsou odvoditelné z ostatnich.

Diikaz. Ukézeme protipiiklad. Méjme ti{prvkovou mnozinu W = {a, b, ¢} a relaci r tako-
vou, ze

r(a,b) =0.75
r(b,c) =0.75
r(e,b) =0.25

a pro ostatni dvojice x,y je r(x,y) = 0.5.
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Lze ukazat, ze tento fuzzy rdamec je tranzitivni a euklidovsky — neplati v ném pouze dvé
nerovnosti typu rxr < r (coz je schematickd podoba obou téchto vlastnosti), totiz r(a, b)*
r(b,c) > r(e,b) a r(b,c) * r(a,b) > r(e,b), a ty nejsou v tranzitivnich a euklidovskych
fuzzy ramcich vylouceny. Tento ramec ale neni ani témér reflexivni, ani témeér symetricky:

r(a,b) > r(b,b)
r(a,b) xr(b,c) > r(c,b).

Je to proto, ze v tranzitivnich a euklidovskych fuzzy rdamcich plati pouze

r2(x,y) *r(y,z) <r(z,y)
r*(z,y) < r(y,y).
O

Pozndmka: Tentokrat jsme museli pouzit na protipfiklad fuzzy ramec o tiech prvcich.
Dvouprvkovy fuzzy ramec je totiz témér symetricky vzdy, kdyz je euklidovsky. Z mnoziny
6 nerovnosti, které musi platit, aby byl fuzzy rdmec téméf symetricky, jich v dvouprv-
kovém rameci naprosta vétsina plati trividlné (jsou instanci nerovnosti a*xb < a), vyjimkou
jsou pouze dvé nerovnosti: r(a,a) * r(a,b) < r(b,a) a r(b,b) *x r(b,a) < r(a,b) a ty plati
ve v8ech euklidovskych fuzzy ramcich.

Dausledek (Véta o korektnosti). Deontické systémy jsou korektni vici nésledujicim
t¥idam fuzzy rdamcu:

OK(L) A0-A2 vSechny fuzzy ramce

OK*(L) A0-A2, A3 sériové fuzzy rdmce

OM(L) A0-A2, A6 témeért reflexivni fuzzy rdmce

OMT™ (L) A0-A2, A3, A6 témeét reflexivni a sériové fuzzy ramce

OS4(L)  A0-A2, A4, A6 téméf reflexivni a tranzitivn{ fuzzy rdmce

0S4™ (L) A0-A2, A3, A4, A6 témé&f reflexivni, tranzitivni a sériové fuzzy rdmce

OB(L) A0-A2, A6, AT témeét reflexivni a témeér symetrické fuzzy ramce

OBT(L) A0-A2, A3, A6, A7 témér reflexivni, témeér symetrické a sériové fuzzy
ramece

0OS5(L) A0-A2, A4, A5 tranzitivni a euklidovské fuzzy rdmce

OS57 (L) A0-A2, A3, A4, A5 tranzitivni, euklidovské a sériové fuzzy rdmce
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5 Preklad mezi alethickymi a deontickymi systémy

V prvni kapitole jsme se zminili, ze v dvouhodnotové deontické logice existuje pieklad
¢, v némz jsou odpovidajici si alethické a deontické systémy ekvivalentni. Konkrétné pro
dvojice z nésledujici tabulky plat{ }mA iff - A.

Alethicky systém IC | Deonticky systém c¢(kC)
Ko OK
M, oM
S4¢ 0S4
Bg OB
S5¢ 0S5
K} OK™
MC'DF oM™
S4§F2 0S4+
Bg OB™
S5, 0S5+

Diukaz tohoto tvrzeni Ize nalézt v [Aqvist 1984] a je veden tak, ze implikace zleva doprava
se dokazuje syntakticky: dokéze se, ze preklad axiomu deontickych systému je dokazatelny
v prislusnych teoriich a ze odvozovaci pravidla zachovavaji dokazatelnost. Tento smér
muZzeme prozkoumat i v naSich fuzzy systémech.

Opacny smér — zprava doleva — je dokdzén sémanticky kontrapozici: pokud A neni doka-
zatelné v ¢(K), pak existuje protipiiklad v modelu ¢(K) (diky dplnosti ¢(K)), k nému lze
sestrojit model K, v némz existuje protipiiklad ¢ A, a pak (z korektnosti K) neni ¢A do-
kazatelné v K. Jadrem dukazu je pak sestrojovani modelu IC odpovidajiciho piislusnému
modelu ¢(K).

Ve fuzzy modalni logice ovSem nemdme dokazanu tplnost, takze smér zprava doleva
nemuzeme dokazat timto zpusobem. Otéazku, zda véta v tomto sméru také plati, tedy
nechame otevienou. Muzeme tak ucinit s ¢istym svédomim i proto, ze smér zleva do-
prava je ten zajimavéjsi. Mame-li totiz vyrok v deontickém jazyce, tedy relativné blizky
prirozenému jazyku piikazu a zékazu, zajima nés, zda je dokazatelny v alethické logice,
tedy ve standardni modélni logice, ktera je dobfe zmapovana. Na druhou stranu nas
malokdy bude zajimat, zda vyrok vyjadieny v alethické modalni logice plati i v deon-
tické logice — tedy smér zprava doleva.

Podivejme se tedy na smér zleva doprava podrobné. Zminény pieklad ¢ deontické logiky
do alethické jsme v jeho hlavni ¢ésti jiz zminili, pfesné zni:

o(p) =p

¢ s vyrokovymi spojkami komutuje

P(OnA) =0, (Q" — ¢A)

Uéinime jesté jedno omezeni — vynechdme systémy oznacené indexem *, nebudeme tedy
brat v tvahu dvojici axiomu A3/B3. Duvodem je to, ze jsme jiz vyse zduvodnili, ze ve
fuzzy deontickych logikdch tyto axiomy nebudeme uvazovat, protoze jsou piili§ striktni.
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Véta (o prekladu). Bud' K néktery z péti alethickych systémi Kg. .. S5¢ a bud ¢(K)
jeho korelat z deontickych systému podle predchozi tabulky. Pak pro kazdou sentenci A
alethického jazyka plati: jestlize }mA, pak F=@A.

Dukaz indukci podle dikazu formule A.

1) A je néktery z axiomu A0-A2, A4-A7 (nebudeme zohlediiovat, o ktery systém z OK
az OS5 jde, ale budeme si v§imat, které axiomy z B0-B2, B4-B7 vyuZijeme)

AQ: preklad nezméni platnost 1-tautologii L, vSechny budou patfit mezi B0
Al:

H(PyA = —0,-A)
On(Q &PA) — —0,(Q" — —¢A)

Formule plyne z instance axiomu B1
On(Q"&@A) < ~0,~(Q"&pA)
protoze z definice spojky — plati

~(QM&pA) = (Q"&9A) = 0) = (Q" — (9A — 0)) = (Q" — —¢A)

A2:

¢(On(A - B) - (OmA - Om+nB))
O0n(Q" — (¢A — ¢B)) — (On(Q™ — ¢A) — Tpyn(Q"™ — ¢B))

Tato formule je dokazatelna diky axiomu BL1 z nasledujicich dvou formuli:

0.(Q" — (¢A — ¢B)) 0.((Q™ — ¢4) — (Q"™™ — ¢B))
O ((Q™ — ¢A) — (Q""™ — ¢B)) (Om(Q™ = ¢A) = Ui (Q"T™ — ¢B))

—
—

Prvni implikace je instance axiomu B2, druhd plyne (O,, — O,,)-necesitaci z formule (2.2),
kterd v logice BL plati. Pravé snaha zajistit platnost axiomu A2 v logice s axiomem B2
je duvod, pro¢ v definici prekladu zdvojujeme vyskyt indexu (jak u alethické modality,
tak u Q). Pri¢inou je stéle stejnd formule (2.1) dokazatelnd v G a nedokazatelnd pro
nekontraktivni konjunkci.

Ad:
(0, A — O0,,0,A) prom>n
0,(Q" — ¢A) — O,(Q" — 0,(Q" — ¢4))
Tato formule je dokazatelna diky axiomu BL1 z néasledujicich dvou formuli:

0,(Q" — ¢A> — 0,0,(Q" — ¢4)
DmDn(Qn - ¢A) — O Qm - Dn(Qn - ¢A))



Prvni z téchto formuli je instanci axiomu B4 (ktery plati pro m > n) a druhd vyplyvéa
(0,, — O, )-necesitac{ z této instance teorému (BL1):

0,(Q" — ¢A4) — (Q™ — 0n(Q" — ¢4))

A5:

¢(P,OpA — O,A)prom>n
Om(QM&D,(Q" — ¢A)) — Un(Q" — ¢A)

Tato formule je dokazatelna diky axiomu BL1 a pravidlu modus ponens z nasledujicich
dvou formuli

Om(QM&O,(Q" — ¢A)) — Onb,(Q" — ¢A)
OmOn(Q" — ¢4) — Tn(Q" — ¢4)

Druhé formule je instanci axiomu B5 (plati jen pro m > n). Prvni je instanci formule
dokazatelné z axiomu BL2; axiomu L3, teorému (BL17), (L1) a MP; (O,, — O, )-Nec;
opét axiomu L3, teorému (BL17), (L1) a MP; B1:

(A&B) — A
~A  — —(A&%B)
Op-A — 0,-(A&B)
Op—(A&B) — —0,-A
Om(A&B) — OpA

A6:
#»(Om(0OnA — A))prom>n
On(Q™ — (On(Q" — ¢A) —  ¢A))
Tato formule je z teorému (BL2) ekvivalentni ndsledujici formuli
O (On(Q" — ¢4) — (Q™ — ¢4))
kterd je necesitovanym dusledkem dvojice formuli

0,(Q" — ¢A4) — (Q" — ¢4)
Q" = 04) — (@™ — ¢4

Prvni implikace je instance axiomu B6 a druha plati pro m > n.
AT:

d(Or (PO A — A)) prok>n,m>n
01(Q° — (On(QM&D,(Q" — ¢A)) — ¢A))
Ok (Om(QM&0,(Q" — ¢A)) — (QF — ¢A))
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Posledn{ formule, ekvivalentni s pfedposledn{ z teorému (BL2), je necesitovand formule
dokazatelnd diky opakované aplikaci axiomu BL1 a pravidla modus ponens z nasledujicich
t¥i formuli

Om(QM&0,(Q" — ¢A)) —
OmDn(Qn - ¢A) -
Q" —04) —

<>mDn(Qn - ¢A)
(Q" — ¢A)
Q" — ¢A4)

Prvni je formule, kterou jsme dokazali u axiomu A5, druha formule je instanci axiomu
B7 (platného pro m > n) a tieti plat{ pro k > n.

2) A je odvozena z predchozich formuli pravidlem modus ponens nebo O,-necesitace

MP: A je odvozena z piedchozich formuli B a B — A. Z indukéniho predpokladu jsou
¢oB a ¢(B — A) (atedy i B — ¢A) dokazatelné a je tedy dokazatelné i ¢ A.

Op-Nec: A = O, B pro néjaké B, pricemz ¢B je dokazatelné. Z indukéniho predpokladu
F B plyne F Q™ — B a O,-necesitaci dostaneme - 0, (Q™ — B), coz je pA.
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Zaveér

Tato prace prinasi nékolik novych vysledkii. Nejsem si védoma, ze by jinde byly dukladnéji
rozebrany axiomy slabsich modalnich logik se zavérem, ze mezi indexy u modalit plati
predvedené vztahy. Stejné tak je puvodni i dokdzand podoba véty o dedukci. Pokud jde
konkrétné o deontické logiky, ukazali jsme, ze nékteré vysledky, které jsou v dvouhodno-
tovych logikach pfirozené, pfi rozsifeni na fuzzy logiky neplati.

Tato prace rozhodné nemiZe vycerpat celé téma fuzzifikace deontickych systémi, zvlast
kdyz oba systémy, jak fuzzy logiky, tak deonticka logika, jsou v jistém smyslu kontroverzni
(nemald ¢dst odborné obce jejich zkoumdni a vysledky odmitd). Moznosti, kam toto téma
déle rozvijet, je mnoho.

Ptredné lze podobnym zpusobem vySetfit fuzzifikaci dyadickych logik, které maji své,
intuitivné obhajitelné, misto vedle monadickych systému. [Aqvist 1984] je rozpracovava
stejné podrobné. Pak 1ze samoziejmé porovnat dosazené vysledky s vysledky této prace.

Bylo by také vhodné ovéfit, zda dosazené vysledky neplati i ve slabgich logikach. Axiomy
a teorémy logiky L jsme pouzivali ¢asto, v logice BL (ani MTL) tedy totéz dokazat
nepujde. Kandidatem je ale logika IMTL. Bylo by tedy tfeba projit vSechny pouzité
teorémy BL a L a zkoumat, zda v jejich diukazu nebyl pouzit axiom BL4.

Déle je pochopitelné oteviend otdzka uplnosti fuzzy modélnich logik nad L vuci fuzzy
ramcum. Je mozné prozkoumat pavelkovskou tplnost vici fuzzy raémcium nad standardni
MV-algebrou, nebo vyckat, zda se neobjevi dukaz tplnosti S5(L) (nebo i pro jinou fuzzy
logiku — my jsme si L vybrali jakozto vhodny kompromis mezi obecnosti a dokazovacimi
schopnostmi), a ten pak prepracovat pro slabsi modélni logiky.

V neposledni fadé se nabizi moznost interpretovat deontické logiky v druhoiddové fuzzy
logice, rozpracované predevsim Liborem Béhounkem a Petrem Cintulou (popsdna napfi-
klad v [Béhounek 2004]). Pak by bylo také technicky mozné uvazovat i fuzzy mnozinu
moznych svétu a iplnost (nebo ,,netdplnost “) nasich fuzzy deontickych systému vici fuzzy
ramcum by vyplynula jako vedlejsi vysledek.
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Priloha 1

Teorémy BL:

BL6) (¢ — ¢) — ((p&x) — (v&x))
BL7) ((p1 — ¥1)&(p2 — ¥2)) — ((pr1&p2) — (P1&2))
BL8) (p&rp)&ex «— p&e(h&ex)
BL9) (pAY) — ¢
(pAY) =
(p&rp) — (p A Y)
(BL10) (¢ =) = (¢ = (¢ AY))
(BL11) (¢ A1) — (¥ A o)
(BL12) ((¢ = ¥)A(p —x)) = (¢ — (¥ A X))
((p = )&l —x)) = (¢ — (¥ A X))
(BL13) ¢ — (¢ V1)
Y — (pVY)
(V) — (P V)
(BL14) (¢ — ) — ((p V) — )
(BL15) (¢ — %)V (¥ — )
(BL16) E o —=x)V (W —x) = ((¢VY) = x)

—~

o — )& — x) = (¢ V) = x)

(BL17) ¢ — (—¢p — )
p—
(p&=p) — 0

p — (V&) =~

(BL18) (
Es@ — 1) = (¢ — )
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AN AX)) < (P AY)AX)
V(¥ VX) e ((pVY)Vx)

e N (pV))
PAY)) = p

(BL34)
(BL35)

o A=) = =(p V)
V) (0 A)

(pe=tp) = (x = @) = (x =)
BL29) (p < ¢) < (¢ = ¥) A (Y — ¢))
BL30) & (¥ V x) < (&) V (p&Xx)

P&(P A x) < (&) A (p&))

(BL31) (¢ A (¥ VX)) < (pAY)V(pAX))

(V@ AX)) <= (pVY)A(pVX))
(BL32) (o V)&(p V) — ((p&yp) V (¥&))

(P A& AY) — ((p&ep) A (P&t)))
(BL33) (p — )"V (¥ — ¢)™ pro kazdé n

(

(

Teorémy L (nedokazatelné v BL):

L1) =g — ¢
~(p&y) = (e ¥ 1)
—(p Y1) « (&)
v — (Y1)

(pYep) — (¥ Yo
(Y (¥ ¥X)) < ((p¥y)¥X)
(P AY) < (9 Y )&y

(e V1) & (p&p) Yo
pY g

L2
L3
L4

(L1)
(£2)
(L3)
(L4)
(L5)
(L6)
(L7)
(L8)
(L9)
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(L10) (p&—0) Yah = @Y (&)

(E11) (oY )&tp < @&(y Y ~p)

(L12) (pVep) =@

(E13) (¢ = x) = (¥ = x) = (¢ V) = X))

Teorémy BLV (x neni volna v x):

(By)e(y), je-li y substituovatelné za x ve ¢

—~ - — M
TR TR 5 2 — - —~ 51 =
5 1 =& 1 1 1 5 ~ ™ -
= M = = = = = > <
DU = = =23 <3 m m >
H_._w_ﬂumuum_.ﬂ/_j\y = 2 < > < & =&
- & < = Y S
Sesfoss= 1 22a0 P Rrxxl 2
P11l sEE T T EE 0L
5 1+ X YD < A~~~
@X@X¢¢GHH\M@ﬁH¢¢¢ww
Ty e 8 4 < > < > <
< % 2 9% % 9 S T= S S E I R R Y
ZTEXEXEXXXg A2 XX 28 X X X XX
z o or > — z2mnom0mnm oy Mmoo Mmoo
S8 YFeE e E e geogasyae gy
S EEEE58E BaLLR%220
(((((((( = m M MMM MMM

—_— — — ~— ~— ~— ~—
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