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Diplomová práce na oboru Logika
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Abstrakt

Deontické logiky bývaj́ı formalizovány jako druh modálńıch logik.
V této práci aplikuji fuzzy modálńı logiku na dvoj́ı systémy mo-
nadických deontických logik – systémy deontické logiky v užš́ım
smyslu a systémy alethické logiky s výrokovou konstantou Q. Pro
tyto nové fuzzy deontické logiky dokazuji lokálńı větu o dedukci,
korektnost v̊uči př́ıslušným fuzzy rámc̊um a definovatelnost deon-
tických systémů v alethických.
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Úvod

Vztahy vyplýváńı mezi imperativy zaj́ımaj́ı člověka od starověku. Za prvńı deontický
paradox se uvád́ı spor Protágora s jeho žákem Euatlem, který mu měl zaplatit, až vyhraje
svou prvńı soudńı při – Euatlus se ovšem právńı praxi nevěnoval a jeho prvńı př́ı byl
tedy právě tento spor.

Prvńı pokusy o formalizaci deontických výpověd́ı učinil Ernst Mally ve 20. letech mi-
nulého stolet́ı, oṕıral se přitom o výrokový kalkulus. V 50. letech pak přǐsel G. H. von
Wright s deontickými logikami vystavěnými na základě alethické modálńı logiky. Obje-
vené paradoxńı d̊usledky ho později přiměly rozvinout také dyadické systémy (s podmı́ně-
nými př́ıkazy). A. R. Anderson rozpracoval deontické logiky jakožto teorii sankćı – přiká-
zané je to, čehož nesplněńı vede k trestu. (Vše citace dle [Åqvist 1984]). W. D. Ross se
soustředil na jakousi osobnostńı etiku – nezaj́ımaj́ı ho normy z pohledu celé společnosti,
ale z pohledu jednotlivce, který se rozhoduje na základě tzv. prima facie duties, které se
snaž́ı plnit (citace dle [Monagin 2006]).

Modálńı př́ıstup k deontickým i jiným logikám neńı neproblematický. [Duc 1995] uka-
zuje nevhodnost modálńıho pojet́ı deontické logiky a rozv́ıj́ı namı́sto toho cestu dyna-
mické logiky, [Duc 2001] ukazuje totéž pro epistemickou logiku. U deontické logiky to
má významné opodstatněńı: etické nebo právńı normy jsou typu ought-to-do (udělej to
a to), což dynamická logika reflektuje, zat́ımco modálńı logika a kripkovská sémantika
zkoumá sṕı̌se př́ıkazy typu ought-to-be (zařid’, aby to a to nastalo).

I u v́ıcehodnotových logik lze naj́ıt prvńı zájem v antice, ale pr̊ukopnická je až práce Jana
 Lukasiewicze ve 20. letech minulého stolet́ı, který učinil pokusy rozš́ı̌rit dvouhodnotovou
logiku na třet́ı hodnotu někde mezi pravdou a nepravdou. Zavedl také pětici axiomů,
z nichž čtyři budeme už́ıvat i my; dokazatelnost 5. axiomu (prelinearity) z ostatńıch
axiomů ukázal C. C. Chang v roce 1958. V 50. letech se také zač́ınaj́ı uvažovat nekonečné
množiny pravdivostńıch hodnot – R. McNaughton pro ně zobecňuje  Lukasiewiczovu lo-
giku, M. Dummett Gödelovu. V 60. letech se poprvé objevuje pojem fuzzy, když L. A.
Zadeh definuje fuzzy množiny. J. A. Goguen již mluv́ı o fuzzy logice a jako jej́ı model
zavád́ı reziduované svazy. Z inženýrsky motivovaného konceptu fuzzy logik se stává lo-
gika v pravém smyslu slova od 70. let, zejména zásluhou Jana Pavelky a od 90. let Petra
Hájka. (Vše citace dle [Hájek 1998].)

Zájem o fuzzy modálńı logiky přǐsel záhy, např́ıklad [Ying 1988] definuje obecné modálńı
logiky na základě zadehovské syntaxe (z dnešńıho pohledu dost nekompaktńı – použ́ıvá
gödelovskou min-konjunkci a max-konjunkci a  lukasiewiczovskou negaci). Nejd̊ukladněji
je ale prozkoumaná logika S5, kterou lze založit na predikátové logice a odhlédnout od po-
doby relace dosažitelnosti (podrobně v [Hájek 1998, kap. 8]). Fuzzy alternativy pro slabš́ı
modálńı logiky ale rozpracovávaj́ı např́ıklad [Nakamura–Gao 1992] nebo [Mironov 2005].
Postupně se také obraćı zájem fuzzy logiky na konkrétńı aplikace modálńı logiky, např́ıklad
[Běhounek 2004] fuzzifikuje erotetickou logiku. Podobně př́ıtomná práce má za ćıl – jak
již jej́ı název napov́ıdá – fuzzifikovat deontické logiky.

Fuzzy deontické logiky nevzbuzuj́ı mnoho zájmu. Za pozornost stoj́ı v podstatě jen dvě
práce. Prvńı je článek [Gounder–Esterline 1998], zabývaj́ıćı se vedle deontických i epis-
temickými logikami a v ohledu k použité medodě velmi podobný př́ıtomné práci. Takto
stručný článek (6 stran) ani nemůže j́ıt do hloubky a jeho výsledky jsou omezené. Použ́ıvá
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zadehovskou syntax a modálńı operátory definuje pomoćı maxima a minima, přičemž ne-
uvažuje, že množina možných svět̊u může být nekonečná. Tyto nedostatky lze omluvit
t́ım, že článek vznikl ve stejném roce, jako bylo vydáno [Hájek 1998], a neměl tedy k dis-
pozici d̊ukladně propracovaný aparát.

Zaj́ımavěǰśı je velmi čerstvý článek [Monagin 2006] (text zřejmě koṕıruje jej́ı přednášku
proslovenou na Oakland University v únoru tohoto roku). Autorka využ́ıvá Ross̊uv kon-
cept prima facie duties, v němž agent jedná podle svých osobńıch preferenćı, co do
závaznosti př́ıkaz̊u, a pokud nemůže splnit všechny, vyb́ırá si ty, které považuje za
závazněǰśı. Tento př́ıstup se narozd́ıl od klasického př́ıstupu dovede vyrovnat s t́ım, že
některé př́ıkazy nejsou splněny a je třeba splnit alespoň povinnost, která vyplývá z ne-
splněńı té p̊uvodńı (contrary-to-duty obligation). Ohodnoceńı povinnost́ı co do závaznosti
pak otev́ırá pole pro fuzzy logiku (použitá logika je opět zadehovská syntax) a bližš́ı
zkoumáńı axiomů pak některé vylučuje – např́ıklad modálńı axiom D (v podobě
OA→ ¬O¬A), protože povinnosti mohou být v konfliktu.

Př́ıtomná práce má následuj́ıćı strukturu: V úvodńıch dvou kapitolách představ́ım ob-
jekt a metodu, a to v jejich nejdostupněǰśı podobě: v 1. kapitole budou popsány deon-
tické logiky tak, jak je představuje Lennart Åqvist v Handbook of Philosophical Logic
[Åqvist 1984], a v 2. kapitole fuzzy logiky v podobě podle [Hájek 1998]. Daľśı dvě kapi-
toly se budou věnovat samotné fuzzifikaci: 3. kapitola bude věnována jazyku – podobě
modálńıch operátor̊u – a 4. kapitola se zaměř́ı na konkrétńı logické systémy. Nakonec
se v 5. kapitole pokuśım v představeném fuzzy provedeńı zrekonstruovat jeden výsledek
známý z dvouhodnotové logiky, totiž překlad mezi alethickými a deontickými systémy.
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1 Deontické logiky

Jak bylo řečeno, tato práce se bude zabývat deontickými logikami a bude je zkoumat
z pohledu modálńı logiky. Lennart Åqvist v [Åqvist 1984] použ́ıvá dvoj́ı děleńı: Nejprve
rozlǐsuje monadické a dyadické systémy – tedy systémy, kde jsou základńı př́ıkazy ne-
podmı́něné, a systémy, kde jsou naopak podmı́něny platnost́ı určitého výroku. Tyto dva
př́ıstupy jsou ovšem vzájemně definovatelné (zjednodušeně řečeno, zleva doprava pomoćı
implikace, zprava doleva tautologickou podmı́nkou).

Druhé děleńı se týká podoby modálńıho operátoru a má vliv na to, jaké modálńı logiky
budou použity. Pak dostaneme bud’ deontické logiky v užš́ım smyslu slova – ty použ́ıvaj́ı
operátory Oϕ (,,je přikázáno ϕ“), Pϕ (,,je dovoleno ϕ“) – nebo alethické logiky s kla-
sickými operátory nutnosti 2 a možnosti 3 a výrokovou konstantou Q. Také odpov́ıdaj́ıćı
si logiky z těchto dvou tř́ıd jsou navzájem definovatelné.

My se v této práci budeme zabývat pouze monadickými logikami, v jejich rámci ale jak
deontickými, tak alethickými.

1.1 Deset deontických systémů

Následuj́ıćıch deset logik s deontickými operátory nazývá Åqvist Smiley-Hansonovy lo-
giky. T. J. Smiley a W. H. Hanson vytvořili nezávisle na sobě některé z nich (ne však
všechny) v 60. letech minulého stolet́ı (citace dle [Åqvist 1984]).

Jazyk tvoř́ı množina Prop výrokových proměnných, logické spojky >,⊥, O, P,∧,∨,→,↔
a závorky. Operátory O,P jsou tedy oba primitivńımi pojmy, operátor F (,,je zakázáno“)
je definován:

Fϕ =df ¬Pϕ nebo Fϕ =df O¬ϕ

Axiomy logik patř́ı mezi následuj́ıćıch sedm schémat:

(A0) všechny výrokové tautologie
(A1) Pϕ↔ ¬O¬ϕ
(A2) O(ϕ→ ψ) → (Oϕ→ Oψ)
(A3) Oϕ→ Pϕ
(A4) Oϕ→ OOϕ
(A5) POϕ→ Oϕ
(A6) O(Oϕ→ ϕ)
(A7) O(POϕ→ ϕ)

Odvozovaćı pravidla všech logik jsou modus ponens a O-necesitace.

Ve značeńı axiomů koṕırujeme [Åqvist 1984], ale jde z velké části o obvyklé axiomy
modálńıch logik: A2 je axiom K, A3 je D, A4 je 4 a A5 je ekvivalentńı axiomu 5.
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Z předchoźıch axiomů vytvoř́ıme deset logik:

OK = A0–A2
OM = A0–A2, A6
OS4 = A0–A2, A4, A6
OB = A0–A2, A6, A7
OS5 = A0–A2, A4, A5 (A6 a A7 jsou odvoditelné)

Pro L ∈ {OK, OM, OS4, OB, OS5} definujme

L+ = L,A3

Pro sémantiku použijeme obvyklé kripkovské modelyM = 〈W,R, V 〉, kdeW je neprázdná
množina, R ⊆W×W a V je ohodnoceńı, které přǐrad́ı dvojici výrokové proměnné a světu
z W pravdivostńı hodnotu 0 nebo 1. Složené formule ohodnot́ıme obvyklým zp̊usobem.

Relace dosažitelnosti R má v deontické logice přirozenou interpretaci: xRy plat́ı jen
tehdy, když všechny př́ıkazy ,,vyslovené“ v x (x  Oϕ) jsou v y splněny (y  ϕ). R
může mı́t následuj́ıćı vlastnosti, které odpov́ıdaj́ı axiomům A3–A7 v tom smyslu, že
daný axiom charakterizuje tř́ıdu rámc̊u, v nichž má R odpov́ıdaj́ıćı vlastnost (podmı́nky
sice vyjádř́ıme formalizovaně, ale pohybujeme se nyńı v metajazyce):

R je sériová (také zvaná totálńı) (∀x∃y) xRy A3
R je tranzitivńı (∀x, y, z) (xRy & yRz → xRz) A4
R je euklidovská (∀x, y, z) (xRy & xRz → yRz) A5
R je téměř reflexivńı (∀x, y) (xRy → yRy) A6
R je téměř symetrická (∀x, y, z) (xRy & yRz → zRy) A7

Takže logika OK charakterizuje všechny modely a silněǰśı logiky charakterizuj́ı modely,
v nichž má R vlastnosti odpov́ıdaj́ıćı axiomům. Logika OS5+ tak odpov́ıdá modálńı
logice KD45 a jej́ı relace R = W × W0, kde W0 ⊆ W . [Åqvist 1984] dále dokazuje
korektnost a úplnost deseti deontických systémů.

S úplnost́ı můžeme jednoduše dokázat odvoditelnost axiomů A6, A7 v logice OS5 (i v lo-
gice OS5+):

A6 (rámec je téměř reflexivńı): xRy & xRy → yRy, protože rámec je euklidovský
A7 (rámec je téměř symetrický): xRy & yRz → xRz, protože rámec je tranzitivńı

xRz & xRy → zRy, protože rámec je euklidovský

Zastavme se ještě u axiomu A3. Ten ř́ıká, že co je přikázáno, je také dovoleno, tedy že je
možné př́ıkazy v̊ubec plnit. Na sémantické rovině pak vylučuje modely, v nichž existuj́ı
světy bez následovńıka – světy, které ,,vid́ı“ alespoň samy na sebe, už v modelu mohou
být. V dvouhodnotové deontické logice, která má vypov́ıdat o reálných a splnitelných
systémech př́ıkaz̊u a zákaz̊u, je přijet́ı takového axiomu považováno za vhodné.

Na druhou stranu, ekvivalentńı podoba téhož axiomu, totiž OA→ ¬O¬A, přeložena do
neformálńıho jazyka vylučuje konflikt povinnost́ı. Ten ale v realitě může nastat, např́ıklad
když neprozřetelně sĺıb́ıme účast na dvou událostech ve stejný čas. Přijet́ım axiomu A3
se tedy může logický systém dostat do konfliktu s realitou, z čehož vzcházej́ı paradoxy.
Jak uvid́ıme dále, fuzzy logika má možnosti, jak se vyhnout nevýhodám obou krajńıch
možnost́ı: axiom odmı́tneme jako př́ılǐs striktńı, ale krajńı př́ıpady, kdy svět ,,neuvid́ı“
na žádný jiný (ani na sebe) budou sṕı̌se vzácnost́ı (protože 0 již neńı jednou ze dvou
hodnot, ale jednou z nespočetna).
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1.2 Deset alethických systémů

Dále zadefinujeme deset alethických systémů s prohairetickou výrokovou konstantou Q
(tzn. převzatou z teorie preferenćı). Jazyk tedy tvoř́ı stejná množina Prop výrokových
proměnných, logické spojky >,⊥, Q,2,3,∧,∨,→,↔ a závorky.

Operátory O,P jsou v tomto jazyce definované:

Oϕ =df 2(Q→ ϕ)
Pϕ =df 3(Q ∧ ϕ)

A axiomatika je následuj́ıćı:

(B0) všechny výrokové tautologie
(B1) 3ϕ↔ ¬2¬ϕ
(B2) 2(ϕ→ ψ) → (2ϕ→ 2ψ)
(B3) 3Q
(B4) 2ϕ→ 22ϕ
(B5) 32ϕ→ 2ϕ
(B6) 2ϕ→ ϕ
(B7) 32ϕ→ ϕ

Odvozovaćı pravidla jsou modus ponens a 2-necesitace.

Opět jde i přes schematické značeńı o obvyklé modálńı axiomy: B2 je axiom K, B4 je 4,
B5 je ekvivalentńı axiomu 5, B6 je axiom T a B7 je ekvivalentńı B.

Deset logik pak vytvoř́ıme následovně:

KQ = B0–B2
MQ = B0–B2, B6
S4Q = B0–B2, B4, B6
BQ = B0–B2, B6, B7
S5Q = B0–B2, B5, B6 (B4 a B7 jsou odvoditelné)

Pro K ∈ {KQ, MQ, S4Q, BQ, S5Q} definujme

K+ = K,B3

Odvoditelnost axiomů B4 a B7 v systému S5Q (a ovšem i v S5+
Q) dokážeme:

Axiom B7 je dokazatelný triviálně z axiomů B5 a B6.

Dokázat axiom B4 bude pracněǰśı, použijeme poněkud přepracovaný d̊ukaz z [Peregrin 2004].
Bud’ B = 2A.
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1. 2¬B → ¬B B6
2. B → ¬2¬B 1, výr. taut.
3. B → 3B 2, B1
4. 32¬B → 2¬B B5
5. ¬2¬2¬B → 2¬B 4, B1
6. ¬23B → ¬3B 5, B1
7. 3B → 23B 6, výr. taut.
8. B → 23B 3, 7
9. 2A→ 232A 8

10. 32A→ 2A B5
11. 2(32A→ 2A) 10, Nec
12. 232A→ 22A 11, B2
13. 2A→ 22A 9, 12

Sémantika bude reflektovat existenci nové konstanty, a model bude tedy uspořádaná
čtveřice

M = 〈W,R, opt, V 〉
kde W je neprázdná množina, R ⊆ W × W relace dosažitelnosti, opt ⊆ W množina
,,optimálńıch“ prvk̊u W podle bĺıže neurčených preferenćı, V ohodnoceńı atomických
výrok̊u v prvćıch W .

Složené spojky ohodnot́ıme induktivně – všechny známé spojky obvyklým zp̊usobem, Q
takto:

M,x  Q iff x ∈ opt

Relace R může mı́t následuj́ıćı vlastnosti, které opět odpov́ıdaj́ı axiomům B3–B7 (opět
se i přes formálńı zápis pohybujeme v metajazyce):

R je opt-sériová (∀x)(∃y) (xRy & y ∈ opt) B3
R je tranzitivńı jako výše B4
R je euklidovská jako výše B5
R je reflexivńı (∀x) xRx B6
R je symetrická (∀x, y) (xRy → yRz) B7

Zastav́ıme se ještě u axiomu B3. Jestliže jsme dř́ıve řekli, že množina opt je dána bĺıže
neurčenými preferencemi, nyńı tyto preference urč́ıme – prvky množiny opt budou deon-
ticky dokonalé světy. Tedy světy, kde jsou všechny př́ıkazy splněny a žádný zákaz neńı
porušen. Přijmeme-li tedy axiom B3, pak je každý svět z W v relaci s některým deonticky
dokonalým světem, což zajist́ı, že ve všech světech je přikázáno jen to, co je splnitelné.
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2 Fuzzy logiky

Druhým logickým systémem, který nás bude zaj́ımat, budou fuzzy logiky. Jak známo,
fuzzy logika zobecňuje klasickou logiku t́ım, že zavád́ı v́ıce pravdivostńıch hodnot –
tradičně se uvád́ı interval [0, 1], ale mohou to být i jiné množiny pravdivostńıch hod-
not. Tato práce bude převážně vycházet z knihy prof. Petra Hájka [Hájek 1998], zejména
všechny definice a lemmata v této kapitole jsou převzaty od něj. Pro naše zkoumáńı
využijeme  Lukasiewiczovu výrokovou logiku, jiné systémy jen zmı́ńıme.

2.1 Sémantická definice logických spojek

Začneme sémantickou definićı logických spojek na intervalu [0, 1]. Budeme po nich
požadovat, aby byly extenzionálńı v̊uči pravdivostńım hodnotám (truth-functional) a
aby se na hodnotách 0 a 1 chovaly obvyklým zp̊usobem. Začněme konjunkćı & a j́ı
odpov́ıdaj́ıćı operaćı ∗ na intervalu [0, 1] zvanou t-norma. Vysoká hodnota ϕ&ψ má vy-
jadřovat vysokou hodnotu obou konjunkt̊u a splňovat některé daľśı přirozené požadavky.

Definice. T-norma je binárńı operace ∗ na intervalu [0, 1] taková, že:

(i) ∗ je komutativńı a asociativńı,
(ii) ∗ je neklesaj́ıćı v obou argumentech,
(iii) 1 ∗ x = x a 0 ∗ x = 0 pro všechna x ∈ [0, 1].

Ze speciálńıch př́ıpad̊u t-normy využijeme jen  Lukasiewiczovu:

x ∗ y = max(0, x+ y − 1)

Nyńı se pod́ıvejme na implikaci. Chceme od ńı, aby umožňovala internalizovat usuzováńı.
To znamená, že chceme mı́t korektńı fuzzy modus ponens: z hodnoty formule ϕ a hodnoty
formule (ϕ→ ψ) odvodit dolńı hranici pro hodnotu formule ψ; nav́ıc chceme, aby to byla
maximálńı dolńı hranice. (ϕ → ψ) má být tedy největš́ı prvek takový, že ještě plat́ı
(ϕ&(ϕ → ψ)) → ψ. Vysoká hodnota (ϕ → ψ) pak bude znamenat, že hodnota ϕ neńı
o mnoho větš́ı než hodnota ψ.

Lemma. Mějme spojitou t-normu ∗. Pak existuje právě jeden prvek x⇒ y takový, že pro
každé x, y, z ∈ [0, 1] plat́ı: (x ∗ z) ≤ y iff z ≤ (x⇒ y), tedy (x⇒ y) = max{z | x ∗ z ≤ y}.

Prvek x ⇒ y nazveme reziduum t-normy. Reziduum  Lukasiewiczovy t-normy vypadá
následovně:

pro x ≤ y, x⇒ y = 1
pro x > y, x⇒ y = 1− x+ y
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Lemma. Pro každou spojitou t-normu ∗ plat́ı v libovolné algebře (L,∩,∪, ∗,⇒, 0, 1)
(symboly ∩,∪ znač́ı minimum a maximum) následuj́ıćı identity:

(i) x ∩ y = x ∗ (x⇒ y)
(ii) x ∪ y = ((x⇒ y) ⇒ y) ∩ ((y ⇒ x) ⇒ x)

Definice. Reziduum ⇒ definuje odpov́ıdaj́ıćı unárńı operaci prekomplementu:

(−)x = (x⇒ 0)

Tyto tři pojmy z posledńıho lemmatu a definice nám budou po řadě popisovat slabou
konjunkci, slabou disjunkci a negaci. Pokud jde o prekomplement, opět ukážeme jeho
hodnotu odpov́ıdaj́ıćı  Lukasiewiczově t-normě:

(−)x = 1− x

2.2 Basic Logic (BL)

Nyńı již můžeme zadefinovat prvńı fuzzy logiku. Výrokový kalkulus PC(∗) tvoř́ı výrokové
proměnné p1, p2,. . . , logické spojky &,→ a logická konstanta 0. Daľśı spojky jsou defi-
novány:

ϕ ∧ ψ =df ϕ&(ϕ→ ψ)
ϕ ∨ ψ =df ((ϕ→ ψ) → ψ) ∧ ((ψ → ϕ) → ϕ)
¬ϕ =df ϕ→ 0

ϕ ≡ ψ =df (ϕ→ ψ)&(ψ → ϕ)

Ohodnoceńı e přǐrad́ı výrokové proměnné p jej́ı pravdivostńı hodnotu e(p) ∈ [0, 1] a
formuĺım hodnotu podle nasleduj́ıćıch pravidel:

e(0) = 0
e(ϕ&ψ) = e(ϕ) ∗ e(ψ)
e(ϕ→ ψ) = e(ϕ) ⇒ e(ψ)

Zavedeme již na tomto mı́stě následuj́ıćı konvenci:

ϕn = ϕ& . . .&ϕ, n-krát

Lemma. Pro každou dvojici formuĺı ϕ,ψ plat́ı:

e(ϕ ∧ ψ) = e(ϕ) ∩ e(ψ)
e(ϕ ∨ ψ) = e(ϕ) ∪ e(ψ)

Definice. Formuli ϕ nazveme 1-tautologíı kalkulu PC(∗), když plat́ı e(ϕ) = 1 pro každé
ohodnoceńı e.

8



Následuj́ıćı formule jsou axiomy logiky BL (basic logic):

(BL1) (ϕ→ ψ) → ((ψ → χ) → (ϕ→ χ))
(BL2) (ϕ&ψ) → ϕ
(BL3) (ϕ&ψ) → (ψ&ϕ)
(BL4) (ϕ&(ϕ→ ψ)) → (ψ&(ψ → ϕ))

(BL5a) (ϕ→ (ψ → χ)) → ((ϕ&ψ) → χ)
(BL5b) ((ϕ&ψ) → χ) → (ϕ→ (ψ → χ))
(BL6) ((ϕ→ ψ) → χ) → (((ψ → ϕ) → χ) → χ)
(BL7) 0 → ϕ

[Hájek 1998] následně dokazuje, že všechny tyto formule jsou 1-tautologie a odvozuje také
teorémy logiky BL. Seznam teorémů uvád́ıme v Př́ıloze 1. V posledńıch letech se ukázalo,
že tato množina axiomů neńı nezávislá: [Cintula 2005] ukázal odvoditelnost axiomu BL3
a [Lehmke 2005] dokázal nadbytečnost axiomu BL2 (ovšem jen za př́ıtomnosti BL3).

Modelem logiky BL jsou algebry s určitými vlastnostmi. Nazývaj́ı se BL-algebry a jejich
vlastnosti nyńı uvedeme.

Definice. Reziduovaný svaz je algebra (L,∩,∪, ∗,⇒, 0, 1) se čtyřmi binárńımi operátory
a dvěma konstantami taková, že

(i) (L,∪,∩, 0, 1) je svaz s největš́ım prvkem 1 a nejmenš́ım prvkem 0 (vzhledem ke
svazovému uspořádáńı ≤),

(ii) (L, ∗, 1) je komutativńı monoid, tzn. ∗ je komutativńı, asociativńı a pro každé x
plat́ı 1 ∗ x = x,

(iii) ∗ a ⇒ tvoř́ı adjungovaný pár, tzn. z ≤ (x⇒ y) iff (x ∗ z ≤ y).

Definice. Reziduovaný svaz (L,∩,∪, ∗,⇒, 0, 1) je BL-algebra, když následuj́ıćı dvě iden-
tity plat́ı pro všechna x, y ∈ L

(i) x ∩ y = x ∗ (x⇒ y)
(ii) (x⇒ y) ∪ (y ⇒ x) = 1

Definice. Reziduovaný svaz (L,∩,∪, ∗,⇒, 0, 1) je lineárně uspořádaný, pokud pro každé
x, y ∈ L plat́ı x ∩ y = x nebo x ∩ y = y (ekvivalentně x ∪ y = x nebo x ∪ y = y).

Lineárně uspořádaný svaz je (lineárńı) BL-algebrou, právě když v něm plat́ı prvńı identita
z předposledńı definice. Druhá identita v něm plat́ı automaticky. Podmnožinou lineárně
uspořádaných BL-algeber jsou standardńı algebry, jejichž nosičem je interval [0, 1].

[Hájek 1998] dokazuje korektnost a úplnost logiky BL v̊uči BL-algebrám a v̊uči lineárńım
BL-algebrám.

2.3  Lukasiewiczova výroková logika ( L)

 Lukasiewiczova výroková logika vznikne z BL přidáńım axiomu dvojité negace:

¬¬ϕ→ ϕ
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Původńı  Lukasiewiczova idea stav́ı logiku na následuj́ıćıch 4  Lukasiewiczových axiomech:

( L1) ϕ→ ((ϕ→ ψ) → ψ)
( L2) (ϕ→ ψ) → ((ψ → χ) → (ϕ→ χ))
( L3) (¬ϕ→ ¬ψ) → (ψ → ϕ)
( L4) ((ϕ→ ψ) → ψ) → ((ψ → ϕ) → ϕ)

Lze dokázat, že  L1,  L2,  L3,  L4 je ekvivalentńı s BL + axiom dvojité negace.

V  L je jediná primitivńı logická spojka → a konstanta 0. Ostatńı spojky jsou definovány:

¬ϕ =df ϕ→ 0
ϕ&ψ =df ¬(ϕ→ ¬ψ)
ϕ ∧ ψ =df ϕ&(ϕ→ ψ)
ϕ ∨ ψ =df (ϕ→ ψ) → ψ

ϕ Y ψ =df ¬ϕ→ ψ

Z axiomu  L4 je takto zadefinovaná spojka ∨ ekvivalentńı s jej́ı definićı v BL. Nová spojka
Y je duálńı k &, a je tedy silnou disjunkćı. V takto vzniklé logice  L jsou kromě všech
teorémů logiky BL dokazatelné i daľśı teorémy, ty nejd̊uležitěǰśı uvád́ıme opět v Př́ıloze
1.

Modelem  Lukasiewiczovy fuzzy logiky jsou MV-algebry. Zkratka MV pocháźı z many-
valued (v́ıcehodnotové). Stejně jako  L rozšǐruje BL o axiom dvojité negace, budou také
MV-algebry speciálńım př́ıpadem BL-algeber.

Definice. MV-algebra je BL-algebra, v ńıž plat́ı identita x = ((x⇒ 0) ⇒ 0).

I zde můžeme definovat lineárńı a standardńı MV-algebry. Množinu standardńıch MV-
-algeber tvoř́ı jediný prvek – MV-algebra s nosičem [0, 1] a  Lukasiewiczovou t-normou a
reziduem, nazveme ji [0, 1] L.

Stejně jako jsme  Lukasiewiczovu logiku definovali jinými axiomy než BL + axiom dvojité
negace, p̊uvodńı je i jiná idea jej́ıho modelu:

Definice. Wajsbergova algebra je algebra A= 〈A,⇒, 0〉, v ńıž plat́ı následuj́ıćı identity
(položme (−)x = (x⇒ 0), 1 = (0 ⇒ 0))

(i) (1 ⇒ y) = y
(ii) ((x⇒ y) ⇒ ((y ⇒ z) ⇒ (x⇒ z))) = 1
(iii) (((−)x⇒ (−)y) ⇒ (y ⇒ x)) = 1
(iv) ((x⇒ y) ⇒ y) = ((y ⇒ x) ⇒ x)

Tyto dva modely  Lukasiewiczovy logiky jsou ekvivalentńı. Tzn. v MV-algebře plat́ı iden-
tity Wajsbergovy algebry a Wajsbergova algebra jde známým dodefinováńım ∗,∩,∪, 1
rozš́ı̌rit na MV-algebru.

Umı́me tedy dokázat platnost axiomů  L v MV-algebrách (axiom  L1 je teorémem logiky
BL) a [Hájek 1998] dále dokazuje úplnost logiky  L v̊uči MV-algebrám, lineárńım MV-
-algebrám i standardńı MV-algebře.
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2.4 Daľśı fuzzy logiky

Ve zkratce si nyńı představ́ıme ještě několik daľśıch fuzzy logik, na které se později
můžeme odvolat. Prvńı budou dvě logiky slabš́ı než BL, o kterých podrobně mluv́ı článek
[Esteva–Godo 2001].

Logiky MTL a IMTL jsou založeny na monoidálńı logice U. Höhleho (citováno podle
[Esteva–Godo 2001]). Hlavńı odlǐsnost od BL spoč́ıvá v tom, že t-normy MTL nejsou
spojité, jsou spojité jen zleva. T́ım pádem je v MTL definovatelná implikace, ale nikoliv
už spojky ∧,∨ (ty jsou definovatelné navzájem a rovnost x ∗ (x ⇒ y) = min(x, y) plat́ı
jen pro spojitou t-normu).

Logiku MTL (monoidal t-norm based logic) tvoř́ı axiomy BL s výjimkou axiomu BL4.
Ten je nahrazen trojićı axiomů

(ϕ ∧ ψ) → ϕ
(ϕ ∧ ψ) → (ψ ∧ ϕ)
(ϕ&(ϕ→ ψ)) → (ϕ ∧ ψ)

Odvozovaćı pravidlo je modus ponens. Spojka ∧ je v MTL primitivńı, opačná implikace
k třet́ımu z nových axiomů totiž neplat́ı.

Logika IMTL rozšǐruje logiku MTL o axiom dvojité negace (involuce – odtud IMTL),
stejně jako  L rozšǐruje BL. Odlǐsnosti IMTL a  L jsou pak obdobné jako u MTL a BL.

Následuj́ıćı dvě logiky jsou představeny v [Hájek 1998] a rozšǐruj́ı logiku BL. Jako prvńı
uvedeme Gödelovu logiku G. Ta rozšǐruje BL o axiom

ϕ→ (ϕ&ϕ)

d́ıky kterému jsou silná a slabá konjunkce ekvivalentńı. V G je také dokazatelná formule,
na kterou v našem výkladu několikrát naraźıme:

(ϕ→ (ψ → χ)) → ((ϕ→ ψ) → (ϕ→ χ)) (2.1)

zat́ımco v BL je dokazatelná (z teorémů (BL7) a (BL4)) jen jej́ı slabš́ı varianta

(ϕ→ (ψ → χ)) → ((ϕ→ ψ) → ((ϕ&ϕ) → χ)) (2.2)

Pokud G oslab́ıme o axiom BL6, dostaneme intuicionistickou logiku s obvyklými vlast-
nostmi, např́ıkad v ńı neńı definovatelná spojka ∨.

Posledńı fuzzy logikou, o které se zmı́ńıme, bude racionálńı Pavelkova logika RPL, která
rozšǐruje logiku  L. Jazyk RPL přidává k  L spočetné množstv́ı pravdivostńıch konstant –
jednu pro každé racionálńı č́ıslo v intervalu [0, 1]; ve standardńı MV-algebře jsou ohod-
noceny přirozeně, e(r) = r. Axiomatika je pak rozš́ı̌rena o dva ,,účetńı“ axiomy

(r → s) ≡ r ⇒ s

¬r ≡ 1− r

a o odvozovaćı pravidlo: z (r → ϕ) a (s→ (ϕ→ ψ)) odvod’ (r ∗ s→ ψ).

Výsledky tohoto rozš́ı̌reńı zmı́ńıme dále v textu.
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2.5 Predikátová fuzzy logika

Ještě v krátkosti představ́ıme predikátovou logiku s fuzzy pravdivostńımi hodnotami.
Jazyk zde bude tvořen objektovými proměnnými a konstantami, predikáty, logickými
spojkami, pravdivostńımi konstantami a kvantifikátory. Modelem bude algebře L od-
pov́ıdaj́ıćı L-struktura S = 〈M, (rP )P , (mc)c〉 s nosnou množinou M , relaćı rP pro každý
predikát P a prvkem mc ∈M pro každou objektovou konstantu c.

Ohodnoceńı v přǐrad́ı každé objektové proměnné prvek v(x) ∈ M . Hodnota termů je
dána strukturou S a ohodnoceńım v tak, že ‖x‖S,v = v(x), ‖c‖M,v = mc. Pravdivostńı
hodnotu formuĺı definujeme taktéž induktivně, implikaci a konjunkci odpov́ıdaj́ı jako
obvykle reziduum a t-norma algebry L:

‖P (t1, . . . , tn)‖L
S,v = rP (‖t1‖S,v, . . . , ‖tn‖S,v)

‖(∀x)ϕ‖L
S,v = inf{‖ϕ‖L

S,v′ ; v ≡x v
′}

‖(∃x)ϕ‖L
S,v = sup{‖ϕ‖L

S,v′ ; v ≡x v
′}

kde v ≡x v
′ znač́ı, že v a v′ ohodnot́ı všechny proměnné s výjimkou x stejně.

Definice. Strukturu S nazveme L-bezpečnou, pokud existuj́ı všechna potřebná infima a
suprema, tj. pokud je pro každé ϕ, v definováno ‖ϕ‖L

S,v.

Z výrokové fuzzy logiky vytvoř́ıme predikátovou přidáńım následuj́ıćıch pěti axiomů a
odvozovaćıho pravidla ∀-generalizace.

(∀1) (∀x)ϕ(x) → ϕ(t) (t substituovatelná za x ve ϕ)
(∃1) ϕ(t) → (∃x)ϕ(x) (t substituovatelná za x ve ϕ)
(∀2) (∀x)(χ→ ϕ) → (χ→ (∀x)ϕ) (x neńı volná v χ)
(∃2) (∀x)(ϕ→ χ) → ((∃x)ϕ→ χ) (x neńı volná v χ)
(∀3) (∀x)(ϕ ∨ χ) → ((∀x)ϕ ∨ χ) (x neńı volná v χ)

V takto utvořené logice BL∀ jsou dokazatelné teorémy, které uvád́ıme v Př́ıloze 1. Pokud
jde o silněǰśı logiky, zmiňme se jen o  L∀, v ńıž je na rozd́ıl od ostatńıch logik dokazatelné

(∃x)ϕ ≡ ¬(∀x)¬ϕ

(tedy i opačná implikace k teorému (BL∀11)). Predikátová logika BL∀ je úplná v̊uči
každé lineárně uspořádané BL-algebře L a každému L-bezpečnému modelu, stejně tak
i predikátové verze silněǰśıch fuzzy logik jsou úplné v̊uči svým lineárně uspořádaným
algebrám a bezpečným model̊um nad nimi.
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3 Fuzzy modality a jejich vlastnosti

Nyńı oba logické systémy spoj́ıme a pokuśıme se interpretovat deontické logiky v  Lukasie-
wiczově fuzzy logice. V této kapitole se předevš́ım pod́ıváme na to, zda má takový př́ıstup
smysl, zadefinujeme fuzzy operátory O,P,2 a 3 a ověř́ıme některá tvrzeńı potřebná pro
daľśı práci. V následuj́ıćıch dvou kapitolách pak ukážeme, jak se námi zavedený systém
bude chovat na deontických logikách představených v prvńı kapitole.

3.1 Motivace

Hned na začátku je třeba položit si otázku, zda má v̊ubec smysl zabývat se fuzzy de-
ontickými logikami. Vždyt’ z pohledu trestńıho zákona je vše jednoznačné: ,,Kdo jiného
úmyslně usmrt́ı, bude potrestán odnět́ım svobody na deset až patnáct let.“ Dopustil se
obžalovaný trestného činu vraždy, jak je definován? Pokud ano, bude mu vyměřen trest.
Ale už zde nastupuje vágnost – podle čeho soudce rozhodne, jak vysoký trest vyměř́ı?
Vražda je přece vražda.

Nemuśıme ani chodit až do sféry trestných čin̊u, stač́ı se pod́ıvat na obyčejné každodenńı
rozhodováńı. Všichni v́ıme, že bychom měli pouštět staré lidi sednout, ale co přesně je
,,starý člověk“? Pokud uznáme, že v konkrétńı situaci je vágńı pojem naplněn (nastouṕı
opravdu starý člověk), pust́ıme jej sednout (jednáńı samo už je dvouhodnotové). Stejně
tak v́ıme, že k rodič̊um se má člověk chovat uctivě. Každý v́ı, kdo jsou jeho rodiče (Oidipa
protentokrát ze svých úvah vynecháme), ale pojem uctivého chováńı se lǐśı od rodiny
k rodině a od generace ke generaci – před sto lety by bylo např́ıklad nemyslitelné, aby
děti rodič̊um tykaly. Máme tedy dvouhodnotovou podmı́nku a vágńı př́ıkaz. A v př́ıpadě
př́ıkazu ,,Ve zúžených mı́stech chod’te rychle“ je vágńı podmı́nka i př́ıkaz.

V konkrétńı situaci vždy posuzujeme, zda byla podmı́nka naplněna nebo zda byla na-
plněna přes nějakou mez, a podle toho se rozhodujeme, zda př́ıkaz splńıme nebo ne.
Jsme-li ale v roli zákonodárce, nemůžeme každou situaci předv́ıdat a legislativně upravit.
A t́ım sṕı̌se to plat́ı o etických normách, daných zvykově.

Fuzzy logika může nastoupit všude tam, kde se vyskytne vágnost, která je škálovatelná.
Muśıme mı́t alespoň nějaká měř́ıtka, kterými můžeme porovnávat jednotlivé výroky. Toto
měř́ıtko nemuśı být jen jedno pro danou skutečnost – typickým př́ıkladem je měřeńı
inteligence: v testech se měř́ı jednotlivé složky inteligence, ze kterých vhodným výpočtem
odvod́ı jedno č́ıslo, známý inteligenčńı kvocient. V př́ıkladech, které jsme výše uvedli, lze
škálovatelnost naj́ıt (at’ už je to výše trestu, věk, nebo porovnáńı chováńı dvou lid́ı ve
stejné situaci) a je tedy smysluplné fuzzy logiku použ́ıt.

3.2 Fuzzy sémantika možných svět̊u

Jak bude vypadat kripkovský model M = 〈W,R, V 〉 ve fuzzy logice? Možnost́ı je několik.

Předně můžeme fuzzifikovat ohodnoceńı V . Takže každý možný svět modelu bude sám
o sobě modelem nemodálńı fuzzy logiky, konkrétně lineárńı MV-algebrou (pohybujeme
se totiž v  L) a výrokové proměnné v něm tedy budou ohodnoceny prvky této algebry,
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nazveme ji L. Na lineárńı MV-algebry se omeźıme z praktických d̊uvod̊u, v samotné
výrokové logice to nehraje roli; jak jsme již uvedli,  L je korektńı a úplná v̊uči všem MV-
-algebrám, i v̊uči lineárńım. Ohodnoceńı V tedy nově bude zobrazeńım W × Prop 7→ L.
Také odpověd́ı na otázku ,,které světy splňuj́ı výrok ϕ?“ bude fuzzy množina, nebot’
některé světy budou ϕ splňovat ve stupni 1, jiné méně a některé v̊ubec – tedy s pravdi-
vostńı hodnotou 0 – a podle toho budou patřit do množiny zcela, částečně nebo v̊ubec.

Za druhé se nab́ıźı možnost mı́t fuzzy relaci R. V takovém modelu budou světy mezi
sebou dosažitelné jen do určité mı́ry. Jestliže v dvouhodnotové logice vyjadřuje xRy, že
př́ıkazy vyslovené v x jsou v y splněny (a pokud ne, pak mezi x a y relace nevede), pak
hodnota fuzzy relace mezi x a y ř́ıká, nakolik jsou př́ıkazy z x splněny v y (např́ıklad
př́ıkaz ,,zavři dveře“ splńım částečně, pokud je jen přivřu).

Pokud jde o samotnou množinu možných svět̊u W , ta se pro fuzzifikaci nezdá být vhodná.
Takové zobecněńı by vyžadovalo podrobněǰśı diskuzi definic a přineslo by mnoho tech-
nických problémů. Teoreticky si lze fuzzy množinu W představit. Rozpracovávaj́ı se např.
koncepce tzv. nemožných možných svět̊u (reference v [Duc 2001]), ale nemuśıme cho-
dit tak daleko. Pokud bychom např́ıklad chtěli porovnávat, nakolik je v naš́ı kultuře
platné určité etické pravidlo, budeme se rozhĺıžet po evropských zemı́ch, zda je v nich
dodržováno, méně už nás bude zaj́ımat Asie nebo rovńıková Afrika a skoro v̊ubec mi-
mozemské civilizace. Na druhou stranu pokud bychom pro toto zkoumáńı využ́ıvali
výpočetńı techniku, pak muśıme udělat přesnou hranici, které společnosti a jejich etické
normy budou zahrnuty v databázi a které již ne. I proto můžeme toto zobecněńı s klidným
svědomı́m pominout.

Naopak množinu opt, která u alethických logik s výrokovou konstantou Q obsahuje de-
onticky dokonalé světy, převedeme na fuzzy množinu. Budeme tak mı́t i světy deonticky
méně dokonalé (některé př́ıkazy jsou v nich splněny jen částečně) a konstanta Q bude
nabývat v r̊uzných světech r̊uzných hodnot podle toho, v jaké mı́̌re budou do opt patřit.

Z předchoźıch úvah nám tedy vyplynou fuzzy rámce s ostře ohraničenou množinou
možných svět̊uW , fuzzy relaćı dosažitelnosti r, u alethických logik nav́ıc s fuzzy množinou
opt, a v nich pak modely s fuzzy ohodnoceńım e.

V dvouhodnotových logikách jsme formálně popsali některé vlastnosti rámc̊u. Ted’ je
formalizujeme i pro fuzzy rámce. Podmı́nky tranzitivity, symetrie a reflexivity definu-
jeme podle [Zadeh 1971], ostatńı analogicky. Jde o přirozený překlad metajazykových
formalizaćı do fuzzy sémantiky.

sériové rámce (∀x)(∃y) r(x, y) = 1
opt-sériové rámce (∀x)(∃y) r(x, y) ∗ opt(y) = 1
tranzitivńı rámce (∀x, y, z) r(x, y) ∗ r(y, z) ≤ r(x, z)
euklidovské rámce (∀x, y, z) r(x, y) ∗ r(x, z) ≤ r(y, z)
reflexivńı rámce (∀x) r(x, x) = 1
téměř reflexivńı rámce (∀x, y) r(x, y) ≤ r(y, y)
symetrické rámce (∀x, y) r(x, y) = r(y, x)
téměř symetrické rámce (∀x, y, z) r(x, y) ∗ r(y, z) ≤ r(z, y)
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3.3 Definice modálńıch operátor̊u

V návaznosti na to, co bylo řečeno výše, nyńı zadefinujeme modálńı operátory. Začneme
s operátorem nutnosti 2. V dvouhodnotové modálńı logice lze jeho sémantický význam
vyjádřit v metajazyce takto:

w  2ϕ iff (∀v ∈W )(wRv → v  ϕ)

Nyńı učińıme najednou několik krok̊u: Přesuneme se k fuzzy logice, takže výroky na
obou stranách ekvivalence budou ohodnoceny prvkem z L a stejně tak je fuzzy i relace
R. Posuneme se k sémantickému významu ekvivalence, takže i kvantifikátor nahrad́ıme
jeho sémantickým významem z druhé kapitoly. Dostaneme tedy tento vztah:

ew(2ϕ) = inf
v∈W

(r(w, v) ⇒ ev(ϕ))

Stejně odvod́ıme i operátor možnosti, operátory O,P se budou chovat stejně:

w  3ϕ iff (∃v ∈W )(wRv & v  ϕ)
ew(3ϕ) = sup

v∈W
(r(w, v) ∗ ev(ϕ))

Ve všech rámćıch v dvouhodnotové logice plat́ı deontické axiomy A0–A2/B0–B2 a odvo-
zovaćı pravidla modus ponens a necesitace (až na použitý jazyk jsou stejné v deontických i
alethických systémech). Rádi bychom je zachovali i pro fuzzy logiku. Vezmeme tedy fuzzy
obdobu známé modálńı logiky K a pokuśıme se dokázat jej́ı korektnost v̊uči všem fuzzy
rámc̊um, jak jsme je definovali výše – tedy rámc̊um s fuzzy relaćı dosažitelnosti.

A1/B1:

3A ↔ ¬2¬A
sup

v
(r(w, v) ∗ ev(A)) = (−) inf

v
(r(w, v) ⇒ ev(¬A))

Tato rovnost plat́ı v logice  L, protože v ńı plat́ı následuj́ıćı rovnosti

(−) inf
v

(r(w, v) ⇒ ev(¬A)) = inf
v

(r(w, v) ⇒ (ev(A) ⇒ 0) ⇒ 0

= inf
v

((r(w, v) ∗ ev(A)) ⇒ 0) ⇒ 0

(r(w, v) ∗ ev(A)) ⇒ 0) ⇒ 0 = r(w, v) ∗ ev(A)

Využili jsme podobu prekomplementu v  L, ohodnoceńı negace, sémantickou interpretaci
axiomu BL5a a identitu platnou ve všech MV-algebrách. Stoj́ı za povšimnut́ı, že posledńı
vztah plat́ı v  L, zat́ımco v BL platit nemuśı.

Je-li hodnota r(w, v)∗ev(A) ve v supremem, pak hodnota (r(w, v)∗ev(A)) ⇒ 0 je infimem
a hodnota ((r(w, v) ∗ ev(A)) ⇒ 0) ⇒ 0 opět supremem. Rovnost tedy plat́ı. 2

A2/B2:

2(A→ B) → (2A→ 2B)
inf
v

(r(w, v) ⇒ ev(A→ B)) ≤ (inf
u1

(r(w, u1) ⇒ eu1(A)) ⇒ inf
u2

(r(w, u2) ⇒ eu2(B)))

inf
v

(r(w, v) ⇒ (ev(A) ⇒ ev(B))) ≤ (inf
u1

(r(w, u1) ⇒ eu1(A)) ⇒ inf
u2

(r(w, u2) ⇒ eu2(B)))
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Tento vztah, tedy sémantická interpretace A2/B2, plat́ı z dvoj́ıho použit́ı sémantické
interpretace teorému (BL∀5), pokud plat́ı pro každé v

r(w, v) ⇒ (ev(A) ⇒ ev(B)) ≤ (r(w, v) ⇒ ev(A)) ⇒ (r(w, v) ⇒ ev(B))

Toto je ale instance formule (2.1) dokazatelné v G, zat́ımco v BL plat́ı pouze slabš́ı
formule (2.2), jak jsme o nich mluvili v podkapitole 2.4.

Bez daľśıch informaćı je tedy axiom A2/B2 v této podobě nedokazatelný. Co by se muselo
změnit, aby platil? Zjevně za to může nekontraktivnost konjunkce na hodnotě r(w, v),
která nemuśı být rovna jedné. Řešeńım tedy může být a) mı́t kontraktivńı konjunkci, to
znamená přesunout se k logice G, ovšem s axiomem dvojité negace, s kterým můžeme
dokázat A1/B1. My se ale nechceme omezit na logiky s nekontraktivńı konjunkćı, protože
se snaž́ıme zachovat co největš́ı mı́ru obecnosti. Zároveň pokud bychom zavedli jak dvo-
jitou negaci, tak kontraktivitu konjunkce, dostali bychom klasickou logiku a tato práce
by neměla žádný smysl.

Nebo b) bude A2/B2 dokazatelné, pokud bude r(w, v) nabývat hodnot 1, 0. To nastane
tehdy, pokud opust́ıme v́ıcehodnotovost relace, což jsme výše připustili jako možnost,
ale rozhodli se, že ji zde neaplikujeme. Nebo pokud se budeme pohybovat jen v Hájkově
modálńı logice S5, v ńıž je relace dosažitelnosti rovna W ×W , tj. (∀w, v) r(w, v) = 1.
Logikou S5 je ovšem jen náš alethický systém S5Q, ostatńı jsou slabš́ı. Pokud se tedy
chceme stále pohybovat v našich 20 systémech, zavrhněme i tuto možnost.

Pro slabš́ı modálńı logiky navrhuje [Hájek 1998, 8.3.40] použ́ıt namı́sto 2,3 nekonečně
operátor̊u 2n,3n:

Definice. Mějme jazyk fuzzy logiky  L a nekonečně mnoho modálńıch operátor̊u 2n,3n,
n ≥ 0. Mějme kripkovské modely M = 〈W, r, e〉 jako výše. Pak je sémantika modálńıch
operátor̊u následuj́ıćı:

ew(2nϕ) = inf
v∈W

(rn(w, v) ⇒ ev(ϕ))

ew(3nϕ) = sup
v∈W

(rn(w, v) ∗ ev(ϕ))

kde rn znač́ı r ∗ . . . ∗ r n-krát.

Pro n = 0 dodefinujme:

ew(20ϕ) = inf
v∈W

(1 ⇒ ev(ϕ)) = inf
v∈W

ev(ϕ)

ew(30ϕ) = sup
v∈W

(1 ∗ ev(ϕ)) = sup
v∈W

ev(ϕ)

Poznámka: Operátory 20,30 odpov́ıdaj́ı operátor̊um 2,3 z Hájkovy fuzzy logiky S5,
kde plat́ı (∀w, v) r(w, v) = 1. Je přirozené definovat t-normu mezi 0 argumenty jako 1,
protože plat́ı rn+1 = rn ∗ r a pro n = 1 je r1 = 1 ∗ r.

Samozřejmě se touto změnou modalit změńı i naše axiomy. Pokud jde o prvńı dva, kterým
se věnujeme v této kapitole, A1/B1 bude zńıt

3nA↔ ¬2n¬A

16



a na d̊ukazu se nic nezměńı, jen všechna r(w, v) nahrad́ıme rn(w, v) se stejným n.

Pokud jde o A2/B2, jeho podobu převezmeme z [Hájek 1998]:

2n(A→ B) → (2mA→ 2m+nB)

a d̊ukaz povedeme tak, že se stejným sledem úvah jako výše dostaneme k potřebě dokázat
následuj́ıćı nerovnost pro každé v:

rn(w, v) ⇒ (ev(A) ⇒ ev(B)) ≤ (rm(w, v) ⇒ ev(A)) ⇒ (rm+n(w, v) ⇒ ev(B))

Vezměme k = min(m,n), l = |m− n|. Pak plat́ı pro každý svět v:

rk(w, v) ⇒ (ev(A) ⇒ ev(B)) ≤ (rk(w, v) ⇒ ev(A)) ⇒ (r2k(w, v) ⇒ ev(B))
rk(w, v) ⇒ (ev(A) ⇒ ev(B)) ≤ ((rk(w, v) ⇒ ev(A)) ∗ r2k(w, v)) ⇒ ev(B)

rl(w, v) ⇒ (rk(w, v) ⇒ (ev(A) ⇒ ev(B))) ≤ rl(w, v) ⇒
⇒ (((rk(w, v) ⇒ ev(A)) ∗ r2k(w, v)) ⇒ ev(B))

(rl(w, v) ∗ rk(w, v)) ⇒ (ev(A) ⇒ ev(B)) ≤ (rl(w, v) ∗ (rk(w, v) ⇒ ev(A)) ∗ r2k(w, v)) ⇒
⇒ ev(B)

rk+l(w, v) ⇒ (ev(A) ⇒ ev(B)) ≤ ((rk(w, v) ⇒ ev(A)) ∗ r2k+l(w, v)) ⇒ ev(B)
rk+l(w, v) ⇒ (ev(A) ⇒ ev(B)) ≤ (rk(w, v) ⇒ ev(A)) ⇒ (r2k+l(w, v) ⇒ ev(B))

Použili jsme postupně sémantické interpretace formule (2.2), axiomu BL5a, axiomu BL1,
opět axiomu BL5a (dvakrát v jednom kroku), asociativitu t-normy a opět sémantickou
interpretaci axiomu BL5a.

Platnost našeho axiomu dokážeme z posledńı nerovnosti dvoj́ım použit́ım sémantické
interpretace teorému (BL∀5) v L. Tato metoda d̊ukazu zaslouž́ı krátké vysvětleńı: Obecný
kvantifikátor je v predikátové fuzzy logice definován jako infimum přes prvky nosiče
algebry. Jelikož je pro lineárńı algebry a jejich bezpečné struktury dokázána korektnost,
můžeme tato tvrzeńı využ́ıt i na sémantické rovině, jde-li ovšem o lineárńı algebru (což
L splňuje).

Toto bylo dokázáno pro n ≥ m, pro opačnou nerovnost dokážeme stejným postupem
ekvivalentńı (z teorému (BL2)) formuli:

2mA→ (2n(A→ B) → 2m+nB)

2

Ještě zbývá ověřit, zda odvozovaćı pravidla zachovávaj́ı tautologičnost.

MP: z A a (A→ B) odvod’ B

(∀w) ew(A) = 1
(∀w) ew(A→ B) = 1
(∀w) ew(A) ≤ ew(B)
(∀w) ew(B) = 1

Použité vztahy plat́ı ve všech MV-algebrách. 2
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2n-Nec: z A odvod’ 2nA

(∀v) ev(A) = 1
(∀v) x⇒ ev(A) = 1

inf
v

(x⇒ ev(A)) = 1

(∀w) inf
v

(rn(w, v) ⇒ ev(A)) = 1

(∀w) ew(2nA) = 1

Také toto pravidlo bylo odvozeno ze vztah̊u platných ve všech MV-algebrách. 2

Předvedeme ještě platnost jednoho druhotného odvozovaćıho pravidla, a to pravidla
(2n → 2n)-necesitace: z (A→ B) odvod’ (2nA→ 2nB). V dvouhodnotových modálńıch
logikách i ve fuzzy logice S5 plyne automaticky z 2-necesitace a z axiomu K (náš axiom
A2/B2). Zde vyplývá z týchž předpoklad̊u, ale méně zřetelně:

` A→ B

` 20(A→ B)
` 20(A→ B) → (2nA→ 20+nB)
` (2nA→ 2nB)

Zavedli jsme tedy základńı modálńı logiku K s axiomy

(0) všechny 1-tautologie logiky  L
(1) 3nA↔ ¬2n¬A
(2) 2n(A→ B) → (2mA→ 2m+nB)

a základńımi odvozovaćımi pravidly

(MP) z A a (A→ B) odvod’ B
(2n-Nec) z A odvod’ 2nA

a dokázali jej́ı korektnost v̊uči tř́ıdě všech fuzzy rámc̊u.

3.4 Vlastnosti modálńıch operátor̊u

Ukážeme některé vlastnosti právě zavedených modálńıch operátor̊u. Jak bylo řečeno,
[Hájek 1998] použ́ıvá operátory v logice S5, které jsou definovány jako

e(2A) = inf
w∈W

ew(A), e(3A) = sup
w∈W

ew(A)

tedy stejně jako kvantifikátory ∀,∃ v predikátové logice, a ukazuje, že pro ně plat́ı
také všechny axiomy a teorémy predikátové fuzzy logiky uvedené v Př́ıloze 1, až na
teorém (BL∀10) (v jeho d̊ukazu v predikátové logice je nutno kvantifikovat přes dvě
r̊uzné proměnné, což v modálńı logice nelze použ́ıt) – modálńı obdobu tohoto teorému
proto zavád́ı jako daľśı axiom.
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Jelikož u predikátových axiomů a teorémů jsme požadovali, aby některé formule neobsa-
hovaly kvantifikovanou proměnnou (a jejich hodnota tedy byla stejná, at’ jsou v dosahu
kvantifikátoru, nebo ne), je zde nutné podobně ošetřit formule na jejich mı́stech: ve fuzzy
S5 to lze zař́ıdit, pokud př́ıslušné formule budou ve tvaru 2χ nebo 3χ. Ve slabš́ıch
modálńıch logikách toto neńı možné a daľśı možnost – požadovat, aby χ mělo ve všech
světech W stejnou hodnotu – je nepraktická.

Když se tedy takto vzdáme části axiomů a teorémů, zbydou nám takové, které v daľśı
práci nevyužijeme. Nebudeme je tedy dokazovat, namı́sto toho dokážeme větu o dedukci
pro slabé modálńı fuzzy logiky.

Lemma. Bud’ T teorie nad  L, T ` ϕ, T ` ψ. Pak T ` ϕ&ψ.

D̊ukaz. V T je dokazatelný teorém (BL5) ϕ → (ψ → (ϕ&ψ)). Dvoj́ım použit́ım MP
dostaneme požadovaný výsledek. 2

Věta (lokálńı o dedukci). Bud’ T některý z našich dvaceti deontických systémů a ϕ,ψ
formule jeho jazyka. Pak plat́ı T ∪ {ϕ} ` ψ právě tehdy, když existuj́ı k(1,1) . . . k(1,t1),
k(2,1) . . . k(2,t2), . . . , k(n,1) . . . k(n,tn),m1 . . .mn takové, že

T ` (2k(1,1) . . .2k(1,t1)ϕ
m1 & . . .& 2k(n,1) . . .2k(n,tn)ϕ

mn) → ψ (3.1)

D̊ukaz. Nejprve necht’ plat́ı (3.1). Pak postupně plat́ı:

T ∪ {ϕ} ` ϕ z korektnosti  L v̊uči lineárńım MV-algebrám
T ∪ {ϕ} ` ϕmi pro každé mi z lemmatu
T ∪ {ϕ} ` 2k(i,1) . . .2k(i,ti)

ϕmi pro každé mi, ti-násobným použit́ım 2n-Nec
T ∪ {ϕ} ` 2k(1,1) . . .2k(1,t1)ϕ

m1& . . .&2k(n,1) . . .2k(n,tn)ϕ
mn

opět z lemmatu
T ∪ {ϕ} ` ψ z předpokladu použit́ım MP

Opačně, necht’ T∪{ϕ} ` ψ a necht’ γ1 . . . γr je d̊ukaz ψ v teorii T∪{ϕ}. Chceme dokázat in-
dukćı podle složitosti d̊ukazu, že pro každé γi existuj́ı ki

(1,1) . . . k
i
(1,t1)

, . . . , ki
(n,1) . . . k

i
(n,tn),

mi
1 . . .m

i
n takové, že

T ` (2ki
(1,1)

. . .2ki
(1,t1)

ϕmi
1 & . . .& 2ki

(n,1)
. . .2ki

(n,tn)
ϕmi

n) → γi

1. γi je axiom  L nebo T ∪ ϕ, tedy 1-tautologie v T ∪ ϕ.
Pak z axiomů BL7 a  L3 plat́ı χ→ γi pro každé χ.

2. γi je odvozeno pomoćı modus ponens z γj a γj → γi.
Pak z indukčńıho předpokladu plat́ı

T ` (2kj
(1,1)

. . .2kj
(1,t1)

ϕmj
1 & . . .& 2kj

(n,1)
. . .2kj

(n,tn)
ϕmj

n) → γj

T ` (2kji
(1,1)

. . .2kji
(1,t1)

ϕmji
1 & . . .& 2kji

(n,1)
. . .2kji

(n,tn)
ϕmji

n ) → (γj → γi)

a pak je z teorémů (BL7) a (BL4) dokazatelné

T ` (2kj
(1,1)

. . .2kj
(1,t1)

ϕmj
1 & . . .& 2kj

(n,1)
. . .2kj

(n,tn)
ϕmj

n &

& 2kji
(1,1)

. . .2kji
(1,t1)

ϕmji
1 & . . .& 2kji

(n,1)
. . .2kji

(n,tn)
ϕmji

n ) → γi.
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3. γi je odvozeno z nějakého γj 2n-necesitaćı, je tedy tvaru 2nγj .
Pak z indukčńıho předpokladu plat́ı dvě navzájem ekvivalentńı formule

T ` (2kj
(1,1)

. . .2kj
(1,t1)

ϕmj
1 & . . .& 2kj

(n,1)
. . .2kj

(n,tn)
ϕmj

n) → γj

T ` 2kj
(1,1)

. . .2kj
(1,t1)

ϕmj
1 → (2kj

(2,1)
. . .2kj

(2,t2)
ϕmj

2 → . . .

. . . (2kj
(n,1)

. . .2kj
(n,tn)

ϕmj
n → γj)) . . .)

d́ıky dokázané (2n → 2n)-necesitaci plat́ı

T ` 2n2kj
(1,1)

. . .2kj
(1,t1)

ϕmj
1 →

→ 2n(2kj
(2,1)

. . .2kj
(2,t2)

ϕmj
2 → . . . (2kj

(n,1)
. . .2kj

(n,tn)
ϕmj

n → γj)) . . .)

a z (n− 1)-násobného užit́ı axiomu A2/B2 dostaneme postupně

T ` 2n2kj
(1,1)

. . .2kj
(1,t1)

ϕmj
1 → (202kj

(2,1)
. . .2kj

(2,t2)
ϕmj

2 →
→ 2n(2kj

(3,1)
. . .2kj

(3,t3)
ϕmj

3 → . . . (2kj
(n,1)

. . .2kj
(n,tn)

ϕmj
n → γj)) . . .)

. . .

T ` 2n2kj
(1,1)

. . .2kj
(1,t1)

ϕmj
1 →

→ (202kj
(2,1)

. . .2kj
(2,t2)

ϕmj
2 → . . . (202kj

(n,1)
. . .2kj

(n,tn)
ϕmj

n → 2nγj)) . . .) 2
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4 Fuzzifikace systémů deontických logik

Ted’, když máme zadefinované modálńı operátory, se můžeme pod́ıvat, jak se bude našich
dvacet deontických systémů chovat ve fuzzy logice. Ćılem bude ověřit, které axiomy od-
pov́ıdaj́ı kterým vlastnostem fuzzy rámc̊u, a nakonec dokázat větu o korektnosti dvaceti
fuzzy deontických systémů v̊uči odpov́ıdaj́ıćım fuzzy model̊um. V praćıch tohoto typu
obvykle následuje věta o úplnosti v̊uči těmto systémům. [Hájek 1998] ukazuje, že exis-
tuje axiomatizace využ́ıvaj́ıćı logiku RPL, která je korektńı a úplná v̊uči S5([0, 1] L),
tedy v̊uči modálńı logice nad standardńı MV-algebrou. My ale pracujeme s lineárńımi
MV-algebrami a v̊uči nim neńı RPL korektńı (protipř́ıkladem může být Changova alge-
bra definovaná v [Chang 1958]). Úplnost logiky S5( L) v̊uči lineárńım MV-algebrám ještě
dokázána nebyla a př́ıpadná obt́ıžnost takového d̊ukazu patrně přesahuje možnosti této
práce.

Důkaz korektnosti začneme tentokrát u alethických systémů, protože v př́ıpadě dvojic
axiomů A6/B6 a A7/B7 jsou ty alethické jednodušš́ı a při zkoumáńı deontických verźı se
můžeme na jejich výsledky odvolat.

4.1 Fuzzifikace alethických systémů

Vyslovme nejprve podobu axiomů alethických systémů, jak zńı při překladu do fuzzy
modálńıch logik:

(B0) všechny 1-tautologie logiky  L
(B1) 3nA↔ ¬2n¬A
(B2) 2n(A→ B) → (2mA→ 2m+nB)
(B3) 3nQ
(B4) 2nA→ 2m2nA
(B5) 3m2nA→ 2nA
(B6) 2nA→ A
(B7) 3m2nA→ A

Věta. Axiomy alethických systémů jsou bezesporné.

D̊ukaz. Předpokládejme opak, tedy že z axiomů je dokazatelný spor, tzn. je z nich doka-
zatelné 0. Vezměme tento d̊ukaz 0 (nazveme jej D) a všechny formule v něm obsažené
přeložme následuj́ıćım překladem δ:

δ(Q) = 1
δ(p) = p pro p 6= Q
δ s výrokovými spojkami komutuje
δ(2nA) = δ(A)
δ(3nA) = δ(A)

Jednotlivé formule v d̊ukazu D jsou bud’ axiomy alethických systémů nebo jsou odvozeny
z předchoźıch formuĺı pravidly MP a 2n-Nec. Axiomy budou přeloženy na následuj́ıćıch
osm schemat:
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δ(B0) všechny 1-tautologie logiky  L
δ(B1) A↔ ¬¬A
δ(B2) (A→ B) → (A→ B)
δ(B3) 1
δ(B4) A→ A
δ(B5) A→ A
δ(B6) A→ A
δ(B7) A→ A

přičemž formule δ(B1) je dokazatelná v  L (teorémy (BL17) a ( L1)), formule δ(B3) je
teorém (BL19) a zbylé formule jsou instance teorému (BL3). Všechny jsou tedy dokaza-
telné v logice  L.

Pokud jde o odvozovaćı pravidla, MP z̊ustane nezměněn (je odvozovaćım pravidlem  L)
a z 2n-Nec dostaneme triviálńı pravidlo ,,z A odvod’ A“.

Pokud D dokazuje 0, pak δ(D) dokazuje δ(0) = 0. Ale všechny formule v δ(D) jsou
z logiky  L, která je bezesporná, nebot’ má model. V alethických systémech tedy nelze
odvodit spor. 2

Poznámka: I přesto, že bude hned následovat d̊ukaz korektnosti našich alethických axiomů
v̊uči určitým fuzzy rámc̊um, z nějž jejich bezespornost triviálně vyplývá, má tento d̊ukaz
smysl. Předevš́ım proto, že dokazuje bezespornost čistě syntakticky.

Budeme cht́ıt ukázat, v jakých fuzzy rámćıch které axiomy alethických systémů plat́ı,
jak se výsledky lǐśı od dvouhodnotové verze, a nakonec budeme moci dokázat korektnost
systémů v̊uči tř́ıdám fuzzy rámc̊u. V několika př́ıpadech se nám podař́ı ukázat platnost
axiomů v daných fuzzy rámćıch jen za omezených podmı́nek. Pak bude třeba ukázat, že
bez těchto podmı́nek nejsou axiomy platné, budeme tedy muset sestrojit protipř́ıklad.
Zadefinujme již nyńı fuzzy rámec, který bude mı́t všechny požadované vlastnosti a který
bude při vhodném ohodnoceńı protipř́ıkladem:

F = 〈W, r, opt〉
W = {a, b},
r(a, a) = r(b, b) = 1,
r(a, b) = r(b, a) = 0.75,
opt(a) = 1, opt(b) = 0

Zaměřme se tedy na jednotlivé axiomy B3–B7:

B3 má následuj́ıćı tvar a sémantickou interpretaci:

3nQ

sup
v

(rn(w, v) ∗ opt(v)) = 1

Chceme vyšetřit, zda tato rovnost plat́ı v tř́ıdě opt-sériových fuzzy rámc̊u. V nich plat́ı
podmı́nka (∀w)(∃v) (r(w, v) ∗ opt(v)) = 1, to znamená r(w, v) = 1 (tedy i rn(w, v) = 1)
a opt(v) = 1. Shora uvedená rovnost tedy v opt-sériových fuzzy rámćıch plat́ı.
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Jak jsme již řekli u dvouhodnotových systémů, v opt-sériových rámćıch vede z každého
světa relace do nějakého deonticky dokonalého světa, kde jsou splněny všechny př́ıkazy.
Taková podmı́nka je ve fuzzy logikách př́ılǐs striktńı, což ji diskvalifikuje narozd́ıl od
dvouhodnotové logiky, kde je žádoućı.

B4 zńı v modálńı fuzzy logice a v jej́ı sémantické interpretaci takto:

2nA → 2m2nA

inf
u

[rn(w, u) ⇒ eu(A)] ≤ inf
v

[rm(w, v) ⇒ inf
u

(rn(v, u) ⇒ eu(A))]

Chceme ověřit, že axiom plat́ı v tř́ıdě tranzitivńıch fuzzy rámc̊u.

r(w, v) ∗ r(v, u) ≤ r(w, u)
rn(w, v) ∗ rn(v, u) ≤ rn(w, u)

rm(w, v) ≤ rn(w, v)
rm(w, v) ∗ rn(v, u) ≤ rn(w, u)
rn(w, u) ⇒ eu(A) ≤ (rm(w, v) ∗ rn(v, u)) ⇒ eu(A)

inf
u′

(rn(w, u′) ⇒ eu′(A)) ≤ rn(w, u) ⇒ eu(A)

inf
u′

(rn(w, u′) ⇒ eu′(A)) ≤ (rm(w, v) ∗ rn(v, u)) ⇒ eu(A)

inf
u′

(rn(w, u′) ⇒ eu′(A)) ≤ rm(w, v) ⇒ (rn(v, u) ⇒ eu(A))

Prvńı nerovnost je podmı́nka tranzitivńı relace, druhá z ńı plyne d́ıky sémantické interpre-
taci teorému (BL7), třet́ı nerovnost plat́ı pro m ≥ n. Pátá nerovnost plyne z předchoźıho
pomoćı sémantické interpretace axiomu BL1. Posledńı nerovnost je odvozena z předchoźı
pomoćı sémantické interpretace axiomu BL5b a plat́ı (za podmı́nky m ≥ n) pro všechny
světy v, u, plat́ı tedy i pro jejich infima.

Pro př́ıpad m < n ukažme protipř́ıklad. Ve fuzzy rámci F , který je tranzitivńı, ohod-
not́ıme atomickou formuli A tak, že ea(A) = 1, eb(A) = 0.5. Pak pro m = 1, n = 2 neńı
,,axiom“ ve světě a splněn:

pravá strana: min (r2(a, a) ⇒ ea(A), r2(a, b) ⇒ eb(A)) = 1
levá strana: min (r(a, a) ⇒ min(r2(a, a) ⇒ ea(A), r2(a, b) ⇒ eb(A)),

r(a, b) ⇒ min(r2(b, a) ⇒ ea(A), r2(b, b) ⇒ eb(A))) =
= min (1 ⇒ min(1, 1), 0.75 ⇒ min(1, 0.5)) = 0.75

zat́ımco pro m ≥ 2 by již pravá strana byla rovna 1.

B5 má v modálńı fuzzy logice a ve fuzzy sémantice následuj́ıćı podobu:

3m2nA → 2nA

sup
v

(rm(w, v) ∗ inf
v′

(rn(v, v′) ⇒ ev′(A))) ≤ inf
u

(rn(w, u) ⇒ eu(A))

Chceme vyšetřit, zda je axiom korektńı v̊uči tř́ıdě euklidovských fuzzy rámc̊u.
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r(w, v) ∗ r(w, u) ≤ r(v, u)
rn(w, v) ∗ rn(w, u) ≤ rn(v, u)

rm(w, v) ≤ rn(w, v)
rm(w, v) ∗ rn(w, u) ≤ rn(v, u)
rn(v, u) ⇒ eu(A) ≤ (rm(w, v) ∗ rn(w, u)) ⇒ eu(A)

inf
u′

(rn(v, u′) ⇒ eu′(A)) ≤ rn(v, u) ⇒ eu(A)

inf
u′

(rn(v, u′) ⇒ eu′(A)) ≤ (rm(w, v) ∗ rn(w, u)) ⇒ eu(A)

inf
u′

(rn(v, u′) ⇒ eu′(A)) ≤ rm(w, v) ⇒ (rn(w, u) ⇒ eu(A))

rm(w, v) ∗ inf
u′

(rn(v, u′) ⇒ eu′(A)) ≤ rn(w, u) ⇒ eu(A)

Prvńı nerovnost je podmı́nka pro euklidovské relace, třet́ı plat́ı jen pro m ≥ n. Posledńı
vyplývá z předchoźı z definice rezidua (př́ıpadně též ze sémantické interpretace axiomu
BL5a) a plat́ı (za podmı́nky m ≥ n) pro všechny v, u. Proto plat́ı i pro supremum přes
v a infimum přes u.

Pro př́ıpad m < n ukažme protipř́ıklad. Ve fuzzy rámci F ohodnot́ıme atomickou formuli
A přesně opačně než u B4: ea(A) = 0.5, eb(A) = 1. Rámec je euklidovský, přesto pro
m = 1, n = 2 neńı ,,axiom“ ve světě a splněn:

pravá strana: max (r(a, a) ∗min(r2(a, a) ⇒ ea(A), r2(a, b) ⇒ eb(A)),
r(a, b) ∗min(r2(b, a) ⇒ ea(A), r2(b, b) ⇒ eb(A))) =

= max (1 ∗min(0.5, 1), 0.75 ∗min(1, 1)) = 0.75
levá strana: min (r2(a, a) ⇒ ea(A), r2(a, b) ⇒ eb(A)) = 0.5

zat́ımco pro m ≥ 2 by již levá strana byla rovna 0.5.

B6 zńı ve fuzzy logice a jej́ı sémantice takto:

2nA → A

inf
v

(rn(w, v) ⇒ ev(A)) ≤ ew(A)

Chceme ověřit, zda axiom plat́ı v reflexivńıch fuzzy rámćıch.

r(w,w) = 1
1n ⇒ ew(A) ≤ ew(A)

rn(w,w) ⇒ ew(A) ≤ ew(A)
inf
v

(rn(w, v) ⇒ ev(A)) ≤ rn(w,w) ⇒ ew(A)

inf
v

(rn(w, v) ⇒ ev(A)) ≤ ew(A)

Prvńı vztah je podmı́nka reflexivity, druhý je sémantická interpretace teorému (BL20).
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B7 má následuj́ıćı tvar a sémantickou interpretaci:

3m2nA → A

sup
v

(rm(w, v) ∗ inf
u

(rn(v, u) ⇒ eu(A))) ≤ ew(A)

Vyšetř́ıme, zda je axiom korektńı v̊uči tř́ıdě symetrických fuzzy rámc̊u.

rn(w, v) ∗ (rn(w, v) ⇒ ew(A)) ≤ ew(A)
r(w, v) = r(v, w)

rn(w, v) ∗ (rn(v, w) ⇒ ew(A)) = rn(w, v) ∗ (rn(w, v) ⇒ ew(A))
rm(w, v) ≤ rn(w, v)

rm(w, v) ∗ (rn(v, w) ⇒ ew(A)) ≤ rn(w, v) ∗ (rn(v, w) ⇒ ew(A))
rm(w, v) ∗ (rn(v, w) ⇒ ew(A)) ≤ ew(A)

rm(w, v) ∗ inf
u

(rn(v, u) ⇒ eu(A)) ≤ ew(A)

Prvńı nerovnost je sémantickou interpretaćı teorému (BL4), druhá je podmı́nka syme-
tričnosti fuzzy relace, čtvrtá nerovnost plat́ı jen pro m ≥ n. Posledńı nerovnost plat́ı (za
podmı́nky m ≥ n) pro všechny světy v, plat́ı tedy i pro jejich supremum.

Pro př́ıpad m < n sestroj́ıme protipř́ıklad ve fuzzy rámci F s ohodnoceńım ea(A) = 0,
eb(A) = 1. Rámec je symetrický, ale pro m = 1, n = 2 neńı ,,axiom“ ve světě a splněn:

pravá strana: max (r(a, a) ∗min(r2(a, a) ⇒ ea(A), r2(a, b) ⇒ eb(A)),
r(a, b) ∗min(r2(b, a) ⇒ ea(A), r2(b, b) ⇒ eb(A))) =

= max (1 ∗min(0, 1), 0.75 ∗min(0.5, 1)) = 0.25
levá strana: ea(A) = 0

zat́ımco pro m ≥ 2 by pravá strana byla rovna 0.

Shrňme si tedy, jak vypadaj́ı axiomy fuzzy alethických logik a ve kterých fuzzy rámćıch
plat́ı:

(B0) všechny 1-tautologie logiky  L všechny fuzzy rámce
(B1) 3nA↔ ¬2n¬A všechny fuzzy rámce
(B2) 2n(A→ B) → (2mA→ 2m+nB) všechny fuzzy rámce
(B3) 3nQ opt-sériové fuzzy rámce

(∀w)(∃v) r(w, v) ∗ opt(v) = 1
(B4) 2nA→ 2m2nA,m ≥ n tranzitivńı fuzzy rámce

(∀w, v, v′) r(w, v) ∗ r(v, v′) ≤ r(w, v′)
(B5) 3m2nA→ 2nA,m ≥ n euklidovské fuzzy rámce

(∀w, v, v′) r(w, v) ∗ r(w, v′) ≤ r(v, v′)
(B6) 2nA→ A reflexivńı fuzzy rámce (∀w) r(w,w) = 1
(B7) 3m2nA→ A,m ≥ n symetrické fuzzy rámce

(∀w, v) r(w, v) = r(v, w)

Odvozovaćı pravidla jsou MP a 2n-Nec.
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Věta. Axiomy B4 a B7 jsou odvoditelné z axiomů B5 a B6.

D̊ukaz.

Axiom B7 je př́ımo odvoditelný z B5 a B6 pomoćı axiomu BL1 a dvoj́ıho použit́ı MP.

Pro axiom B4 rekonstruujeme d̊ukaz z prvńı kapitoly v logice  L. Bud’ B = 2nA.

1. 2n¬B → ¬B B6
2. B → ¬2n¬B 1, (BL18)
3. B → 3nB 2, B1
4. 3m2n¬B → 2n¬B B5, m ≥ n
5. ¬2m¬2n¬B → 2n¬B 4, B1
6. ¬2m3nB → 2n¬B 5, B1
7. ¬2m3nB → ¬¬2n¬B 6, (BL17)
8. ¬2m3nB → ¬3nB 7, B1
9. 3nB → 2m3nB 8,  L3

10. B → 2m3nB 3, 9, BL1
11. 2nA→ 2m3n2nA 10
12. 3n2nA→ 2nA B5
13. 20(3n2nA→ 2nA) 12, 20-Nec
14. 2m3n2nA→ 2m2nA 13, B2
15. 2nA→ 2m2nA 11, 14, BL1

Důsledek (Věta o korektnosti). Alethické systémy jsou korektńı v̊uči následuj́ıćım
tř́ıdám fuzzy rámc̊u:

KQ( L) B0–B2 všechny fuzzy rámce
K+

Q( L) B0–B2, B3 opt-sériové fuzzy rámce

MQ( L) B0–B2, B6 reflexivńı fuzzy rámce
M+

Q( L) B0–B2, B3, B6 reflexivńı a opt-sériové fuzzy rámce

S4Q( L) B0–B2, B4, B6 reflexivńı a tranzitivńı fuzzy rámce
S4+

Q( L) B0–B2, B3, B4, B6 reflexivńı, tranzitivńı a opt-sériové fuzzy rámce

BQ( L) B0–B2, B6, B7 reflexivńı a symetrické fuzzy rámce
B+

Q( L) B0–B2, B3, B6, B7 reflexivńı, symetrické a opt-sériové fuzzy rámce

S5Q( L) B0–B2, B5, B6 reflexivńı, euklidovské (a tedy i tranzitivńı a symet-
rické) fuzzy rámce

S5+
Q( L) B0–B2, B3, B5, B6 reflexivńı, euklidovské (a tedy i tranzitivńı a symet-

rické) a opt-sériové fuzzy rámce

Na prvńı pohled tu neńı př́ılǐs mnoho rozd́ılnost́ı od dvouhodnotové logiky, v podstatě jen
ono omezeńı m ≥ n u některých axiomů. Je třeba si ale uvědomit, že systém S5Q se již
nerovná modálńı logice S5, jej́ıž rámce maj́ı relaci dosažitelnosti rovnu W ×W . Systém
S5Q totiž charakterizuje tř́ıdu rámc̊u, které jsou tranzitivńı, reflexivńı, euklidovské a
symetrické, ale ve smyslu fuzzy logiky. Nejsou tedy vyloučeny rámce, v nichž r(w, v) pro
nějaké světy w, v neńı rovna jedné, ale je menš́ı – pokud jsou ovšem splněny podmı́nky
tranzitivity, reflexivity atd.
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4.2 Fuzzifikace deontických systémů

Ted’ se přesuneme k deontickým systémům a jejich axiomům. Jejich podoba ve fuzzy
modálńı logice je následuj́ıćı:

(A0) všechny 1-tautologie logiky  L
(A1) PnA↔ ¬On¬A
(A2) On(A→ B) → (OmA→ Om+nB)
(A3) OnA→ PnA
(A4) OnA→ OmOnA
(A5) PmOnA→ OnA
(A6) Om(OnA→ A)
(A7) Ok(PmOnA→ A)

Věta. Axiomy deontických systémů jsou bezesporné.

D̊ukaz. Provedeme stejnou úvahu jako u alethických systémů. Překlad nechá všechny
atomické formule nezměněné a ,,vymaže“ modality O a P . Axiomy i odvozovaćı pravidla
budou přeloženy na stejné formule resp. pravidla jako u alethických systémů, jen z axiomu
A3 se stane daľśı formule A→ A. 2

Při zkoumáńı korektnosti budeme mı́t část práce ušetřenu, protože axiomy A4, A5 jsou
stejné jako jejich alethické protěǰsky – a i operátory jsou definovány stejně, takže bychom
jen zopakovali, co jsme dokázali v předchoźı kapitole.

I zde máme u některých axiomů v́ıce r̊uzných index̊u u modalit, takže opět budeme
potřebovat omezit platnost axiomu na určitý vztah mezi indexy. Pro ostatńı př́ıpady bude
třeba ukázat protipř́ıklad. Sestroj́ıme tedy opět fuzzy rámec, který bude mı́t požadované
vlastnosti, tedy bude téměř reflexivńı a téměř symetrický, a ve kterém vhodným ohod-
noceńım dojdeme k protipř́ıkladu:

G = 〈W, r〉
W = {a, b},
r(a, a) = r(b, b) = r(a, b) = 0.75,
r(b, a) = 0.5,

A3 má následuj́ıćı podobu ve fuzzy modálńı logice a ve fuzzy sémantice. Chceme zjistit,
zda je korektńı v̊uči tř́ıdě sériových fuzzy rámc̊u.

OnA → PnA

inf
v

(rn(w, v) ⇒ ev(A)) ≤ sup
u

(rn(w, u) ∗ eu(A))

Pro každý svět v plat́ı ze sémantické interpretace axiomu BL2 a teorému (BL1) tato
nerovnost

rn(w, v) ⇒ ev(A) ≥ ev(A) ≥ r(w, v) ∗ ev(A)

Pro v∗ takové, že r(w, v∗) = 1, ovšem plat́ı rovnost:

rn(w, v∗) ⇒ ev∗(A) = ev∗(A) = rn(w, v∗) ∗ ev∗(A)
inf
v

(rn(w, v) ⇒ ev(A)) ≤ rn(w, v∗) ⇒ ev∗(A)

rn(w, v∗) ∗ ev∗(A) ≤ sup
v

(rn(w, v) ∗ ev(A))
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Z podmı́nky sériovosti, tedy v každém sériovém fuzzy rámci, takové v∗ existuje pro každé
w. Axiom tedy plat́ı.

Také u axiomu A3 jsme v dvouhodnotových deontických logikách argumentovali, že je
sṕı̌se žádoućı, aby existoval pro každý svět nějaký ,,reflexńı svět“ (svět, s ńımž je spojen
relaćı). Ve fuzzy deontických logikách je tato podmı́nka, tak jak je formalizována, př́ılǐs
striktńı, protože my jen nestoj́ıme o světy, z nichž nevedou žádné relace (ve stupni větš́ım
než 0). Tento axiom a podmı́nku sériovosti tedy sṕı̌se odmı́tneme.

A6 zńı ve fuzzy modálńı logice a v jej́ı sémantice následovně:

Om(OnA→ A)
infu(rm(w, u) ⇒ [infv(rn(u, v) ⇒ ev(A)) ⇒ eu(A)]) = 1

Ověř́ıme, zda tento axiom plat́ı ve tř́ıdě téměř reflexivńıch fuzzy rámc̊u.

rm(w, u) ≤ rn(w, u)
r(w, u) ≤ r(u, u)
rn(w, u) ≤ rn(u, u)
rn(u, u) ≤ (rn(u, u) ⇒ eu(A)) ⇒ eu(A)

(rn(u, u) ⇒ eu(A)) ⇒ eu(A) ≤ inf
v

((rn(u, v) ⇒ ev(A)) ⇒ eu(A)

rm(w, u) ≤ inf
v

((rn(u, v) ⇒ ev(A)) ⇒ eu(A)

Prvńı nerovnost plat́ı pro m ≥ n, druhá plyne z naš́ı podmı́nky téměř reflexivńı relace a
čtvrtá je sémantická interpretace teorému (BL4). Posledńı nerovnost plat́ı (za podmı́nky
m ≥ n) pro všechna u, tedy i pro jejich infimum.

Pro př́ıpad m < n ukážeme protipř́ıklad na modelu fuzzy rámce G s ohodnoceńım
ea(A) = 1, eb(A) = 0, bud’ m = 1, n = 2:

min (r(a, a) ⇒ (min (r2(a, a) ⇒ ea(A), r2(a, b) ⇒ eb(A)) ⇒ ea(A)),
r(a, b) ⇒ (min (r2(b, a) ⇒ ea(A), r2(b, b) ⇒ eb(A)) ⇒ eb(A))) =

= min (0.75 ⇒ (min (1, 0.5) ⇒ 1), 0.75 ⇒ (min (1, 0.5) ⇒ 0)) = 0.75 < 1

zat́ımco pro m ≥ 2 již bude výsledek roven jedné.

A7 má následuj́ıćı zněńı ve fuzzy modálńı logice a ve fuzzy rámćıch:

Ok(PmOn → A)
infu(rk(w, u) ⇒ [supv[rm(u, v) ∗ infv′(rn(v, v′) ⇒ ev′(A))] ⇒ eu(A)]) = 1

Tento axiom má charakterizovat téměř symetrické fuzzy rámce.

rk(w, u) ∗ rm(u, v) ≤ rn(w, u) ∗ rn(u, v)
r(w, u) ∗ r(u, v) ≤ r(v, u)

rn(w, u) ∗ rn(u, v) ≤ rn(v, u)
rn(v, u) ∗ (rn(v, u) ⇒ eu(A)) ≤ eu(A)

rk(w, u) ∗ rm(u, v) ∗ (rn(v, u) ⇒ eu(A)) ≤ eu(A)
rk(w, u) ∗ (rm(u, v) ∗ inf

v′
(rn(v, v′) ⇒ ev′(A))) ≤ eu(A)
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Platnost prvńı nerovnost můžeme zaručit jen pro k ≥ n,m ≥ n, druhá je podmı́nka
téměř symetrické relace, čtvrtá plyne ze sémantické interpretace teorému (BL4).

rk(w, u) ≤ (rm(u, v) ∗ inf
v′

(rn(v, v′) ⇒ ev′(A))) ⇒ eu(A)

rk(w, u) ≤ sup
v

(rm(u, v) ∗ inf
v′

(rn(v, v′) ⇒ ev′(A))) ⇒ eu(A)

Prvńı nerovnost plyne z definice rezidua a plat́ı pro všechna v, proto z ńı můžeme odvodit
druhou nerovnost. A protože ta plat́ı pro všechna u, plat́ı i náš axiom (za podmı́nky
k ≥ n,m ≥ n).

Pro př́ıpad k < n,m < n použijeme opět fuzzy rámec G, ohodnoceńı ea(A) = 0, eb(A) = 1
a ukážeme, že pro k = 1,m = 1, n = 2 neńı ,,axiom“ ve světě a splněn:

min (r(a, a) ⇒ (max (r(a, a) ∗min(r2(a, a) ⇒ ea(A), r2(a, b) ⇒ eb(A)),
r(a, b) ∗min(r2(b, a) ⇒ ea(A), r2(b, b) ⇒ eb(A))) ⇒ ea(A)),

r(a, b) ⇒ (max (r(b, a) ∗min(r2(a, a) ⇒ ea(A), r2(a, b) ⇒ eb(A)),
r(b, b) ∗min(r2(b, a) ⇒ ea(A), r2(b, b) ⇒ eb(A))) ⇒ eb(A))) =

= min (0.75 ⇒ (max (0.75 ∗min(0.5, 1), 0.75 ∗min(1, 1)) ⇒ 0),
0.75 ⇒ (max (0.5 ∗min(0.5, 1), 0.75 ∗min(1, 1)) ⇒ 1)) = 0.5 < 1

Při k = 1,m = 2 nebo k = 2,m = 1 bude výsledek 0.75 a v ostatńıch př́ıpadech (m ≥ 3
nebo k ≥ 3 př́ıpadně k = 2,m = 2) už to bude 1.

Shrneme-li si ted’, jak vypadaj́ı axiomy deontických systémů ve fuzzy logice a jakým
vlastnostem fuzzy rámc̊u odpov́ıdaj́ı, vyjde nám tato tabulka:

(A0) všechny 1-tautologie logiky  L všechny fuzzy rámce
(A1) PnA↔ ¬On¬A všechny fuzzy rámce
(A2) On(A→ B) → (OmA→ Om+nB) všechny fuzzy rámce
(A3) OnA→ PnA sériové fuzzy rámce (∀w)(∃v) r(w, v) = 1
(A4) OnA→ OmOnA,m ≥ n tranzitivńı fuzzy rámce

(∀w, v, v′) r(w, v) ∗ r(v, v′) ≤ r(w, v′)
(A5) PmOnA→ OnA,m ≥ n euklidovské fuzzy rámce

(∀w, v, v′) r(w, v) ∗ r(w, v′) ≤ r(v, v′)
(A6) Om(OnA→ A) téměř reflexivńı fuzzy rámce

(∀w, v) r(w, v) ≤ r(v, v)
(A7) Ok(PmOnA→ A), k ≥ n,m ≥ n téměř symetrické fuzzy rámce

(∀w, v, v′) r(w, v) ∗ r(v, v′) ≤ r(v′, v)

Odvozovaćı pravidla jsou MP a On-Nec.

Věta. Axiomy A6, A7 nejsou odvoditelné z ostatńıch.

D̊ukaz. Ukážeme protipř́ıklad. Mějme tř́ıprvkovou množinu W = {a, b, c} a relaci r tako-
vou, že

r(a, b) = 0.75
r(b, c) = 0.75
r(c, b) = 0.25
a pro ostatńı dvojice x, y je r(x, y) = 0.5.
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Lze ukázat, že tento fuzzy rámec je tranzitivńı a euklidovský – neplat́ı v něm pouze dvě
nerovnosti typu r∗r ≤ r (což je schematická podoba obou těchto vlastnost́ı), totiž r(a, b)∗
r(b, c) > r(c, b) a r(b, c) ∗ r(a, b) > r(c, b), a ty nejsou v tranzitivńıch a euklidovských
fuzzy rámćıch vyloučeny. Tento rámec ale neńı ani téměř reflexivńı, ani téměř symetrický:

r(a, b) > r(b, b)
r(a, b) ∗ r(b, c) > r(c, b).

Je to proto, že v tranzitivńıch a euklidovských fuzzy rámćıch plat́ı pouze

r2(x, y) ∗ r(y, z) ≤ r(z, y)
r2(x, y) ≤ r(y, y).

2

Poznámka: Tentokrát jsme museli použ́ıt na protipř́ıklad fuzzy rámec o třech prvćıch.
Dvouprvkový fuzzy rámec je totiž téměř symetrický vždy, když je euklidovský. Z množiny
6 nerovnost́ı, které muśı platit, aby byl fuzzy rámec téměř symetrický, jich v dvouprv-
kovém rámci naprostá většina plat́ı triviálně (jsou instanćı nerovnosti a∗b ≤ a), výjimkou
jsou pouze dvě nerovnosti: r(a, a) ∗ r(a, b) ≤ r(b, a) a r(b, b) ∗ r(b, a) ≤ r(a, b) a ty plat́ı
ve všech euklidovských fuzzy rámćıch.

Důsledek (Věta o korektnosti). Deontické systémy jsou korektńı v̊uči následuj́ıćım
tř́ıdám fuzzy rámc̊u:

OK( L) A0–A2 všechny fuzzy rámce
OK+( L) A0–A2, A3 sériové fuzzy rámce
OM( L) A0–A2, A6 téměř reflexivńı fuzzy rámce
OM+( L) A0–A2, A3, A6 téměř reflexivńı a sériové fuzzy rámce
OS4( L) A0–A2, A4, A6 téměř reflexivńı a tranzitivńı fuzzy rámce
OS4+( L) A0–A2, A3, A4, A6 téměř reflexivńı, tranzitivńı a sériové fuzzy rámce
OB( L) A0–A2, A6, A7 téměř reflexivńı a téměř symetrické fuzzy rámce
OB+( L) A0–A2, A3, A6, A7 téměř reflexivńı, téměř symetrické a sériové fuzzy

rámce
OS5( L) A0–A2, A4, A5 tranzitivńı a euklidovské fuzzy rámce
OS5+( L) A0–A2, A3, A4, A5 tranzitivńı, euklidovské a sériové fuzzy rámce
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5 Překlad mezi alethickými a deontickými systémy

V prvńı kapitole jsme se zmı́nili, že v dvouhodnotové deontické logice existuje překlad
φ, v němž jsou odpov́ıdaj́ıćı si alethické a deontické systémy ekvivalentńı. Konkrétně pro
dvojice z následuj́ıćı tabulky plat́ı |c(K)A iff |K φA.

Alethický systém K Deontický systém c(K)
KQ OK
MQ OM
S4Q OS4
BQ OB
S5Q OS5
K+

Q OK+

M+
Q OM+

S4+
Q OS4+

B+
Q OB+

S5+
Q OS5+

Důkaz tohoto tvrzeńı lze nalézt v [Åqvist 1984] a je veden tak, že implikace zleva doprava
se dokazuje syntakticky: dokáže se, že překlad axiomů deontických systémů je dokazatelný
v př́ıslušných teoríıch a že odvozovaćı pravidla zachovávaj́ı dokazatelnost. Tento směr
můžeme prozkoumat i v našich fuzzy systémech.

Opačný směr – zprava doleva – je dokázán sémanticky kontrapozićı: pokud A neńı doka-
zatelné v c(K), pak existuje protipř́ıklad v modelu c(K) (d́ıky úplnosti c(K)), k němu lze
sestrojit model K, v němž existuje protipř́ıklad φA, a pak (z korektnosti K) neńı φA do-
kazatelné v K. Jádrem d̊ukazu je pak sestrojováńı modelu K odpov́ıdaj́ıćıho př́ıslušnému
modelu c(K).

Ve fuzzy modálńı logice ovšem nemáme dokázánu úplnost, takže směr zprava doleva
nemůžeme dokázat t́ımto zp̊usobem. Otázku, zda věta v tomto směru také plat́ı, tedy
necháme otevřenou. Můžeme tak učinit s čistým svědomı́m i proto, že směr zleva do-
prava je ten zaj́ımavěǰśı. Máme-li totiž výrok v deontickém jazyce, tedy relativně bĺızký
přirozenému jazyku př́ıkaz̊u a zákaz̊u, zaj́ımá nás, zda je dokazatelný v alethické logice,
tedy ve standardńı modálńı logice, která je dobře zmapovaná. Na druhou stranu nás
málokdy bude zaj́ımat, zda výrok vyjádřený v alethické modálńı logice plat́ı i v deon-
tické logice – tedy směr zprava doleva.

Pod́ıvejme se tedy na směr zleva doprava podrobně. Zmı́něný překlad φ deontické logiky
do alethické jsme v jeho hlavńı části již zmı́nili, přesně zńı:

φ(p) = p
φ s výrokovými spojkami komutuje
φ(OnA) = 2n(Qn → φA)
φ(PnA) = 3n(Qn & φA)

Učińıme ještě jedno omezeńı – vynecháme systémy označené indexem +, nebudeme tedy
brát v úvahu dvojici axiomů A3/B3. Důvodem je to, že jsme již výše zd̊uvodnili, že ve
fuzzy deontických logikách tyto axiomy nebudeme uvažovat, protože jsou př́ılǐs striktńı.
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Věta (o překladu). Bud’ K některý z pěti alethických systémů KQ. . . S5Q a bud’ c(K)
jeho korelát z deontických systémů podle předchoźı tabulky. Pak pro každou sentenci A
alethického jazyka plat́ı: jestliže |c(K)A, pak |K φA.

D̊ukaz indukćı podle d̊ukazu formule A.

1) A je některý z axiomů A0–A2, A4–A7 (nebudeme zohledňovat, o který systém z OK
až OS5 jde, ale budeme si vš́ımat, které axiomy z B0–B2, B4–B7 využijeme)

A0: překlad nezměńı platnost 1-tautologíı  L, všechny budou patřit mezi B0

A1:

φ(PnA ↔ ¬On¬A)
3n(Qn&φA) ↔ ¬2n(Qn → ¬φA)

Formule plyne z instance axiomu B1

3n(Qn&φA) ↔ ¬2n¬(Qn&φA)

protože z definice spojky ¬ plat́ı

¬(Qn&φA) ≡ ((Qn&φA) → 0) ≡ (Qn → (φA→ 0)) ≡ (Qn → ¬φA)

A2:

φ(On(A→ B) → (OmA→ Om+nB))
2n(Qn → (φA→ φB)) → (2m(Qm → φA) → 2m+n(Qn+m → φB))

Tato formule je dokazatelná d́ıky axiomu BL1 z následuj́ıćıch dvou formuĺı:

2n(Qn → (φA→ φB)) → 2n((Qm → φA) → (Qn+m → φB))
2n((Qm → φA) → (Qn+m → φB)) → (2m(Qm → φA) → 2m+n(Qn+m → φB))

Prvńı implikace je instance axiomu B2, druhá plyne (2n → 2n)-necesitaćı z formule (2.2),
která v logice BL plat́ı. Právě snaha zajistit platnost axiomu A2 v logice s axiomem B2
je d̊uvod, proč v definici překladu zdvojujeme výskyt index̊u (jak u alethické modality,
tak u Q). Př́ıčinou je stále stejná formule (2.1) dokazatelná v G a nedokazatelná pro
nekontraktivńı konjunkci.

A4:

φ(OnA → OmOnA) pro m ≥ n

2n(Qn → φA) → 2m(Qm → 2n(Qn → φA))

Tato formule je dokazatelná d́ıky axiomu BL1 z následuj́ıćıch dvou formuĺı:

2n(Qn → φA) → 2m2n(Qn → φA)
2m2n(Qn → φA) → 2m(Qm → 2n(Qn → φA))
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Prvńı z těchto formuĺı je instanćı axiomu B4 (který plat́ı pro m ≥ n) a druhá vyplývá
(2n → 2n)-necesitaćı z této instance teorému (BL1):

2n(Qn → φA) → (Qm → 2n(Qn → φA))

A5:

φ(PmOnA → OnA) pro m ≥ n

3m(Qm&2n(Qn → φA)) → 2n(Qn → φA)

Tato formule je dokazatelná d́ıky axiomu BL1 a pravidlu modus ponens z následuj́ıćıch
dvou formuĺı

3m(Qm&2n(Qn → φA)) → 3m2n(Qn → φA)
3m2n(Qn → φA) → 2n(Qn → φA)

Druhá formule je instanćı axiomu B5 (plat́ı jen pro m ≥ n). Prvńı je instanćı formule
dokazatelné z axiomu BL2; axiomu  L3, teorémů (BL17), ( L1) a MP; (2n → 2n)-Nec;
opět axiomu  L3, teorémů (BL17), ( L1) a MP; B1:

(A&B) → A

¬A → ¬(A&B)
2m¬A → 2m¬(A&B)

¬2m¬(A&B) → ¬2m¬A
3m(A&B) → 3mA

A6:

φ(Om(OnA → A)) pro m ≥ n

2m(Qm → (2n(Qn → φA) → φA))

Tato formule je z teorému (BL2) ekvivalentńı následuj́ıćı formuli

2m(2n(Qn → φA) → (Qm → φA))

která je necesitovaným d̊usledkem dvojice formuĺı

2n(Qn → φA) → (Qn → φA)
(Qn → φA) → (Qm → φA)

Prvńı implikace je instance axiomu B6 a druhá plat́ı pro m ≥ n.

A7:

φ(Ok(PmOnA→ A)) pro k ≥ n,m ≥ n

2k(Qk → (3m(Qm&2n(Qn → φA)) → φA))
2k(3m(Qm&2n(Qn → φA)) → (Qk → φA))
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Posledńı formule, ekvivalentńı s předposledńı z teorému (BL2), je necesitovaná formule
dokazatelná d́ıky opakované aplikaci axiomu BL1 a pravidla modus ponens z následuj́ıćıch
tř́ı formuĺı

3m(Qm&2n(Qn → φA)) → 3m2n(Qn → φA)
3m2n(Qn → φA) → (Qn → φA)

(Qn → φA) → (Qk → φA)

Prvńı je formule, kterou jsme dokázali u axiomu A5, druhá formule je instanćı axiomu
B7 (platného pro m ≥ n) a třet́ı plat́ı pro k ≥ n.

2) A je odvozena z předchoźıch formuĺı pravidlem modus ponens nebo On-necesitace

MP: A je odvozena z předchoźıch formuĺı B a B → A. Z indukčńıho předpokladu jsou
φB a φ(B → A) (a tedy i φB → φA) dokazatelné a je tedy dokazatelné i φA.

On-Nec: A = OnB pro nějaké B, přičemž φB je dokazatelné. Z indukčńıho předpokladu
` B plyne ` Qn → B a 2n-necesitaćı dostaneme ` 2n(Qn → B), což je φA.
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Závěr

Tato práce přináš́ı několik nových výsledk̊u. Nejsem si vědoma, že by jinde byly d̊ukladněji
rozebrány axiomy slabš́ıch modálńıch logik se závěrem, že mezi indexy u modalit plat́ı
předvedené vztahy. Stejně tak je p̊uvodńı i dokázaná podoba věty o dedukci. Pokud jde
konkrétně o deontické logiky, ukázali jsme, že některé výsledky, které jsou v dvouhodno-
tových logikách přirozené, při rozš́ı̌reńı na fuzzy logiky neplat́ı.

Tato práce rozhodně nemůže vyčerpat celé téma fuzzifikace deontických systémů, zvlášt’
když oba systémy, jak fuzzy logiky, tak deontická logika, jsou v jistém smyslu kontroverzńı
(nemalá část odborné obce jejich zkoumáńı a výsledky odmı́tá). Možnost́ı, kam toto téma
dále rozv́ıjet, je mnoho.

Předně lze podobným zp̊usobem vyšetřit fuzzifikaci dyadických logik, které maj́ı své,
intuitivně obhajitelné, mı́sto vedle monadických systémů. [Åqvist 1984] je rozpracovává
stejně podrobně. Pak lze samozřejmě porovnat dosažené výsledky s výsledky této práce.

Bylo by také vhodné ověřit, zda dosažené výsledky neplat́ı i ve slabš́ıch logikách. Axiomy
a teorémy logiky  L jsme použ́ıvali často, v logice BL (ani MTL) tedy totéž dokázat
nep̊ujde. Kandidátem je ale logika IMTL. Bylo by tedy třeba proj́ıt všechny použité
teorémy BL a  L a zkoumat, zda v jejich d̊ukazu nebyl použit axiom BL4.

Dále je pochopitelně otevřená otázka úplnosti fuzzy modálńıch logik nad  L v̊uči fuzzy
rámc̊um. Je možné prozkoumat pavelkovskou úplnost v̊uči fuzzy rámc̊um nad standardńı
MV-algebrou, nebo vyčkat, zda se neobjev́ı d̊ukaz úplnosti S5( L) (nebo i pro jinou fuzzy
logiku – my jsme si  L vybrali jakožto vhodný kompromis mezi obecnost́ı a dokazovaćımi
schopnostmi), a ten pak přepracovat pro slabš́ı modálńı logiky.

V neposledńı řadě se nab́ıźı možnost interpretovat deontické logiky v druhořádové fuzzy
logice, rozpracované předevš́ım Liborem Běhounkem a Petrem Cintulou (popsána např́ı-
klad v [Běhounek 2004]). Pak by bylo také technicky možné uvažovat i fuzzy množinu
možných svět̊u a úplnost (nebo ,,neúplnost“) našich fuzzy deontických systémů v̊uči fuzzy
rámc̊um by vyplynula jako vedleǰśı výsledek.
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Př́ıloha 1

Teorémy BL:

(BL1) ϕ→ (ψ → ϕ)

(BL2) (ϕ→ (ψ → χ)) → (ψ → (ϕ→ χ))

(BL3) ϕ→ ϕ

(BL4) (ϕ&(ϕ→ ψ)) → ψ

(BL5) ϕ→ (ψ → (ϕ&ψ))

(BL6) (ϕ→ ψ) → ((ϕ&χ) → (ψ&χ))

(BL7) ((ϕ1 → ψ1)&(ϕ2 → ψ2)) → ((ϕ1&ϕ2) → (ψ1&ψ2))

(BL8) (ϕ&ψ)&χ↔ ϕ&(ψ&χ)

(BL9) (ϕ ∧ ψ) → ϕ
(ϕ ∧ ψ) → ψ
(ϕ&ψ) → (ϕ ∧ ψ)

(BL10) (ϕ→ ψ) → (ϕ→ (ϕ ∧ ψ))

(BL11) (ϕ ∧ ψ) → (ψ ∧ ϕ)

(BL12) ((ϕ→ ψ) ∧ (ϕ→ χ)) → (ϕ→ (ψ ∧ χ))
((ϕ→ ψ)&(ϕ→ χ)) → (ϕ→ (ψ ∧ χ))

(BL13) ϕ→ (ϕ ∨ ψ)
ψ → (ϕ ∨ ψ)
(ϕ ∨ ψ) → (ψ ∨ ϕ)

(BL14) (ϕ→ ψ) → ((ϕ ∨ ψ) → ψ)

(BL15) (ϕ→ ψ) ∨ (ψ → ϕ)

(BL16) ((ϕ→ χ) ∨ (ψ → χ)) → ((ϕ ∨ ψ) → χ)
((ϕ→ χ)&(ψ → χ)) → ((ϕ ∨ ψ) → χ)

(BL17) ϕ→ (¬ϕ→ ψ)
ϕ→ ¬¬ϕ
(ϕ&¬ϕ) → 0

(BL18) (ϕ→ (ψ&¬ψ)) → ¬ϕ
(ϕ→ ψ) → (¬ψ → ¬ϕ)
(ϕ→ ¬ψ) → (ψ → ¬ϕ)

(BL19) 1

(BL20) ϕ→ (1&ϕ)
(1 → ϕ) → ϕ
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(BL21) (ϕ ∧ (ψ ∧ χ)) ↔ ((ϕ ∧ ψ) ∧ χ)

(BL22) (ϕ ∨ (ψ ∨ χ)) ↔ ((ϕ ∨ ψ) ∨ χ)

(BL23) ϕ→ (ϕ ∧ (ϕ ∨ ψ))
(ϕ ∨ (ϕ ∧ ψ)) → ϕ

(BL24) ϕ↔ ϕ
(ϕ↔ ψ) → (ψ ↔ ϕ)
((ϕ↔ ψ)&(ψ ↔ χ)) → (ϕ↔ χ)

(BL25) (ϕ↔ ψ) → (ϕ→ ψ)
(ϕ↔ ψ) → (ψ → ϕ)

(BL26) (ϕ↔ ψ) → ((ϕ&χ) ↔ (ψ&χ))

(BL27) ϕ↔ ψ) → ((ϕ→ χ) ↔ (ψ → χ))

(BL28) (ϕ↔ ψ) → ((χ→ ϕ) ↔ (χ→ ψ))

(BL29) (ϕ↔ ψ) ↔ ((ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ))

(BL30) ϕ&(ψ ∨ χ) ↔ (ϕ&ψ) ∨ (ϕ&χ)
ϕ&(ψ ∧ χ) ↔ (ϕ&ψ) ∧ (ϕ&ψ)

(BL31) (ϕ ∧ (ψ ∨ χ)) ↔ ((ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ))
(ϕ ∨ (ψ ∧ χ)) ↔ ((ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ))

(BL32) (ϕ ∨ ψ)&(ϕ ∨ ψ) → ((ϕ&ϕ) ∨ (ψ&ψ))
(ϕ ∧ ψ)&(ϕ ∧ ψ) → ((ϕ&ϕ) ∧ (ψ&ψ))

(BL33) (ϕ→ ψ)n ∨ (ψ → ϕ)n pro každé n

(BL34) (¬ϕ ∧ ¬ψ) ↔ ¬(ϕ ∨ ψ)

(BL35) (¬ϕ ∨ ¬ψ) ↔ ¬(ϕ ∧ ψ)

Teorémy  L (nedokazatelné v BL):

( L1) ¬¬ϕ→ ϕ

( L2) ¬(ϕ&ψ) ↔ (¬ϕ Y ¬ψ)

( L3) ¬(ϕ Y ψ) ↔ (¬ϕ&¬ψ)

( L4) ψ → (ϕ Y ψ)

( L5) (ϕ Y ψ) → (ψ Y ϕ)

( L6) (ϕ Y (ψ Y χ)) ↔ ((ϕ Y ψ) Y χ)

( L7) (ϕ ∧ ψ) ↔ (ϕ Y ¬ψ)&ψ

( L8) (ϕ ∨ ψ) ↔ (ϕ&¬ψ) Y ψ

( L9) ϕ Y ¬ϕ
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( L10) (ϕ&¬ψ) Y ψ ↔ ϕ Y (ψ&¬ϕ)

( L11) (ϕ Y ¬ψ)&ψ ↔ ϕ&(ψ Y ¬ϕ)

( L12) (ϕ ∨ ϕ) → ϕ

( L13) (ϕ→ χ) → ((ψ → χ) → (ϕ ∨ ψ) → χ))

Teorémy BL∀ (x neńı volná v χ):

(BL∀1) (∀x)(χ→ ϕ) ↔ (χ→ (∀x)ϕ)

(BL∀2) (∀x)(ϕ→ χ) ↔ ((∃x)ϕ→ χ)

(BL∀3) (∃x)(χ→ ϕ) → (χ→ (∃x)ϕ)

(BL∀4) (∃x)(ϕ→ χ) → ((∀x)ϕ→ χ))

(BL∀5) (∀x)(ϕ→ ψ) → ((∀x)ϕ→ (∀x)ψ)

(BL∀6) (∀x)(ϕ→ ψ) → ((∃x)ϕ→ (∃x)ψ)

(BL∀7) ((∀x)ϕ&(∃x)ψ) → (∃x)(ϕ&ψ)

(BL∀8) (∀x)ϕ(x) ↔ (∀y)ϕ(y)
(∃x)ϕ(x) ↔ (∃y)ϕ(y), je-li y substituovatelné za x ve ϕ

(BL∀9) (∃x)(ϕ&χ) ↔ ((∃x)ϕ&χ)

(BL∀10) (∃x)(ϕ&ϕ) ↔ ((∃x)ϕ&(∃x)ϕ)

(BL∀11) (∃x)ϕ→ ¬(∀x)¬ϕ

(BL∀12) ¬(∃x)ϕ↔ (∀x)¬ϕ

(BL∀13) (∃x)(χ ∧ ϕ) ↔ (χ ∧ (∃x)ϕ)

(BL∀14) (∃x)(χ ∨ ϕ) ↔ (χ ∨ (∃x)ϕ)

(BL∀15) (∀x)(χ ∧ ϕ) ↔ (χ ∧ (∀x)ϕ)

(BL∀16) (∃x)(ϕ ∨ ψ) ↔ ((∃x)ϕ ∨ (∃x)ψ)

(BL∀17) (∀x)(ϕ ∧ ψ) ↔ ((∀x)ϕ ∧ (∀x)ψ)
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