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Uvod

Povodnou myslienkou préce bolo analyzovat sifru popisant v éldnku [1]. Pri bliz-
som zoznameni sa s clankom sa vSak ukézalo, ze popis Sifry je malo jasny a navyse
predpokladd isté matematické fakty, ktoré nie si dokazané, ale uvedené iba
ako hypotéza. Ide presnejsie o Hypotézu ktora sa tyka frekvencii vyskytu jed-
notlivych &fsel ako Eiastoénych podielov v zovseobecnenych refazovych zlomkoch.

Kedze akykolvek dokaz tejto hypotézy pravdepodobne bude vychadzat zo zna-
mej tedrie pre klasické refazové zlomky a tito tedériu bude d’alej rozvijat, bolo
prirodzené sa s touto tedériou podrobnejsie zozndmit. Ukdzalo sa, Ze to samo
o sebe je tloha, ktord vyzaduje znacné usilie, pretoze klasicky text Chinéina [2],
ktory pochadza z polovice Styridsiatych rokov, nie je na niektorych miestach for-
mulovany 1plne presne a na viacerych miestach je dost neprehladny.

Vysledkom je teda Struktira prace takd, ze v prvej kapitole sa pripominajui
zékladné pojmy suvisiace s klasickymi retazovymi zlomkami vratane dokazu tvr-
denia o tom, kedy je zlomok periodicky (to je v urc¢itom vztahu k doporucene;
volbe parametrov Sifry).

V druhej kapitole sa dokazuje Kuzminova veta, na ktorej zaklade mozno frek-
venciu vyskytu éiastoénych podielov relativne jednoducho odvodit. V tretej kapi-
tole sa uvadzaju niektoré zakladné vlastnosti zovseobecnenych retazovych zlom-
kov. Samotna Sifra je potom v Stvrtej kapitole iba strucne popisana. V tejto
kapitole je tieZ naznacnené, éim je nutné sa d'alej zaoberat, ak ma byt sifra do-
tiahnuta do rigorézneho podania.

Tazisko préce je teda v jej findlnej podobe v druhej kapitole.



Kapitola 1

Klasické retazové zlomky a
niektoré ich vlastnosti

Definicia 1.1 (retazovy zlomok). Nech ()2, = ag, a1, ..., (b)22, = by,ba, ... st
postupnosti redlnych (pripadne kompleznijch) éisel. Ak si obe postupnosti koneéné
alebo md postupnost (a) o jeden ¢len viac ako postunost (b), potom zdpis tijchto
postupnosti v tvare

b

T

a —

2 by
as + —

sa nazyva (zovieobecneny) retazovy zlomok. V pripade, Ze si postupnosti konecné,
hovorime o koneénom retazovom zlomku, inak je to nekoneény refazovy zlomok.
Cisla ag, ay, . .. nazyvame Clastoéné podiely a éisla by, bs, . .. Clastocné citatele.

V pripade, Ze by = by =b3 = ... =1, a0 € Z a ay,as ... € N zdpis nazyvame
klasicky retazovy zlomok.

Pozndmka. Ak je refazovy zlomok koneény, vieme mu priradit hodnotu

b
T = ag+
by
a; +
as + b
2
by
a3 + ———
. bn
Qp,
Zépisom [ag; ay,asz, . . ., a,] rozumieme hodnotu retazového zlomku s ¢iastotnymi
podielmi ag, ay, . . ., a, a ¢iastoénymi ¢itatelmi rovnymi 1. V pripade, Ze je ag = 0,
pouziva sa pre tito hodnotu znacenie [a,as, .. ., ay,).

Pozndmka (Vypocet klasického retazového zlomku). Vezmime z € R
e Do ag priradime dolnt celd ¢ast z, do z priradime z — ay.

e Ak je z = 0, potom uz mame vsetky koeficienty. Ak nie, do x priradime

1
— a opakujeme postup v predoslom bode pre a;. Opakujeme, kym nie je

T
xz = 0.



Postup sa zastavi prave vtedy, ak x bolo racionalne ¢islo. Inak dostaneme ne-
kone¢ny retazovy zlomok. Ciastoéné podiely v nekoneénom refazovom zlomku si
uréené jednoznaéne. Pri koneénom nastava nejednoznacénost pri poslednom ¢lene,

pretoze
1 1

1
kE—1)+ -
(k—1)+
pre kazdé k € N.

Definicia 1.2 (kvadratické iraciondlne ¢islo). Prirodzené c¢islo sa nazjva bez-
Stvorcové, ak je rozne od 1 a nie je delitelné druhou mocninou prvocisla. Ira-
ciondlne ¢islo nazveme kvadratické iracionélne ¢islo (iraciondlne stupna 2), ak je
koreriom polyndmu stupria 2 s raciondlnymi koeficientami. (Teda ak ho madzeme
zapisat v tvare a + bVd, kde a,b,d € Q, b#£0,d >0 a d je bezstvorcové. )

Tvrdenie 1.1. Nech a je iraciondlne ¢islo, [ag;ay,az,...] retazovy zlomok .
Rekurentne definujeme postupnosti p a q ako pri1 = DrQpi1 + Pro1 @ Qa1 =
Grri1 + @1, kde p_1 = 1,pg = ag,q-1 = 0,90 = 1. Oznacime «,. také cislo, Ze

1

a = |ag;a1,az,...,a, + ] = ag+

a; +

Ay + Qi

Potom plati:

1. Cisla p, a g, si nesidelitelné,

p

2. — = [al); ar,az, . . . aar];
qr

9 o= Pr + Oy Pr—1

B qr + OérQr717
4' Pr4r41 — Pr414qr = (_1)7’—&-17

r—1

9. ¢p =27,

D

T

. Postupnost (&) konvergugje k c.
r=0

Dékaz. Body 1.-4. a 6. si zname vysledky z prednéasky Teorie ¢isel a RSA [3],
bod 5. plynie z nerovnosti

Gr = 0rQr—1+ @r—2 2 Gr—1+ @2 = 26]1“—2'



Pozndmka. Analogicky moZzeme postupnosti p a ¢ definovat aj pre o racionslne.
Vtedy mé retazovy zlomok o n ¢lenov pre nejaké n € N, teda tieto postupnosti
definujeme iba pre r = 0,1, ..., n. Budi platit vzfahy 1. - 5. rovnako ako pre ne-
konecné zlomky a 6. v zmysle, ze rozdiel medzi p;/¢; a @ sa zmensuje, ked i rastie
od 0 do n.

Definicia 1.3. Cislo br z predoslého Tvrdenia nazyvame r-ty konvergent a.
dr

Veta 1.2. Majme nakoniec periodicky klasicky refazovy zlomok
o + [w,0] = uo + [w,v,v,...| = [ug;ug, g, ..o Us, V1, e VUL, e Uy

Potom prislusné redlne ¢islo a = ug+ [u,v] je kvadratické iraciondlne ¢islo. Nao-
pak plati, Ze klasicky retazovy zlomok kvadratického raciondlneho éisla je nakoniec
periodicksy).

Dékaz. (Podla [4]) Ak a = ug + [u, V], potom « uréite nie je raciondlne ¢islo, lebo
zlomok by bol konecny. Teda vieme napisat a = ug + [u+ ], kde 8 = [v + 3].
P+ PP

———, kde b je t-ty konvergent 5. Po tprave
¢ + B qt

Podla Tvrdenia [1.1| plati 3 =

G-18° + (¢ — pi-1)B —pe = 0,

z ¢oho plynie, ze (§ je kvadratické iracionalne cislo, teda a nim bude tiez.

Pre dokaz opaénym smerom, predpokladajme, ze « je kvadratické iracionalne
cislo v tvare a + bvV/d, kde a,b € Q, b # 0 a d € N bezstvorcové. Bez ujmy
na vseobecnosti moZeme predpokladat, 7ze 0 < o < 1, teda ag = 0. @ moZeme
prepisat do tvaru (04++/@) /v, kde 0,¢,1) € Z a ¢,3p # 0. Z tohto tvaru to mozeme
prepisat do tvaru o = (s = /) /r, kde s,it,r € Z, tr >0 ar | (t — s%) rozsirenim
povodného zlomku menovatelom 1, teda s = 10, t = ?¢ a r = 2.

Najprv uvdzime pripad kedy @ = (s +/t)/r, kde r > 0, r | (t — s?), t > s
a 0 < x < 1. Urobime jeden krok algoritmu na vypocet retazového zlomku.
Dostaneme x* = 1/x — |1/x] = 1/x — k pre nejaké k € N. Toto k je prislusnym

¢iastocnym podielom x. Ak oznac¢ime r* = (t —s%)/r > 0 a s* = —s — kr*, potom
. T k_r(\/%—s) k_\/f—s k_\/¥+(—s—kr*)_\/f+s*
Vit T t— 82 o N r* o

Vieme, ze 0 < z* < 1 z toho, ako sme ziskali 2*. Kedze r* > 0, plati v/t+s* > 0
a teda —s* < /t. Z predpokladu plati |s| < v/t a navyse k,r* > 0, teda

§* = —s—kr* < —s < /1,
¢ize dokopy |s*| < v/, respektive (s*)? < t. Navyse plati
t— (s =t — s8> —skr* — (kr*)? = r*(r — sk — k*r*),
teda 7* | (t — (s*)?).

Novy zlomok 2* = (s* + /1) /r* teda spina rovnaké predpoklady ako povodné
z. Po kazdom takomto kroku algoritmu teda dostaneme dvojicu (s,r), ktord splia

4



s? <tar| (t—s?). KedZe t je prirodzené ¢islo, vhodnych celych ¢isel s vieme néjst
iba kone¢ne vela. Ak zvolime s pevne, potom pre r musi platit r | (t — s?), teda
pre kazdé s je iba konecne vela vhodnych &isel r. Preto je aj roznych dvojic (s,r)
konecne vela. Dvojica (s,r) jednoznacne urcuje z, ktoré urcuje k, teda ¢iastocny
podiel v refazovom zlomku a tiez vSetky nasledujice z* a (s*,t*). Ked'ze dvojic
je iba koneéne vela, po niekolkych iterdcidch dostaneme dvojicu, ktori sme uz
dostali predtym a postupnost dvojic, ktoré dostdvame bude od istého ¢lena pe-
riodické. Preto bude periodickd aj postupnost x, ktoré dostédvame a prislusnych
ciastocnych podielov k. Zlomok teda bude nakoniec periodicky.

Vsimnime si, ze pripad © = (s — V#)/r, kde 7 > 0, r | (t — s*) a t > s* nikdy
nenastdva, lebo x je z celom priebehu algoritmu v intervale (0,1).

Nakoniec uvazujme ostatné pripady, kedy x = (s+/t)/r, kder > 0,7 | (t—s?),
t < s?a0 <z <1 Moézeme si vsimnut, Ze urcite plati s > 0, inak by bolo x
mensie ako 0. Dalej postupujeme analogicky ako v prvom pripade, ale tentokrat
= (s?=t)/r >0as* =s—kr*, kde k = |1/z]. Zjavne opét plati podobny
vztah o = (s*+/t)/r*. Kedze s* < s, po kazdej iterdcii sa s v zlomku zmensi az
kym po konec¢ne vela iterdciach nenastane ¢t > s, ¢im sa dostdvame opat k prvému
pripadu.



Kapitola 2

Gaussov problém a Kuzminova
veta

7 kryptografického hladiska nds moze zaujimat pravdepodobnost vyskytu jed-
notlivych prirodzenych ¢isel v retazovych zlomkoch redlnych ¢isel. Kedze pre vet-
ky ¢isla, az na raciondlne, ku ktorym sa vratim neskor, su ¢iastocné podiely jedno-
znacne uréené a je ich nekoneéne vela, mozeme sa na ¢iastoény podiel a,, divat ako
na funkciu a, (), kde a € R. Nulty ciastoény podiel ag je rovny ||, teda prav-
depodobnost, ze ag = k, kde k € N je rovna pravedpodobnosti, ze a € [k, k + 1).
Nasledujiice ¢iastotné podiely od nultého nezdvisia, teda d'alej predpokladajme,
ze ap(a) =0 a a #0, ¢ize a € (0,1).

Funkcia a; (o) = |1/a] mdze nadobudat vsetky rozne hodnoty k € N. Z pred-
pisu funkcie plynie, ze a;(«) = k préave vtedy, ak k < 1/a < k + 1, ¢o odpoveda

1 - 1
— <« —.
k+1 ~k
V pripade, Ze nastdva rovnost, plati « = 1/k. Vtedy nastdva nejednoznacnost
v zapise a v tvare retazového zlomku, pretoze
1 1

o= — =

k 1+1'
1

Pre tieto a teda nebude funkcia a; definovana. Vidime, ze funkcia a; je konstantna
na vsetkych intervaloch (1/(k + 1),1/k). Tieto intervaly nazyvame intervaly prvého
rddu. Mozeme si vSimnut, Ze interval (0,1) je az na mnozinu {1/k|k = 2,3,...}
spocitatelnym zjednotenim intervalov prvého radu.

Zvolime si pevne interval (1/(k + 1),1/k) a pozrieme sa, ako sa sprava funkcia
az() na tomto intervale. Kedze sa nachddzame na intervale (1/(k + 1),1/k),

a=—-",
k+ =
.

kde r € R a r > 1. Potom ay(a) = [r], teda as(a) = ¢ prave vtedy, ked
(<r<l+1,éize



Ak nastéva rovnost, opat dochddza k nejednoznacnosti zapisu, takze funkciu
as nedefinujeme pre hodnoty, na ktorych nie je definovana funkcia a; a navyse
hodnoty {1/(k+1/¢)|k,l = 1,2,3,...}. Funkcia ay je teda opat konstantnd na in-
tervaloch tvaru

1 1

Y Y

A A
Ty P

ktoré nazyvame intervaly druhého rddu. Mozeme si v&imnit, Ze zjednotenim
tychto intervalov pre ¢ = 1,2,... dostavame interval (1/(k+ 1),1/k), bez niek-
torych raciondlnych ¢isel. Ak teraz zjednotime vsetky tieto zjednotené intervaly
(1/(k +1),1/k), dostavame az na niektoré racionalne ¢isla interval (0,1).

Ak si to teda zhrnieme, mnozina ¢isel «, pre ktoré a;(a) = k, odpoveda préve
jednému konkrétnemu intervalu prvého rddu a mnozina éisel «, pre ktoré as(a)) =
¢, odpoved4 spocitatelnému zjednoteniu intervalov druhého rddu (z kazdého in-
tervalu prvého radu sa vyberie prave jeden). Kazdy interval prvého radu je jed-
noznac¢ne urceny ¢islom k € N a kazdy interval druhého rddu dvojicou (k,¢), kde
k0 € N. Ak neberieme do uvahy krajné body, kazdy interval prvého radu sa
pri vysetrovani priebehu a, rozdeli na spocitatelne vela intervalov druhého radu.
Intervalov druhého rddu bude teda opat spocitatelne vela a ich zjednotenim do-
staneme interval (0,1).

Podobnym postupom a vysetrovanim funkeii a; («), az(a), az(«), . .. vieme po-
stupne konstruovat intervaly vyssich radov.

Definicia 2.1 (Interval n-tého radu). Nech n € N, kq, ko, ..., k, je n-tica priro-
dzengch cisel. Potom interval

J ={ala € (0,1),a;(a) = k; pre vsetky i = 1,... ., n,a # [k1,...,kn|}

nazveme intervalom n-tého rdadu. MnozZinu vsetkijch intervalov rddu n oznacujeme

In-

Tvrdenie 2.1. Nech J € J, urceny n-ticou ki,ks, ..., k,. Potom jeho krajné
body s

& a Pn + Pn—1 ’

an an + qn—1
kde p,/qn je spolocny n-ty konvergent cisel z J.

Dokaz. Kazdé ¢islo oo € J mozeme zapisat v tvare o = [ky,ko, . . ., k,+ay,], pricom
a, € (0,1), teda si mozeme hned vsimniit, Ze vietky ¢isla z J maji rovnaké vietky
konvergenty p1/qi, ..., Pn/qn, Pretoze tieto si urcené ¢islami kq, . .., k,. Naopak,
ak volime rozne «,, € (0,1), dostaneme jednoznacne urcené « z intervalu J. Funk-
cia g definovand ako g(v) = [k, ... ,k, +7] je teda bijekcia medzi intervalom (0,1)
a intevralom J. S vyuzitim vztahov z Tvrdenia plati, ze

Pn _ PnHtVPn-1 _ Pn_ Pndn + VPn—1Gn — Pndn — VPnln—1
An qn + Yqn-1 dn Qn(Qn + VQn—l)
G e B Gt )

Gn(Gn + Yan-1) 1 '
( 7 1) dn (Qn; + Qn—l)

9(v) —




Z toho vyplyva, ze g je monoténnou funkciou na intervale (0,1). Z limit

. Pn + VYPn—1 Dn
m — = —

lim =1
y—0F g(,}/) ~y—0+ dn + Yqn—-1 dn
. . Pn + YPn—-1 Pn + Pn—1
lim g(v) = lim =
=1~ Y=17 Gn + Yqn—1  Gn T Qn—1
n n + n— , . , .
teda plynie, ze Pn a Pn T Pt su krajné body intervalu J.
dn dn + dn—1

3

Pozndmka. Intervaly n-tého radu odpovedajui n-ticiam prirodzenych ¢isel kq, .. . .k,
a pre kazdy interval n-tého radu vieme pomocou tejto n-tice definovat kovergenty

P1/q1s - - Pn/Qn- Zépisom
(n)

2.

oznacCujeme skrateny zapis pre sumu

teda sumu cez vsetky n-tice prirodzenych cisel. Ak sa v tejto sume vyskytuju
Py PrsQis - - - qn, potom odpovedajui itatelom alebo menovatelom konvergen-
tov urc¢enych n-ticami, cez ktoré suma prebieha.

Zjednotenim vsetkych intervalov rddu n bude interval (0,1) bez racionalnych
¢isel, ktoré su krajnymi bodmi intervalov n-tého radu.

Definicia 2.2. Ak je A C (0,1), zdpisom IMA oznacujeme Lebesgueovu mieru
mnoziny A.

, Dn DPn + Pn—1

Ked'ze krajné body intervalu J si — a —————, plati
dn dn + dn—1
n n_'—nf nn_'_nnf_nn_nfn
ontJ — |Pr _ PatPaa| _ |Pudn + Pudnt = Pudn = Paag
G o+ Gt @n(Gn + Gn—1)

B 1
Qn(Qn + anl) '

(=n"

Qn(Qn + anl)

Zjednotenim vsetkych intervalov n-tého rdadu je interval (0,1) az na niektoré ra-
cionalne ¢isla. Miera mnoziny vsetkych racionalnych cisel je nulova a zjednotenie
intervalov n-tého radu je spocitatelné, preto plati

> =1
JETn

Definicia 2.3. Nech nyi,no, ..., ng ki, ko, ..., ks € N, potom zdpisom

ny, N9, ..., Ng
E (kl, ko, ..., ks)
rozumieme mnozinu vsetkych o € (0,1), pre ktoré a,,(a) je definované a a,,(a) =
k; pre vsetky 1 = 1,2,...s.



Pomocou tohto zépisu mozeme vyjadrit aj konkrétny interval J rddu n uréeného
hodnotami a; = k;, i € {1,...,n}. Plati

1, 2, ..., n
J_E(kh k27 SRR kn) ‘
Dalej pre vietky ¢ =1, ..., s plati vztah
GE ny, .., Ny—1, My, Ngy1, ..., MNg —E ny, ..y Ny—1, MNpy1, .-,
W ki, ooy keer, ke Repr, oo, ks ki, ooy keer, kepn, oo

kedze a,, je pre kazdé o rovné nejakému prirodzenému &islu. Z toho potom

dostdvame, Ze plati rovnost
1
J J=E (”Z ) ,
JETnt+1,an11=k

kde l'av4 strana rovnice je rovnd zjednoteniu vsetkych intervalov (n+ 1)-ého radu
urcenych hodnotami a; = k; pre i € {1,...,n} a a,1 = k. Pre miery tychto
mnozin potom plati

n+1
> szsntE( . )

JETn+1,an+1=k

pretoze zjednotenie J € J,41 bolo spocitatelné.

Pravdepodobnost vyskytu éisla & € N ako n-tého ¢iastoéného podielu odpo-
Z) , takze nasledujice tvahy a veta povedu k jej urceniu.
Tento vysledok nds bude zaujimat pre n dostatoéne velké, chceme sa teda dopra-

covat k
lim 9NE (”) .
n—oo k

Gaussov problém Pre x € [0,1] definujme funkciu m,(x) ako mieru mnoziny
¢isel a € (0,1), pre ktoré je o, definované a «,, < x. Bez ujmy na vseobecnosti
mozeme predpokladat, ze vetky ¢isla « st iraciondlne, pretoze m,(x) je miera
a raciondalne ¢isla mieru mnoziny nezmenia. Pre « iracionalne plati, ze a, je
definované pre vsetky n a je z intervalu (0,1).

Gauss v jednom zo svojich listov dokéazal vetu, z ktorej plynie, ze

vedd miere mnoziny F (

lim m,(z) = M

n—o00 ln 2 ’

kde x je z intervalu [0,1]. V tomto liste d'alej naznacil, Ze by bolo uzitotné dobre
aproximovat rozdiel

my(z) — lim m,(z)

pre x € [0,1] a n dostatocne velké. To dokédzal az Kuzmin a dokaz bude nizsie
reprodukovany.



Lema 2.2. Postupnost funkcii mg,m1, ... definovanych vyssie spl/ﬁa funkciondlnu

rovnost
> 1 1
ot~ (1) - ()

pre kazdé x € [0,1] an =0,1,....

Dékaz. Nech x € [0,1]. Oznacme M = {a € (0,1)|« iraciondlne, a1 < x}.
Ak zvolime Tubovolné iraciondlne « € (0,1), plati vztah
1
Oy = ——.
(p+1 + Qg

Polozme k = a,4;. Potom nerovnost a,,; < x je ekvivalentnd s nerovnostou

! < <1 (2.1)
kvae Tk ‘

Z tejto nerovnosti plynie, ze

w-y(unn(1)

k>1

Z nerovnosti 1) d'alej plynie, Ze miera mnoziny M N E (n 2: 1

()6t

7 aditivity miery teda dostavame

Mp11(2) :m?M:Z{mn (%) —my, (kj—x)}
M|

Poznamka Moézeme si vEimnit, ze funkcia ¢(z) = Cln(1 + z) spiiia analogicku

o £ ()

Tento vztah overime priamo dosadenim.

() (e em () e (o))
Cz{ln(k*l)-n(kliil)}

=C Z {In(k+1) —In(k) —In(k+z+1)+In(k +2)}.

) je rovna
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Definujeme postupnost ¢iastoénych stictov
sn=C> {ln(k+1)—In(k) —In(k + 2 + 1) + In(k + 2)}
k=1

— C{(In(2) — (1) = (2 + 2) + (1 +2)) + (I(3) — n(2) — (3 + ) + (2 + )+

+...+(In(rn+1)—In(n) —In(n+1+2)+In(n+2))}

=C(ln(l14+2z)—In(l)+Inn+1)—In(n+1+2))=C <1n(1 +x)+1n (%))
pre n = N. Plati

= 1 1 . . n+1
;H?(ﬁ‘”<zzg}—kﬂ%—ckﬁm“+@+m(ﬁrﬂz)

=Cln(l1+2x) = ¢(x).

Formulujme niekolko uZitoénych viet z matematickej analyzy a tedérie miery
a integralu.

Veta 2.3 (Weiestrassova veta, [5],7.10). Nech {f.} je postupnost redlnych funkcii
definovanijch na mnoZine E a existuje postupnost redlnych céisel My, M, ... takd,
ze

()] < M,

pre vSetky x € E an = 1,2,..., potom ak rad > M, konverguje, potom rad

n=1

o0
> fulx) konverguje rovnomerne na mnozine E.
n=1

Veta 2.4 (Derivovanie radu ¢len po ¢lene). Nech {f.} je postupnost redlnych
funkcii spojitijich na intervale [a,b]. Nech si tieto funkcie navyse diferencovatelné

na intervale (a,b) a rad »_ fn(x) konverguje aspori v jednom bode intervalu (a,b).

n=1
Potom ak > fl(x) konverguje rovnomerne na intervale (a,b), aj rad > fn(x)
n=1 n=1

konverguje rovnomerne na celom intervale (a,b) a plati
o0 / o
(S250) =3 sio
n=1 n=1

Dékaz. Této veta je dosledkom vety 7.17, [5].
d
Nasledujicu vetu som v tomto zneni nenasla v Standardnych ucebniciach,
preto uvadzam verziu z anglickej Wikipedie [6] s dokazom.

Veta 2.5 (Prvé veta o strednej hodnote pre integraciu). Nech a < b si redlne
¢isla, G(z) je redlna funkcia spojitd na intervale [a,b] a ¢(x) je redlna funkcia,
ktord je integrovatelnd na (a,b) a na tomto intervale nemeni znamienko. Potom
ezistuje £ € (a,b) také, Ze

/G@wwﬁ—MQ/wwﬁ

a

11



Dékaz. Bez ujmy na vsSeobecnosti predpokladajme, ze ¢(z) > 0 pre vsetky
zr € [a,b]. Ak ¢(x) < 0 na intervale [a,b], dokaz prejde rovnako, zmeni sa len
smer nerovnosti. Kedze G je spojitd na uzavretom intervale [a,b], podla Vety
o nadobudani maxima a minima (tiez Veta 4.16, [5]) nadobida v nejakych bodoch
p,q € [a,b] konetné maximum G(p) = M a konetné minimum G(q) = m. Mame
teda nerovnost m < G(x) < M pre vietky = € [a,b]. Z tejto nerovnosti, vztahu
@(x) > 0 na intervale [a,b] a monoténnosti integralu dostavame

b b b

TM:/}W@MS/G@wwhg/Mﬂwh:ML

a a a

1:j¢@m.

b
Omg/mmwmgML

a

kde

Ak I =0, potom dostavame

teda ,
/G@@@&:O:QG@)

pre vsetky x € [a,b], teda veta plati. Prepokladajme teda, ze I > 0. Potom plati

G(p)=m < %/G(t)gp(t)dt < M = G(q).

a

Kedze G je spojitd, z Vety o nadobidani medzihodot (Veta 4.23, [5]) dostdvame
existenciu £ z otvoreného intervalu s krajnymi bodmi p a g pre ktoré

~l =

Ge) = / G(t)p(t)dt,

teda dostavame

3

Veta 2.6 (O zamene limity a integrélu, [5], 7.16). Nech a < b si redlne ¢isla,
f1,fa - - - je postupnost redlnych funkcii integrovatelnijch na intervale [a,b]. Ak tdto
postupnost rovnomerne konverguje k funkcii f na intervale [a,b], potom aj f je
integrovatelnd na tomto intervale a plati

b b
/ f(z)de = lim [ f,(x)dz.

n—oo a

12



Veta 2.7 (O zamene sumy a integrélu, [5], Dosledok Vety 7.16). Nech fi,fs,. ..
je postupnost funkcii integrovatelnych na intervale [a,b] a f(z) = > fu(z) kon-
n=1

verguje rovnomerne na intervale [a,b], potom plati

/b Flr)de = fj / ()

Veta 2.8 (O strednej hodnote, [5], 5.10). Nech a < b si redlne cisla. Ak je f
redlna funkcia, ktord je spojitd na intervale [a,b] a diferencovatelnd na intervale
(a,b), potom existuje £ € (a,b) pre ktoré

fla) = ()

e ===

Veta 2.9 ([5],6.13). Ak f je redlna funkcia integrovatelnd na intervale [a,b], po-
tom funkcia |f| je na tomto intervale tie integrovatelnd a plati

[ el < [ sl

Nagim hlavnym cielom teraz bude dokézat Kuzminovu vetu 2.19l K tomu
slizi ako pomocna nasledujuca definicia.

Definicia 2.4 (Vlastnosti (o) a (g)). Hovorime, Ze postupnost kladnijch redlnych
funkcii fo(x),fi1(z),... mé& vlastnost (o), ak pre vietky x € [0,1] an > 0 plati

>~ 1 1
) = ,;{(lwra:)? In (k’—i—:v)}

Redlna funkcia f m4 vlastnost (g) s parametrami p,M > 0, teda skrdtene md
vlastnost (e : p,M), ak md deriwdciu na intervale (0,1), derivdciu sprava v bode
0, derwdciu zlava v bode 1 a pre vietky x € [0,1] plati

0< f(x) <M
|f'(2)] < .
Kuzminova veta ukazuje, ze ak md postupnost fo,f1,... vlasntnost (o) a fy
m4 vlastnost (e : p, M), potom
a
lim f, = ,

kde

ln2/ folz

Zaroven odhaduje rychlost tejto konvergencie. Dokaz sa opiera o niekolko pri-
pravnych lem, kde Lema [2.10| ukazuje stvislost s refazovymi zlomkami. Dalgie
lemy sa dokazuju standardnymi prostriedkami. Uk4dzeme, Ze f,, md vlastnost

o
<€ o AN, 2M> ,

13



1
ze hodnota S = [ f,(x)dz nezdvisi na volbe n. Klucova je Lema [2.16, v ktorej
0

sa ukazuje, ze f,(x) mozno zdola odhadnit hodnotou S/2 — u/2". Této Lema
potom nie je pouzita priamo pre f,, ale pre funkcie

t T
a

fnl) = l+2 14z

- fn($),

kde t a T" su zvolené najprv tak, ze

t T
< < .
1+x folz) 1+x

Pouzitie Lemy na tieto funkcie vedie k zlepSeniu povodného odhadu. Tento
postup je vhodnym sposobom iterovany tak, ze v limite dostaneme pozadovany
odhad konvergencie.

Lema 2.10. Nech postupnost kladnyjch redlnych funkcii fo(z), f1(x), ... md viast-
nost (o). Potom pre vietky n > 0 a x € [0,1] plati

(n) -
fal®) = fo (p" P ) ! (2.2)

Gn + 2Gn-1 ) (Gn + 2Gn-1)%

kde suma prebicha cez vietky n-tice prirodzenych éisel kyka, ... kn, Pn/@n @ (Pn+
Pr—1)/(Gn+qn_1) st krajné body intervalu n-tého radu uréeného hodnotamiky, . .., k,.
(Mohli sme teda tiez povedat, Ze suma prebicha cez vsetky intervaly n-tého rddu.)

Dékaz. Postupujeme indukciou podla n. Pre n = 0 rovnost (2.2) plat{ trividlne,
pretoze Jo = {(0,1)}, po = 0, go = 1, p-1 = 1 a g1 = 0. Na pravej strane

dostavame
0+ 1
Jo <1+0-x> 1—1—0-30_]‘?0(%)7
¢o sme cheeli.

Predpokladajme, Ze rovnost (2.2)) plati pre nejaké n € N. Z vlastnosti (o) a s
vyuzitim indukéného predpokladu plati

fua@) = {ﬁ In <ki$>}

k=1
1

1 W i 1
(k + x)? 2 f 4t 1 2
n T It (Qn + mqn1)

1 % i (pnk + Pp1 + pnx) (k + )
(k+x)? Gk + Go1 + @ ) (guk + o + gox)’

[
K

e
Il

1

[
K

e
Il
—

I
o

(n) I (pnk + D1 —|—pn1’> 1
0 .
an + qn-1 + GnT (an + gn-1 + an>2

i

1
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Tieto dve sumy moZeme vymenit, lebo hodnoty, ktoré séitame si kladné. Suma
cez vsetky n-tice prirodzenych ¢isel a néasledne cez vSetky prirodzené cisla k
potom odpovedd sume cez vsetky (n + 1)-tice, kde posledny ¢len odpovedd k.
Inak povedané, ak si zafixujeme n-ticu a4, ..., a, a postupne volime k=12, ...,
prechddzame vsetky intervaly (n + 1)-¢ho rddu v intervale n-tého radu uréenom
n-ticou ai,as, .... Vyraz p,k + pn—1 odpovedd podla Tvrdenia menovatelu
(n+1)-6ého konvergentu lubovolného &fsla a z intervalu (n+1)-¢ho rddu uréeného
touto (n + 1)-ticou. Podobne ¢,k + ¢,—1 odpoveda g, 1. Dokopy teda dostdvame

(n+1)
fan( §:ff(“”1+“”)( !

qn+1 + qnT An+1 + anL')Q '

3

Lema 2.11. Nech n € N a aq,...,a, je n-tica prirodzenych cisel. Nech q, je
menovatel ¢iastocného podielu uréeného touto n-ticou. Potom plati

1 _ 2
(0 +200-1)%  Gn(@n — @u—1)

pre vsetky x € [0,1].
Dokaz. Plati
2(Qn + xanl)Q - qn(Qn + Qn71> - qz + (433' - 1)ann71 + 2xqr2z—1
Z quL — GnQn—1 > 0,

pretoze x berieme z intervalu [0,1] a ¢, > ¢,_1 pre vsetky n € N. Z toho uz

priamo plynie, ze
1 2

< .
(@n +2¢-1)*  @n(Gn + Gn-1)

3

Pozndmka. Mozeme si v&imntt, Ze pomocou vlastnosti (o) z obmedzeneJ funkcie
fo(z) mozno jednoznacne deﬁnovat postupnost fo(z),f1(z), ..., ktord bude mat
tito vlastnost.

Dékaz. Nech |fo(x)| < M pre vsetky x € [0,1]. Potom podla Lemy plati

(n) (n)
DPn + ITPn—1 1
<M 5 < 2M
Zfo <Qn+IQn—1> Z

(Qn + TGn— 1 Qn + TGn— 1

konverguje rovnomerne pre Iubovolné n, teda podla Lemy

B i 5 (ot 7o 1
"\ o+ 2001 | (Gn + 2Gu_1)?

je dobre definovand funkcia na [0,1].

15



Lema 2.12. Nech fo,fi,... je postupnost kladnych redlnych funkcii, ktoré maji
vlastnost (o). Dalej prepdokladajme, Ze fo md vlastnost (¢ : pu,M) pre nejaké
kladné redlne éisla pu a M. Potom pre lubovolné n = 0.1, ... plati, Ze postupnost
fosfnsts .. md vlastnost (o) a navyse f, md vlastnost

Y
(25 5o +4M2M)

Okrem toho existuje také ng € N, Ze pre vietky n > ng md funkcia f, vlastnost
(e :5M2M).

Dékaz. To, 7ze postupnost funkcii f,,fni1,... md vlastnost (o) plynie priamo
z toho, Ze postupnost fy,f1, ... ma tito vlastnost, pretoZe je ¢astou tejto postup-
nosti.

Podla Lemy plati pre f,(z) rovnost (2.2). Na zdklade odhadu z predoslej
Lemy a vlastnosti (e : u,M), ktort méd fy, moézeme odhadniit pravd stranu
tejto rovnosti

(n) (n)
Pn + TPn—1 1 2
f < M—— =2M MmJ = 2M.
Z ’ (Gn + 2Gn_1)? Z (@ + ¢n-1) Z

qn + Tn-1 JET

Pre f, teda plati
0 < fulx) <2M.

Dany rad navyse konverguje rovnomerne podla Vety na intervale [0,1], teda
urcite konverguje v jednom bode. S vyuzitim Vety dokézeme, ze f, ma de-
rivdciu na tomto intervale. Nech k = (ki,...,k,) je n-tica prirodzenych ¢isel.

Potom funkcia
_; (pn—l—xpn_l) 1
PO T w4 ) (o + 2000)?
mé zjavne derivaciu pre kazdu n-ticu k (resp. dvojicu p,, ¢,) na celom intervale
[0,1], v krajnych bodoch ide o jednostranné derivécie. Ak tiito funkciu derivujeme,
dostavame

vy \Pn—1(Gn + 2Gn-1) — Gu-1(Pn + TPr_1) 1
gpﬁ(l’) B fO(U) (CZn + xanl)z (qn + $Qn71)2
1
+ fo(u) - (=2) - mqn—l
Y (_1)7171 . qn—1
- fO(u) (Qn+an—1)4 2f0(U) (q'n,"i_an—l)g,

kde
Pn + TPp1
Yy=—

an + Tdn-1 '
S vyuzitim Tvrdenia [1.1] plat{

Qn(Qn + Qn—l) > q721 > 2n—1
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a fo mé vlastnost (e : p,M). Ak navyse pouzijeme odhad z Lemy mozeme
odhadniit ¢/, (x) nasledovne

fou) (;)) + 2o () — :

QR(qn + Gn—1 dn + Tdn—1 Qn(Qn + %—1)

()] <

1 4 n—
< (M n 4ML)
Qn(qn + Qn—l) Qn(Qn + Qn—l) dn + TGn—1

1 4 1 o
< n 4M> = ( i 4M) .
@ (@n + @n-1) (2"1 0n(@n + Qn—1) \273

Vsimnime si, Ze tento odhad nezdvisi od z. KedZe plati

(n) (n)

1
ZCM(—:ZWJ”:L

dn + %—1)

dostévame "
. 1 ( p 1
+ 4M) = 2 a4
Z Qn(Qn + Qn—l) 2n73 2n73

z ¢oho plynie, ze rad

Y Yl

k=(k1,....kn) ki EN

rovnomerne konverguje podla Vety Predpoklady Vety su teda splnené
a dostavame, ze funkcia

fal@) = Z pr(r) = g):fo (pn - xpnl) ( 1

K= (ke i) i EN Gn + TGn-1) (Gn + TGn-1)°

mé derivaciu na intervale [0,1] a navyse

(n)

L@=] Y e <X (G +AM) = g e

r=(k1,.kn ) ki €N Qn(Qn + C_In—l) 2n—3

Dokopy teda dostavame, Ze f, md vlastnost (5 : % +4M2M > Kedze plati

lim H

n—oo 2N—3

=0,

urcite existuje ng € N, také, ze pre vsetky n > ng plati

)
2n—3

<M,

teda tiez plati
| fa(@)] < 5M.
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Lema 2.13. Postupnost funkcii

C

Fo(z) = Fi(z) =+ = 52

kde z € [0,1] a C je redlna konstanta, md vlastnost (o).

Dékaz. Vlastnost overime priamo dosadenim.

— 1 1 = 1 C > .
()-

;(I‘HW k+z ,;(kﬂtx)?ﬂr@ ;(k+x)2k+x+1
:C;k+xk+x+1'

Plati
1 1 k+z+1—-k—=x 1

k+z k+a+1 (k+a)ktaz+1) (kta)k+az+1)

teda dostavame

=1 1 =1 1
F = — .
,;(k:Jr:c)? ”<k+x) C};km k+x+1

Definujme ¢iastocné sucty

"1 1
n:C -
§ ;k+x k+x+1

c 1 1 n 1 1 n n 1 1
l1+z 242 24x 3+zx n+x n+l4+zx

1 1
C — .
(1+x n—|—1+x)

Plati

1 1 1 1 C
F, = lim s, = lim C — =
(k + x)? (k:+:c> 500 ™ T meo (1+x n+1+$) 1+

= n+1(x)'

k=1

3

Lema 2.14. Nech fo,f1,... je postupnost redlnych funkcii definovanych na in-
tervale [0,1], 0 < t < T st redlne konstanty a plati

t T

— < <
14+x fol=) 1+

pre vSetky x € [0,1]. Potom plati

t T
< TIn <
14+ Inl2) 1+z

pre vietky x € [0,1] a n > 0.
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Dokaz.  Prepokladajme, ze Lema plati az do nejakého n € Nj. Ak oznacCime
h(z) =1/(1+=x) a H(x) =T/(1+ z), zjavne plati

1 t 1 T 1
h =—F—</a < =H
k+x 1 1 k+x 1 k+x
+ — 1+ —
k+x k+x

pre vetky x € [0,1] a k = 1,2,..., pretoze 1/(k + ) € [0,1]. Z vlastnosti (o)
plynie

ih(kiJ (k+1x)2 < Juial@) <iH(kix> (k+1x)2‘

k=1 k=1

Podla Lemy plati

S () g =

k=1

pre vsetky x € [0,1], teda plati

t T
=h(x) < f, < H(z)= :
oo = M) < fan(w) <H(x) = o
Dokaz teda plynie z indukcie.
d
Lema 2.15. Nech fo,fi1,... je postupnost redlnych funkcii, ktord md vlastnost

(o). Nech navyse fo md vlastnost (¢ : p, M). Potom plati

jfo(z)dZZ/lfn(z)dz

pre vsetky n > 0.

Dékaz. 7 vlastnosti (o) plynie

1

O/ fulz)dz = / > (ki) =1

Kedze fo ma vlastnost (e : u, M), z Lemy plynie, ze 0 < f,_1(z) < 2M.
Teda plati

o0

anl(knltz) (k + 2)?2 Z ZkQ

k=
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pre vietky 2 € [0,1], teda podla Vety tento rad konverguje rovnomerne na in-
tervale [0,1]. Podla Vety moZeme vymenit sumu a integral. Dostavame teda

/f“ = /f”—l <Iﬁl—z> (k(j—zz)?’

k=17

[y

Pouzijeme substiticiu 1/(k + 2) = u, teda —dz/(k + 2)*> = du. Pre z = 0 je
u=1/kaprez=1jeu=1/(k+1). Medze su teda 1/(k + 1) (hornd) a 1/k
(spodnd). Dostédvame teda

Dokaz teda uz plynie z indukcie.

Lema 2.16. Nech fo,fi1,... je postupnost redlnych funkcii, ktord md vlastnost
(o) a nech fo md navyse viastnost (¢ : u,M), potom pre kazdé n >0 a z € [0,1]
plat?

f<>>—2ﬁn+ =3,

o

Dékaz. Nech n >0 a x € [0,1]. Vyjdeme z Lemy [2.10, ktora hovori, ze
(n)

Fule) = 3 hl) ey

dn + $Qn71)2 ’

kde

kde
— Pn + TPn-1

an + Tdn—1 ‘
Ked'ze platia nerovnosti ¢, + ¢n-1 < ¢n + @n_1 < 2¢, a fo(x) > 0 pre vietky
z € [0,1], dostédvame

Zfo

Postupnost fo,f1,. .. spiﬁa tiez predpoklady Lemy [2.15} teda plati

Qn + qn— 1) (23>

1 n)

0

kde u = (pn + xpnfl)/(qn + JIanl)-
Kazda z funkecii



je integrovatelnd na [0,1]. Kedze 0 < fo(z) < M je obmedzend funkcia a

(n) (n)

1 2
— <y — = =2
Z (qn + x@n—1)? Z @ (gn + gn—1)

suma na pravej strane rovnomerne konverguje, teda podla Vety mozeme pre-
hodit sumu a integral. Funkcia ¢, je navyse spojitd na intervale [0,1] a funkcia
1/¢n(qn + gn_1) je integrovatelnd na intervale [0,1], z Vety [2.5| o strednej hodnote
pre integraciu teda vyplyva, ze pre kazdy interval J € J,, existuje taky body v/},
z7e

1

1
1 A R
O/fo(u)mdx = f(UJ)O/ (qn +an—1)2dx7

kde v, je z intervalu J rddu n. Pripomenme, ze krajné body J st (p,+pn-1)/(¢n+
(n-1) & Pn/qn. Nakoniec este vypocitame

1 qn+Qn—1 +
1 1 1 1 [ 1)@t 1 1
——dr = — —dy=— |-= =y =
J (qn + Tgn-1) Gn y @l Yl Gn \ @t Gt Gn
dn
1

Qn(Qn + Qn—1> ‘
Z toho plynie, ze plati rovnost
; (n)

/ fole)de = 5 3 foluly) (2.4

0 Qn(Qn + qn—l)

Z0 Vztahov a ) dostavame

——/fo dZ> (fo( ) — fo(uﬁ))m- (2.5)

Funkcia fj je spojitd na intervale s krajnymi bodmi v a u/; a ma na tomto intervale
derivéciu. Z Vety o strednej hodnote potom existuje c; z tohto intervalu také,

ze
Jo(w) — fo(u')
foles) = ——a
Ak pouzijeme odhad z vlastnosti (&)
[folen)l < m,

ktory plati pre vsetky c¢; € (0,1), dostavame

1 oo
folw) = fo)| < (p)|ju—v| < ————— < 5 < ,
folw) = fol)l < ()] | G@n + Gn1) @ 2

teda

folw) = fol') > =55

21



Z nerovnosti (2.5)) potom dostavame

1

1 po_ ptg
fulz) > 2/fo(z)dz o = o + S,
0

kde
1 1
0

3

Lema 2.17. Nech fo,f1,... je postupnost redlnych funkcii definovanych na in-
tervale [0,1], 0 <t < T su redlne konstanty a nech pre vietky x € [0,1] plati

t T
< < .
1+x folz) 1+x

Potom plati

1. ak md postupnost fo,f1, ... vlastnost (c), potom aj postupnost funkcii fo(x)—
t/(1+x), fi(z) —t/(1 +x),... md viastnost (o),

2. ak funkcia fo md vlastnost (¢ : u,M), potom funkcia fo — t/(1 + z) md
vlastnost (e : p+t,M),

3. ak md postupnost fo,f1,. .. vlastnost (o), potom aj postupnost funkcii T /(1+
z) — folz), T/(1+z) — fi(x),... md viastnost (o),

4. ak funkcia fo md vlastnost (e : p,M), potom funkcia T/(1+ z) — fo(x) md
vlastnost (¢ : u+T,T).

Dékaz. Oznatme ¢, (z) = fo(x) —t/(1+x) a,(x) =T/(1+z) — fu(x) pre n =
0.1,....

1. Plati

Ool{(k;i:c)? n (kix)}_g (k+1x)2 t1

= 14—
g Tl

Ked'Ze postupnost fo,f1, ... mé vlastnost (o) a postupnost rovnakych funkcif
t/(1 4 x) m4 podla Lemy tiez vlastnost (o), plati

S oo () | = fonl0) - 1 = )

k=1

Postupnost funkcif ¢g,¢1, ... mé teda vlastnost (o).
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2. Kedze t/(1 4+ x) < fo(z), plati po(z) > 0 pre vietky x € [0,1]. fo ma
vlastnost (e : p,M) at/(1+x) > 0, teda plati

po(z) = fo(z) — H% <M
pre vietky € [0,1]. Dalej plati, ze
/ o t
) = 1) + e
teda
|¢M@|=L%@ﬂ+«1+$y<<u+t

Dokopy teda o m4 vlastnost (e : pu+t,M).

g{%(kix) (kjw)z}
:i e _i{f(’fi)““i)}

+ -1
k+x

Opét postupnost fo,fi1,... md vlastnost (o) a ak vyuzijeme Lemu pre
T/(1+ x), dostavame

> {w" (kix) (F —:x)2} = g fena8) = @)

k=1

4. Kedze fo(r) < T/(1+ ), mame nerovnost (z) > 0 pre vietky = € [0,1].
Dalej ked'ze fo(x) je kladnd funkcia a x berieme z intervalu, plati

T

to(r) = o2 fo(z) < T.
Pre ¢{(x) méme
/ T !/ T
|tho(z)| = TOxar folz)| < At +u<T+u,

teda 1y ma vlastnost (¢: u+ T,T).
d

Lema 2.18. Nech fo, f1,... je postupnost redlnych funkcii definovangch na [0,1],
0 <t <T redlne ¢isla a nech plati

t T
< <
T Ll g
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pre vsetky x € [0,1]. Ak md postupnost fo,f1,... viastnost (o) a fo md viastnost
(e : u,M), potom pre lubovolné n € N a z € [0,1] plati

Gn
T2 <@ <1
kde
At
gn = max q t,td + S 5t [
. 1 w+T
G, = mm{T,T(S—i— 25+ 1 } ,
d=1—In2/2 a
1
S:/fo(Z)dZ.
0
Pritom plati
u+T

Gn_gn ( _t)6+

mn —2

Dékaz. Oznacme @, (x) = fu(z) —t/(1 + ) a ¢,(z) = T/(1 + x) — f.(z), pre
n =0,1,.... Podla Lemy m4 postupnost funkeif g1, . .. viastnost (o) a @
vlastnost (e : p+t,M). Mozeme teda pouzit Lemu [2.16, podla ktorej potom

1 1
@ > t+1/‘ +t+1/ 1/
n(@ = = — =
14 o tg | wlz on 9 2| 1+
0 0 0
prt 1.t p+t 1. tn2
- 25— m( — Ly
o t35 5 Ml + o), on 9 5
kde
1
S = /fo(z)dz
0
Pre f, teda dostavame
t t p+t 1 tln2
n = $n > - =S - —
@) =ent > 10" 5 Ty 2

:T%;(p—ﬂii%gifl+(%S—3%3>u+x0.

Kedze z volime z [0,1] a z monoténnosti integrdlu plynie, ze (S —tIn2)/2 > 0,
plati

1 (u+t)2 1. tln2 1 m2\ p4t 1
P [y (N i 7 R - t(1-22) - -
Jnlw) > 1+a:( R L ) 1%ﬂr( ( 2 > o1 T3

1 w+t

to 4+ =S —
_ +2 2n—1
142 ’
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kde 6 =1 —In2/2. Oznacme

1 t
gn:max{t,t5+§5'—u+ }

2n—1

a dostavame

dn
fu(z) > T+

V pripade, Ze g,, = t totiZ nerovnost plynie z Lemy [2.14] Druht nerovnost ziskame
rovnakym postupom pre postupnost 1,71, . ... T4 ma podobne podla Lemy
vlastnost (o) a vp ma vlastnost (e : u+T,T). Pouzijeme Lemu a dostavame

1 1
u+T 1  u+T 1/ T/
n(z) > o + 5 /wo(z)dz = o 5 5
0 0 0
_ u+T 1, Th?
== 25 +

Pre f, teda dostavame

T T  u+T 1. Tn2
@) = e <t T8
1 (u+T)1+2) (1. T2
- T S5 1
1+x( * on 38— )1+n),
kde opat

S:/lfo(z)dz

Kedze 0 <z <1a(S—TIn2)/2 < 0 kvoli monoténnosti integralu, plati

(n+T7)2 1 TIn2 1 In2 w+T
. T+ TS g - T(1- =2
f@0<1+x< T TV T 1+ 2 S
1 w+T
T6 + =
Th S+
1+ ’

kde § =1 —1In2/2. Oznacme

1 w+T
—mind T.T6 + =
Gn mm{ ,T0 + 25—|— 1 }

a dostdavame druhi nerovnost

Gy

fu@<1+f

pretoze v pripade, Ze G,, = T nerovnost opit plynie z Lemy [2.14, Dostdvame

teda odhad
Gn

1+z

< fulz) <

)

1+«

25
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pre vietky n > 1 a x € [0,1]. Navyse ak vieme, 7ze t < T, z volby g, a G,, plynie

T ; T op
G g <To+ 25+ 00 = r—ns+ L+ B
2p+1T) u+T

< (T )5+?_( — 08+

u

Veta 2.19 (Kuzminova veta). Nech fo(x),fi(x), f2(x),..., fa(x),... je postup-
nost redlnych funkcii definovangch na intervale [0,1], ktord md vlastnost (o).
Ak fo md vlastnost (¢ : u,M) pre nejaké M, u € R, potom pre n dostatocne velké

a
1+ =z

fo(z) — < Ae_’\‘/ﬁ,

kde

a A je kladnd konstanta, ktord zdvisi iba od M a p.

Dékaz. Kedze fy ma vlastnost (e : p,M), je to nezdporna funkcia na uzavretom
intervale [0,1] a teda na tomto intervale nadobtida minimum, ktoré oznacime m.
Teda plati m < fo(x) < M pre vsetky x € [0,1]. Z toho plynie, ze pre vSetky
z € [0,1] plati nerovnost

g m <m<f()<2]\/[ G
= €T =
l+z 20+z) 14z 7" 1+ 1+

kde ¢ = m/2 a G = 2M. Pre fy s takymto odhadom a postupnost fo,f1,. ..
s vlastnostou (o) moézeme pouzit Lemu [2.18 Pre kazdé n > 1 dostdvame ¢isla
91.n, G1,n, pre ktoré plati

gl’n GI,TL
D — < n < 9
14+2x Ju(@) 1+x
pricom
+ G +2M
Gl,n —g1in < (G - 9)5 + Iu2n_2 = (G - g)5 + lu2n—2 ’

Postupnost f, ma podla Lemy [2.12 vlastnost (e : % + 4M,2M), navyse

ak volime n > ng z Lemy [2.12, potom f,, m4 vlastnost (¢ : 5M,2M). Postup-

nost fy,foi1, - - . ma navyse zjavne vlastnost (o), teda opit pouzijeme Lemu [2.18]
tentoraz pre f,, a pre vSetky m > n > ng, dostavame
G
< x) <
1+ Jm(@) 1+
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kde

1 S5M + 91n
gm = Max {91,7” G100 + 55 - W} ’
1 S5M+ G,
Gm = min Glna G1n6+ _S+#
s s 2 menfl
a
5M + Gl,n 7M

Gm — Jm < (Gl,n - gl,n)é + S (Gl,n - gl,n)5 +

om—n—2 om—n—2 ’

Volme m = 2n, n > ng a pre takito volbu oznac¢me g,, = g2, a G, = G- Pre
fon, mame nerovnosti

gon GZ n
. < n < . )
14+ 2 f2 (x) 1+2x
M
Gz,n —Gon < (Gl,n - 91m>5 + on—2"

Kedze 2n > n, podla Lemy m4 této funkcia vlastnost (¢ : 5M,2M). Po-
stupnost fon, font1, - .. md vlastnost (o), teda opiatf mézeme pouzit Lemu [2.18|
Specialne dostavame

93.n G3n
T < fy(z) < —22,
1+ fan() 1+
kde
1 SM + go.
g3,n = max {92,117 G2.n0 + §S - 271—_192} )
1 S5M + G4,
G3’n = min {GQJL, GQ’n(S -+ 55 -+ %} .

Ak analogicky postupujeme dalej, pre fubovolné k > 2 takto definujeme gy, a
G.n, pre ktoré plati

Jk.n Gk n
’ < n < . 7
1+2x fk (:L‘) 1+ 2
M
Gk,n — Jkn < (G(k—l),n - g(k—l),n)(s + on—2"

Pre k£ = n teda dostavame

M

Gn,n — Onn < (G(nfl):n - g(nil)’n)é T on—2
TM M
- <(G<n2>,n ~ Jn-2n)0 + 2ﬂ2> "

1
< (G(n—Z),n — g(n_z),n)(52 + F(?M& + 7M)

< (G(n—3),n — g(n_g)’n)(53 + (7M(52 +7TM6 + 7]\/[) < .-

1

n—2

2n—2
TME™ 2 +TMS" 3 + ...+ TM§ + TM)

< (Gl,n - gl,n)én_l +

2
< (G=g)" + (o +2M)S" 1+ TME™ 2+ ... +TMS +TM).

2n—2
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Dosadime G = 2M a ozna¢me D = max{pu + 2M, 7TM}. Dostdvame

D Dé" <~ 1
om — Onn < 2MO" + —— (8" L4 6" 24 . .+ 6+1) =2M" —.
Gron — Gom < + o (07 + . 404+1) +2n_2;51

Upravme teraz sumu z tejto nerovnosti. Suma je zjavne rovnéa

1 1_5n+1
i(l) 1_ 5n+1 _1 1_ (Sn—l 1_ 1_6n+1 1_ 1_6n
£\ %_1 155 5n(1—9) (1 —0)

Dosadme § = (2 — In2)/2.

(2—1n2)"
== 2 2 —(2-lm2" 2 > 2
(2-In2)"2—-2+mn2 In2 (2—In2)" In2(2-In2)»  In2’

2n 2

ked'ze (2 —In2) > 1. Z povodnej nerovnosti teda dostdvame

Dgn 2n+1 Dé" D
o — G < 2M 5" — 2M6" = o (2M .
G = gnin < T g Y ( +81n2>

Oznacme

D
K= 2¢, 20 .
max{ “ +81n2}

Gn,n — Gnn < 'K = 6anenlné — Be—kny

Potom

kde B je kladna konstanta, ktord zavisi iba od u a M | pretoze D a K zavisia
iba od tychto parametrov a

In
=—lné=—-In{1——].
A nd n( 2)

7 tohto odhadu plynie, ze existuje b € R také, ze

lim G, = lim ¢,, = b.
n—00 ’ n—oo

Navyse z nerovnosti

Gn.n Gnn

dostavame ;
2(2) — ——| < Be ™™ 2.6
furle) = | < Be (26)

pre vsetky z z [0,1] a teda f,2(z) konverguje rovnomerne k funkcii b/(1 + z)
na [0,1]. Funkcia f,2 je integrovatelnd pre vsetky n, teda podla Vety mozeme
vymenit limitu a integrél a dostdvame

dzr =bln2.

1 1 b
lim [ fp(z)de = /
0 1

n—oo Jq +x
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Podla Lemy plati
1 1
/ fr2(x)dx = / fo(x)dz,
0 0

1 !
b:azm/o fo(z)dz.

Ak si zvolime N € N, N > n2, potom plati, ze existuje n > ng, pre ktoré
n? < N < (n+ 1)%. Z nerovnosti [2.6] plynie

teda

a — 2Be\" < fualz) < a + 2Be= "
1+ ’ 1+z
a z Lemy [2.14] potom
a — 2Be= " < f ( ) - a+ 2Be "
—_— x —_—
1+z N 1+z

teda

fulz) — % < 2Be ™ = 2Bete M) < 4oV
x

kde A = 2Be* je kladnd redlna konstanta zavisld od M a p. Téato nerovnost
plati pre N dostatoéne velké, teda ak zvolime dostatocne velké A, bude platit
pre lubovolné N > 0.

u

Teraz sa vratime k povodnej postupnosti funkcii mg,my, ... a dokdzeme odhad,
ktory plynie z Kuzminovej vety.

Veta 2.20. Pre postupnost funkcii mg,m1, ... , ktord je definovand vyssie, plati
In(1 + z) A
n(z) = ——2| < AV,
‘m (x) 3 e

kde A je kladna konstanta a

A=—1In (1 - 1%2) = 0,4255.

Dékaz. Indukciou dokazeme, ze funkcia my,(x) ma deriviciu na intervale [0,1] pre
kazdé n € Ny.
Kedze ap(a) = a, plati
mo(z) =M{a € (0,])]ja <z} ==z

pre vietky x € [0,1]. Vidime teda, ze funkcia mgo(z) ma derivaciu na [0,1] a plati
mg(z) = 1 na celom intervale [0,1]. T4to derivécia je spojitd a obmezdend. Podla

Lemy [2.2 plat{
- 1 1
) )
k=1
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Prepodkladajme, ze m,,(z) ma spojiti a obmedzenui dervidciu na intervale [0,1],
teda existuje B € R, pre ktoré |m/ (z)| < B pre vsetky x € [0,1]. Potom scitance

maju derivaciu na [0,1] a plati

—m (kix) ((kjrlx)Q) = (lﬁl—m) (k+1x)2 <B%‘

2o () 7
—~ "\k+z) (k+z)

teda rovnomerne konverguje podla Vety , pretoze > 1/k* konverguje. Podla
k=1

Suma

Vety mé potom m,; derivaciu. Této je opiaf spojitd a obmedzend pomocou

> 1 Br?
BY 5=
k=1

Indukciou teda dostavame, ze m, méa derivaciu pre kazdé n = 0,1,... a pre
postupnost m{,m/, ... plati
=1 1
m/ — m/ ,
il ]; (k+x)2 " (k+x)

teda m4 vlastnost (o). Navyse my(x) = 1, a teda m4 vlastnost (e : 2,2). Pre tito
postupnost teda mozeme pouzit Vetu a dostdvame

1

| <« Ae VR 2.7
(14 x)In2 = e ’ 27)

i (a) -

kde A je kladna redlna konstanta nezavislé od n a

Plati, ze m,(z) = [ m] (y)dy a
0

T

dy 1 . In(z+1)
_ YW ma ==
/(1+y)1n2 2 1+l In 2
0

Podla Vety [2.9] teda integrdciou nerovnosti (2.7)), ktorti sme dostali z Vety

dostévame

X , X dy X
/0 ( ) 0 (1+y)1n2 0
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Dohromady
In(1 + x)

< Ae™VP g < AemWV,
In 2

mp () —

¢im sme dokazali nielen Gaussov vysledok, ale aj dobry odhad rychlosti konver-

gencie.

Veta 2.21. Nech k je prirodzené c¢islo, potom

n 1 1
lim ME = (14—,
Jim Dt (k) In2 n( +k;(k:+2))

Dékaz. Mbdzeme si vSimnut, Ze a,(«) = k prave vtedy, ak

{an_lma)J -

~ . . 2, ) .
¢o je ekvivalentné s nerovnostami

k< <k+1,
an_1(a)
& 1 1
_ < Z.
g Sl =g

Z toho vyplyva, ze plati

Sl

i () - () s ()

k+1

Ak teda integrujeme nerovnost (2.7) pre n — 1, vdaka monoténnosti integralu

dostavame

1
my,—1 E — Mpy—
k+1

n In(1+1)  In(l1+4 5)
— B _ k +1
(k:) mo In2

el

¢
ey -4

In(1+ -
— e (") - (14 i) < /Ae—Wmdx:Ae—W”Tl L
k In2 k

Bl

_1_
k+1

1
= Ae VT
c k(k+ 1)

7 toho dostavame limitu, ktorid sme chceli

n 1 1
lim IME - 1y — ).
e (k> In2 n( +/<:(/<;+2))
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Kapitola 3

Vlastnosti zovSeobecnenych
refazovych zlomkov

Nech postupnost ¢iastoénych citatelov b = (by,bs,...) je postupnost nenu-
lovych redlnych ¢isel a « je redlne ¢islo. Potom zovseobecneny refazpovy zlomok
a s ¢lastocnymi Gitatelmi by by, ... vypocéitame nasledovne: Definujeme oy = .

e Zacneme s 1 = 0.
e Priradime a; = |ay].
o Ak a; — |a;| =0, vypocet konci, inak priradime

i+1 o — LO[ZJ

a opakujeme posledné dva kroky pre ¢ + 1.

MoézZeme si vsimnit, Ze akondhle by platilo b; = 0 pre nejaké i € N, potom by
platilo a; = 0, postup by sa zastavil a a; = 0, teda zlomok by nemal zmysel.

Preto predpoklad, ze st vSetky cleny postupnosti b nenulové, bol odovodneny.
Pozorovanie. Ak je vyraz a; — | ;] # 0, potom je mensi ako 1, teda plati
1
— > 1
a; — o]

7 toho dostavame, ze
Qiy1 = |Qiy1] = e > [biy1],
a; — lai] | —
¢ize ak budu b; velké ¢isla, a; budu tiez velké.

Tvrdenie 3.1. Ak su vsetky cleny postupnosti b z predoslej pozndmky raciondlne,
potom sa algoritmus sa zastavi po konecnom pocte krokov prave vtedy, ak o je
raciondlne c¢islo. V takomto pripade je navyse hodnota takto vytvoreného zlomku

b
Qo +

rovnd o.
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Dékaz. Indukciou podla k ukdzeme, ze
b

LD

a —

T
677

o = ag +

pre vSetky k také, ze a4 je definované. Pre k = 1 dostavame

bl bl
ao+—:a0+ b :a0+a0—a0:a.
aq

ap—|ao]
V indukénom kroku si staéi uvedomit, ze

by, by
CWC = =
Qg1 — [Oékfd Op—1 — Ak—1

a preto

k
ak—1 + P = Q-1+ Q-1 — Qg1 = Qg_1.
k

7 toho dostavame, ze

by by
ap + b =ap + b =,
2 2
ar + a +————
by by
- k—1 k—1

ap—1+ —
677
pricom posledna rovnost plati z indukéného predpokladu.
Ked'ze sa algoritmus zastavil a ziadne b; nie je rovné 0, nutne plati o, = |, ],
teda o, = a, a
b
b
a —_—
Y b
Qn
Naopak predpokladajme, ze « je racionalne ¢islo. Ukazeme, ze postup sa zastavi.
Nech a; = p/q je raciondlne ¢islo, p € Z, g € N nesudelitelné ¢isla. Potom

o = ag +

i+1 o — LOQJ
je zjavne opat raciondlne ¢fslo, pretoze
mod
oy — LOZZJ = u
q
Potom teda
q-b;
oy = ———.
p mod ¢

Kedze (p mod q) < ¢, menovatel sa zmensil. Kedze oy = « je raciondlne &islo,
teda je rovné py/qo pre nejaké pg € Z, qo € N nestdelitelné ¢isla a po kazdom
kroku sa menovatel zmensi, najneskor po gy krokoch bude a; celé ¢fslo (menovatel
bude rovny 1) a algoritmus sa zastavi.

d
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Definicia 3.1 (Konvergenty zovseobecneného retazového zlomku). Podobne ako
pre klasické retazové zlomky, moZeme pre nekonecné zovseobecnené retazové zlomky
definovat postupnostiP = Py,Py,...a Q = Q¢,Q1,...ako Py =1,Q_, = 0,P) =
ag, Qo = 1 a d'alej rekurentnymi vztahmi

Pn = anPn—l + ann—2 a Qn = a'nQn—l + ann—2~

Cislo x,, = P, /Q, nazveme n-ty kovergent. Hovorime, Ze retazovy zlomok kon-
verguje, ak konverguje jeho postupnost konvergentov.

Poznamka. Pre konvergenty navyse plati, ze

by

X, = ag +
n 0 b2

ai + —' b

Qn

V pripade zovseobecnenych retazovych zlomkov nemusi kazdy zlomok konvergo-
vat.

Definicia 3.2 (Nakoniec periodicky zovseobecneny zlomok). Nekonecny zovseo-
becneny zlomok s ciastoénymi podielmi ag,aq, . .. a Giastocnymi citatelmi by, by, . . .
nazveme nakoniec periodicky, ak existuji cisla ng,k € N, také, Ze a, = an.i a
bus1 = bpiria pre vietky n > ng. Cislo k nazjvame dizka periody a ng dizka
predperiody.

Tvrdenie 3.2. Ak je postupnot iastocnijch citatelov b postupnostou celyjch éisel
a pri vijpocte zovseobecneného retazového zlomku redlneho c¢isla o dostaneme
nakoniec periodicky zovseobecneny refazovy zlomok, potom « je kvadratické ira-
ciondlne ¢islo.

Dokaz. Nech k je dizka periody a ng dizka predperiédy. Ak si oznacime

bn0+1
Qp, + = p,
no b s B
ano+1 + b 1
. no+k—
+
bno+k
Ano+k—1 1 b
+
Qpy + o
Potom plati
bn +1
ﬁ = Qpyq + - b ) )
no+
aTLoJrl + Z 1
. no+k—
.. _"_
a + bn0+k
no+k—1
B

¢o vedie na kvadratickd rovnicu pre § s raciondlnymi koeficientami. 3 je teda
kvadratické iraciondlne ¢islo (5 nie je raciondlne ¢islo, pretoze by zlomok nebol
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nekoneény). Pre povodné a plati

a = ag+ ,

ay + ———
T b
_l_

Ony,

pricom a,,, = . o je teda zjavne tiez kvadratické iraciondlne ¢islo.
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Kapitola 4
Navrh priudovej Sifry

Kane [I] navrhol schému, ako vytvorit pridovi Sifru pomocou retazovych
zlomkov. Schéma predpokladd vimenu klicov standardnym sposobom, ktord pred-
chadza vlastnej prudovej Sifre. V konkrétnom priklade pouzitia tejto schémy je
pouzité RSA. Schéma je koncipovand velmi v§eobecne a pracuje s celociselnymi
funkciami g a h,, ktoré nie st nijak Specifikované, az na uvedeny najjednoduchsi
priklad pouzitia sechémy, v ktorom sa predpokladd, ze g = In a h,(t) = =z
pre vSetky t a z.

Schéma predpokladé, Ze prebieha viacero kol a pre kazdé je inak voleny kli¢
2z; a inicializaény parameter t;.

Okrem funkcii g, h,,, kli¢a z; a parametra t; sa v popise vyskytuje este
¢islo a, ktoré sa v priklade pouzitia schémy voli rovnaké ako verejny exponent
e jednej z komunikujicich stran z instancie RSA pouzitej pri vymene klicov
pred Sifrovanim.

Sifra predpokladd, ze sa pracuje so zovseobecnenym refazovym zlomkom,
ktory sa pocita z vopred zadanych Giastoénych citatelov by,by, . ... Podla autora
¢lanku by sa mohli posielat zasifrovane pred zac¢iatkom komunikécie, ale nenasiel
sa utok ani na verziu tejto schémy, pri ktorej by boli by,bs, ... verejne pristupné.
Jedinou informéciou o ich volbe, ktora sa d4 v éldnku ndjst, je doporucenie autora,
aby §lo o velké iraciondlne ¢isla, ktorych celd ¢ast je vacsia ako 105000 = 216610,

Nie je ani tplne zrejmé, kolko ¢iastoénych menovatelov potrebujeme v jed-
nom kole. Celkovo sa to d4 z ¢ldanku pochopit troma sposobmi. Prva moznost je,
7e sa v kazdom kole pri vypocte retazového zlomku opakovane pouZiva iba je-
den ciastoény citatel. Tato predstava najlepsie odpovedd znaéeniu a algoritmu
na konci ¢ldnku. Druhy sposob, ako sa d4 text pochopif je, Ze pri pocitani
kazdého nasledujiceho ciastocného podielu a; sa pouZzije nasledujuci ¢len postup-
nosti by, . ... V nasledujiicom kole sa pouzije postupnost b; znova. Tretia mozZnost
je, ze vypocet bude prebiehat ako pri druhej moznosti, ale v d’alsom kole sa
uZ znova nepouziju tie isté ¢itatele. Tato moznost mi vsak pride nepravdepo-
dobna, pretoze celkova dizka postupnosti b; ako bindrneho retazca by bola vicsia
ako dizka refazca vyprodukovaného algoritmom, ktory sa pouzije na zaSifrovanie
spravy. Posledné dve verzie lepsie odpovedaji uivaham o bezpecnosti tejto schémy.

Sposob volby ¢iastoénych menovatelov teda ostdva aj po opakovanom a dosled-
nom cCitani ¢lanku nejasnym. Na niektorych miestach sa hovori, ze si volené
nédhodne, ale nie je iplne jasné, k comu sa tato ndhodnost vztahuje. Ak si vsak
hodnoty b; uréené, potom nasleduje vypoéet zovieobecneného refazového zlomku
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¢isla X; = {/g(h,,(t;)). Z neho sa pouziju ¢iastotné podiely api1, ..., am, kde ¢
am st vopred uréené. Cisla a1, . . ., am sa nasledne zostavia za sebou ako bindrne
refazce a vysledny refazec je vysledkom préce i-teho kola.

Celd schéma podla [1] teda vyzerd takto:

o V i-tom kroku:

— Obe strany vypocitaju X; = {/g(h,,(t;)).

— Obe strany vypocitaji zovseobecneny retazovy zlomok iraciondlneho
cisla X;.

— Obe strany vybert prvych m ¢iastoénych podielov retazového zlomku
nasledujucich po ¢-tom.

— Tieto ¢iastoéné podiely sa zretazia a prevedi do bindrneho zépisu, ten
bude ¢astou pridu kltica (keystream).

— Ak je vyprodukovany keystream kratsi ako sprava, ktort treba zasifrovat
prechadzaju obe strany do kroku ¢ + 1 a postup opakuju.

e Po ziskani pridu klica k dostatocnej deky, Alice zagifruje spravu p tak,
ze vypocita ¢ = p @ k. Sifrovy text ¢ potom posle Bobovi.

e Bob desifruje spravu p ako p =c® k.

Konkrétny priklad pouzitia tohto algoritmu uvedeny v ¢lanku odpoveda tejto
schéme, kde X; = /In(z;).

Co sa tyka hodnét X;, autor uvédza, Ze je potrebné sa vyhnit raciondlnym
a kvadratickym iraciondlnym é¢islam a to treba zohladnif aj pri vybere funkcii
g a h,, a volbe parametrov ¢; a a. Toto doporucenie je zalozené na vysledkoch
z prvej a tretej kapitoly.
V priklade pouzitd volba X; = /In(z;) dokonca vedie na ¢isla transcendentné,
ako plynie z nasledujticej vety.

Veta 4.1. Ak je n > 3 prirodzené cislo a x je redlne algebraické ¢islo vicsie ako
1, potom

n

Inz

je transcendentné ¢islo.

Dékaz. Veta je dosledkom Dosledku 3.16 z [7]
d

Nie je vSak zrejmé, ¢i pri volbe iraciondlnych ¢iastocnych citatelov je vobec
volbu X; nutné obmedzovat. Aj to stoji za d’alsie podrobné skiimanie, ktoré by
presahovalo rozsah tejto prace.

Autor sifry odkazuje na vysledok o frekvencii jednotlivych éiastoénych po-
dielov v klasickych retazovych zlomkoch, ktory je uvedeny a dokdzany v druhej
kapitole. Navyse uvddza hypotézu, Ze pre zovseobecnené retazové zlomky bude
rozdelenie frekvencii rovnomerné. Hypotéza nie je celkom presne formulovana,
piSe sa v nej, Ze postupnost by,bs, ... je tvorend nahodne volenymi velkymi ira-
cionalnymi ¢islami.

Tato hypotéza urcite stoji za podrobnejsie skimanie. Pochybnosti o jej plat-
nosti viedli k zdujmu o dokaz popisu rozlozenia frekvencii ¢iastocnych podielov
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v klasickych iraciondlnych zlomkoch a nésledne o Kuzminovu vetu[2.19) Overenie
tejto hypotézy by mohlo nadvizovat na tito pracu, je totiz dost mozné, Ze sa
pri tom opat vyuzije Kuzminova veta. Bohuzial nedostatok ¢asu a neprehladna
prezentacia dokazu Kuzminovej vety zapri¢inili, ze tato uloha ostala za horizon-
tom tejto prace. Presné znenie hypotézy z clanku [I] prelozené do slovenciny
vyzera nasledovne.

Hypotéza 4.1. Ak je ciastocny citatel velké iraciondlne éislo zvolené ndhodne a
¢iastocné podiely st pocitané z ndhodne vybraného realneho ¢isla x, ktoré nie je
racionalne, ani kvadratické iracionalne ¢islo, potom:

1. Existuje velky interval [S,P], ktory obsahuje vacsinu ¢iastocnych podielov
a nie je mozné vyskisat vsetky ¢isla z tohto intervalu v polynomidlnom
case.

2. Pravdepodobnost, Ze v polynomidlnom ¢ase nastane kolizia v rozvoji zovse-
obecneného retazového zlomku je blizka nule, ¢o prispieva k dobrej dis-
tribucii ¢iastoénych podielov v intervale [S,P].

3. Pravdepodobnost, Ze sa prvok intervalu [S,P] vyskytne ako Ciastoény po-
diel, je pre vsetky prvky intervalu [S,P] takmer rovnaka (blizi sa k nule).
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Zaver

Cielom tejto prace bolo na zaciatku analyzovat pridovi &ifru predstaveni
v clanku [I]. Autor v ¢lanku formuluje Hypotézu o rozdeleni pravdepodob-
nosti, s ktorou sa jednotlivé ¢isla vyskytuju ako ciastoéné podiely zovseobecnenych
retazovych zlomkov, na ktorej stoji a padd bezpecénost predstavenej sifry. Prirod-
zenym cielom teda bolo pokisit sa zistif nieco o platnosti tejto hypotézy. Po-
znatky z tejto oblasti vSak nie si na takej tirovni, aby sa dala tato hypotéza potvr-
dit alebo vyvrétit. Predpokladdm vsak, Ze akékolvek poznatky, ktoré budu viest
k overeniu alebo vyvrateniu hypotézy budi vychddzat s obdobnych vysledkov
pre klasické retazové zlomky, ktoré uz k dispozicii st.

Dalsim predmetom méjho zdujmu sa teda stalo tvrdenie o rozdeleni pravdepo-
dobnosti, s ktorou sa jednotlivé cisla vyskytuji ako ¢iastocné podiely klasickych
retazovych zlomkov, v literatire tiez nazyvané ako Gauss-Kuzminovo rozdelenie.
Ako zdroj bol pouzity klasicky text o retazovych zlomkoch [2]. Nezd4 sa, ze by
sa tento text dal nahradit nejakym novsim spracovanim. Existuje aj cesky pre-
klad [8], ktory je ale zjavne prelozeny z takmer totoznej verzie ako text pouzity
v tejto préci.

Tento text sa vsak ukazal byt dost neprehladny a na niektorych miestach,
najma v dokaze Kuzminovej vety, dokonca nepresny. Konkrétne napriklad na-
rozdiel od Lemy [2.18] v origindlnom texte boli ¢isla g, a G,, definované priamo
ako

1 I

n =10+ =5 — ,
g +2 gn—1
1 pw+T
G,=T+ =5+ —,
—|—2 -|—2n_1

pricom bola uvedend iba pozndmka, Ze n sa voli dostatocne velké, aby platila
nerovnost

w+T
Gn—gn < (T—1t)0+ TR
To sa urcite da, ale neumoziuje to taky jednoduchy prechod ku gx,, a G, pre k =
2.3, ..., aky je v origindlnom texte uvedeny. V kazdom pripade v dokaze, ktory bol

prezentovany v druhej kapitole, st tieto nedostatky napravené. Okrem drobnych
nepresnosti je tiez prerobend celkové struktira dokazu pre lepsiu prehladnost.
Povodny ciel sa teda bohuZial nepodarilo dosiahnut - ostal do budtcnosti ako
vyzva. Prinos tejto prace vidim v spracovani zakladnych pojmov o refazovych
zlomkoch a prepracovani dokazu Kuzminovej vety tak, aby bol pristupny dnesnému
citatelovi. Vdaka tomu by mohla byt tato bakaldrska praca dobrym zaciatkom
pre $tidium obdoby Gauss-Kuzminovho rozdelenia pre zovSeobecnené ratzové
zlomky, ¢o by viedlo k overeniu alebo vyvréteniu Hypotézy [f.1]uvedenej v éldnku [1].

39



Zoznam pouzitej literatury

1]

[5]

A. M. Kane. On the use of continued fractions for stream ciphers. 2013.
http://eprint.iacr.org/2013/319.pdf.

AY. Khinchin. Continued fractions. Courier Dover Publications, 1997.

S.  Holub. Text k  predndske Teorie ¢&fsel a  RSA.
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ holub/soubory/Retez.pdf.

D. Hensley. Continued fractions. World Scientific Publishing Co., 2006. ISBN
981-256-477-2.

W. Rudin. Principles of mathematical analysis. Third edition. McGraw-Hill,
Inc., 1976. ISBN 0-07-054235-X.

Text na wikipédii 0 vetach 0 strednej hodnote.
http://en.wikipedia.org/wiki/Mean_value_theorem.

E.B. Burger and R. Tubbs. Making transcendence transparent: An intuitive
approach to classical number theory. Springer-Verlag, 2004. ISBN 978-1-4419-
1948-9.

A.J. Chinéin. Retézové zlomky. Pifrodovédecké vydavatelstvi, 1952. Prelozil
Karel Rychlik.

40



	Úvod
	Klasické reťazové zlomky a niektoré ich vlastnosti
	Gaussov problém a Kuzminova veta
	Vlastnosti zovšeobecnených reťazových zlomkov
	Návrh prúdovej šifry
	Záver
	Zoznam použitej literatúry

