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dové šifry z článku [1]. Jelikož fakta o rozděleńı pravděpodobnosti výskytu jednot-
livých č́ısel jako částečných pod́ıl̊u v zobecněných řetězových zlomćıch potřebné
k prokázáńı bezpečnosti navrhované šifry nebyla dosud dokázána, v práci jsou
shrnuty dosavadńı poznatky, které by mohly vést k jejich prokázáńı. Jde zejména
o základńı vlastnosti klasických a zobecněných řetězových zlomk̊u a d̊ukaz Kuzmi-
novy věty, jej́ımž d̊usledkem je rozděleńı pravděpodobnosti výskytu jednotlivých
přirozených č́ısel jako částečných pod́ıl̊u klasických řetězových zlomk̊u. V práci
je také návrh šifry z článku [1] stručně představen.
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Abstrakt: Práca sa zaoberá teóriou ret’azových zlomkov, na ktorej je založený
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Úvod

Pôvodnou myšlienkou práce bolo analyzovat’ šifru poṕısanú v článku [1]. Pri bliž-
šom zoznámeńı sa s článkom sa však ukázalo, že popis šifry je málo jasný a navyše
predpokladá isté matematické fakty, ktoré nie sú dokázané, ale uvedené iba
ako hypotéza. Ide presneǰsie o Hypotézu 4.1, ktorá sa týka frekvencíı výskytu jed-
notlivých č́ısel ako čiastočných podielov v zovšeobecnených ret’azových zlomkoch.

Ked’že akýkol’vek dôkaz tejto hypotézy pravdepodobne bude vychádzat’ zo zná-
mej teórie pre klasické ret’azové zlomky a túto teóriu bude d’alej rozv́ıjat’, bolo
prirodzené sa s touto teóriou podrobneǰsie zoznámit’. Ukázalo sa, že to samo
o sebe je úloha, ktorá vyžaduje značné úsilie, pretože klasický text Chinčina [2],
ktorý pochádza z polovice štyridsiatych rokov, nie je na niektorých miestach for-
mulovaný úplne presne a na viacerých miestach je dost’ neprehl’adný.

Výsledkom je teda štruktúra práce taká, že v prvej kapitole sa pripomı́najú
základné pojmy súvisiace s klasickými ret’azovými zlomkami vrátane dôkazu tvr-
denia o tom, kedy je zlomok periodický (to je v určitom vzt’ahu k doporučenej
vol’be parametrov šifry).

V druhej kapitole sa dokazuje Kuzminova veta, na ktorej základe možno frek-
venciu výskytu čiastočných podielov relat́ıvne jednoducho odvodit’. V tretej kapi-
tole sa uvádzajú niektoré základné vlastnosti zovšeobecnených ret’azových zlom-
kov. Samotná šifra je potom v štvrtej kapitole iba stručne poṕısaná. V tejto
kapitole je tiež naznačnené, č́ım je nutné sa d’alej zaoberat’, ak má byt’ šifra do-
tiahnutá do rigorózneho podania.

Ťažisko práce je teda v jej finálnej podobe v druhej kapitole.
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Kapitola 1

Klasické ret’azové zlomky a
niektoré ich vlastnosti

Defińıcia 1.1 (ret’azový zlomok). Nech (a)∞n=0 = a0, a1, . . ., (b)∞n=1 = b1,b2, . . . sú
postupnosti reálnych (pŕıpadne komplexných) č́ısel. Ak sú obe postupnosti konečné
alebo má postupnost’ (a) o jeden člen viac ako postunost’ (b), potom zápis týchto
postupnost́ı v tvare

a0 +
b1

a1 +
b2

a2 +
b3

a3 +
b4
. . .

sa nazýva (zovšeobecnený) ret’azový zlomok. V pŕıpade, že sú postupnosti konečné,
hovoŕıme o konečnom ret’azovom zlomku, inak je to nekonečný ret’azový zlomok.
Čı́sla a0, a1, . . . nazývame čiastočné podiely a č́ısla b1, b2, . . . čiastočné čitatele.

V pŕıpade, že b1 = b2 = b3 = . . . = 1, a0 ∈ Z a a1,a2 . . . ∈ N zápis nazývame
klasický ret’azový zlomok.

Poznámka. Ak je ret’azový zlomok konečný, vieme mu priradit’ hodnotu

x = a0 +
b1

a1 +
b2

a2 +
b3

a3 +
b4

. . . +
bn

an

.

Zápisom [a0; a1,a2, . . . , an] rozumieme hodnotu ret’azového zlomku s čiastočnými
podielmi a0, a1, . . . , an a čiastočnými čitatel’mi rovnými 1. V pŕıpade, že je a0 = 0,
použ́ıva sa pre túto hodnotu značenie [a1,a2, . . . , an].

Poznámka (Výpočet klasického ret’azového zlomku). Vezmime x ∈ R
• Do a0 prirad́ıme dolnú celú čast’ x, do x prirad́ıme x− a0.
• Ak je x = 0, potom už máme všetky koeficienty. Ak nie, do x prirad́ıme

1

x
a opakujeme postup v predošlom bode pre a1. Opakujeme, kým nie je

x = 0.

2



Postup sa zastav́ı práve vtedy, ak x bolo racionálne č́ıslo. Inak dostaneme ne-
konečný ret’azový zlomok. Čiastočné podiely v nekonečnom ret’azovom zlomku sú
určené jednoznačne. Pri konečnom nastáva nejednoznačnost’ pri poslednom člene,
pretože

1

k
=

1

(k − 1) +
1

1

pre každé k ∈ N.

Defińıcia 1.2 (kvadratické iracionálne č́ıslo). Prirodzené č́ıslo sa nazýva bez-
štvorcové, ak je rôzne od 1 a nie je delitel’né druhou mocninou prvoč́ısla. Ira-
cionálne č́ıslo nazveme kvadratické iracionálne č́ıslo (iracionálne stupňa 2), ak je
koreňom polynómu stupňa 2 s racionálnymi koeficientami. (Teda ak ho môžeme
zaṕısat’ v tvare a+ b

√
d, kde a,b,d ∈ Q, b 6= 0, d > 0 a d je bezštvorcové.)

Tvrdenie 1.1. Nech α je iracionálne č́ıslo, [a0; a1,a2, . . .] ret’azový zlomok α.
Rekurentne definujeme postupnosti p a q ako pr+1 = prar+1 + pr−1 a qr+1 =
qrar+1 + qr−1, kde p−1 = 1, p0 = a0, q−1 = 0, q0 = 1. Označ́ıme αr také č́ıslo, že

α = [a0; a1,a2, . . . , ar + αr] = a0 +
1

a1 +
1

. . . +
1

ar + αr

.

Potom plat́ı:

1. Čı́sla pr a qr sú nesúdelitel’né,

2.
pr

qr
= [a0; a1,a2, . . . , ar],

3. α =
pr + αrpr−1

qr + αrqr−1
,

4. prqr+1 − pr+1qr = (−1)r+1,

5. qr ≥ 2
r−1
2 ,

6. Postupnost’

(
pr

qr

)∞
r=0

konverguje k α.

Dôkaz. Body 1.-4. a 6. sú známe výsledky z prednášky Teorie č́ısel a RSA [3],
bod 5. plynie z nerovnosti

qr = arqr−1 + qr−2 ≥ qr−1 + qr−2 ≥ 2qr−2.

k
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Poznámka. Analogicky môžeme postupnosti p a q definovat’ aj pre α racionálne.
Vtedy má ret’azový zlomok α n členov pre nejaké n ∈ N, teda tieto postupnosti
definujeme iba pre r = 0,1, . . . , n. Budú platit’ vzt’ahy 1. - 5. rovnako ako pre ne-
konečné zlomky a 6. v zmysle, že rozdiel medzi pi/qi a α sa zmenšuje, ked’ i rastie
od 0 do n.

Defińıcia 1.3. Čı́slo
pr

qr
z predošlého Tvrdenia nazývame r-tý konvergent α.

Veta 1.2. Majme nakoniec periodický klasický ret’azový zlomok

u0 + [u,v] = u0 + [u,v, v, . . .] = [u0;u1, u2, . . . , us, v1, . . . , vt,v1, . . . , vt, . . .] .

Potom pŕıslušné reálne č́ıslo α = u0 + [u,v] je kvadratické iracionálne č́ıslo. Nao-
pak plat́ı, že klasický ret’azový zlomok kvadratického racionálneho č́ısla je nakoniec
periodický.

Dôkaz. (Podl’a [4]) Ak α = u0 + [u,v], potom α určite nie je racionálne č́ıslo, lebo
zlomok by bol konečný. Teda vieme naṕısat’ α = u0 + [u + β], kde β = [v + β].

Podl’a Tvrdenia 1.1 plat́ı β =
pt + βpt−1

qt + βqt−1
, kde

pt

qt
je t-ty konvergent β. Po úprave

qt−1β
2 + (qt − pt−1)β − pt = 0,

z čoho plynie, že β je kvadratické iracionálne č́ıslo, teda α ńım bude tiež.
Pre dôkaz opačným smerom, predpokladajme, že α je kvadratické iracionálne

č́ıslo v tvare a + b
√
d, kde a, b ∈ Q, b 6= 0 a d ∈ N bezštvorcové. Bez ujmy

na všeobecnosti môžeme predpokladat’, že 0 < α < 1, teda a0 = 0. α môžeme
preṕısat’ do tvaru (θ±

√
φ)/ψ, kde θ,φ,ψ ∈ Z a φ,ψ 6= 0. Z tohto tvaru to môžeme

preṕısat’ do tvaru α = (s±
√
t)/r, kde s,t,r ∈ Z, t,r > 0 a r | (t− s2) rozš́ıreńım

pôvodného zlomku menovatel’om ψ, teda s = ψθ, t = ψ2φ a r = ψ2.
Najprv uvážime pŕıpad kedy x = (s +

√
t)/r, kde r > 0, r | (t − s2), t > s2

a 0 < x < 1. Urob́ıme jeden krok algoritmu na výpočet ret’azového zlomku.
Dostaneme x∗ = 1/x− b1/xc = 1/x− k pre nejaké k ∈ N. Toto k je pŕıslušným
čiastočným podielom x. Ak označ́ıme r∗ = (t− s2)/r > 0 a s∗ = −s−kr∗, potom

x∗ =
r√
t+ s

− k =
r(
√
t− s)

t− s2
− k =

√
t− s
r∗

− k =

√
t+ (−s− kr∗)

r∗
=

√
t+ s∗

r∗
.

Vieme, že 0 < x∗ < 1 z toho, ako sme źıskali x∗. Ked’že r∗ > 0, plat́ı
√
t+s∗ > 0

a teda −s∗ <
√
t. Z predpokladu plat́ı |s| <

√
t a navyše k,r∗ > 0, teda

s∗ = −s− kr∗ < −s <
√
t,

čiže dokopy |s∗| <
√
t, respekt́ıve (s∗)2 < t. Navyše plat́ı

t− (s∗)2 = t− s2 − skr∗ − (kr∗)2 = r∗(r − sk − k2r∗),

teda r∗ | (t− (s∗)2).
Nový zlomok x∗ = (s∗+

√
t)/r∗ teda sṕlňa rovnaké predpoklady ako pôvodné

x. Po každom takomto kroku algoritmu teda dostaneme dvojicu (s,r), ktorá sṕlňa
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s2 < t a r | (t−s2). Ked’že t je prirodzené č́ıslo, vhodných celých č́ısel s vieme nájst’

iba konečne vel’a. Ak zvoĺıme s pevne, potom pre r muśı platit’ r | (t− s2), teda
pre každé s je iba konečne vel’a vhodných č́ısel r. Preto je aj rôznych dvoj́ıc (s,r)
konečne vel’a. Dvojica (s,r) jednoznačne určuje x, ktoré určuje k, teda čiastočný
podiel v ret’azovom zlomku a tiež všetky nasledujúce x∗ a (s∗,t∗). Ked’že dvoj́ıc
je iba konečne vel’a, po niekol’kých iteráciách dostaneme dvojicu, ktorú sme už
dostali predtým a postupnost’ dvoj́ıc, ktoré dostávame bude od istého člena pe-
riodická. Preto bude periodická aj postupnost’ x, ktoré dostávame a pŕıslušných
čiastočných podielov k. Zlomok teda bude nakoniec periodický.

Všimnime si, že pŕıpad x = (s−
√
t)/r, kde r > 0, r | (t− s2) a t > s2 nikdy

nenastáva, lebo x je z celom priebehu algoritmu v intervale (0,1).
Nakoniec uvažujme ostatné pŕıpady, kedy x = (s±

√
t)/r, kde r > 0, r | (t−s2),

t < s2 a 0 < x < 1. Môžeme si všimnút’, že určite plat́ı s > 0, inak by bolo x
menšie ako 0. Ďalej postupujeme analogicky ako v prvom pŕıpade, ale tentokrát
r∗ = (s2 − t)/r > 0 a s∗ = s − kr∗, kde k = b1/xc. Zjavne opät’ plat́ı podobný
vzt’ah x∗ = (s∗±

√
t)/r∗. Ked’že s∗ < s, po každej iterácii sa s v zlomku zmenš́ı až

kým po konečne vel’a iteráciách nenastane t > s2, č́ım sa dostávame opät’ k prvému
pŕıpadu. k
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Kapitola 2

Gaussov problém a Kuzminova
veta

Z kryptografického hl’adiska nás môže zauj́ımat’ pravdepodobnost’ výskytu jed-
notlivých prirodzených č́ısel v ret’azových zlomkoch reálnych č́ısel. Ked’že pre všet-
ky č́ısla, až na racionálne, ku ktorým sa vrátim neskôr, sú čiastočné podiely jedno-
značne určené a je ich nekonečne vel’a, môžeme sa na čiastočný podiel an d́ıvat’ ako
na funkciu an(α), kde α ∈ R. Nultý čiastočný podiel a0 je rovný bαc, teda prav-
depodobnost’, že a0 = k, kde k ∈ N je rovná pravedpodobnosti, že α ∈ [k, k + 1).
Nasledujúce čiastočné podiely od nultého nezávisia, teda d’alej predpokladajme,
že a0(α) = 0 a α 6= 0, čiže α ∈ (0,1).

Funkcia a1(α) = b1/αc môže nadobúdat’ všetky rôzne hodnoty k ∈ N. Z pred-
pisu funkcie plynie, že a1(α) = k práve vtedy, ak k ≤ 1/α < k + 1, čo odpovedá

1

k + 1
< α ≤

1

k
.

V pŕıpade, že nastáva rovnost’, plat́ı α = 1/k. Vtedy nastáva nejednoznačnost’

v zápise α v tvare ret’azového zlomku, pretože

α =
1

k
=

1

k − 1 +
1

1

.

Pre tieto α teda nebude funkcia a1 definovaná. Vid́ıme, že funkcia a1 je konštantná
na všetkých intervaloch (1/(k + 1),1/k). Tieto intervaly nazývame intervaly prvého
rádu. Môžeme si všimnút’, že interval (0,1) je až na množinu {1/k|k = 2,3, . . .}
spoč́ıtatel’ným zjednoteńım intervalov prvého rádu.

Zvoĺıme si pevne interval (1/(k + 1),1/k) a pozrieme sa, ako sa správa funkcia
a2(α) na tomto intervale. Ked’že sa nachádzame na intervale (1/(k + 1),1/k),

α =
1

k +
1

r

,

kde r ∈ R a r > 1. Potom a2(α) = brc, teda a2(α) = ` práve vtedy, ked’

` ≤ r < `+ 1, čiže
1

k +
1

`

≤ α <
1

k +
1

`+ 1

.
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Ak nastáva rovnost’, opät’ dochádza k nejednoznačnosti zápisu, takže funkciu
a2 nedefinujeme pre hodnoty, na ktorých nie je definovaná funkcia a1 a navyše
hodnoty {1/(k+ 1/`)|k,` = 1,2,3, . . .}. Funkcia a2 je teda opät’ konštantná na in-
tervaloch tvaru  1

k +
1

`

,
1

k +
1

`+ 1

 ,

ktoré nazývame intervaly druhého rádu. Môžeme si všimnút’, že zjednoteńım
týchto intervalov pre ` = 1,2, . . . dostávame interval (1/(k + 1),1/k), bez niek-
torých racionálnych č́ısel. Ak teraz zjednot́ıme všetky tieto zjednotené intervaly
(1/(k + 1),1/k), dostávame až na niektoré racionálne č́ısla interval (0,1).

Ak si to teda zhrnieme, množina č́ısel α, pre ktoré a1(α) = k, odpovedá práve
jednému konkrétnemu intervalu prvého rádu a množina č́ısel α, pre ktoré a2(α) =
`, odpovedá spoč́ıtatel’nému zjednoteniu intervalov druhého rádu (z každého in-
tervalu prvého rádu sa vyberie práve jeden). Každý interval prvého rádu je jed-
noznačne určený č́ıslom k ∈ N a každý interval druhého rádu dvojicou (k,`), kde
k,` ∈ N. Ak neberieme do úvahy krajné body, každý interval prvého rádu sa
pri vyšetrovańı priebehu a2 rozdeĺı na spoč́ıtatel’ne vel’a intervalov druhého rádu.
Intervalov druhého rádu bude teda opät’ spoč́ıtatel’ne vel’a a ich zjednoteńım do-
staneme interval (0,1).

Podobným postupom a vyšetrovańım funkcíı a1(α), a2(α), a3(α), . . . vieme po-
stupne konštruovat’ intervaly vyšš́ıch rádov.

Defińıcia 2.1 (Interval n-tého rádu). Nech n ∈ N, k1, k2, . . . , kn je n-tica priro-
dzených č́ısel. Potom interval

J = {α|α ∈ (0,1), ai(α) = ki pre všetky i = 1, . . . , n, α 6= [k1, . . . , kn]}

nazveme intervalom n-tého rádu. Množinu všetkých intervalov rádu n označujeme
Jn.

Tvrdenie 2.1. Nech J ∈ Jn určený n-ticou k1,k2, . . . , kn. Potom jeho krajné
body sú

pn
qn

a
pn + pn−1
qn + qn−1

,

kde pn/qn je spoločný n-tý konvergent č́ısel z J .

Dôkaz. Každé č́ıslo α ∈ J môžeme zaṕısat’ v tvare α = [k1,k2, . . . , kn+αn], pričom
αn ∈ (0,1), teda si môžeme hned’ všimnút’, že všetky č́ısla z J majú rovnaké všetky
konvergenty p1/q1, . . . , pn/qn, pretože tieto sú určené č́ıslami k1, . . . , kn. Naopak,
ak voĺıme rôzne αn ∈ (0,1), dostaneme jednoznačne určené α z intervalu J . Funk-
cia g definovaná ako g(γ) = [k1, . . . ,kn+γ] je teda bijekcia medzi intervalom (0,1)
a intevralom J . S využit́ım vzt’ahov z Tvrdenia 1.1 plat́ı, že

g(γ)− pn
qn

=
pn + γpn−1
qn + γqn−1

−
pn

qn
=
pnqn + γpn−1qn − pnqn − γpnqn−1

qn(qn + γqn−1)

=
(−1)n−1γ

qn(qn + γqn−1)
=

(−1)n−1

qn

(
qn

1

γ
+ qn−1

) .
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Z toho výplýva, že g je monotónnou funkciou na intervale (0,1). Z limı́t

lim
γ→0+

g(γ) = lim
γ→0+

pn + γpn−1

qn + γqn−1
=
pn

qn

lim
γ→1−

g(γ) = lim
γ→1−

pn + γpn−1

qn + γqn−1
=
pn + pn−1

qn + qn−1

teda plynie, že
pn

qn
a
pn + pn−1

qn + qn−1
sú krajné body intervalu J .

k

Poznámka. Intervaly n-tého rádu odpovedajú n-ticiam prirodzených č́ısel k1, . . . ,kn
a pre každý interval n-tého rádu vieme pomocou tejto n-tice definovat’ kovergenty
p1/q1, . . . , pn/qn. Zápisom

(n)∑
označujeme skrátený zápis pre sumu ∑

(k1,...,kn),ki∈N

,

teda sumu cez všetky n-tice prirodzených č́ısel. Ak sa v tejto sume vyskytujú
p1, . . . ,pn,q1, . . . ,qn, potom odpovedajú čitatel’om alebo menovatel’om konvergen-
tov určených n-ticami, cez ktoré suma prebieha.

Zjednoteńım všetkých intervalov rádu n bude interval (0,1) bez racionálnych
č́ısel, ktoré sú krajnými bodmi intervalov n-tého rádu.

Defińıcia 2.2. Ak je A ⊆ (0,1), zápisom MA označujeme Lebesgueovu mieru
množiny A.

Ked’že krajné body intervalu J sú
pn

qn
a
pn + pn−1

qn + qn−1
, plat́ı

MJ =

∣∣∣∣pnqn − pn + pn−1
qn + qn−1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣pnqn + pnqn−1 − pnqn − pn−1qn
qn(qn + qn−1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ (−1)n

qn(qn + qn−1)

∣∣∣∣ =
1

qn(qn + qn−1)
.

Zjednoteńım všetkých intervalov n-tého rádu je interval (0,1) až na niektoré ra-
cionálne č́ısla. Miera množiny všetkých racionálnych č́ısel je nulová a zjednotenie
intervalov n-tého rádu je spoč́ıtatel’né, preto plat́ı∑

J∈Jn

MJ = 1.

Defińıcia 2.3. Nech n1,n2, . . . , ns, k1, k2, . . . , ks ∈ N, potom zápisom

E

(
n1, n2, . . . , ns
k1, k2, . . . , ks

)
rozumieme množinu všetkých α ∈ (0,1), pre ktoré ani

(α) je definované a ani
(α) =

ki pre všetky i = 1,2, . . . , s.
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Pomocou tohto zápisu môžeme vyjadrit’ aj konkrétny interval J rádu n určeného
hodnotami ai = ki, i ∈ {1, . . . , n}. Plat́ı

J = E

(
1, 2, . . . , n
k1, k2, . . . , kn

)
.

Ďalej pre všetky ` = 1, . . . , s plat́ı vzt’ah

∞⋃
k`=1

E

(
n1, . . . , n`−1, n`, n`+1, . . . , ns
k1, . . . , k`−1, k`, k`+1, . . . , ks

)
= E

(
n1, . . . , n`−1, n`+1, . . . , ns
k1, . . . , k`−1, k`+1, . . . , ks

)
,

ked’že an`
je pre každé α rovné nejakému prirodzenému č́ıslu. Z toho potom

dostávame, že plat́ı rovnost’ ⋃
J∈Jn+1,an+1=k

J = E

(
n+ 1
k

)
,

kde l’avá strana rovnice je rovná zjednoteniu všetkých intervalov (n+1)-ého rádu
určených hodnotami ai = ki pre i ∈ {1, . . . ,n} a an+1 = k. Pre miery týchto
množ́ın potom plat́ı ∑

J∈Jn+1,an+1=k

MJ = ME

(
n+ 1
k

)
,

pretože zjednotenie J ∈ Jn+1 bolo spoč́ıtatel’né.
Pravdepodobnost’ výskytu č́ısla k ∈ N ako n-tého čiastočného podielu odpo-

vedá miere množiny E

(
n
k

)
, takže nasledujúce úvahy a veta povedú k jej určeniu.

Tento výsledok nás bude zauj́ımat’ pre n dostatočne vel’ké, chceme sa teda dopra-
covat’ k

lim
n→∞

ME

(
n
k

)
.

Gaussov problém Pre x ∈ [0,1] definujme funkciu mn(x) ako mieru množiny
č́ısel α ∈ (0,1), pre ktoré je αn definované a αn < x. Bez ujmy na všeobecnosti
môžeme predpokladat’, že všetky č́ısla α sú iracionálne, pretože mn(x) je miera
a racionálne č́ısla mieru množiny nezmenia. Pre α iracionálne plat́ı, že αn je
definované pre všetky n a je z intervalu (0,1).

Gauss v jednom zo svojich listov dokázal vetu, z ktorej plynie, že

lim
n→∞

mn(x) =
ln(1 + x)

ln 2
,

kde x je z intervalu [0,1]. V tomto liste d’alej naznačil, že by bolo užitočné dobre
aproximovat’ rozdiel

mn(x)− lim
n→∞

mn(x)

pre x ∈ [0,1] a n dostatočne vel’ké. To dokázal až Kuzmin a dôkaz bude nižšie
reprodukovaný.
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Lema 2.2. Postupnost’ funkcíı m0,m1, . . . definovaných vyššie spĺňa funkcionálnu
rovnost’

mn+1(x) =
∞∑
k=1

{
mn

(
1

k

)
−mn

(
1

k + x

)}
pre každé x ∈ [0,1] a n = 0,1, . . ..

Dôkaz. Nech x ∈ [0,1]. Označme M = {α ∈ (0,1)|α iracionálne, αn+1 < x}.
Ak zvoĺıme l’ubovol’né iracionálne α ∈ (0,1), plat́ı vzt’ah

αn =
1

an+1 + αn+1

.

Položme k = an+1. Potom nerovnost’ αn+1 < x je ekvivalentná s nerovnost’ou

1

k + x
< αn <

1

k
. (2.1)

Z tejto nerovnosti plynie, že

M =
⋃
k≥1

(
M ∩ E

(
n+ 1
k

))
.

Z nerovnosti (2.1) d’alej plynie, že miera množiny M ∩ E
(
n+ 1
k

)
je rovná

mn

(
1

k

)
−mn

(
1

k + x

)
.

Z aditivity miery teda dostávame

mn+1(x) = MM =
∞∑
k=1

{
mn

(
1

k

)
−mn

(
1

k + x

)}
.

k

Poznámka. Môžeme si všimnút’, že funkcia ϕ(x) = C ln(1 + x) sṕlňa analogickú
rovnicu

ϕ(x) =
∞∑
k=1

{
ϕ

(
1

k

)
− ϕ

(
1

k + x

)}
.

Tento vzt’ah oveŕıme priamo dosadeńım.

∞∑
k=1

{
ϕ

(
1

k

)
− ϕ

(
1

k + x

)}
= C

∞∑
k=1

{
ln

(
1 +

1

k

)
− ln

(
1 +

1

k + x

)}

= C
∞∑
k=1

{
ln

(
k + 1

k

)
− ln

(
k + x+ 1

k + x

)}

= C

∞∑
k=1

{ln(k + 1)− ln(k)− ln(k + x+ 1) + ln(k + x)} .
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Definujeme postupnost’ čiastočných súčtov

sn = C

n∑
k=1

{ln(k + 1)− ln(k)− ln(k + x+ 1) + ln(k + x)}

= C{(ln(2)− ln(1)− ln(2 + x) + ln(1 + x)) + (ln(3)− ln(2)− ln(3 + x) + ln(2 + x))+

+ . . .+ (ln(n+ 1)− ln(n)− ln(n+ 1 + x) + ln(n+ x))}

= C(ln(1 + x)− ln(1) + ln(n+ 1)− ln(n+ 1 + x)) = C

(
ln(1 + x) + ln

(
n+ 1

n+ 1 + x

))
pre n = N. Plat́ı

∞∑
k=1

{
ϕ

(
1

k

)
− ϕ

(
1

k + x

)}
= lim

n→∞
sn = C lim

n→∞
ln(1 + x) + ln

(
n+ 1

n+ 1 + x

)
= C ln(1 + x) = ϕ(x).

Formulujme niekol’ko užitočných viet z matematickej analýzy a teórie miery
a integrálu.

Veta 2.3 (Weiestrassova veta,[5],7.10). Nech {fn} je postupnost’ reálnych funkcíı
definovaných na množine E a existuje postupnost’ reálnych č́ısel M1,M2, . . . taká,
že

|fn(x)| ≤Mn

pre všetky x ∈ E a n = 1,2, . . ., potom ak rad
∞∑
n=1

Mn konverguje, potom rad

∞∑
n=1

fn(x) konverguje rovnomerne na množine E.

Veta 2.4 (Derivovanie radu člen po člene). Nech {fn} je postupnost’ reálnych
funkcíı spojitých na intervale [a,b]. Nech sú tieto funkcie navyše diferencovatel’né

na intervale (a,b) a rad
∞∑
n=1

fn(x) konverguje aspoň v jednom bode intervalu (a,b).

Potom ak
∞∑
n=1

f ′n(x) konverguje rovnomerne na intervale (a,b), aj rad
∞∑
n=1

fn(x)

konverguje rovnomerne na celom intervale (a,b) a plat́ı(
∞∑
n=1

fn(x)

)′
=
∞∑
n=1

f ′n(x).

Dôkaz. Táto veta je dosledkom vety 7.17, [5].

k
Nasledujúcu vetu som v tomto zneńı nenašla v štandardných učebniciach,

preto uvádzam verziu z anglickej Wikipedie [6] s dôkazom.

Veta 2.5 (Prvá veta o strednej hodnote pre integráciu). Nech a < b sú reálne
č́ısla, G(x) je reálna funkcia spojitá na intervale [a,b] a ϕ(x) je reálna funkcia,
ktorá je integrovatel’ná na (a,b) a na tomto intervale nemeńı znamienko. Potom
existuje ξ ∈ (a,b) také, že

b∫
a

G(t)ϕ(t)dt = G(ξ)

b∫
a

ϕ(t)dt.
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Dôkaz. Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že ϕ(x) ≥ 0 pre všetky
x ∈ [a,b]. Ak ϕ(x) ≤ 0 na intervale [a,b], dôkaz prejde rovnako, zmeńı sa len
smer nerovnost́ı. Ked’že G je spojitá na uzavretom intervale [a,b], podl’a Vety
o nadobúdańı maxima a minima (tiež Veta 4.16, [5]) nadobúda v nejakých bodoch
p,q ∈ [a,b] konečné maximum G(p) = M a konečné minimum G(q) = m. Máme
teda nerovnost’ m ≤ G(x) ≤ M pre všetky x ∈ [a,b]. Z tejto nerovnosti, vzt’ahu
ϕ(x) ≥ 0 na intervale [a,b] a monotónnosti integrálu dostávame

mI =

b∫
a

mϕ(t)dt ≤
b∫

a

G(t)ϕ(t)dt ≤
b∫

a

Mϕ(t)dt = MI,

kde

I =

b∫
a

ϕ(t)dt.

Ak I = 0, potom dostávame

0m ≤
b∫

a

G(t)ϕ(t)dt ≤MI,

teda
b∫

a

G(t)ϕ(t)dt = 0 = 0.G(x)

pre všetky x ∈ [a,b], teda veta plat́ı. Prepokladajme teda, že I > 0. Potom plat́ı

G(p) = m ≤ 1

I

b∫
a

G(t)ϕ(t)dt ≤M = G(q).

Ked’že G je spojitá, z Vety o nadobúdańı medzihodôt (Veta 4.23, [5]) dostávame
existenciu ξ z otvoreného intervalu s krajnými bodmi p a q pre ktoré

G(ξ) =
1

I

b∫
a

G(t)ϕ(t)dt,

teda dostávame

IG(ξ) = G(ξ)

b∫
a

ϕ(t)dt =

b∫
a

G(t)ϕ(t)dt.

k

Veta 2.6 (O zámene limity a integrálu, [5], 7.16). Nech a < b sú reálne č́ısla,
f1,f2, . . . je postupnost’ reálnych funkcíı integrovatel’ných na intervale [a,b]. Ak táto
postupnost’ rovnomerne konverguje k funkcii f na intervale [a,b], potom aj f je
integrovatel’ná na tomto intervale a plat́ı∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx.
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Veta 2.7 (O zámene sumy a integrálu, [5], Dôsledok Vety 7.16). Nech f1,f2, . . .

je postupnost’ funkcíı integrovatel’ných na intervale [a,b] a f(x) =
∞∑
n=1

fn(x) kon-

verguje rovnomerne na intervale [a,b], potom plat́ı

b∫
a

f(x)dx =
∞∑
n=1

b∫
a

fn(x)dx.

Veta 2.8 (O strednej hodnote, [5], 5.10). Nech a < b sú reálne č́ısla. Ak je f
reálna funkcia, ktorá je spojitá na intervale [a,b] a diferencovatel’ná na intervale
(a,b), potom existuje ξ ∈ (a,b) pre ktoré

f ′(ξ) =
f(a)− f(b)

a− b
.

Veta 2.9 ([5],6.13). Ak f je reálna funkcia integrovatel’ná na intervale [a,b], po-
tom funkcia |f | je na tomto intervale tiež integrovatel’ná a plat́ı∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(x)| dx.

Našim hlavným ciel’om teraz bude dokázat’ Kuzminovu vetu 2.19. K tomu
slúži ako pomocná nasledujúca defińıcia.

Defińıcia 2.4 (Vlastnosti (σ) a (ε)). Hovoŕıme, že postupnost’ kladných reálnych
funkcíı f0(x),f1(x), . . . má vlastnost’ (σ), ak pre všetky x ∈ [0,1] a n ≥ 0 plat́ı

fn+1(x) =
∞∑
k=1

{
1

(k + x)2
fn

(
1

k + x

)}
.

Reálna funkcia f má vlastnost’ (ε) s parametrami µ,M > 0, teda skrátene má
vlastnost’ (ε : µ,M), ak má deriváciu na intervale (0,1), deriváciu sprava v bode
0, deriváciu zl’ava v bode 1 a pre všetky x ∈ [0,1] plat́ı

0 < f(x) < M

|f ′(x)| < µ.

Kuzminova veta ukazuje, že ak má postupnost’ f0,f1, . . . vlasntnost’ (σ) a f0
má vlastnost’ (ε : µ,M), potom

lim
n→∞

fn =
a

1 + x
,

kde

a =
1

ln 2

∫ 1

0

f0(z)dz.

Zároveň odhaduje rýchlost’ tejto konvergencie. Dôkaz sa opiera o niekol’ko pŕı-
pravných lem, kde Lema 2.10 ukazuje súvislost’ s ret’azovými zlomkami. Ďaľsie
lemy sa dokazujú štandardnými prostriedkami. Ukážeme, že fn má vlastnost’(

ε :
µ

2n−3
+ 4M, 2M

)
,
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že hodnota S =
1∫
0

fn(x)dx nezáviśı na vol’be n. Kl’́učová je Lema 2.16, v ktorej

sa ukazuje, že fn(x) možno zdola odhadnút’ hodnotou S/2 − µ/2n. Táto Lema
potom nie je použitá priamo pre fn, ale pre funkcie

fn(x)− t

1 + x
a

T

1 + x
− fn(x),

kde t a T sú zvolené najprv tak, že

t

1 + x
< f0(x) <

T

1 + x
.

Použitie Lemy 2.16 na tieto funkcie vedie k zlepšeniu pôvodného odhadu. Tento
postup je vhodným spôsobom iterovaný tak, že v limite dostaneme požadovaný
odhad konvergencie.

Lema 2.10. Nech postupnost’ kladných reálnych funkcíı f0(x), f1(x), . . . má vlast-
nost’ (σ). Potom pre všetky n ≥ 0 a x ∈ [0,1] plat́ı

fn(x) =

(n)∑
f0

(
pn + xpn−1

qn + xqn−1

)
1

(qn + xqn−1)2
, (2.2)

kde suma prebieha cez všetky n-tice prirodzených č́ısel k1,k2, . . . , kn, pn/qn a (pn+
pn−1)/(qn+qn−1) sú krajné body intervalu n-tého rádu určeného hodnotami k1, . . . , kn.
(Mohli sme teda tiež povedat’, že suma prebieha cez všetky intervaly n-tého rádu.)

Dôkaz. Postupujeme indukciou podl’a n. Pre n = 0 rovnost’ (2.2) plat́ı triviálne,
pretože J0 = {(0,1)}, p0 = 0, q0 = 1, p−1 = 1 a q−1 = 0. Na pravej strane
dostávame

f0

(
0 + x

1 + 0 · x

)
1

1 + 0 · x
= f0(x),

čo sme chceli.
Predpokladajme, že rovnost’ (2.2) plat́ı pre nejaké n ∈ N. Z vlastnosti (σ) a s
využit́ım indukčného predpokladu plat́ı

fn+1(x) =
∞∑
k=1

{
1

(k + x)2
fn

(
1

k + x

)}

=
∞∑
k=1

1

(k + x)2

(n)∑
f0

pn +
1

k + x
pn−1

qn +
1

k + x
qn−1

 1(
qn +

1

k + x
qn−1

)2

=
∞∑
k=1

1

(k + x)2

(n)∑
f0

(
pnk + pn−1 + pnx

qnk + qn−1 + qnx

)
(k + x)2

(qnk + qn−1 + qnx)2

=
∞∑
k=1

(n)∑
f0

(
pnk + pn−1 + pnx

qnk + qn−1 + qnx

)
1

(qnk + qn−1 + qnx)2
.
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Tieto dve sumy môžeme vymenit’, lebo hodnoty, ktoré sč́ıtame sú kladné. Suma
cez všetky n-tice prirodzených č́ısel a následne cez všetky prirodzené č́ısla k
potom odpovedá sume cez všetky (n + 1)-tice, kde posledný člen odpovedá k.
Inak povedané, ak si zafixujeme n-ticu a1, . . . , an a postupne voĺıme k = 1,2, . . .,
prechádzame všetky intervaly (n + 1)-ého rádu v intervale n-tého rádu určenom
n-ticou a1,a2, . . .. Výraz pnk + pn−1 odpovedá podl’a Tvrdenia 1.1 menovatel’u
(n+1)-ého konvergentu l’ubovol’ného č́ısla α z intervalu (n+1)-ého rádu určeného
touto (n+ 1)-ticou. Podobne qnk + qn−1 odpovedá qn+1. Dokopy teda dostávame

fn+1(x) =

(n+1)∑
f0

(
pn+1 + pnx

qn+1 + qnx

)
1

(qn+1 + qnx)2
.

k

Lema 2.11. Nech n ∈ N a a1, . . . , an je n-tica prirodzených č́ısel. Nech qn je
menovatel’ čiastočného podielu určeného touto n-ticou. Potom plat́ı

1

(qn + xqn−1)2
<

2

qn(qn − qn−1)

pre všetky x ∈ [0,1].

Dôkaz. Plat́ı

2(qn + xqn−1)
2 − qn(qn + qn−1) = q2n + (4x− 1)qnqn−1 + 2xq2n−1

≥ q2n − qnqn−1 > 0,

pretože x berieme z intervalu [0,1] a qn > qn−1 pre všetky n ∈ N. Z toho už
priamo plynie, že

1

(qn + xqn−1)2
<

2

qn(qn + qn−1)
.

k

Poznámka. Môžeme si všimnút’, že pomocou vlastnosti (σ) z obmedzenej funkcie
f0(x) môžno jednoznačne definovat’ postupnost’ f0(x),f1(x), . . ., ktorá bude mat’

túto vlastnost’.

Dôkaz. Nech |f0(x)| < M pre všetky x ∈ [0,1]. Potom podl’a Lemy 2.11 plat́ı∣∣∣∣∣∣
(n)∑

f0

(
pn + xpn−1

qn + xqn−1

)
1

(qn + xqn−1)2

∣∣∣∣∣∣ < M

(n)∑ 1

(qn + xqn−1)2
< 2M

konverguje rovnomerne pre l’ubovol’né n, teda podl’a Lemy 2.10

fn =

(n)∑
f0

(
pn + xpn−1

qn + xqn−1

)
1

(qn + xqn−1)2

je dobre definovaná funkcia na [0,1].

k
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Lema 2.12. Nech f0,f1, . . . je postupnost’ kladných reálnych funkcíı, ktoré majú
vlastnost’ (σ). Ďalej prepdokladajme, že f0 má vlastnost’ (ε : µ,M) pre nejaké
kladné reálne č́ısla µ a M . Potom pre l’ubovol’né n = 0,1, . . . plat́ı, že postupnost’

fn,fn+1, . . . má vlastnost’ (σ) a navyše fn má vlastnost’(
ε :

µ

2n−3
+ 4M,2M

)
.

Okrem toho existuje také n0 ∈ N, že pre všetky n ≥ n0 má funkcia fn vlastnost’

(ε : 5M,2M).

Dôkaz. To, že postupnost’ funkcíı fn,fn+1, . . . má vlastnost’ (σ) plynie priamo
z toho, že postupnost’ f0,f1, . . . má túto vlastnost’, pretože je čast’ou tejto postup-
nosti.
Podl’a Lemy 2.10 plat́ı pre fn(x) rovnost’ (2.2). Na základe odhadu z predošlej
Lemy 2.11 a vlastnosti (ε : µ,M), ktorú má f0, môžeme odhadnút’ pravú stranu
tejto rovnosti

(n)∑
f0

(
pn + xpn−1

qn + xqn−1

)
1

(qn + xqn−1)2
<

(n)∑
M

2

qn(qn + qn−1)
= 2M

∑
J∈Jn

MJ = 2M.

Pre fn teda plat́ı
0 ≤ fn(x) ≤ 2M.

Daný rad navyše konverguje rovnomerne podl’a Vety 2.3 na intervale [0,1], teda
určite konverguje v jednom bode. S využit́ım Vety 2.4 dokážeme, že fn má de-
riváciu na tomto intervale. Nech κ = (k1, . . . , kn) je n-tica prirodzených č́ısel.
Potom funkcia

ϕκ = f0

(
pn + xpn−1
qn + xqn−1

)
1

(qn + xqn−1)2

má zjavne deriváciu pre každú n-ticu κ (resp. dvojicu pn, qn) na celom intervale
[0,1], v krajných bodoch ide o jednostranné derivácie. Ak túto funkciu derivujeme,
dostávame

ϕ′κ(x) = f ′0(u)
pn−1(qn + xqn−1)− qn−1(pn + xpn−1)

(qn + xqn−1)2
1

(qn + xqn−1)2

+ f0(u) · (−2) · 1

(qn + xqn−1)3
qn−1

= f ′0(u)
(−1)n−1

(qn + xqn−1)4
− 2f0(u)

qn−1
(qn + xqn−1)3

,

kde

u =
pn + xpn−1
qn + xqn−1

.

S využit́ım Tvrdenia 1.1 plat́ı

qn(qn + qn−1) > q2n > 2n−1
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a f0 má vlastnost’ (ε : µ,M). Ak navyše použijeme odhad z Lemy 2.11, môžeme
odhadnút’ ϕ′κ(x) nasledovne

|ϕ′κ(x)| <

∣∣∣∣∣f ′0(u)

(
2

qn(qn + qn−1)

)2

+ 2f0(u)
qn−1

qn + xqn−1

2

qn(qn + qn−1)

∣∣∣∣∣
<

1

qn(qn + qn−1)

(
µ

4

qn(qn + qn−1)
+ 4M

qn−1
qn + xqn−1

)
<

1

qn(qn + qn−1)

(
4µ

2n−1
+ 4M

)
=

1

qn(qn + qn−1)

( µ

2n−3
+ 4M

)
.

Všimnime si, že tento odhad nezáviśı od x. Ked’že plat́ı

(n)∑ 1

qn(qn + qn−1)
=

(n)∑
MJn = 1,

dostávame
(n)∑ 1

qn(qn + qn−1)

( µ

2n−3
+ 4M

)
=

µ

2n−3
+ 4M,

z čoho plynie, že rad ∑
κ=(k1,...,kn),ki∈N

ϕ′κ(x)

rovnomerne konverguje podl’a Vety 2.3. Predpoklady Vety 2.4 sú teda splnené
a dostávame, že funkcia

fn(x) =
∑

κ=(k1,...,kn),ki∈N

ϕκ(x) =

(n)∑
f0

(
pn + xpn−1
qn + xqn−1

)
1

(qn + xqn−1)2

má deriváciu na intervale [0,1] a navyše

|f ′n(x)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

κ=(k1,...,kn),ki∈N

ϕκ(x)

∣∣∣∣∣∣ <
(n)∑ 1

qn(qn + qn−1)

( µ

2n−3
+ 4M

)
=

µ

2n−3
+ 4M.

Dokopy teda dostávame, že fn má vlastnost’
(
ε :

µ

2n−3
+ 4M,2M

)
. Ked’že plat́ı

lim
n→∞

µ

2n−3
= 0,

určite existuje n0 ∈ N, také, že pre všetky n ≥ n0 plat́ı

µ

2n−3
< M,

teda tiež plat́ı
|f ′n(x)| < 5M.

k
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Lema 2.13. Postupnost’ funkcíı

F0(x) = F1(x) = · · · = C

1 + x
,

kde x ∈ [0,1] a C je reálna konštanta, má vlastnost’ (σ).

Dôkaz. Vlastnost’ oveŕıme priamo dosadeńım.

∞∑
k=1

1

(k + x)2
Fn

(
1

k + x

)
=
∞∑
k=1

1

(k + x)2
C

1 + 1
k+x

= C

∞∑
k=1

1

(k + x)2
k + x

k + x+ 1

= C

∞∑
k=1

1

k + x

1

k + x+ 1
.

Plat́ı

1

k + x
− 1

k + x+ 1
=

k + x+ 1− k − x
(k + x)(k + x+ 1)

=
1

(k + x)(k + x+ 1)
,

teda dostávame
∞∑
k=1

1

(k + x)2
Fn

(
1

k + x

)
= C

∞∑
k=1

1

k + x
− 1

k + x+ 1
.

Definujme čiastočné súčty

sn = C
n∑
k=1

1

k + x
− 1

k + x+ 1

= C

(
1

1 + x
− 1

2 + x
+

1

2 + x
− 1

3 + x
+ · · ·+ 1

n+ x
− 1

n+ 1 + x

)
= C

(
1

1 + x
− 1

n+ 1 + x

)
.

Plat́ı
∞∑
k=1

1

(k + x)2
Fn

(
1

k + x

)
= lim

n→∞
sn = lim

n→∞
C

(
1

1 + x
− 1

n+ 1 + x

)
=

C

1 + x

= Fn+1(x).

k

Lema 2.14. Nech f0,f1, . . . je postupnost’ reálnych funkcíı definovaných na in-
tervale [0,1], 0 < t < T sú reálne konštanty a plat́ı

t

1 + x
< f0(x) <

T

1 + x

pre všetky x ∈ [0,1]. Potom plat́ı

t

1 + x
< fn(x) <

T

1 + x

pre všetky x ∈ [0,1] a n ≥ 0.
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Dôkaz. Prepokladajme, že Lema plat́ı až do nejakého n ∈ N0. Ak označ́ıme
h(x) = 1/(1 + x) a H(x) = T/(1 + x), zjavne plat́ı

h

(
1

k + x

)
=

t

1 +
1

k + x

< fn

(
1

k + x

)
<

T

1 +
1

k + x

= H

(
1

k + x

)

pre všetky x ∈ [0,1] a k = 1,2, . . ., pretože 1/(k + x) ∈ [0,1]. Z vlastnosti (σ)
plynie

∞∑
k=1

h

(
1

k + x

)
1

(k + x)2
< fn+1(x) <

∞∑
k=1

H

(
1

k + x

)
1

(k + x)2
.

Podl’a Lemy 2.13 plat́ı

∞∑
k=1

h

(
1

k + x

)
1

(k + x)2
= h(x)

a
∞∑
k=1

H

(
1

k + x

)
1

(k + x)2
= H(x)

pre všetky x ∈ [0,1], teda plat́ı

t

1 + x
= h(x) < fn+1(x) < H(x) =

T

1 + x
.

Dôkaz teda plynie z indukcie.
k

Lema 2.15. Nech f0,f1, . . . je postupnost’ reálnych funkcíı, ktorá má vlastnost’

(σ). Nech navyše f0 má vlastnost’ (ε : µ,M). Potom plat́ı

1∫
0

f0(z)dz =

1∫
0

fn(z)dz

pre všetky n ≥ 0.

Dôkaz. Z vlastnosti (σ) plynie

1∫
0

fn(z)dz =

1∫
0

∞∑
k=1

fn−1

(
1

k + z

)
dz

(k + z)2
.

Ked’že f0 má vlastnost’ (ε : µ,M), z Lemy 2.12 plynie, že 0 ≤ fn−1(x) ≤ 2M .
Teda plat́ı

∞∑
k=1

fn−1

(
1

k + z

)
1

(k + z)2
< 2M

∞∑
k=1

1

(k + z)2
≤ 2M

∞∑
k=1

1

k2
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pre všetky z ∈ [0,1], teda podl’a Vety 2.3 tento rad konverguje rovnomerne na in-
tervale [0,1]. Podl’a Vety 2.7 môžeme vymenit’ sumu a integrál. Dostávame teda

1∫
0

fn(z)dz =
∞∑
k=1

1∫
0

fn−1

(
1

k + z

)
dz

(k + z)2
.

Použijeme substitúciu 1/(k + z) = u, teda −dz/(k + z)2 = du. Pre z = 0 je
u = 1/k a pre z = 1 je u = 1/(k + 1). Medze sú teda 1/(k + 1) (horná) a 1/k
(spodná). Dostávame teda

∞∑
k=1

−

1
k+1∫
1
k

fn−1(u)du =
∞∑
k=1

1
k∫

1
k+1

fn−1(u)du =

1∫
0

fn−1(u)du.

Dôkaz teda už plynie z indukcie.
k

Lema 2.16. Nech f0,f1, . . . je postupnost’ reálnych funkcíı, ktorá má vlastnost’

(σ) a nech f0 má navyše vlastnost’ (ε : µ,M), potom pre každé n ≥ 0 a x ∈ [0,1]
plat́ı

fn(x) > − µ

2n
+

1

2
S,

kde

S =

1∫
0

f0(z)dz.

Dôkaz. Nech n ≥ 0 a x ∈ [0,1]. Vyjdeme z Lemy 2.10, ktorá hovoŕı, že

fn(x) =

(n)∑
f0(u)

1

(qn + xqn−1)2
,

kde

u =
pn + xpn−1
qn + xqn−1

.

Ked’že platia nerovnosti qn + xqn−1 ≤ qn + qn−1 < 2qn a f0(x) > 0 pre všetky
x ∈ [0,1], dostávame

fn(x) >
1

2

(n)∑
f0(u)

1

qn(qn + qn−1)
. (2.3)

Postupnost’ f0,f1, . . . sṕlňa tiež predpoklady Lemy 2.15, teda plat́ı

1∫
0

f0(x)dx =

1∫
0

fn(x)dx =

1∫
0

(n)∑
f0(u)

1

(qn + xqn−1)2
dx,

kde u = (pn + xpn−1)/(qn + xqn−1).
Každá z funkcíı

f0(u)
1

(qn + xqn−1)2
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je integrovatel’ná na [0,1]. Ked’že 0 < f0(x) < M je obmedzená funkcia a

(n)∑ 1

(qn + xqn−1)2
<

(n)∑ 2

qn(qn + qn−1)
= 2,

suma na pravej strane rovnomerne konverguje, teda podl’a Vety 2.7 môžeme pre-
hodit’ sumu a integrál. Funkcia ϕ0 je navyše spojitá na intervale [0,1] a funkcia
1/qn(qn + qn−1) je integrovatel’ná na intervale [0,1], z Vety 2.5 o strednej hodnote
pre integráciu teda vyplýva, že pre každý interval J ∈ Jn existuje taký body u′J ,
že

1∫
0

f0(u)
1

(qn + xqn−1)2
dx = f(u′J)

1∫
0

1

(qn + xqn−1)2
dx,

kde u′J je z intervalu J rádu n. Pripomeňme, že krajné body J sú (pn+pn−1)/(qn+
qn−1) a pn/qn. Nakoniec ešte vypoč́ıtame

1∫
0

1

(qn + xqn−1)2
dx =

1

qn

qn+qn−1∫
qn

1

y2
dy =

1

qn

[
−1

y

]qn+qn−1

qn

=
1

qn

(
− 1

qn + qn−1
+

1

qn

)

=
1

qn(qn + qn−1)
.

Z toho plynie, že plat́ı rovnost’

1

2

1∫
0

f0(z)dz =
1

2

(n)∑
f0(u

′
J)

1

qn(qn + qn−1)
. (2.4)

Zo vzt’ahov (2.3) a (2.4) dostávame

fn(x)− 1

2

1∫
0

f0(z)dz >
1

2

(n)∑
(f0(u)− f0(u′J))

1

qn(qn + qn−1)
. (2.5)

Funkcia f0 je spojitá na intervale s krajnými bodmi u a u′J a má na tomto intervale
deriváciu. Z Vety 2.8 o strednej hodnote potom existuje cJ z tohto intervalu také,
že

f ′0(cJ) =
f0(u)− f0(u′)

u− u′
.

Ak použijeme odhad z vlastnosti (ε)

|f ′0(cJ)| < µ,

ktorý plat́ı pre všetky cJ ∈ (0,1), dostávame

|f0(u)− f0(u′)| < (µ) |u− u′| < µ

qn(qn + qn−1)
<

µ

q2n
<

µ

2n−1
,

teda
f0(u)− f0(u′) > −

µ

2n−1
.
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Z nerovnosti (2.5) potom dostávame

fn(x) >
1

2

1∫
0

f0(z)dz − µ

2n
= −µ+ g

2n
+ S,

kde

S =
1

2

1∫
0

f0(z)dz.

k

Lema 2.17. Nech f0,f1, . . . je postupnost’ reálnych funkcíı definovaných na in-
tervale [0,1], 0 < t < T sú reálne konštanty a nech pre všetky x ∈ [0,1] plat́ı

t

1 + x
< f0(x) <

T

1 + x
.

Potom plat́ı

1. ak má postupnost’ f0,f1, . . . vlastnost’ (σ), potom aj postupnost’ funkcíı f0(x)−
t/(1 + x), f1(x)− t/(1 + x), . . . má vlastnost’ (σ),

2. ak funkcia f0 má vlastnost’ (ε : µ,M), potom funkcia f0 − t/(1 + x) má
vlastnost’ (ε : µ+ t,M),

3. ak má postupnost’ f0,f1, . . . vlastnost’ (σ), potom aj postupnost’ funkcíı T/(1+
x)− f0(x), T/(1 + x)− f1(x), . . . má vlastnost’ (σ),

4. ak funkcia f0 má vlastnost’ (ε : µ,M), potom funkcia T/(1 + x)− f0(x) má
vlastnost’ (ε : µ+ T,T ).

Dôkaz. Označme ϕn(x) = fn(x)− t/(1 +x) a ψn(x) = T/(1 +x)− fn(x) pre n =
0,1, . . ..

1. Plat́ı

∞∑
k=1

{
1

(k + x)2
ϕn

(
1

k + x

)}

=
∞∑
k=1

{
1

(k + x)2
fn

(
1

k + x

)}
−
∞∑
k=1

 1

(k + x)2
t

1 +
1

k + 1

 .

Ked’že postupnost’ f0,f1, . . .má vlastnost’ (σ) a postupnost’ rovnakých funkcíı
t/(1 + x) má podl’a Lemy 2.13 tiež vlastnost’ (σ), plat́ı

∞∑
k=1

{
1

(k + x)2
ϕn

(
1

k + x

)}
= fn+1(x)− t

1 + x
= ϕn+1(x).

Postupnost’ funkcíı ϕ0,ϕ1, . . . má teda vlastnost’ (σ).
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2. Ked’že t/(1 + x) < f0(x), plat́ı ϕ0(x) > 0 pre všetky x ∈ [0,1]. f0 má
vlastnost’ (ε : µ,M) a t/(1 + x) > 0, teda plat́ı

ϕ0(x) = f0(x)− t

1 + x
< M

pre všetky x ∈ [0,1]. Ďalej plat́ı, že

ϕ′0(x) = f ′0(x) +
t

(1 + x)2
,

teda

|ϕ′0(x)| = |f ′0(x)|+ t

(1 + x)2
< µ+ t.

Dokopy teda ϕ0 má vlastnost’ (ε : µ+ t,M).

3.

∞∑
k=1

{
ψn

(
1

k + x

)
1

(k + x)2

}

=
∞∑
k=1

 T

1 +
1

k + x

1

(k + x)2

−
∞∑
k=1

{
fn

(
1

k + x

)
1

(k + x)2

}
.

Opät’ postupnost’ f0,f1, . . . má vlastnost’ (σ) a ak využijeme Lemu 2.13 pre
T/(1 + x), dostávame

∞∑
k=1

{
ψn

(
1

k + x

)
1

(k + x)2

}
=

T

1 + x
− fn+1(x) = ψn+1(x).

4. Ked’že f0(x) < T/(1 + x), máme nerovnost’ ψ0(x) > 0 pre všetky x ∈ [0,1].
Ďalej ked’že f0(x) je kladná funkcia a x berieme z intervalu, plat́ı

ψ0(x) =
T

1 + x
− f0(x) < T.

Pre ψ′0(x) máme

|ψ′0(x)| =
∣∣∣∣− T

(1 + x)2
− f ′0(x)

∣∣∣∣ < T

(1 + x)2
+ µ < T + µ,

teda ψ0 má vlastnost’ (ε : µ+ T,T ).

k

Lema 2.18. Nech f0, f1, . . . je postupnost’ reálnych funkcíı definovaných na [0,1],
0 < t < T reálne č́ısla a nech plat́ı

t

1 + x
< f0(x) <

T

1 + x
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pre všetky x ∈ [0,1]. Ak má postupnost’ f0,f1, . . . vlastnost’ (σ) a f0 má vlastnost’

(ε : µ,M), potom pre l’ubovol’né n ∈ N a x ∈ [0,1] plat́ı

gn
1 + x

< fn(x) <
Gn

1 + x
,

kde

gn = max

{
t, tδ +

1

2
S − µ+ t

2n−1

}
,

Gn = min

{
T, Tδ +

1

2
S +

µ+ T

2n−1

}
,

δ = 1− ln 2/2 a

S =

1∫
0

f0(z)dz.

Pritom plat́ı

Gn − gn < (T − t)δ +
µ+ T

2n−2
.

Dôkaz. Označme ϕn(x) = fn(x) − t/(1 + x) a ψn(x) = T/(1 + x) − fn(x), pre
n = 0,1, . . .. Podl’a Lemy 2.17 má postupnost’ funkcíı ϕ0,ϕ1, . . . vlastnost’ (σ) a ϕ0

vlastnost’ (ε : µ+ t,M). Môžeme teda použit’ Lemu 2.16, podl’a ktorej potom

ϕn(x) > −µ+ t

2n
+

1

2

1∫
0

ϕ0(z)dz = −µ+ t

2n
+

1

2

1∫
0

f0(z)dz − 1

2

1∫
0

t

1 + x
dz

= −µ+ t

2n
+

1

2
S − t

2
[ln(1 + x)]10 = −µ+ t

2n
+

1

2
S − t ln 2

2
,

kde

S =

1∫
0

f0(z)dz.

Pre fn teda dostávame

fn(x) = ϕn +
t

1 + x
>

t

1 + x
− µ+ t

2n
+

1

2
S − t ln 2

2

=
1

1 + x

(
t− (µ+ t)(1 + x)

2n
+

(
1

2
S − t ln 2

2

)
(1 + x)

)
.

Ked’že x voĺıme z [0,1] a z monotónnosti integrálu plynie, že (S − t ln 2)/2 > 0,
plat́ı

fn(x) >
1

1 + x

(
t− (µ+ t)2

2n
+

1

2
S − t ln 2

2

)
=

1

1 + x

(
t

(
1− ln 2

2

)
− µ+ t

2n−1
+

1

2
S

)

=
tδ +

1

2
S − µ+ t

2n−1

1 + x
,
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kde δ = 1− ln 2/2. Označme

gn = max

{
t, tδ +

1

2
S − µ+ t

2n−1

}
a dostávame

fn(x) >
gn

1 + x
.

V pŕıpade, že gn = t totiž nerovnost’ plynie z Lemy 2.14. Druhú nerovnost’ źıskame
rovnakým postupom pre postupnost’ ψ0,ψ1, . . .. Tá má podobne podl’a Lemy 2.17
vlastnost’ (σ) a ψ0 má vlastnost’ (ε : µ+T,T ). Použijeme Lemu 2.16 a dostávame

ψn(x) > −µ+ T

2n
+

1

2

1∫
0

ψ0(z)dz = −µ+ T

2n
− 1

2

1∫
0

f0(z)dz +
T

2

1∫
0

dz

1 + z

= −µ+ T

2n
− 1

2
S +

T ln 2

2
.

Pre fn teda dostávame

fn(x) =
T

1 + x
− ψn(x) <

T

1 + x
+
µ+ T

2n
+

1

2
S − T ln 2

2

=
1

1 + x

(
T +

(µ+ T )(1 + x)

2n
+

(
1

2
S − T ln 2

2

)
(1 + x)

)
,

kde opät’

S =

1∫
0

f0(z)dz.

Ked’že 0 ≤ x ≤ 1 a (S − T ln 2)/2 < 0 kvôli monotónnosti integrálu, plat́ı

fn(x) <
1

1 + x

(
T +

(µ+ T )2

2n
+

1

2
S − T ln 2

2

)
=

1

1 + x

(
T

(
1− ln 2

2

)
+

1

2
S +

µ+ T

2n−1

)

=
Tδ +

1

2
S +

µ+ T

2n−1

1 + x
,

kde δ = 1− ln 2/2. Označme

Gn = min

{
T, Tδ +

1

2
S +

µ+ T

2n−1

}
a dostávame druhú nerovnost’

fn(x) <
Gn

1 + x
,

pretože v pŕıpade, že Gn = T nerovnost’ opät’ plynie z Lemy 2.14. Dostávame
teda odhad

gn
1 + x

< fn(x) <
Gn

1 + x
,

25



pre všetky n ≥ 1 a x ∈ [0,1]. Navyše ak vieme, že t < T , z vol’by gn a Gn plynie

Gn − gn ≤ Tδ +
1

2
S +

µ+ T

2n−1
− tδ − 1

2
S +

µ+ t

2n−1
= (T − t)δ +

µ+ T

2n−1
+
µ+ t

2n−1

< (T − t)δ +
2(µ+ T )

2n−1
= (T − t)δ +

µ+ T

2n−2
.

k

Veta 2.19 (Kuzminova veta). Nech f0(x),f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . . je postup-
nost’ reálnych funkcíı definovaných na intervale [0,1], ktorá má vlastnost’ (σ).
Ak f0 má vlastnost’ (ε : µ,M) pre nejaké M,µ ∈ R, potom pre n dostatočne vel’ké∣∣∣∣∣fn(x)−

a

1 + x

∣∣∣∣∣ < Ae−λ
√
n,

kde

a =
1

ln 2

∫ 1

0

f0(z) dz,

λ = − ln

(
1− ln 2

2

)
a A je kladná konštanta, ktorá záviśı iba od M a µ.

Dôkaz. Ked’že f0 má vlastnost’ (ε : µ,M), je to nezáporná funkcia na uzavretom
intervale [0,1] a teda na tomto intervale nadobúda minimum, ktoré označ́ıme m.
Teda plat́ı m ≤ f0(x) < M pre všetky x ∈ [0,1]. Z toho plynie, že pre všetky
x ∈ [0,1] plat́ı nerovnost’

g

1 + x
=

m

2(1 + x)
<

m

1 + x
≤ f0(x) <

2M

1 + x
=

G

1 + x
,

kde g = m/2 a G = 2M . Pre f0 s takýmto odhadom a postupnost’ f0,f1, . . .
s vlastnost’ou (σ) môžeme použit’ Lemu 2.18. Pre každé n ≥ 1 dostávame č́ısla
g1,n, G1,n, pre ktoré plat́ı

g1,n
1 + x

< fn(x) <
G1,n

1 + x
,

pričom

G1,n − g1,n < (G− g)δ +
µ+G

2n−2
= (G− g)δ +

µ+ 2M

2n−2
.

Postupnost’ fn má podl’a Lemy 2.12 vlastnost’ (ε :
µ

2n−3
+ 4M,2M), navyše

ak voĺıme n ≥ n0 z Lemy 2.12, potom fn má vlastnost’ (ε : 5M,2M). Postup-
nost’ fn,fn+1, . . . má navyše zjavne vlastnost’ (σ), teda opät’ použijeme Lemu 2.18,
tentoraz pre fn a pre všetky m > n ≥ n0, dostávame

gm
1 + x

< fm(x) <
Gm

1 + x
,
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kde

gm = max

{
g1,n, g1,nδ +

1

2
S − 5M + g1,n

2m−n−1

}
,

Gm = min

{
G1,n, G1,nδ +

1

2
S +

5M +G1,n

2m−n−1

}
a

Gm − gm < (G1,n − g1,n)δ +
5M +G1,n

2m−n−2
≤ (G1,n − g1,n)δ +

7M

2m−n−2
.

Vol’me m = 2n, n ≥ n0 a pre takúto vol’bu označme gm = g2,n a Gm = G2,n. Pre
f2n máme nerovnosti

g2,n
1 + x

< f2n(x) <
G2,n

1 + x
,

G2,n − g2,n < (G1,n − g1,n)δ +
7M

2n−2
.

Ked’že 2n > n, podl’a Lemy 2.12 má táto funkcia vlastnost’ (ε : 5M,2M). Po-
stupnost’ f2n,f2n+1, . . . má vlastnost’ (σ), teda opät’ môžeme použit’ Lemu 2.18.
Špeciálne dostávame

g3,n
1 + x

< f3n(x) <
G3,n

1 + x
,

kde

g3,n = max

{
g2,n, g2,nδ +

1

2
S − 5M + g2,n

2n−1

}
,

G3,n = min

{
G2,n, G2,nδ +

1

2
S +

5M +G2,n

2n−1

}
.

Ak analogicky postupujeme d’alej, pre l’ubovol’né k ≥ 2 takto definujeme gk,n a
Gk,n, pre ktoré plat́ı

gk,n
1 + x

< fkn(x) <
Gk,n

1 + x
,

Gk,n − gk,n < (G(k−1),n − g(k−1),n)δ +
7M

2n−2
.

Pre k = n teda dostávame

Gn,n − gn,n < (G(n−1),n − g(n−1),n)δ +
7M

2n−2

<

(
(G(n−2),n − g(n−2),n)δ +

7M

2n−2

)
δ +

7M

2n−2

< (G(n−2),n − g(n−2),n)δ2 +
1

2n−2
(7Mδ + 7M)

< (G(n−3),n − g(n−3),n)δ3 +
1

2n−2
(7Mδ2 + 7Mδ + 7M) < · · ·

< (G1,n − g1,n)δn−1 +
1

2n−2
(7Mδn−2 + 7Mδn−3 + . . .+ 7Mδ + 7M)

< (G− g)δn +
1

2n−2
((µ+ 2M)δn−1 + 7Mδn−2 + . . .+ 7Mδ + 7M).
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Dosad́ıme G = 2M a označme D = max{µ+ 2M, 7M}. Dostávame

Gn,n − gn,n < 2Mδn +
D

2n−2
(δn−1 + δn−2 + . . .+ δ + 1) = 2Mδn +

Dδn

2n−2

n∑
i=1

1

δi
.

Upravme teraz sumu z tejto nerovnosti. Suma je zjavne rovná

n∑
i=0

(
1

δ

)
− 1 =

1

δn+1
− 1

1

δ
− 1

− 1 =

1− δn+1

δn−1

1− δ
δ

− 1 =
1− δn+1

δn(1− δ)
− 1 =

1− δn

δn(1− δ)
.

Dosad’me δ = (2− ln 2)/2.

1− (2− ln 2)n

2n

(2− ln 2)n

2n
2− 2 + ln 2

2

=
2

ln 2

2n − (2− ln 2)n

(2− ln 2)n
<

2

ln 2

2n

(2− ln 2)n
<

2n+1

ln 2
,

ked’že (2− ln 2) > 1. Z pôvodnej nerovnosti teda dostávame

Gn,n − gn,n < 2Mδn +
Dδn

2n−2
2n+1

ln 2
= 2Mδn +

Dδn

8 ln 2
= δn

(
2M +

D

8 ln 2

)
.

Označme

K = max

{
2e, 2M +

D

8 ln 2

}
.

Potom
Gn,n − gn,n < δnK = elnKen ln δ = Be−λn,

kde B je kladná konštanta, ktorá záviśı iba od µ a M , pretože D a K závisia
iba od týchto parametrov a

λ = − ln δ = − ln

(
1− ln 2

2

)
.

Z tohto odhadu plynie, že existuje b ∈ R také, že

lim
n→∞

Gn,n = lim
n→∞

gn,n = b.

Navyše z nerovnosti
gn,n

1 + x
< fn2(x) <

Gn,n

1 + x

dostávame ∣∣∣∣fn2(x)− b

1 + x

∣∣∣∣ < Be−λn (2.6)

pre všetky x z [0,1] a teda fn2(x) konverguje rovnomerne k funkcii b/(1 + x)
na [0,1]. Funkcia fn2 je integrovatel’ná pre všetky n, teda podl’a Vety 2.6 môžeme
vymenit’ limitu a integrál a dostávame

lim
n→∞

∫ 1

0

fn2(x)dx =

∫ 1

0

b

1 + x
dx = b ln 2.
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Podl’a Lemy 2.15 plat́ı ∫ 1

0

fn2(x)dx =

∫ 1

0

f0(x)dx,

teda

b = a =
1

ln 2

∫ 1

0

f0(x)dx.

Ak si zvoĺıme N ∈ N, N ≥ n2
0, potom plat́ı, že existuje n ≥ n0, pre ktoré

n2 ≤ N < (n+ 1)2. Z nerovnosti 2.6 plynie

a− 2Be−λn

1 + x
< fn2(x) <

a+ 2Be−λn

1 + x

a z Lemy 2.14 potom

a− 2Be−λn

1 + x
< fN(x) <

a+ 2Be−λn

1 + x
,

teda ∣∣∣∣fn(x)− a

1 + x

∣∣∣∣ < 2Be−λn = 2Beλe−λ(n+1) < Ae−λ
√
N ,

kde A = 2Beλ je kladná reálna konštanta závislá od M a µ. Táto nerovnost’

plat́ı pre N dostatočne vel’ké, teda ak zvoĺıme dostatočne vel’ké A, bude platit’

pre l’ubovol’né N ≥ 0.
k

Teraz sa vrátime k pôvodnej postupnosti funkcíım0,m1, . . . a dokážeme odhad,
ktorý plynie z Kuzminovej vety.

Veta 2.20. Pre postupnost’ funkcíı m0,m1, . . . , ktorá je definovaná vyššie, plat́ı∣∣∣∣mn(x)− ln(1 + x)

ln 2

∣∣∣∣ < Ae−λ
√
n,

kde A je kladná konštanta a

λ = − ln

(
1− ln 2

2

)
.
= 0,4255.

Dôkaz. Indukciou dokážeme, že funkcia mn(x) má deriváciu na intervale [0,1] pre
každé n ∈ N0.

Ked’že α0(α) = α, plat́ı

m0(x) = M {α ∈ (0,1)|α < x} = x

pre všetky x ∈ [0,1]. Vid́ıme teda, že funkcia m0(x) má deriváciu na [0,1] a plat́ı
m′0(x) = 1 na celom intervale [0,1]. Táto derivácia je spojitá a obmezdená. Podl’a
Lemy 2.2 plat́ı

mn+1(x) =
∞∑
k=1

{
mn

(
1

k

)
−mn

(
1

k + x

)}
.
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Prepodkladajme, že mn(x) má spojitú a obmedzenú derviáciu na intervale [0,1],
teda existuje B ∈ R, pre ktoré |m′n(x)| < B pre všetky x ∈ [0,1]. Potom sč́ıtance

mn

(
1

k

)
−mn

(
1

k + x

)
majú deriváciu na [0,1] a plat́ı

−m′n
(

1

k + x

)(
−1

(k + x)2

)
= m′n

(
1

k + x

)
1

(k + x)2
< B

1

k2
.

Suma
∞∑
k=1

m′n

(
1

k + x

)
1

(k + x)2

teda rovnomerne konverguje podl’a Vety 2.3, pretože
∞∑
k=1

1/k2 konverguje. Podl’a

Vety 2.4 má potom mn+1 deriváciu. Táto je opät’ spojitá a obmedzená pomocou

B
∞∑
k=1

1

k2
=
Bπ2

6
.

Indukciou teda dostávame, že mn má deriváciu pre každé n = 0,1, . . . a pre
postupnost’ m′0,m

′
1, . . . plat́ı

m′n+1 =
∞∑
k=1

1

(k + x)2
m′n

(
1

k + x

)
,

teda má vlastnost’ (σ). Navyše m′0(x) ≡ 1, a teda má vlastnost’ (ε : 2,2). Pre túto
postupnost’ teda môžeme použit’ Vetu 2.19 a dostávame∣∣∣∣m′n(x)− 1

(1 + x) ln 2

∣∣∣∣ < Ae−λ
√
n, (2.7)

kde A je kladná reálna konštanta nezávislé od n a

λ = − ln

(
1− ln 2

2

)
.

Plat́ı, že mn(x) =
x∫
0

m′n(y)dy a

x∫
0

dy

(1 + y) ln 2
=

1

ln 2
[ln(1 + y)]x0 =

ln(x+ 1)

ln 2
.

Podl’a Vety 2.9 teda integráciou nerovnosti (2.7), ktorú sme dostali z Vety 2.19
dostávame∣∣∣∣∫ x

0

m′n(y)dy −
∫ x

0

dy

(1 + y) ln 2

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

0

∣∣∣∣m′n(x)− 1

(1 + x) ln 2

∣∣∣∣ < ∫ x

0

Ae−λ
√
ndy.

30



Dohromady ∣∣∣∣mn(x)− ln(1 + x)

ln 2

∣∣∣∣ < Ae−λ
√
n · x ≤ Ae−λ

√
n,

č́ım sme dokázali nielen Gaussov výsledok, ale aj dobrý odhad rýchlosti konver-
gencie. k

Veta 2.21. Nech k je prirodzené č́ıslo, potom

lim
n→∞

ME

(
n
k

)
=

1

ln 2
ln

(
1 +

1

k(k + 2)

)
.

Dôkaz. Môžeme si všimnút’, že an(α) = k práve vtedy, ak⌊
1

αn−1(α)

⌋
= k,

čo je ekvivalentné s nerovnost’ami

k ≤ 1

αn−1(α)
< k + 1,

a
1

k + 1
< αn−1(α) ≤ 1

k
.

Z toho vyplýva, že plat́ı

ME

(
n
k

)
= mn−1

(
1

k

)
−mn−1

(
1

k + 1

)
=

1
k∫

1
k+1

m′n−1(x)dx.

Ak teda integrujeme nerovnost’ (2.7) pre n − 1, vd’aka monotónnosti integrálu
dostávame∣∣∣∣∣∣∣mn−1

(
1

k

)
−mn−1

(
1

k + 1

)
−

1
k∫

1
k+1

dx

(x+ 1) ln 2

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣E
(
n
k

)
−
[

ln(1 + x)

ln 2

] 1
k

1
k+1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣E
(
n
k

)
−

ln(1 + 1
k
)

ln 2
+

ln(1 + 1
k+1

)

ln 2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣E
(
n
k

)
−

ln

(
k+1
k

k+2
k+1

)
ln 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣E
(
n
k

)
−

ln
(

1 + 1
k(k+2)

)
ln 2

∣∣∣∣∣∣ <
1
k∫

1
k+1

Ae−λ
√
n−1dx = Ae−λ

√
n−1
(

1

k
− 1

k + 1

)

= Ae−λ
√
n−1 1

k(k + 1)
.

Z toho dostávame limitu, ktorú sme chceli

lim
n→∞

ME

(
n
k

)
=

1

ln 2
ln

(
1 +

1

k(k + 2)

)
.

k
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Kapitola 3

Vlastnosti zovšeobecnených
ret’azových zlomkov

Nech postupnost’ čiastočných čitatel’ov b = (b1,b2, . . .) je postupnost’ nenu-
lových reálnych č́ısel a α je reálne č́ıslo. Potom zovšeobecnený ret’azpový zlomok
α s čiastočnými čitatel’mi b1,b2, . . . vypoč́ıtame nasledovne: Definujeme α0 = α.

• Začneme s i = 0.

• Prirad́ıme ai = bαic.

• Ak αi − bαic = 0, výpočet konč́ı, inak prirad́ıme

αi+1 =
bi+1

αi − bαic
a opakujeme posledné dva kroky pre i+ 1.

Môžeme si všimnút’, že akonáhle by platilo bi = 0 pre nejaké i ∈ N, potom by
platilo αi = 0, postup by sa zastavil a ai = 0, teda zlomok by nemal zmysel.
Preto predpoklad, že sú všetky členy postupnosti b nenulové, bol odôvodnený.

Pozorovanie. Ak je výraz αi − bαic 6= 0, potom je menš́ı ako 1, teda plat́ı

1

αi − bαic
> 1.

Z toho dostávame, že

ai+1 = bαi+1c =

⌊
bi+1

αi − bαic

⌋
≥ bbi+1c ,

čiže ak budú bi vel’ké č́ısla, ai budú tiež vel’ké.

Tvrdenie 3.1. Ak sú všetky členy postupnosti b z predošlej poznámky racionálne,
potom sa algoritmus sa zastav́ı po konečnom počte krokov práve vtedy, ak α je
racionálne č́ıslo. V takomto pŕıpade je navyše hodnota takto vytvoreného zlomku

a0 +
b1

a1 +
b2

. . . +
bn

an

rovná α.
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Dôkaz. Indukciou podl’a k ukážeme, že

α = a0 +
b1

a1 +
b2

. . . +
bk

αk

pre všetky k také, že αk je definované. Pre k = 1 dostávame

a0 +
b1

α1

= a0 +
b1
b1

α0−bα0c
= a0 + α0 − a0 = α.

V indukčnom kroku si stač́ı uvedomit’, že

αk =
bk

αk−1 − bαk−1c
=

bk
αk−1 − ak−1

a preto

ak−1 +
bk
αk

= ak−1 + αk−1 − ak−1 = αk−1.

Z toho dostávame, že

a0 +
b1

a1 +
b2

. . . +
bk−1

ak−1 +
bk

αk

= a0 +
b1

a1 +
b2

. . . +
bk−1

αk−1

= α,

pričom posledná rovnost’ plat́ı z indukčného predpokladu.
Ked’že sa algoritmus zastavil a žiadne bi nie je rovné 0, nutne plat́ı αn = bαnc,
teda αn = an a

α = a0 +
b1

a1 +
b2

. . . +
bn

an

.

Naopak predpokladajme, že α je racionálne č́ıslo. Ukážeme, že postup sa zastav́ı.
Nech αi = p/q je racionálne č́ıslo, p ∈ Z, q ∈ N nesúdelitel’né č́ısla. Potom

αi+1 =
bi+1

αi − bαic
je zjavne opät’ racionálne č́ıslo, pretože

αi − bαic =
p mod q

q
.

Potom teda

αi =
q · bi

p mod q
.

Ked’že (p mod q) < q, menovatel’ sa zmenšil. Ked’že α0 = α je racionálne č́ıslo,
teda je rovné p0/q0 pre nejaké p0 ∈ Z, q0 ∈ N nesúdelitel’né č́ısla a po každom
kroku sa menovatel’ zmenš́ı, najneskôr po q0 krokoch bude αi celé č́ıslo (menovatel’

bude rovný 1) a algoritmus sa zastav́ı.

k
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Defińıcia 3.1 (Konvergenty zovšeobecneného ret’azového zlomku). Podobne ako
pre klasické ret’azové zlomky, môžeme pre nekonečné zovšeobecnené ret’azové zlomky
definovat’ postupnosti P = P0,P1, . . . a Q = Q0,Q1, . . . ako P−1 = 1, Q−1 = 0,P0 =
a0, Q0 = 1 a d’alej rekurentnými vzt’ahmi

Pn = anPn−1 + bnPn−2 a Qn = anQn−1 + bnQn−2.

Čı́slo xn = Pn/Qn nazveme n-tý kovergent. Hovoŕıme, že ret’azový zlomok kon-
verguje, ak konverguje jeho postupnost’ konvergentov.

Poznámka. Pre konvergenty navyše plat́ı, že

xn = a0 +
b1

a1 +
b2

. . . +
bn

an

.

V pŕıpade zovšeobecnených ret’azových zlomkov nemuśı každý zlomok konvergo-
vat’.

Defińıcia 3.2 (Nakoniec periodický zovšeobecnený zlomok). Nekonečný zovšeo-
becnený zlomok s čiastočnými podielmi a0,a1, . . . a čiastočnými čitatel’mi b1, b2, . . .
nazveme nakoniec periodický, ak existujú č́ısla n0,k ∈ N, také, že an = an+k a
bn+1 = bn+k+1 pre všetky n ≥ n0. Čı́slo k nazývame d́lžka periódy a n0 d́lžka
predperiódy.

Tvrdenie 3.2. Ak je postupnot’ čiastočných čitatel’ov b postupnost’ou celých č́ısel
a pri výpočte zovšeobecneného ret’azového zlomku reálneho č́ısla α dostaneme
nakoniec periodický zovšeobecnený ret’azový zlomok, potom α je kvadratické ira-
cionálne č́ıslo.

Dôkaz. Nech k je d́lžka periódy a n0 d́lžka predperiódy. Ak si označ́ıme

an0 +
bn0+1

an0+1 +
bn0+2

. . . +
bn0+k−1

an0+k−1 +
bn0+k

an0 +
bn0+1

. . .

= β,

Potom plat́ı

β = an0 +
bn0+1

an0+1 +
bn0+2

. . . +
bn0+k−1

an0+k−1 +
bn0+k

β

,

čo vedie na kvadratickú rovnicu pre β s racionálnymi koeficientami. β je teda
kvadratické iracionálne č́ıslo (β nie je racionálne č́ıslo, pretože by zlomok nebol
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nekonečný). Pre pôvodné α plat́ı

α = a0 +
b1

a1 +
b2

. . . +
bn0

αn0

,

pričom αn0 = β. α je teda zjavne tiež kvadratické iracionálne č́ıslo.

k
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Kapitola 4

Návrh prúdovej šifry

Kane [1] navrhol schému, ako vytvorit’ prúdovú šifru pomocou ret’azových
zlomkov. Schéma predpokladá výmenu kl’́učov štandardným spôsobom, ktorá pred-
chádza vlastnej prúdovej šifre. V konkrétnom pŕıklade použitia tejto schémy je
použité RSA. Schéma je koncipovaná vel’mi všeobecne a pracuje s celoč́ıselnými
funkciami g a hz, ktoré nie sú nijak špecifikované, až na uvedený najjednoduchš́ı
pŕıklad použitia sechémy, v ktorom sa predpokladá, že g = ln a hz(t) = z
pre všetky t a z.

Schéma predpokladá, že prebieha viacero kôl a pre každé je inak volený kl’́uč
zi a inicializačný parameter ti.

Okrem funkcíı g, hzi , kl’́uča zi a parametra ti sa v popise vyskytuje ešte
č́ıslo a, ktoré sa v pŕıklade použitia schémy voĺı rovnaké ako verejný exponent
e jednej z komunikujúcich strán z inštancie RSA použitej pri výmene kl’́učov
pred šifrovańım.

Šifra predpokladá, že sa pracuje so zovšeobecneným ret’azovým zlomkom,
ktorý sa poč́ıta z vopred zadaných čiastočných čitatel’ov b1,b2, . . .. Podl’a autora
článku by sa mohli posielat’ zašifrovane pred začiatkom komunikácie, ale nenašiel
sa útok ani na verziu tejto schémy, pri ktorej by boli b1,b2, . . . verejne pŕıstupné.
Jedinou informáciou o ich vol’be, ktorá sa dá v článku nájst’, je doporučenie autora,
aby šlo o vel’ké iracionálne č́ısla, ktorých celá čast’ je väčšia ako 105000 .

= 216610.
Nie je ani úplne zrejmé, kol’ko čiastočných menovatel’ov potrebujeme v jed-

nom kole. Celkovo sa to dá z článku pochopit’ troma spôsobmi. Prvá možnost’ je,
že sa v každom kole pri výpočte ret’azového zlomku opakovane použ́ıva iba je-
den čiastočný čitatel’. Táto predstava najlepšie odpovedá značeniu a algoritmu
na konci článku. Druhý spôsob, ako sa dá text pochopit’ je, že pri poč́ıtańı
každého nasledujúceho čiastočného podielu aj sa použije nasledujúci člen postup-
nosti b1, . . .. V nasledujúcom kole sa použije postupnost’ bi znova. Tretia možnost’

je, že výpočet bude prebiehat’ ako pri druhej možnosti, ale v d’aľsom kole sa
už znova nepoužijú tie isté čitatele. Táto možnost’ mi však pŕıde nepravdepo-
dobná, pretože celková d́lžka postupnosti bi ako binárneho ret’azca by bola väčšia
ako d́lžka ret’azca vyprodukovaného algoritmom, ktorý sa použije na zašifrovanie
správy. Posledné dve verzie lepšie odpovedajú úvahám o bezpečnosti tejto schémy.

Spôsob vol’by čiastočných menovatel’ov teda ostáva aj po opakovanom a dôsled-
nom č́ıtańı článku nejasným. Na niektorých miestach sa hovoŕı, že sú volené
náhodne, ale nie je úplne jasné, k čomu sa táto náhodnost’ vzt’ahuje. Ak sú však
hodnoty bi určené, potom nasleduje výpočet zovšeobecneného ret’azového zlomku
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č́ısla Xi = a
√
g(hzi(ti)). Z neho sa použijú čiastočné podiely a`+1, . . . , am, kde `

am sú vopred určené. Č́ısla a`+1, . . . , am sa následne zostavia za sebou ako binárne
ret’azce a výsledný ret’azec je výsledkom práce i-teho kola.

Celá schéma podl’a [1] teda vyzerá takto:

• V i-tom kroku:

– Obe strany vypoč́ıtajú Xi = a
√
g(hzi(ti)).

– Obe strany vypoč́ıtajú zovšeobecnený ret’azový zlomok iracionálneho
č́ısla Xi.

– Obe strany vyberú prvých m čiastočných podielov ret’azového zlomku
nasledujúcich po `-tom.

– Tieto čiastočné podiely sa zret’azia a prevedú do binárneho zápisu, ten
bude čast’ou prúdu kl’́uča (keystream).

– Ak je vyprodukovaný keystream kratš́ı ako správa, ktorú treba zašifrovat’,
prechádzajú obe strany do kroku i+ 1 a postup opakujú.

• Po źıskańı prúdu kl’́uča k dostatočnej d́lžky, Alice zašifruje správu p tak,
že vypoč́ıta c = p⊕ k. Šifrový text c potom pošle Bobovi.

• Bob dešifruje správu p ako p = c⊕ k.

Konkrétny pŕıklad použitia tohto algoritmu uvedený v článku odpovedá tejto
schéme, kde Xi = e

√
ln(zi).

Čo sa týka hodnôt Xi, autor uvádza, že je potrebné sa vyhnút’ racionálnym
a kvadratickým iracionálnym č́ıslam a to treba zohl’adnit’ aj pri výbere funkcíı
g a hzi a vol’be parametrov ti a a. Toto doporučenie je založené na výsledkoch
z prvej a tretej kapitoly.
V pŕıklade použitá vol’ba Xi = e

√
ln(zi) dokonca vedie na č́ısla transcendentné,

ako plynie z nasledujúcej vety.

Veta 4.1. Ak je n ≥ 3 prirodzené č́ıslo a x je reálne algebraické č́ıslo väčšie ako
1, potom

n
√

lnx

je transcendentné č́ıslo.

Dôkaz. Veta je dôsledkom Dôsledku 3.16 z [7]

k
Nie je však zrejmé, či pri vol’be iracionálnych čiastočných čitatel’ov je vôbec

vol’bu Xi nutné obmedzovat’. Aj to stoj́ı za d’aľsie podrobné skúmanie, ktoré by
presahovalo rozsah tejto práce.

Autor šifry odkazuje na výsledok o frekvencii jednotlivých čiastočných po-
dielov v klasických ret’azových zlomkoch, ktorý je uvedený a dokázaný v druhej
kapitole. Navyše uvádza hypotézu, že pre zovšeobecnené ret’azové zlomky bude
rozdelenie frekvencíı rovnomerné. Hypotéza nie je celkom presne formulovaná,
ṕı̌se sa v nej, že postupnost’ b1,b2, . . . je tvorená náhodne volenými vel’kými ira-
cionálnymi č́ıslami.

Táto hypotéza určite stoj́ı za podrobneǰsie skúmanie. Pochybnosti o jej plat-
nosti viedli k záujmu o dôkaz popisu rozloženia frekvencíı čiastočných podielov
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v klasických iracionálnych zlomkoch a následne o Kuzminovu vetu 2.19. Overenie
tejto hypotézy by mohlo nadväzovat’ na túto prácu, je totiž dost’ možné, že sa
pri tom opät’ využije Kuzminova veta. Bohužial’ nedostatok času a neprehl’adná
prezentácia dôkazu Kuzminovej vety zapŕıčinili, že táto úloha ostala za horizon-
tom tejto práce. Presné znenie hypotézy z článku [1] preložené do slovenčiny
vyzerá nasledovne.

Hypotéza 4.1. Ak je čiastočný čitatel’ vel’ké iracionálne č́ıslo zvolené náhodne a
čiastočné podiely sú poč́ıtané z náhodne vybraného reálneho č́ısla x, ktoré nie je
racionálne, ani kvadratické iracionálne č́ıslo, potom:

1. Existuje vel’ký interval [S,P ], ktorý obsahuje väčšinu čiastočných podielov
a nie je možné vyskúšat’ všetky č́ısla z tohto intervalu v polynomiálnom
čase.

2. Pravdepodobnost’, že v polynomiálnom čase nastane koĺızia v rozvoji zovše-
obecneného ret’azového zlomku je bĺızka nule, čo prispieva k dobrej dis-
tribúcii čiastočných podielov v intervale [S,P ].

3. Pravdepodobnost’, že sa prvok intervalu [S,P ] vyskytne ako čiastočný po-
diel, je pre všetky prvky intervalu [S,P ] takmer rovnaká (bĺıži sa k nule).
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Záver

Ciel’om tejto práce bolo na začiatku analyzovat’ prúdovú šifru predstavenú
v článku [1]. Autor v článku formuluje Hypotézu 4.1 o rozdeleńı pravdepodob-
nosti, s ktorou sa jednotlivé č́ısla vyskytujú ako čiastočné podiely zovšeobecnených
ret’azových zlomkov, na ktorej stoj́ı a padá bezpečnost’ predstavenej šifry. Prirod-
zeným ciel’om teda bolo pokúsit’ sa zistit’ niečo o platnosti tejto hypotézy. Po-
znatky z tejto oblasti však nie sú na takej úrovni, aby sa dala táto hypotéza potvr-
dit’ alebo vyvrátit’. Predpokladám však, že akékol’vek poznatky, ktoré budú viest’

k overeniu alebo vyvráteniu hypotézy budú vychádzat’ s obdobných výsledkov
pre klasické ret’azové zlomky, ktoré už k dispoźıcii sú.

Ďaľśım predmetom môjho záujmu sa teda stalo tvrdenie o rozdeleńı pravdepo-
dobnosti, s ktorou sa jednotlivé č́ısla vyskytujú ako čiastočné podiely klasických
ret’azových zlomkov, v literatúre tiež nazývané ako Gauss-Kuzminovo rozdelenie.
Ako zdroj bol použitý klasický text o ret’azových zlomkoch [2]. Nezdá sa, že by
sa tento text dal nahradit’ nejakým novš́ım spracovańım. Existuje aj český pre-
klad [8], ktorý je ale zjavne preložený z takmer totožnej verzie ako text použitý
v tejto práci.

Tento text sa však ukázal byt’ dost’ neprehl’adný a na niektorých miestach,
najmä v dôkaze Kuzminovej vety, dokonca nepresný. Konkrétne napŕıklad na-
rozdiel od Lemy 2.18, v originálnom texte boli č́ısla gn a Gn definované priamo
ako

gn = tδ +
1

2
S − µ+ t

2n−1
,

Gn = Tδ +
1

2
S +

µ+ T

2n−1
,

pričom bola uvedená iba poznámka, že n sa voĺı dostatočne vel’ké, aby platila
nerovnost’

Gn − gn < (T − t)δ +
µ+ T

2n−2
.

To sa určite dá, ale neumožňuje to taký jednoduchý prechod ku gkn a Gkn, pre k =
2,3, . . ., aký je v originálnom texte uvedený. V každom pŕıpade v dôkaze, ktorý bol
prezentovaný v druhej kapitole, sú tieto nedostatky napravené. Okrem drobných
nepresnost́ı je tiež prerobená celková štruktúra dôkazu pre lepšiu prehl’adnost’.

Pôvodný ciel’ sa teda bohužial’ nepodarilo dosiahnut’ - ostal do budúcnosti ako
výzva. Pŕınos tejto práce vid́ım v spracovańı základných pojmov o ret’azových
zlomkoch a prepracovańı dôkazu Kuzminovej vety tak, aby bol pŕıstupný dnešnému
čitatel’ovi. Vd’aka tomu by mohla byt’ táto bakalárska práca dobrým začiatkom
pre štúdium obdoby Gauss-Kuzminovho rozdelenia pre zovšeobecnené rat’zové
zlomky, čo by viedlo k overeniu alebo vyvráteniu Hypotézy 4.1 uvedenej v článku [1].
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