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vlastnostmi mnohorozmérného normalniho rozdéleni a zkouma linedrni kombi-
nace normalnich vektori, linedrni kombinace normélnich matic a jejich vlast-
nosti. Poté se prace vénuje kvadratickymi formami matic z norméalniho rozdéleni,
co vede k Wishartovmu rozdéleni, jeho vlastnostem a analyze mnohorozmérnych
dat na ném zalozené. Ke konci prace se zkoumaji kombinace nadhodnych vek-
tord a matice z normalniho rozdéleni vedouci k Hotellingovmu rozdeéleni a jeho
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near combinations of normal matrices and theirs properties. After that the qua-
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Dalej sa zaobera vlastnostami mnohorozmerného normélneho rozdelenia a skiima
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a ich vlastnosti. Potom sa praca venuje kvadratickymi formami matic z normal-
neho rozdelenia, ¢o vedie k Wishartovmu rozdeleniu, jeho vlastnostiam a analyze
mnohorozmernych dat na niom zalozenej. Ku konci prace sa skiimaja kombinacie
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Uvod

V tejto bakalarskej praci sa zaoberame mnohorozmernym normalnym roz-
delenim, rozdeleniami od neho odvodenymi, vzfahmi medzi nimi a ndhodnym
vyberom z n-rozmerného normalneho rozdelenia. Rozdelenia, ktoré odvodime
od mnohorozmerného normélneho rozdelenia, budeme skimat, bez toho aby sme
odvodzovali a pouzivali ich funkcie hustoty.

V prvej kapitole je najprv definované n-rozmerné norméalne rozdelenie a ma-
ticové normalne rozdelenie. Dalej sa tam nachadza odvodenie charakteristickej
funkcie n-rozmerného normalneho rozdelenia a jeho charakterizacia pomocou
Cramér-Woldovej vety.

Nasledujtica kapitola sa venuje vlastnostiam mnohorozmerného norméalneho
rozdelenia. V tejto kapitole je ukazané, ktoré linearne kombinacie norméalnych
vektorov a linedrne kombindacie normalnych matic zachovavaji normalitu a aké
su ich vlastnosti.

V tretej kapitole st ukdzané kvadratické formy matic z normalneho rozdelenia,
ktoré vedu k Wishartovmu rozdeleniu a jeho vlastnostiam. Na konci tejto kapitoly
sa venujeme analyze mnohorozmernych dat zalozenej na Wishartovom rozdeleni.

Posledna kapitola skima kombinacie ndhodnych vektorov a matice z normal-
neho rozdelenia, ¢o vedie k Hotellingovmu rozdeleniu a jeho vlastnostiam.

Rozdelenie a vlastnosti vektora vyberovych priemerov a vyberovej kovarianc-
nej matice ndhodného vyberu z n-rozmerného normélneho rozdelenia su v prie-
behu prace odvodené ako dosledky vysSie spominaného.

Podklady pre tato bakalarsku pracu som cerpal zo zakladnych prednasok prav-
depodobnosti a Statistiky a knihy (Mardia,1979).



Kapitola 1

Mnohorozmerné normalne
rozdelenie

Mnohorozmerné normalne rozdelenie dostaneme priamym zobecnenim nor-
mélneho rozdelenia N (u,0%) na n-rozmerov.

Definicia 1. Nech mdme ndhodny vektor Y = (Yl,...,Yk)T, ktorého pruky su ne-
2dvislé ndhodné veliciny z rozdelenia N (0,1), maticu A € R™* a n-rozmerny
pevne dany vektor w, potom ndhodny vektor X = AY + p md n-rozmerné nor-
mdlne rozdelenie s vektorom strednijch hodnot p a maticou disperzie ¥ = AAT.

Znacime ako X ~ Ny (M,E).

Veta 1. Ak ndhodny vektor X = (Xl,...,Xn)T md rozdelenie Ny (,u,,Z) a matica
disperzie 3 je reguldrna matica, potom existuje jeho hustota

) = [2r8| e { < )T ).

_1 n 1y -1
kde |27T2| 2= {(277)5 ‘E‘ 2} , vzhladom k Lebesqueovej miere na R™.

Poznamka. Hustotu ndhodného vektora, ktory ma n-rozmerné normélne rozdele-
nie s vektorom strednych hodnot g a maticou disperzie X, mozeme tiez vyjadrit,
ako

fx (x) = |27TE}_%6XP {—%ZZUU (x; — ;) (%’ - Mj)} 7271 = (Uij) :

i=1 j=1

Definicia 2. Nech X je matica typu (m x n), ktorej m riadkov XT ... XT sii ne-
zavislé rovnako rozdelené nahodné vektory z rozdelenia Ny, (/J,,E) , potom povieme,
Ze matica X md maticové normdalne rozdelenie s hustotou

m

fx (M) = ‘27?2’_2 ezp{—%z (M, — ,LL)T >t (M, — N)} —

r=1

m

- 2n=] Femp { g [27 (M - 10" (M- 1,07)] .

m

kde matica M = (M,T)

, M, € R" a 1,, je m-rozmerny jednotkovy vektor.
1

r—=

3



Teraz odvodime charakteristickt funkciu pre n-rozmerné normalne rozdelenie.
Charakteristicka funkcia ndhodného vektora X s hustotou fx (x) je definovan4,
ako

Px (t)=E [eitTX} = / e fx (x) dx, t € R™.

Vlastnosti charakteristickej funkcie ndhodného vektora X:

e Charakteristickd funkcia vzdy existuje, Px (0) =1 a | Px (t)‘ <1

e Jednoznacnost: Dva ndhodné vektory maji rovnakt charakteristickti funk-
ciu vtedy a len vtedy, ked maji rovnaku distribuciu.

e Inverzia: Ak charakteristick4 funkcia Px (t) je absolutne integrovatelnd, po-
tom hustota je dand vzorcom:

fx (X)=—1 / e~ "% Py (t) dt.
]Rn

(2m)"
e Nech XT = (YT ,Z7), néhodné vektory Y,Z st nezévislé préve vtedy, ked
zdruzend charakteristickd funkcia ndahodného vektora X je sti¢inom margi-
nalnych charakterictickych funkei:

A

Px (t) = Py (ty) Pz (tz) . t7 = (tv", tz7).

Marginalnu charakteristick funkciu nahodného vektora Y dostaneme ako
Py (ty) = Px (ty,0).

o Nech X = (X1,...,.X,)" a Y = (¥1,...,Y;,)" st nezavislé nahodné vektory
s charakteristickymi funkciami Px (t) a Py (t), potom pre ich stcet X +Y
plati rovnost:

PX+Y (t)=E [eitT(XJrY)} =E [eitTXeitTY} =

_E [eitTX} E [e“TY] = Px (t) Py (t).

Charakteristickd funkcia ndhodnej premennej s normélnym rozdelenim N (u,0%),
ktord m4 strednti hodnotu p a disperziu rovnii o2 > 0, sa d4 vyjadrit, ako

~

1
Px (t) = exp {z’,ut — 502152} , pre t € R.

Veta 2. Nech mame ndhodny vektor X ~ N, (M,E), potom jeho charakteristicki
funkciu vyjadrime, ako

~

1
Px (t) = exp {itTu — §tT2t} e R™



Dékaz. Méme X = £7Y + p s charakteristickou funkciou
PX (t) = E [eith] —E [eitT(E%Y+H)1 - F [eitTueitTE%Y} _ eitT“E [eith%Y} ’

kde Y = (Y1,...,Y,,) ' ma nezavislé rovnako rozdelené zlozky s rozdelenim N (0,1),
takze charakteristickd funkcia

A

. t3
Py, (t;) = E[eltﬂ'yf} = exp{ 5 } pre vSetky j =1,.

» 1 y
Oznaéime u? = t7Xz2, takze
)

E |:eiuTY] - F [eizyzlu]}/}} :HE[ iu;Y; :| ﬁ YJ

1

j:
n 2 n 2
_ __J _ Yl _ L7
= ‘:1exp{ 5 eXp{ > 2} exp{ 2u u.,,

J J

z ¢oho vyplyva, ze

B[o2] —exp {367 (37) (21) ¢ —exp {-3e7me}.

takze dostaneme

3

Pre charakterizaciu n-rozmerného normalneho rozdelenia pouzijeme vetu:

Veta 3 (Cramér-Wold). Rozdelenie n-rozmerného ndahodného vektora X je cel-
kom urcenée mnoZinou vsetkych jednorozmerngych rozdeleni linedrnych kombindcii
tTX, kde t € R", sa pohybuje cez vsetky pevné n-rozmerné vektory.

Dékaz. Pre Y=tTX, vyjadrime charakteristicki funkciu:
Py(s)=E [eisY] _E [eistTX].
Zrejme, pre s = 1 dostaneme
P (1) = E[e“TX} — Px(t),

¢o, ako funkcia premennej t € R™ predstavuje charakteristickii funkciu nahod-
ného vektora X.
d

Cramér-Woldova veta implikuje, Ze ndhodny vektor X ma n-rozmerné nor-
malne rozdelenie vtedy a len vtedy, ked linedrna kombinacia a’X m4 jedno-
rozmerné normalne rozdelenie, pre vSetky pevne dané n-rozmerné vektory a
v pripade a = 0, povazujeme konstanty ako degenerované formy normaélneho
rozdelenia.



Poznamka. Nech

_ T ~T\T v T [Yxx Xxy
V = (X ,Y ) N2n ((MX)H’Y) 7<EYX EYY)) ’

pri¢om pre podmaticu Xxy typu (n x n) plati, Ze —Xxy = X%y = Zvyx, po-
tom povieme, ze vektor Z = X +¢Y ma komplexné mnohorozmerné normélne
rozdelenie.



Kapitola 2

Vlastnosti mnohorozmernéeho
normalneho rozdelenia

V tejto kapitole si odvodime a ukazeme vlastnosti mnohorozmerného normal-
neho rozdelenia.

Tvrdenie 4. Vsetky nenulové linedrne kombindcie prvkov mdhodného vektora
X ~ Ny, (u,E) maju jenorozmernée normdlne rozdelenie.

Dokaz. Nech b # 0 je n-rozmerny vektor z R"™, charakteristicka funkcia nahodnej
premennej Y = b’X je rovna

~

By () = Pyrxc(t) = Px (1) = exp {z‘thu - %thsz} ,

¢o je charakteristickd funkcia nadhodnej premennej z jednorozmerného normal-
neho rozdelenia so strednou hodnotou b” i a disperziou b” b > 0, takZe mame

Y ~ N(b”p,b”hb).
4

Tvrdenie 5.

1. Dva ndhodné vektory z jedného mnohorozmerného normdalneho rozdelenia
st nezavislé vtedy a len vtedy, ked su nekorelované.

2. Pre dva normdlne nahodné vektory z jedného rozdelenia plati, Ze nezdvislost
po dvojiciach ich prvkov implikuje zdruZeni nezdvislost.

Dokaz. Charakteristicka funkcia ndhodného vektora z n-rozmerného norméalneho
rozdelenia sa d& rozlozit na nasobky prislusnych ¢asti, ¢o implikuje ich nezavislost,
len ked odpovedajica podmatica matice dizperzie je nulova. Tento jav nastane
prave vtedy, ked vektory s nekorelované. 0

Dalej sa v tejto ¢asti budeme zaoberaf linedrnymi kombinéciami ndhodného
vektora X ~ N, ( ,u,E), pevne danej matice A, ktord ma plni hodnost a konstant-
nych vektorov b,c.



Veta 6. Nech X ma n-rozmerné normdlne rozdelenie a Y = AX + b, kde A je
lubovolnd matica typu (m X n) s plnou hodnostou a b je lubovolnyg m-rozmerny
vektor, potom Y ma m-rozmerné normadalne rozdelenie.

Doékaz. Mame lubovolny pevne dany m-rozmerny vektor c. Uvazujeme linedrnu
kombinéciu
'Y =c' (AX +b)=a’X +c'b,a=A"c.

Z mnohorozmernej normdlnosti X vyplyva, Ze linedrna kombinécia a’X ma4 jed-
norozmerné normalne rozdelenie, takze c’Y je tiez jednorozmerna normalna na-
hodné premenna pre vsetky pevne dané m-rozmerné vektory c, takze dostavame,
ze nahodny vektor Y ma m-rozmerné normalne rozdelenie. .

Dosledok. Tubovolna podmnozina prvkov normélneho ndhodného vektora mé
mnohorozmerné normalne rozdelenie, obzvlast, jednotlivé prvky maju jednoroz-
merné normalne rozdelenie.

Tvrdenie 7. Ak X ~ N, (,u,,Z) aY = AX+Db, kde A € R™" s plnou hodnostou,
b € R™ su konstantné, potom Y ~ Ny, (A,u, + b,AZAT).

Dokaz. Vo Vete 6 sme ukazali, ze nahodny vektor Y = AX + b, ma m-rozmerné
normaélne rozdelenie. Z vlatnosti vektora strednych hodnot dostaneme, ze

E[Y] =E[AX +b] = AE[X] +b=Ap +b.

Var[Y] = Var[AX + b] = AVar[X]A" = AXA",
plati z vlastnosti matice disperzie, takZe mame Y ~ Ny, (Ap + b, AZAT).

3

Lubovolny ndhodny vektor X ~ N, ( M,E), kde 3 > 0, m6zeme bez problémov
znormovat. Dostaneme

Y =32 (X —p)~N,(0],), kde I, je jednotkové matica.

Dosledok. Ak X ~ N, (O,In) , b € R™ je lubovolny nenulovy vektor, tak linearna

14 . T /7 . 7/ 7’ ’ .
transformacia \';’% ma jenodnorozmerné normované normalne rozdelenie.

Dokaz.
[bTX} B bTE[X} B bT0 _0
vbTb vbThb vbTb

a

{ b’X } _ b"Var[X]b  b’Lb b’b
(\/W)Q bTb bTb

vbTb
Linearna transformécia normalneho nahodného vektora zachovava normalitu,

y .« bl
takze plati, ze % ~ N (0,1).

3



Poznamka. Predchadzajuci dosledok plati aj pre ndhodny vektor Z ~ N, (N,E)

a linedrnu transforméaciu b’ (Z — ) /v'b? Xb. Znormovanim ndhodného vektora
Z Tahko prevedieme na predchadzajuci pripad:

1 bT(Z—p) bTX
X=%12(Z—un) ~N,(0]l,), takze = .
(Z —p) (0.L,) TS T

Désledok. Nech X ~ N,(p,8) a £ > 0, potom (X — p)" 71 (X — p) ~ X2,

kde X2 je chi-kvadrat rozdelenie.

Dékaz. Polozime Y = 72 (X — ) ~ Ny, (0.1,,), takZe dostaneme
T n
X- @) = (X p) = (X =)' (373) (T3) X - w) =YY =D V2
i=1

kde Y; ~ N (0,1) stt nezévislé, takze (X — p)" 71 (X — p) ~ x2

n:

3

Tvrdenie 8. Nech mdme nahodny vektor X ~ N (/,L,E) a pevne dané€ matice
A a B s plnou hodnostou, potom AX a BX st nezdvislé vtedy a len vtedy, ked
AYXBT = 0.

Dokaz. Cov|[AX,BX]| = ACov|X,X|B" = AVar[X]|B" = AZBT, takie
AYXBT = 0 prave vtedy, ked AX a BX st nekorelované, ¢o je pri normalnom
rozdeleni ekvivaletné s tym, ze st nezavislé. 0

Méme nezavislé nahodné vektory Xj,...,X,, z rozdelenia N, (M,E) a maticu

X = (Xl,...,Xm)T, ktord ma maticové normélne rozdelenie a linedrnu kombinaciu
typu Y = AXB, kde A € R?”*™ a B € R™*? st redlne matice.
Pokial X;,...,X,, st ndhodné vybery z N, (M,E), tak pre A = %1% aB=1I,

dostaneme vektor vyberovych priemerov X" = %153{

Veta 9. Mdame maticu X typu (m x n), ktorej m riadkovijch vektorov predstavuje
ndahodné vybery z rozdelenia N (M,E), potom pre vektor vyberovych priemerov
plati, Ze

— 1 1
X =—X"1,, ~N, (M,—z) .
m m

Dokaz. 7 normality ndhodnych vyberov X; vyplyva, ze kazdy prvok vektora
X =1x"1, = (23" X, 2500 :Xm)T, pri¢om X;; st prvky matice X,
mé jednorozmerné normélne rozdelenie. Dalej mame

o iy X iy B[Xi] mh
E[X]=E : = : = : |=n
nlz > iey Xin % > B X min



_ o % Z?il Xi1 % Z:il Xi
Var[X]:Cov[X,X]:COV : : =

. ) .
% 221 Xin % Z’fll Xin

1 Zzl cov (XilaXil) T 221 cov (Xﬂ,Xm)
Yoy cov (Xin, Xin) -+ Do cov (Xin, Xin)
D) .. Yin
1 mzan mza2n 1
E—— =3
m? m
mEnl R mZ,m

takZe dostdvame X = LX"1,, ~ N, (p, = %).

m

Teraz ukazeme, za akych podmienok méa matica Y = AX B maticové norméalne
rozdelenie. To, 7ze kazdy prvok matice Y = (Y;;) ma jednorozmerné normélne
rozdelenie, vyplyva z vyjadrenia Y;; = Za, 5 GiaXapbg;- Avsak, aby matica Y mala
maticové norméalne rozdelenie musi byt splnené, Ze riadky matice st zdruzene
nezavislé a rovnako rozdelené.

Nasledujuca veta udava nutné a postacujice podmienky na matice A a B.

Veta 10. Nech matica X = (Xl,...,Xm)T, kde ndhodné vektory X; ~ Nn(,u,Z)
su nezdvislé, pre i = 1,...,m, ma maticové normdalne rozdelenie a Y = AXB, kde
A e R g B € R"™P potom Y md maticové normdlne rozdelenie prdve vtedy,

ked:
e BTy =0 alebo Al, = al,, pre nejaky skaldr o, a
e BYXBT =0 alebo AAT = BI1,,, pre nejaky skaldr f3.

Ak su obe podmienky splnené tak Y md maticoveé normdlne rozdelenie, jej riadkové
vektory su nezdvislé a maju rozdelenie N, (aBTM,BBTEB).

Definicia 3. Kroneckerovo ndsobenie matice A typu (m X n) a matice B typu
(p X q) definujeme ako

CL11B e alnB
amlB L amnB

pricom matica A ® B je typu (mp X ng).
Zakladné vlastnosti Kronecherového nasobenia:

(A® B)' = AT @ BT, (A® B) (C ® D) = (AC) ® (BD)
aa(A® B)=(aAd)® B=A® (aB) = aA ® B, pre nejaky skalar a.

10



Dalej XV zna¢i mn-rozmerny vektor, ktor§ sme dostali z matice X typu
(m x n), tym, ze sme pod seba naukladali jej stipcove vektory:

XV = (X7}, XE)) " pridom X = (X1),ees X)) -

(n
Pre tieto dve operacie plati rovnost (AXB)Y = (BT @A) XV.

Dokaz. [Vety 10] Najprv dokdzeme tvrdenie:

Nech mame XV mn-rozmerny vektor, ktory sme dostali z matice X, potom
matica X = (Xl,...,Xm)T, kde ndhodné vektory X; ~ N, (p,,E) sl nezavislé,
pre i = 1,...,m, mé& maticové normaélne rozdelenie prave vtedy, ked

XV ~ N (1 ® 1,2 01,).
Pre prvky matice X = (Xy,), k= 1,....m al =1,...n, plati: Xy ~ N (,2y),

kde ¥, = var [X}] st diagondlne prvky matice dizperzie X, pricom nediagonélne
prvky tejto matice s vyjadrené ako X, = cov [ Xy, X, pre kazdé k, takze vek-
tor XV = (XH,...,Xml,Xlg,...,Xm(n_l),Xln,...,an)T mé mn-rozmerné normalne
rozdelenie s vektorom strednych hodnot
T
E [XV:| - (E [Xll] ,...,E [Xml] ,E [X12] ,...,E [Xm(n—l)} ,E [Xln] ,...,E [an]) -
= (Nla"'nulaM?)"')Mn—laMnr"vun)T =M ® 1m

a maticou dizperzie

Var [XV] = Cov [XY XV] = (cov [Xup,Xed]) ,

kde
pre(a=c) A (b=d) =3y
_Jpre(a=c)A(bF#d) =Xy
cov [Xap Xea] = pre(a#c)A(b=d) =0
pre(a #c)AN(b#d) =

pre a,c = 1,....m a b,d = 1,...,n, takze Var [XV} =X®IL,.
Teraz ukédzeme opa¢ni implikdciu. Madme mn-rozmerny ndhodny vektor

XY = (X X)) ~ Non (0 ® 1,0, B ®1,,),

pre (k=1) = Y
kde prvky matice ¥ ® I,,, st rovné cov [X;,X;| = (pre(|k—1]|=m) =3y,
inak =0

ktorého i-ta m-tica X (i—1)+1),--»X(ms) Prvkov je z rozdelenia N (11;,%;;), pre i =
= 1,...,n, pricom >; st diagonalne prvky matice . Tento vektor rozdelime
na n m-rozmernych podvektorov,

XV = (XlT,...,Xg)T, pricom X; = (X(m(i_l)ﬂ),...,X(mi))T, pret=1,...n,

z ktorych zlozime maticu X typu (m x n) tak, ze dané vektory X; poskladame

vedla seba, takze budi tvorit stipce matice X = (Xy,...,X,,). Pre riadkové vektory
T
matice X = <X%F1),...,Xipm)) plati, Ze

T .
X(j) = (X)X (G4m) X (G42m)s--: X (j+(n-1ym) ) > Pre j = 1,...;m,
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pricom n prvkov vektora X(;) ma v danom poradi rozdelenie N (11;,%;;), pre i =
= 1,...,n a ich vzdjomna kovariancia je vyjadrena ako nediagonalne prvky matice
3, takze kazdy vektor X ;) ma rozdelenie Ny, (1t,X) a je nezavisly od vektora Xy,
k # j, kedze kovariancia ich prvkov je nulova. Pre normalne rozdelenie nezavislost
po dvojiciach implikuje zdruzent nezavislost, takze matica X = (Xl,...,Xm)T, kde
X; ~ Ny (;1,,2) su nezavislé, pre i = 1,...,m, ma maticové normalne rozdelenie.
Tym je dokazané pozadované tvrdenie.

7 préve dokazaného tvrdenia vyplyva, ze (AXB)Y = (B" @ A) XV mé4 mno-
horozmerné normalne rozdelenie s vektorom strednych hodnot

E[(B"®A)XV] = (B"®A)E[XY]=(B"®A) (p®1,)=(B"p) ®(Al,,)
a maticou disperzie
Var [(BT © A)XV] = (B” ® A) Var [XV] (B" ® A)" =
= (B"®A)(T®l,) (B®A") = (B"EB)®(AL,A") = (BT"EB)® (AA"),
takie AXB mé maticové normalne rozdelenie vtedy a len vtedy, ked plati, Ze
BT = 0 alebo Al,, = al,, pre nejaky skalar a,
a tiez plati, ze
BYBT = 0 alebo AAT = j1,,, pre nejaky skalar 3.

Ak st obe podmienky splnené tak AXB ma maticové normalne rozdelenie, jej
riadkové vektory st nezévislé a maja rozdelenie Ny, (a B u,6BTSB).
d

Poznamka. Matica B v predchadzajicej vete symbolizuje pridavanie vahovych
premennych a matica A symbolizuje transforméciu vazenych objektov. Z neza-
vislosti povodnych objektov (riadkové vektory X) vyplyva nezavislost transfor-
movanych objektov (riadkové vektory Y), pokial ndsobenie maticou A nezavedie
nejaké vnatorné zavislosti, ale tomuto sa predide podmienkami, ktoré su kladené
na dani maticu.

V nasledujicej vete sa budeme zaoberat koreldciou medzi dvoma lineadrnymi
kombinaciami a podmienkami ich nezavislosti.

Veta 11. Nech mdme maticu X = (Xl,...,Xm)T z normdlneho rozdelenia, kde
X; ~ Nu (u,E) su nezavislé, pre i = 1,....,m, a linedrne transformdcie Y = AXB
a Z = CXD, potom prvky matice Y si nezdvislé od prvkov matice Z prave vtedy,
ked plati, 2e BTXD = 0 alebo ACT = 0.

Dokaz. Mame maticu X, ktord ma maticové normalne rozdelenie.

Pre Y = AXB méme YV = (AXB)" = (BT @ A) XV

zV = (CXD)Y = (D" ® C) XV, pre Z = CXD.

12



7 dokazu Vety 10 vieme, ze XV ~ N, (p, ® 1,2 ® Im), takze

Cov [YV,ZV] =Cov [(B"® 4) XY, (D" @ C)XV] =
— (BT @ A) Cov [XVXV] (DT @ C)" = (B” @ A) Var [XV] (D& CT) =

=(B"®A4)(Tel,) (DeC") = (B"ED)® (AL,C") = (B"ED) ® (ACT).

Prvky matic Y a Z st nekorelované prave vtedy, ked matica (B"XD) @ (ACT)
je nulovd, ¢o nastava vtedy a len vtedy, ked BYXD = 0 alebo ACT = 0. .

Désledok. Nech méame maticu X typu (m x n), ktorej m riadkovych vektorov st
nahodné vybery z N, (,u,,Z), potom vektor vyberovych priemerov

— 1 1
X=—-X"1,,a X kde H=1,, — —1,,1%
m m

je centrovacia matica, si nezavislé, takze vektor vyberovych priemerov je neza-
visly od vyberovej kovarian¢nej matice S = %XTH X.

Dokaz. Polozime

1 1
A:EﬁlaO:H:Im—ELﬂg,
takze
T T 1 T 1 T
ACT = AHT = AH = —17 (1, — =1,,1% | =
m m
1 1 1
= =171, — —171,17 = =17 - 47

m m? m m?2
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Kapitola 3

Wishartovo rozdelenie

V tejto kapitole prejdeme z linearnych transformacii na kvadratické maticové
funkcie vo forme X7 CX, kde C je symetrickd matica. Medzi takéto funkcie patri
permutéacia riadkov matice X alebo hladanie kovarianénych matic v regresnej
analyze. Tieto kvadratické funkcie ¢asto vedu k Wishartovmu rozdeleniu, ktoré
predstavuje maticové zobecnenie chi-kvadrat rozdelenia a mé vela podobnych
vlastnosti.

Definicia 4. Ak sa W, matica typu (n x n), dd napisat ako W = XTX, pricom
matica X = (Xl,...,Xm)T, kde ndhodné vektory X; ~ Nn(O,E) sU nezdvislé,
pre i = 1,...m, md maticové normdalne rozdelenie, potom povieme, Ze W ma
Wishartovo rozdelenie s maticou vah 3 a m stuprniami volnosti.

Znacime W ~ Wy, (X,m), pokial ¥ = 1,,, povieme, Ze rozdelenie je v Stan-
dartizovanej forme.

Poznamka.

1. Ak W~ W, (Xm) ,kde £ > 0am > n, tak U= W m4 inverzné
Wishartovo rozdelenie W, ™" (3,m).

2. Nech matica X = (Xl,...,Xm)T ma maticové normalne rozdelenie, kde na-
hodné vektory X; ~ ND(M,E) st nezavislé, pre i = 1,....n, u # 0, potom
W = XTX mé necentralne Wishartovo rozdelenie.

Zvycajne predpokladame, ze 3 > 0. Prvy moment W je dany ako
EW =E[X'X] =) E[X/X;] =m3.
i=1

Pozndmka. Pre n = 1 mame rozdelenie Wy (0%,m) dané X'X| kde prvky X €
€ R™*! st nezavislé rovnako rozdelené nadhodné veli¢iny z rozdelenia N (0,0?%),
takze W1 (02,m) je zhodné s o2x? rozdelenim.

Dalej sa budeme zaoberaf vlastnostami Wishartovho rozdelenia.
Veta 12. Nech W ~ W,, (¥,m) a B je matica typu (p X n) potom

B"WB ~ W, (B"SB,m) .

14



Dokaz. Tvrdenie vyplyva priamo z definicie Wishartovho rozdelenia, kedze
BT™WB = BTXTXB = Y'Y, kde Y = XB,

pricom riadkové vektory matice X st nezavislé z rozdelenia N, (0,2)7 takze
z Vety 10 dostaneme, ze riadkové vektory matice Y st nezdvislé z rozdelenia
Nn (O,BTEB). Z definicie dostaneme

Y'Y = B"WB ~ W, (B"SB,m) .

J

Nasledujtce dosledky dostaneme dosadenim prislusnych matic za maticu B
do predchadzajucej vety.

T
Désledok. (2—%> WE-% ~ W, (L,m).

Dosledok. Ak W ~ W, (I,,m) a B je matica typu (p x n), spliujica BT B = 1,
potom BTWB ~ W, (I,;m).

Dosledok. Diagonalne podmatice W maji Wishartovo rozdelenie.

7 posledného désledku vyplyva, ze kazdy prvok diagonaly matice W ma
Ez‘z‘in rozdelenie.

V nasledujicom tvrdeni je ukdzané zovseobecnenie vztahu medzi chi-kvadrat
rozdelenim a Wishartovym rozdelenim.

Tvrdenie 13. Nech mame W ~ W, (X,m) a pevne dany vektor a € R" tak, aby
al’Ya # 0 potom
al'Wa
T ~ Xm
alXa

Dokaz. Pouzitim Vety 12 dostaneme, ze

TWa

a’Wa ~ W, (aTEa,m) , takze a

alYa

~ Wl (17m) )
¢o odpoveda tvrdeniu.

3

Tvrdenie 14. Pre W ~ W, (X,m) a pevne dané vektory b,d € R" plati, Ze
bTWb a dTWd su nezdvislé, pokial b’ Xd = 0.

Dékaz. Matica W sa da napisat ako X?X, kde X, ktorej riadkové vektory st
nezavislé z rozdelenia N, (0,X), ma maticové rozdelenie. Dostaneme, Ze

b"Wb = b"X"Xb a d"Wd = d"X"Xd
st nezavislé prave vtedy, ked Xb a Xd st nezavislé. Z Vety 11 vyplyva, ze Xb
a Xd st nezavislé, pokial b?’Xd = 0.
d
Ukéazali sme, Ze trieda matic z Wishartovho rozdelenia je uzavreta na trans-

forméacie typu BTWB. Teraz ukdZeme, Ze tato trieda je uzavretd aj na aditivitu.
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Tvrdenie 15. Nech Wi ~ W, (X,m1) a Wy ~ W, (X,m2) st nezdvislé potom

Wi+ Wy ~ Wy, (3,my +my) .

Dokaz. Maticu W; mdZeme napisat ako X;TFXZ-, kde matica X; ma m,; nezavislych
riadkovych vektorov z rozdelenia N, (O,Z), pre i = 1,2, takze

W, + W, = XI'X, +XI'X, = XTX,

pricom X dostaneme tak, ze maticu X, pripojime pod maticu X;, takze mame
X = (X?,Xg)T Z nezavislosti W; a W, vyplyva nezavislost X; a X,, takze
(my + my) riadkovych vektorov matice X je nezavislych z rozdelenia N, (O,E).
7 definicie Wishartovho rozdelenia dostaneme, ze

Wl + Wg ~ Wn (In,ml + mg) .

3

Dalej sa budeme zaoberat kvadratickymi funkciami typu X7 CX, kde matica
C je symetrickd (AT = A) a idempotentnd (AT A = A), ¢o vyplyva z vety:

Veta 16 (Cochran,1934). Ak matica X = (Xy,....X,)", kde ndhodné vektory
X; ~ Nn(O,E) st nezavislé, pre i = 1,...,m, md maticové normdalne rozdelenie
a C' je symetrickd matica typu (m x m), potom:

o XTCX md rovnaké rozdelenie ako vdZend suma nezdvislych matic s rozde-
lenim Wy, (X,1), kde vlastné ¢isla matice C predstavuji dané vahy.

o XTCX md Wishartovo rozdelenie vtedy a len vtedy, ked matica C' je idem-
potentnd, v tom pripade, XICX ~ W, (X,r), kde r = tr(C) = rank (C).

Ak méame Tubovolni maticu A typu (n x n) a polynom p(\) = |A — AL,|
radu n, tak korene tohoto polynomu Ay,...,\, sa nazyvaju vlastné ¢isla matice A.
|A — \I,| =0, pre vSetky i = 1,...,n, takze A — \;1,, je singularna matica, z ¢oho
vyplyva, ze existuje nenulovy vektor I';, spliujici Al'; = \;. Tento vektor I'; je
vlastny vektor matice A prislusny vlastnému ¢islu A;. Ak vlastny vektor I'; ma
realne prvky a (Fi)T I'; = 1, potom I'; sa nazyva standartizovany vlastny vektor
matice A. Nasledujica veta bude uvedena bez dokazu.

Veta 17 (o spektralnom rozklade matice). Lubovolni symetricki stvorcovi ma-
ticu A moZeme napisat ako A = TATT = Y NI,I'T, kde diagondlna matica A
md vlastné ¢isla matice A na diagondle a T' je ortogondlna matica, ktorej stlpce
st Standartizované vlastné vektory matice A.

Dokaz. [Vety 16] Pouzitim Vety o spektralnom rozklade matice, mozeme rozpisat
maticu C' ako Y 7" NII'T, kde )\, je i-te vlastné ¢islo matice C' a T'; je prislusny

standartizovany vlastny vektor.
Polozime

X"CX =) " NY,Y] | pricom Y; = X'T;, takze Y = I'"'X,
=1
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kde T je ortogonalna matica, ktorej stipce st Standartizované vlastné vektory
matice C. Médme Y = AXB, kde A=T7, B=1,aX = (Xl,...,Xm)T, nezavislé
X; ~ Nn(O,E) , pre ¢ = 1,...,m, takze

B'u=1,0=0a AAT =TT (I7)" =TT =1,, = 1, pre § = 1.

Pouzitim Vety 10 dostavame, Ze vektory Y; ~ Ny, (aB"pu,fBTSB) = N, (0,%)
st nezdvislé, pre i = 1,...,m, takZe Y, Y7 st nezavislé matice z rozdelenia W, (3,1),
takZe sme ukazali platnost prvého tvrdenia.

Pre dokaz druhého tvrdenia si treba uvedomit, Ze idempotentnd matica C
s hodnostou r, jej stopa je tiez rovna r, méa prave r nenulovych vlastnych &isel,
ktoré st rovné 1, takze XTCX ~ W, (X,r), ako bolo poZadované. Dokaz nutnosti
podmienky idempotencie matice C' sa nachadza v (Anderson,1958) strana 158.

3

Pozndmka. Predchadzajtca veta plati tiez, ked p # 0, pokial C' je symetrické
idempotentnd matica, ktorej suma kazdého riadkového vektora je rovna nule.
Ak matica X = (Xl,...,Xm)T, X; ~ Nn(/,l,,E) si nezavislé, pre ¢ = 1,...,m, ma
maticové norméalne rozdelenie a Y = X — 1,,u7, potom riadkové vektory matice
Y st nezavislé z rozdelenia N, (O,E).

Teraz mame

X'CX=Y"CY +Y'C1,pu" + p1,CY + (1].C1,,) pu”.

Ak matica C' je symetricka a idempotentna, potom z Vety 16 vyplyva, ze Y/ CY
m4 Wishartovo rozdelenie, takze X7 CX je suma matice s Wishartovym rozdele-
nim, dvoch matic s maticovym norméalnym rozdelenim, ktoré nie st nezavislé, a
matice konstant. AvSak, v pripade, ked sa riadkové vektory matice C' s¢itaji na
nulu plati, ze C'1,, = 0, takze s¢itance

Y'C1,,u”, p1LCY a (1§C’1m) pp’ st rovné nule,

z ¢oho dostaneme zobecnenie predchadzajicej vety:

Nech mame maticu X = (Xl,...,Xm)T, kde nahodné vektory X; ~ Ny (M,E)
su nezavislé, pre ¢ = 1,...,m, z maticového normalneho rozdelenia a symetricki
maticu C, potom XTCX ~ W, (X,r) vtedy a len vtedy, ked matica C' je idem-
podentné a plati, ze u = 0 alebo C1,, = 0, pricom r = tr (C).

Désledok. Mame maticu X typu (m X n), ktorej m riadkovych vektorov predsta-
vuje ndhodné vybery z rozdelenia N, (M,E), potom pre vyberovi kovarianént
maticu

1 1
S=—X"HX,kde H=1,, — —1,,17 |
m m

plati, ze
1
S~ W, (—E,m — 1) )
m

Dokaz. Kedze riadkové vektory matice X st ndhodné vybery z N, (,u,Z) a vsetky
riadkové vektory idempotentnej matice

1
H=1, — —1,17  ktorej tr (H) =m — 1,
m
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sa sCitaju na nulu. Dostavame, ze
XTHX ~ W, (Zm—1),

takze

1 1
S=—X"HX ~ W, (—z,m — 1) .
m m

3

Nasledujtca veta sa zaobera podmienkami, za ktorych si kvadratické funkcie
XTOX a XT DX nezavislé.

Veta 18 (Craig,1943). Ak mdme maticu X = (Xl,...,Xm)T, kde X; ~ N, (N,E)
su nezavisle, pre 1 = 1,....m, s maticovym normdlnym rozdelenim a C4,...,Cy
st symetrické matice typu (m x m), tak XTC1X,....XTCyX st nezdvislé, pokial
C.Cs =0, pre vsetky r # s.

Dokaz. Najprv ukadzeme platnost vety pre k = 2. Ozna¢ime C; = C a Cy = D.
Z Vety o spektralnom rozklade matice dostaneme:

X'CX =) " NY, Y], pricom Y; = X'T;,
i=1
kde \; je i-te vlastné ¢islo matice C' a I'; je prislusny standartizovany vlastny
vektor, a
X"DX = "4,Z,Z] , pricom Z; = X"§;,
j=1
kde 1; je j-te vlastné ¢islo matice D a §; je prislusny Standartizovany vlastny
vektor. Vektory Y; a Z; st nezavislé prave vtedy, ked (Fi)T d; = 0, toto dostaneme
1 1
z Vety 11, takze mn-rozmerné vektory z normalného rozdelenia (/\fY?,...,)\%YZl)
1 1
a (wf z{,...,%z,ﬁ) st nezévislé, vidy ked (T;)7 8; = 0 a vlastné cisla \;, ¥; st

nenulové. Toto nastava, ak

A, (T)" 85 = 0, pre vietky 7,7, pricom CD = Z Ty (D) 65 (8,)7

1,J

Ak CD = 0, tak (Fu)T CDé, nam da A\, 1, (Fu)T 4, = 0, pre vSetky u,v, takze
dostavame, ze funkcie nezavislych mn-rozmernych vektorov z normalného rozde-
lenia X7 CX a XT DX st nezavislé.

K dokazu vety pre k > 2, si sta¢i uvedomit, ze pre ndhodného vektory z nor-
malneho rozdelenia plati, Ze nezavislost po dvojiciach implikuje zdruZeni neza-
vislost, z ¢oho vyplyva zdruzend nezévislost X' CX,.... X7\ X. 0

V nasledujicom tvrdeni ukdzeme podmienky pre nezavislost linedrnej trans-
fomacie AXB a kvadratickej funkcie X7 CX.
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Tvrdenie 19. Nech matica X = (Xl,...,Xm)T, kde X; ~ Ny (u,,E) s nezdvislé
ndhodné vektory, pre i = 1,...,m, md maticové normdalne rozdelenie, A € R9*™,
B € R™? g C je symetrickd matica typu (m x m), potom AXB a XTCX s
nezdvislé, pokial BT = 0 alebo AC = 0.

Dékaz. Polozime XTCX = > NY,Y! |, pricom Y; = X'T;, kde \; je i-te
vlastné éilslo matice C' a I'; je prislusny standartizovany vlastny vektor, potom
AXB a \? (Fi)T X st nezavislé vtedy a len vtedy, ked BTY = 0 alebo \;AL'; = 0,
toto pre kazdé i nastéava prave vtedy, ked AC' = 0. .

Mnoho testov v analyze jednorozmernych dat je zalozenych na statistikach,
ktoré maju nezavislé chi-kvadrat rozdelenie, takze v analjze mnohorozmernych
dat sa pouzivaju Statistisky s nezavislym Wishartovym rozdelenim.

Mame nezavislé U ~ W, (X,p), kde p > n, a V ~ W, (2,q). Kedze p > n,
existuje inverzia matice U a nenulové vlastné ¢isla matice U1V, ktoré nis buda
zaujimat. Matica U~'V je podobnd pozitivne semidefinitnej matici U_%VU_%,
takze vSetky nenulové vlastné cisla si kladné. Teraz si ukdzeme, Ze rozdelenie
tychto vlastnych cisel nezavisi na matici 3.

Tvrdenie 20. Pre nezdvislé U ~ W, (X,p), kde p > n, a V. ~ W, (X,q) plats
ze U™'V md rovnaké vlastné ¢isla ako U1V, pricom

1

U, = <2—2>TU§]—§ ~ W, (I,,p)

je nezavisle od

1 T 1
Vo= (37) VBT~ Wi (L),

takze rozdelenie vlastnych cisel U1V nezdvisi na 2.

Doékaz. Pre regularne matice A a C rovnakych rozmerov (n x n) plati:

A= L] =|C||A=XxC'C||C7Y = |CAC™ — AL,

b

takZe matica A a CAC~! maji rovnaké vlastné &sla.
Mame

1

T 1 -t 1 T 1 1 1
U;'V, = {(2) Uzz] {(2) szl — SIUVE S,
z ¢oho vyplyva rovnost

UV = AL = [SHUVEE - OL| = [0,V - AL

Ukéazali sme, ze U~V a U, 'V, maji rovnaké vlastné ¢isla, takZe rozdelenie vlast-
nych &sel U~V nezavisi na X.
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Definicia 5. Nech U ~ W, (L,,p), p > n a V ~ W (1,,,q) st nezdvislé, tak
povieme, Ze
Iy
U+ V]

ma Wilksovo lambda rozdelenie s parametrami n, p a q.

= L+ U7V ~ Anpg)

Pozndmka. Parameter p zvycajne reprezentuje stupne volnosti chyby a parameter
g stupne volnosti hypotézy, takze sucet p + g reprezentuje celkovy pocet stupiiou
volnosti rozdelenia.

Veta 21. Pre Wilksovo lambda rozdelenie s parametrami n, p a q plati, Ze

q
1 1
A(n,p,q) ~ HZ"’ kde Z; ~ B <§ (p+i—n) ,§n) ,prei=1,.q,

=1

Ly . IR P . . 1 . 1 v
pricom Zy,...,Zq st nezdvislé nahodné premenné a B (5 (p+i—mn) ,—n) zZnact jed-

2
norozmerné beta rozdelenie s danymi parametrami.

Tvrdenie 22. Nech ndhodny vektor X ~ Ny (O,In) a maticu W ~ W, (I,,m)
st nezdvislé potom XTW='X a W + XX st nezdvislé.

Dokaz. Toto tvrdenie bude uvedené bez ddokazu. Dokaz toho tvrdenia sa nacha-
dza v (Mardia,1979) strana 76.
J

Dokaz. [Vety 21] Mame nezavislé U ~ Wy, (I,,p), p > naV ~ W, (L,,q9), kde
V = XX, pri¢om ¢ riadkovych vektorom matice X je nezavislych z rozdelenia
N,, (0,1,,). Maticu typu (¢ x n), ktora je zlozena z prvych i riadkovych vektorov
matice X, budeme znadcit X;. Dalej polozime W; = U+ XI'X;, prei = 1,...,q, takze
plati, ze

WO :U, Wq =U+V aWi :Wi_l +X1X1T,

kde X, je i-ty riadkovy vektor matice X. Dostavame, ze

A(n,p,q) = |U| _ |Wo| _ |Wo| ‘lem‘wqﬂy
T UV W W [W,| T W
Oznacime W .
Z; = (W] (Wi S

WL W+ XX

takze z druhého doésledku Vety 26 dostaneme, ze Z; ~ B (% (p—n+1i) ,%n),
pre ¢ = 1,...,q. Z Tvrdenia 22 dostaneme, ze W, je nezavislé od

’Wl‘ — Z»_l.

1+ XTW X, = ;
' Wi

Dalej z nezévislosti Z; od Xit1,---, X4 & zo vztahu
J
Wi, =W, + Z X1 X7
k=1
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plynie nezavislost Z; a W,4,...,W,, z ¢oho vyplyva, Ze Z; je nezavislé od Z;1,...,Z,,
takZe mame nezavislé Z,...,7Z,. Ukazali sme, Ze

U
=1

kde Z; st nezévislé s rozdelenim B (3 (p —n +14),4n), pre i = 1,....q.

3

Tvrdenie 23. Pre nezdvislé U ~ W, (X,p), kde p > n, a V. ~ W, (X,q) plats
ze
18
——— ~ A(n,pyq).
T+V] (n.p.q)
1 T 1 1 T 1

Dékaz. Méme (2*5) US % ~ W, (Lp) a (2*5) VE% ~ W, (I,q) nezi-
vislé, pre ktoré plati, ze

‘(2§)TU25 + (2%)Tvzé TR

Pre determinant matice AB plati, ze |AB| = |A||B|, kde A a B st regularne
matice. Dostamene

1 T 1
‘(zm) Us-}

1 T 1
)]

R ’(2—%)T‘ U+ V] ‘2—%

_ vl
U+ V|’

1

‘<2‘5>TU2‘5 + (z—é>TV2—z

z ¢oho vyplyva, ze
U

P A .
01V (n,p,q)

3

Definicia 6. Ak matice U ~ W, (I,,p), p > n aV ~ W, (L,,q) si nezavislé,
potom 0, najvicsie vlastné cislo matice (U+V)_1U, sa nazyva statistika naj-
vicsieho koreria a jej rozdelenie je znacené ako 6 (n,p,q), kde parameter n znaci
dimenziu, p stupne volnosti chyby a q stupne volnosti hypotézy.

Pozndmka. Rozdelenie 0 (n,p,q) moze byt definované ako najvicsi koren rovnice

V—0(U+V)| =0
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Kapitola 4

Hotellingovo T-kvadrat
rozdelenie

V tejto casti sa budeme zaoberat kombinaciami typu X7 WX, kde ndhodny
vektor X ma mnohorozmerné norméalne rozdelenie a matica W je z Wishartovho
rozdelenia. Odvodime vSeobecné rozdelenie pre takéto kvadratické formy.

Definicia 7. Ak T? mozeme napisat ako formu mX"W—X, kde X ~ N, (0,I,)
a W ~ W, (I,,m) st nezdvislé, potom mozeme povedat, Ze T md Hotellingovo
T-kvadrdt rozdelenie s parametrami n a m, oznacime T? ~ T? (n,m).

Veta 24. Nech mdme X ~ N, (,U,,E) a W~ W, (X,m) nezdvislé, potom

m (X —p)" WX = p) ~ T2 (n,m).

Dokaz. Polozime )
Y =573 (X — p) ~ N, (0,L,)
_\7T 1
V= (2 ) WE"2 ~ W, (L.m),

kedze Y a V splinuju poziadavky definicie, dostavame

mY"VIY = m {57 (X - ,u,)}T { (z—é)TWE—%} {zhx-m}-
—m (X —p)" (yé)T (2$>TW—12%2—% (X — ) =

=m (X —p)" W (X —p) ~T2(nm).
J

Pozndmka. Pre n = 1 ziskame nezavislé X ~ N (u,0%) a S? ~ 02x?,, takZe mame

X — 52
o o
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m

G ()

o o2 o

ﬁ(X—u))2

= (X =) 572 00— ) = (Y

Pre nezavislé Y ~ N (0,1) a Z ~ x3 plati, Ze \/};_/k ~ t, kde t; je Studentovo

t-rozdelenie, takze dostaneme, Ze

(\/W(X—u)

2
5 > ~ t2 | z &oho vyplyva, ze t2, = T? (1,m).

Ked méme néhodny vyber Yi,...,Y;, z rozdelenia N (u,0?), potom

(Y —n)

o

~ tmfb

kde
1 m
= Z Y, je vyberovy priemer
m

1 -
82 = —— Y. — Y ) je vyberova disperzia.
— ; ( ) je vy p
Désledok. Nech méame maticu X typu (m x n), ktorej m riadkovych vektorov
st ndhodné vybery z N, (,u,E), potom pre vektor vyberovych priemerov X =
= LX"1,,, vyberovi kovarianént maticu S = 2X"HX, kde H =1, — 11,17
a S, = 55 plati, ze

(m—1)(X=p)' S (X=p)=m(X—p)' S;"(X=p) ~T?(nm—1).

Dokaz. 'V druhej kapitole sme si ukézali, ze vektor vyberovych priemerov ma

rozdelenie N, (u,%E) a tiez, ze X je nezavislé od vyberovej kovarianénej matice.

Dalej v tretej kapitole sme si ukazali, Ze S m4 rozdelenie W, (%E,m — 1).
Méame nezavislé

_ T
mix 2 (X —p) ~Nu(0OL) am (z—%) S (2—%> ~ Wy (Lym — 1),
takze dostaneme

1
mz2m

N
—
~
kS
SN—
N
/N
N
S
N——"
~
/N
1
N——
~
2
L
R
\g
|
N—
/N
N
NG
N——
—~
o
|
S
SN—
I

(m—1)

m

Veta 25. Ak mdme nezdvislé X ~ Ny (p,X) a W ~ W, (2,m), potom mX WX

ma necentralne Hotellingovo T-kvadrdt rozdelenie, pre ktoré plati, Ze
mXTWIX = T? + 2mp W (X — ) + mp W,
kde T? ~ T? (n,m).
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Dékaz. Vyjadrime T? ako
m (X —p)" W (X = ) = mX "W (X — ) —mp" W (X — p) =
=mXTWIX - mXTW 'y — mp" WX + mp Wiy =
=mX" WX —m (XTW ' p — g WX + mp Wy =
=mXTW X 4+ mp" W pu—
—m [(X — )Wl "W e — "W (X - ) + uTW‘lu] =
=mXTW1X —m [(X — )W+ "W (X — p,)] —mpT Wy =
=mXTWIX - 2mp W (X — p) — mp" W,
pricom

n n

(X =) W= "3 (X; = p) Wp; =

j=1 i=1
= WX = ) = W (X = )
i=1 j=1
plati vdaka tomu, Ze matica W je symetricka.

Ukézali sme, Ze plati vzfah

mXTWX = T? 4 2mp W (X — ) + mp" W

Veta 26. Pre Hotellingovo T-kvadrdt rozdelenie plati rovnost:

mn

Tz(n’m):m—n+1

Fn,m—n—H ’

kde F, ym—nt1 znact Fisherovo F-rozdelenie s danymi parametrams.
Tvrdenie 27. Nech mame W ~ W, (X¥,m) a pevne dany vektor a € R", potom

a’>'a
-~ X _ .
a’W-1a m-n+l

Dokaz. Toto tvrdenie bude uvedené bez ddokazu. Dokaz toho tvrdenia sa nacha-
dza v (Mardia,1979) strana 72.
J

Dokaz. [Vety 26] Méme T? = mXTW~'X, kde X ~ N, (0,I,) a W ~ W, (I,,m)

st nezavislé. Rozsirime XTW-1X
2 T

T=mX X5
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pricom XX m4 rozdelenie Xn Z nezavislosti X, W a Tvrdenia 27 dostavame, ze

. , . xT
podmienené rozdelenie W

% Pri danom X je chi-kvadrat rozdelenie s parame-

trom m —n—+ 1, kedze podmienené rozdeleme nezavisi na X, je to tiez marginalne

rozdelenie, z coho vyplyva nezavislost XTW 1X a X.
Pre dve nezavislé ndhodné veli¢iny Y ~ x? a Z ~ x?2, plati vztah:

Y
Yin g
Z/m ’
takze dostaneme
XTX mn XTX /n
m XTX = 1 ~ Fn,m—n—i—l;
g Mot gt/ (m—n 1)
z ¢oho plynie, zZe
mn
T? (n,m) = ——————F imnt1-
( ) m—n+1 """

J

Désledok. Méame maticu X typu (m x n), ktorej m riadkovych vektorov pred-
stavuje nahodné vybery z rozdelenia N, (,u,,Z), potom pre vektor vyberovych
priemerov X = XXT1, a vyberovi kovarianéntt maticu S = LXTHX, kde

H=1,—- X1 lT,platl ze

m—n

(X—p)' S (X=p) ~ Fopn

n

Dosledok. Pre nezavislé X ~ N, (O,In) a W~ W, (I,,m) plati, ze

W 1 1
wexxr " Blgmonthgn).
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Z.aver

V kapitole 1 tejto bakalarskej prace bolo definované n-rozmerné normalne
rozdelenie a maticové normalne rozdelenie, potom nasledovalo odvodenie cha-
rakteristickej funkcie n-rozmerného normalneho rozdelenia a jeho charakterizacia
pomocou Cramér-Woldovej vety.

Dalsia kapitola sa zaoberala vlastnostami mnohorozmerného norméalneho roz-
delenia a bolo v nej odvodené, ktoré linearne kombinacie normalnych vektorov
a linearne kombinécie normalnych matic zachovavaji normalitu a ich vlastnosti.
Tak tiez tu bolo odvodené rozdelenie vektora vyberovych priemerov ndhodného
vyberu z n-rozmerného normalneho rozdelenia a dokdzané jeho nezavislost od vy-
berovej kovaria¢nej matice. Tvrdenie 7 a oba jeho désledky, Tvrdenie 8 a Veta 9,
ktoré sa nachadzaju v tejto kapitole, boli mnou dokazané a odvodené. Dokaz
Vety 10, ktory bol v knihe (Mardia,1979), len hrubo naznaceny ako cvicenie, som
tiez vypracoval a podrobne rozpisal sam.

Kvadratické formy matic z normélneho rozdelenia, ktoré vedi k Wishartovmu
rozdeleniu a jeho vlastnostiam, boli ukdzané v kapitole 3. Dalej sa tam nacha-
dzalo odvodenie rozdelenia vyberovej kovariacnej matice ndhodného vyberu z n-
rozmerného normaéalneho rozdelenia. Koniec tejto kapitoly bol venovany analyze
mnohorozmernych dat zalozenej na Wishartovom rozdeleni. Dokazy Tvrdenia 14,
Tvrdenia 20 a Tvrdenia 23, ktoré sa tam nachadzali, boli mnou vypracované.

V kapitole 4 boli skimané kombinécie nahodnych vektorov a matice z nor-
malneho rozdelenia, ¢o viedlo k Hotellingovmu rozdeleniu a jeho vlastnostiam.
V tejto kapitole bola mnou odvodena poznamka za Vetou 24 a dokaz Vety 25.

Zvysné dokazy a odvodenia, ktoré sa nachadzaju v tejto bakalarskej praci, su
prevzaté z knihy (Mardia,1979) kapitola 3, pricom pre potreby tejto prace boli
podrobne vypracované a rozpisané.
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