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Uvod

Objem a povrch telies zujimal 'udi uz od pociatkov logického myslenia. Cudia mali
potrebu kvantifikovat” objekty okolo seba mierou. Na nasledujucich stranach tejto
diplomovej prace sa budeme zaoberat’ jednym konkrétnym telesom — gul'ou. Budeme
sa snazit’ podat’ uceleny pohl'ad na problematiku vyvoja spdésobov pocitania objemu
a povrchu gule ajej Casti od Cias starovekého Egypta az po vznik diferencialneho

a integralneho poctu.

Gula, ako teleso, nema vel'mi prakticky vyznam v staroveku, a preto sa nesmieme
divit, ze pred dobou rozvoja teoretickej matematiky vel'a informacii o tomto telese
nenajdeme. Ucelené poznatky o guli agulovej ploche vznikaji az v obdobi

starovekého Grécka.

Pracu ¢lenime na sedem kapitol. V prvej kapitole sa budeme venovat’ definicii gule
a gulovej plochy z historického, ale aj sucasného hl'adiska. Druha kapitola bude
venovana miere mnozin, Specialne objemu a povrchu. V tretej kapitole sa budeme
venovat matematike starovekych Statov Egypt a Mezopotamia. V kapitole Stvrtej
zameriame svoju pozornost na matematiku starovekého Grécka anajmid na
Archiméda zo SyrakGz ajeho diela, v ktorych sa venoval naSej problematike.
V piatej kapitole sa budeme venovat’ Bonaventurovi Cavalierimu a jeho zndmemu
Cavalieriho principu, ktory nam pomoéze pri najdeni vzorca pre objem gule.
V kapitole Siestej sa uz zameriame na odvodenie vzorcov pre objem a povrch gule
pomocou integralneho poctu. Vyuzijeme aj poznatky z diferencidlnej geometrie: pre
vypocet povrchu gule, ale aj pre dokaz nerozvinutelnosti gul'ovej plochy do roviny.
Siedmu kapitolu venujeme didaktickému a metodickému rozboru sucasnych
zékladoskolskych a stredoskolskych ucebnic vyuzivanych vo vyuke na Skolach

v Ceskej republike a Slovenskej republike.



1 Definicia gule

1.1 Definicia gule rotaciou

Prvé naznaky definicie gule nemozno hladat’ v praveku ani v davnejSom staroveku.
Z hladiska vyvoja myslenia sa musime pozriet’ na doby, kedy bola abstrakcia uz viac
rozvinuta. Jednu z prvych zachovanych definicii gule podal Eukleidés® vo svojich
Zadkladoch, konkrétne v 11. knihe v Casti definicii. Pojem sféra bol v§ak vyuzivany
uz Aristotelom v jeho spise Metafyzika. Eukleidés sa v Zdkladoch venuje aj pojmom

teleso a jeho hranica:

Kniha XI, definicia 1:

Teleso je to, co ma dlzku, $irku aj hibku.
Kniha XI, definicia 2:

Hranicou telesa je plocha.

Definicie telesa a jeho hranice st intuitivne. V dnesnej dobe, ked’ mdme vypracovanu

tedriu mnozin, sa teleso uz da zadefinovat’ exaktnejsie, ako uzavreta oblast’ priestoru.
Kniha XI, definicia 14:

Gula je teleso opisané polkruhom, ktory sa pohybuje okolo svojho fixovaného

priemeru spdt do pévodnej pozz'cie.2

Na tejto definicii je zaujimavé to, Ze Eukleidés definoval gul'u pomocou pohybu —
rotacie polkruhu okolo osi. Tento postup je neobvykly pre grécku matematiku, ked’ze
existencia pohybu bola niektorymi zucencov v starovekom Grécku dokonca
popierana — napr. (napriklad) Zénoénom z Eley v tzv. (takzvanych) Zénonovych

aporiach.

! Eukleidés (asi 325p.n.1. — asi 260 p.n.l.) bol grécky matematik a geometer. Studoval zrejme
v Aténach, kde jeho ucitelmi boli Eudoxos a Theaitétos. Neskor bol povolany do Alexandrijskej
kniznice, kde pracoval a asi aj ucil. Jednym z jeho ziakov bol Archimédés. Okrem zakladov geometrie
sa venoval aj tedrii Cisel, perspektive, kuzel'oseckam a sférickej geometrii. Jeden z jeho zachovanych
spisov sa venuje tedrii rovinnych a konkavnych zrkadiel.

% Vietky tri definicie vid’ [6], str. 424.



V definiciach 15 az 17 v knihe X1 Zdkladov Eukleidés definoval stred gule ako stred
polkruhu, ktory danti gulu vytvori rotaciou okolo svojho priemeru. Dalej definoval
priemer gule ako usecku prechadzajicu stredom, ktorej oba koncové body lezia na
hranici gule. Definoval aj os rotacie gule ako os, okolo ktorej rotoval polkruh, ktory
gul'u vytvoril. Definicia osi gule nie je vel'mi vyznamna v porovnani s ostatnymi
rotatnymi telesami, ked'ze osou gule by bola kazda priamka, prechadzajica jej

stredom, pretoze gul'a je simerna podl'a svojho stredu.

Obr. 1 Vznik gule rotaciou polkruhu AXA’ okolo AA'a sféry rotaciou
polkruzZnice AXA' okolo AA’.

1.2 Definicia gule vzdialenost’ou v eukleidovskom priestore

Objekt, ktory Eukleidés nazval gul'ou, sa da zadefinovat aj inak, ato pomocou
vzdialenosti Vv priestore. Mnozina vSetkych bodov v priestore, ktoré opise polkruh
rotujuci okolo svojho priemeru, je mnozina bodov v priestore, ktorych vzdialenost’
od stredu tohto polkruhu je rovna alebo menSia nez jeho polomer. Takto sa da
zaviest' vSeobecne tzv. hypergula Vv n-dimenzionalnom priestore. My sa vsak
zameriame len na hypergulu V trojrozmernom priestore, ktor(i nazyvame gula.

Oznac¢me ju G, jej stred S a polomer r. Potom gul’ou je mnoZzina:
G ={X € R3|XS| <r}.
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Tato definicia nam poskytne predstavu o guli ako 0 trojrozmernom telese, ktorého

objemom sa budeme zaoberat’.

Chceme sa vsSak zaoberat’ aj povrchom tohto telesa, a preto musime definovat’ aj
hrani¢nt plochu gule — gulova plochu (sféru). Oznaéme ju «, jej stredom je stred
gule S ajej polomerom je polomer gule r. Potom gulovou plochou (sférou) je

mnozina:
k={X € R3|XS| =1}

Je to teda mnozina bodov v priestore, ktoré maji od pevného bodu (stredu) rovnakt
vzdialenost. Ak by sme chceli vyuzit paralelu s Eukleidovou definiciou, teda
definiciou rotaciou rovinného utvaru, tak gulova plocha (sféra) by bola utvarom

vzniknutym rotaciou polkruznice okolo svojho priemeru.
1.3 GuPa v kartezianskej sustave siradnic

V eukleidovskom priestore so zavedenou kartezianskou sustavou suradnic, ak
uvazujeme, ze 'ubovolny bod gule ma sturadnice X = [x,y, z], jej stred ma suradnice
S = [m,n, 0] apolomer gule je r, mdzeme postupnymi Gpravami dostat’ analytické

vyjadrenie gule:

ISX| <,
IX =S|l <,

J&x —m)2+(y —n)2+(z—0)2 <,
G:(x —m)*+(y —n)?+(z—0)? <12
Ak zamenime nerovnost’ za rovnost, obdobnymi tpravami dostaneme analytické

vyjadrenie gul'ovej plochy:
k:(x —m)?+ (y—n)?+(z—-0)? =12
1.4 Sférické saradnice

Pri odvodzovani vzorcov pre vypocet objemu a povrchu gule je vyhodné nahradit’
karteziansku sustavu suradnic sférickou sustavou. Sféricka ststava sturadnic pre
popis polohy bodu X s kartezianskymi stradnicami [x,y,z] V priestore vyuziva:

vzdialenost R bodu X od pociatku suradnicovej sustavy O; orientovany uhol
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kolmého priemetu vektoru X — O do roviny (o,, 0,) akladnej Casti osi x (oznatme
ho ¢); orientovany uhol, ktory zviera vektor X — O arovina (oy,0,) (oznaéme ho

9).3 Potom pre kartezianske suradnice plati vztah:

x = R.cosg. cos0,
y = R.sing. cos0,
z = R.sing,

R €(0,0),¢p € (—m,m),0 € (—1t/2,m/2).

Rozsah suradnic je zvoleny tak, aby popisal cely trojrozmerny priestor.

Obr. 2 Sférické a kartezianske suradnice
Sférické suradnice buda pre nas pri popise gule a sféry vyhodné vtedy, ked’ nami
popisované gule a sféry budi mat’ stred v pociatku sustavy stiradnic. Vtedy staci pre

popis gule obmedzit’ iba parameter R, ato tak,Ze 0 < R <r.

Pre popis gulovej plochy bude parameter R konStantny, R = r. Z toho vyplyva, Ze
pre popis sféry nam stacia dva parametre, ¢o by nas nemalo prekvapit, pretoze sféra

je plocha.

3 Vid Obr. 2.



2 Definicia objemu a povrchu

2.1 Miera mnozin

Mierou budeme nazyvat nezapornu o-aditivnu funkciu na nejakom g-okruhu

Definicia: Nech X je mnoZina, a nech Z je neprazdny systém podmnozin

mnoziny X. Systém Z nazveme o-okruhom, ked’ plati:

1) A BeZ=>AUB€eZ A\BE€Z,

2) A €ZieN=>UR A€z’

Oznaéme R = Ry U {00}, kde R} je mnoZina nezapornych realnych &isel.
Definicia: Nech Z je neprazdny systém podmnozin Z. Povieme, Zze funkcia
p:Z - Ry je nezdporna g-aditivna na Z, ak

A €Z ieENUR A EZANA=Pprei+j=> @U214) =32, 90(4)°
2.2 Miery v trojdimenzionalnom priestore

Gula, ktorej objem a povrch chceme d’alej Studovat’, je objekt, ktory sme definovali
v trojrozmernom priestore. Zavedenou mierou V trojdimenzionalnom eukleidovskom
priestore je objem. Mierou v dvojdimenzionalnom eukleidovskom priestore je obsah.

Obsah hranice trojrozmerného telesa nazyvame povrchom.

V stredoskolskych ucebniciach matematiky sa stretneme s priamou definiciou

objemu a povrchu telesa v tejto podobe:
Definicia: Objem telesa je kladné redlne cislo priradené telesu tak, Ze plati:
Zhodné telesa maju objemy sebe rovné.

Ak je teleso zlozZené z niekolkych neprenikajucich sa telies, je jeho objem rovny suctu

objemov tychto telies.

Objem kocky, ktorej hrana ma dizku 1 (m, cm, ...) je rovny 1 (m®, cm?,...).

*Pozri [9], str. 1
® Pozri [9], str. 2


http://sk.wikipedia.org/wiki/Mno%C5%BEina
http://sk.wikipedia.org/wiki/Podmno%C5%BEina

Navzajom sa neprenikajucimi telesami rozumieme také telesd, z ktorych Ziadne

neobsahuje vniitorny bod druhého.®
Definicia: Povrchom telesa rozumieme obsah jeho hranice.’

Stredoskolska definicia objemu nam déva predstavu o tom ako pocitat’ objemy
,hranatych telies, teda mnohostenov, neddva nam vSak navod, ako pocitat’ objem
»krivoCiarych®, teda aj rotatnych telies. Tato definicia nie je uplne totozna
s definiciou miery z kapitoly 2.1 pretoze neuvazuje o objeme telesa vytvoreného zo

spocetného nekonecného poctu telies.

6 Originalna citacia vid’ [10], str. 149.

" Originalna citacia vid [10], str. 150.



3 Egypt a Mezopotamia
3.1 Egypt

LCudia uz od dévna obdivuju staroegyptsku architekturu, nabozenstvo, umenie a iné
prvky staroegyptskej kultiry. Malokto si vSak uvedomi, ze mnoh¢é prvky kultary
(najmd architektira — stavba pyramid) by sa nezaobiSli bez matematickych
poznatkov. Matematické myslenie a poznatky zo starovekého Egypta mame
dochované v papyroch, drevenych tabulkach akozenych zvitkoch. Medzi
najznamejSie patria Moskovsky matematicky papyrus, fragmenty papyru z Kahtnu,
fragmenty papyru uloZzené v muzeu v Berline, drevené tabulky z Achmimu
a Rhindov matematicky papyrus a kozeny zvitok®. Ulohy na papyroch st zapisané

ako navody popisujuce jednotlivé kroky vypoctu.

Zo zaznamov v papyroch sa dozvedame niekol'ko znalosti o pocCitani obsahov
rovinnych utvarov a objemov a povrchov telies. Vsetky geometrické ulohy vznikali
Z praxe stavitel'stva, vymeriavania poli a polnohospodarstva, preto sa nemdzeme
divit, ze v papyroch nenajdeme vel'a uloh, ktoré by sa venovali telesu, akym je gula.
V zaznamoch najdeme niekolko uloh pre vypocet obsahu kruhu v Rhindovom
papyre a vypocet objemu valca v Rhindovom papyre a vo fragmentoch Kahtnskeho
papyru. Pri vypocte obsahu kruhu sa vyuziva hodnota m = 3,16. Toto je

zanedbatel'na chybag.

Co sa tyka gule, v dostupnych hieratickych matematickych textoch nendjdeme tilohu,
ktora sa zaoberd jej objemom. V Moskovskom papyre®® viak najdeme alohu, ktora
popisuje ,,Metdédu vypoctu kosu“. Ko6§ moézZme povazovat za polovicu gulovej

plochy. Znenie tejto tlohy je nasledovné:

. | 1 .
Povie sa ti: kos s 45 v tep-r k 4-5 na adz",

Nuz, udaj mi jeho plochu.
Spocitaj % 29, lebo kos je %, vyjde 1.

Spocitaj zvysok, je to 8.

8 Vid [13] str. 4.
® Vid [13] str. 45 a str. 47.
0 Papyrus je ulozeny v Moskovskom miizeu. Je datovany do obdobia 1700 p. n. 1.

! Tep-r a adz st zrejme rozmery kosika.



o, o1 .21 1
Spocitaj 52 8, vyjde Py

SR . po.211 1
Spocitaj zvysok z tych 8 za tymi 3o jde 7 5

Pocitaj s 7§ 4% krat, vyjde 32.

Pozri toto je jeho plocha. Nasiel si spravne. 12

Obr. 3 Moskovsky papyrus*®

Uloha teda popisuje postup vypoctu povrchu kosa alebo kosiku s priemerom 9/2.

Matematicky mozeme sled tychto operacii zapisat’ takto:

(o33l o

Ked upravime predosly vztah tak, aby priblizne odpovedal vypoctu povrchu polgule

so zadanym polomerom, teda 9/4, dostaneme:

b (256) (9)2
7 \s1) 4/
Z uvedeného vyplyva, Ze namiesto konStanty m staroveki Egyptania pouZzivali ¢islo

256/81, a teda vtomto priklade je Cislo m uréené s odchylkou asi 0,0189, ¢o
odpoveda chybe asi 0,6%."

2 vid' [13] str. 80.
13 Zdroj http://www.ablogabouthistory.com/2010/12/09/ancient-egyptian-mathematics.
Y pozri [2], str. 103.



Toto je vSak len jeden z pohl'adov na tito ulohu. MéZeme na fiu nahliadat’ aj ako na
postup vypoétu povrchu polovice plasta valca s priemerom 4 a vyskou 45 — toto
vysvetlenie podal T. E. Peet. Na tato ulohu moézme nahliadat’ aj ako na vypocet
povrchu Stvrtiny valca s priemerom 9 avyskou 4s. Inym vysvetlenim (podanym
O. Neugebauerom) modze byt vypocet povrchu kupolovitej sypky beznej
v starovekom Egypte. Dal§ou moZnost'ou je interpretovat’ tento vypocet ako vypocet
obsahu polkruhu (Gvod prikladu je viak protichodny tejto moznosti).”®
Najpravdepodobnejsie su vysvetlenia zahriiujice povrch pologule alebo ¢asti plasta

valca vzhl'adom k tvaru zachovanych staroegyptskych koSov.

Obr. 4 Staroegyptské kose™

3.2 Mezopotamia

Matematika starovekej Mezopotdmie je znamejSia ako matematika starovekého
Egyptu hlavne preto, Ze svoje poznatky a mySlienky obyvatelia Mezopotamie
vyryvali do hlinenych tabuliek, ktoré mali vySSiu trvanlivost nez papyrus

Egyptanov. V Mezopotamii zapisovali svoje poznatky uéni aj ucenci.

5 Pozri [2] str. 103.
16 Zdroj http://www.reshafim.org.il/ad/egypt/basketry/.

-10-



Z ich rieSenia rovnic sa dozvedame, Ze im boli zname vztahy ako:

(a £+ b)? = a? + 2ab + b?,
(a+b).(a—b) =a®-b?
14244+ +20=2"+ (2" = 1),

1+4+9+---+n2=(§+§n).(1+2+3+---+n)

a Pythagorova veta. Avsak toto bol zaroven aj vrchol geometrickych vedomosti
starovekej Mezopotamie. Poznali postupy pre vypocet obsahu trojuholnika
a lichobeznika, objemu kvadra, kocky a ihlanu, ale navody na vypocty objemu valca,
kuzel'a, zrezaného ihlanu a d’alSich komplikovanejsich telies (kliny, koryto a iné)

mali iba priblizné.

KedZe matematické poznatky starovekej Mezopotdmie vychadzali z potrieb praxe
a predmety gul'ového tvaru sa v pol'nohospodarstve a stavitel'stve tejto doby vel'mi
nepouzivali, pre Mezopotamc¢anov nemalo vyznam zaoberat’ sa vypoctami objemu ¢i

povrchu tohto telesa.

Obr. 5 Tabul’ka YBC 7302%’

Z babylonskych matematickych tabuliek sa vSak mozeme dozvediet' o znalosti
rovinného ekvivalentu gule — kruhu. Tabulka YBC 7302'® popisuje vztah medzi
obvodom a obsahom kruhu. Obsahuje nakres kruhu s tromi ¢islami (3 nad kruhom, 9

vedl'a kruhu a 45 v kruhu). Interpretacia tychto ¢isel je: 3 obvod kruhu, 9 jeho druha

17 Zdroj http://numberwarrior.wordpress.com, lanok On the ancient babylonian value for pi.

18 Tabulka je sucastou Babylonskej kolekcie Yaleovej Univerzity.
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mocnina a 45 znaci 0; 45, teda 45/60, ¢o je obsah kruhu. Babylonski matematici

vyuzivali ,,vzorec* pre obsah kruhu v tomto tvare: S = 2 - 021

Postupnymi Gpravami spomenutého vzorca s pouzitim zadania z tabul’ky YBC 7302
zistime, ze v Mezopotamii pouzivali miesto konStanty m Cislo 3, Co je odchylka
priblizne 0,1416, ktora odpoveda chybe priblizne 5%. V inom babylonskom texte sa
vSak uvadza vztah medzi obvodom pravidelného Sestuholniku a obsahom jeho
opisan¢ho kruhu, kde je pre m pouzita hodnota 3,125, Co je odchylka priblizne
0,01659, ktora odpoveda chybe asi 0,5%. Poznamenajme, Ze je to zanedbatel'nejSia

chyba, dokonca mensia nez v Egypte.”

9 Pozri [2], str. 325.
2 pogzri [8], str. 10.
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4 Staré Grécko

4.1 Matematika starovekého Grécka

Zakladné rozdiely medzi matematikou Grécka a matematikou Mezopotamie a Egypta

boli v tychto desiatich principoch:

V motivacii matematického myslenia — v Egypte vychadzala len z potreby
praxe, ale v Grécku naviac vychadzala aj z tazby vysvetlit' pri¢inu javov,
problémy magie aj samotnej matematiky;

Vv otdzke badania — v Egypte ,,Ako?* (vymerat’, zostrojit’), v Grécku ,,Pre¢o?*
(je to tak a tak);

v systéme prace — V Egypte experimenty typu pokus — omyl, v Grécku
orientované nadobudanie sktsenosti a ich hierarchizacia;

Vnastroji — V Egypte ruka, trpezlivost, pamit, v Grécku rozmyslanie
a Spekulacia;

Vv predstave — v Egypte predmetna, v Grécku idealizované objekty;

Vv klime objavu — v Egypte myticka, objav je vnuknutie, dar bohov, v Grécku
logicka, objav je dosledok cielavedomého badania;

Vv kritériu pravdivosti poznatku — v Egypte naboZenskd viera, aproximativny
stihlas s praxou, v Grécku logické preukédzatelnost’ poznatku, dokaz;

vo vysledkoch — v Egypte ndhodné a mozaikovité, v Grécku systematizované
a hierarchizované;

vo vyuCovani — V Egypte reprodukcia navodu a imiticia ucitela, v Grécku
dialoég podnecujuci a usmeriiujici samostatné badanie Ziaka;

v kritériu naroénosti — v Egypte naro¢nost zavisi od dizky navodu pre

poznatok, v Grécku zavisi od vysky abstrakcie pojmov a myélienok.21

Matematika v starovekom Grécku bola uzko spita s prirodnou filozofiou. Medzi

najdolezitejSich vedcov starovekého Grécka, ktori ovplyvnili rozvoj matematiky

a geometrie, patrili Thalés Milétsky, Pythagoras zo Samu, Zénén z Eley, Démocritos

z Abdér, Hippokratés z Chiu, Sokratés, Platon, Aristotelés, Eukleidés z Alexandrie

a1i. (a ini). Spominanych vedcov nemdzeme nazvat Cistymi matematikmi, pretoZe

21 pozri [14], str. 20.
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Vv tejto dobe eSte nie su vedecké odbory vymedzené tak ako dnes. VicSina tychto

vedcov sa venovala filozofii, fyzike aj matematike zaroven.

Pod rozvoj a hierarchizaciu matematickej teérie sa najviac podpisal Eukleidés
z Alexandrie svojim dielom Zdklady.?* Toto dielo pouziva metodu axiomatickej
vystavby teorie, ktortt neskor prebrali mnohi d’al$i vedci. Knihy Iaz VII, X a Xl
Zadkladov st rozdelené na dve Casti — v prvej sa nachadzaju predpoklady a definicie
aVvdruhej matematické vety, ktoré si exaktne odvodené =z predpokladov a
dokazané.V knihach VIII, IX, XII a XIII su len vety s dokazmi. Eukleidés vo svojom
diele zhia poznatky planimetrie, stereometrie, algebry a teorie ¢isel. Na vyskume
rotacnych telies, ich objemov a povrchov sa velkou mierou podielal Archimédés zo

Syrakuz.
4.2 Archimédés zo Syrakiz

Archimédés (narodeny asi roku 287 p. n. I. (pred nasim letopoc¢tom) v Syraktizach,
umrel 212 p. n. 1.) bol gréckym matematikom, fyzikom, astronémom, mechanikom,
technikom a vynalezcom. Jeho otcom bol zrejme Feidias, grécky astroném, ktory
posobil za vlady Hieréna II. Archimédés bol muzom nizkeho pévodu, ale bol zrejme
nejako spriazneny s vliadcom Hierénom II. Studoval v Alexandrii, kde bol v styku so
ziakmi Eukleida — Kononom zo Samu, Dositheom z Pelusie, ¢i Erathosthenom
z Kyrény). V Alexandrii si osvojil Eukleidov exaktny pristup k budovaniu

matematickej teorie. Svoje diela pisal v dialekte rodného mesta Syraktz.

Vo svojich matematickych dielach O Spirdalach, O guli avalci, O kvadratire
paraboly, Meranie kruhu, O kénoidoch a sféroidoch rozvijal —myslienky

infinitezimalnych postupov, ktoré inSpirovali najméd matematikov 17. storocia.

Vo svojich fyzikdlnych pracach sa zaoberal jednoduchymi strojmi ako su
rovnoramenné a nerovnoramenné paky, kladky, kladkostroje a skrutka. Venoval sa
problematike taziska rovinnych utvarov a hydrostatike (Archimédov zakon).
Fyzikalno-matematické témy rozvijal v dielach O rovnovdihe alebo taZiskdich

rovinnych obrazcov, O metode, O plavajucich telesach.

%2 Toto dielo je uz spomenuté v kapitole 1.1 na str. 1.
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Ako technik vyuzil svoje fyzikalne teoérie o jednoduchych strojoch v praxi tym, ze
tieto stroje redlne zostrojil. Archimédova skrutka bola vyuzivanéd uz skor v Egypte,
kde sa snou Archimédés zoznamil anasledne ju zdokonalil. Pripisuju sa mu
vynalezy mnohych inovativnych strojov (aj bojovych) a obrannych mechanizmov,
ktoré boli vyuzité pri obrane proti obliehaniu Syrakuz rimskym vojskom. Umrel pri

prelomeni tejto obrany.?®

Vseobecne je povazovany za najvacSicho matematika staroveku a jedného
Z najvacsich matematikov vSetkych c¢ias. Pri svojom vyskume geometrickych
objektov, ich obvodov, obsahov, povrchov ¢i objemov vyuzival tzv. exhaustivnu

metddu, ktorti rozvedieme v jednom z nasledujucich odstavcov.

Archimédés po sebe zanechal obsiahle diela, zachovalo sa nam z nich trinast.
Uved’'me ich chronologicky: O rovnovdhe alebo tazZiskdach rovinnych utvarov, kniha
l., O kvadrature paraboly, O rovnovihe alebo taziskdach rovinnych utvarov, kniha Il.,
Posolstvo Eratosthenovi 0 mechanickej metode riesenia geometrickych uloh
(skratene O metdde), O guli avalci, kniha 1. all., O spirdlach, O kénoidoch
a sféroidoch, O plavajucich telesach, kniha I. a Il., Meranie kruhu, Pocitanie piesku,
Kratochvile, Poucky, Problém dobytku.®* Pre nas su najddlezitejsie diela O guli

a valci a O metdde.
4.3 Exhaustivna metoda

Autorstvo tejto metddy je pripisované Eudoxovi z Knidu®. Je znama ako staroveké
metoda limit. Mézeme najst’ jej ekvivalent vo viacerych dimenzidch. Na priamke
moZeme odhadovat’ iraciondlne C¢islo obmedzovanim intervalu jeho vyskytu
raciondlnymi ¢islami (napr. ¢islo 1 mo6zeme hrubo odhadnut’ ¢islom 3,1 zdola a 3,2
zhora a postupne odhad zjemnovat). Pre dvojrozmerné objekty sa tato metéda da
vyuzit' na vypocet obsahu kruhu, ato vpisovanim a opisovanim pravidelnych

n-uholnikov.

2 pozri [7], str. 9-21

% pogzri [4], str. 24.

% Eudoxos z Knidu (asi 408 p.n.l. — asi 355 p.n.l) bol starogrécky astroném, matematik
a filozof. V matematike bol zrejme jeho ucitelom Archytas, vo filozofii Platon a astronémiu $tudoval
v Egypte. Bol zrejme prvym =z antickych autorov, ktory pri popise vesmiru vychadzal len

z pozorovania a snazil sa tato tedriu rozvijat’ ¢istou vedeckou metddou.
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Exhaustivinu metddu d’alej rozpracoval Archimédés, ktory ju nasledne vyuzival pri
mnohych dokazoch svojich tvrdeni. Vo svojich pracach rozvijal myslienky
infinitezimalneho charakteru, v urcitom zmysle mozeme hovorit' o vypoctoch limit
aurcitych integralov aj o diferencialnych uvahdch.®® Tito metodu Archimédés
vyuzival aj pri vyskume objemov a povrchov telies. V d’alsom odstavci rozoberieme

jeho vysledky zahtiajace gul'u z jeho diela O guli a valci a O metode.
4.4 O guli a valci a O metode

Archimédovo dielo O guli a valci pojednava o troch rotaénych telesach, a to o valci,
kuzeli a guli. Najdolezitejsie, a teda aj hlavné, vysledky, ku ktorym sa Archimédés
dopracoval v tejto praci, su zhrnuté v druhej Casti prvej knihy tohto diela. V druhej
knihe Archimédés riesi problémy konstrukcie valcov, kuzelov, gl aich Ccasti
s rovnakymi objemami ¢i povrchmi. Zavery z prvej knihy su zhrnuté do piatich
hlavnych viet, ktoré vyjadruji objem a povrch gule, povrch vrchliku a objem
gulového vyseku. V diele O metode (resp. (respektive) Posolstve Erathosthénovi
0 mechanickej metode riesenia geometrickych uloh) nachadzame dokaz vypoctu
objemu gule ako Stvornasobku objemu kuzela, ktorého podstava je zhodna

s hlavnym kruhom gule a vyska je zhodna s polomerom gule.

Najprv budu uvedené Styri grafy, ktoré ukazuju stvislosti pri dokazovani propozicii
32, 33, 42 a 44 spisu O guli a valci. Propozicia, ktora je polozena v grafe nizsie a je
prepojena s inou propoziciou v grafe umiestnenou vyssie je pouzita v dokaze vyssie
polozenej propozicie. Tie oznacené zelenou farbou k svojmu dokazu uz nepotrebuju
d’alsie propozicie. Tie, ktoré su oznacené Zltou farbou maji svoj graf v jednom

z predoslych obrazkov.?’

% Originalna citacia vid’ [4], str. 31.

2 pozri Obr. 6 a2 9.
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Hlavné vysledky spisu O guli a valci popisujuce objem, povrch gule ajej ¢asti su

zhrnuté v propoziciach 33, 34, 42 a 44 (propozicia 43 tzko suvisi s propoziciou 42 —

zovSeobeciuje zaver 0 vypocte povrchu vrchliku, ak je vAac¢si nez hemisféra).

V nasledujicej casti budi uvedené dokazy tychto hlavnych viet a dalSich
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pomocnych viet, ktoré sa priamo venuju guli Ijej Castiam a znenie viet, ktoré st

vyuzivané v uvedenych dokazoch.

Vety Eukleidovych zakladov:

Zaklady Kniha XII, Veta 2: Obsahy kruhov su k sebe v takom pomere, v akom su

. . 28
Stvorce ich polomerov.

Zaklady Kniha XII, Veta 10: Objem kazdého kuzela je tretina objemu valca

s podstavou a vyskou zhodnou s danym kuzelom.”

Zaklady Kniha XII, Veta 11: Objem kuzela a valca so zhodnymi vyskami su k sebe

v takom pomere, v akom su obsahy ich podstdv.*°

Zaklady Kniha XII, Veta 12: Objemy podobnych kuzelov a valcov su k sebe v takom

pomere, v akom tretie mocniny polomerov ich podstdv.3l

Zaklady Kniha XII, Veta 14: Objemy kuzelov a valcov so zhodnymi podstavami si

k sebe v takom pomere, v akom st ich vysky. >

Z predpokladov spisu O guli avalci | potrebujeme len predpoklad 4, ktory sa da

zjednodusit pre potrebu dokazovanych viet:

Predpoklad 4: Majme rovinu a dve rézne plochy leZiace v jednom atom istom
polpriestore uréenom danou rovinou S hranicami, ktoré su bud’ spolocné, alebo ak
nie su, tak su tieto plochy konkdvne v rovnakych smeroch, pricom prva z nich ma
body bud spolocné s druhou plochou alebo tieto body lezia medzi danou rovinou

a druhou plochou. Potom povrch prvej plochy je mensi nez povrch plochy druhej.>
Lemmy spisu O guli a valci sa priamo odkazuji na vety Eukleidovych zakladov:

Lemma 1 zhfa vety 11 a 14 z knithy XII Eukeildovych Zakladov. Lemma 5 sa
odvolava na vetu 12 z knihy XII Eukleidovych Zakladov.

%8 pozri [6], str. 472
2 pogzri [6], str. 486
%0 pogzri [6], str. 489
1 pozri [6], str. 491
%2 pogzri [6], str. 496
% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 4
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Vety resp. propozicie spisu O guli a valci:

Propozicia 2: Majme dané dve isecky rozdielnej dizky, potom existujii dalsie dve
usecky rozdielnej dlzky také, ze pomer dizky vicsej z tychto useciek k dizke mensej
Z tychto tseciek je mensi nez pomer dizok vicsej danej isecky k dizke mensej danej

usecky. 3

Propozicia 3: Majme dané dve tisecky rozdielnej dizky a kruznicu, potom existujii:
N-uholnik vpisany a n-uholnik opisany kruznici tak, ze pomer dizky strany opisaného
n-uholnika k dizke strany vpisaného n-uholnika je mensi nez pomer dizky vicsej

danej visecky k dizke mensej danej visecky.*®

Propozicia 4: Majme dané dve usecky rozdielnej dizky a kruhovy vysek, potom
existujii : n-uholnik vpisany a n-uholnik opisany vyseku tak, Ze pomer dizky strany
opisaného n-uholnika k dizke strany vpisaného n-uholnika je mensi nez pomer dizky

vdcsSej danej usecky k dizke mensSej danej Liseéky.%

,»Vpisanym‘ n-uholnikom v tomto pripade rozumieme n-uholnik, ktorého dve strany
st hraniénymi polomermi vyseku a zvy$né strany maja rovnaka dizku. ,,Opisany*
n-uholnik bude vytvoreny c¢astou dotyCnice, ktora je rovnobeznd so stranou
vpisaného n-uholnika, ku kruznicovému obluku, ktory je hrani¢ny pre dany vysek,
a dvomi Useckami, ktorych hrani¢né body su stred kruhu prislichajuceho danému
vyseku a priese¢niky priamok obsahujtcich hrani¢né polomery vyseku a spominane;j
dotyCnice. Stranami vpisaného a opisaného n-uholnika pre kruhovy vysek

rozumieme strany, ktoré neobsahuju hrani¢né polomery kruhového vyseku.

Propozicia 6: Majme dané dve tisecky rozdielnej dizky a kruhovy vysek, potom
existuju: n-uholnik vpisany an-uholnik opisany vyseku tak, Ze pomer obsahu
opisaného n-uholnika k obsahu vpisaného n-uholnika je mensi nez pomer dizky

vy . . v v v . .y v 7
vdcsej danej usecky k dizke mensej danej usecky.3

% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 5
% pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 6
% pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 7
% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 9
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Propozicia 13: Povrch plasta kolmého valca je rovny obsahu kruhu, ktorého polomer
je geometrickym priemerom dizky strany (vwsky) valca a dizky priemeru jeho

podstavy.*® %

Propozicia 14: Povrch plasta rotacného kuzela je rovmny obsahu kruhu, ktorého
polomer je geometrickym priemerom dizky strany kuzela a dizky polomeru jeho

podstavy.*

Propozicia 15: Pomer povrchu pldsta rotacného kuzela k obsahu jeho podstavy je

rovny pomeru dlzky strany kuzela k dizke polomeru jeho podstavy.

Propozicia 16: AK zostrojime rez rotacného kuzela rovinou rovnobeznou s jeho
podstavou, potom povrch plasta casti kuzela medzi rovinou rezu a rovinou podstavy
Jje rovnd obsahu kruhu s polomerom rovnym geometrickému priemeru dizky casti
strany kuZela medzi rovinou rezu arovinou podstavy asuctu difok polomerov

podstavy a kruhu, ktory je rezom kuzela danou rovinou. 4

Pre d’alSie propozicie bude potrebny pojem dvojkuZzel’, ktory zavedieme ako teleso
pozostavajuce z dvoch kuzelov so spolo¢nou podstavou, ktorych vrcholy lezia

v opa&nych polpriestoroch uréenych rovinou obsahujiicou tito spoloéna podstavu.*?

Propozicia 18: Objem dvojkuzela pozostavajiuceho z dvoch kolmych kuzelov je rovny
objemu kuzela, ktorého podstava md obsah rovmny povrchu jedného z kuzelov
dvojkuzela avysku rovnu vzdialenosti vrcholu druhého kuzela od priamky

obsahujucej stranu prvého kuzela.®

Propozicia 20: Ak zostrojime rez jednym z kuzelov tvoriacich dvojkuzel’ rovinou
rovnobeznou s rovinou zakladne dvojkuzela a do dvojkuzela vpiseme kuzel, ktorého
podstava bude rezom prvého kuzela a jeho vrchol bude zhodny s vrcholom druhého

kuzela, ziskame novy dvojkuzel. Ak tento novy dvojkuzel odoberieme z povodného

% Pri kolmom valci je dizka strany rovna vyske valca.

% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 16

%0 pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 19

“ Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 21. Takisto pre propoziciu 15.

“2 Pojem dvojkuzel je zavedeny ako paralela k Archimédovmu pojmu, ktory sa do anglického
jazyka preklada ako ,,solid rhombus®. Vid’ [1], On Sphere and cylinder str. 3

*% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 24
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dvojkuzela, objem zvysnej casti bude rovny objemu kuzela, ktorého obsah podstavy
Jje rovny povrchu casti plasta prvého kuzela medzi rovinou rezu a rovinou podstavy
a ktorého vyska bude rovna vzdialenosti vrcholu druhého kuzela od priamky

obsahujucej stranu prvého kuzela.*

Propozicia 21: Majme pravidelny 2n-uholnik ABC...A"...C’B’A vpisany do kruznice.
AA’ je priemer kruznice a usecky BB’, CC’... maju koncové body (vrcholy 2n-

uholnika) osovo sumerné podla AA’, potom:

(IBB’| + |CC'| + --+):|AA’| = |A’'B|: |BA].*>

D

/*\

c

Obr. 10 Naért k propozicii 21

Propozicia 22: Majme pravidelny (2n+1)-uholnik vpisany do kruznicového obluku
LAL’, ktorého vietky strany (okrem LL’) majii rovnaki dizku, pricom A je presecnik
osi LL’ a kruznicového obluku LAL’. Zostrojme usecky BB’, CC’,... rovnobezné
S LL’, potom:

(IBB| + |CC'| + - + |LM]): |AM| = |A’B|: |BA]|,
kde bod M je stred usecky LL’ a AA’ je priemer prechadzajuci bodom M.

*“ Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 26
% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 28
*® Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 29
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Obr. 11 Naért k propozicii 22

Dalej nasledujt propozicie, ktoré sa priamo tykaji objemu a povrchu gule a jej &asti

s dokazmi:

Propozicia 23: Majme hlavnu kruznicu sféry a dva jej zdruzené priemery AA” a MM,
ktoré su zaroven jednymi z vrcholov pravidelného 4n-uholnika vpisaného do tejto
kruznice. Potom povrch sféry vzmiknutej rotdaciou jej hlavnej kruznice okolo jej
priemeru je vdcsi nez povrch telesa vzniknutého rotdaciou 4n-uholnika okolo tohto

priemeru.*’*

)

Dokaz: Ak porovname hemisféru vzniknutl rotaciou polkruznice MAM’ okolo AA
a polovicu telesa, ktora vznikne rotaciou 4n-uholnika alezi vo vnutornej Casti
hemisféry vidime, Ze teleso vzniknuté rotaciou polovice 4n-uholnika je vo vnutorne;j
oblasti hemisféry a obe plochy st konkdvne v rovnakych smeroch. Tym padom
moZeme aplikovat’ predpoklad 4, a teda plati, ze povrch telesa vzniknutého rotaciou
polovice 4n-uholnika je mensi nez povrch hemisféry. Obdobne dokaz prevedieme
pre opa¢nu hemisféru. S¢itanim jednotlivych povrchov teda zistime Ze povrch telesa

vzniknutého rotaciou 4n-uholnika je mensi nez povrch sféry. Q.E.D.

“"Vid Obr. 12.
*® Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 30
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Obr. 12 Naért k propozicii 23
Propozicia 24: Majme pravidelny 4n-uholnik AB...A’...B’A, kde AA’ je priemerom
hlavnej kruznice sféry, vpisany do tejto kruznice,* potom povrch telesa vzniknutého
rotdciou tohto 4n-uholnika okolo AA’ je rovnaky ako obsah kruhu, ktorého stvorec

dizky polomeru je rovny obsahu obdzniku:
|BA|(|BB'| 4+ |CC'| + -++ )50

Dokaz: Povrch telesa vzniknutého rotdciou 4n-uholnika pozostdva z Casti plastov

kuzelov. Povrch plasta kuzela vzniknutého rotdciou trojuholnika ABB’ je rovny

obsahu kruhu s polomerom /lBAl.%lBB’l. (Propozicia 14)

Povrch plasta zrezaného kuzel'a vzniknutého rotaciou lichobeznika BB’C’C je rovny

obsahu kruhu s polomerom \/lBCl.%(lBB’l + |CC'|), (Propozicia 16) obdobne pre

d’alSie Casti. Ked’Ze 4n-uholnik je pravidelny tak AB = BC = ---, takZe povrch celého

telesa bude rovny obsahu kruhu s polomerom:

VIBAL (IBB/| + |CC'| + -+ + [MM/| + -+ + [YY']).

“Vid Obr. 13.
% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 31
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Obr. 13 Nadrt k propozicii 24

Propozicia 25: Povrch telesa wuvedeného V propozicii 24, pozostavajuci z casti

) v o . v . Vv ’ ’ ’ 51
plastov kuzelov je mensi nez stvorndasobok obsahu hlavného kruhu sféry.

Dokaz: Nech AB...4'...B’A je pravidelny 4n-uholnik. Tak ako v predoslych
propoziciach majme rovnobezné tsecky BB’, CC’,... YY "> Oznaéme R obsah kruhu

s polomerom:

r = |[AB|(|BB’| + |CC'| + --- + [YY']),
takZe povrch telesa vzniknutého rotaciou 4n-uholnika okolo AA’ je rovny R.

(Propozicia 24)
Z propozicie 21 vyplyva:(|BB’| + |CC'| +--- |YY'|): |AA’| = |A'B|: |AB].
Po tprave |AB|. (|BB’| + |CC'| + -+ [YY']) = |A'B|.|AA].

Teda r? = |A'B|.|AA’| < |AA'|%2. Nerovnost vyplyva ztoho, ze A’'B je tetiva
kruznice, ktora nie je priemerom. Ked’Zze AA’ je priemer hlavnej kruZnice, tak musi

platit’, Ze obsah R musi byt mensi neZ Stvornasobok obsahu hlavného kruhu sféry.

%1 pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 32
%2 Vid' Obr. 14.
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Obr. 14 Naért k propozicii 25

Propozicia 26: Objem telesa opisaného v propozicii 24 je rovny objemu kuzela,
ktorého obsah podstavy je rovny povrchu tohto telesa, a ktorého vyska je rovna

vzdialenosti stredu sféry od strany vpisaného 4n-uholnika.*®

Dokaz: Nech AB...4°...B’A4 je pravidelny 4n-uholnik vpisany hlavnej kruznici sféry.
Tak ako v predoslych propoziciach majme rovnobezné tsetky BB’, CC’,... YY’>*
Rotaciou trojuholnikov BOB’, COC",... okolo AA’ vytvorime kuzele. Potom rotaciou
Stvoruholnika OBAB’ okolo 44’ vznikne dvojkuzel’, ktorého objem je rovny objemu
kuzela, ktorého obsah podstavy je rovny povrchu plasta kuzela vytvoreného
z trojuholnika ABB’, a ktorého vyska (ozna¢me p) je rovna vzdialenosti O od AB

(Propozicia 18).

Priamky CB a C’B’ sa pretnii v bode T Potom objem telesa vzniknutého rotaciou
trojuholnika BOC okolo AA’ je rovny rozdielu objemu dvojkuzela vzniknutého
rotaciou Stvoruholnika OCTC’ okolo AA” a objemu dvojkuzel’a vzniknutého rotaciou
Stvoruholnika OBTB’ okolo AA’, a teda je rovny objemu kuzela, ktorého obsah
podstavy je rovny povrchu plasta zrezaného kuzela vzniknutého rotaciou

Stvoruholnika BCC B’ okolo AA’ a ktorého vyska je p (Propozicia 20).

%% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 33
* Vid' Obr. 15.
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Postupne mozeme nascitat objemy tychto kuzelov so zhodnymi vySkami
a dostaneme objem kuzela s obsahom podstavy rovnym povrchu telesa vzniknutého

rotaciou 4n-uholnika okolo AA’ a vySkou rovnou p. Q.E.D.

Obr. 15 Nacért k propozicii 26
Propozicia 27: Objem telesa opisaného v propozicii 24 je mensi nez Stvorndasobok

objemu kuzela, ktorého podstavou je hlavny kruh gule a vyskou je polomer gule.

Doékaz: Podla propozicie 26 je objem telesa vzniknutého rotdciou spominaného
4n-uholnika rovny objemu kuzela, ktorého obsah podstavy je rovny povrchu
spominaného telesa a jeho vyska je vzdialenost’ stredu kruhu od strany 4n-uholnika —
tento objem oznaéme R. Majme d’alsi kuzel’, ktorého podstava je zhodna s hlavnym

kruhom sféry a ktorého vyska je rovna polomeru sféry — jeho objem ozna¢me S.

Ked’Ze povrch spomenutého telesa je mensi nez Stvornasobok obsahu hlavného kruhu
sféry (Propozicia 25) a vzdialenost’ p je menSia nez polomer sféry musi platit’ ze

objem R je mensi nez $tvornasobok objemu S. Q.E.D.

Propozicia 28: Majme pravidelny 4n-uholnik AB...A’...B’A opisany hlavnej kruznici

danej sféry, ajeho opisanu kruznicu (tito md teda spolocny stred s hlavnou

*® Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 34
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kruznicou sféry). Objem (a povrch) telesa vzniknutého rotaciou 4n-uholniku okolo

AA’ bude vicsi nez objem (a povrch) danej sféry.

Dokaz: Tvrdenie o objeme spominanych telies je jasné, pretoze gula, ktord vznikne
rotaciou spominaného kruhu je podmnozinou telesa, ktoré vznikne rotaciou
4n-uholnika okolo AA’. Tvrdenie o povrchu vyplyva z predpokladu 4. Rotaciou
priamky KK’(bod K je dotykovy bod hlavnej kruznice sféry a priamky BM a bod K"’
je osovo sumerny s bodom K podla osi A4°)°" okolo AA’ dostaneme rovinu, ktora
rozdeli priestor na dva polpriestory. Rotaciou kruznicového obluku Ka’K’ okolo AA’
dostaneme vrchlik, rotdciou mnohouholnika KM...A’...M’K’ okolo AA’ dostaneme
plochu, ktora bude obsiahnuta vo vnuatorne;j ¢asti vrchliku a ked’Ze obe tieto plochy sa
nachadzaji v rovnakom polpriestore a su konkavne v rovnakych smeroch, musi byt
povrch vrchlika men$i nez povrch telesa vzniknutého rotaciou mnohouholnika
KM...A"..M’K" okolo AA’ (Predpoklad 4). Obdobne pre druhy polpriestor. Po s¢itani

odpovedajucich si povrchov plati tvrdenie Propozicie 28. Q.E.D.

\ .\

K

Obr. 16 Nacdrt k propozicii 28

% pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 35
* Vid' Obr. 16.
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Propozicia 29: Povrch telesa vzniknutého rotaciou 4n-uholnika wuvedeného

V propozicii 28 je rovny obsahu kruhu, ktorého stvorec dizky polomeru je rovny:
|AB|(|BB’| + |CC'| + )

Dokaz: Spominany 4n-uholnik ma opisana kruznicu® a staci aplikovat’ dokaz

propozicie 24.

Propozicia 30: Povrch telesa vzniknutého rotdciou 4n-uholnika wuvedeného

V propozicii 28 je vicsi nez Stvrondsobok obsahu hlavného kruhu sféry.*

Doékaz: Nech AB...A’...B A je 4n-uholnik opisany hlavnej kruznici ama’ sféry a nech
body A, A’, a, a’ lezia na priamke. Ozna¢me R obsah kruhu rovného povrchu telesa

vzniknutého rotaciou 4n-uholnika okolo AA” a r polomer tohto kruhu.
Z propozicie 21 vyplyva:(|BB’| + |CC'| + ---): |AA"| = |A'B|: |AB|.

Po tprave |AB|. (|BB’| + |CC'| + ---) = |A’B|. |AA’].

M

Obr. 17 Naért k propozicii 30

% Vid Obr. 16.
% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 36. Takisto pre propoziciu 29
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Z propozicie 29 vyplyva: r? = |A'B|.|AA’| > |A’'B|2. Nerovnost’ vyplyva z toho, Ze
A'B je tetiva kruznice, ktora nie je priemerom. Ale |A'B| = 2|OP|, kde P je bod
dotyku AB a kruznice ama’, a teda vel’kost OP je rovna polomeru kruznice ama’,
ateda r je viacsi nez priemer kruznice ama’. Obsah R musi byt vis¢i nez

Stvornasobok obsahu hlavného kruhu danej sféry. Q.E.D.

Propozicia 31: Objem telesa vzniknutého rotaciou 4n-uholnika uvedeného
V propozicii 28 je rovny objemU kuzela, ktorého obsah podstavy je rovny povrchu

tohto telesa a jeho vyika je rovnd polomeru danej sféry.*®

Dokaz: Ked'ze uvedeny 4n-uholnik mé opisanu kruznicu a vzdialenost’ stredu sféry
od strany tohto 4n-uholnika je rovna polomeru mensej kruznice je tato propozicia

identicka s propoziciou 26.

Korolar propozicie 31: Objem telesa vzniknutého rotdaciou 4n-uholnika uvedeného
V propozicii 28 je vdcsi nez Stvorndsobok objemu kuzela, ktorého podstava je zhodna

S hlavnym kruhom sféry a ktorého vyska je rovnd polomeru danej sfery.

Dokaz: Povrch telesa vzniknutého rotaciou 4n-uholnika uvedeného v propozicii 28 je
vacsi nez Stvorndsobok obsahu hlavného kruhu danej sféry (Propozicia 30). Potom
kuzel (prvy) s obsahom podstavy rovnym povrchu telesa vzniknutého rotaciou
4n-uholnika uvedeného V propozicii 28 a vyskou rovnou polomeru sféry ma objem
va¢si nez Stvornasobok objemu kuzela (druhy) srovnakou vyskou a podstavou
zhodnou s hlavnym kruhom sféry (Lemma 1). Potom podl'a propozicie 31 je objem
telesa vzniknutého rotaciou 4n-uholnika uvedeného v propozicii 28 vAacsi nez

Stvornasobok objemu druhého kuzela.

Propozicia 32: Ak hlavnej kruznici sféry vpiseme pravidelny 4n-uholnik ab...a’...b’a
a opiseme jej pravidelny 4n-uholnik AB...A’...B’A, tak povrchy telies vzniknutych
rotdciou opisaného 4n-Uholnika okolo AA’ a vpisaného 4n-uholnika okolo aa’ budu v
takom pomere, v akom su druhé mocniny dlzok ich stran a objemy tychto telies budii

v takom pomere, v akom sii tretie mocniny dizok ich strdn.**

8 Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 37 Takisto pre korolar propozicie 31.
% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 38
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Dokaz: Nech body A, 4, a, @’ lezia na jednej priamke priCom aa’ je priemer mensej
sféry a AA’ je priemer vacsej sféry. Nech mm’ je priemer mensej sféry zdruzeny
saa’a MM’ je priemer vicsej sféry zdruzeny s AA’. Use¢ky BB’, CC"... a bb’, cC’...
stt rovnobezné navzajom a zaroven rovnobezné s MM’. Ozna¢me R povrch telesa
vzniknutého rotaciou 4n-uholnika AB...A"...B A okolo AA’ a ozna¢me S povrch telesa

vzniknutého rotaciou 4n-uholnika ab...a’...b’a okolo aa’.

Podrl'a propozicie 29 obsahy R a S odpovedaju kruhom, oznaéme polomery tychto

kruhov postupne r a s.
Podrla propozicie 29 d’ale;j:

r? = |AB|.(|BB’| + |CC'| + --+),
a podrla propozicie 24:

s? = |ab]. (|bb’| + |cc'| + --+).

KedZe st 4n-uholniky navzajom podobné, potom obdizniky, ktorych obsahy
vystupuju v predoSlych rovniciach st tiez podobné aich obsahy su v pomere

|AB|?: |ab|?. A teda aj R: S = |AB|?: |ab]?.

Ozna¢me V objem kuzela, ktorého podstava ma obsah R a vysku velkosti Oa a
ozna¢me W objem kuzela s obsahom postavy S a vySkou rovnou vzdialenosti stredu
sféry O od ab — tito vzdialenost’ oznaéme p. Potom podla propozicii 31 a 26 je V
rovné objemu telesa vzniknutého rotaciou 4n-uholnika AB...A’...B’A okolo AA” a W
je rovné objemu telesa vzniknutého rotaciou 4n-uholnika ab...a’...b’a okolo aa’.
Kédze dané 4n-uholniky st podobné, plati |AB|: |ab| = |Oal: p, ¢o je pomer vySok
kuZelov s objemom V a s objemom W a vieme, Ze R: S = |AB|?: |ab|2. Z uvedeného
vyplyva, ze V:W = |AB|3: |ab|3. Q.E.D.
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Obr. 18 Naért k propozicii 32

Propozicia 33: Povrch gule je Styrikrdt vicsi nez obsah jej najvicSieho kruhu.®?

Dokaz tejto matematickej vety je vedeny sporom v dvoch krokoch — predpoklad

nerovnosti je rozdeleny na dve ostré nerovnosti.

Dokaz: Ozna¢me C obsah kruhu, styrikrat vacsieho, nez najvacsi kruh gule.

Prepokladajme, Ze sa C nerovna povrchu gule.

l. Nech je obsah C mensi nez povrch gule. Potom mézeme najst’ dve
tsecky s dizkami y a # (B > y) tak, aby: B:y < (povrch gule): C(Propozicia 2). Nech
J je geometricky priemer dizok y af. Do kruhu vpieme 4n-uholnik ab..a’..b’a
a kruhu opiseme 4n-uholnik AB...A"...B A, ktoré sti podobné a ich pomer dizok stran

je mensi nez pomer S - 6 (Propozicia 3).

%2 Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 39

-32-



Obr. 19 Nadrt k propozicii 33
Ozna¢me R povrch telesa vzniknutého rotaciou 4n-uholniku AB...A’...B°A okolo AA’
a ozna¢me S povrch telesa vznikutého rotaciou 4n-uholniku ab...a’...b’a okolo aa’.
Potom plati: R:S = |AB|?:|ab|? (Propozicia 32). Zaroven |AB|?:|ab|? < B?%:&2.
Plati §2 = B.y (J je geometricky priemer 3 a y). Po dosadent:

B2:8% = B:y < (povrch gule): C.

A teda by malo platit’ R: S < (povrch gule): C, ale to je nemozné pretoze R je vacsi
nez povrch gule (Propozicia 28) a zaroven S je mensi nez C (Propozicia 25). To je

spor s naSim predpokladom, a teda C nemdze byt mensi nez povrch gule.

. Nech je teda obsah C v&c¢si nez povrch gule. Obdobne ako v I.
zvolime y ap tak, aby platilo: B:y < C: (povrch gule). Opit’ vpiSeme a opiSeme
hlavnému kruhu sféry 4n-uholniky a oznac¢ime R a S povrchy telies tak ako v |I.

Potom v tomto pripade plati (postupujeme obdobne ako v 1.):
R:S < C: (povrch gule)

Toto je opét’ spor, pretoze povrch vonkajsieho telesa je vacsi nez C (Propozicia 30)
a povrch vnatorného telesa je mensi nez povrch gule (Propozicia 23). C teda nemdze

byt’ vacsi nez povrch gule.

Z uvedeného je teda zrejmé, ze C = (povrch gule).
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Propozicia 34: Objem kazdej gule je rovny Stvorndsobku objemu kuzela, ktorého

podstava je zhodnd s hlavnym kruhom gule a jeho vyska je rovnd polomeru gule.®

Dokaz je podobne ako v predoslom pripade vedeny sporom a predpoklad nerovnosti

je rozdeleny na dve ostré nerovnosti.

Dokaz: Nech hlavny kruh gule je ama’. Predpokladajme, Ze objem gule nie je

Stvornasobok objemu prislusného kuzela.
Potom:

l. Nech je objem gule v vi¢si nez Stvornasobok objemu prislusného
kuzerla.
Oznaéme U objem kuzela, ktorého obsah podstavy je Styrikrat vacsi nez obsah
najvacsiecho kruhu gule a jeho vyska je rovna polomeru gule. Potom mézeme najst’
dve use¢ky s dizkami y af (B > y) tak, aby: B:y < (objem gule): U Medzi # ay
vlozime este dve tsecky s dizkami J a ¢, ktorych dizky buda s dizkami £ a y tvorit

aritmetickt postupnost’.64

Opét’ kruhu opiSeme 4n-uholnik AB...4’...B’A a vpiSeme
4n- uholnik ab...a’...b’a, ktorych pomer stran bude mens$i nez f : 3. VSetky tri
rovinné utvary nechame rotovat okolo usecky A4’. Objem telesa vzniknutého
rotaciou opisaného 4n-uholnika (oznac¢me V) a objem telesa vzniknutého rotaciou
vpisaného 4n-uholnika (ozna¢me W) budu k sebe v takom istom pomere, v akom st

tretie mocniny diZok ich stran (Propozicia 32): V: W = |AB|3: |ab|3.

Plati V: W < B3:8% < B:y < (objem gule): U. Druh4 nerovnost’ vyplyva z definicie
dizok by, dae.

To je v8ak spor, pretoze V je vacsi nez objem gule (Propozicia 28) a W je mensi nez

objem U (Propozicia 27).

Gul'a teda nema vacsi objem nez V.

. Nech je objem gule mensi neZ objem U. V tomto pripade volime S a y
tak, aby platilo: B:y < U: (objem gule).
Opakujeme postup tak ako v I. a zistujeme: V: W < U: (objem gule).

8 pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 41
* Vid Obr. 20.
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Toto je spor, pretoze V je vacsi nez U (Propozicia 31) a W je mensi neZ objem gule.
Tym padom U nie je va¢si nez objem gule.

Z uvedeného vyplyva, Ze plati: U = (objem gule).

Obr. 20 Nadrt k propozicii 34
Propozicia 35: Majme pravidelny (2n+1)-uholnik vpisany do kruznicového obluku
LAL’, ktorého vsetky strany (okrem LL’) majii rovnakii dizku, pricom A je priesecnik
osi LL’ a kruznicového obluku LAL’. Zostrojme usecky BB’, CC’,... rovnobezné s LL’
a bod M ako stred LL’. Potom povrch telesa vzniknutého rotdaciou (2n+1)-uholnika

okolo AM je rovny obsahu kruhu ktorého druha mocnina polomeru je rovna obsahu

obdEniku:

LL'
|ABIOBBW+WCG|+'"+|KKW4-|2|>ﬁ5

Ddkaz: Povrch telesa opisaného v tejto propozicii je zloZzeny z Casti plastov kuzelov.

Najprv vezmime povrch plasta kuzela vzniknutého rotaciou trojuholniku BAB’

okolo AA’, ten je rovny obsahu kruhu s polomerom “ABl. %lBB'l (Propozicia 14).

% pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 44
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Povrch plasta zrezaného kuzela vzniknutého rotaciou lichobeznika BCC B’ je rovny

obsahu kruhu s polomerom \/lBCl.g(lBB’I + |CC']) (Propozicia 16).

Postupnym s¢itanim tychto povrchov, priCom vieme, ze vSetky strany
(2n+1)-uholnika okrem strany LL’ sG zhodné a vSetky kruhy st podobné a ich
obsahy si v pomere druhych mocnin ich polomerov, zistime, ze povrch nami

skumaného telesa odpoveda obsahu kruhu s polomerom:

LL’
AB|BB'+ CC" + -+ KK' + —|.

2

Obr. 21 Nadrt k propozicii 35
Propozicia 36: Povrch telesa uvedeného v propozicii 35 je mensi nez povrch vrchlika

vzniknutého rotdciou kruznicového oblika LAL’ okolo AM.®®

Dokaz: Tato veta priamo vyplyva z predpokladu 4. Ide odve plochy leziace
v rovnakom polpriestore ohrani¢enom rovinou kruhu vzniknutého rotaciou LL'.
Pricom plocha vzniknutd rotaciou (2n+1)-uholnika lezi celd vo vnutornej casti
vrchliku vzniknutého rotaciou kruznicového obluku LAL’ aobe st konkavne

v rovnakych smeroch.

% Pogzri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 45. Takisto pre poropoziciu 37.
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Propozicia 37: Povrch telesa uvedeného v propozicii 35 je mensi nez obsah kruhu
s polomerom AL.

Doékaz: Nech priamka AM pretne hlavni kruznicu este v bode A’. Podl'a propozicie
35 je povrch telesa vzniknutého rotdciou (2n+1)-uholnika rovny obsahu kruhu,
ktorého druhd mocnina polomeru je:|AB|(|BB’| + |CC'| + - + |KK'| + |[LM]). Ale
podl'a propozicie 22 sa tento obsah rovna |A'B|.|AM| < |A'A|.|AM|. Tato nerovnost’
plati, lebo 4’B je tetiva, ktord nie je priemerom. Kedze AA’L je pravouhly
trojuholnik (hlavna kruZnica sféry je talesova kruznica nad AA’) plati v iom
Eukleidova veta o odvesne, a teda plati |A’A|. |AM| = |AL|?.

Z uvedeného teda vyplyva, ze povrch telesa vytvorené¢ho rotaciou (2n+1)-uholnika

okolo AM je mensi nez obsah kruhu s polomerom rovnym |AL|. Q.E.D.

A

]

—

Obr. 22 Naért k propozicii 37
Propozicia 38: Objem telesa uvedeného v propozicii 35, ktoré je mensie nez polgula
spolu s objemom kuzela vzniknutého rotdciou trojuholnika LOL’ okolo AO, kde O je
stred sféry67 je rovny objemu kuzela, ktorého obsah podstavy je rovny povrchu tohto

telesa avyska je vzdialenost stredu gule od [lubovolnej strany vpisaného

(2n+1)-uholnika okrem LL".%®

* Vid Obr. 23.
% Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 46
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Dokaz: Ozna¢me p vzdialenost’ bodu O od AB.

Rotaciou Stvoruholnika OBAB’ vznikne dvojkuzel, ktory bude mat objem rovny
objemu kuzel'a s obsahom podstavy zhodnym s povrchom tohto dvojkuzela a vyskou

rovnou p (Propozicia 18).

Nech T je prieseCnik priamok CB aC’B’. Objem telesa vytvoreného rotaciou
trojuholnika BOC okolo AO je rovny rozdielu objemov dvojkuzel'ov vzniknutych
rotaciou Stvoruholnika OCTC’ a $tvoruholnika OBTB’ okolo AO. Podla propozicie
20 je objem tohto telesa rovny objemu kuzel'a, ktorého obsah podstavy je rovny
povrchu plasta zrezaného kuzel'a vytvoreného rotaciou Stvoruholnika BCC’B’ okolo

AO a ktorého vyska je p.
Obdobne vypocitame objem d’alSich Casti.

Postupnym scitanim tychto objemov ziskame objem kuzela, ktorého obsah podstavy
je rovny povrchu telesa vzniknutého rotaciou (2n+1)-uholnika okolo AO a ktorého

vyska je rovna p. Q.E.D.

T
Bl N

y4AN

IOV N
A\

]

Obr. 23 Naért k propozicii 38
Korolar propozicie 38: Objem kuzela, ktorého podstava je kruh s polomerom rovnym
|AL| a vyska je rovna polomeru sféry, je vdcsi nez objem telesa uvedeného v

propozicii 3 8.9

% pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 47
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Dokaz: Objem telesa uvedeného v propozicii 38 je rovny objemu kuzel'a, ktorého
obsah podstavy je rovny povrchu tohto telesa a vyska je rovnd p. Tvrdenie plati,
pretoze podla propozicie 37 je obsah kruhu s polomerom rovnym |AL| va¢si nez
povrch telesa uvedeného v propozicii 38 a p je mensie nez AO (polomer sféry).
Mame teda dva kuzele priCom prvy z nich ma vas¢i obsah podstavy aj vysku ako

druhy, teda objem prvého z nich musi byt’ vic¢si nez objem druhého. Q.E.D.

Propozicia 39: Majme pravidelny (2n+1)-uholnik opisany kruznicovéemu obluku lal’
hlavnej kruznice sféry mensiemu nez polkruznica, ktorého vsetky strany (okrem LL’)
majii rovnaki dizku, pricom a je priesecnik osi Il’ a kruznicového obliku lal’ a bod

m, ktory je stredom usecky Il’. Povrch telesa vzniknutého rotdciou tohto

(2n+1)-uholnika okolo priamky am je vdcsi nez povrch vrchliku vzniknutého
70

rotdciou kruznicového obluku lal’ okolo priamky am.

Obr. 24 Naért k propozicii 39
Dokaz: Nech T je bod tGisecky LB taky, ze priamka IT je doty¢nica hlavnej kruznice
sféry vbode I. Potom povrch telesa vzniknutého rotaciou mnohouholnika
IT..BAB"...T’l"” okolo AM je v&csi nez povrch vrchlika vzniknutého rotaciou
kruznicového obluka lal’ okolo aM — vyplyva to z predpokladu 4 — mame dve plochy
leziace v jednom polpriestore, z ktorych jedna je vo vntornej Casti druhej a obe su
konkavne v rovnakych smeroch. Tym padom aj povrch telesa vzniknutého rotaciou

mnohouholnika L...BAB"...L je va¢si nez povrch spominaného vrchliku (pretoze ILT

0 pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 47
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tvori pravouhly trojuholnik, v ktorom LT je preponou alT je odvesnou, ateda
|LT| > |IT|). Q.E.D.

Korolar propozicie 39: Povrch telesa vzniknutého roticiou mnohouholnika
uvedeného v propozicii 39 je rovny obsahu kruhu, ktorého druha mocnina polomeru
je rovna:
! ! ! |LL,|
|AB|( |BB'| + |CC"| + -+- + |KK'| +T .
Dokaz: Spominany mnohouholnik ma opisany kruznicovy obluk LAL’, a teda staci

aplikovat’ dokaz propozicie 35.

Propozicia 40: Povrch telesa opisaného v propozicii 39 je vdcsi nez obsah kruhu

s polomerom al.”

Dokaz: Nech a’ je d’alsi priese¢nik priamky aO a hlavnej kruznice sféry. Nech A’ je
d’al$i priesecnik priamky AO a kruZznice opisanej mnohouholniku opisanému hlavnej

kruznici sféry. Nech N je dotykovy bod hlavnej kruznice sféry a usecky AB

Podrl'a korolaru propozicie 39 je povrch telesa vzniknutého rotdciou mnohouholnika
L...BAB"...L O rovny obsahu kruhu, ktorého druha mocnina polomeru je rovna:

|LL|
2

|AB| (IBB’I +|CC’| + -+ |KK'| + ) = |A'B||AM]| (Propozicia 22)

Dalej plati [AM| > |am| a |AL| > |al| a trojuholniky AON a AA B su podobné (podl'a
vety sus) s koeficientom 2. Plati teda : [A'B| = 2|ON| = |aa’|

Z uvedeného vyplyva: |A'B|.|AM| > |am|.|aa’|. A po aplikacii Eukleidovej vety
0 vyske na trojuholnik al’a’ plati |am|. |aa’| = |al’|?, a teda aj |A'B|. |AM| > |al'|?.

™ Pogzri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 49. Takisto pre korolar propozicie 39
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Obr. 25 Naért k propozicii 40
Korolar 1 Propozicie 40: Objem telesa vzniknutého rotdiciou mnohouholnika
L..BAB’...L O je rovny objemu kuzela, ktorého obsah podstavy je rovny povrchu
tohto telesa a jeho vyska je polomer danej sféry.

Doékaz: Spominany mnohouholnik je vpisany do kruzZnice s va¢S§im polomerom nez

ma dana sféra ale rovnakym stredom, tym padom moézme aplikovat’ dokaz propozicie
38.

Korolar 2 propozicie 40: Objem telesa vzniknutého rotdciou mnohouholnika
L...BAB’...L’O je vicsi nez objemu kuzela, ktorého podstavou je kruh s polomerom al

a jeho vyska je polomer danej sféry. 2

Propozicia 41: Majme dva pravidelné (2n+1)-uholniky — jeden opisany
(LK...BAB'..K’L’) kruznicovéemu obluku lal’ hlavnej kruznice sféry mensiemu nez
polkruznica, ktorého vietky strany (okrem LL’) majii rovnakii dizku a druhy vpisany
(lk...bab’...k’l’) do tohto kruznicového obluku podobny opisanému, pricom a je
priesecnik osi I’ a kruznicového obluku lal’ a bod m, ktory je stredom usecky II’.
Potom povrchy telesa vytvoreného rotaciou opisaného (2n+1)-uholnika a telesa
vytvoreného rotdaciou vpisaného (2n+1)-uholnika su v tom istom pomere ako

|AB|?: |ab|? a ich objemy spolu s kuzelmi, ktorych podstavy si kruhy vzniknuté

"2 Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 50. Takisto pre korolar 1 propozicie 40
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rotaciou usecky LL’ (Opisany) a rotdciou usecky I’ (vpisany) okolo priamky am
amaju spolocny vrchol v strede hlavnej kruznice su vtom istom pomere ako
|AB|3: |ab|3 .3

Dokaz: Povrch telesa vzniknutého rotaciou mnohouholnika L...BAB’...L’O je podla
korolaru propozicie 39 rovny obsahu kruhu s druhou mocninou polomeru rovnou:
LL/|

|AB| <|BB’| +|CC'| + -+ + |KK'| +|T>

apovrch telesa vzniknutého rotaciou mnohouholnika I..bab’...I'O je podla
propozicie 35 rovny obsahu kruhu s druhou mocninou polomeru rovnou:
! ! Vi Illll
|ab|{ |bb’| + |cc'| + -+ |kk|+7

Obsahy tychto dvoch kruhov st v pomere |AB|?:|abl?. Tym padom aj povrchy

spominanych telies su v tomto pomere.

Obr. 26 Nacrt k propozicii 41

Oznac¢me S povrch telesa vzniknutého rotaciou mnohouholnika L...BAB"...L 'O okolo
priamky OA as povrch telesa vzniknutého rotaciou mnohouholnika I...bab’...I'O
okolo priamky OA. Podla korolaru 1 propozicie 40 je objem telesa vzniknutého
rotaciou mnohouholnika L...BAB’...L’O okolo priamky OA rovny objemu kuzel'a
s obsahom podstavy Savyskou |ON| apodla propozicie 38 je objem telesa

vzniknutého rotaciou mnohouholnika I...bab"...I’'O okolo priamky OA rovny objemu

"8 Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 50
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kuZela s obsahom podstavy s a vyskou |On|. Ale S:s = |AB|?:|ab|? a |ON|:|On| =

|AB|: |ab|, a teda objemy spominanych telies su v pomere |AB|3: |ab|3.(Lemma 5)

Propozicia 42: Gulovy vrchlik md povrch rovny obsahu kruhu s polomerom dizky

spojnice vrcholu vrchliku a jeho okraja.”

V tejto propozicii je za gulovy vrchlik povazovany len vrchlik mensi nez polgula.

Tento problém je vSak vyrieSeny v nasledujticej propozicii.

Dokaz: Nech R je obsah kruhu s polomerom |al|. Potom ozna¢me povrch vrchliku S.

Predpokladajme, ze sa obsah R a povrch vrchliku S nerovnaju.

Obr. 27 Naért k propozicii 42
l. Predpokladajme S > R. Nech lal’ je kruhovy vysek najvacsieho kruhu
vguli. Tomuto vyseku oOpiseme (2n+1)-uholnik L..BAB’..L avpiSeme
(2n+1)-uholnik I...bab"...I tak, ako v predoslych propoziciach a tak, aby platilo:
(obsah opisaného mnohouholnika): (obsah vpisaného mnohouholnika) < S: R,

to je mozné podla propozicie 6.

Mnohouholniky L...BAB"...LO al...bab"...I0 budeme rotovat’ okolo priamky AO, ich
povrchy oznaéme postupne Ua u. Potom podla propozicie 41 bude o tychto

povrchoch platit™:

U:u = |AB|?:|ab|? =

(obsah opisaného mnohouholnika): (obsah vpisaného mnohouholnika) < S:R.

™ Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 52
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Ale U je vacsi nez S (Propozicia 39). Teda u je vacsi nez R, ¢o je spor s propoziciou
37.

Il. Predpokladajme S < R. V tomto pripade budeme vpisovat’ a opisovat’
mnohouholniky, ktorych pomer obsahov bude mensi nez R: S a dostavame vysledok:
U:u<R:S.

Ale U je vicsi nez R podla propozicie 40. Teda u je vacsi nez S, Co je spor

S propoziciou 36.
Z uvedeného vyplyva, ze plati S = R.

Propozicia 43: Aj ked’ je gulovy vrchlik vicsi nez polsféra, je jeho povrch rovny

kruhu s polomerom dizky spojnice vrcholu vrchliku a jeho okraja’™

Dokaz propozicie 42 je vedeny exhaustivnou metédou a sporom. Propozicia 43 je

dokazana priamo.

Dokaz: Nech lal’ je hlavna Kruznica sféry a aa’ je jeho priemer kolmy na Il°. Nech

la’l’ je kruznicovy obluk mensi nez polkruznica.

Obr. 28 Nacrt k propozicii 43

" Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 53
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Potom podl'a Propozicie 42 je povrch menSieho vrchliku rovny obsahu kruhu
s polomerom [a’. Podl'a Propozicie 33 je povrch celej gule rovny obsahu kruhu

s polomerom aa’.

Plati viak |aa’|?-|a’l|? = |al|?> a obsahy kruhov st k sebe ako druhé mocniny ich
polomerov. Tym padom povrch vrchlika vzniknutého rotaciou kruznicového obluku
lal’, ktory je rozdielom povrchu gule a povrchu vrchlika vzniknutého rotaciou

kruznicového obluku /a’l’, je obsah kruhu s polomerom al.

Propozicia 44: Objem gulového vyseku je rovny objemu kuzela, ktorého podstava ma
rovnaky obsah ako je povrch odpovedajuceho vrchliku a ktorého vyska je rovna

polomeru gule.”

Dokaz: Ozna¢me R objem kuzel'a, ktorého obsah podstavy je rovny povrchu vrchliku
vzniknutého rotaciou kruznicového obliku lal” a ktorého vyska je rovna polomeru
sféry a oznatme S objem gul'ového vyseku vzniknutého rotaciou trojuholnika 101’

a rotaciou kruhového odseku lal”.”’

Predpokladajme, ze R # S.
l. Predpokladajme, ze S > R.

Majme dve tsecky s dizkami S a y také, ze B >y aaby platilo: B:y < S:R. Nech ¢
ae st dizky dvoch tsedick tak aby S, J, ¢ ay Vtomto poradi tvorili aritmetick(
postupnost’. Kruhovému vyseku lal’O vpiseme (2n+1)-uholnik I...bab’...I" a opiseme
(2n+1)-uholnik L..BAB’...L" obdobne ako v predoslych propoziciach ale tak, aby
platilo |AB|: |ab| < B: 6. To je mozné podl'a propozicie 4.

Rotaciou mnohouholnika L...BAB’...L O okolo priamky OA vznikne teleso, ktorého
objem ozna¢ime V a rotaciou mnohouholnika I...bab"...I” okolo priamky OA vznikne
teleso, ktorého objem oznaCime v. Podla propozicie 41 o tychto objemoch plati:
V:v = |AB|3: |ab|3. Tento pomer je mensi nez B3: 83 (vid’ vyssie) a je mensi nez B:y
(vyplyva z definicii dizok 8, 5, ¢ ay). Ale B:y < S:R, atedaaj V:v < S:R. AleV > S
atym padom v > R. Toto je vSak spor s korolarom propozicie 38 skombinovanym

S propoziciami 42 a 43.

" Pozri [1], On the Sphere and Cylinder, str. 54
" Vid Obr. 29.
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Il. Predpokladajme, ze S < R.

V tomto pripade vezmeme diZzky S a y tak, aby platilo f:y < R:S zvy$ok postupu je
obdobny s I. Dostaneme sa k vztahu: V:v < R:S. Ale v < S atym padom V < R.
Toto je vSak spor s korolarom 2 propozicie 40 skombinovanym s propoziciami 42

a43.

Obr. 29 Nacért k propozicii 44
V spise O metdde sa nachadza propzicia 2, ktorej znenie odpoveda propozicii 34 zo
spisu O guli a valci, teda pojednava o objeme gule. Dokaz je tu vedeny mechanickou
metodou vyvazovania predmetov na péake, kedy sa gula a kuzel’, ktorého podstava
ma obsah rovny Stvornasobku obsahu hlavného kruhu danej gule a ktorého vyska je
rovna polomeru gule, postavia svojimi taziskami na opa¢nu stranu paky, budd
vV rovnovahe (do rovnovéhy sa najprv postavia l'ubovolné rezy tychto dvoch telies

rovinami kolmymi na os kuzela).”

Z uvedeného vyplyva, ze Archimedes si bol vedomy existencie konStanty m, ktora
bola spolo¢nym znakom rotac¢nych telies. Pomocou exhaustivnej metddy (vpisanim
a opisanim pravidelného 96-uholnika kruhu) tato konStantu obmedzil medzi
25344/8069 a29376/9347 . Tento odhad ¢isla m ma odchylku asi 0,001234, ¢o
predstavuje chybu priblizne 0,04%."

"8 pozri [1], The Method, str. 18 - 21
™ Pozri [4], str. 43.
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5 Cavalieriho princip

5.1 Matematika v novoveku a osvietenstve

Obdobie stredoveku je ¢asto oznaCované ako obdobie temnoty. Nemdzeme si ale
mysliet, Ze sa veda pocCas tohto obdobia voObec nerozvijala. Pokrok vsak bol
spomaleny nastupom krest'anstva a potlaCanim tych poznatkov, ktoré by ohrozovali
zvrchovanost” a moc cirkvi. V krestanskej Europe sa teda teoretickd matematika
vel'mi neposunula, ¢im sa nemohla rozvinat ani teoria, ktora by presnejsie riesila

problém objemu a povrchu gule.

Uplne inym obdobim sa vsak stal novovek, renesancia a obzvlast obdobie
osvietenstva. V rokoch 1400 az 1600 bola Eurépa do zakladov otrasena udalost’ami,
ktoré zmenili ndhl'ad na vedu apodnietili prudky rozvoj matematickej tedrie.

K tomuto prispela aj vys§ia dostupnost’ starogréckych vedeckych prac v Europe.®

Medzi matematikov tohto obdobia, ktori sa zaoberali obsahmi ploch a objemami
telies patrili Johannes Kepler (1571 — 1630), Galileo Galilei (1564 — 1642), Pierre de
Fermat (1601 —1665) ai.. Najviac sa o rozvoj tychto teodrii zaslizil Bonaventura

Cavalieri, ktory zacal odhalovat’ cenné Archimédove postupy.81
5.2 Bonaventura Cavalieri

Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647) bol talianskym matematikom, ktory sa vSak
zaoberal aj optikou a mechanikou. Pracoval na prekurzoroch infinitezimalneho poctu
auviedol logaritmy do Talianska. Vo svojich pracach dalej rozvinul klasicku

exhaustivnu metodu.®

Narodil sa v Milane, ziskal Siroké humanitné vzdelanie, ktoré mu umoznilo $tudovat’
texty antickych autorov v origindle. Jeho ucitelom matematiky bol B.Castelli, ktory
ho zoznamil s G. Galileim. Na Galileovo odporucenie bol roku 1629 prijaty na
katedru matematiky univerzity v Bologni.?* Jeho prvym dielom bolo Lo specchio

ustorio ouero trattato delle settioni conichea, v ktorom rozvinul tedriu

8 pogzri [8], str. 216.
8 pozri [11], str. 26.
8 pogzri [11], str. 25.
8 vid [3], str. 91
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0 parabolickych, hyperbolickych a eliptickych zrkadlach aich vzajomnych
kombinacidch. Tato praca vSak bola Cisto teoretickd, ked’Zze technologia v tomto Case
eSte nebola dostatocne vyvinutd pre zostrojenie tychto zrkadiel. Je znamy vdaka
Cavalieriho principu (bol eSte skor objaveny ¢inskym matematikom Zu Gengzhi),
ktory rozoberieme v d’alSej kapitole. Vyklad Cavalieriho principu, uvedeny v diele
Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota, bol vsak
kritizovany (najméa $vajciarskym matematikom Paulom Guldinom). V reakcii na tito
kritiku Cavalieri napisal dielo Exercitationes Geometricae Sex, v ktorom bol tento
princip lepSie vysvetleny, uznany a vyuzivany matematikmi Vv 17. storoci.
Zkonstruoval hydraulicku pumpu. Publikoval tabul’ky logaritmov, ktorymi zdoraznil

ich praktické vyuzitie v geometrii a astronomii. Umrel v Bologni.

Medzi jeho dalSie prace patria: Directorium Generale Uranometricum,

Trigonometria plana et sphaerica linearis et logarithmica.
5.3 Cavalieriho princip pre gul’u

Bonaventura Cavalieri zhrnul v roku 1635 vo svojom diele Geometria indivisibilibus
continuorum nova quadam ratione promota vsetky poznatky infinitezimalneho poc¢tu
nadobudnuté do 17. storocia. Sucast’ou diela bol jednoduchy vyklad metédy vypoctu

objemu telesa dnes znameho ako Cavalieriho princip:®*

“Si duae figurae planae, vel solidae, in aedem altitudine fuerint constituae, ductis
autem in planis rectis lineis & in figuris solidis ductis planis utcumque inter se
parallelis, quorum respectu praedicta sumpta sit altitudo, repertum fuerit ductarum
linearum portiones figuris planis interceptas, seu ductorum planorum portiones
figuris solidis interceptas, esse magnitudines proportionales, homologis eadem
figura semper existentibus, dictae figurae erunt inter se, ut unum quodlibet eorum

. L . 85
antecedentium, ad suum consequens in alia figura eidem corespondens.’

8 pozri [11], str. 25.
& Pozri [5], str. 115
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Nech dve telesd maju rovnaku vysku. Ked rezy rovinami rovnobeznymi s ich

podstavami a majacimi od tychto podstav rovnaka vzdialenost’ su také, Zze pomer ich

obsahov je vzdy rovnaky, potom objemy tychto telies maju tieZ tento pomer.®

Obr. 30 Cavalieriho princip
Velkou vyhodou Cavalieriho principu je, ze pre odvodenie presnych vzorcov

vypoctu objemu telies nie je potrebné vyuzivat' limitu znamu v dne$nej dobe.

Na to, aby sme odvodili vzorec pre objem gule mdézeme velmi dobre vyuZzit
Cavalieriho princip, ktory je zndmy uZz v stredoSkolskej matematike. Je potrebné

najst’ teleso, ktoré bude spitat’ podmienky Cavalieriho principu pre gul'u.

Zistujeme, ze pre polgulu s polomerom r je takymto telesom valec s polomerom
avyskou r, zktorého je vykrojeny kuzel' s polomerom r avyskou r, ktory ma
s valcom spolo¢nii jednu podstavu. Ozname objem tohto telesa V, aobjem

polgule V;.

Vyjadrime postupne obsahy jednotlivych rezov rovinami rovnobeznymi s podstavou
polgule a telesa s objemom V,. Ozna¢me vzdialenost’ roviny, ktorou telesa rezeme,
od roviny, v ktorej lezia obe podstavy tychto telies, h. Oznacme Sj,; obsah rezu

(kruh s hrani¢nou kruznicou c) danou rovinou vo vzdialenosti h v telese s objemom

8 Tento preklad obsahuje Cavalieriho princip pre priestorové telesa, povodny latinsky text

vSak vysvetl'uje aj Cavalieriho princip pre rovinné utvary.
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Vi a Sy, obsah rezu (medzikruzie kruznic k; a k,) danou rovinou vo vzdialenosti h

v telese s objemom V,.%" Potom:

2
Spp =T (\/rz — hz) =n-(r?—h?),

kde obrazec, ktorého obsah pocitame, je kruh, ktorého polomer je jednou z odvesien

v pravouhlom trojuholniku s preponou dizky r a druhou odvesnou dizky h.

Dalej plati:

Spz =m-r*—m-h*=m-(r’—h?),
kde obrazec, ktorého obsah pocitame, je medzikruzie dvoch kruznic, z ktorych vacésia

ma polomer r a mensia ma polomer h.

Zuvedeného vidime, ze pre l'ubovolnu vzdialenost’ rezovej roviny od roviny,
v ktorej lezia podstavy oboch telies, plati rovnost’ obsahov ich rezov. Z toho vyplyva,

Ze objemy V; a V, st rovnaké a plati:
2 1 2 —

2
Vo=m-r?r—zcm-r? —En-r3=Vl.

Objem polgule je teda rovny 27 - r3, &0 je uz nAm znamy vzorec.

Obr. 31 Cavalieriho princip pre gul’u

Cavalieriho princip je dnes chapany ako dosledok Fubiniho vety, ktort rozoberieme

v d’al$ej kapitole pri odvodeni vzorcov pre vypocet objemu a povrchu gule.

8 vid Obr. 31.
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6 Infinitezimalny pocet

6.1 Historia infinitezimalneho poctu

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —1716) a Isaac Newton(1643 — 1727) v druhej
polovici 17. storo¢ia nezavisle na sebe vytvorili tedriu diferencialneho a integralneho
poCtu, ¢im sa stali najvac¢Simi matematikmi tohto obdobia. Do tejto vybudovanej
teorie zahrnuli vSetky roztrieStené poznatky svojich predchodcov. Infinitezimalne
postupy mali velky tspech v 17. storoc¢i. Boli pouzité na sé¢itanie nekone¢ného poctu
nekonecne malych veli¢in (aplikacia pre Cavalieriho princip, kde rezy su vzhl'adom

K trojrozmernému priestoru nekoneéne malé).88

Ur¢ity integral nadobudol velké wvyuzitie vo fyzike, mechanike i optike.
V matematike sa vyuziva pre vypocet obsahov ploch pod grafmi funkcii a pomocou
tzv. Fubiniho vety (integracia viacrozmernych integralov) ho mozno pouzit' pre
vypocet povrchu gule (velkost' gul'ovej plochy) ¢i jej objemu. Tieto vypocty si

ukézeme Vv nasledujicom odstavci.
6.2 Odvodenie vzorcov réznymi postupmi

Objem a povrch gule ako rota¢ného telesa

Ak sa budeme drzat’ historickej cesty, tak gula bola Eukleidom definovana ako
rotaéné teleso, ktoré vznika rotaciou polkruhu okolo svojho priemeru. Pre objem
a povrch rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej krivky popisanej rovnicou

y = f(x), pre x € {a, b) okolo osi x, su odvodené vzorce:

b
V= nffz(x)dx

S = ZHff(x) - /1 + (f'®))24x.

Toto plati pre funkcie ktoré su meratel'né.

Polkruh, ktorého rotaciou gula vznikne, ma polomer r. Bez ujmy na vSeobecnosti

sme ho mohli umiestnit’ tak, aby sa stred gule nim vytvorenej, nachadzal v bode

8 pozri [11], str. 35.
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[0; 0; 0]. Takto zvoleny polkruh a jeho hrani¢nti polkruznicu potom mozeme popisat’

funkciou:

fl) =r2—x2

Nasledne vyuzitim spominanych vzorcov dostaneme:

r 3] 4
Vznf(rz—xz)dlerz-x—? =§n-r3,
—r -r
T 2 T
x
S=27T-f\/r2—x2- 1+(—) dx = 2m - frdxz[Zn-r-x]’ir=
2 __ 42
J Vrz —x oA

=41 - r2.

Fubiniho veta®
Veta: Nech a,b € R,b > a. Nech funkcia f je realna funkcia troch premennych

meratel'na v R3, definovana na mnoZine M:

M = {[nyJ Z] € R3,x € (a, b),y € ((pl(x)' ‘Pz(x)),z € (¢1(x,}’),1/12(x'}’))}
kde ¢@;a @, su spojité funkcie jednej premennej x, pricom plati ¢4 (x) < @,(x) pre

Vx € (a,b) ap,a P,st spojité funkcie premennych x a y, pricom plati ¥, (x,y) <
Yo(x,y) pre V(x,y) také, ze x € (a,b) ay € (‘P1(x), P2 (x)).go

Potom plati:

b 200) Ya(xy)

ff f(x,y,z)dxdydz =f f f f(x,v,z) dzdydx.
M

a @1(x) P1(x,y)

Vyuzijeme zavedené definicie z prvej kapitoly o guli v kartezianskej stradnicovej
sustave a 0 sférickych suradniciach. Pri odvodeni vzorca pre objem gule budeme

pocitat’ trojny integradl z 1 cez mnozinu obsahujicu vsetky body gule, teda

# Guido Fubini (1879 — 1943) bol taliansky matematik. Narodil sa v Benatkach. Studoval na
univerzite v Pise, neskér vyucoval na Univerzite v Catanii, na Univerzite v Janove a na Univerzite
v Turine. Pri pdsobeni na tychto univerzitich sa venoval matematickej analyze, diferencidlnym
rovniciam, funkcionalnej akomplexnej analyze, ale Studoval aj variacny pocet, tedriu grup,
neeukleidovsku a projektivnu geometriu. Neskor sa venoval aplikovanym problémom elektrickych
obvodov a akustiky. Umrel v New Yorku roku 1943 po emigracii z Talianska roku 1939.

% Znenie tejto vety pre viacdimenzionalne priestory vid [9], str. 35
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r Vr2—x2z +Jr2-x2-yZ2

I Ry

T _\r2_—x2 _\/rz_xz_yz

Hranice su urcené tak, aby mnozina, cez ktoru integrujeme, bola celd gula. Tato
integracia by bola vel'mi naro¢né na vypocet, preto zavadzame substiticiu pomocou
sférickych suradnic (vid’ kapitola 1.4, str. 4). Integrovany vyraz budeme musiet’
prenasobit’ jakobidnom pouzitého substitucného zobrazenia, ktory je v nasom

pripade rovny R? - cosf. Nasledny vypocet sa potom zjednodusi:

ol

Obsah gul’ovej plochy ako parametrizovanej plochy

3

2
s

f R%cos0dOdedR = [R3/3]} - [@] - [sin O] /2 gn 3,

/

T/,

_T
2

Pre vypocet povrchu musime gulovii plochu zaviest ako plochu s danou

parametrizaciou:

f(u,v) = (r-cosu-cosv,rsinu-cosv,rsinv),
u € (—mm),ve(—n/2,1/2),
kde u, v st parametre plochy a r je polomer gulovej plochy. Povrch takto zadane;j

gule potom vypocitame naslednym sposobom.

0

a—f(u v) = (—r-sinu-cosv,r-cosu-cosv,0),

af

a—(u v) = (=r-cosu-sinv,—r-sinu-sinv,r-cosv),
af

—(u,v) X—(u,v) = (r?-cosu-cos?v,r?-sinu-cos?v,r?-sinv- cosv),

” (uv)x—(uv)”—r *COS UV,
/2

/2
Co(ef of
S = f f ||—(u,v)><—(u,v)||dvdu= f f r?-cosvdvdu =
Ju av
Tz AP

VA
=712 [u]®; - [sin v]_{?/ = 4m - r?,
2

kde Z—i (u,v) a Z—i (u, v) su parcialne derivacie analytického vyjadrenia plochy podla

parametrov u a v. Integral teda pocitame z vel’kosti ich vektorového sucinu.
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Guldinovo pravidlo®™

Veta: Objem rotacného telesa V,. je rovny objemu hranolu, ktorého podstava ma
rovnaky obsah ako rotujiici obrazec S a jeho vyskou je dizka kruznice s polomerom,
ktory odpoveda vzdialenosti t'aziska rotujuceho obrazca od osi rotacie y;. Povrch
tohto rotaéného telesa S, je rovny obsahu obdiZniku, ktorého jedna strana je rovna
dizke obvodu rotovaného obrazca [ a druha je dizka kruZnice vzniknutej rotaciou

taziska krivky, ktora je hranicou spominaného utvaru y,, teda:

Vrzzn'yT'S'
S, =2my, 1.2

Opit’ budeme gulu uvaZovat tak ako na zaGiatku tejto kapitoly.” Vzdialenost
taziska od osi rotacie bude v tomto pripade totoznd s ypsilonovou stiradnicou tohto
taziska. Vypocitame y; — vzdialenost’ taziska polkruhu od osi rotacie ako integral

z y cez polkruh deleny jeho obsahom.

LG T ydyde 2ff IyA /T dx [T 0% = xPdx
yr = T-12/2 - ) = p— =

3 [r2-x—x3]",

Wl
S1=

1?2
Vzdialenost’ taziska polkruznice od osi rotacie (y;) vypocitame ako integral z y cez
polkruznicu deleny jej dizkou. Polkruznicu budeme parametrizovat’ a budeme
pocitat’ krivkovy integral:

c(t) = (t,\/rz — tz),c’(t) = (1_—ttz>

r2 —

r t?
_f_r\/rz—tz- /1+mdt_f_rrrdt_ [r-¢], _2r
Ter T n

T m-r

Ve =

Potom objem a povrch gule bude:

%! Paul Guldin (1577 — 1643) bol §vajéiarsky matematik a astronom. Narodil sa v Mels. Bol
profesorom na univerzitach v Graz a vo Viedni. Spolupracoval s Johannesom Keplerom.

%2 pozri [9], str. 46.

% Pozri Objem a povrch gule ako rotaéného telesa, v kapitole 6.2, str. 46.
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6.3 Sféra a rovina

Zakladnym problémom pri urovani povrchu sféry je to, Ze sféra sa neda rozvinat’ do
roviny, teda neexistuje izometria (zobrazenie medzi plochami, ktoré zachovava

vzdialenosti) medzi rovinou a sférou.

Definicia: Nech S; a S, st regularne plochy v R3. Difeomorfizmus f:S; - S, sa
nazyva izometria, ak zachovava dizky kriviek. Povieme, Ze dve plochy si

izometrické, ak medzi nimi existuje izometria.

K zisteniu, ¢i medzi dvoma plochami existuje izometria, nam sluzi veta Theorema

egregium a jej dosledok.*

Veta: (Theorema egregium) Gaussova krivost K plochy parametrizovanej
zobrazenim f sa da vypocitat z koeficientov 1. fundamentalnej formy (E,F,G)

plochy a ich derivacii:

LB, O _,0%G 0B OF L0F| |, 19E 196
20v2 " Judv 29u? 20u Ou 20u 20v 20u
oF ,0G _|[19E
106 106
. YT F G 5 F G
(EG — F?) ’
_9r 9f _9f L9f _9f .9f
kde E = ™ (u,v) ™ (u,v), F = ™ (u,v) o (w,v)aG = 5 (u,v) 5 (u,v).

Désledok: Ak st dve plochy izometrické, maju rovnaki Gaussovu krivost’.
Sta¢i nam teda spocitat’ Gaussovu krivost’ roviny a sféry.

Ozna¢me sféru s polomerom r > 0 astredom vbode [0,0,0] ako plochu S;

parametrizovanti zobrazenim f; s Gaussovou krivostou K; arovinu so vSeobecnou

% Pozri [12] str. 52. Pre blizsie vysvetlenie Gaussovej krivosti a d’alich pojmov

diferencialnej geometrie vid’ cely dokument [12].
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rovnicou z =0 ako plochu S, parametrizovanti zobrazenim f, s Gaussovou

krivostou K,. Potom:

fitu,v) = (r-cosu-cosv,rsinu-cosv,r-sinv),

u € (—mm),v€(—mn/2,1/2)

fZ (u, v) = (u' v, 0);
ueRveR

Oznac¢me E;, F;, G, koeficienty 1. fundamentalnej formy plochy S; a E,, F,, G,
koeficienty 1. fundamentalnej formy plochy S,. Potom spocitajme parcidlne

derivacie zobrazeni f; a f, podl'a premennych u a v:

0

a—]:z(u,v) = (—r-sinu-cosv,r-cosu-cosv,0),

0f1 . . .

%(u,v) = (—r-cosu-sinv,—r-sinu-sinv,r - cosv)
af, af,

a(u, 17) = (1'0'0)0_17(1‘, 17) = (0'1'0)

Dalej spocitajme hodnoty koeficientov E;, Fy, G1, E,, F,, G, (vietky tieto koeficienty
su funkcie premennych u, v, pre zjednodusenie zapisu tento fakt vSak vynechame)

a ich parcidlnych derivacii, ktoré st potrebné pre vypocet Gaussovej krivosti:

E; =r%cos?v,F; =0,G; =123,

OE OE 0°%E
a_ul = 0'6_\71 = —2r%sinv- COSV,W; = —2r? - (cos?v — sin?v),
OF, OF,  8%F,

F R T T

9G, 9G, _0%G;

. - y A — ) - 01
ou ov ou?
E2=1,F2=0,G2=1,
OF, _ OB, _ OB _

9u ' av ov?
OFy _ OFs _ 0%Fy _
ou v oudv

0G, _, 9Gs _ %Gy _

du - av ou?
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Po dosadeni do vzorca pre Gaussovu krivost’:

r? - (cos?v — sin?v) 0 0 0 —r?sinv-cosv 0
0 r2cos?v 0|— |[-r?sinv-cosv r2 cos?v 0

K. = 0 0 r2 0 0 r2
L r*-cos2v ’

r®-cos*v —1r®-cos?v-sin?v+1r®-cos?v-sin’v 5
K, = 4 2 =T

r4-cos?v

0 0 O 0O 0 O

0O 1 0[—|0 1 O
-0 ol ,

Kedze plati r > 0, Gaussova krivost’ roviny sa nikdy nebude rovnat Gaussovej
krivosti sféry. Tym padom nemdze existovat’ izometria medzi tymito dvoma

plochami, inak povedané sféra nie je rozvinutel'na do roviny.
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7 Metodicka cast’

V tejto kapitole rozoberieme niektoré vybrané ucebnice matematiky pre zakladné

a stredné §koly v Ceskej republike a pre stredné §koly v Slovenskej republike.
7.1 Rozbor zakladoSkolskych ucebnic

V zékladoskolskych ucebniciach, ktoré nasledne rozoberieme sa nestretneme
S definiciou objemu ¢i povrchu. Autori zrejme predpokladaji spravne prekoncepty
ziakov zakladnych $kol o tom, ¢o je objem a povrch telesa. Zavedenie miery ako
zobrazenia by bolo na zakladnej $kole urcite nemozné, ale pravdepodobne by sa dala
aplikovat’ zjednodusend (nepresna) definicia objemu a povrchu tak, ako sa uvadza
Vv niektorych stredoskolskych uebniciach.* V tychto ucebniciach sa nestretneme
s vypoctami objemu apovrchu ¢asti gule (tito poziadavka sa nenachadza

v Ramcovych vzdelavacich programoch pre zékladné vzdelanie).

Matematika 9. Geometrie ucebnice pro zakladni $koly a viceleta gymnazia
Vyklad v tejto ucebnici je vedeny pomocou tloh pre ziakov. Vsetky strany obsahuju
aj vedlajSie poznamky interdisciplinarneho charakteru (prepojenie s bioldgiou,

geografiou, chémiou, ale aj historiou, cudzimi jazykmi a d’al§imi vedami).

Co sa tyka objemu apovrchu gule, tito téma je zaradena na koniec Kkapitoly
venujucej sa objemu apovrchu telies (ihlan, kuzel, gula). Tento pristup je
opodstatneny vzhl'adom k historickej ceste a ,,zlozZitosti* telies (teleso ohranicené
rovinnymi Utvarmi, nasledne rotacné telesa (ohranicené vSeobecnymi plochami)).
Zaciatkom kapitoly si ziaci pripoment, kde sa vV beznom Zivote stretavaju s telesami
tvaru gule (pracuje sa s prekonceptom pojmu gul'a, ked’Ze tento eSte nie je zavedeny).
Nasledne su zaradené tlohy, ktoré navedu ziakov na obe definicie gule, teda aj
rotaciou polkruhu, aj ako mnoZziny bodov danej vlastnosti. Dalej st obe tieto
definicie exaktne uvedené. Vzorce pre vypocet objemu a povrchu gule st uvedené
bez odvodenia. Tento pristup je vhodny pre zakladoskolskti matematiku. Zaroven je
tu vSak uvedeny zaujimavy odhad objemu gule pomocou objemu opisaného valca

a vpisaného kuzela.%

% Vid' kapitola 2.2 na str. 9.
% Vid Obr. 32.
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Obr. 32 Odhad objemu polgule.
Po uvedeni vzorcov pre vypocet objemu a povrchu gule nasleduje Sest’ prikladov,
z ktorych pét’ je aplikaénych (vypocet objemu planét zo zadaného polomeru, objemu
vodojemu zo zadaného povrchu ¢i priemeru akupresurnych guli¢iek zo zadaného
objemu) ajedna tloha Cisto teoreticka (doplnenie tabulky, v ktorej sa nachadzaju

udaje — polomer, objem a povrch gule).

Velkou vyhodou tejto ucebnice si nadzorné farebné obrazky (néacrty, ale aj fotografie
Z redlneho Zivota) a mnozstvo aplikacnych uloh. Za nevyhodu sa da povazovat’ to, ze
V ucebnici nie su vzorovo rieSené priklady, ¢o by sa hodilo na zaciatku kapitoly, resp.
po zavedeni prislusnych vzorcov. V ucebnici je pri vyklade o ihlane uvedeny
Bonaventura Cavalieri (obrazok a popis, v ktorom je uvedené, ze sa venoval objemu
ihlanu). Na tomto mieste by bola vhodna zmienka o Cavalieriho principe S nazornym
obrazkom (napr. dva stipce rovnakého poétu minci, pri¢om jeden by bol zarovnany

a v druhom by boli niektoré mince trochu vysunuté zo zarovnaného stipca).

Matematika 9 pro zakladni $koly

Tato ucebnica bola zostavena tak, aby zodpovedala Ramcovym vzdelavacim
programom pre zakladné vzdelanie. V ucebnici sa nachadzaju tri kapitoly, ktoré sa
venuji objemu a povrchu telies. Tieto kapitoly st nazvané lhlan, Kuzel' a Gula.
Ucebnica je vedena viac klasicky. Kapitoly zacinaji opakovanim starSiecho uciva
potrebného pre osvojenie uciva nového. Nasleduji definicie suvisiace s novym
ucivom a jeden vzorovo rieSeny priklad. Nasledne st uvedené neriesené priklady na
precvicenie. V ucebnici su spomenuti vyznamni matematici ako Thalés, Eukleidés,

Archimédés, René Descartes, Pierre de Fermat a i.. Historické poznamky st uvedené
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vzdy po kapitole. Nie je tu vSak zmienka o Bonaventurovi Cavalierim, ktora by sa

hodila najma pri objeme kuzel'a a gule.

Prvé podkapitola kapitoly 0 guli md ndzov Gula ajej povrch, o nie je uplne
optimalny nazov, kedze by sme mali rozliSovat mezi povrchom telesa a jeho
hranicou. Lepsi nazov by bol Gul'a a sféra ¢i Gul'a a gul'ova plocha. Kapitola za¢ina
opakovanim vlastnosti kruhu a kruznice pomocou otazok, ¢o je prinosné, ked’ze gula
a gulova plocha uzko stvisia s kruhom a kruznicou. Gula je opat’ zadefinovana
oboma definiciami, teda rotidciou kruhu okolo jeho osi simernosti, ale aj ako
mnozina bodov. Pojem povrch gule je zadefinovany tak, ze zodpoveda pojmu gul'ova
plocha. Je tu uvedeny aj pojem vnutro gule ako gul'a bez prislusnej gul'ovej plochy.
Nasleduje zaujimava uloha, v ktorej si ziaci maju vystrihnat’ kruh z papiera a skusit’
snim otacat’ okolo osi prechadzajucej ¢i neprechadzajicej stredom tohto kruhu.
Nésledne by mohol byt uvedeny zéaver, v ktorom by bolo pomenované teleso
vzniknuté rotaciou kruhu okolo osi, ktora je jeho nese¢nicou — anuloid. Tento pojem
tu uz, bohuzial’, chyba. Dalej nasleduju cvi¢enia, v ktorych maju Ziaci uréit’ polomer
gule z obrazku, priemet gule do roviny ¢i vypocitat’ polomer gul'ového objektu, ktory

eSte prepadne cez sito.

Nasleduje podkapitola o gulovej ploche, v ktorej sa spomina ze gulova plocha sa
neda rozvinit’ do roviny a je tu uvedeny ndznak jednoduchého dokazu, preco ziadna
useCka nemoZe cela lezat’ na gulovej ploche. Potom je uvedeny vzorec pre vypocet
povrchu gule bez odvodenia, svysvetlenim potreby vys$Sej matematiky. Pojem
povrch gule je tu uz pouzity spravne. Nato je uvedeny rieSeny priklad, kde je zadany
polomer gule ama sa vypocitat' jej povrch. Dalej je uvedenych desat’ cvideni
(ur€enie povrchu gule s danym polomerom, porovnanie povrchu Zeme a Mesiaca,
ulohy o pomere povrchov apolomerov danych guli, vypocet polomeru gule so
zadanym povrchom, vypocet povrchu gule vpisanej do danej kocky). Ulohy st
aplika¢ného aj teoretického charakteru. Vel'mi vhodné su tlohy na uréovanie pomeru

povrchov pri zadanom polomere gule (savislost’ dizky a povrchu).

Dalsia podkapitola je venovana objemu gule. Tato podkapitola uz nema aivod, autori
pripominajua definiciu gule a predkladaju vzorec pre vypocet jej objemu. Nasleduje
rieSeny priklad — vypocet objemu gule daného polomeru a opit’ desat’ nerieSenych

prikladov. Priklady su zoradené podl'a naro¢nosti od vypoctu objemu gule s danym
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polomerom, cez vypocet objemu polgule s danym polomerom, vypocet polomeru
gule dané¢ho objemu az po aplikaéné ulohy fyzikalneho charakteru (hmotnost
gulovych predmetov). Zaujimavy je priklad vypoctu pomeru objemu gule a jej

opisanej kocky.

Vyhodou ucebnice je mnozstvo obrazkov a nacrtov, vlozené fotografie su vSak
¢iernobiele. Zaradenie rieSeného vzorového prikladu je velmi vhodné, i ked’ riesené
priklady by mohli byt vo va¢som mnozstve (dva az tri) a vacsej zlozitosti (zvacsa ide
len 0 dosadenie do predlozeného vzorca). Nevhodné su niektoré nacérty gule (dve

elipsy leziace vo vnutornej strane kruznice).

Geometrie 9
Tato ucebnica sa rovnako ako predoslé dve venuje objemu a povrchu telies ihlan,

kuzel a gula.

Kapitola o guli zacina jej definiciou ako mnoziny bodov a nasledne je uvedena
definicia rotaciou polkruhu okolo jeho priemeru. Rovnako ako v predoslej uéebnici
je zavedeny pojem povrch gule ako mnoziny bodov namiesto gulovej plochy ¢i
sféry. Oproti ostatnym ucebniciam je tu zavedend aj definicia gulovej plochy
rotaciou kruznice. Vzorce pre objem apovrch gule st uvedené priamo
a s0 zdoévodnenim, Ze k ich odvodeniu je potrebna vyssia matematika. Nasleduju dva
priklady vypoctu hmotnosti gule. V oboch sa vSak pocita objem gule z toho istého
materialu, ¢o je zbytocné. Nasleduju tri teoretické priklady: vyplnit’ tabul’ku, v ktorej
je zadany polomer gul’ @ ma sa vypocitat’ ich povrch a objem. Optimalnejsie by bolo
zadat’ raz polomer, raz priemer, raz povrch a raz objem gule. Dalej maju Ziaci uréit
objem ¢&i povrch gule, ktorej sa polomer nasobne zvacsi. Tieto priklady su oddelené
od prikladov aplika¢nych. Medzi aplikacnymi ulohami sa nachadzaji ulohy na
vypocet priemernej hustoty lopty danej hmostnosti ¢i hmotnosti kamennej gule so
zadanym priemerom a hustotou (tento priklad je vhodny pre uvedomenie Si vztahu
polomer — priemer). Aplika¢né a teoretické tlohy na precvi¢enie vypoctov objemov,
povrchov a hmotnosti nielen gule, ale aj ostatnych telies dopliiujii subor cviceni.
Na zaver kapitoly o guli st uvedené priklady na vypocet objemov telies v tvare gule,
s ktorymi sa Ziaci mozu stretnit’ v beznom Zivote (vodojemy, akvarium, balony a iné

zlozené telesa, ktorych sucast’'ou je gul'a ¢i polgul’a).
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Vyhodou tejto ucebnice je velké mnozstvo prikladov, i ked’ niektoré su Si vel'mi
podobné. Ucebnica ma pestra graficka upravu, ¢im zaujme pozornost’ Zziakov.
Textova uprava ale nie je optimalna, nakol'ko su cCasti textu prilis blizko pri sebe.
Tato uprava moze byt pre ziakov neprehl'adna. Nenajdeme tu ani zmienku o historii

matematiky, ktora je pre niektorych ziakov zaujimava a motivujuca.

Sbirka tiloh z matematiky pro 9. ro¢nik Z$
V tejto zbierke Uloh st uvedené priklady na vypocet objemu a povrchu ihlanu,

kuzel’a a gule, ¢o zodpoveda ucivu v u¢ebniciach pre 9. ro¢nik.

Uvedené priklady maja teoreticky, ale aj aplikaény charakter. Na zacCiatku sa
nachadzaji jednoduché ulohy na vypocdet objemu apovrchu gule sdanym
polomerom. Nachadzaju sa tu Glohy na vypocéet pomeru povrchov gil’ so zadanym
pomerom polomerov, vypoéty polomeru gule so zadanym povrchom ¢i objemom.
Néjdeme tu aj aplikacné ulohy na vypocet hmotnosti a objemu telesa zlozeného
z gule (polgule) ainého telesa, vypocéet objemu klbka vytvoreného z vlakna tvaru
valca, objemu vodojemu, povrchu aobjemu gule so zadanou dizkou hlavnej
kruznice. Zaujimava je uloha, v ktorej si ziaci maju zobrat’ I'ubovolny gulovy
predmet a pomocou dvoch pravitiek sryskou a d’alSicho pravitka odmerat’ jeho

priemer a vypocitat’ objem.

Klasicky zostavena zbierka uloh, v ktorej st velmi vhodne zastupené Cisto

teoretické, ale aj aplikac¢né a praktické tlohy.

Sbirka uloh z matematiky pro 9. ro¢nik

V tejto zbierke st tiez uvedené priklady na vypocet objemu telies ihlan, kuzel’ a gula.

Nachadza sa tu dvanast’ uloh, ¢o je asi poloviéné mnoZstvo v porovnani s predoslou
zbierkou napriek tomu, ze ma priblizne rovnaky obsah (Co sa tyka kapitol) a rozsah.
Prvé priklady sa zaoberaju priamym vypoctom objemu a povrchu gule so zadanym
polomerom ¢i priemerom. Vyskytuju sa tu zlozitejSie priklady zo stereometrie, napr.
vypodet zemepisnej §irky pri zadanej diZke rovnobezky, vypoéet povrchu gule
opisanej kocke so zadanym povrchom. Priklad s vypoctom zemepisnej Sirky moZzme
povaZovat’ za rozsirujuci oproti poziadavkam RVP (Ramcovy vzdelavaci program) a

vhodny pre pripravu na §tidium na strednej Skole. Najdeme tu aplikacné priklady na
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vypocet: objemu vodojemu; objemu telesa, ktorého castou je gula ¢i polgula;

spotreby materialu na vyrobu lopty.
7.2 Rozbor stredoskolskych u¢ebnic

V stredoskolskych ucéebniciach rozoberanych v tejto kapitole sa uz stretneme
S definiciou objemu telies. Exaktné zavedenie miery je aj na strednych Skolach
nemozné kvoli tomu, Ze je potrebné vyuzit' vysSiu teoretickt matematiku. Oproti
zakladoskolskym ucebniciam sa stretneme nielen s objemom a povrchom gule, ale aj

s objemom a povrchom jej Casti.

Matematika pro stiedni odborné Skoly a studijni obory stiFednich odbornich
udilist’ 3. ¢ast

Objem je definovany v tejto ucebnici tak, ako ho popisujeme Vv kapitole 2.2 na
strane 6. Je tu uvedena aj zmienka o miere, ale nie je zadefinovana exaktne. V tejto
ucebnici nie je uvedena ani definicia telesa, takze sa stale pracuje s prekonceptom

tohto pojmu.

Definicie gule a gulovej plochy st pripomenuté na zaciatku kapitoly o objeme
a povrchu gule. Gul'a a gul'ova plocha st zadefinované ako mnoziny bodov s danou
vlastnostou. Definicia pomocou rotdcie polkruhu ¢i kruznice vSak chyba. Oproti
spominanym zakladoskolskym ucebniciam je definovany pojem gulova plocha a nie
povrch gule. Nasledne st uvedené priamo vzorce pre vypocet objemu a povrchu gule
bez odvodenia. Tento pristup je optimalny vzhl'adom k tomu, Ze ucebnica je urcena

pre stredné odborné Skoly a nie gymnazia.

V tejto ucebnici nijdeme definicie Casti gule a gulovej plochy — gulovy odsek,
gulovy vrchlik, gulova vrstva, gulovy pas a gulovy vysek. Po popise tychto telies je
uvedeny vzorec pre vypocet ich objemu apovrchu (opdt bez odvodenia) a dva
rieSené priklady na vypocet objemu odseku apovrchu vrchliku so zadanym
polomerom prislusnej gule a vySkou odseku. Je vhodné, Ze rieSeny priklad nie je
trividlny. V druhom rieSenom priklade sa pocita povrch Casti Zeme (povazovanej za
gul'u), ktora moéze vidiet pozorovatel' z danej vysky nad jej povrchom. Opit ide
0 netrivialny priklad, v ktorom je potrebné dopocitat’ rozmery vrchliku pre vypocet
jeho povrchu. Pre precvicenie ucebnica uvadza Sest’ nerieSenych prikladov. Priklady

su zoradené podla rasticej ndrocnosti, Co je optimalne. Na zaciatku je uvedeny
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priklad vypoc¢tu objemu a povrchu gule sdanym obvodom. Druhy priklad je
aplika¢ny — vedie na vypocet hmotnosti dutej gule so zadanym vonkajSim
priemerom, hribkou a hustotou pouzitého materialu. V d’alSich prikladoch sa uz
pocitaji objemy a povrchy ¢asti gule bud’ so zadanymi parametrami, ktoré staci
dosadit’ do vzorca, alebo s parametrami, z ktorych je este nutné dopocitat’ rozmery

potrebné pre konecny vypocet.

Tato ucebnica je obsahom primerand ucivu preberanému na strednych odbornych
Skolach. Avsak nevyskytuju sa tu zmienky o historii matematiky, ktoré su pri tejto

téme vhodné a mézu byt’ aj motivujuce.

Matematika pro gymnazia. Stereometrie

Z tejto ucebnice je Cerpana definicia objemu v kapitole 2.2 na strane 6. Ako dodatok
k definicii objemu je pre urCovanie objemu telies inych ako hranol vyloZeny
Cavalieriho princip. V tejto ucebnici ako jedinej ndjdeme definiciu telesa.
Nachadzaju sa tu definicie rotaénych telies — konkrétne aj gule a gulovej plochy
rotaciou polkruhu a kruznice. Definicia tychto objektov ako mnozin bodov je
uvedena pre gul'ovua plochu. Pre gulu je tu otazka na opakovanie (definicia gule ako
mnoziny bodov je ucivo zakladnej Skoly). Definované st aj pojmy stred gule,
polomer gule, gulovy odsek, gulovy vrchlik, gulova vrstva, gulovy pas a gulovy
vysek. Kapitoly tejto ucebnice su rozdelené na Cast’ vykladovu, ktord je prekladana

rieSenymi prikladmi a ¢ast’ precviCovaciu — nerieSené tlohy.

Vzorec pre objem gule je uvedeny odvodenim pomocou Cavalieriho principu
(podobne ako v kapitole 5.3 tejto prace). Tento postup je primerany pre gymnazialnu
vyuku abliz§ie priblizuje myslienky infinitezimalneho poctu. Objem gulového
odseku a vrstvy je vyjadreny len vzorcom, bez odvodenia. Autorka sa odvolava na
zloZitost odvodenia bez vyuZitia integrdlneho poctu. Tu by prave boli vhodné
Archimédove postupy uvedené v kapitole 4.4. Objem gul'ového vyseku je vyvodeny
ako sucet objemu prislusného odseku aobjem kuzela s podstavou zhodnou

s podstavou odseku a vrcholom v strede gule.

Na odvodenie vzorca pre vypocet povrchu gule je vyuzita tivaha: pokryjeme povrch
gule milimetrovym papierom a vytvorime ihlany, ktorych hlavné vrcholy budu
totozné so stredom gule a podstavy budu Stvorceky milimetrového papiera. Tym

ziskame poznatok, ze objem gule je rovny objemu ihlanu, ktorého podstava ma

-64-



obsah rovny povrchu gule ajeho vyska je rovna polomeru gule. Tato uvaha je
chybna, pretoze gula nie je rozvinutelna do roviny (vid’ kapitola 6.3) a sucet
objemov takto zavedenych ihlanov by neodpovedal presne objemu gule. Mal by sa tu
vyskytnat’ navrh na zmensenie Stvoréekov (aby mali stranu 0,5 mm , alebo 0,25
mm...), aby vzniknuta chyba bola stadle menSia a menSia. Tato uvaha by sa
priblizovala infinitezimalnemu poc¢tu. Po tejto uvahe a prilozenom vypocte su
uvedené vzorce pre vypocet povrchu gulového vrchliku a gulového pasu. Nasledne

je uvedena otazka pre ziakov o sieti gule, ktora vSak zostava bez vysvetlenia.

Na zaver vykladovej casti tejto kapitoly si uvedené vzorce pre vypocet objemu
a povrchu anuloidu — toto uéivo uz je nad ramec RVP, ale je vhodné pre Ziakov,

ktory sa budi d’alej venovat’ matematike.

Po vykladovej cCasti V ucebnici ndjdeme nerieSené¢ priklady tykajlice sa objemu
a povrchu vsetkych rozobranych rota¢nych telies. Je tu uvedeny jeden zaujimavy
priklad, ktory sa netyka priamo objemu a povrchu gule. Ide o vypocet objemu
apovrchu telesa, ktoré vznikne rotaciou pravidelného Sestuholnika, So stranou
zadanou vsSeobecne a, okolo jeho dlhsej uhlopriecky — tento priklad tzko stvisi
s Archimédovym postupom odvodzovania objemu a povrchu gule. Najdeme tu
osemnast’ uloh na vypocet objemu a povrchu gule a jej Casti. Priklady st od zacéiatku
netrivialne, ¢o nie je Gplne vhodny pristup. Bolo by dobré, ak by na zaéiatok boli
zaradené ,,rozbehové® ulohy, ktoré by vyzadovali jednoduchSie operacie. Niektoré
ulohy st teoretické, vSeobecného charakteru — napr. ako sa zmeni objem ¢i povrch
gule, ak jej polomer zmensime k-nasobne alebo zéc¢sime o € (¢ je zanedbate'ne malé
oproti polomeru gule). Tato uloha modze sluzit ako navodnd tloha pre
infinitezimalny podet, ktorému sa ale autorka vyhla pri vyklade. Dalsie tlohy st
teoretické, ale konkrétneho charakteru (vypocty objemov a povrchov gule a jej Casti
zo zadanych parametrov). Nakoniec st uvedené ulohy aplikacného charakteru
(architektonické vypocty, vypocet objemu cisterny zloZzenej z valca a gulovych
odsekov, vypocet pomeru hmotnosti gule a gule s vyrezanym valcom a odsekom).

Posledna uvedena tloha vedie na vypocet hmotnosti anuloidu.

Tato ucebnica je z pohl'adu matematickej tedrie pisand velmi exaktne. Priklady na
precvi¢ovanie si naro¢né, a preto je na rozhodnuti uclitel’a, ktory chce ucebnicu

vyuzivat, ako vyberie vhodné priklady a optimalnu hibku vykladu.
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Matematika pre druhy ro¢nik gymnazii. Zaklady geometrie v priestore.

Ani v tejto ucebnici nie je uvedena definicia telesa.Objem tu je uvedeny opisom jeho
vlastnosti, pri¢om sa autor odvolava na ucivo zakladnej skoly. Tieto vlastnosti ale
zodpovedaju predoSlym dvom ucebniciam a st doplnené 0 Cavalieriho princip.
Zadefinované su pojmy: gul'a, rotaciou kruhu okolo jeho osi; stred gule a polomer
gule. Gulovu plochu autor definuje ako hranicu gule (hodila by sa tu aj definicia
pomocou rotacie kruznice). V nasledujucom texte su uvedené definicie gule
a gulovej plochy ako mnoziny bodov danej vlastnosti. VVzorec pre objem gule je
odvodeny pomocou Cavalieriho principu a pre jej povrch zostava bez komentaru.
Casti gule a gul'ovej plochy st definované aj s pomocnymi pojmami: gulovy odsek,
podstava gulového odseku, vySka gulového odseku, gulovy vrchlik ako hranica
odseku bez jeho podstavy. Ziaci sii oboznameni so vzorcami pre vypoéet objemu
gulového odseku a povrchu gulového vrchliku s malou poznamkou o pokrac¢ovani
uvah, ktoré¢ boli pouzité pri odvodeni vzorca pre objem gule. Nie je tu vSak
vysvetlené ako v tychto tivahach pokracovat. Zaujimava uprava vzorca pre vypocet
objemu gulového odseku ukazuje, Ze sa tento objem da rozdelit' na objem gule
a valca:

1 PR VN v
=mv-(3p* +v?) =§n-(§) +n-p2-§,

kde v je vyska gulového odseku a p je polomer podstavy gulového odseku. Dalsi
rieseny priklad ilustruje vypocet Casti povrchu Zeme, ktorti kozmonaut vidi z danej
vysky. Tento priklad je typovo rovnaky ako rieSeny priklad z Matematiky pro stiedni
odborni $koly, ktorti sme uZ rozoberali. Uloha je netrivialna, a preto vhodne zvolena.
Nasleduje Sest’ nerieSenych prikladov, z ktorych prvé tri su aplikaéného charakteru:
vypocet hmotnosti Zeme, ak pozname jej hustotu a povazujeme ju za gul'u (tento fakt
nie je zdorazneny), vypocet hrubky steny dutej kovovej gule a vypocet hmotnosti
nitu zlozeného z valca, zrezan¢ho kuzela a gulového odseku. Pre Ziakov su
pripravené aj ulohy teoretického charakteru: dokaz vzorca pre objem gulového
odseku (tu je vidiet, preco autor d’alej nespecifikoval spdsob odvodenia tohto vzorca
pri vyklade) a vypocet objemu telesa pozostavajuceho z kocky agule, ktora sa

dotyka vSetkych jeho hran.
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Tato ucebnica je primerand poziadavkam gymnazidlneho uciva. Rovnako jej vyklad
je primerany vyuke na gymnaziu, nezachadza prili§ do podrobnosti, ale je dostato¢ne

exaktny. Je §koda, Ze tu chyba definicia gul'ového vyseku a vzorec pre jeho objem.
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Zaver

V tejto diplomovej praci su zhrnuté poznatky o objeme a povrchu gule a jej casti. Zo
zdznamov zo starovekého Egypta sa zachovala len jedna uloha, ktora by mohla
popisovat navod na vypocet povrchu polgule, ale nie je jasné, ¢i sa jedna prave
0 toto teleso. V starovekej Mezopotamii sa nestretneme s tabul’kou, na ktorej by boli
zobrazené postupy pre vypocet povrchu ¢i objemu gule. Dévod je zrejme ten, ze
matematika starovekej Mezopotamie vychadzala z praxe, v ktorej nemali potrebu

pocitat’ objem i povrch telesa akym je gula.

Najvidcsia Cast’ prace je venovana prekladu Archimédovho diela O guli a valci,
v ktorom sa venoval objemu a povrchu gule a jej Casti. Archimédés dokazal odvodit
pomocou exhaustivnej a mechanickej metody (spis O metode) vzt'ah medzi objemom
gule a kuzel’a, povrchom gule a obsahom kruhu, objemom gul'ového vyseku a kuzel'a

a medzi povchom vrchliku a obsahom kruhu.

Bonaventura Cavalieri vyznamne prispel k objavu vzorca pre objem a povrch gule,
ked’ aplikoval svoj Cavalieriho princip na vypocet objemu gule. Vzorce pre vypocet
objemu apovrchu gule, ktoré si ndm zname dnes, sa daji odvodit pomocou
integralneho poctu s vyuzitim Fubiniho vety, Guldinovho pravidla ¢i poznatkov
z diferencidlnej geometrie. Najvac¢§im problémom pri uréovani povrchu sféry je to,
ze sféra nema siet, teda nie je rozvinutel'na do roviny ako nam dokazuje Theorema

egregium diferencidlnej geometrie.

Posledna kapitola prace je venovana didaktickému rozboru ucebnic vyuZivanych pre
vyuku na zakladnych a strednych $kolach v Ceskej republike a Slovenskej republike.
V zakladoskolskych ucebniciach sa stretneme so vzorcami pre objem a povrch gule,
ale nie jej Casti. Rovnako sa nestretneme ani s definiciou telesa ¢i objemu a povrchu
ako miery. Stymito pojmami sa pracuje intuitivne. Stredoskolské ucebnice uz
obsahuji vzorce pre objem a povrch gule a jej Casti ako aj stredoSkolska definiciu
objemu. Len jedna z ucebnic definuje teleso. Dve zo spominanych u¢ebnic vyuzivajt
Cavalieriho princip pre odvodenie objemu gule. Ziadna z uéebnic nevyuziva metody
integralneho poctu pre odvodenie vzorcov. Je to ocCakavatelné, ked'ze v sériach
tychto ucebnic je téma objemu apovrchu gule zaradend do treticho ro¢nika

a integralny pocet sa vyucuje az v maturitnom roéniku.
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Zoznam pouzitych skratiek
napr. — napriklad,

tzv. — takzvany,

ai.—aini,

p. n. l. — pred nasim letopoc¢tom,
resp. — respektive,

RVP — Ramcovy vzdelavaci program
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