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v pfipadé separabilnich interakci. Hleda se analytické feSeni na modelovych
separabilnich potencidlech. Dale se provadi analytické prodlouzeni téchto feSeni do
roviny komplexnich energii a studuji se vlastnosti téchto funkci. Uvadi se metoda
analytického prodlouzeni ve vazbové konstanté zaloZend na prodluzovani vazbové
konstanty A jako funkce k. Pro nékolik priklad( separabilniho potencialu se pocitaji
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K(m). Tie sa pouzZivaji na uréenie rezonanénych parametrov daného
potencialu a diskutuje sa presnost tychto vypoctov.

Klucové slova: integralne rovnice, tedria rozptylu, rezonancie, separabilny potencial



Obsah

UVOM .ttt e e e s et s e s s e e e s ettt bttt s s s s s ene 1
1. INtEGralNe rOVNICE.......uueeiiiiieetieceeenecc et s sssneesssssssnesesssnsssssssssnsssesssnnessssssnsasssnsnns 4
1.1. Fredholmove a Volterrove integralne rovNniCe ........cccoveeeeeiieeeecccieeee e 4
1.2, SChrOdiNgErOVa FOVNICA ..ccveviiiiiiiieiiieieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesesesesesssssssssssrsrrreranes 5
1.2.0. REZUIAINE MBS ENIE...uueeeiie e ettt e e abaaeees 6

1.2.2. JOSTOVO MESENIE ...eiuiiiiiieiieeiee ettt 7

2. VypocCet VAzZboVe] KONSTANTY ......cceeeeeeieecirrrsnceneeeieeeeecessssnnneeeeeeesessssssnsasssessessesssssannes 8
2.1. Separabilny potencidl v momentovej reprezentacii .......cccceeevveeeiecieeeininneenn. 8
2.2. Vazbova konstanta pre konkrétne jegnoduché separabilné potencidly.......... 9
2.3. Separabilny potencidl 2. ranku ........coccviiiiiiiiieeiriee e 12
2.4. Analytické prediZenie vazbove] KONStanty .........ccocveeeveveeeeeveeerseeeeseeeeeseans 17

- Y= 23
Lo TV F ) = T =T VT N 24



Uvod

V kvantovej mechanike sa ¢asto stretavame s tzv. dlho-zZijucimi (kvazistacionarnymi)
stavmi. Tieto stavy sa daju klasifikovat podla singularit matice rozptylu, podla
mechanizmu ich vzniku alebo podla modelu, ktory ich popisuje. Najprv sa teda
zozndmime s najznamejsimi druhmi dlho-Zijucich stavov:

(1) Jednocasticové tvarové rezonancie: najjednoduchsi druh dlho-Zijuceho stavu,
ktory vznika v pripade potencidlového rozptylu ¢astice na neexcitovanom terci
alebo v potencialovom poli s bariérou. Energia Castice je rovna alebo mensia ako
vyska bariéry (obr. 0.1.). Castica sa tunelovanim zachyti v oblasti silnej pritazlivosti,
kde vytvori dlho-Zijuci stav a znova tunelovanim tuto oblast opusti.

Obrazok 0.1. Vznik potencidlovej bariéry spojenim krdtkodosahového pritazlivého
potencidlu a odstredivého potencidlu pre ¢asticu s nenulovym momentom hybnosti.
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(2) Jednocasticové virtudlne stavy: Podobné, ako jednocasticové tvarové rezonancie,
no v tomto pripade nemusi byt pritomna bariéra ale interakény potencial musi mat
ostry skok na rozhrani interakénej oblasti. Pre nizke energie je de Broglieho vinova
dizka vo vnutri tejto oblasti mnohokrat mengia ako mimo tuto oblast.

V potencialovej jame vznika stojata vina, ktora s malou pravdepodobnostou prenika
mimo potencialovej jamy.

(3)Feshbachove rezonancie: Tieto stavy vznikaju, ked prichddzajuca ¢astica excituje
jednu alebo viacero Castic v terci, a samotnd Castica je zachytena v dlho-Zijucom
stave. DIhd doba Zivota tohto stavu vyplyva z faktu, Ze kanaly priameho rozpadu
stavu su zatvorené a rozpad Feshbachovej rezonancie sp6sobuje nasledna de-
excitdcia terca a vyZiarenie zachytenej Castice do pévodného stavu (pruzny
rezonancny rozptyl) alebo do stavu s nizSou kladnou energiou (nepruzny rezonancny
rozptyl). PociatoCny a konecny stav je schématicky zndzorneny na obrazku 0.2.



Obrdzok 0.2. Schématické zndzornenie vzniku a zdniku typickej Feschbachovej
rezonancie

(4)ZlozZené stavy a QBSEC (quasi-bound states embedded in a continuum): V jadrovej
fyzike je interakcia medzi nuklednmi silnd a disipacia energie prichadzajlcej ¢astice
nekonci hned po prvom kroku ako v obrazku 0.2. Pokracuje, az dokym sa dosiahne
komplikovand kombinacia excitovanych konfiguracii, v ktorej ma kazda ¢astica maly
zlomok celkovej energie systému. KedZe pocet moznych konfiguracii tohto druhu je
velky, systémv tomto excitovanom stave dokaze zit dlho.

Existuje mnozstvo knih o tedrii rozptylu rozoberajucich parametrizaciu matice
rozptylu a amplitidy rozptylu v okoli rezonancie. Dnes je ale ¢astym problémom
vypocet parametrov (teda energie a Sirky) rezonancie. Znalost rezonan¢nych
parametrov sa €asto vyuziva v molekuldrnej, atdmovej a jadrovej fyzike (popis
atémovych zrazok, prenos energie medzi molekulami a elektronmi a pod.). Pri
vypocte tychto parametrov sa ale ¢asto stretdvame s problémom vinovej funkcie
rezonancného stavu, ktord nie je kvadraticky integrabilna.

Metdda rieSenia takéhoto problému je nasledujuca: ku skimanému potencidlu
priddvame pritazlivy potencial prendasobeny parametrom A a potom urcujeme
energiu viazaného stavu pre takto upravenu Schrédingerovu rovnicu. Postupnou
zmenou parametru A sa meni energia rezonancie a pre isté hodnoty (ked'je pridany
potencial dostatocne pritaZlivy) sa z rezonancie stane viazany stav, ktorého energia
sa da spocitat uz bez vacsich problémov. Je teda potrebné ziskat zavislost energie
E = —k? viazaného stavu na vizbove]j konstante A na nejakom obore hodnét A.
Funkcia k(1) sa potom analyticky predizi do hodnoty A = 0, z ¢oho sa ziska energia
rezonancie. Tento postup sa nazyva metdda analytického predizenia vo vazbovej
konStante (skratka ACCC). V mnohych pripadoch sa ale neda jednoznaéne spocitat
k(A), kedZe pre jednu hodnotu A obecne existuje viacero stavov s réznymi
energiami. Ak je ale pridany pritazlivy potencial separabilny potencial ranku 1,



vieme jednoznaéne spotitat zavislost A(k). Jej analytickym predizenim a rie$enim
A(x) = 0 vieme potom spocitat parametre rezonancie (zobecnend metdda ACCC).

Cielom tejto prace je sa najprv zoznamit s najcastejSimi druhmi integralnych rovnic
a s ich vyskytom a rieSenim v kvantovej fyzike. Ndsledne vypocet zavislosti A(k) pre
vybrané separabilné potencidly ranku 1 resp. 2. Dalej aplikujeme zobecnenu
metddu ACCC a graficky budeme riesit rovnicu A(x) = 0 pre spocitané zavislosti
A(x). Nakoniec sa pokusime rozvinut zavislosti A(k) do rad a z nich ziskat inverzné
rady K(\//l——/lo), pomocou ktorych spocitame parametre rezonancie pre zvolené
potencialy.



1.Integralne rovnice
1.1. Fredholmove a Volterrove integrdlne rovnice

Pre zadiatok sa trochu venujme rieSeniuintegrdlnych rovnic, s ktorymi sa ¢astokrat
stretdvame pri analytickom rieSeni problémov kvantove] fyziky. Najzakladnejsi typ
integralnej rovnice je Fredholmova rovnica prvého druhu:

9(0) = [P K, ) f(»)dy, (1.1)

kde f'(x) je neznama funkcia, g(x) je znama funkcia a K (x,y) je jadro.

Ak je jedna hranica integralu v rovnici (1.1) premennd, nazyvame tuto rovnicu
Volterrovou integralnou rovnicou prvého druhu. Ma teda tvar:

g = [TK(x,y)f (3)dy. (1.2)

Ak je neznama funkcia zédroven v integrali aj mimo neho, nazveme rovnicu
Fredholmovou resp. Volterrovou rovnicou druhého druhu:

fG) =g + A [ K(x,y)f()dy, (13)
fG) =g + A [ K(x, )f ()dy. (1.4)

My sa teraz zameriame na Fredholmovu rovnicu druhého druhu. Rovnicu (1.3)
moOzeme alternativne zapisat v operatorovom tvare:

(1-4AK)f =g, (1.5)

kde f, g suteraz vektory a K operdtor v Banachovom priestore.

Pre kompaktné operatory K (zobrazuje obmedzené podmnoziny Banachovho
priestoru na kompatkné podmnoZiny) vieme najst rieSenie Fredholmovej rovnice.
Obecné riesenie sa robi pomocou Liouville-Neumannovej série. Definujeme:

K,(x,2) = K(x,2),
K, (x,2) = j ] J Ko, y)K 5y ) o K31 2) 493y, o dyn_y,
@ (x) = g(x),

0 0) = [ K29

vysledné jadro:

K(x,2,4) = Z K, (x,2).
n=0



Posledny vyraz ma obecne koneény polomer konvergencie pre A pri fixnom x.
Za predpokladu, Ze zvolime hodnoty, pre ktoré konverguje, je rieSenie rovnice:

fx) = z A, (x) = f K(x,z,1)g(z)dz,
n=0

pricom vSetky tieto integraly maju hranice a, b.
Specidlnym pripadom kompaktného operatoru je separabilny potencial, pre ktory sa
jadro integralu da rozlozit:

K(x,y) =X M; () N; (),

s kone¢nym n.
Po dosadeni tohto jadra do rovnice (1.3) dostavame:

fO) =g0) + AL M;(x)c;, (1.6)
kde

¢ = [} N F ) dy.
Prenasobenim rovnice (1.6) Nj(x) a integraciou cez x dostavame:
¢;=b;+ AXL,a;c,
kde
b, = f: N;(x)g(x)dx,
a; = ff N;(x)M;(x) dx,
¢o vieme zapisat pomocou matic a vektorov:

c=b+ AAc,
c=(1—-AA)"b.

Vypocitané c; potom dosadime do rovnice (1.6) a dostaneme f (x).

Specialnym pripadom separabilného potenciélu je
K(x,y) = M(x)N(y),
pre ktory sa nam rieSenie zjednodusi na:

PN gt dx
1-4[2 MGON(x)dx'

f(x) =g(x) + AM(x) (1.7)

1.2. Schrédingerova rovnica
Nasledne sa pokusime stanovenim okrajovych podmienok a niekolkymi Upravami

dostat integralnu rovnicu zo Schrédingerovej vinovej rovnice v tvare:

LU0 4 [z =10 — (o] o =0, (18)

5



teda je to rovnica Castice s energiou k? v sféricky symetrickom potenciali. Pre
potencidl V(x) uréime okrem vymiznutia v nekoneéne nasledujice obmedzenia
(tieto obmedzenia mame z [1]):

a) V(x) je skoro viade spojité,
b) [IV(x)ldx = M(c) < oo,
c) foc'xIV(x)Idx = N(c) < o,

Pre nejaké kladné c, c'.

1.2.1. Reguldrne riesenie

Najprv pouZime substiticiu A = [ + 1/2 ktorda nam rovnicu (1.8) zmeni na:
d2
LU 4 [k2 =22 — v @)y =o. (1.9)

Pre malé hodnoty x prevéZi v rovnici (1.9) odstredivy €len nad ¢lenom k? — V(x).
NapiSme skratenu rovnicu:

d*Ppx)  A- 1/4
dx

P(x) =0, (1.10)
ktord ma obecné rieSenie v tvare:

P(x) = ax /2 4 px =412, (1.11)

Varidciou konstant hfadame rieSenie rovnice (1.9) v tvare:

1 1
oLk, x) = a()x™2 + p)x 2, (1.12)
pricom si navySe ddme podmienku:

' ME L o —E
a'(x)x" 2+ B'(x)x "2 =0, (1.13)
aby

o' ALk x) = (A + l) a(x)x'l_i — (/1 — l) B (x)x_’l_%,

0" Lk x) =~ (/12—1)<p(/1kx)+(/1+ )a(x)x z—(A——)ﬁ(x)x . (1.14)

Dosadenim (1.14) do rovnice (1.9) dostdvame rovnicu, ktora spolu s (1.13) tvori
systém v neznamych funkcidch a'(x)a B'(x) s rieenim:

@' (x) = 2 V() — k2lp(hk, x)x 4,
(1.15)
B'(x) = [k — V()4 k,x)x" "2,



Z(1.12) je zrejmé, Ze:

lim,  ,a(x)=1,
(1.16)
lim,_,B(x)=0.
Z rovnic (1.15), (1.16):

a(x) =1+ [ V() — k2lo(h k,y)y ™3 dy,
(1.17)

1

B = - [FIVG) =k lo(A k, y)y™* dy.

PouZitim rovnic (1.17) a (1.12) dostaneme:

0@k y) = x5+ L [ [(ﬁ)l - (X)_A] [k? = Vo) Yxy 94, k,y)dy.  (1.18)

X

RieSenie tejto integralnej rovnice (typu Volterra) sa nazyva reguldrne rieSenie a je
analytické pre k? < coaRe 1 > 0 (za istych podmienok pre potencidl sa da este
rozsirit v A).

1.2.2. Jostovo riesenie

Pre velké hodnoty x pouZijeme skratenu rovnicu:

—dzjx(x) +k2P(x) = 0, (1.19)

ktorej rieSenia suv tvare
P(x) = ae ¥ 4 Belkx,

Analogicky s predchddzajicim postupom sa hladaju riesenia (4, k, x) rovnice (1.9).
Musi pre ne platit:

lim, ., f(4, k,x) = 1. (1.20)

Postupne sa da dostat k integralnej rovnici v tvare:

fAuk, ) = fo(A k) + [T Bk, x, VO f(Ak,y) dy, (1.21)
kde

f, (k%) = [F(4 K, 0)]yiom0 = (%nkx);e_ii"(’l 2DHD (),
B k%) = -1y ok 9 foh =k, ) = fo (A Jes ) fy (2 —k, 1)1,

a H/l(z) (kx) je druha Hankelova funkcia.

Rieenie (1.21) sa nazyva Jostovo a je analytické pre A2 < oo alm k < 0 (zaistych
podmienok pre potencidl sa da rozsirit v k).



2.Vypocet vazbovej konstanty
2.1. Separabilny potencidl v momentovej reprezentdcii

Teraz chceme riesit Ulohu popisanu v Gvode: pre Schrédingerovu rovnicu s
jednoduchym separabilnym potencidlom v tvare ¥V = —A|g){(g| (kde plati

(glg) = 1) nds zaujima zavislost medzi vdzbovou konstantou A a energiou
viazaného stavu. Chceme teda zavislost A(k).

Tato zavislost je vyznamna, pretoZe vlastné hodnoty hamiltonianu su dané polmi
odpovedajiceho Greenovho operatora. Tieto pdly sa mbézu nachadzat len

v hodnotach k ur€ujucich nulovu vazbovu konstantu A.

Teda po uréeni A(k) hladdme v komplexnej rovine k krivky, na ktorych je redlna
resp. imaginarna éast A(k) nulova.

Pre tieto Ucely bude vyhodnejsie pracovat v momentovej reprezentdcii, v ktorej
Schrédingerova rovnica nadobuda tvar:

%w(p) +V(p) = Ep(p), (2.1)

kde V je integralny operdtor potencidlu v momentovej reprezentdcii. Rovnicu (2.1)
teraz upravme a zapiSme pomocou braketového formalizmu. Vieme dostat tvar:

lp) = —VIy). (2.2)

2
b=
EZM

Pre jednoduchy separabilny potencidl 7 = —1|g){g| sa rovnica (2.2) dalej d4
upravit na tvar:

[y = =AW ) = —AG,lgXglp), (2.3)
kde sme sa ¢lenu 1/(E — %) ,zbavili“ jeho zakomponovanim do W a
G, = (E — H)_l je Greenov operator (pricom v naSom pripade je pévodny
hamiltonian A = %). Ak by nas pre dany potencial zaujimala vinova funkcia |y},

bola by rovnica (2.3) vlastne $pecialnym pripadom (zndma funkcia g(x) = 0)
integralnej rovnice druhého druhu, ¢o sme rozoberali v predchadzajlcej kapitole.

Pre zjednodusenie zapisu do nasledujucich rovnic uz nepiSeme 2M. Namiesto
energie E piseme —k?2. Rovnicu (2.3) vieme teraz zlava prenasobit operatorom (g| a
upravit:

(glyp) = =2(glGylg)Xgly),

-1 — w g*(Np*
A= —{glGy g o 1/ (V'p'fo K%+ pr? dp )’ (24)

kde v.p. znaci integral v hlavnej hodnote.



2.2. Vidzbovd konstanta pre konkrétne jednoduché separabilné
potencidly

V tejto ¢asti uz budeme hladat zavislost A(x) pre dva jednoduché priklady
separabilného potencialu dané funkciami:

l

_ p
9(p) = ey (2.5a)
l
g () = D (2.5b)

J@*+aH) ™+ 8D

Pre p — oo st potencialy imerné p~t"" resp. p'~2.

Tieto zavislosti sme spocitali podla (2.4) pre I = 0,1,2,3,n = 1,2, 3 a zapisali ich
do tabuliek 2.1a. a 2.1b. Ako vidime, pre vyssie hodnoty [, n sa velmi rychlo stavaju
zlozitejSimi.

Nésledne tieto funkcie rozsirime do komplexnej roviny k a sledujeme krivky, pozdi?
ktorych je nulova redlna resp. imaginarna ast A(x) (obrazky 2.1a.a 2.1b.). Krivky
s nulovou imaginarnou ¢astou teda reprezentuji pohyb k v zavislosti od redlneho
parametra A.



l n=1 n=2
0 2(a+k) da(a + Kk)?
s T
" 16a(a + k)3 32a3 (a + K)*
(a+ 3K)m (a? +4ak + k)1
) 25603 (a +k)°® 512a® (a + k)®
(3a3 + 15a%k + 25ax? + 5x3)m| (3a* + 18a3k + 38a?k? + 18ak® + 3k*)m

n =3
. 2048a°(a + k)7
a’ + 35a*k + 98a3k? + a’ik3 + 49ak* + 7xk5)1w

5a° + 35a* 98a3k? + 126a?k3 + 49ak* + 7k°

5 4096a’ (a + k)®
(5a°+ 40a°k + 131a*k? +208a3k3 + 131a%k* + 40ak® + 5k%)m
[ n=3
0 16a3(a + k)3
Ba+r)m
1 256a°(a + k)°
(5a3 + 25a?k + 15ak? + 3k3)m

) 2048a’ (a + k)7

(7a’ + 49a*k + 126a3k? + 98a?k3 + 35ak* + 5k>)w
3 65536a°(a + k)°

(45a7 + 405a %K + 1521 a5k? + 2889a*k® + 2535a%k* +1215a%k5 + 315a «® + 35«7 )m

Tabulka 2.1a. Zdvislosti A(k) pre potencidl (2.5a) a pre rézne hodnoty I, n.

l Alk)
0 2(a+ B)(a+K)(p + k)
T
2(a+ B)(a+K)(p + k)
1 Pr+a(f+Kr))r

Tabulka 2.1b. Zdvislosti A(k) pre potencidl (2.5b) a pre rézne hodnoty L.
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Obrdzok 2.1a. Krivky v komplexnej rovine x s nulovou redlnou éastou A(x)
(€ervenou) a s nulovou imagindrnou ¢astou A(k) (modrou). PouZity potencidl (2.5a).
a=1.
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N
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Obrdzok 2.1b. Krivky v komplexnej rovine ks nulovou redlnou ¢astou A(k) (modrou)
a s nulovou imagindrnou ¢astou A(x) (Eervenou). PouZity potencidl (2.5b).
a=1p=2

2.3. Separabilny potencidl 2. ranku

Dalej nds zaujima situdcia pre separabilny potencial druhého ranku, teda:

V= —11|91>(g1| - Azlgzﬂgzl-

Namiesto rovnice (2.3) dostaneme:

|1/)) = _Go (/11|91)<91| + /12|92>(.92|)|1P>, (2-6)

a tuto rovnicu zlava prendsobime (g, | resp. (g,| aby sme dostali ststavu:
(9119) = —(A14911Gol g1 {91 [} + 2,(g11Gol g2 (g, 1)) (2.7a)
(g.1P) = —(11(92|Go|91)(91|1/)> +/12<.92|Go 1922492 1¥)) (2.7b)

Vyjadrenim (g, |Y) z (2.7a) a dosadenim do (2.7b) dostaneme rovnicu, z ktorej sa da
vyriat (g, ).

Oznatme: —(g,1Gylg,) = I, —(9,1Go19,) = I, —(g11Golg,) = I, = —(g,1Gy1g4)-
Po preznaceni je vyslednd rovnica pre 1,,1,:

2, (1,2 = LL) + A0 + 4,1, —1 =0, (2.8)
V Specialnom pripade separabilného potencialu ranku 2 s jednou vazbovou

kondtantou 4, = A4, = A plati:
(L2 -LL)+ A, +1,)—1=0,

12



teda:

5 —(;+1,)+ /(11 —1,)2 +4132

2(13%-1,1) 2.9)
Pritom plati:
I = fow%dpﬁ
L= 720 ), (2.10)
b = Jy 2 g

Vidime teda, Ze pre 1, = 1, = A bude mat funkcia A(x) singularitu typu druhej
odmocniny.

Znova sa teraz pozrime na zavislost 1(x) po dosadeni konkrétnych funkcii g(p).
Pouzijeme separabilny potencidl ranku 2 s jednou vazbovou konstantou A, v ktorom
sa sCitavaju dva potencidly z (2.5a) s roznym a, , a rovnakym la n.

Obrézok 2.2 obsahuje grafy A(x) v redInych hodnotach k pre dve rdzne volby [ an.
Obrazok 2.3 obsahuje krivky v komplexnej rovine k pre pripad [ =1,n =2

s roznymi hodnotami a ,.

l=0,n=2,
S plusom vo vztahu (2.9): S minusom vo vztahu (2.9):
i A(K) fr 250 A(k) ;
! /
/ ol
/ 150 [ 4
= y /f’
1004+
/
\ “\ pd ™ / 0
b . /, n._‘x.. -
N~ K , T , , k
-3 -2 -1 1 -3 -2 -1 !
l=1,n=2
S plusom vo vztahu (2.9): S minusom vo vztahu (2.9):
[ Q) F (k)
I| : 10000 //'
| s00 -
I'\_/“-.I I s00p - -
4!;:-— - -
\ ] . =
\\ § - -3 -2 F 2 4
AN | 3':‘:" P ’ L
\\ |I - - —300
. — L _____.-—--'I"""- . K
—4 -2 2 4

Obrdzok 2.2. Grafy A(x) pre separabilny potencidl ranku 2 pozostdvajtici z dvoch
potencidlov (2.5a) s a; = 1, a, = 2.

13



-2 -1 [i] 1 2
Obrdzok 2.3. Krivky v komplexnej rovine k s nulovou redlnou ¢astou A(x) (&ervenou)
a s nulovou imagindrnou ¢astou A(x) (modrou). PouZity potencidl ranku 2
pozostdvajuci z dvoch potencidlov (2.5a)sa; =1, a, = 2,1l =1,n = 2.

Spocitané hodnoty A(k) pouZité v obrazkoch 2.2.a2.3. su:
Prel=0,n=2:

T b3 ) 2 ) (_ T ) b3 )2
2aq (a1 +6)2 daz (az+K)2 | (a1 +az)2 (a1 +K)2(az +K6)2 \ 4ag (a1 +102  saz(ag +1)2?
A(K) = ( 2 2 ) ’
2

.
16 a1z (a1 +1)2(az+1)2 " 4(aq +az)2(aq +1)2(ay +x)2

Prel=1,n=2:
Alk) =

2
m(a+aaik+r?) m(a +aazr+k?) [n2 (agap +2(ag +ap)i+k2)? [ m(af +aay ki) m(ad +aap kti?)
L T T
4(a +az)® (a1 +10)* (az +10)* 3203 (ag +10% 3203 (ap +10%

3203 (@ +1)% 32 a3 (az +10)%

2
) _nz (a? +aa; k+x2)(ad +4ay K+K2) | w2 (ag ag+2(ag +adx+K2)
+
1024 a3 a3 (@ +10Hay +1)* 16(ag +az)0(ag +1)4az +1)%
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Nasledne sa pozrime na pripad dvoch potencidlov s réznymi vazbovymi
konstantami:

V = _/11|91>(,91| - /12|gz)<gzll

kde potencial indexovany 1 predstavuje pridany potencial a potencial indexovany 2
je pévodny potencial. Z (2.8) vieme dostat:

—_ 1=Mh
/11 L% L)+ (2.11)

Pouzime konkrétne potencialy typu (2.5a):

91(0) = oy

_ p
gz(p) - (pz+32)2'
Teda dostavame zavislost:
of . Tr2(BZ+aBr+K?)
1024 (a+k) <1_W)

A,(0) = . (2.12)

(a2 +aarc +12)(B2+4Brc+x2) 6a(aB+2(a+Pr+i2)?
2 2 TE}LZ - oc3ﬁ3 (06+B)6
7Ti 32(a? +4ax+x2)

\ a3 B (B+10)* /l

Ak zvolime A1, = 1a f§ = 1, ma p6vodny potencial (tabulka 2.1a.) rezonancie

v bodoch k = —ix =+ 0,548 — 1,501i a k =% 0,323 — 0,499i. Celkové A, (k) ma
v tychto bodoch nulu nezavisle od volby «.

Dalej budeme pozorovat tvar kriviek Re[4, (k)] = 0, Im[A, (k)] = 0 v komplexnej
rovine k = ik v zavislosti od parametru a. Zistujeme teda, ¢i je mozné

z rezonancnych stavov pévodného potenciadlu vytvorit viazané stavy zosilfiovanim
pridaného potencidlu, teda ¢i existuje modra krivka prechadzajuca danou
rezonanciou, po ktorej sa vieme dostat na kladnu imaginarnu os.
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Obrdzok 2.4. Krivky v komplexnej rovine K s nulovou redlnou ¢astou A, (k)
(¢ervenou) a s nulovou imagindrnou ¢astou A, (K) (modrou). PouZivame A, = 1,
B = 1 a menime hodnotu a.
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Vidime, Ze pre malu hodnotu a maju krivky funkcie 4, (k) okolo bodov

k =+ 0,323 — 0,499i tvar velmi podobny grafu z obrazku 2.1a.pre [ =1,n =2
(otoceny o 90°). Modré krivky prechadzajuce bodmi v k =+ 0,323 — 0,499i
prechadzaju pélom v bode - a a krivky prechadzajuce k =+ 0,548 — 1,501i tvoria
izolovany okruh. Pre malé hodnoty a sa teda neda rezonanény stav premenit na
viazany stav.

Okolo hodnoty a = 0,6 sa zvySovanim a za¢nu pribliZzovat krivky prechadzajuce

k =+ 0,323 — 0,499i ku krivkam, po ktorych sa da dostat na kladnt imaginarnu os.
Pre hodnotu «a priblizne 0,643 sa krivky dotknu a pre vyssSie a sa potom mozeme
po modrej krivke dostat z rezonancie do viazanych stavov. Pre « = 1 dochadza

k dalSiemu dotyku a Struktura kriviek sa znova meni. Rezonancie k =+ 0,323 —
0,499i zostavaju na uzavretom okruhu ktory sa stale dotyka kladnej imaginarnej osi.
Rezonancie k =+ 0,548 — 1,501i sa prave , 0slobodia“ z okruhu, no modré krivky
nimi prechadzajuce sa len priblizuju fubovolne blizko ku kladnej imaginarnej osi

a nikdy sa jej nedotknu.

Dal$im zvy$ovanim « sa najprv rezonancie k =+ 0,548 — 1,501i znova dostanu na
izolovany okruh a okolo a = 3,67 dochadza k dotyku modrych kriviek, po ktorom aj
rezonancie k =+ 0,323 — 0,499i ostanu na izolovanom okruhu, ktory sa nedotyka
kladnej imaginarnej osi. Naslednym zvySovanim « sa uz tato situacia nemeni, t.j. pre
prilis vysoké a sa rezonanéné stavy taktiez nedaju premenit na viazané.

Toto porovnanie nam ukazuje, Ze spravna volba poruchového potencidluv ACCC
metdde je zdsadna.

2.4.  Analytické prediZenie viizbovej konstanty

V tejto Casti nds bude zaujimat otazka vypoltu rezonancnej energie a Sirky zo
znalosti energii viazanych stavov. Pouzijeme metddu analytického predizenia
vdazbovej konstanty. Predpokladajme najprv, Ze mame Hamiltonian H,, ktory
generuje rezonanciu na energii E:

E=Ey 1T, (2.13)

kde E je energia rezonancie a I" jej Sirka. K hamiltonidnu H, dalej pridame
pritazlivy potencial V prendsobeny kladnou redlnou vazbovou konstantou A.

H=H,+ V.

ZvySovanim A sa pritazliva interakcia zosilfiuje a niektoré rezonan¢né stavy H, sa
stanu viazanymi stavmi H.

Na zistenie E a I' ale nesta¢i jednoduchy rozvoj E v A. Rozvojom zavislosti A (k)
okolo k = 0 vieme spravit inverzny rozvoj k(A), alev premennej /A — 4, kde 1, je
absolutny ¢len rozvoja A(k) (teda k(4,) = 0). Pri hodnotach A < 1, dostavame
komplexné k.
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Dosadenim A = 0 dostdva energia:
E = —k? = —(Re(x)? — Im(kx)?) — 2i Re(x)Im(x)

svoju readlnu aj imaginarnu Cast.

Ako prvé, skisme spravit rozvoje A(k) okolo k = 0 pre uZ spocitané zavislosti A(k)
z tabuliek 2.1a. a 2.1b. Rozvijame teda A(x) len pre osamoteny potencidl bez
nejakého pévodného hamiltonianu H,. Vytvorenim inverznej rady K(\/A——/’lo)

a dosadenim A = 0 teraz nedostaneme rezonancné stavy H,,, ale méZzeme dostat
polohu pélu A(k) = 0.

Za istych podmienok pre vinovu funkciu (rieSiacu rovnicu (2.3)) plati, Ze Taylorov
rozvoj v k funkcie A (k) ziskanej napriklad z potencidlov (2.5a), (2.5b) ma nulové
koeficienty pri prvych [ neparnych mocninach k. V naSom pripade sutieto
podmienky splnené stale. Teda prva neparna mocnina k s nenulovym koeficientom
je vidy k' *1, KedZe mame ui spocitané samotné A(x), nemusime overovat
platnost podmienok pre vinovu funkciu, ale mdZeme priamo spoditat rozvoje A(k).
Rozvojom funkcii z tabuliek 2.1a. a 2.1b. skuto¢ne vo vsetkych pripadoch dostavame

pre neparne mocniny prvy nenulovy koeficient pri k21,

n Rozvoj A(k)
256a° 1280a3k?® 20480ax* 32768k° 6
1 + — + O[k]
3w o 27T o
5 512a’ N 3584a°k? 71680a3k* N 131072a?k®  OKT6
31 on 271 97 L]
3 2048a° N 6144a’k®> 49152a°k* N 2097152a*k>  Olxl6
7T 7T 7T 491 Lre]

Tabulka 2.2. Priklady rozvoja A(k) z tabulky 2.1a. v k pre | = 2 do piateho rdadu.

Pri tvoreni inverznej rady k(y/A — 4,) bude teda prvd parna mocnina \/1 — 1,
21
s nenulovym koeficientom (,//1 - /10) . Tento ¢len je potrebny na ziskanie redlnej

Casti k pri dosadzovani A = 0.

18




n k(2= Ag)
16a3 N
1 1 [T |1 16a3 T[</1_T) ) l6d’ 3/2
4N3 |« T 3602 + .
32a5)
2 1L n(1-35 o
4N10 [ad 100a*
1 256a
1 |5m |1 256a7 T\ATT5g
’ 6|7 |&.t™ +0[..13*
16| 7 [|a® 51 196a°

[...]15/2

/2 2
256 a5\’ 256 a®
L N S
1 a 2560\/_052 B 128000a°
256 5 J/Z
3
/2 77 3/2 772
i s S &

2 as 28672\/ 4a? T 70246413

o2 (/1 ~ 20480(9)2

7

+0[...1%2

3/2 2 2048 a°\*
1 |7n 2048 a9 T
3 a’ 49 152 a?

221184 a7

Tabulka 2.3. Priklady inverznej rady k(\/A — A,) ku rozvojom A(k) prel =1al = 2

Z takychto rozvojov chceme spoditat hodnoty K(,/O - /10), ¢im by sme mali dostat
jeden z bodov A(x) = 0.Z tabulky 2.1a. hned' vidime, Ze pre potencidly (2.5a) by

sme mali jednoducho dostat k = —a. Pri samotnom dosadzovani sa ale ukazuje, ze

aj ked pre [ = 1 inverzné rady konverguju pre fubovolné n do poZzadovanej

hodnoty, pre [ = 2 al = 3 diverguju.

Pre potencial (2.5b) s hodnotou ! = 1 dostdvame v rozvoji (/0 — A,) len jednu

parnu mocninu (./O - /10), atoje %n (A

- @) Redlna ¢ast k(,/0 — 4, ) sa teda

nemeni so stupfiom rozvoja (ak je rovny aspon 2). Po dosadeni A = 0 dostadvame
teda Re[K(JO - /10)] = a+ﬁ , teda aritmeticky priemer dvoch nulovych bodov.

Imaginarna Cast tohto rozvoja je ale divergentna.
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Nasledujuce grafy znazoriuju tuto konvergenciu resp. divergenciupre [ = 1, n = 1.

Re[ko(,/0—2y) Im|x,(,/0 = 2p)
—0.60[ —0.60[
-0.8 —0.65
—0.70 —0.700
) —07sL
—0.80 —080fF
...... N N
L L L L L L hinkE L3 PP Lh L L L L L L hihLL L3 PO
10 20 30 40 50 &0 10 0 30 40 0 &0
Im|[x, (/0 — A
1}
T N
1 ol 1 1 1 1 1
2 e, a0 50 20 100
e, '“““
-1F “emlll
-3 F “U
4L

Obrdzok 2.5. Redlna ast k. (/0 — 2, ) pre potencidl (2.5a) (hodnoty | = 1,n = 1,
a = 1) v zdvislosti od poctu pouzitych ¢lenov rozvoja a imagindrna ¢ast

Kap (\/0——10) pre potencidly (2.5a) a (2.5b) (hodnoty l =1, n=1,a=1,( =1)
v zavislosti od poctu ¢lenov rozvoja.

Dalej by sme chceli otestovat presnost metédy pouzivajicej x (/A — Ao) aplikovanej
na nejaky hamiltonian H, ktorého rezonancné stavy pozname. Rozoberme situaciu,
ked' je neporuSeny hamiltonian H,, v rovnici

H =H,— 2lg)X{gl, (2.14)
rovny
Hy, = —AlgXgl. (2.15)
Namiesto rovnic (2.3) a (2.4) potom dostaneme:
[y = —(2+ 1) Gylg)glp), (2.16)
- _7
A= —(glGy lg) A (2.17)

Teda, ak znova pouZijeme potencidly (2.5a) resp. (2.5b), dostaneme zavislosti A (k)
ako v tabulke 2.1a. resp. 2.1b. len posunuté o —A. V rozvojoch A(k) potom
dostdvame absolitne ¢leny A, — A a inverzné rozvoje teda maju tvar

k(WA +A— Ao) analogicky s predchadzajucou ¢astou. Musime si teda najprv zvolit
hodnoty 4 a a pre ktoré spocitame rezonancie neporu$eného hamiltonianu H,,

a potom tieto hodnoty 1 a a budeme dosadzovat do N-&lennych rozvojov
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k(¥ A+ A — A,), z ktorych taktie? spocitame E, = —(Re(x)? — Im(x)?)

al’ = 4 Re(x)Im(k).

Ako sa dalo ¢akat z vysledkov minulej ¢asti, su rozvoje konvergentné ak pouZijeme
potencidl (2.5a) s hodnotou [ = 1.

V tabulke 2.4. porovname priamo vypocitané parametre rezonancie hamiltonidnu
v tvare (2.15) s parametrami, ktoré ziskame dosadenim A = 0 do N-¢lenného

inverzného rozvoja k(y/A + A — 4,) ku rozvoju funkcie (2.17) pre fixné hodnoty a, A

ardzne N.

l=1,n=1a=1,A=5
E, T
priamo 0.005984465957888859 0.002536148704692549
N E, T
3 0.006018291907801614 0.0025310055169126535
5 0.0059848087774801014 0.0025361060931782097
7 0.005984470177081023 0.002536148254233854
9 0.005984466015057034 0.0025361486993096
11 0.005984465958709712 0.002536148704623219
I=1,n=2a=1,1=10
E, T
priamo 0.0036051781010220272 0.0014173803762015129
N E, r
3 0.0036163449694911155 0.0014115660791272995
5 0.0036053124422790266 0.0014173258504798442
7 0.003605179897696209 0.0014173797389907187
9 0.0036051781266747823 0.0014173803678965047
11 0.0036051781014044115 0.0014173803760858996
l=1,n=3a=1,1=5
E, T
priamo 0.019704162108919912 0.2949503352694365
N E, T
3 0.06623849478934454 0.22793777412222208
10 0.025759225092676065 0.2868778661992315
20 0.020195675061156743 0.2943880830465371
30 0.01975583044079983 0.294895179818244
40 0.019710249166488197 0.2949441163276967

Tabulka 2.4. Energia a Sirka rezonancie v zdvislosti od N. PouZivame potencidly

(2.50)s1=1.

Odividne s rastlcou zloZitostou funkcie A(k) rastie poéet Elenov, ktoré musime

vyscitat.
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Obrdzok 2.6. Konvergencia redlnej a imagindrnej ¢asti k (\/ A— /10) pre potencidl

(2.5a) (hodnoty l = 1,n =3, a =1, 1 = 5) v zdvislosti od po¢tu pouZitych ¢lenov
rozvoja.
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Zaver

V praci sme najprv uviedli zakladné typy integralnych rovnic a ukazali obecny postup
ich rieSenia. Odvodili sme postup na ziskanie reguldarneho a Jostovho riesenia
Schrédingerovej rovnice s istymi obmedzeniami na potencidl V (x).

N&sledne sme odvodili vzorec na vypocet funkcie A(k) pre separabilné potencidly
ranku 1 a explicitne ju spocitali pre sériu jednoduchych potencidlov tohto typu.
Skumali sme pohyb nul imaginarnej a redlnej Casti tejto funkcie v komplexnej rovine
K, ¢o ndm dava nahlad na pohyb rezonanénych stavov tychto potencialov pri zmene
vazbovej konstanty A.

Dalej sme odvodili vypocet A(k) pre separabilné potenciély ranku 2 pre pripad
rovnakych aj réznych hodnot ich vazbovych konstant. Pre rovnakd hodnotu
vazbovych kondtant sme spoditali funkciu A(x) pre dve jednoduché separabilné
potencidly ranku 2. Pre rézne vazbové kondtanty sme spoéitali A(k) pre jeden
konkrétny potencial a skimali sme spravanie sa tejto funkcie v komplexnej rovine k
pre r6zne hodnoty druhej vazbovej konstanty. Ukazalo sa, Ze pre spravne polohy
stredu pridaného pritaZlivého potencialu moézu niektoré rezonanéné stavy
povodného potencialu prejst do viazanych stavov.

Nakoniec sme pocitali Taylorovské rozvoje inverznych funkcii k (/1 — A,) pre
konkrétne separabilné potencidly ranku 1. V pripade konvergentnych rozvojov
vieme pomocou nich priamym dosadenim A ziskat energiu a Sirku rezonancie.

Vysledky tejto prace priniesli nové nahlady na spravanie sa vdazbového parametra

v zavislosti od energie a upresnili analytické chovanie funkcii A(k) a k(4). Tieto
vysledky budu pouzité v aplikacii ACCC metddy na redlne systémy a hlavne prispeju
k optimalizacii volby perturba¢ného potencidlu. Dobra volba perturbac¢ného
potencialu je zasadna pre dobru efektivitu metédy ACCC.

23



Pouzita literatura

[1] V. de Alfaro, T. Regge. Potential Scattering. North-Holland Publishing Company-
Amsterdam, (1965).

[2] V. 1. Kukulin, V. M. Krasnopolsky, J. Horac¢ek. Theory of Resonances: Principles
and Applications. Academia, Praha, 1989.

ISBN 90-277-2364-8.

[3] L. P. Kok, H. van Haeringen. Annals of Physics 131, 426-450 (1981).

[4] J. Kopacek. Matematickd analyza nejen pro fyziky (1ll). Matfyzpress, 2007.

ISBN 978-80-7378-020-3.

24



Priloha — programy v Mathematice

Na pocitanie zavislosti A(x) a ich ndsledné grafické zndzornenie bol pouZity program
Wolfram Mathematica 9.0 s nasledujucimi vstupmi:

Potencial (2.5a):
Clear["Global *"]

I=1; (* pouzité | a n*)
n=1;

Fla_]:=Function[\[Kappa],Evaluate[Block[{\[Alpha],\[Lambda],g,G,M},
glp_l:=p*l/(p”2+\[Alpha]*2)*(l+n/2);

G=-Integrate[p”2/(\[Kappa]*2+p”2) g[p] *2,{p,0,\[Infinity]},Assumptions-
>{\[Kappa]>0,\[Alpha]>0}];

M=1/\[Lambda]+G;
(\[Lambda]/.Simplify[Solve[M==0,\[Lambda]]])[[1]]/.{\[Alpha]->a}

111;

GraphOptions={

Axes->True,

AspectRatio->Automatic,
ImageSize->300,

MaxRecursion->4,

ContourStyle->{{Blue, Thick},{Red,Thick}},
PlotLabel -> Row[{""}]

2

CP[F_]:=Block][{},

Return[

ContourPlot[{Im[F[kr+] ki]]==0,Re[F[kr+I ki]]==0},{kr,-4,2},{ki,-
3,3},Evaluate[GraphOptions]]

1;

l;

Show[CP[F[1]]] (* tu sa dosadzuje hodnota alpha *)
FI\[Alpha]][\[Kappa]]
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Potencidl (2.5b):
Clear["Global *"]
=1, (* pouzité | *)

Fla_,b_]:=Function[\[Kappa],Evaluate[Block[{\[Alpha],\[Beta],\[Lambda],g,G,M},
glp_l:==p"l/((p"2+\[Beta]*2)~(1/2) (p"2+\[Alpha]*2)*(1/2));
G=-Integrate[p”2/(\[Kappa]*2+p”2) g[p] *2,{p,0,\[Infinity]},Assumptions-
>{\[Kappa]>0,\[Alpha]>0,\[Beta]>0}];

M=1/\[Lambda]+G;
(\[Lambda]/.Simplify[Solve[M==0,\[Lambda]]])[[1]]/.{\[Alpha]->a,\[Beta]->b}

111;

GraphOptions={

Axes->True,

AspectRatio->Automatic,
ImageSize->300,

MaxRecursion->4,
ContourStyle->{{Blue,Thick},{Red, Thick}},
PlotLabel -> Row[{""}]

2

CP[F_]:=Block[{},

Return[

ContourPlot[{Im[F[kr+I ki]]==0,Re[F[kr+I ki]]==0},{kr,-4,2},{ki,-
3,3},Evaluate[GraphOptions]]

1;

l;

Show[CP[F[1,2]]] (* tu sa dosadzuje alpha a beta *)
F[\[Alpha],\[Beta]][\[Kappa]]
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Potencial ranku 2 s dvomi lambdami:
Clear["Global *"]

\[Lambda]2=1;

=1;

n=2;

Fla_,b_]:=Function[k,Evaluate[Block[{\[Alpha],\[Beta],\[Lambda],M,I1,12,I3,L1},
11:=Integrate[(p”1/(p*2+\[Alpha]*2)A(l+n/2))"2
p”2/(\[Kappa]*2+p”2),{p,0,Infinity},Assumptions->\[Alpha]>0&&\[Kappa]>0];
12:=Integrate[(p”1/(p*2+\[Beta]*2)*(I+n/2))"2
p”2/(\[Kappal*2+p”2),{p,0,Infinity},Assumptions->\[Beta]>0&&\[Kappa]>0];
I3:=Integrate[(p”1/(p”2+\[Alpha]*2)A (1+n/2))(pA1/(p”2+\[Beta]*2)A(I+n/2))
p”2/(\[Kappa]*2+p”2),{p,0,Infinity},Assumptions-
>\[Alpha]>0&&\[Kappa]>0&&\[Beta]>0];

L1:=(1-\[Lambda]2 12)/(\[Lambda]2(1372-11 12)+11);

M=-\[Lambda]+L1;
(\[Lambda]/.Simplify[Solve[M==0,\[Lambda]]])[[1]]/.{\[Kappa]->- | k,\[Alpha]-
>a,\[Beta]->b}

1L

GraphOptions={

Axes->True,

AspectRatio->Automatic,
ImageSize->300,

MaxRecursion->4,
ContourStyle->{{Blue,Thick},{Red, Thick}},
PlotLabel -> Row[{""}]

2

CP[F_]:=Block[{},

Return[

ContourPlot[{Im[F[kr+| ki]]==0,Re[F[kr+I ki]]==0},{kr,-2,2},{ki,-
3,1},Evaluate[GraphOptions]]

1;

1;

Graf[F_]:=Module[{cp},

cp=CP[F];

Return[Show([cp]];

1;

Graf[F[1.3,1]]
F[\[Alpha],\[Beta]][k]
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Potencial ranku 2 s jednou lambdou:
Clear["Global *"]

1=1;

n=2;

\[Beta]=2;

Fla_,i_]:=Function[k,Evaluate[Block[{\[Alpha],\[Lambda],g1,82,G1,G2,G3,G,M},
g1[p_l:=pl/(p"2+\[Alpha]*2)A(l+n/2);

g2[p_]:=p*l/(p"2+\[Beta]*2)*(I+n/2);

Gl=Integrate[p”2/(\[Kappa]*2+p”2) gl[p] *2,{p,0,\[Infinity]},Assumptions-
>{\[Kappa]>0,\[Alpha]>0}];

G2=Integrate[p”2/(\[Kappa]*2+p”2) g2[p] *2,{p,0,\[Infinity]},Assumptions-
>{\[Kappa]>0,\[Beta]>0}];

G3=Integrate[p”2/(\[Kappa]*2+p”2) gl[plg2[p]l,{p,0,\[Infinity]},Assumptions-
>{\[Kappa]>0,\[Alpha]>0,\[Beta]>0}];

G=Together[(-(G1+G2)+(-1)Ai Sqrt[(G1-G2)*2+4G3/2])/(2(G3*2-G1 G2))];
M=-\[Lambda]+G;
(\[Lambda]/.Simplify[Solve[M==0,\[Lambda]]])/.{\[Kappa]-> k,\[Alpha]->a}
111;

GraphOptions={

Axes->True,

AspectRatio->Automatic,
ImageSize->300,

MaxRecursion->4,
ContourStyle->{{Blue,Thick},{Red, Thick}},
PlotLabel -> Row[{""}]

2

CP[F_]:=Block[{},

Return[

ContourPlot[{Im[F[kr+| ki]]==0,Re[F[kr+] ki]]==0},{kr,-2,2},{ki,-
2,2},Evaluate[GraphOptions]]

I;

I;

Graf[F_]:=Module[{cp},

cp=CP[F];

Return[Show[cp]];

1;

Show[Graf[F[1,0]],Graf[F[1,1]]]
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