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že Univerzita Karlova v Praze má právo na uzavřeńı licenčńı smlouvy o užit́ı této
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Kapitola 1

Základńı pojmy a vlastnosti

Ćılem této práce je rigorózně odvodit explicitńı formule pro hustotu součtu
nezávislých náhodných veličin s exponenciálńım rozděleńım, které jsou obsaženy v
inženýrsky orientované literatuře. Tyto formule jsou shrnuty v článku (Nadarajah,
2008), kde jsou však uvedeny bez d̊ukazu. Z tohoto článku jsme tedy vyšli.

Řešeńı daného problému je velmi dobře známo, pokud maj́ı všechny uvažované
náhodné veličiny exponenciálńı rozděleńı se stejným parametrem. V obecněǰśım
př́ıpadě je však výsledek méně zřejmý, často dosti komplikovaný, a postup zálež́ı
na tom, zda jsou parametry vesměs r̊uzné či nikoliv.

V této práci se budeme zabývat zejména náhodnými veličiny s exponenciálńım
rozděleńım, dále se pak vyskytne i gamma rozděleńı. V prvńı kapitole si tedy
zavedeme jejich formálńı definice a odvod́ıme některé základńı vlastnosti, které
dále použijeme ve druhé kapitole věnované výpočt̊um samotných hustot.

Jeden z d̊ukaz̊u, který už́ıváme, stoj́ı za zvláštńı zmı́nku. Je založen na výpočtu
charakteristické funkce ΨX uvažovaného součtu X exponenciálńıch náhodných
veličin. Nebot’ ΨX /∈ L1(−∞,∞), nelze k výpočtu hustoty fX náhodné veličiny
X už́ıt větu IV.5.3 ze (Štěpán, 1987), podle ńıž pro integrovatelné ΨX plat́ı

fX(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

e−itxΨX(t)dt, ∀x ∈ R. (1.1)

Dokážeme však, že funkce t 7→ e−itxΨX(t) má Newton̊uv integrál a jsou splněny
daľśı technické předpoklady umožňuj́ıćı odvodit, že vzorec (1.1) plat́ı, je-li integrál
chápán jako Newton̊uv.

1.1 Exponenciálńı rozděleńı

Nejprve se zabývejme exponenciálńım rozděleńım náhodné veličiny.

Definice 1. Řekneme, že náhodná veličinaX má exponenciálńı rozděleńı s parame-
trem λ, pokud má hustotu

f(x) = λe−λxI(x > 0), ∀x ∈ R.

Znač́ıme X ∼ Exp(λ).

Jako prvńı si spočtěme distribučńı funkci náhodné veličiny X ∼ Exp(λ).
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Tvrzeńı 1. Necht’ X ∼ Exp(λ). Pak pro distribučńı funkci F náhodné veličiny
X plat́ı

F (x) =

{

1− e−λx, x > 0,

0, jinak.

D̊ukaz. Označme f hustotu náhodné veličiny X . Pak pro x > 0 plat́ı

F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt =

∫ x

0

λe−λtdt = λ

[
−e−λt

λ

]x

0

= 1− e−λx.

Pro x ≤ 0 pak

F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt = 0.

k

K d̊uležitým charakteristikám náhodné veličiny patř́ı středńı hodnota, rozptyl
a obecný k-tý moment. Pod́ıvejme se nyńı, jak tyto charakteristiky vypadaj́ı pro
X ∼ Exp(λ). Nejprve připomeňme, že symbolem Γ(n) rozumı́me tzv. gamma
funkci, tj.

Γ(n) =

∫ ∞

0

xn−1e−xdx,

pro kterou plat́ı Γ(n) = (n − 1)! pro všechna n ∈ N. Symbolem Γ(n,a) potom
rozumı́me zobecněnou gamma funkci, která je dána předpisem

Γ(n,a) =

∫ ∞

0

xn−1e−axdx,

pro kterou plat́ı Γ(n,a) = Γ(n)
an

.

Tvrzeńı 2. Necht’ X ∼ Exp(λ). Pak plat́ı

EX =
1

λ
, (1.2)

EXk =
k!

λk
, (1.3)

varX =
1

λ2
. (1.4)

D̊ukaz. Označme f hustotu náhodně veličiny X . Nejprve dokažme (1.2) př́ımým
výpočtem z definice jako

EX =

∫

R

xf(x)dx =

∫ ∞

0

xλe−λxdx = λΓ(2,λ) = λ
Γ(2)

λ2

=
1

λ
.
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Obdobným zp̊usobem ověř́ıme vztah (1.3), tedy

EXk =

∫

R

xkf(x)dx =

∫ ∞

0

xkλe−λxdx = λΓ(k + 1,λ) = λ
Γ(k + 1)

λk+1

=
k!

λk
.

Použit́ım (1.3) pak dostáváme

varX = EX2 − (EX)2 =
2

λ2
−

1

λ2

=
1

λ2
,

č́ımž jsme dokázali (1.4).

k

1.2 Gamma rozděleńı

Nyńı si zaved’me gamma rozděleńı.

Definice 2. Řekneme, že náhodná veličina X má gamma rozděleńı s parametry
n a λ, pokud má hustotu

f(x) = λn
xn−1

(n− 1)!
e−λxI(x > 0), ∀x ∈ R.

Znač́ıme X ∼ Γ(n,λ).

Poznámka. Povšimněme si, že exponenciálńı rozděleńı je speciálńım př́ıpadem
gamma rozdělěńı, přesněji, rozděleńı Exp(λ) odpov́ıdá rozdělěńı Γ(1,λ).

Zaměřme se nyńı na základńı charakteristiky gamma rozděleńı.

Tvrzeńı 3. Necht’ X ∼ Γ(n,λ). Pak plat́ı

EX =
n

λ
, (1.5)

EXk =
(k + n− 1)!

(n− 1)!

1

λk
, (1.6)

varX =
1

λ2
. (1.7)

D̊ukaz. Označme f hustotu náhodně veličiny X a postupujeme obdobně jako
v d̊ukazu tvrzeńı 2. Tedy rovnost (1.5) plyne z

EX =

∫

R

xf(x)dx =

∫ ∞

0

xλn
xn−1

(n− 1)!
e−λxdx =

λn

(n− 1)!
Γ(n+ 1,λ)

=
λn

(n− 1)!

Γ(n + 1)

λn+1
=

n!

(n− 1)!

1

λ

=
n

λ
.
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Podobně vztah (1.6) spočteme jako

EXk =

∫

R

xkf(x)dx =

∫ ∞

0

xkλn
xn−1

(n− 1)!
e−λxdx

=
λn

(n− 1)!
Γ(k + n,λ) =

λn

(n− 1)!

Γ(k + n)

λk+n

=
(k + n− 1)!

(n− 1)!

1

λk
.

Vztah (1.7) pak plyne použit́ım (1.6) následovně

varX = EX2 − (EX)2 =
(n+ 1)!

(n− 1)!

1

λ2
−
n2

λ2
=
n(n + 1)− n2

λ2

=
n

λ2
.

k

K výpočtu distribučńı funkce náhodné veličiny s gamma rozděleńım budeme
potřebovat následuj́ıćı integrál.

Lemma 4. Plat́ı

∫ x

0

yne−yady =
n!

an+1
− e−xa

n∑

k=0

n!

k!

xk

an−k+1
, ∀n ∈ N0, ∀a ∈ R, ∀x ≥ 0.

D̊ukaz. Postupujme indukćı dle n.
a) Pro př́ıpad n = 0 jednoduše spočteme

∫ x

0

e−yady =

[
e−ya

−a

]x

0

=
1

a
−
e−xa

a
.

b) Z předpokládané platnosti pro n dokážeme platnost pro n + 1 následuj́ıćım
zp̊usobem

∫ x

0

yn+1e−yady =

[
yn+1e−ya

−a

]x

0

+
n+ 1

a

∫ x

0

yne−yady

= −
xn+1e−xa

a
+
n+ 1

a

(

n!

an+1
− e−xa

n∑

k=0

n!

k!

xk

an−k+1

)

= −
xn+1e−xa

a
+

(n+ 1)!

an+2
− e−xa

n∑

k=0

(n+ 1)!

k!

xk

an+1−k+1

=
(n+ 1)!

an+2
− e−xa

n+1∑

k=0

(n+ 1)!

k!

xk

an+1−k+1
.

k

A nyńı k výpočtu distribučńı funkce náhodné veličiny s gamma rozděleńım.
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Tvrzeńı 5. Náhodná veličina X ∼ Γ(n,λ) má distribučńı funkci

F (x) =

{

1− e−λx
∑n−1

i=0
xiλi

i!
, x > 0,

0, jinak.

D̊ukaz. Hustotu náhodné veličiny X si označme f . Pro x > 0 pak plat́ı

F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt =

∫ x

0

λn
tn−1

(n− 1)!
e−λtdt =

λn

(n− 1)!

∫ x

0

tn−1e−λtdt,

což se dle lemmatu 4 rovná

F (x) =
λn

(n− 1)!

(

(n− 1)!

λn
− e−λx

n−1∑

i=0

(n− 1)!

i!

xi

λn−i

)

= 1− e−λx
n−1∑

i=0

xiλi

i!
.

Pokud x ≤ 0, pak

F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt = 0.

k

1.3 Charakteristická funkce

Dále budeme pracovat také s charakteristickou funkćı náhodné veličiny, a proto
si ji na tomto mı́stě zaved’me.

Definice 3. Charakteristickou funkćı náhodné veličiny X rozumı́me funkci danou
předpisem

ΨX(t) = Ee−itX , ∀t ∈ R,

kde symbol i znač́ı imaginárńı jednotku.

Tvrzeńı 6. Pro charakteristickou funkci ΨX(t) náhodné veličiny X ∼ Exp(λ)
plat́ı

ΨX(t) =
1

1− it
λ

, ∀t ∈ R.

D̊ukaz. Př́ımým výpočtem dostáváme

ΨX(t) = EeitX =

∫ ∞

0

eitxλe−λxdx = λ

∫ ∞

0

e−x(λ−it)dx

= λ

[
e−x(λ−it)

it− λ

]∞

0

=
λ

λ− it

=
1

1− it
λ

.
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k

Ještě si spočtěme charakteristickou funkci pro rozděleńı gamma.

Tvrzeńı 7. Necht’ X ∼ Γ(n,λ). Pak lze jej́ı charakteristickou funkci ΨX(t)
vyjádřit jako

ΨX(t) =

(
1

1− it
λ

)n

, ∀t ∈ R.

D̊ukaz. Poč́ıtejme z definice charakteristické funkce

ΨX(t) = EeitX =

∫ ∞

0

eitxλn
xn−1

(n− 1)!
e−λxdx =

λn

(n− 1)!

∫ ∞

0

xn−1e−x(λ−it)dx

=
λn

(n− 1)!
Γ(n,λ− it) =

λn

(n− 1)!

(n− 1)!

(λ− it)n
=

(
λ

λ− it

)n

=

(
1

1− it
λ

)n

.

k

Pro charakteristické funkce budeme použ́ıvat následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 8. Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny s charakteristickými
funkcemi ΨXi

(t), i = 1, . . . , n. Pak náhodná veličina X =
∑n

i=1Xi má charakter-
istickou funkci

ΨX(t) =

n∏

i=1

ΨXi
(t), ∀t ∈ R.

D̊ukaz. S využit́ım nezávislosti máme

ΨX(t) = Eeit
∑n

i=1
Xi = E

n∏

i=1

eitXi =
n∏

i=1

EeitXi

=

n∏

i=1

ΨXi
(t).

k

1.4 Věta o konvoluci

Stěžejńım krokem při odvozováńı hustoty součtu nezávislých náhodných veličin
bude věta o konvoluci, kterou si nyńı dokážeme.

Věta 9. Necht’ náhodná veličina X má hustotu fX a necht’ náhodná veličina Y
má hustotu fY . Necht’ X a Y jsou nezávislé. Potom náhodná veličina X + Y má
hustotu

fX+Y (z) =

∫

R

fX(u)fY (z − u)du, ∀z ∈ R.

7



D̊ukaz. Definujme zobrazeńı t : R2 → R
2 předpisem

t(x,y) = (x+ y,x).

Toto zobrazeńı je lineárńı a zřejmě existuje inverzńı zobrazeńı t−1 = τ , pro které
plat́ı

τ(z,u) = (u,z − u) = (z,u)

(
0 1
1 −1

)

.

Tedy jakobián Dτ zobrazeńı τ spočteme jako

Dτ = det

(
0 1
1 −1

)

= −1.

Náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé, z čehož plyne, že pro sdruženou hustotu
fX,Y vektoru (X,Y ) plat́ı

fX,Y (x,y) = fX(x)fY (y), ∀x ∈ R, ∀y ∈ R.

Dle věty o transformaci náhodného vektoru (viz Anděl, 2007, Věta 3.7) má
náhodný vektor (X + Y,X) = t(X,Y ) hustotu

fX+Y,X(z,u) = fX,Y (τ(z,u)) |Dτ | = fX,Y (u,z − u) = fX(u)fY (z − u).

Marginálńı hustotu fX+Y pak dostaneme ze sdružené integrováńım

fX+Y (z) =

∫

R

fX(u)fY (z − u)du,

což je tvrzeńı věty.
k
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Kapitola 2

Součty nezávislých

exponenciálńıch náhodných

veličin

V této kapitole spočteme hustoty pro několik př́ıpad̊u součtu nezávislých
náhodných veličiny s exponenciálńım rozděleńım.

2.1 Stejně rozdělené

Začněme se zabývat př́ıpadem, kdy jsou všechny veličiny stejně rozdělené.

Věta 10. Necht’ X1, . . . ,XM ,M ≥ 1, jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny s exponenciálńım rozděleńım s parametrem λ. Necht’ X =

∑M

i=1Xi. Pak
X má hustotu

fX(x) = λM
xM−1

(M − 1)!
e−λxI(x > 0), ∀x ∈ R. (2.1)

D̊ukaz. Označme fXi
hustotu veličiny Xi a postupujme indukćı podle M . Pro

M = 1 je tvrzeńı zřejmé avšak samotnou indukci započneme až proM = 2, nebot’

nám to dá návod jak postupovat v indukčńım kroku.
a) Necht’ tedy M = 2. Pro hustoty veličin X1, X2 plat́ı

fX1
(x) = fX2

(x) = λe−λxI(x > 0).

Hustotu fX veličiny X nyńı spočteme pomoćı věty 9 o konvoluci. Podle té plat́ı

fX(x) =

∫

R

fX1
(z)fX2

(x− z)dz

=

∫ x

0

λe−λzλe−λ(x−z)dz

= λ2xe−λx, x > 0.

b) Předpokládáme, že tvrzeńı plat́ı pro M a chceme ho dokázat pro M + 1. Pro
zjednodušeńı označme

Y =
M∑

i=1

Xi.
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Tedy zkoumáme hustotu veličiny X , která se dá zapsat následuj́ıćım součtem

X = Y +XM+1.

Nyńı postupujeme analogicky jako v bodě a) a dostáváme

fX(x) =

∫

R

fY (z)fXM+1
(x− z)dz

=

∫ x

0

λM
zM−1

(M − 1)!
e−λzλe−λ(x−z)dz

= λM+1e−λx
1

(M − 1)!

∫ x

0

zM−1dz

= λM+1e−λx
1

(M − 1)!

[
zM

M

]x

0

= λM+1x
M

M !
e−λx, x > 0.

k

Poznámka. Povšimněme si, že hustota (2.1) odpov́ıdá náhodné veličině s gamma
rozděleńım s parametry M a λ.

Př́ımým d̊usledkem tohoto poznatku je výpočet hustoty pro součet nezávislých
náhodných veličin s gamma rozděleńım s obecně r̊uznými parametry n a shodným
parametrem λ.

Věta 11. Necht’ X1, . . . ,XM ,M ≥ 1, jsou nezávislé náhodné veličiny. Dále necht’

Xi ∼ Γ(ni,λ) pro všechna i = 1, . . . ,M . Označme N =
∑M

i=1 ni. Potom pro

náhodnou veličinu X =
∑M

i=1Xi plat́ı X ∼ Γ(N,λ).

D̊ukaz. Podle poznámky pod větou 10 v́ıme, že pro každé i = 1, . . . ,M má
náhodná veličina Xi stejné rozděleńı jako náhodná veličina

∑ni

j=1 Yj, kde plat́ı

Yj ∼ Exp(λ). Tedy X má stejné rozděleńı jako
∑M

i=1

∑ni

j=1 Yj. To však odpov́ıdá
součtu N nezávislých náhodných veličin s rozděleńım Exp(λ). Opět dle poznámky
pod větou 10 má takovýto součet rozděleńı Γ(N,λ), z čehož plyne tvrzeńı věty.

k

2.2 Nestejně rozdělené

Nyńı se pod́ıvejme na situaci, kdy maj́ı všechny veličiny navzájem r̊uzné
středńı hodnoty. Výsledek byl převzat z již zmiňovaného článku (Nadarajah,
2008) a část postupu byla založena na úvahách z knihy (Ross, 1997, kap. 5.2.4).

Věta 12. Necht’ X1, . . . ,XM ,M ≥ 1, jsou nezávislé náhodné veličiny a necht’

Xm ∼ Exp(λm), m = 1, . . . ,M. Uvažme náhodnou veličinu X =
∑M

i=1Xi. Pokud
λi 6= λj pro i 6= j, i,j = 1, . . . ,M, pak X má hustotu

fX(x) =
M∏

i=1

λi

M∑

j=1

e−λjx
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)
I(x > 0), ∀x ∈ R. (2.2)

10



D̊ukaz. Opět postupujeme indukćı dle M s t́ım, že tvrzeńı je zřejmé pro M = 1 a
indukci začneme pro př́ıpadM = 2, který dává návod jak pokračovat v indukčńım
kroku.
a) Nejprve tedy uvažme př́ıpad M = 2.
Hustoty veličin X1, X2 vypadaj́ı následovně

fX1
(x) = λ1e

−λ1xI(x > 0),

fX2
(x) = λ2e

−λ2xI(x > 0).

Nyńı za pomoci věty 9 o konvoluci

fX(x) =

∫

R

fX1
(z)fX2

(x− z)dz

=

∫ x

0

λ1λ2e
−(λ1z+λ2(x−z))dz

= λ1λ2e
−λ2x

∫ x

0

ez(λ2−λ1)dz

= λ1λ2e
−λ2x

[
ez(λ2−λ1)

λ2 − λ1

]x

0

= λ1λ2e
−λ2x

ex(λ2−λ1) − 1

λ2 − λ1

= λ1λ2

(
e−λ1x

λ2 − λ1
+

e−λ2x

λ1 − λ2

)

, x > 0.

b) Nyńı předpokládejme, že rovnost (2.2) plat́ı pro M . Dokažme ji pro M + 1.
Bez újmy na obecnosti lze veličiny Xi seřadit tak, aby

λ1 > λ2 > · · · > λM+1. (2.3)

Na začátek zaved’me náhodnou veličinu Y předpisem

Y =

M∑

i=1

Xi.

Můžeme pak náhodnou veličinu X zapsat jako součet

X = Y +XM+1.

11



Výslednou hustotu dostaneme obdobným postupem jako v bodě a), tedy

fX(x) =

∫

R

fXM+1
(x− z)fY (z)dz

=

∫ x

0

λM+1e
−λM+1(x−z)

M∏

i=1

λi

M∑

j=1

e−λjz
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)
dz

= λM+1e
−λM+1x

M∏

i=1

λi

∫ x

0

M∑

j=1

ez(λM+1−λj)

∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)
dz

=

M+1∏

i=1

λie
−λM+1x

M∑

j=1

(

1
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)

∫ x

0

ez(λM+1−λj)dz

)

=

M+1∏

i=1

λie
−λM+1x

M∑

j=1

(

1
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)

[
ez(λM+1−λj)

λM+1 − λj

]x

0

)

=
M+1∏

i=1

λie
−λM+1x

M∑

j=1

(

1
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)

ex(λM+1−λj) − 1

λM+1 − λj

)

=
M+1∏

i=1

λi

M∑

j=1

[

1
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)

(
e−λjx

λM+1 − λj
+

e−λM+1x

λj − λM+1

)]

=

M+1∏

i=1

λi







M∑

j=1

e−λjx
∏M+1

k=1,k 6=j (λk − λj)
+

M∑

j=1

e−λM+1x

λj − λM+1
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)






, (x > 0).

Obdobně však lze vźıt

Y ′ =
M+1∑

i=2

Xi.

Pak pro veličinu X ′, kterou zavedeme jako

X ′ = Y ′ +X1

zjevně plat́ı, že

X = X ′ a tedy fX(x) = fX′(x), ∀x ∈ R. (2.4)

Stejným postupem jako pro X dostáváme

fX′(x) =
M+1∏

i=1

λi







M+1∑

j=2

e−λjx
∏M+1

k=1,k 6=j (λk − λj)
+

M+1∑

j=2

e−λ1x

λj − λ1
∏M+1

k=2,k 6=j (λk − λj)






, (x > 0).
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Tedy z rovnosti (2.4) máme pro každé x > 0

M∑

j=1

e−λjx
∏M+1

k=1,k 6=j (λk − λj)
+ e−λM+1x

M∑

j=1

1

λj − λM+1
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)
=

M+1∑

j=2

e−λjx
∏M+1

k=1,k 6=j (λk − λj)
+ e−λ1x

M+1∑

j=2

1

λj − λ1
∏M+1

k=2,k 6=j (λk − λj)
.

Odečteńım stejných člen̊u z obou stran rovnosti obdrž́ıme

e−λ1x
∏M+1

k=2 (λk − λ1)
+ e−λM+1x

M∑

j=1

1

λj − λM+1
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)
=

e−λM+1x

∏M

k=1 (λk − λM+1)
+ e−λ1x

M+1∑

j=2

1

λj − λ1
∏M+1

k=2,k 6=j (λk − λj)
.

Nyńı vynásob́ıme obě strany rovnosti výrazem eλM+1x a dostaneme

e−(λ1−λM+1)x

∏M+1
k=2 (λk − λ1)

+
M∑

j=1

1

λj − λM+1
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)
=

1
∏M

k=1 (λk − λM+1)
+ e−(λ1−λM+1)x

M+1∑

j=2

1

λj − λ1
∏M+1

k=2,k 6=j (λk − λj)
. (2.5)

Jelikož rovnost plat́ı pro každé x > 0, plat́ı i pro x → +∞. Dı́ky uspořádáńı
zavedenému v (2.3) plat́ı

lim
x→∞

e−(λ1−λM+1)x = 0.

Použit́ım tohoto faktu na obě strany (2.5) máme

M∑

j=1

1

λj − λM+1
∏M

k=1,k 6=j (λk − λj)
=

1
∏M

k=1 (λk − λM+1)
. (2.6)

Vrat’me se nyńı k fX(x). Použit́ım (2.6) dostáváme

fX(x) =

M+1∏

i=1

λi

(
M∑

j=1

e−λjx
∏M+1

k=1,k 6=j (λk − λj)
+

e−λM+1x

∏M

k=1 (λk − λM+1)

)

=

M+1∏

i=1

λi

M+1∑

j=1

e−λjx
∏M+1

k=1,k 6=j (λk − λj)
.

k

Dále mějme veličiny takové, že K z nich má stejnou středńı hodnotu a N
daľśıch má odlǐsné a navzájem r̊uzné středńı hodnoty. Hustota takového součtu
se dá vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem.
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Věta 13. Necht’ Y1, . . . ,YK a Z1, . . . ,ZN , K, N ≥ 1, jsou nezávislé náhodné
veličiny. Necht’ Ym ∼ Exp(λ), m = 1, . . . ,K. Dále necht’ Zn ∼ Exp(λn), n =
1, . . . ,N. Necht’ Y =

∑K

m=1 Ym a Z =
∑N

n=1 Zn. Pokud λi 6= λj pro i 6= j, i, j =
1, . . . ,N, a dále λm 6= λ pro m = 1, . . . ,N , pak X = Y + Z má hustotu

fX(x) = λK
N∏

n=1

λn

N∑

j=1

[

e−λjx − e−λx
∑K−1

l=0

xl

l!(λ− λj)−l

]

∏N

k=1,k 6=j (λk − λj) (λ− λj)
K

I(x > 0), ∀x ∈ R.

D̊ukaz. Z věty 10 máme hustotu fY veličiny Y

fY (y) = λK
yK−1

(K − 1)!
e−λyI(y > 0).

Dále z věty 12 plat́ı pro hustotu fZ veličiny Z

fZ(z) =
N∏

n=1

λn

N∑

j=1

e−λjz
∏N

k=1,k 6=j (λk − λj)
I(z > 0).

Hustotu veličiny X nyńı spočteme pomoćı věty 9 o konvoluci.

fX(x) =

∫

R

fY (y)fZ(x− y)dy

=

∫ x

0

λK
yK−1

(K − 1)!
e−λy

N∏

n=1

λn

N∑

j=1

e−λj(x−y)
∏N

k=1,k 6=j (λk − λj)
dy

= λK
N∏

n=1

λn
1

(K − 1)!

∫ x

0

N∑

j=1

yK−1e−y(λ−λj )e−λjx
∏N

k=1,k 6=j (λk − λj)
dy

= λK
N∏

n=1

λn
1

(K − 1)!

N∑

j=1

(

e−λjx
∏N

k=1,k 6=j (λk − λj)

∫ x

0

yK−1e−y(λ−λj )dy

)

.

Použit́ım lemmatu 4 dostáváme

fX(x) = λK
N∏

n=1

λn
1

(K − 1)!

N∑

j=1

[

e−λjx
∏N

k=1,k 6=j (λk − λj)
(

(K − 1)!

(λ− λj)K
− e−x(λ−λj)

K−1∑

l=0

(K − 1)!

l!

xl

(λ− λj)K−l

)]

= λK
N∏

n=1

λn

N∑

j=1

[

e−λjx

(λ− λj)
K

− e−λx
∑K−1

l=0

xl

l!(λ− λj)K−l

]

∏N

k=1,k 6=j (λk − λj)

= λK
N∏

n=1

λn

N∑

j=1

[

e−λjx − e−λx
∑K−1

l=0

xl

l!(λ− λj)−l

]

∏N

k=1,k 6=j (λk − λj) (λ− λj)
K

.

k
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Poznámka. Povšimněme si, že pro K = 0 dostáváme situaci z věty 12 a skutečně

fX(x) =

N∏

n=1

λn

N∑

j=1

e−λjx
∏N

k=1,k 6=j (λk − λj)

odpov́ıdá hustotě uvedené v (2.2).

V situaci z věty 13 můžeme dospět k odlǐsnému vyjádřeńı, pokud budeme
postupovat pomoćı charakteristické funkce náhodné veličiny. Tento postup je in-
spirován článkem (Khuong a Kong, 2006). Nejprve si však formulujme pomocné
tvrzeńı, které budeme v postupu potřebovat.

Tvrzeńı 14. Bud’ F distribučńı funkce náhodné veličiny X taková, že F (x) = 0,
pro x ≤ 0. Označme ΨX jej́ı charakteristickou funkci a předpokládejme, že tato
je spojitá na R. Necht’ plat́ı

a) pro každé x > 0 existuje Newton̊uv integrál (N)

∫ ∞

−∞

e−itxΨX(t)dt,

b)

∣
∣
∣
∣
(N)

∫ ∞

T

e−itxΨX(t)dt+ (N)

∫ −T

−∞

e−itxΨX(t)dt

∣
∣
∣
∣

loc

⇒
T→∞

0, pro x > 0.

Potom má X hustotu

fX(x) =
1

2π
(N)

∫ ∞

−∞

e−itxΨX(t)dt, ∀x > 0.

D̊ukaz. Dle (Štěpán, 1987, II.7.15) plat́ı

F (x) = lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

1− e−itx

it
ΨX(t)dt, ∀x > 0.

Položme

FT (x) =
1

2π

∫ T

−T

1− e−itx

it
ΨX(t)dt, ∀x > 0.

Budeme poč́ıtat F ′
T (x) dle věty o derivaci integrálu podle parametru, a proto

ověřme jej́ı předpoklady. Označme h(x,t) =
1− e−itx

it
ΨX(t).

1) Pro každé x ∈ (0,∞) je h(x,t) měřitelná v t.

Zjevně plat́ı, že h(x,t) je spojitá pro každé t reálné kromě nuly. Poč́ıtejme

lim
t→0

h(x,t) = lim
t→0

1− e−itx

it
ΨX(t) = ΨX(0) lim

t→0

1− e−itx

it
.

Použit́ım L’Hospitalova pravidla máme

lim
t→0

1− eitx

it
= lim

t→0

ixe−itx

i
= x.

Celkem tedy

lim
t→0

h(x,t) = ΨX(0)x,

což je konečné pro každé x pevné. Tedy h(x,t) lze spojitě dodefinovat pro t rovno
nule, a proto je h(x,t) měřitelná pro každé x > 0.
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2) Pro každé t ∈ [−T,T ] je
∂h(x,t)

∂x
konečná.

Tedy poč́ıtejme

∂h(x,t)

∂x
= e−itxΨX(t).

To je konečné pro každé t ∈ [−T,T ] nebot’
∣
∣e−itxΨX(t)

∣
∣ ≤ |ΨX(t)| <∞, ∀t ∈ [−T,T ].

3) Existuje x0 ∈ (0,∞) tak, že
∫ T

−T
h(x0,t)dt je konečný.

Při ověřováńı podmı́nky 1) jsme ukázali, že h(x,t) lze spojitě dodefinovat na R a
tedy daný integrál je ze spojité funkce na kompaktu, tud́ıž nutně konečný, a to
dokonce pro libovolné x0.

4) Existuje g(x) ∈ L1([−T,T ]) tak, že pro všechna x ∈ (0,∞) a všechna

t ∈ [−T,T ] je

∣
∣
∣
∣

∂h(x,t)

∂x

∣
∣
∣
∣
≤ g(x).

Plat́ı, že ΨX(t) je spojitá na [−T,T ], tedy zde nabývá svého maxima K. Nyńı
∣
∣
∣
∣

∂h(x,t)

∂x

∣
∣
∣
∣
=
∣
∣e−itxΨX(t)

∣
∣ ≤ |ΨX(t)| ≤ K,

kde pro g(x) = K zjevně plat́ı, že g(x) ∈ L1([−T,T ]), nebot’ integrujeme spoji-
tou funkci na kompaktu. Dohromady tedy dle věty o derivováńı integrálu podle
parametru máme

F ′
T (x) =

1

2π

∫ T

−T

e−itxΨX(t)dt, ∀x > 0.

Dále z předpoklad̊u a) a b) plyne
∣
∣
∣
∣
(N)

∫ ∞

−∞

e−itxΨX(t)dt− (N)

∫ T

−T

e−itxΨX(t)dt

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
(N)

∫ ∞

T

e−itxΨX(t)dt+ (N)

∫ −T

−∞

e−itxΨX(t)dt

∣
∣
∣
∣

loc

⇒
T→∞

0, pro x > 0,

tedy

(N)

∫ T

−T

e−itxΨX(t)dt
loc

⇒
T→∞

(N)

∫ ∞

−∞

e−itxΨX(t)dt, pro x > 0.

Tud́ıž máme

F ′
T (x)

loc

⇒
T→∞

1

2π
(N)

∫ ∞

−∞

e−itxΨX(t)dt, pro x > 0.

Z věty o derivováńı stejnoměrně konvergentńıch řad odtud plyne, že F ′ existuje
na (0,∞) a F ′ = limT→∞ F ′

T , tedy

F ′(x) = f(x) =
1

2π
(N)

∫ ∞

−∞

e−itxΨX(t)dt, ∀x > 0,

což bylo tvrzeno.
k

A nyńı již k samotnému postupu.
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Věta 15. Mějme stejnou situaci jako ve větě 13. Hustotu veličiny X lze následně
vyjádřit jako

fX(x) =

N∑

n=1

Enλne
−λnx +

K∑

k=1

Akλ
ke−λx

xk−1

Γ(k)
, ∀x > 0,

kde

En =
1

(
1− λn

λ

)K

N∏

j=1
j 6=n

1

1− λn
λj

, n = 1, . . . ,N

a Ak, k = 1, . . . ,K vyhovuj́ı maticové rovnosti C−1D = A, kde

A = [A1, . . . ,AK ]
T ,

D = [D1, . . . ,DK ]
T ,

C = (Cij)
K

i,j=1 ,

přičemž

Dp =

(

1−
Bp

λ

)−K N∏

j=1

(

1−
Bp

λj

)−1

−

N∑

n=1

En

(

1−
Bp

λn

)−1

, p = 1, . . . ,K,

Cpk =

(

1−
Bp

λ

)−k

, p, k = 1, . . . , K

a Bp pro p = 1, . . . ,K jsou libovolně zvolené konstanty r̊uzné od λ a λn pro všechna
n = 1, . . . ,N .

D̊ukaz. V tvrzeńı 6 jsme ukázali, že má-li náhodná veličina U rozděleńı Exp(λ),
pak má charakteristickou funkci ΨU(t) danou předpisem

ΨU(t) =
1

1− it
λ

.

Dále využijeme toho, že náhodné veličiny Y1, . . . ,YK a Z1, . . . ,ZN , K, N ≥ 1, jsou
nezávislé, a tud́ıž charakteristická funkce jejich součtu se rovná součinu charak-
teristických funkćı jednotlivých sč́ıtanc̊u dle tvrzeńı 8 , neboli:

ΨX(t) =
K∏

k=1

1

1− it
λ

N∏

n=1

1

1− it
λn

=

(
1

1− it
λ

)K N∏

n=1

1

1− it
λn

. (2.7)

Nyńı upravujme charakteristickou funkci ΨX(t) do tvaru součtu namı́sto součinu.
Toho dosáhneme rozkladem na parciálńı zlomky. Tedy dostáváme

ΨX(t) =
1

(
1− it

λ

)K

1
∏N

n=1

(

1− it
λn

) =
N∑

n=1

En
(

1− it
λn

) +
K∑

k=1

Ak
(
1− it

λ

)k
,
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pro nějaká En, n = 1, . . . ,N a Ak, k = 1, . . . ,K, která nyńı dopočteme dosazováńım
do rovnosti

1 =
N∑

n=1

En

(

1−
it

λ

)K N∏

j=1
j 6=n

(

1−
it

λj

)

+
K∑

k=1

Ak

(

1−
it

λ

)K−k N∏

j=1

(

1−
it

λj

)

.

(2.8)

Snadno nahlédneme, že dosazeńım tn = λn
i
, n = 1, . . . ,N , do (2.8) dostáváme pro

každé n = 1, . . . ,N

1 = En

(

1−
λn
λ

)K N∏

j=1
j 6=n

(

1−
λn
λj

)

⇒ En =
1

(
1− λn

λ

)K∏N

j=1,j 6=n

(

1− λn
λj

) =
1

(
1− λn

λ

)K

N∏

j=1
j 6=n

1

1− λn
λj

.

Dosad’me nyńı do (2.8) K r̊uzných hodnot tp, p = 1, . . . ,K, pro které nav́ıc plat́ı,
že itp 6= λ a zároveň itp 6= λn, n = 1, . . . ,N . Označme Bp = itp. Dostáváme pro
p = 1, . . . , K soustavu K rovnic tvaru

1 =

N∑

n=1

En

(

1−
Bp

λ

)K N∏

j=1
j 6=n

(

1−
Bp

λj

)

+

K∑

k=1

Ak

(

1−
Bp

λ

)K−k N∏

j=1

(

1−
Bp

λj

)

.

(2.9)

Každá z těchto rovnic se dá ekvivalentně zapsat jako

(

1−
Bp

λ

)−K N∏

j=1

(

1−
Bp

λj

)−1

=
N∑

n=1

En

(

1−
Bp

λn

)−1

+
K∑

k=1

Ak

(

1−
Bp

λ

)−k

,

neboli

(

1−
Bp

λ

)−K N∏

j=1

(

1−
Bp

λj

)−1

−

N∑

n=1

En

(

1−
Bp

λn

)−1

=

K∑

k=1

Ak

(

1−
Bp

λ

)−k

.

Označme nyńı

Dp =

(

1−
Bp

λ

)−K N∏

j=1

(

1−
Bp

λj

)−1

−

N∑

n=1

En

(

1−
Bp

λn

)−1

, p = 1, . . . ,K,

Cpk =

(

1−
Bp

λ

)−k

, p, k = 1, . . . , K.

Soustavu rovnic (2.9) máme nyńı ve tvaru

Dp =
K∑

k=1

CpkAk, p = 1, . . . ,K,
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což odpov́ıdá maticovému zápisu D = CA, pokud zavedeme značeńı

D = (D1, . . . ,DK)
T ,

A = (A1, . . . ,AK)
T ,

C = (Cpk)
K

p,k=1 .

Spočtěme nyńı determinant matice C. Označme

cp =

(

1−
Bp

λ

)−1

, p = 1, . . . , K.

Pak C je matice tvaru

C =








c1 c21 . . . cK1
c2 c22 . . . cK2
...

...
. . .

...
cK c2K . . . cKK







.

Dle základńıch pravidel pro poč́ıtáńı determinantu plat́ı

detC =

K∏

p=1

cp det








1 c1 . . . cK−1
1

1 c2 . . . cK−1
2

...
...

. . .
...

1 cK . . . cK−1
K







. (2.10)

Označ́ıme si C ′ matici vzniklou v (2.10). Determinant C ′ je znám jako Vander-
mond̊uv determinant a plat́ı pro něj

detC ′ =

K∏

i,j=1
i>j

(ci − cj),

což najdeme např́ıklad v (Bečvář, 2010, 15.7). Z (2.10) tedy dostáváme

detC =
K∏

p=1

cp

K∏

i,j=1
i>j

(ci − cj).

Z volby Bp však v́ıme, že všechny hodnoty cp jsou navzájem r̊uzné a nenulové pro
p = 1, . . . ,K. Žádný z činitel̊u tedy neńı roven nule, a proto detC 6= 0. To nám
ovšem stač́ı k tomu, aby k matici C existovala inverzńı matice C−1 a koeficienty
Ak následně dopoč́ıtáme z rovnosti C−1D = A. Máme tedy nyńı charakteristickou
funkci ΨX(t) z (2.7) ve tvaru

ΨX(t) =
N∑

n=1

En
(

1− it
λn

) +
K∑

k=1

Ak
(
1− it

λ

)k
.

Označme F distribučńı funkci náhodné veličiny X . Tato F je identicky rovna
nule na intervalu (−∞,0], nebot’ jde o distribučńı funkci součtu exponenciálńıch

19



náhodných veličin, které maj́ı nenulovou hustotu pouze pro x > 0. Pokud jsou
splněny předpoklady tvrzeńı 14, pak lze hustotu f veličiny X poč́ıtat jako

f(x) =
1

2π
(N)

∫ ∞

−∞

e−itxΨX(t)dt, ∀x > 0. (2.11)

Pojd’me se nyńı pod́ıvat, zda jsou podmı́nky splněny.

a) Pro každé x > 0 existuje Newton̊uv integrál (N)
∫∞

−∞
e−itxΨX(t)dt.

Upravujme výraz

∫ ∞

−∞

e−itxΨX(t)dt =

∫ ∞

−∞

e−itx





N∑

n=1

En
(

1− it
λn

) +

K∑

k=1

Ak
(
1− it

λ

)k





=
N∑

n=1

Enλn

∫ ∞

−∞

e−itx

λn − it
dt

︸ ︷︷ ︸

I

+
K∑

k=1

Akλ
k

∫ ∞

−∞

e−itx

(λ− it)k
dt

︸ ︷︷ ︸

Jk

.

(2.12)

Vyšetřujme postupně existenci I a Jk. Nejprve

I =

∫ ∞

−∞

e−itx

λn − it
dt =

∫ ∞

−∞

e−itx

λn − it

λn + it

λn + it
dt =

∫ ∞

−∞

e−itx(λn + it)

λ2n + t2
dt

= λn

∫ ∞

−∞

e−itx

λ2n + t2
dt

︸ ︷︷ ︸

I1

+i

∫ ∞

−∞

te−itx

λ2n + t2
dt

︸ ︷︷ ︸

I2

. (2.13)

Nyńı I1 má spojitý integrand a plat́ı

|I1| ≤

∫ ∞

−∞

|e−itx|

λ2n + t2
dt =

∫ ∞

−∞

1

λ2n + t2
dt.

Integrál vpravo existuje jako Lebesgue̊uv, tedy ze srovnávaćıho kritéria i I1 exis-
tuje jako Lebesgue̊uv, a tedy d́ıky spojitosti integrandu i jako Newton̊uv. Integrál
I2 existuje jako Newton̊uv na základě Dirichletova kritéria (viz Veselý, 2009, věta
11.6.10), pokud ověř́ıme předpoklady.

1) Funkce t 7→ e−itx má omezenou primitivńı funkci na R.

Primitivńı funkce k e−itx je
e−itx

−ix
a plat́ı

∣
∣
∣
∣

e−itx

−ix

∣
∣
∣
∣
=

1

x
<∞, pro x > 0.

2) Funkce g(t) =
t

λ2n + t2
má spojitou derivaci, je monotonńı na okoĺı ∞ a −∞

a limt→∞ g(t) = limt→−∞ g(t) = 0.
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Zřejmě dané limity jsou rovny nule. Dále poč́ıtejme

g′(t) =
(λ2n + t2)− 2t2

(λ2n + t2)2
=

λ2n − t2

(λ2n + t2)2
,

což je spojitá funkce a plat́ı

g′(t) < 0, |t| > |λn| ,

č́ımž jsou ověřeny všechny předpoklady Dirichletova kritéria. Tedy I existuje
jako Newton̊uv integrál. Zaměřme se nyńı na integrály Jk. Nejprve si všimneme,
že J1 odpov́ıdá integrálu I, kde roli λn nyńı hraje λ, což jsou ale z hlediska
integrace konstanty a existence integrálu na nich zcela jistě nezáviśı. Necht’ dále
k je alespoň 2. Analogicky jako postup (2.13) u I máme

Jk =

∫ ∞

−∞

e−itx

(λ− it)k
dt =

∫ ∞

−∞

e−itx

(λ− it)k
(λ+ it)k

(λ+ it)k
dt =

∫ ∞

−∞

e−itx(λ+ it)k

(λ2 + t2)k
dt

=

∫ ∞

−∞

e−itx
∑k

j=0

(
k

j

)
(it)jλk−j

(λ2 + t2)k
dt =

k∑

j=0

(
k

j

)

ijλk−j
∫ ∞

−∞

e−itxtj

(λ2 + t2)k
dt

= λk
∫ ∞

−∞

e−itx

(λ2 + t2)k
dt

︸ ︷︷ ︸

Jk,0

+
k∑

j=1

(
k

j

)

ijλk−j
∫ ∞

−∞

e−itxtj

(λ2 + t2)k
dt

︸ ︷︷ ︸

Jk,j

. (2.14)

Stejnou úvahou jako pro I1 máme

|Jk,0| ≤

∫ ∞

−∞

|e−itx|

(λ2 + t2)k
dt =

∫ ∞

−∞

1

(λ2 + t2)k
dt,

kde posledńı integrál existuje jako Lebesgue̊uv, tedy i Jk,0 existuje jako Lebesgue̊uv
a ze spojitosti integrandu existuje jako Newton̊uv. Integrály Jk,j, j = 1, . . . ,k,
existuj́ı jako Newtonovy dle Dirichletova kritéria (Veselý, 2009, věta 11.6.10)
podobně, jako jsme ukazovali existenci integrálu I2. Již jsme ukázali, že e−itx má

omezenou primitivńı funkci na R. Nyńı ukažme, že funkce hk,j(t) =
tj

(λ2 + t2)k

maj́ı spojitou derivaci, jsou monotonńı na okoĺı ∞ a −∞ a limt→∞ hk,j(t) =
limt→−∞ hkj (t) = 0. Vzhledem k tomu, že j nabývá hodnot od 1 do k, máme

hk,j(t) =
tj

(λ2 + t2)k
=

tj
∑k

l=0

(
k

l

)
λ2lt2k−2l

=
tj−2k

∑k

l=0

(
k

l

)
λ2lt−2l

=
tj−2k

1 +
∑k

l=1

(
k

l

)
λ2lt−2l

t→±∞
→

0

1
= 0.

Spočtěme nyńı

h′k,j(t) =
jtj−1(λ2 + t2)k − tjk(λ2 + t2)k−12t

(λ2 + t2)2k
,

což je opět spojitá funkce, kde jmenovatel je kladný pro všechna t. Upravujme
nyńı čitatel

jtj−1(λ2 + t2)k − tjk(λ2 + t2)k−12t = tj−1(λ2 + t2)k−1
[
j(λ2 + t2)− 2kt2

]

= tj−1 (λ2 + t2)k−1

︸ ︷︷ ︸

>0



jλ2 + (j − 2k)t2
︸ ︷︷ ︸

<0



 .
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Jistě existuje t0 kladné takové, že pro všechny t, pro které plat́ı |t| > t0, je
celý výraz [jλ2 + (j − 2k)t2] záporný. Uvažme nyńı j liché. Potom tj−1 > 0, pro
t < 0. Dohromady tedy h′k,j(t) < 0, pro t < −t0, tedy hk,j(t) je monotonńı na
okoĺı −∞. Obdobně tj−1 > 0, pro t > 0, z čehož h′k,j(t) < 0, pro t > t0, tedy
hk,j(t) je monotonńı také na okoĺı ∞. Pro j sudé pak tj−1 < 0, pro t < 0, a máme
h′k,j(t) > 0, pro t < −t0, a opět hk,j(t) je monotonńı na okoĺı −∞. Konečně
tj−1 > 0, pro t > 0, celkem tedy h′k,j(t) < 0, pro t > t0, a tedy hk,j(t) je opět
monotonńı také na okoĺı ∞.
b) Potřebujeme ukázat, že

∣
∣
∣
∣
(N)

∫ ∞

T

e−itxΨX(t)dt+ (N)

∫ −T

−∞

e−itxΨX(t)dt

∣
∣
∣
∣

loc

⇒
T→∞

0, pro x > 0. (2.15)

Plat́ı
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itxΨX(t)dt+

∫ −T

−∞

e−itxΨX(t)dt

∣
∣
∣
∣

≤

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itxΨX(t)dt

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

∫ −T

−∞

e−itxΨX(t)dt

∣
∣
∣
∣

a ukážeme, že oba sč́ıtance jdou k nule. Budeme však vyšetřovat pouze prvńı
z nich, nebot’ úvahy pro druhý jsou zcela analogické. Stejným postupem jako v
(2.12) dostáváme

∫ ∞

T

e−itxΨX(t)dt =

N∑

n=1

Enλn

∫ ∞

T

e−itx

λn − it
dt

︸ ︷︷ ︸

U

+

K∑

k=1

Akλ
k

∫ ∞

T

e−itx

(λ− it)k
dt

︸ ︷︷ ︸

Vk

.

Užit́ım rozkladu dle (2.13) máme pro U

U = λn

∫ ∞

T

e−itx

λ2n + t2
dt

︸ ︷︷ ︸

U1

+i

∫ ∞

T

te−itx

λ2n + t2
dt

︸ ︷︷ ︸

U2

.

Očividně však

|U1| ≤

∫ ∞

T

|e−itx|

λ2n + t2
dt =

∫ ∞

T

1

λ2n + t2
dt

loc

⇒
T→∞

0, x > 0.

Zaj́ımá nás limitńı chováńı pro T → ∞ a lze tedy předpokládat, že T > 1. Pak
lze U2 zjednodušit, nebot’ plat́ı
∣
∣
∣
∣
U2 −

∫ ∞

T

te−itx

t2
dt

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

te−itx

λ2n + t2
dt−

∫ ∞

T

te−itx

t2
dt

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

t3e−itx − t3e−itx − λ2nte
−itx

t2(λ2n + t2)
dt

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

−λ2ne
−itx

t(λ2n + t2)
dt

∣
∣
∣
∣

≤ λ2n

∫ ∞

T

|e−itx|

t(λ2n + t2)
dt

= λ2n

∫ ∞

T

dt

t(λ2n + t2)

loc

⇒
T→∞

0, x > 0.
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Zbývá tud́ıž ukázat, že
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

te−itx

t2
dt

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itx

t
dt

∣
∣
∣
∣

loc

⇒
T→∞

0, x > 0.

Užit́ım substituce u = tx dostaneme
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itx

t
dt

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

Tx

e−iu

u
du

∣
∣
∣
∣

⇒
T→∞

0, x ∈ [a,∞), ∀a > 0,

tedy
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itx

t
dt

∣
∣
∣
∣

loc

⇒
T→∞

0, x > 0,

č́ımž jsme ukázali, že U2

loc

⇒
T→∞

0, x > 0. Podobně pro Vk, k = 1, . . . ,K, máme dle

(2.14) rozklad

Vk = λk
∫ ∞

T

e−itx

(λ2 + t2)k
dt

︸ ︷︷ ︸

Vk,0

+
k∑

j=1

(
k

j

)

ijλk−j
∫ ∞

T

e−itxtj

(λ2 + t2)k
dt

︸ ︷︷ ︸

Vk,j

.

Pro Vk,0 užijeme podobný postup jako pro U1. Tedy

|Vk,0| ≤

∫ ∞

T

|e−itx|

(λ2 + t2)k
dt =

∫ ∞

T

1

(λ2 + t2)k
dt

loc

⇒
T→∞

0, x > 0.

Integrály Vk,j jdou opět zjednodušit jako U2, pokud předpokládáme, že T > 1.
Plat́ı totiž

∣
∣
∣
∣
Vk,j −

∫ ∞

T

tje−itx

t2k
dt

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itxtj

(λ2 + t2)k
dt−

∫ ∞

T

tje−itx

t2k
dt

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itxtj+2k − e−itxtj(λ2 + t2)k

t2k(λ2 + t2)k
dt

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itxtj+2k − e−itxtj
∑k

l=0

(
k

l

)
λ2lt2k−2l

t2k(λ2 + t2)k
dt

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

−e−itxtj
∑k

l=1

(
k

l

)
λ2lt2k−2l

t2k(λ2 + t2)k
dt

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

−e−itxtj
∑k

l=1

(
k

l

)
λ2lt−2l

(λ2 + t2)k
dt

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

k∑

l=1

(
k

l

)

λ2l
∫ ∞

T

−e−itxtj−2l

(λ2 + t2)k
dt

∣
∣
∣
∣
∣

≤

k∑

l=1

(
k

l

)

λ2l
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

−e−itxtj−2l

(λ2 + t2)k
dt

∣
∣
∣
∣

≤

k∑

l=1

(
k

l

)

λ2l
∫ ∞

T

∣
∣e−itxtj−2l

∣
∣

(λ2 + t2)k
dt

=
k∑

l=1

(
k

l

)

λ2l
∫ ∞

T

∣
∣tj−2l

∣
∣

(λ2 + t2)k
dt
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a dále

∫ ∞

T

∣
∣tj−2l

∣
∣

(λ2 + t2)k
dt

loc

⇒
T→∞

0, x > 0

a to pro každé k = 1, . . . ,K, j, l = 1, . . . ,k, nebot’ j nabývá hodnot 1, . . . ,k, tedy
j − 2l < 2k − 1. Celkem tedy

∣
∣
∣
∣
Vk,j −

∫ ∞

T

tje−itx

t2k
dt

∣
∣
∣
∣

loc

⇒
T→∞

0, x > 0.

Stač́ı tedy vyšetřit

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

tje−itx

t2k
dt

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itx

t2k−j
dt

∣
∣
∣
∣

loc

⇒
T→∞

0, x > 0.

Využit́ım substituce v = tx dostaneme

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itx

t2k−j
dt

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

Tx

e−iv

v2k−j
x2k−j−1dv

∣
∣
∣
∣

⇒
T→∞

0,

pro x ∈ [a,b], kde a > 0, b <∞, a < b. Tedy

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

T

e−itx

t2k−j
dt

∣
∣
∣
∣

loc

⇒
T→∞

0, x > 0.

Úhrnem je tedy splněna podmı́nka b) tak, jak je uvedena v (2.15). Můžeme tedy
poč́ıtat hustotu fX(x) tak, jak je uvedeno v (2.11), tedy

fX(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

e−itxΨX(t)dt.

Opět z rozkladu (2.12) máme

fX(x) =
1

2π

N∑

n=1

Enλn

∫ ∞

−∞

e−itx

λn − it
dt

︸ ︷︷ ︸

I

+
1

2π

K∑

k=1

Akλ
k

∫ ∞

−∞

e−itx

(λ− it)k
dt

︸ ︷︷ ︸

Jk

(2.16)

a v́ıme z (2.13), že pro I plat́ı

I = λn

∫ ∞

−∞

e−itx

λ2n + t2
dt

︸ ︷︷ ︸

I1

+i

∫ ∞

−∞

te−itx

λ2n + t2
dt

︸ ︷︷ ︸

I2

.

Poč́ıtejme nyńı postupně I1 a I2. Nejprve užit́ım substituce −t = z máme

I1 =

∫ ∞

−∞

eizx

λ2n + z2
dz.

Uvažme v C pro libovolné R > 0 křivku

ϕR(t) = Reit, t ∈ [0,π]
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a definujme křivku

ψR = [−R,R] + ϕR.

Dále plat́ı, že funkce h1(z) =
eizx

λ2n + z2
je holomorfńı na C\{−iλn,iλn} a v bodech

{−iλn,iλn} jsou póly násobnosti 1. Dle reziduové věty (Veselý, 2000, věta 7.2.5)
je

∫

ψR

h1 = 2πi resiλnh1.

Spočtěme nyńı př́ıslušné reziduum.

resiλnh1 = lim
z→iλn

(z − iλn)f(z) = lim
z→iλn

eizx

z + iλn
=
e−λnx

2iλn
.

Z linearity křivkového integrálu pak máme

∫

ψR

h1 =

∫

[−R,R]

h1 +

∫

ϕR

h1 =
πe−λnx

λn
. (2.17)

Dle Jordanova lemmatu (Veselý, 2000, lemma 7.4.1) plat́ı, že

lim
R→∞

∫

ϕR

h1 = 0. (2.18)

Provedeme-li limitńı přechod pro R → ∞ na (2.17), dostáváme s použit́ım (2.18)

I1 =

∫ ∞

−∞

h1 =
πe−λnx

λn
.

Obdobným zp̊usobem poč́ıtejme I2. Opět použit́ım substituce −t = z máme

I2 = −

∫ ∞

−∞

zeizx

λ2n + z2
dz.

Dále funkce h2(z) =
zeizx

λ2n + z2
je holomorfńı naC\{−iλn,iλn} a v bodech {−iλn,iλn}

jsou póly násobnosti 1. Opět dle reziduové věty je
∫

ψR

h2 = 2πi resiλnh2

a pro př́ıslušné reziduum plat́ı

resiλnh2 = lim
z→iλn

(z − iλn)f(z) = lim
z→iλn

zeizx

z + iλn
=
iλne

−λnx

2iλn
=
e−λnx

2
.

Dále opět z linearity křivkového integrálu máme
∫

ψR

h2 =

∫

[−R,R]

h2 +

∫

ϕR

h2 = πie−λnx (2.19)
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a z Jordanova lemmatu (Veselý, 2000, lemma 7.4.1) také máme

lim
R→∞

∫

ϕR

h2 = 0. (2.20)

Limitńım přechodem pro R → ∞ v (2.19) máme s ohledem na (2.20)

I2 = −

∫ ∞

−∞

h2 = −πie−λnx.

Celkem tedy

I = λn
πe−λnx

λn
− iπie−λnx = 2πe−λnx.

Zbývá tedy dopoč́ıtat integrály Jk. Je vidět, že integrál J1 je až na záměnu λ a λn
shodný s integrálem I a tedy J1 = 2πe−λx. Pro k alespoň 2 poč́ıtejme per partes

Jk =

∫ ∞

−∞

e−itx

(λ− it)k
dt =

[
1

−(k − 1)(−i)

e−itx

(λ− it)k−1

]∞

−∞

+

∫ ∞

−∞

−ix

(k − 1)(−i)

e−itx

(λ− it)k−1
dt =

x

(k − 1)

∫ ∞

−∞

e−itx

(λ− it)k−1
dt

=
x

(k − 1)
Jk−1.

Toto ovšem plat́ı pro každé k ≥ 2 a tedy opakovaným použit́ım dostáváme

Jk =
xk−1

(k − 1)!
J1 =

xk−1

Γ(k)
2πe−λx.

Dosazeńım do (2.16) máme

fX(x) =
1

2π

N∑

n=1

Enλn2πe
−λnx +

1

2π

K∑

k=1

Akλ
k x

k−1

Γ(k)
2πe−λx

=

N∑

n=1

Enλne
−λnx +

K∑

k=1

Akλ
ke−λx

xk−1

Γ(k)
, ∀x > 0.

k

Poznámka. Jistě muśı opět platit, že pro K = 0 hustota v tomto tvaru odpov́ıdá
hustotě z věty 12. A skutečně

fX(x) =

N∑

n=1

Enλne
−λnx =

N∑

n=1

N∏

j=1
j 6=n

1

1− λn
λj

λne
−λnx

=
N∑

n=1

∏N

j=1,j 6=n λj
∏N

j=1,j 6=n(λj − λn)
λne

−λnx

=

N∏

j=1

λj

N∑

n=1

e−λnx
∏N

j=1,j 6=n(λj − λn)
,

což odpov́ıdá hustotě (2.2).
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