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Abstrakt: Soucty exponencidlnich nahodnych veli¢in se ¢asto vyskytuji v inzenyr-
skych aplikacich. Jejich hustoty jsou vesmés zndmé a v inzenyrské literature
dobfe popsané, avsak jejich tadné oduvodnéni zpravidla chybi. Tato prace si
dava za tkol poskytnout skutecné rigorézni odvozeni znamych explicitnich for-
muli pro hustoty souctu nezavislych exponencialné rozdélenych nahodnych velic¢in
v nékolika piipadech podle toho, zda jsou veli¢iny stejné rozdélené ¢i nikoliv. Dale
pak prace pripomind nékteré zakladni vlastnosti exponencialniho rozdéleni a také
vztah souctu stejné rozdélenych exponencialnich nahodnych velic¢in s velicinou
s gamma rozdélenim, na jehoz zakladé je odvozena také hustota pro soucet gamma
nahodnych veli¢in se stejnymi intenzitami.
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Abstract: Sums of exponential random variables are often found in applied mathe-
matics. Their densities are known and are well documented in engineering arti-
cles. However, these articles usually lack detailed deductions. The purpose of this
thesis is to give rigorous deductions of explicit formulas for densities of sums
of independent exponential random variables, which are known. The thesis co-
vers several cases depending on whether the variables have the same distribution
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Kapitola 1

Zakladni pojmy a vlastnosti

Cilem této prace je rigorézné odvodit explicitni formule pro hustotu souctu
nezavislych ndhodnych veli¢in s exponencidlnim rozdélenim, které jsou obsazeny v
inzenyrsky orientované literatufe. Tyto formule jsou shrnuty v élanku (Nadarajalh,
2008), kde jsou vsak uvedeny bez dukazu. Z tohoto clanku jsme tedy vysli.

Resenf daného problému je velmi dobie znamo, pokud maji véechny uvazované
nahodné veli¢iny exponencidlni rozdéleni se stejnym parametrem. V obecnéjsim
pripadé je vSak vysledek méné ziejmy, casto dosti komplikovany, a postup zalezi
na tom, zda jsou parametry vesmeés ruzné ¢i nikoliv.

V této praci se budeme zabyvat zejména nahodnymi veli¢iny s exponencialnim
rozdélenim, déle se pak vyskytne i gamma rozdéleni. V prvni kapitole si tedy
zavedeme jejich formalni definice a odvodime nékteré zakladni vlastnosti, které
dale pouzijeme ve druhé kapitole vénované vypoctum samotnych hustot.

Jeden z dukazu, ktery uzivame, stoji za zvlastni zminku. Je zalozen na vypoctu
charakteristické funkce Wy uvazovaného souc¢tu X exponencidlnich nahodnych
veli¢in. Nebot Uy ¢ L'(—00,00), nelze k vypoctu hustoty fx nahodné veliciny
X uzit vétu IV.5.3 ze (Stépan, 1987), podle niz pro integrovatelné ¥y plati

fx(x) ! /00 e "Wy (t)dt, Vr cR. (1.1)

— % N
Dokézeme vsak, 7ze funkce t — e "W x () m4 Newtonuv integral a jsou splnény
dalsi technické predpoklady umoznujici odvodit, ze vzorec (L)) plati, je-li integral
chapan jako Newtonuv.

1.1 Exponencialni rozdéleni

Nejprve se zabyvejme exponencidlnim rozdélenim nahodné veliciny.

Definice 1. Rekneme, Ze ndhodnd velic¢ina X mad exponencialni rozdéleni s parame-
trem X\, pokud md hustotu

f(z) = Xe™I(z >0), VocR.
Znacime X ~ Exp(N).

Jako prvni si spoc¢téme distribuéni funkei ndhodné veliciny X ~ Exp()).



Tvrzeni 1. Necht X ~ Exp()\). Pak pro distribucni funkci F ndhodné velic¢iny
X plati

1 —e x>0,
0, Jinak.

Dikaz. Oznacme f hustotu nahodné veliciny X. Pak pro x > 0 plati

F(z) = /Oo F(t)dt — /0 AeMdt = A {_QA_M}:

Az

=1—-e"

Pro z < 0 pak
F(z) = /JC f(t)dt = 0.

3

K dulezitym charakteristikdim nahodné veli¢iny patii stfedni hodnota, rozptyl
a obecny k-ty moment. Podivejme se nyni, jak tyto charakteristiky vypadaji pro
X ~ Exp(\). Nejprve piipomenime, ze symbolem I'(n) rozumime tzv. gamma
funkci, tj.

F(n):/ " e " dr,
0

pro kterou plati I'(n) = (n — 1)! pro vSechna n € N. Symbolem I'(n,a) potom
rozumime zobecnénou gamma funkci, kterd je dana predpisem

T(n,a):/ " e d,
0

T'(n)

an

pro kterou plati I'(n,a) =
Tvrzeni 2. Necht X ~ Exp(\). Pak plati

1
EX = - 1.2
)\7 ( )
k!
EXF = e (1.3)
1
varX = ;vh (1.4)

Dukaz. Oznaéme f hustotu ndhodné veliciny X . Nejprve dokazme ([L2)) pfimym
vypoctem z definice jako

o I'(2)
EX = /Rxf(a:)da: :/0 e Mdr = AT(2,\) = A 33
1

N



Obdobnym zptusobem ovéiime vztah (L3]), tedy

*© e I'k+1)

EX* = /kaf(:c)d:c = /o " he Mdr = AT(k + 1,)) = )\7)\,%1
k!
T

Pouzitim (L3]) pak dostavame

2 1
varX = EX? — (EX)2 = VBV
1
—3

¢imz jsme dokazali (L4)).

1.2 Gamma rozdéleni

Nyni si zavedme gamma, rozdélend.

Definice 2. Rekneme, Ze ndhodnd velicina X md gamma rozdélent s parametry
n a A, pokud ma hustotu

xn—l

(n—1)!

fz) =" e MI(x >0), VzeR.

Znacime X ~ T'(n,\).

Pozndmka. Povsimnéme si, ze exponencidlni rozdéleni je specialnim pripadem
gamma rozdéléni, presnéji, rozdéleni Fxp(\) odpovida rozdéléni I'(1,)).
Zamérme se nyni na zakladni charakteristiky gamma rozdéleni.

Tvrzeni 3. Necht X ~ T'(n,\). Pak plati

n

p o (k+n-=1)1
1
varX = ek (1.7)

Dikaz. Oznaé¢me f hustotu ndhodné veliciny X a postupujeme obdobné jako
v dukazu tvrzeni 2l Tedy rovnost (LH) plyne z

o0 L1 n
EX:/RZL‘f(ZL‘)d:L‘:/O :E)\"(n_l)!e ATy = (n_l)!T(n+1,)\)
A I'(n+1) a1
T n—=1! Al (n =1
n
=



Podobné vztah (L) spocteme jako

00 n—1
EXk:/xkfxdx:/ g2 e Mdr
R (@) 0 (n—1)!

A" A" T(k+n)
= —7TI(k A) =
(=i A = T e
_(k+n-DI'1
 (n=1! N

Vztah (LT) pak plyne pouzitim (L) nésledovné

o (+D'1 n® antl)-n?

— 2 _
varX = EX* — (EX) CECES 2

n

3

K vypoctu distribucéni funkce ndhodné veliciny s gamma rozdélenim budeme
potfebovat nasledujici integral.

Lemma 4. Plati

SL’k

v n! " nl

n_ —ya _ —Ta

/0 y"e dy—anﬂ—e Tl an kT Vn € Ny, Va € R, Vx > 0.
k=0

Diikaz. Postupujme indukei dle n.
a) Pro pfipad n = 0 jednoduse spocteme

/‘$ eiyady _ |:e—ya:| _ 1 _ e_xa.
0 —a ], a a

b) Z predpokladané platnosti pro n dokdzeme platnost pro n + 1 néasledujicim
zpusobem

T n+l,—ya]?® 1 x
/ yn+1€_yady _ |:y € } n n -+ / yne—yady
0 0

—a |, a
" lemm  p 41 [ nl IR
T T a PEES T e k! qn—k+1
o avtlerm (p 4 1) e (A1) 2P
o a qn+2 k!l gntl-k+1

n+1
n+1)! (1)
=——"——¢€ E

ant2 k! an+1—k+1 :

k=0

A nyni k vypoctu distribucni funkce ndhodné veli¢iny s gamma rozdélenim.



Tvrzeni 5. Ndhodnd velicing X ~ F(n,A) md distribucni funkci

1— -z l)\l >0
F(x) = { R
0, Jinak.
Diikaz. Hustotu ndhodné veliciny X si ozna¢me f. Pro x > 0 pak plati
T T tn—l " T
— Hdt = A" —)\td _ / tn—l —)\tdt
[ o= [ = g [ e
coz se dle lemmatu [ rovna
n—1 ;
n—1) (n—1)! z*
F AT L
(@) == ( oo © z; il An—z)
n—1
B o I\
N ‘ Zz; 7!
Pokud x < 0, pak
— [ -
d

1.3 Charakteristicka funkce
Déle budeme pracovat také s charakteristickou funkci nahodné veliciny, a proto

si ji na tomto misté zaved me
Definice 3. Charakteristickou funkci ndhodné veliciny X rozumime funkci danou

predpisem
Ux(t) =Ee X  VteR,

kde symbol © znaci imaginarni jednotku
Tvrzeni 6. Pro charakteristickou funkci ¥ x(t) ndhodné veliciny X ~ Exp(\)

plati
1
vVt € R.

Ux(t) = T

Diikaz. Piimym vypoctem dostavame
Uy (t) = EeX :/ et e M dx = )\/ e~ gy
0 0

_ ef:r()\fit) oo: )\
it— A\ 0 A — it
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Jeste si spoctéme charakteristickou funkeci pro rozdéleni gamma.
Tvrzeni 7. Necht X ~ T'(n,\). Pak lze jeji charakteristickou funkci U x(t)
vyjadrit jako

1 n
\I/X(t):< Z.t) , VteR.

A

Diikaz. Pocitejme z definice charakteristické funkce

' 0o n—1 A" o0 )
Uy (t) = E itX _ ztm)\n z f)\:vd — / n—1 fm()\fzt)d
x (%) e /0 e = 1)!6 x =i/, " e x

o po A =Dt A Y
_ mf‘(n,)\—lt) = (n— 1)! ()\—it)” - ()\—it)

()

Pro charakteristické funkce budeme pouzivat nasledujici tvrzeni.

3

Tvrzeni 8. Necht X1, ..., X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny s charakteristickymi
funkcemi W, (t),i =1,...,n. Pak ndhodnd velicina X =" | X; md charakter-
istickou funkci

Ux(t) =] ¥x(t), VteR
=1

Dikaz. S vyuzitim nezavislosti mame

Ux(t) =B 2 X = B[ e = [[ Be™™
1=1

=1
=T ¥x.
=1

1.4 Véta o konvoluci
Stézejnim krokem pfi odvozovani hustoty souctu nezavislych ndhodnych velicin
bude véta o konvoluci, kterou si nyni dokdzeme.

Véta 9. Necht ndhodnd velicina X md hustotu fx a necht ndhodnd velicina Y
md hustotu fy. Necht X a'Y jsou nezdvislé. Potom ndhodnd velicina X +Y md
hustotu

fxav(z) = /fo(u)fy(z —u)du, VzeR.



Diikaz. Definujme zobrazeni t : R? — R? piedpisem

t(z,y) = (z +y,x).

Toto zobrazeni je linedrni a ziejmé existuje inverzni zobrazeni t~! = 7, pro které
plati

Fz) = (1,2 — ) = (2,) (g _11) .

Tedy jakobian D, zobrazeni 7 spocteme jako

0 1
D, = det (1 _1) =—1.

Néhodné veliciny X a Y jsou nezavislé, z ¢ehoz plyne, ze pro sdruzenou hustotu
fx,y vektoru (X,Y) plati

fxy(zy) = fx(x)fy(y), VreRVyeR.

Dle véty o transformaci nahodného vektoru (viz |Andél, 2007, Véta 3.7) ma
ndhodny vektor (X + Y, X) = ¢(X,Y) hustotu

fxivix(zu) = fxy(T(z) |D-| = fxy(uz —u) = fx(u)fy(z —u).
Marginalni hustotu fx,y pak dostaneme ze sdruzené integrovanim

Frov(e) = [ Felflc = wiu

coz je tvrzeni véty.



Kapitola 2

Soucty nezavislych
exponencialnich nahodnych

@~ O

veli¢cin

V této kapitole spocteme hustoty pro nékolik piipadu souctu nezavislych
nahodnych veli¢iny s exponencialnim rozdélenim.

2.1 Stejné rozdélené

Zacnéme se zabyvat pripadem, kdy jsou vSechny veliciny stejné rozdélené.

Véta 10. Necht Xi,.... Xy, M > 1, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné
veliciny s exponencidlnim rozdélenim s parametrem . Necht X = Zi‘il X;. Pak
X ma hustotu

M-1

fx(x) = M_E

e 1)!e’AxI[(az >0), VzeR. (2.1)

Diikaz. Oznacme fx, hustotu veliciny X; a postupujme indukei podle M. Pro
M =1 je tvrzen{ zfejmé avsak samotnou indukci zapoéneme aZz pro M = 2, nebot
nam to da navod jak postupovat v indukénim kroku.

a) Necht tedy M = 2. Pro hustoty veli¢in X, X, plati

Fxi (@) = fx,(2) = Ae™I(z > 0).

Hustotu fx veliciny X nyni spo¢teme pomoci véty [0 o konvoluci. Podle té plati

fx(z) = / Fx () fxa(a — 2)da

= / e Me M2 g,
0

= Nze ™ > 0.

b) Piedpokladdme, Ze tvrzeni plati pro M a chceme ho dokazat pro M + 1. Pro
zjednoduseni oznacme



Tedy zkoumame hustotu veliciny X, ktera se da zapsat nasledujicim souc¢tem
X =Y+ Xpy1-

Nyni postupujeme analogicky jako v bodé a) a dostavame

/ fr(z fXM+1 — z)dz

_ )\M M —Az}\ —)\(x—z)d
L <M—1> -

1 X
_\M+1_ Xz - M—1
AT (M—1)!/0 @z
— \M+1,-xz 1 {ZMT

(M =1 | M

0

M
— )\MJrlx

Mle’”, x> 0.

3

Pozndmka. Povsimnéme si, ze hustota (2.I]) odpovidd nahodné veli¢iné s gamma
rozdélenim s parametry M a A.

Piimym dusledkem tohoto poznatku je vypocet hustoty pro soucet nezavislych
nahodnych veli¢in s gamma rozdélenim s obecné ruznymi parametry n a shodnym
parametrem A.

Véta 11. Necht Xq,..., Xy, M > 1, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Ddle necht
X; ~ I'(n;,\) pro vSechna i = 1,... M. Oznaéme N = le\il n;. Potom pro
ndhodnou velicinu X = 32 X; plati X ~ T(N,\).

Diikaz. Podle poznamky pod vétou [0 vime, ze pro kazdé ¢« = 1,...,M ma
nahodna velicina X; stejné rozdéleni jako nahodna veli¢ina Z 2, Y;, kde plati
Y; ~ Exp()). Tedy X ma stejné rozdéleni jako Zi:l ZFl Y;. To vsak odpovida
souc¢tu N nezavislych nahodnych veli¢in s rozdélenim Exp(A). Opét dle poznamky
pod vétou [0l ma takovyto soucet rozdéleni I'(N,\), z ¢ehoz plyne tvrzeni véty.

3

2.2 Nestejné rozdélené

Nyni se podivejme na situaci, kdy maji vSechny veliciny navzajem ruzné
stfedni hodnoty. Vysledek byl prevzat z jiz zminovaného ¢lanku (Nadarajah,
2008) a cast postupu byla zalozena na tivahéach z knihy (Ross, 1997, kap. 5.2.4).

Véta 12. Necht Xi,... Xy, M > 1, jsou nezdvislé ndhodné veliciny a necht
Xm ~ Exp(A\y), m =1,... .M. UvaZme ndhodnou velicinu X = Zf\il X;. Pokud
Ni#XNjproi# 3, i, =1,...,M, pak X md hustotu

M M

H)\ZZ T (Ak - )H(:c >0), VzeR (2.2)

10



Dukaz. Opét postupujeme indukci dle M s tim, ze tvrzeni je ziejmé pro M =1 a
indukci za¢neme pro pripad M = 2, ktery dava navod jak pokracovat v indukénim
kroku.

a) Nejprve tedy uvazme piipad M = 2.

Hustoty velicin X7, X5 vypadaji nasledovné

fx, (z) = Ae™M"I(z > 0),
fx, () = Ape™ 27z > 0).

Nyni za pomoci véty @ o konvoluci
@) = [ fx(2) o = s
R
= /‘aC )\1)\267(>\12+A2(x72))d2
0

:)\1)\26_)‘2’”/ e*re=M) g,
0

z(A2—X1) 1%

e

= MAge M | ——

e [ A2 — A1 L
z(A2—A1) _ 1
e

= MAge T

1A2€ N — A;

\ e—)\lm e—)\zm
=)\ 2<)\2_)\1+)\1_)\2),x>0.

b) Nyni predpoklddejme, ze rovnost (2Z2]) plati pro M. Dokazme ji pro M + 1.
Bez Gjmy na obecnosti Ize veliciny X; sefadit tak, aby

)\1 > )\2 > > )‘M-f—l' (23)

Na zacdtek zavedme ndhodnou veli¢cinu Y piedpisem

M
Y =) X,
i=1
Muzeme pak nahodnou velicinu X zapsat jako soucet

X =Y + X1

11



Vyslednou hustotu dostaneme obdobnym postupem jako v bodé a), tedy
/fXM+1 fY( )
_ A€ Am+1(z—2) Y dz
/0 H an lk;é]()‘k‘ )‘)

M e?An1—2))

= Appyie MHT )\Z-/ dz
z‘l_Il 0 ; lecuzl,kyéj (A = A5)

M+1 M 1 x
= H )\Z-€’>‘M+lxz 7 / ez()‘l\/l-kl)‘j)dZ)
i=1 j—l szl,k;ﬁj (Ak - )‘j) 0
M+1 zAnp1-Aj) 7%
H s 6—)\M+1xz - 1 |:€ e+ ):| )
j=1 Hk:l,k;ﬁj (Ae = Aj) A1 = Aj g
M+1 eOnp1=Ay)
o H )\ - >\M+1JBZ = ]_ [ ()\1\1+ >\) ].)
j=1 szl,k;ﬁj (Ae = X)) Ab1 = A
= +
- — Hk Lt Ak = Ag) AMi1 —Aj A — Amgr
6*)\1\/I+11'
M+1 M i M EUEE—
e 7 A — >‘M+1
=[x |D. = —+ ) (2> 0).
i=1 j=1 Hk:—g,k#j (A — Aj) j=1 szl,k;éj (Ae = Aj)
Obdobné vsak lze vzit
M+1
S
=2
Pak pro velicinu X', kterou zavedeme jako
X' =Y +X;
zjevné plati, ze
X = X" atedy fx(z) = fx/(x), VreR. (2.4)
Stejnym postupem jako pro X dostdvame
67)\1:1:
M+1 M+1 . M+1 Sy
fX'(x):H)‘i Z M+1 Z e , (z>0).
i=1 j= 2Hk—;k;£j( Aj) j= QHk—;k#]( =)

12



Tedy z rovnosti ([2.4)) médme pro kazdé x > 0

1
M

e SR
) T ) — _
H (Ak - )‘j) j=1 szl,k;ﬁj (Ak - )‘j)

j=1 Lle=1k#j
1
e )
M+1 M+1
j=2 ITi= Lt (A = A7) =2 ITi- 2197&]( )
Odec¢tenim stejnych ¢lent z obou stran rovnosti obdrzime
1
e M U
e P VT Z M)‘j — AM41 _
M 1
+ ()‘k —A ) j=1 szl,k;éj (Ak - >‘j)
1
_ . M+1 —
e~ AM+1 n oz Z )\ -\
[Tets e = Anrg) Tesons; Mk = A5
k=1 \"\k M+1 j=2 k=2 k+#j J
Nyni vyndsobime obé strany rovnosti vyrazem e*+1¢ a dostaneme
1
e~ a=Aarg1)z N i/[: Aj — Amya _
M 1 M -
+ ()‘k - )\1) j=1 szl,k;éj (Ak - >‘j)
1
M+1 U
1 Aj— At
+e M =Apq1)z Z . (25)
M M+1
szl ()‘k - >‘M+1) =2 Hk 2,k#j ( >‘j)

Jelikoz rovnost plati pro kazdé x > 0, plati i pro x — +o00. Diky usporadani
zavedenému v (2.3)) plati
lim e~ Ams)e — (),

T—r00
Pouzitim tohoto faktu na obé strany (2.5]) mame
1
u - -
Aj =AM+l 1
> i o= . (2.6)

j=1 Hk:l,k;ﬁj ()‘k - )‘j) Hk:l ()\k - )\M+1)
Vratme se nyni k fx(z). Pouzitim (Z0]) dostdvdme

M+1 M e~ AT e~ AM41T
fX(x):H)‘i ZHMJrl R,

rmti; A= AJ) Tmy (A = Aarga)

i=1 j=1
M+1 M+l oA
= hy .
M+1 .
z];[ Z k 1,k+#£j (A — Aj)

3

Déale méjme veliciny takové, ze K z nich ma stejnou stfedni hodnotu a N
dalsich ma odlisné a navzajem ruzné stiedni hodnoty. Hustota takového souctu
se da vyjadrit nasledujicim zpusobem.
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Véta 13. Necht Y1,....Yx a Zy,....Zn, K, N > 1, jsou nezdvislé ndhodné
veli¢iny. Necht Y,, ~ Exp(\), m = 1,... K. Ddle necht Z, ~ Exp(\,), n =
1,...,N. Necht Y =S8 _ V.o a Z =S Z,. Pokud \; # \; proi # j, i, j =
1,...,N, a ddle \,, #xprom=1,... N, pak X = Y + Z md hustotu

l‘l

N N [6 SR P I — )
) =T T e =) I(z > 0), V&eR.

n=1 j=1

Dikaz. 7 véty 10l mame hustotu fy veliciny Y

Fr(y) = AK(}?ﬁ “MI(y > 0).

Dale z vety [I2 plati pro hustotu f; veli¢iny Z

An I(z > 0).
H ZHk 1197&]()‘19 A)( >>

Hustotu veli¢iny X nyni spocteme pomoci véty [0 o konvoluci.

0= [ K)tela =iy
e—i(T—y)
_ )\K y —)\y d
/0 K =1 H an lk;é]()‘k‘ )\)?/
z N —y(A=Nj) =A@

j=1 chvfl kA j (Ak - >‘j)

KN a e YK (A=)
Y /yleyjdy |
H _1'2 Hk 1/@&]()‘19 Aj) Jo

J=1

S~

N 1
_ WK
=A HA"(K—I)!

Pouzitim lemmatu @l dostavame

B N 1 N e—)\j:v

fx(x) = A }_[1’\” (K —1)! ; [Hff:l’k# (A = Aj)
(K1l )= (E-1D o
Ok € — U (A= AR

e—)\JJ: 7}\1 El O .I‘l
LT o [0 )F B0 )5 ]
=\ An = ~
H Z ] Hk:l,k;ﬁj ( k= )‘j)
N N |e” AT _Mzz 0 l'()\ x}\) :|
= \K An — .
11 ; I1 (M= A7) (A= X))

k=1,k#j

14



Pozndmka. Povsimnéme si, ze pro K = 0 dostavame situaci z véty [12 a skutecné

H an 1197&]()‘19 >\)

odpovidd hustoté uvedené v (2.2)).

V situaci z véty muzeme dospét k odlisnému vyjadieni, pokud budeme
postupovat pomoci charakteristické funkce nahodné velic¢iny. Tento postup je in-
spirovan clankem (Khuong a Kong, 2006). Nejprve si vSak formulujme pomocné
tvrzeni, které budeme v postupu potiebovat.

Tvrzeni 14. Bud F distribucni funkce ndhodné veliciny X takovd, Ze F(x) =0,
pro x < 0. Oznac¢me Vx jeji charakteristickou funkci a predpoklddejme, Ze tato
je spojitd na R. Necht plati

a) pro kazdé x > 0 existuje Newtoniv integrdl (N)/ e T (1) dL,

loc

= 0, prox>0.

T—o00

b) ‘(N) / et (1) dE + (V) / ity (e

T —00

Potom ma X hustotu

Ix(z) = i(N) / h e T (t)dt, Vx> 0.

2 oo

Diikaz. Dle (Stépan, 1987, 11.7.15) plati

1 T1—eite
F(z) = lim — ——Ux(t)dt, Vz>0.

Polozme

1 T 1 — —itx
Fr(z) = —/ ST Wy(t)dt, Va > 0.

27 J_p it

Budeme pocitat F.(z) dle véty o derivaci integralu podle parametru, a proto

1 — —itx
ovéime jeji predpoklady. Oznacme h(x,t) = %\If x(1).

1) Pro kazdé = € (0,00) je h(z,t) méfitelnd v t.
Zjevneé plati, ze h(x,t) je spojita pro kazdé ¢ redlné kromé nuly. Pocitejme

—itx —itx

) . 1—e o 1—e
() = iy i ) = Oy

Pouzitim L’Hospitalova pravidla mame

Celkem tedy
lim h(z,t) = ¥x(0)z,
t—0

coz je konecné pro kazdé x pevné. Tedy h(x,t) lze spojité dodefinovat pro ¢ rovno
nule, a proto je h(z,t) métitelnd pro kazdé = > 0.

15



Oh(z,t)

2) Pro kazdé t € [-T.T] je konecna.
x
Tedy pocitejme
Oh(z,t) it
=e "WUx(1).
o € x(t)

To je konecéné pro kazdé t € [T, T] nebot
e Wk (t)] < |Ux(t)] < oo, Vte[-TT]

3) Existuje zo € (0,00) tak, ze f_TT h(z,t)dt je konecny.

Pii ovérovani podminky 1) jsme ukézali, ze h(x,t) lze spojité dodefinovat na R a
tedy dany integral je ze spojité funkce na kompaktu, tudiz nutné konecny, a to
dokonce pro libovolné xz.

4) Existuje g(x) € L'([-T,T)) tak, ze pro viechna x € (0,00) a vSechna

te[-TT] je oh(z.t) < g(x).

Plati, ze Ux (t) je spojitd na [—T,T], tedy zde nabyva svého maxima K. Nyni

Oh(z,t) it

}T} — e Oy ()] < |Wx ()] < K,

kde pro g(z) = K zjevné plati, ze g(x) € L*([~T,T]), nebot integrujeme spoji-
tou funkci na kompaktu. Dohromady tedy dle véty o derivovani integralu podle
parametru mame

I
Fr(z) / e "TWUx(t)dt, Vx> 0.

:% .

Dale z ptedpokladu a) a b) plyne

'(N) /_Z e "W (t)dt — (N) /_i e“”*“\l/x(t)dt' _
)(N) /T ) e~ "W (£)dt + (N) / ;T e~ () dt T%; 0, proz >0,

tedy
T ) loc 0 )
(N)/ e Uy (t)dt = (N)/ e "Wy (t)dt, proxz > 0.
Tudiz mame

loc 1 o0 .
Fr(z) = —(N)/ e "Wy (t)dt, proxz > 0.

T—o0 2m —00

Z véty o derivovani stejnomérné konvergentnich fad odtud plyne, ze F” existuje
na (0,00) a F' = limy_, F, tedy

F'(z) = f(2) ! (N) /_OO e Uy (t)dt, Vx>0,

:% N

coz bylo tvrzeno.
A nyni jiz k samotnému postupu.
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Véta 15. Meéjme stejnou situaci jako ve vété[13. Hustotu veliciny X lze ndsledné
vyjadrit jako

N K k—1
fx(z) = ZEn)\ne_)‘"x + Z Ak)\ke_)‘x%, Vo > 0,
n=1 k=1
kde
N
1 1
Ell:: ’ n/zzlu 7[V
(1-%)" Iie X

a A, k=1,...,K vyhovuji maticové rovnosti C~1D = A, kde

A=[A,... A",
D =[Dy,....Dg]",

K
¢ = (Cij>z‘,j:1 )
pricemz
B\ KN BNt N B!
D,=(1--2 1--2L — E,[1--2 =1 K
p < A ) II ( Aj) ZE: ( An) P ) sy
_]:1 n=1
B\ *
C&k:: (1_'__3) » Py k= ) 7}(
A
aB,prop=1,...,K jsou libovolné zvolené konstanty rizné od X a A, pro vsechna
n=1,...,N.

Diikaz. 'V tvrzeni [l jsme ukdzali, Ze ma-li ndhodné velicina U rozdéleni Exp()\),
pak mé charakteristickou funkci W (¢) danou predpisem

Déle vyuzijeme toho, ze ndhodné veliciny Yy, ..., Y a Zy,....Zn, K, N > 1, jsou
nezavislé, a tudiz charakteristickd funkce jejich sou¢tu se rovna soucinu charak-
teristickych funkei jednotlivych séitancu dle tvrzeni [, neboli:

K 1 N 1 1 K N 1
pr(t):Hl_inl_i_t: — Hl_i_t. (2.7)
k=1 n=1 An

A n=1 An

Nyni upravujme charakteristickou funkci W x(¢) do tvaru sou¢tu namisto soucinu.
Toho dosahneme rozkladem na parcialni zlomky. Tedy dostavame

B 1 1 _ Y B, o4
BT TN () R (i ISy




prongjaka E,,n=1,.... Na A, k=1,... K, kterd nyni dopoc¢teme dosazovanim
do rovnosti

N i\ K & it K A it
1=ZEn(1—X) H<1_A_)+ZA’“(1_X) H(l_f)'
n=1 j=1 J k=1 /

= j=1 J
J#n

(2.8)

Snadno nahlédneme, ze dosazenim t,, = 2

2on=1,...,N, do ([28) dostavame pro
kazdé n=1,... N
A\ An
1=FE,(1—-— 1——
(%) L)
7j=1
j#n
N
1 1 1
= F = H
(1 - T) Hj:l,j;ﬁn (1 - ,\_j> (1 A ) g;lL 1 Aj
Dosad'me nyn{ do (2.8) K ruznych hodnot ¢,,p = 1,...,K, pro které navic plati,
ze it, # A\ a zaroven it, # \,,n = 1,...,N. Ozna¢me B, = it,. Dostavdme pro
p=1,..., K soustavu K rovnic tvaru
N K N K K-k
B B B B
1= E,(1--2 1-=2 A ([1-=2 1-=2).
2e(=3) L-5)-2a(-%) L(-3)
n=1 j;l k=1 j=1
J#n

(2.9)
Kazda z téchto rovnic se dé ekvivalentné zapsat jako

B —-K N B -1 N B -1 K B —k
j— 1-=2) =N"E,(1-22 A (1-22
(=%) TM(-%) -xe(-3) «2a(-%)

An
neboli
B\ KX B! N B! K B\ *
IR BRSNS N
( A j=1 Aj n=1 An k=1 A

Soustavu rovnic (2.9) mame nyni ve tvaru

K
Dp = ZCpkAk,p: 1,...,K,

k=1
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coz odpovida maticovému zapisu D = C'A, pokud zavedeme znaceni
D= (Dsy,....Dg)",
A= (A, ... A",
¢ = (Cpk‘)K

p,k=1"

Spoctéme nyni determinant matice C'. Oznac¢me

Bl
cp = (1—71)) p=1 ... K.

Pak C' je matice tvaru

g ck

cy 3 ck
C= . .

cxk o ... CE

Dle zakladnich pravidel pro poc¢itani determinantu plati

L ¢ ... c&t
K K1
1 e ... c
detC=J[epdet | . . 7 | (2.10)
p— ot
1 ex ... cg

Oznacime si C' matici vzniklou v (ZI0)). Determinant C” je znam jako Vander-
monduv determinant a plati pro néj

K

det C" = H (¢; —¢j),
ij=1
i>j

coz najdeme napiiklad v (Becvai, 2010, 15.7). Z (ZI0) tedy dostdvame

K K
det C' = Hcp H (ci —¢j).
p=1 i

z,'jzll

1>)
Z volby B, vSak vime, ze vSechny hodnoty ¢, jsou navzdjem ruzné a nenulové pro
p=1,...,K. Z4dny z ¢initeli tedy neni roven nule, a proto det C' # 0. To ném
ovSem staci k tomu, aby k matici C' existovala inverzni matice C~! a koeficienty
Ay, nasledné dopocitdme z rovnosti C~1D = A. Mame tedy nyni charakteristickou

funkci Uy (t) z [2.7) ve tvaru

Ozna¢me F' distribuéni funkci ndhodné veliciny X. Tato F' je identicky rovna
nule na intervalu (—o00,0], nebot jde o distribu¢ni funkei souc¢tu exponencidlnich
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nadhodnych veli¢in, které maji nenulovou hustotu pouze pro x > 0. Pokud jsou
splnény predpoklady tvrzeni [I4l pak lze hustotu f veliciny X pocitat jako

f(z) = %(N) /Oo e " (t)dt, Vx> 0. (2.11)

Pojd'me se nyni podivat, zda jsou podminky splnény.

a) Pro kazdé z > 0 existuje Newtontv integral (N) [

e}

e T (1) dt.

Upravujme vyraz

/ e*itm\px (t)dt — / €7it$ Z ﬁ + Z Aikt
— 1 — & L

—0oQ o —
n=1 )\"

o8] e—ztx

N [e’s) —itx
—STEN, dt AN [ 4
2 o A — it +kz g /OO(A—z’t)k

n=1 & J/ = NG ~ v

I Ji

(2.12)
Vysetitujme postupné existenci I a Ji. Nejprve
00 —itx 00 —itx )\n it oo —itx )\n it
1:/ - / i +Z,dt:/ L) g,
oo A — 1t oo A — Ot A, it oo A2 412
00 efztm 0o tefitm
=\ dt ———dt. 2.13
/ A2+ o / 0o A2+ t2 (2.13)
I I

Nyni I; mé spojity integrand a plati

o] |67itm| /oo 1
L] < dt = dt
i< | et e

Integral vpravo existuje jako Lebesgueuv, tedy ze srovnavactho kritéria i I exis-
tuje jako Lebesgueuv, a tedy diky spojitosti integrandu i jako Newtonuv. Integral
I, existuje jako Newtonuv na zakladé Dirichletova kritéria (viz Vesely, 2009, véta
11.6.10), pokud ovéirime predpoklady.

1) Funkce t — e "* m4 omezenou primitivni funkci na R.

—itx

Primitivni funkce k e=#* je a plati

—1T

efztm

=—<oo, proxz>0.

—x T

2) Funkee g(t) = ma spojitou derivaci, je monotonni na okoli co a —oo

t
22 42
a limy o g(t) = hmH ~ g(t) = 0.
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Ztejmé dané limity jsou rovny nule. Dale pocitejme
(A2 +12) — 22 A2 — 2
g(t) = =

(A2 +2)2 (A2 4 ¢2)27
coz je spojita funkce a plati
gt) <0, [t > [\,

¢imz jsou ovéreny vsSechny predpoklady Dirichletova kritéria. Tedy I existuje
jako Newtonuv integral. Zaméime se nyni na integraly Ji. Nejprve si v§imneme,
ze Jp odpovida integralu I, kde roli A, nyni hraje A, coz jsou ale z hlediska
integrace konstanty a existence integrdlu na nich zcela jisté nezdvisi. Necht dale
k je alespon 2. Analogicky jako postup (ZI3) u I mdme

0 —itz 0 —itz 1\ k 0 —itx S\ k
Jk:/ e dt:/ e (A +1it) dt:/ e " (X +1it) o

oo (A—dt)E oo (A —it)F ()\ + it)k o (AZ412)k

0o p—itz J\k— j e~ itr i
:/ e ZJ 0( ) (i) A _ <k)zj)\k J teyj 0

50 (A2 + ) j oo (A2 +2)F
00 —itx 00 72tm J
_\k € k— t
J‘kr,o ka

Stejnou ivahou jako pro I; mame

0 |67it:v| 0 1
ol = [ et = | g

kde posledni integral existuje jako Lebesguetv, tedy i J ¢ existuje jako Lebesguetv
a ze spojitosti integrandu existuje jako Newtonuv. Integraly Ji,,j = 1,... .k,
existuji jako Newtonovy dle Dirichletova kritéria (Vesely, 2009, véta 11.6.10)
podobné, jako jsme ukazovali existenci integralu I,. Jiz jsme ukazali, ze e_mf ma
1
(A2 4 t2)k
maji spojitou derivaci, jsou monotonni na okoli co a —oo a limy,o g ;(t) =
limy_, oo g, (t) = 0. Vzhledem k tomu, ze j nabyva hodnot od 1 do k, mame

omezenou primitivni funkei na R. Nyni ukazme, ze funkce hy (1) =

I I =2k
hii(t) = ~5—7 = < 7% Y .
(N2 +12) leo (1))‘2lt2k 21 leo (Z))\mt 21
tj_Qk t—+oo 0 -0

= =
ESSNGITE I
Spoc¢téme nyni
W — JUTH N2 + 2k — T k(N? + %) 12t
/w‘(t) - (N2 12)2k )
coz je opét spojita funkce, kde jmenovatel je kladny pro vSechna t. Upravujme
nyni citatel

=t AT+ (5 - 2k)¢°
~——— ——

>0 <0
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Jisté existuje to kladné takové, ze pro vSechny ¢, pro které plati [t| > to, je
cely vyraz [jA? + (j — 2k)t?] zdporny. Uvazme nyni j liché. Potom #/=! > 0, pro
t < 0. Dohromady tedy hj ;(t) < 0, pro t < —to, tedy hy ;(t) je monotonni na
okoli —o0o. Obdobné /=1 > 0, pro t > 0, z ¢ehoz hﬁw(t) < 0, pro t > tg, tedy
hy j(t) je monotonni také na okolf co. Pro j sudé pak #~! < 0, pro ¢t < 0, a mame
r;(t) > 0, pro t < —tg, a opét hy ;(t) je monotonni na okoli —oco. Konetné
/=1 >0, pro t > 0, celkem tedy hj ;(t) < 0, pro t > to, a tedy hy;(t) je opét
monotonni také na okoli oco.
b) Potfebujeme ukazat, ze

-T

‘(N) /Ooe“x\IfX(t)dtJr(N)/ e~ (t)dt

T —00

loc

= 0, prox>0. (2.15)

T—o00

00 =T
/ e () dt + / em\I!X(t)dt‘

T —00

/OO e_m\IfX(t)dt’ + '/: e_“x\IfX(t)dt'

<
T

a ukazeme, ze oba sc¢itance jdou k nule. Budeme vsak vySetfovat pouze prvni
z nich, nebot tvahy pro druhy jsou zcela analogické. Stejnym postupem jako v

(ZI2) dostavame

o) N o) —itx K 0 —itx
e () dt = En)\n/ S A)\’“/ _° .
[eetna=32mn [y S an [
—_— —~ v
U Vi

Uzitim rozkladu dle (ZI3]) mame pro U

0 efz't:v 0 tefitm
U=\, ——dt +1 ——dt.
/T A2 £2 H/T A2 f2

-~ -~

Uy Us

Oc¢ividneé vsak

0o |e*it5’3| /oo 1 loc
Ul < dt = dt 0 > 0.
| 1|_/T A2 ¢ T AL+t Tf;oo 7

Zajimé nas limitni chovani pro T — oo a lze tedy predpokladat, ze T' > 1. Pak
lze U, zjednodusit, nebot plati

¢ —ite ¢ —ite 0 ¢ —itx
Uz—/ - dt':/ : th—/ S
st At st

B 00 t367itm _ t367itm _ )\itefitm
. 2021 12)

< X2 /OO ey
e A+ )

© dt loc
=\ _ 0 > 0.
"/T 210 o

| -

0o _)\2 efz't:v
/ e
T AL+ 17)
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Zbyva tudiz ukéazat, ze

o} te—itx 00 e—itx
[l 2|
r U r t

Uzitim substituce u = tz dostaneme

00 e—ita: 00 e—iu
/ dt / du
T 13 Tz U
00 e—ita:
/ dt
T t

loc
¢imz jsme ukazali, ze Uy, = 0,2 > 0. Podobné pro Vi, k = 1,...,K, mame dle

T—o0
(214) rozklad

Vi = M / et dt+zk: )i xks / T
A e T

-~

Vi,0 Vi, j

tedy

Pro Vi ¢ uzijeme podobny postup jako pro U;. Tedy
|V|</oo L /OO L %0, 20
———dt = —— x .
k0l = (A2 2)F r 2+ 2)F o
Integraly V} ; jdou opét zjednodusit jako Us, pokud piedpoklddame, ze T" > 1.
Plati totiz

o) tjefz't:v 0 efz't:vtj 0 tjefz't:v
V’W’_/ 2k dt’ - / 2 4 42 kdt_/ o dt
r 1 v (N +1?) r 1
oo gritogit2h _ o-itogi()\2 4 42)k

T tQk()\Q + t2)k
—itxyj+2k —itxyj Nk (k) \2042k—21
00 o—itrpj+2k _ o—itryj ZZ:O (l))‘ t

T t2k()\2 + t2)k

|

Il
5S—

dt

I
S~

_ /oo _eitey] Zf:l (Ilc) \2lp2k—21 o
T tQk()\Q + t2)k

_ /oo ) Zf:l (Ilc) 2042 0
- ()\2 + t2)k

k o] —itx4j—
) ) e )
00 _67it:vtj72l
Fpol [ e
r (A2+12)
k i i
k 0o ‘6 itz 4] 2l‘
< \ / le 7 Ly
()] e

)\2l /OO ‘tjle‘ dt
T (>\2 +t2)k




a dale

00 }tjf2l’ p loc
— it 0 >0
/T arept o0 T

atoprokazdé k=1,....K, j, 1l =1,....k, nebot j nabyva hodnot 1,... k, tedy
j— 20 <2k — 1. Celkem tedy

00 tje—itaz
T

loc

= 0, x>0.

T—o00

Staci tedy vySetiit

tje—ztaz —zta:
| S|,

Vyuzitim substituce v = tx dostaneme

72tm [ee] efiv
2k—j—1
’/ t2k 7 ' '/71 ,UZk—jx dv
T

pro x € [a,b], kde a > 0,b < 00, a < b. Tedy

—zta:
‘/ t2l<: 7 dt

Uhrnem je tedy splnéna podminka b) tak, jak je uvedena v (2ZI5). Muzeme tedy
pocitat hustotu fy(x) tak, jak je uvedeno v [2.I1]), tedy

loc

= 0, z>0.

Ix(z) = % /OO e Ty (t)dL.

Opét z rozkladu (2.12) mdme

efztm 0 efit:v
E. )\, dt AN —dt 2.16
Z / Ap — it +27TZ g /_OO (A —it)F (2.16)
%/_/ ~ 4
I Jk

a vime z (2.13)), ze pro I plati

o] efztm o] tefitm
I =\, dt ——dt.
/ et / BpvEwE

J/

-~ -~

11 12

Pocitejme nyni postupné I; a I. Nejprve uzitim substituce —t = z méame

00 eizx
I = —dz.
! /Oo A2+ 22

Uvazme v C pro libovolné R > 0 kiivku

wr(t) = Re™, te [0,7]
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a definujme kiivku

Yr = [-R,R] + ¢r.

12T

Déle plati, ze funkce hy(2) je holomorfni na C\ {—i\,,i\,} a v bodech

- A2 4 22
{=iX\n,iA, } jsou pdly nasobnosti 1. Dle reziduové véty (Vesely, 2000, véta 7.2.5)
je

/ hl = 27 Tres;y, hl.
()

Spoc¢téme nyni piislusné reziduum.

12X —AnZT

e e "
\ hy = lm (2 — i\ = lim = :
res;y, N z—1>z)\n(z ? n)f(z) Z—1>i>\n Z 4+ i\, 2i\,

Z linearity ktivkového integralu pak mame

—Anx
/ hy :/ h1+/ hy=" (2.17)
R [_RvR] PR )\n

Dle Jordanova lemmatu (Vesely, 2000, lemma 7.4.1) plati, ze

lim [ hy=0. (2.18)
R—o0
PR

Provedeme-li limitni pfechod pro R — oo na (2.I7), dostavame s pouzitim (2.I]))

o e An?
[1 - / h’l = )\ .

[e.9]

Obdobnym zpusobem pocitejme I5. Opét pouzitim substituce —t = z mame

o] Zeiz:v
b et

je holomorfni na C\{—i\,,i\,} a v bodech {—i), i\, }

12T

z
A2+ 22
jsou poly nésobnosti 1. Opét dle reziduové véty je

Dale funkce hy(2) =

/ h2 = 2m resiAnhQ

R
a pro prislusné reziduum plati

Pz ,L')\nef)\n:v ef)mm

e = 1 — i\ = i =
res;z, ho Z_I)Ilr)\ln(z iAn) f(2) Zl)IZ&an+'L')\n 2\, 2

Déle opét z linearity kiivkového integralu mame

/ hy = / ho —|—/ hy = 7Ti€7)\"x (219)
YR [-R,R] ®R
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a z Jordanova lemmatu (Vesely, 2000, lemma 7.4.1) také mame

lim [ hy=0. (2.20)
R—o0
PR

Limitnim pfechodem pro R — oo v (Z19) mame s ohledem na (2.20)

00
_[2 = —/ h2 = —7TZ.6_>W$.

Celkem tedy

—AnT
Te " L _
— imie ™ M® = Qe MnT,

I =\,

n

Zbyva tedy dopocitat integraly Ji. Je vidét, ze integrdl J; je az na zdmeénu A a A,
shodny s integralem I a tedy J; = 2me™*. Pro k alespoini 2 pocitejme per partes

oo efztm 1 e*m >
he= | o= 0D perie]

N /OO —ix e—ztx dt B €T /OO e—ztx dt
B T N N L R ) S Py L
- g
(k=1

Toto ovSsem plati pro kazdé k > 2 a tedy opakovanym pouzitim dostavame
k—1 k—1
x x
Jy = ——J = =—2me .
T - T TR

Dosazenim do (2.16) mame

LN X -
. —AnT k —\z
fx(z) = gy nEZI E )\, 2me + 7 ,}1 A\ )

N K k1
= E A\, % + A e x> 0.
2 2 AN

3

Poznamka. Jisté musi opét platit, ze pro K = 0 hustota v tomto tvaru odpovida
hustoté z véty 121 A skutecné

N N N
DIETEE o b=
n=1 n=1 j=1
75

)\ e
n

N N
— Z J 1,j#n )\j )\ne—)\nm
n=1 j 1 ]#n(A - An)
IV
j=1 H] 1]#n<)\ - )\n)

coz odpovidd hustote (2.2).
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