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Uvod

Zakladnim tématem prace jsou symetrie geometrickych obrazci. Kazdému geo-
metrickému objektu piislusi néjaka grupa symetrii. Tato grupa o objektu néco vy-
povidé a do jisté miry jej charakterizuje. Uvazujme naptiklad architektonicky prvek
vlys. To je vodorovny pés tvotfeny periodicky opakujicim se obrazcem, ¢asto figural-
nim ¢i ornamentalnim reliéfem. Symetrie piivodniho obrazce jednoznac¢né urcuje typ
vlysu, tedy z vlastnosti jednoho dilu se d4 odvodit struktura celého vzoru. Pravé
zkoumanim symetrii se da ukazat, ze existuje pfesné 7 druhu vlysi. VSechny jsou

vyobrazeny nize.

Podobny princip se opakuje u klasifikace vSech dlazdéni v roviné. Pokud bychom
chtéli pokryt n&jakou rovnou plochu, napiiklad podlahu ¢ zed, stejnymi pravidel-
nymi dlazdicemi, zjistime, Ze i zde tvar dlazdice ovliviiuje vzhled celku. Zkoumanim
symetrii a vzajemné polohy jednotlivych dili nahlédneme, Ze existuje pravé 17 typi
dlazdéni roviny. Dva piiklady takovych dlazdéni jsou na obréazcich nize, vSechny jsou
k nahlédnuti napiiklad v [3].
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Se studiem symetrii také velmi tzce souviseji pravidelné mnohostény a jejich
vicedimenzionalni zobecnéni. JelikoZ jsou tyto utvary pravidelné, vykazuji nejvyssi
moznou miru symetrie a jejich grupy symetrii jsou velice zajimavé. Pomoci pravidel-
nych polytopi mizeme dlazdit odpovidajici prostory a pro nékteré dimenze dostavame
pozoruhodné varianty.

Toto téma jsem si vybral z nékolika divodi. Jednak mi teorie grup prijde jako
velmi zajimava partie matematiky. 7 estetického hlediska mé fascinuji symetrické
objekty. Je velice dulezité, Ze cela prédce ma silny geometricky podtext. VsSechny
zkoumané problémy se daji snadno predstavit a da se tak velmi dobfe pochopit
jejich podstata. Geometricky ndhled poméha ilustrovat mnoho pojmu z teorie grup
a umoznuje je chapat zcela intuitivnim zptusobem.

Zadanim této bakalaiské prace bylo nastudovat knihu [1] a vypracovat néktera
cviceni. Tomu odpovidéa struktura celé prace. V prvni ¢ésti je strucné zpracovana
teorie potiebna k vypracovani piikladi. Druha ¢ast jsou pravé vypracovana cviceni.
Cilem prace nebylo pouze vypracovat cviceni, ale zejména rozsifit svoje znalosti
zejména z teorie grup.

Pi zpracovani teorie jsem se snazil vypsat definice a véty tak, aby vSechny pojmy
pouzité ve cvicenich byly dobie definované. Vétsina formulaci je prejetd z hlavni
publikace. Protoze jsem se nevénoval vSem partiim knihy, bylo tfeba nékteré definice
upravit tak, aby navazovaly a vyuzivaly pojmy jiz definované. Nékteré pojmy jsem
musel dodefinovat sam, jelikoz byly v publikaci uvedeny piili§ vagné nebo byl jejich
vyznam pouze nastinén. Dikazy vét jsem neuvadél, jelikoZz je mozné je snadno
dohledat v literatufte.

Priklady byly zvoleny tak, aby vhodné doplhovaly vybrané oblasti knihy. Za-
méril jsem se zejména na vlysové, tapetové a trojuhelnikové grupy, pravidelné kon-
vexni polytopy a na dlazdéni eukleidovskych prostort. Cvi¢eni ¢asto dopliuji véty
¢i dikazy formulované ve studované knize. Napiiklad odvozuji klasifikace vyse

zminénych objekti ¢i dokazuji jejich vzajemnou odlisnost.



1. Teorie

Pievzal jsem znaeni pouzivané v literatufe [1] a proto jsou zobrazeni skladana

zprava do leva.

1.1 Eukleidovska grupa

Definice 1 Izometrii metrického prostoru (X, d) budeme rozumét bijektivni zo-

brazeni u : X — X, které zachovava vzdalenosti:
d(zu,yu) = d(z,y) Vr,y € X.

Mnozinu v8ech izometrii (X, d) zna¢ime Isom(X,d). Bud F podmnozina X . Pak
symetrii mnoziny F' rozumime izometrii (X, d), ktera zachovava F'. Mnozinu vSech

symetrii F' budeme znacit Sym(F).

Sym(F) = {u € Isom(X) | Fu= F}.

Lemma 1 [1, str. 5] Mnozina Isom(X,d) izometrii metrického prostoru X tvoii
grupu s operaci skladani.
Lemma 2 [1, str. 10] Pro libovolnou podmnozinu F metrického prostoru (X, d) tvoii

Sym(F) podrgrupu Isom(X).
Lemma 3 [1, str. 16] Libovolna izometrie u prostoru R?

1. zobrazuje trojihelnik ABC na shodny trohthelnik,
2. zachovava thly,
3. zobrazue pfimky na piimky.

Véta 4 [1, str. 17] Izometrie prostoru R? je jednozna¢né ur¢ena svym pulisobenim

na trech nekolinearnich bodech.

Definice 2 Euklidovskou grupou nazyvame grupu vsech symetrii roviny Isom(R?),
zna¢ime E,. Necht A, B,C jsou body a A’,B’,C" jejich obrazy pii zobrazeni
u € Isom(R?). Rekneme, Ze izometrie u € Isom(R?) je piimd izometrie, pokud je
obraz trojihelniku ABC' trojuhelnik A’B’C’. Pokud je obrazem trojihelniku ABC
trojuhelnik A'C’'B’, fikame takovému zobrazeni neprimad izometrie. Jelikoz slozenim
dvou piimych symetrii vznikne opét piima symetrie, podgrupu vSech primych symetrii

budeme oznacovat E .



Definice 3 Translace (posunuti) t je zobrazeni, pro které plati
t:R* = R?, (21, 22) — (21 + a1, 22 + az),

kde (z1,23) je libovolny bod v R? a = (ay,az) je pevné zvoleny vektor. PiSeme
t = t(a) a smér a budeme nazyvat osou posunuti t. Rotace (otoc¢eni) s je zobrazeni,
které kazdy bod roviny otaci o pevny thel kolem fixnitho bodu O, ktery nazyvame

stredem. Povazujme bod O za pocatek polarniho soufadnicového systému (p, 6), pak
5:R* = R? (p,0) — (p,0 + a).

Reflex? r rozumime zobrazeni, které zobrazi kazdy bod roviny na jeho zrcadlovy
obraz vzhledem k pevné zvolené pfimce [. Tuto prfimku nazyvejme osou reflexe r
a pisme r = r(l). Pro kazdy bod P € R? plati bud P € I, a tedy Pr = P, nebo
P ¢ 1, pak Pr je jednoznalné urceny bod v roviné a osa [ je osou usecky spojujici
body P a Pr. Necht P,P’ jsou dva rizné body, P, P’ € | , kde [ je p¥imka v R? .
Definujeme izometrii

a(P,P') = r()t(PP),

kterou nazveme posunutou reflext .
Poznamka 1 Translace maji tii dilezité vlastnosti: jsou to pfimé zobrazeni, nefixuji
zadny bod (pokud a # 0 ) a daji se skladat nasledujicim zptusobem

t(a)t(b) = t(a+ b),

kde a,b € R? a znaménkem + myslime s¢itani po slozkach. Pak translace tvoii
podgrupu grupy E,, kterou budeme oznacovat T. Rotace jsou piimé zobrazeni.
Pro nenulovy thel kazda rotace fixuje pravé jeden bod. Rotace muzeme skladat

nasledujicim zptsobem
s(0,a)s(0,5) = s(0,a+ 5),

kde znaménkem + minime s¢itani v R mod 27. Z posledni vlastnosti plyne, Ze vSechny
rotace se stfedem O tvori podgrupu E, , kterou oznacujeme Sy. Reflexe jsou nepiima

zobrazeni, fixuji vSechny body osy [ a plati r()? = 1.
Véta 5 [1, str. 20] Zvolme bod O a pifmku [ v R? tak aby O € [. Pak libovolny



element u € Ey mizeme jednozna¢né vyjadiit ve formé
u = rest,

kde r oznacuje reflexi (1), ¢ € {0,1},s € Sp,t € T. Podgrupa EJ se sklada pouze

z prvki u, kde € = 0. Toto vyjadreni prvku grupy Es budeme nazyvat normalni tvar.

Lemma 6 [1, str. 23] Necht r je reflexe podle osy [, s = s(f) je rotace o thel
B € Rmod 27 okolo bodu O €1 a t(a) je posunuti o vektor a € R%. Pak

Lemma 7 [1, str. 46] Necht 7,7’ jsou dvé reflexe podle os [,I’ v R? . SloZeni téchto
reflexi je rotace nebo translace podle toho, jestli se protinaji. Pokud ano, pak stfedem
otoCeni je pruse¢ik piimek [,I' a thlem otoceni je dvojnasobny thel, ktery tyto
piimky sviraji. Pokud se neprotinaji, je smér posunuti kolmy na obé pfimky a délka

translace je rovna dvojnasobku vzdalenosti téchto pfimek.

Lemma 8 [1, str. 50] Slozeni tii reflexi z Ey je reflexe, pokud je pocet pruseciki os
reflexi mensi nebo roven 1, nebo to je posunuta reflexe, pokud je pocet pruseciki

vétsi nebo roven 2.

Véta 9 [1, str. 52] Kazda netrividlni izometrie R? je sloZenim nejvyse tii reflexi

a je reflexe, nebo rotace, nebo translace, nebo posunuté reflexe.

1.2 Teorie grup

Definice 4 Necht z,y € G, kde G je libovolna grupa. Komutdtorem prvka x,y
rozumime prvek ¢ = 7 'y~'zy, oznacujeme ¢ = [z,y]. Necht C' je mnoZina vsech

komutatora, pak grupu (C) nazveme komutatorovou podgrupou a znacéime ji G'.

Poznamka 2 Protoze faktorgrupa G/G’ je nejvétsi mozna abelovské faktorgrupa,
fikdme ji G abelizovani, miZeme znacit G2P.

Definice 5 Uvazujme trojici (H,K, «), kde H,K jsou grupy a necht o : K —
Aut(H), k — ay je homomorfismus. Definujme binarni operaci na kartézském soucinu
K x H. Bud (k,h),(K',1) € K x H, pak (K',h')(k,h) = (K'k, N aih), kde h'ay
je obraz h' € H zobrazeni ay. Tuto grupu oznacujeme jako semidirektni soucin
a znac¢ime Kx ,H. Pokud je ay, trividlni zobrazeni, pak hovoiime o direktnim soucinu

a znad¢ime K x H.



Definice 6 Necht G je grupa a X, R mnoziny. Bud X = {z;...z,,n € Ny}. Defin-
ujeme slovo nad X jako libovolnou posloupnost symboli 2!, 1 < i < n. X nazveme
generujict mnoZzinou grupy G, pokud kazdy prvek g € G mizeme vyjadrit jako slovo
nad X. Jestlize slovo neobsahuje podposloupnost z}z; ' nebo x[lx} Vi,1 < i < n,
nazveme jej redukovanym slovem. Mnozinu vSech redukovanych slov nad X budeme

znacit F'(X). Rovnosti typu u; = v;, u;,v; € F(X), 1 <4 < n, n € Ny budeme

oznacovat jako definujici relace a jejich mnozinu budeme znacit R. Pak dvojici

(X | R) nazveme prezentact grupy pokud plati nasledujici
1. G =(X),
2. vsechny realce z R plati v celé grupé G,

3. v8echny rovnosti mezi slovy nad X platné v G, jsou dusledky realci z R.

Definice 7 Necht (X | R) je prezentace grupy. Pak nasledujici operace oznacujeme

jako Tietzeho transformace:
1. pridéani relace, kteréd je dusledkem jiz existujicich
2. pridani generatoru a definujici relace pouzivajici stavajici generatory
3. odebréni relace, kterd je dusledkem jinych

4. odebrani generatoru, ktery se objevuje v relacich pouze jednou, spole¢né

s relaci, ktera jej definuje

Véta 10 [1, str. 66] Budte (X | R(X)) a (Y | S(Y))) dvé kone¢né prezentace stejné
grupy G, pak jednu muzeme ziskat z druhé pomoci koneéného pocétu Tietzeovych

transformaci.

1.3 Vlysové a tapetové grupy

Definice 8 Bud G grupa, G < E,. Rekneme, ze grupa G je diskrétni, pokud pro
kazdy bod O € R? kazdy kruh se stfedem O obsahuje pouze kone¢né mnoho bodi
mnoziny OG = {Og | g € G}.

Lemma 11 [1, str. 80] Pokud G < E; a GNT = {1}, pak existuje bod O € R?,
ktery grupa G fixuje.

Véta 12 [1, str. 80] Kazda konecna podgrupa E, je bud cyklickd, nebo dihedrélni.



Véta 13 [1, str. 81] Necht G je diskrétni podgrupa E,, pak jeji grupa translaci

T = G N T je bud trividlni, nekone¢na cyklickd, nebo volné abelovska stupné 2.

Definice 9 Necht G je grupa, G < E,. Pokud je G diskrétni a plati GNT ~ Z,
nazveme ji vlysovou grupou.
Véta 14 [1, str. 85] Existuje pravé sedm vlysovych grup, které se lisi svym pi-

sobenim na rovinu. Jsou to nésledujici

F,= <t ‘>7

Fl=(t,r|r=11t =t),
F2=(t,r|r=1,t"=t1),

F3 = (t,r|r’=tt =t),
Fo=(t,s|s*=1,t*=t"1),
Fi=(tsr|s*=1t=t"1r2=1,t"=t (sr)*=1),
F2=(t,s,r|s*=1t =t r2=tt" =t (sr)?=1).

Definice 10 Necht G je diskrétni podgrupa Ey a G N'T ~ Z2, pak G nazveme

tapetovou grupou.

Lemma 15 [2, str. 152] Izomofismus mezi tapetovymi grupami zobrazuje translace
na translace, rotace na rotace, relfexe na reflexe a posunuté reflexe na posunuté

reflexe.

Véta 16 [1, str. 94| AZ na izomorfismus existuje pravé 17 riznych tapetovych grup:
G1 = (a,b| ab = ba),
Gl =(a,b,7 | ab=ba,r* =1,a" = a,b0" = b~ 1),
G2 = (a,b,r | ab=ba,r* = 1,a" = b,b" = a),
G3 = (a,b,r |ab=ba,r* = a,a” = a,b" =b71),
Gy = (a,b,s |ab=1ba,s* =1,a* = a1 b =0b"1),
Gl ={(a,b,s,r |ab="ba,s* =1r*= (sr)*=1,a*=a 1,05 =b"1 a" =a,b" =b71),
G2 = (a,b,s,7 |ab=ba,s* =r*=1,a°* =a™ !,

b¥=bta =ab =b"1 (sr)2=0),
G3 = (a,b,s,7 |ab="ba,s* =1r* = (sr)*=1,a°* =a 1,05 =b"1,a" = b, 0" = a),
G5 = (a,b,s,7 |ab=ba,s* =1,a° = a™,

V¥ =bYr*=aqa,a" =a,b" =01 (sr)? =0),
Gs = {(a,b,s | ab=ba,s® = 1,a* = a™1b,b* = a™1),
Gl = (a,b,s,7 | ab=ba,s® =r? = (sr)?=1,a° = a'b,

V¥ =ata" =a,b" =abt),

G2 = (a,b,s,7 |ab=ba,s* =r* = (sr)*=1,a* =a'0,b° =a"',a" = b,b" = a),

Gy = (a,b,s|ab=ba,s* =1,a° =b,b°* =a™ '),

7



Gl = (a,b,s,7 | ab=ba,s* =r*= (sr)*=1,a°* = 0,0 =a"',a" = a, 0" = b71),
G2 = (a,b,s,7 | ab = ba,s* = (sr)*=1,a° = b,b°* = a1, a" =r* = a,b" = b7 1),
Gg = (a,b,s | ab=ba,s® = 1,a° = b,b* = a™'b),

Gi = (

a,b,s,r | ab=ba,s® =r? = (sr)?’=1,a° = b,b° = a"'b,a" = a,b" = a).

Definice 11 Necht G je grupa s prezentaci (x,y,z | 22 = 3*> = 2% = (ay)! =
(yz)™ = (zx)" = 1), kde plati 2 < I £ m =< n. Tuto grupu oznaéime jako

trojuhelnikovou grupu a budeme ji oznacovat A(l,m,n).

Poznamka 3 Uvazujme trojuhelnik XY Z. Budte x,y, z reflexe uréené stranami
trojihelniku. Podle lemma 7 budou a = xy, b = yz, ¢ = zx rotace okolo vrcholu Z,
resp. X, resp. Y, o dvojnasobek velikosti thli, ktery sviraji osy ptislusnych reflexi.
V piipadé, ze uhly v trojihelniku jsou zlomky 7, napt. «/l,7/m,w/n, I,m,n € N,

'

pak plati a' = b™ = ¢".

1.4 Polytopy

Definice 12 Polytopem v R? rozumime priinik koneéné mnoha uzavienych polo-
prostori. Poloprostor S je uzavreny, pokud obsahuje svoji hranici H = 95. Necht
P =, Si, kde n je minimalni a polozme H; = 0S;, i = 1,2,...n. Pak PN H;
nazveme sténou P. Pro k = d —1,...1,0 jsou k — stény definovany induktivné:
(d — 1) — sténa je shodna se sténou P. Pro 0 < k < d — 1, je k — sténa sténou
(k+ 1) — stény P. 1-sténa je nazyvana hrana a 0-sténa ja nazyvéna vrchol. Dvé
k — stény oznadime za sousedici pokud je jejich prinik (k — 1) — sténa. Uhel, ktery
sviraji dvé (d — 1) — stény, nazyvame dihedrdini ihel. Polytop P je pravidelny,
pokud jsou vSechny jeho stény navzajem shodné pravidelné polytopy v dimenzi d — 1

a pokud maji vSechny jeho dihedralni thly stejnou velikost.

Definice 13 Dldzdénd prostoru R je pokryti R? polytopy. Kazdé dva polytopy
maji spole¢nou nejvyse spole¢nou k-sténu, k < d — 1. Pokrytim myslime, ze kazdy

bod lezi v alespon jednom polytopu.

Véta 17 (Euler) Pro polytopy v R? plati vztah v—e+ f = 2, kde v je pocet vrcholi,

e je pocet hran a f je pocet stén.

Definice 14 Necht P je pravidelny polytop, pak polytop ur¢eny mnozinou vrcholi,
které jsou spojeny hranou s pevné zvolenym vrcholem V', nazveme link P’ polytopu P.
Symbolem d—dimenzionalniho pravidelného polytopu P budeme rozumét posloup-
nost {ry,79...74-1} celych ¢isel, ktera je definovana nésledovné: r; je pocet hran

2-stény P a {ry,...7r4_1} je symbol linku P’.



Poznamka Vsechny vrcholy P’ lezi v nadroviné H kolmé na spojnici zvoleného
vrcholu V' a stfedu polytopu a plati P/ = P N H. Prianik poloprostoru urcujici
polytop P a nadroviny H jsou stény P’ a dostavame korespondenci mezi k-sténami P
obsahujicimi vrchol V' a (k — 1) - sténami P’. Pravidelnost P implikuje pravidelnost

P’. P’ je tedy pravidelny polytop dimenze d — 1 a nezéavisi na vybéru vrcholu V.

Definice 15 Pro pravidelny polytop P s polomérem kruznice opsané r a délkou hran
[, definujeme p(P) = 12/ (4r?).

Lemma 18 [1, str. 162] Necht ma P symbol {r;...74_1}, pak

cos® /ry

P =1 p(F')

Véta 19 [1, str. 163] Jediné mozné symboly pro pravidelny polytop dimenze d jsou

1. {n}, kde n je ptirozené ¢islo, pokud d = 2,

2. {3,3),{4,3), (3,4}, {5,3},{3,5) kdyz d = 3,
3. {3,3,3},{4,3,3},{3,3,4},{3,4,3},{5,3,3},{3,3,5} pro d = 4,
4. {3,...,3},{4,3,...3},{3,...3,4} kdykoliv d = 5.

Véta 20 [1, str. 166, cviceni 12.16] DIazdéni prostoru R? pravidelnym polytpem
{ry,...,rq_1} existuje pravé tehdy, kdyz existuje pravidelny polytop P urceny sym-

bolem {ro,...,ry} takovy, ze
p(P) = cos®(m/ry).

Poznamka 4 Polytop uréeny symbolem {4, 3. .., 3} nazveme d — krychli a zna¢ime
Cy. Vznikne jako priinik 2d poloprostori H = {xeR!|z;=+1},i=1,2,...d.
Z toho vidime, 7e {(z1,...,xq) | z; =+1,0=1,...,d} je mnozina vSech vrcholia
d-krychle. Mnozina stfedi vSech (d — 1)-stén d-krychle jsou body na soutradnych
osach ve vzdalenosti 1 od pocatku. Polytop s takovou mnozinou vrcholi nazveme
kokrychle a oznacime C. C je jednozna¢né urcen smybolem {3,...,3,4}. Rikéme,
ze C% je dualni k Cy. Polytopy uréené symbolem {3, ...,3} pojmenujeme pravidelny

d — simplex a budeme znacit T,. T, je link polytopu Cy,q.



2. Cviceni

Cviceni 1 Vyjadiete prvky kazdé vlysové grupy v normélnim tvaru. Naleznéte prvky
kone¢ného fadu a uréte centrum Z(F). Do kazdé prezentace piijdete dostatek relaci,
tak abyste ziskali F/F’ a ur¢ete F'. Pomoci téchto pozorovani ukazte, ze vlysové

grupy jsou izomorfni pouze 4 grupam.

Reseni: Grupa F; = (t |) je generovana pouze jednim generatorem. Proto kazdy
prvek f € F; mé tvar f = t* k € Z. Kromé jednotky nem4 7adné prvky kone¢ného
fadu. Z prezentace grupy vidime, ze Z(F1) = F;. Protoze je tato grupa abelovska,
plati F; /F;" = F; a tudiz F, = 1. Grupa je izomorfni Z, zvolme napiiklad zobrazeni
0 :F1 = Z,tF— k.

F} = (t,r | ¥® = 1,#" = t) miZeme interpretovat tak, Ze t je translace a r
reflexe, jejiz osa je ve sméru posunuti. Proto pro f € Fi plati f = rtk e €
{0,1} ,k € Z. Tato grupa ma pouze dva prvky kone¢ného ¥adu a to 1,r nebot pro
e = 1 plati (rt*)? = r~1t*rt* = t?* a prvek konec¢ného ¥adu dostaneme jen volbou

k = 0. Odvodime komutéatorovou grupu. Pro vSechny hodnoty e,7 € {0,1},k,1 €

Z spocteme komutétor prvka ret* r7tl.  Obecné [rét* r7t] = t=Fret=lrTrethrTl,
Pro (e,7) = (0,0) dostavame [t* '] = 1, (0,1) dava [t*, r7¢!] = Rt thrtl =
t=Ft=Uktl = 1, volbou (1,0) ziskime [rtF #!] = tFrt=lrthtl = ¢=Fp~ltht = 1
a pro (1,1) plati [rt* rt!] = tFrt=berthrt! = t=Fr~ " = 1. Proto Z(F}) =

F] a F{/(F1) = F] a (F])’ = 1. Protoze vime, jak pisobi r konjugaci na ¢
a 7 predchozich pozorovani usoudime F{ = Z, x Z. Pfirozend se nabizi izomor-
fismus ¢ : F} — Zy x Z,r°tF — (g, k).

F2 = (t,r|r?=1,t" = t7!) se od grupy F1 li& pisobenim r na t. Necht f € F2,
pak f = r°t* ¢ € {0,1},k € Z. Grupa mé nekone¢né mnoho prvki konecného
fadu a to 1,77tk k € Z. Z relaci t* =t~ a r?> = 1 plyne rthrth = =%tk = 1.
Spo¢téme komutéatory pro vSechny prvky. Uvazujme dva libovolné elementy F?
v norménim tvaru, pak ma komutator vyjadient [reth r7t!] = t~kret-lpTrethrmil e 7 €
{0,1},k,l € Z. Pouzijeme definujici relace a postupné volime parametry. Vol
bou (g,7) = (0,0) dostaneme [t* #!] = t7F¢71#*! = 1, pro (0,1) plati [tF rt!] =
tRtT ket = R R = 72k (1,0) dava [rtf ] = e irtRt = kR = ¢
az (1,1) ziskime [rt* rt!] = t=Fri=trrthrt = t=F¢lt=F = 272k 7 toho je vidét, ze
v centru je pouze identita, tedy Z(F2) = 1. Abelizovana grupa je uréena pivodni
prezentaci, do které jsou pfidany vSechny komutatorové relace. VSechny jsou ovsem
diisledkem vztahu > = 1 a proto mizeme psat F2/(F2) = (t,r | r* = 1,¢" =

t=1,42 = 1) ~ Zy x Zy. Komutatorova podgrupa (F2) = (t?* k € Z |) = (#? |).
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7 vyse uvedeného a z pisobeni reflexe na posunuti je vidét, ze F2 =~ Z, x Z = D.
Hledanym izomorfismem je napiiklad zobrazeni ¢ : F2 — Zy x Z, ¢tk — (g, k).

V grupé F3 = (t,r | r> = t,1" = t) miiZeme t interpretovat jako posunuti a r jako
posunutou reflexi. V normalnim tvaru pro f € F3 plati f = r°t! ¢ € {0,1},] € Z,
ale pokud dvakrat sloZzime posunutou reflexi dostaneme posunuti. Proto muZeme
f € F3 vyjadiit jako f = 7%,k € Z. Tato vlysovA grupa nemd kromé jednotky
zadny prvek koneéného fadu. Z nového vyjadieni f € F3 vidime, ze Z(F3) = F3.
JelikoZ cela grupa komutuje, pak F3/(F3)" = F$ a tudiz (F3)' = 1. Protoze jsme
nahlédli, Ze celou grupu miizeme generovat jednim prvkem, ktery neni svazan relaci,
plati F3 > 7. o : F3 = Z,r* — k.

JelikoZ je grupa Fo = (t,s | s> = 1,t* = t71) izomorni grupé¢ F? = (t,r |
r? = 1,t" =t 1), jsou zjisténé tdaje shodné s vyse popsanymi. Izomorfismus mezi
grupami je napiiklad tento: ¢ : s°t% — rotF.

Fi = (t,s,r | s> =7r% = (sr)? = 1,t* = t71,t" = t). Jelikoz plati (sr)> =1 =
rsr = s,srs = r,rs = sr , mizeme f € Fi vyjadiit takto f = r7stF 7€ €
{0,1},k € Z. Prvka konecného fadu je v této grupé grupé nekone¢né mnoho:
1,7, s,7s, stk rst? k € Z. Ovéime pro dva posledni: stfsth = t=%tF = 1 a (rst*)? =
rstfsrtk = rt=Frt* = 1. Abychom uré¢ili centrum a komutatorovou grupu, spoc¢itame
komutatory pro vsechny dvojice prvki. Ty vyjadiime v normalovém tvaru r®sbt*,
respektive s, kde a,b,c,d € {0,1},k,l € Z. Volbou a = ¢ = 0 ziskime jiz
rozebrany piipad v F? a vidime, Ze [s"tF, s%!] = t*" m € Zam =0 & k = L.
Stejné tak jsme jiz rozebrali piipad b = d = 0, kde [r?* r’t]] = 1. Podive-
jme se jak prvek sr pisobi na t. Ziskame t = rstsr = rt~'r = t7'. Roze-
bereme zbyvajici piipady, nékde vyuzijeme symetrie ve volbé parametri. Necht
(a,b,c,d) = (0,0,1,1), pak [tk,rstl} = t*tlsrthrst! = 72k volme (0,1,1,1)
a ziskame [Stk,T‘Stl] = tFstlsrsthrstt = 7R = #2728 mejme (1,0,1,1)
a [rtk,rstl] = tFrt=tsrrtbrstt = t=Ft7lt7k = 2% bud (a,b,c,d) = (0,1,1,0),
pak [stk,rtl] = tFstlpsthrtt = t7Fltktt = t% a na zavér (a,b,c,d) = (1,1,1,1)
dava [Tstk,rstq = t~Fsrt7lsrsrtbsrt! = t7FRE = 272k Zvolenim k = 0 ¢
[ = 0 zjistime, Ze jediné prvky, které komutuji se vSemi ostatnimi jsou 1,r. Proto
Z(F}) = Z,. Komutéatorova grupa je tvaru (F3)' = (¢ |) = 2Z, nebot vSechny ko-
mutatorové relace jsou disledkem relace t? = 1, protoze jsou tvaru t*™ = 1,m € Z.
Abelizovand grupa mé tedy prezentaci Fi/(F3) = (r;s,t | 7?2 = s> = 2 = (sr)? =
Lt =t =t) ~ 73 Plati H = (s,t | s* = 1,¢* = t7!) < F3, nebot vztah
rsthr = srtfr = st* znamena, 7e grupa H je uzaviena na konjugaci. Také grupa

G = (r | 72 = 1) je normélni podgrupou, jelikoz G = Z(F1). Proto miZeme psét
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F1~H x G. Navic H Zy x Z, ¢ : F2 — 7y x Z,5°t" — (¢, k). Z toho vidime, Ze
F2 > D, X Zs.

Z relact grupy F2 = (t,s,r | s> = (sr)? = 1,t* = t71t" = t,7? = t) plyne,
7e srs = r~L. Proto pro libovolné f € F2 plati f = r"s°t* 7, € {0,1},k € Z.
Také v této grupé je spoéetné mnoho prvki kone¢ného fadu: 1, s, sr, st*, rsth, k € Z.
Ovéfme pro posledni dva, k libovolné: stFsth = =%tk = 1 a rsthrst? = srtbrsth =
sthstf = 1. Pomoci Tietzeovy transformace ukdZeme, 7e F2 =~ D, = F2. Gen-
erator t je v prezentaci nadbyteény a po substituci v definujicich relacich lze vy-
pustit, spole¢né s dalsimi relacemi, které se stanou disledky jinych. Dostaneme
F2 = (5,7 | s = 1,7° = r~!) a naopak, pfidame-li do této prezentace generator ¢
s definujici relaci ¢ = r?, snadno odvodime pivodni relace. Pak je Z(F3) = 1
aF2/(F2) =(s,r|s?=1,r"=r"1 r2 =1) ~Zy x Zy.

Na zavér shriime nejpodstatnéjsi vysledek tohoto cviceni. Nésledujici vlysové
grupy jsou izomorfni: F; & F3 > 7 F] = Z, x Z, F? @ F, @ F2 = D
aF2 2D, x Zo.

Cviceni 2 Dokazte, ze grupa G; je izomorfni podgrupé Gj pravé kdyz ¢ | j.

ReSeni: ,, = “ Tuto implikaci dokédZeme sporem. Necht existuje grupa H ~ G,
H < G;j a pfitom ¢ { j. V grupé G; jsou pouze prvky radu %, k € N a nekone¢ného
fadu. Protoze je H podgrupou Gj, vSechny prvky kone¢ného fadu jsou délitelem j.
Proto neexistuje izomorfismus mezi H a G;.

, < “ Pro vSechny mozné soudélné dvojice i, j ovéfime, Ze takové vnofeni ex-
istuje. 7 definujich relaci vime jak pusobi generdtor s na a,b a proto mizeme
prvky Gj vyjadfit v normalnim tvaru g = sfa“®, k € {0...i—1},u,v € Z.
Normalni tvar existujue dle véty 5. Bud H je podgrupa Gj generovana a, b,s%.
Necht ¢ : G; — H, sFa"b? — skt qupy. Ovéime, Ze ¢ je homomorfismus. Nejdiive
prevedeme soucin dvou prvki na normélni tvar. Vyuzijeme zejména vztahti konju-
gace a komutativity s'a®b®-ska b’ = s'Fs 7k qWsksTFpTsFqubv. Principem bude sloZit
dva prvky, vyjadiit je v normélnim tvaru, zobrazit je vhodnym zobrazenim a obraz
pak vhodné rozlozit tak, abychom ukazali, Ze toto zobrazeni je izomorfismus. Jelikoz
se snazime prvky vyjadfit tak, aby mocniny s byly vSechny slozeny na zacatku, pii
prevadéni do normalniho tvaru nebudeme nikterak na s’ ptsobit a pro nezéilezi na

hodnoté parametru [.

1.i = 1,7 = {1,2,3,4,6} je k = 0 a tedy ¢(a"b’a™b*) = p(a"tb"*") =
au-l—wbv—l—x — g0<aubv) . gO(Gujbac)
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2.1 =27 = 4 ptipad £k = 0 je stejny jako v bodé 1. Dale uvazujme k = 1.
Pak plati (p(slawbx . Saubv) = ¢(Sl+1371aw8871bx8aubv) — (P(SlJrlalufwbvf:E) —

821+2au—wbv—x — 52l+28—2aw828—2bx52aubv — SQla/wa:SQCLubU — (p(slawba:»@(saubv)‘

3. 1= 2,j = 6 Ovéfime naprosto stejné jako minule, ale vyuzijeme vztahi a™ =

s7lamvhvs = s720Ws? = s73a%s? a b = s73b%s3

4. i =3,j = 6 Pro k = 0 sta¢i opét vyuzit komutativity prvkia a,b. Bud k = 1,
pak o(sla®b® - satb’) = p(stls lavssT T sat) = (s la U bYa T a"’) =
§AH2gwpug Uy = 252w g 2hr2qupy = $Aquit Ut = o(slab?) -
@(sa*b?), nebot plati a b* = s71b%s = s72a¥s? a a™® = s7la"b%s = sT2b%s%.
Je-li k = 2 opét vyuzijeme vztaht plynoucich z definujicich relaci grupy Gg.
Jsou to s7a¥st = b7 a s71a"%st = 7.

Z volby grupy H vidime, Ze toto zobrazeni je na. Protoze i < j je jasné, Ze ¢ je

prosté a je tedy izomofismem.

Cvic¢eni 3 Necht G je libovolna diskrétni podgrupa Es; s netrividlni podgrupou
translaci T. Dokazte, ze |G : T] < 12.

ReSeni: Nejdiive rozebereme piipad G N'T = Z2. Podle definice je G tapetova
grupa. Véta 16 dava jejich tuplnou klasifikaci. Z prezentace tapetovych grup vidime,
7e kazda obsahuje komutujci generatory a, b, lze je interpretovat jako translace. Bud
H = (a,b | ab = ba). Tuto grupu muzeme izomorfné vnofit do kazdé tapetové grupy.
Prvky vSech tapetovych grup lze prevést na normadlni tvar z véty 5. Chapejme H
vzdy jako obraz prostého vnofeni. Budeme zkoumat, jak budou vypadat rozkladové
tiidy urcené grupou H. H uréuje v grupach G,,n € {1,2,3,4,6} rozkladové t¥idy
[s],i € {0,...n — 1}, je jich mén& nez 12. Dalsi grupy vzniknou pfiddnim generatoru
r a relaci, které tento generdtor vyuZivaji. Pro grupu G§ plati r? = s% = (sr)? = 1,

§3 =

a tudiz zde H urcuje pravé 12 rozkladovych tiid. Pro Gi a G2 mame r?

(sr)? =1, a proto H ur¢uje 6 rozkladovych tiid. V grupé Gi plati r? = st = (sr)?,

a proto je [GL:H] = 8. Z prezentace G2 vidime r* = a € H,s' = (sr)? = 1.

Také zde je 8 rozkladovych tiid uréenych H. V grupach G3 a G3 plati r? = s?

(sr)? = 1, a tudiz zde H urcuje 4 rozkladové t¥idy. Pro G5 z prezentace zjistime,
zer’ =a € H (sr)? =b € Has?> =1 Pak [G}: H = 4. Taktéz pro grupu
G2 je index H roven 4, nebof (sr)? = b € H,s*> = r? = 1. Grupy G a G] maji
v prezentaci definujici relaci 72 = 1, a proto je index uréeny H roven 2. Pro G3 plati
r? =a € H a proto [G : H| = 2.
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Druhy piipad je G N'T = Z. Podle definice je G vlysova grupa a jejich vycet
dava véta 14. Kazda z nich obsahuje generdtor ¢ nekonec¢ného fadu. Proto lze t
interpretovat jako translaci. Také prvky vlysovych grup lze prevést na normélni tvar
z véty 5. Definujme H = (¢ |). Chapejme H vzdy jako obraz prostého vnofeni.
Thned vidime, Ze [Fy: H] = 1. Ze vztahu r? = 1 v grupach F? a Fi vidime, Ze
v téchto grupach H urcuje 2 rozkladové tiidy. Jelikoz v F3 plati r> = t € H, pak
[F3 . H] = 2. Z prezentace Fy vidime s> = 1, tedy index grupy H je 2. Protoze
v Fi plati 72 = s* = (sr)? = 1, je [Fi:H] = 4. Ze vztahi s* = (sr)? = 1
ar? =t € H se ukdze, Ze H urcuje v F2 pravé 4 rozkladové tiidy.

Pro v8echny grupy G s netrividlni podgrupou translaci plati [G:T] < 12

a rovnost nastéva pouze pro Gg.

Cviceni 4 Ovéite, 7e zadné dvé tapetové grupy nejsou po dvou izomorfni. Argu-

mentujte napiiklad fady konecnych prvku ¢ indexem komutatorové grupy.

Regeni: Nejprve udélame hrubou tivahu. Aby byly grupy izomorfni, musi obsahovat
prvky stejnych fadia. Grupy odvozené od Gy, n € {2,3,4,6} maji prvek fadu n,
a proto nemohou byt izomorfni. Stac¢i tedy zkoumat, zda-li jsou grupy izmorfni v
ramci této skupiny. Tuto ivahu nelze pouzit na grupy odvozené od Gi a Gg, jelikoz
maji jen prvky rfaddu 1 a 2, musime je zkoumat spolec¢né.

Budeme vyuzivat algoritmus abelizace pomoci Smithovy normélni formy, ktery
je dikladné popsan v [1, str. 70 — 74]. Ilustrujme pouziti na grupé Gg = (a, b, s,r |
ab = ba,s® = r* = (sr)?=1,a° = b,b° = a™'b,a” = a,b0" = a). Z relaci dostaneme
vztahy a —b=0,a+b=0,2r4+2s =0,6s =0 a 2r = 0. Tyto vztahy urcuji matici,

kterou upravime nasledovné

1 0 00
1 00 O

1 -1 00 1000
010 0

1 1 00 0100

~1 002 2 ~

0 0 2 2 00 20
000 2

0 0 0 2 000 2
000 -6

0 0 6 0

Proto G§/(Gg)' = Z2 a komutatorova grupa mé index 4. Pokud pouZijeme stejny
algoritmus pro Gg, zjistime, Ze G3° = Zg a proto plati G§ Z Gg.
Pro grupy odvozené do Ggz budeme opét argumentovat indexem komutatoroveé

grupy a opét vyuzijeme zminéného algoritmu abelizace. 7Z Ggs definujicich relaci
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odvodime a upravime matici

1 1 0 1 1 100
-10|~10 -30(|~103290
0 3 0 0 3 00 3

Znéme tedy G*® = 72 a proto [G : G/] = 9. Obdobné postupujeme pro dalsi
grupy a zjistime, ze [GL: (G1)] = 6 a [G2: (G2)'] = 2. Zadné dvé grupy odvozené
od Gg3 nejsou izomorfni.

Spocitame pro kazdou grupu G/G’ = G2P. Postupné dostaviame (G4)2P =
(G2)ab >~ 73 2 7, x 74y = (G1)2P. DokéZeme, Ze neexistuje izomorfismus mezi Gy
a G3. Prezentaci G4 upravime pomoci vztahu a® = b a ziskime novou prezentaci
Gy = <a,s | aa® = a*a,a” =a"!, st = 1>. V G2 substitujeme a® = b a r? = a,

pak G = (.5 | 12(2)° = ()2, () =2, 8 = 1, ()2 = 1,(2)" = (r2)°) e

nova prezentace G3. Proto kazdy nenulovy homomorfismus ¢ : G4 — G3% musi
zobrazit s na s, a na r2, a proto nemiZe byt prosty a ani izomorfismus.

Zkoumejme nyni grupy odvozené od Gy a Go. U kazdé grupy uréime pocet prvku
kone¢ného fadu a komutatorovou grupu. Grupa Gima jenom jeden konecny prvek
a to identitu. Jeji komutatorova grupa je trividlni, nebot G; je komutativni a je
generovana dvéma prvky. Gl m4 spocetné mnoho prvki fadu 2, jsou to rb*, k € 7Z,
nebot rb*rbF = r=1bFrbF = b=*b% = 1. PouZitim vyse zminéného algoritmu zjistime,
ze (G}) = Z3 x Z. Grupa G3 m4 pravé dva prvky ¥adu 2 a to 1 a r, protozer
ptsobi na ¢ takto: a” = b, respektive 0" = a. Jeji komutatorova grupa je izomorfni
Zo X 7. Posledni tapetovovéa grupa odvozené od Gy je G? a ta mé pouze jeden prvek
fadu 2 - identickou symetrii. Tim se 1isi od vSech predchozich kromé Gy, ale ta je
komutativni a G3 neni. Grupa G méa spo¢etné mnoho prvkii kone¢ného fadu, jsou
to napifklad sb*, k € Z. Jeji komutatorova grupa m4 index 8, jelikoz G3P = 73,
Definujme T = (a,b | ab = ba) < Go. Z prezentace grupy zjistime, ze T je uzaviena
na konjukce, a tudiz plati [Gg : T| = 2. MuZeme psat Go = Zy x Z2. Grupa G2
mé spo¢etnd mnoho prvki fadu 2. Index jeji komutatorové grupy je 16. Pro G2
plati (G2)*® = Z3 a tedy [G3: (G2)] = 8. Jako vSechny grupy odvozené od G,
m4 spo¢etnd mnoho prvki kone¢ného fadu. Grupa G3 ma také index komutatorové
grupy 8, (G3)*® = Z3 a nekonetny pocet prvki fadu 2. Bud H podgrupa G3,
H= (s,r|s*=7r?=(sr)?=1) @ Z2. Protoze je T = {(a,b| ab = ba) uzaviena na
konjugaci, tedy T < G3, plati G3 = Z2 x Z%. Grupa G3 mé index komutatorove

grupy také 8, ale (G3)2P = Z, x Z, a proto neni s predeslymi izomorfni. U vech grup
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srovname pocet prvki radu dva a strukturu jejich abelizované grupy a zjistime, Ze
7a4dné dve nejsou izomorfni az na Ga, G2 a G3. Ale vime, 7e Gy = 7y x Z? 22 G3
73 x Z*. Dale upravime prezentace G2 a G3 s pouZitim vztaht (sr)? = 1, respektive
b = a". Dostaneme G2 = (a,s,7 | aa” =a"a,s* =r* = (sr)?=1,a° =a"') a G3 =
<CL/, S/, ! | a’(s’r’)Q — (S'T’)Qa/, g2 — 2 — 1, a’s/ — alfl’ a/r’ — a/’ (r’s’)2 — (S/T/)2> Pro-
toze generatory a,a’ jsou v obou piipadech jediné nekone¢né generatory, musi se
zobrazit na sebe. Generatory s,r a ', 7’ jsou oba fadu dva, mohly by se zobrazit na
sebe riizné. V kazdém pripads, je (sr)? = 1, ale (s'r')? je nekoneéného fadu a takovy
izomorfismus tedy neexistuje. Pokud bychom chtéli najit homomorfismus Go a G2,
staci jej zadat na generatorech. Ale Go méa dva generatory nekonec¢ného fadu, avsak

G2 pouze jeden a takovy homomorfismus tedy nemiZe byt prosty.

Cvic¢eni 5 Rozhodnéte, které ze 17 tapetovych grup jsou izomorfni podgrupé jiné

tapetové grupy.

Regeni: Pro kazdou tapetovou grupu plati G N'T = Z2. Proto lze do kazdé
takové grupy vnofit Gi. Grupa G} miiZeme interpretovat jako dvé navzajem kolma
posunuti a reflexi s osou ve sméru translace a. Proto je izomorfni podgrupam
G1, G2, G] generovanymi prvky a,b,r, které maji stejnou strukturu. G? mizeme
opét chapat jako dvé kolmé translace, ale osa rotace je shodna s osou thlu, ktery tyto
posunuti sviraji. Je izomorfni pouze podgrupé G3 uréené prvky a,b,r. Grupa G3
obsahuje r, ktery miizeme chapat jako posunutou reflexi, a muze byt izomorfni pouze
podgrupam G35 nebo G2. Snadno se ovéii, Ze v obou piipadech takovy izomorfismus
skutecné existuje. Je jim jediny mozny kandidat ¢ : a +— da/, 0 — b r— 1.

Grupu Gg je samoziejmé mozné prirozené vnorit do grup od ni odvozenych
Gi,G2,G3 a G5. Z cvifeni 2 vime, Ze je také izomorfni podgrupé G4 a Gg. Proto
piijde vnofit i do grup do nich odvozenych Gj, G3 a G{. PouZijeme zobrazeni
@ aw— d,b— UV s — (s)2 respektive o : a — a/,b — b,s — (). G
Ize vnoiit do podgrupy G generované a,b,r,s?. Zejména je t¥eba si uvédomit, 7e
p(slas) = () 2a/(s')? = (/)71 = (a) 7" = p(a™!) a p(s7'bs) = (s') 72 (s)? =
(") La)ts = (d/)7F = p(b7Y), proto je takové zobrazeni izomorfismus. Grupa
G2 neni izomorfni podgrupé zadné jiné tapetové grupy. Generatory s,r se musi zo-
brazit na generatory kone¢ného fadu, a proto se (sr)? p¥i izomorfismu musi zobrazit
na (s'7/)2. Ale G2 neni izomorfni s zadnou grupou odvozenou od Gz a pro grupy
odvozené od G4 a Gg plati (sr)?> = 1. Grupu G3 lze interpretovat jako dvé kolméa po-

sunuti, reflexi v ose jejich thlu a rotaci. Pfi geometrické interpretaci sviraji translace
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rodiny Gg jiny thel, v grupé Gl je osa zrcadleni shodné se smérem posunuti a G2
obsahuje posunutou reflexi. Proto G3 neni izomorfni Zadné podgrupé jiné tapetové
grupy. G3 obsahuje generétor r, ktery chapeme jako posunutou reflexi a tak jediny
kandidat je G3, ale jedniny mozny obraz prvku (sr)?je (s'r')? a tyto se lisi v Fadu.
Proto takovy izomorfismus neexistuje.

Podle cviceni 2 grupa G4 neni izomorfni podgrupé zadnych jinych grup nez jsou
grupy od ni odvozené. JelikoZ grupy G} a G2 obsahuji prvky fadu 4, nejdou prosté
vnotit do grup odvozenych od Gz ani Gg.

Grupa Gg lze vnorit jednak do grup od ni odvozenych a také do grup Geg
a Gg. V obou pripadech se pouZije zobrazeni ¢ : a — a’,b — V' s — (s')%. Snadno
se oveii, ze jde o izomorfismus, zfejmé nejtézsi je ovérit, jak se zobrazi konjugace
rotaci p(s7tas) = (s')2d(s)? = (s)"Ws = ()70 = p(a'b) a (s tbs) =
()72 (s')? = §'(a’)71bs’ = (a/)F = p(a™t). Stejné tak se ukaze, ze G2 je izomorfni
podgrupé G generované prvky a, b, r, s*. Grupa G3 neni izomorfni podgrupé zadné
tapetové grupy.

Zbyva nam posledni skupina tapetovych grup, grupy odvozené do Gg. Gg lze
piirozend vnofit do G§. G§ uz do zadné jiné grupy prosté vnofit nelze. Ta by musela

mit prvek fadu 6 a obsahovat reflexi. To je pouze Gg.

Cviceni 6 Aplikaci Tietzeovych transformaci dokazte, ze A(2,3,6) = G¢.

ReSeni: Mame ukazat, 7ze lze pomoci Tietzeovych transformaci z prezentace tro-
juhelnikové grupy A(2,3,6) = (z,y,z |22 =y* =22 = (2y)? = (y2)® = (22)° = 1)
ziskat G§ = (a,b,s,7 | ab=ba,s® =1r? = (sr)> =1,a" =b,0" = a,a®* = b,b* = a~'D)
a naopak. Ke generatorim x,y, z pfidame dal$i generatory a,b, s,r definované vz-
tahy: a = (zy)(z2)%,b = (zy)(22)3, s = zz,r = 2. Z toho ihned plyne z = rs,y =
bs?r,z = r. Na obrazku ¢.1 jsou jednotlivé generdtory zaznamenény do jednoho
nakresu. UkadZeme, Ze relaci definujicich grupuA(2,3,6) plynou relace definujici

grupu G§.
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Obrazek €.1 Geometrickd interpretace vztahti mezi generatory A(2,3,6) a Gg

Nejprve odvodime tii pomocné vztahy, které se nam budou ¢asto hodit:

(22)8 =1= (22)® = (22)® = y(z2) = y(x2)3

(zy)? =1=ay =yx
(y2)? = 1= yzy = 2y

Ukazeme, ze vztah ab = ba je disledek jinych:

y =y =y(rz)’ = y(zx)?
2 = y(zx)?

= y(zz)? = zy(zz)z

= zyz(zz)

= yzry*zyxr = xy(zx)3zy
= (yzy)z(yzy)x

= (2y)(z2)*(wy) (22) = (vy)(22)°(2y)

= ab = ba.

Trividlnim disledkem relaci r = 2z a zx = s je

Z2=1=r2=1,
(2r)=1=s%=1,

*=1=zzzz2=1= (z22)? =1= (sr)? = 1.

Pusobeni r na a ziskdme nésledovné

y=y=ylxz)’ =y(zx)?®

= xy(zz)?z = y(21)3
= 27 (2y)(22)*z = (ay)(22)°
=a"=b.

Také plati

zay = zyxr = zay(zx)t = zyz(v2)?

18

Rozepséani (xz)% a (2)
Pfenasobeni z zprava
Pfenasobeni y zprava a y* = 1
Vyuzili jsme dvakrat vztah (2)
Vztah 22 = 1

7 definice a, b

Pienéasobeni (zz)® = (z2)3

Rozepséani (zz)* a podle (2)
Pienédsobeni z a 27tz =1
7 definice

Pouzili jsme (zz)% =1



= 27 (zy)(22)32 = (2y)(22)? Prenasobeni x zprava a z = 271

= b" =a. Z definice
Snadno ukazeme, jak pusobi s na a

vy = zy = (v2)(2y) = xy Vztah 22 =1
= (z2) ' (2y)(27)*(2x) = (zy)(2z)® Prenasobeni (z2x)% a (22)~! = z2
= a’=b. Z definice

Zbyva odvodit posledni vztah a b* = a~1b
T =T = TYzy = T2YZ2 Podle (3)
= zy = (22)(y2)? Pfenédsobeni yz
= oy = (22)(yz)(xy)(z2) Relace 2° =1 a 2y = yx
= (z2) Hay) = (22)2(y2) Prenasobeni (z1) = (22)7! zleva

= (zz) Y ay)(z2)*(22) = (22)*(y2)(zy)(zz)®>  Pienasobeni (zz)!zprava
=bs=a'b 7Z definice
Nyni jsme dokéazali, Ze z relaci definujich grupu A(2,3,6) lze odvodit definujici
relace grupy Gg. Pokud ukéZzeme, Ze z relaci prezentace Gg lze odvodit relace pro
A(2,3,6), budeme hotovi. Tietzeho transformace ob&ma sméry probéhne témito
kroky: Pfiddni novych generdtort a jejich definujicich relaci. Tim se staré relace
stanou dusledkem nové pridanych a proto je odstranime. MiuZzeme také odstranit
pivodni generatoy a jejich definujici relace a ziskame tak kyzenou grupu.
Trividlni disledek vztahu r = z je r? = 1 = 22 = 1.

Odvodime pomocné vztahy:

(sr))=1=s=r"tslr (4)
s2a7's? = s ls = ab™! (5)
57208 = s a")s = s tatssThs = a! (6)

Snadnym dusledkem vztahu (4) je
1=s"ts=rsrs=1=x>

Nasledovné se ukaze, ze y2 = 1

1=0batva Vyuzijeme komutativity a, b
= bro~trra~trrbr Trikrat pouziti konjugaci b =a",a = b"
= brb~ta"tbr Podle relace 2 = 1
= brs~ta tss thsr Vyuziti vztahit b* = a=1b,a® = b
= brs Y(a"1b)sr Zkratime ss™!
= brs—2bs’r Opét uziti konjugace s
= brrs*rbs®r Z rovnosti s72 = rs’r
= bs?rbs?r = y? Pokraceni rr a z definice
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Takto odvodime relaci (xy)? = 1

1=0bb"
=bslats Pouzili jsme piisobeni s na b~*
= bs™%(a"'b)s> Tentokrate (a='b)* = a™!
= bs3bs3 Potfet{ konjugace s
= sbs?sbs? Ze vztahu s73 = 3 = s%5
= rsbs?rrsbsr Prenésobeni z obou stran r a pouziti r? = 1
= (rsbs*r)? = (xy)? Formalni tiprava a z definice z,y

Ze znalosti pisobeni s na a, b ziskime (yz)3=1

1=0bbtaa™!
= bs2a"ts%a7! Vyuziti vztahu s 2a7's? = b~ la
= bs 25 2bs%s%572bs> Dvakrat podle s2bs? = a~!
= (bs?)? = (y2)? 7 s* = 572 kraceni s?s72 = 1 a 7z definice y, z

Zbyvajici definujici relaci ziskdme skoro trivialné
(rrs)f = s =1= (zx)® = 1. O

CviCeni 7 Ukazte, ze kazda ze tii grup A(l,m,n), kde 1/l + 1/m +1/n = 1 mé

podgrupu kone¢ného indexu izomorfni Z2.

Regeni: Obdobné jako ve cviceni 8 lze pomoci Tietzeovych transformaci ukazat,
7e A(2,4,4) = GL a AT(3,3,3) = Gj3. Tento fakt je také znamy z publikace
[1, str. 152]. 7 piedchozi tlohy vime, ze A(2,3,6) = Gi. Grupy Gs3, Gl a G}
jsou tapetovymi grupami a mezi jejich generatory patii rizn& posunuti a,b. Grupa
translaci T je izomorfni volné abelovské grupé radu 2. Ve cviceni 3 jsme dokazali,
ze |G : T] < 12, kde G je libovolné diskrétni podgrupa E,.

Jeliko7 je grupa A*1(3,3,3) = Gz podgrupou piimych zobrazeni, plati pro jeji
index [A(3,3,3): A*(3,3,3)] < 2 a proto [A(3,3,3) : T] < 24. Tudiz je grupa

translaci kone¢ného indexu a je izomorfni Z2.

Cviceni 8 Ukazte, 7e grupa symetrii pravidelného dvanactisténu Sym(D) ~ AsxZs.

Regeni: Zkoumejme nejdifve piimé symetrie Sym* (D). Vyberme si libovolnou
sténu a zvolme v ni jednu z péti thlopticek. Tato thlopticka tvoii hranu krychle vep-
sané do dvanactisténu. Kazdé z hran krychle tvori thlopticku jedné z dvanécti stén
télesa, viz obrazek ¢. 2. Pokud vybereme v prvné zvolené sténé jinou uhlopficku,
dostaneme jinou krychli. Tedy je 5 takovych krychli a kazda ze symetrii dvanac-

tisténu tyto krychle permutuje.
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Obrazek €. 2 [2, str. 40] Vepsani krychle do dvanactisténu

Je tfeba ovérit, ze zadné dvé symetrie neurcuji stejnou permutaci krychli. Jeden
druh symetrii je tvoren rotacemi kolem piimky, ktera spojuje protilehlé stény. Druhy
typ jsou otoceni okolo piimky, kterd spojuje protilehlé vrcholy. Poslednim typem
jsou otoceni okolo osy, kterd spojuje stfedy protilehlych hran. f{édy symetrii jsou
2,3 a 5 (nesoudélné) nemize se tedy stat ze dvé symetrie jiného typu urcuji stejnou
permutaci krychli.

Pokud ota¢ime okolo stfedu protilehlych stran, tak se hybe vSech pét krychli.
V kazdé dvojici stén je jiné vzajemné usporadani uhlopticek a proto krychle permu-
tuji v jiném poradi. Mame tedy celkem 24 permutaci fadu 5.

Pokud otac¢ime okolo stiedi protilehlych hran, pak jedna krychle zistava na misté
(ta, co nemd s hranou ani jeden spole¢ny vrchol) a ostani utvoii dvé dvojice (otoceni
0 180°). Jsou pravé tii symetrie, ketré fixuji tuto krychli. Muzeme vybrat pravé tii
protilehlé dvojice hran a kazdym vybérem dostaneme jiné dvojice krychli, které se
na sebe zobrazuji. Celkem je tedy 15 permutaci typu (--) (--).

Pokud otacime okolo osy tvofené spojnici stiedu a vrcholu, pak je v tomto vr-
cholu vrchol pravé dvou krychli. Ty se zobrazuji na sebe a ostatni tii permutuji.
Z péti krychli vybereme 2 celkem deseti zptsoby, coz koresponduje s deseti dvo-
jicemi protilehlych vrcholi. Tedy otaceni okolo kazdé osy urcuje dvé krychle, které
budou fixované. Grupa Sym™ (D) obsahuje celkem 20 trojcykli.

Spolecné s identickym zobrazenim mame tedy celkem 60 symetrif, které permutuji
5 objekti. Je to podgrupa Ss obsahujici viechny trojcykly, tedy Sym™ (D) ~ As.

Jelikoz stfedova symetrie ¢ : x — —x je nepiimou symetrii dvanactisténu, komu-

tuje s pfimymi izometriemi a je fadu 2, vidime, 7Ze Sym(D) ~ A5 X Zs.

21



Cvic¢eni 9 Pro kazdy pravidelny mnohostén urcete dihedralni thly mezi jeho sté-

nami. Pomoci predeslého cviceni dokaZte, Ze existuje pravée jedno dlazdéni R3.

Reseni: Pro kazdé téleso spoéitame dihedralni dhly zvlast. Pokusime se pouZit
rizné metody.

Necht mame pravidelny ¢tyistén uréeny body A = [0,0,0], B =[1,1,0], C =
[1,0,1], D = [0,1,1]. Uvazujme rovinu kolmou na use¢ku C'D obsahujici bod A.
Prunik této roviny a tsecky C'D oznac¢me P. Pak velikost dihedraniho tthlu mezi rov-
inami ur¢enymi body AC'D a BC'D je roven velikosti tthlu u vrcholu P v rovnoramen-
ném trojihelniku ABP. Ten spoc¢itame podle kosinové véty c? = a® 4 b* — 2ab - cosry.
Tedy cosy = —% a proto v, ~ 70,53°.

Dihedralni thel, ktery sviraji stény krychle je ziejmy, v = 90°.

Pro vypocet thlu, ktery sviraji stény osmisténu vyuzijeme tu vlastnost, ze os-
mistén je dualnim télesem ke krychli. Pokud bychom chtéli spoc¢itat dihedralni thel
analyticky, museli bychom zjistit odchylku normalovych vektori prislusnych stran.
JelikoZz je osmistén pravidelné teléso tvofené rovnostrannymi trojuhelnky, tak se
tyto normaly protnou piesné ve stiedu télesa. Spojuji tedy stiedy piislusnych stran
a stfed mnohosténu. Pokud vepiSseme do osmisténu krychli, zjistime, Ze normély
se shoduji s télesovymi thlopfickami krychle. Velikost dihedralniho ihlu bude tedy
stejna jako velikost tthlu v rovnoramenném trojihelniku, ktery sviraji stejné dlouhé
strany. Délky téchto stran jsou \/73,*/7§ respektive 1. Uhel 75 dopocitame opét pomoci
kosinové véty. Pro odchylku normélovych vektora, vyjde cosy = 1/3. Dihedralni
ithel je pak dopliikem do 180° a proto g ~ 109, 47°.

Zname soufadnice bodi pravidelného dvacetisténu [4¢, +¢71 0], [0, ¢, +¢71,
[+£t71,0,4t], kde t = %5 Tyto jsou uvedeny v literatuie [1, str. 136]. Je-
likoz je sténa télesa pravidelny mnohostén, vSechny vrcholy této stény budou mit
od stfedu stejnou vzdalenost. Proto stfed urc¢ime jako primér soutadnic vrcholi
nalezicich do jedné stény. VySe uvedené soufadnice mizeme transformovat na tyto
[+7,41,0],[0,£7,£1], [£1,0,£7], kde 7 = (1 4+ /5)/2, zméni se pouze velikost
télesa. Vyberme si stény urcené [r,1,0],[0,7,1],[1,0,7] a [, 1,0],[r,—1,],[1,0,7].

T4l 741 741 2741

Jejich stiedy jsou [ T3y } respektive [ 3

torim urcenym pocatkem soufadnic a stfedy stén. Po jejich znormovéani spocitame

, 0, %] Normaly odpovidaji vek-

odchylku pomoci skalarniho soucinu.

1
cosy = ST+ ~ 0,7453
V3(BT2 +47 +1)

Plati, ze v ~ 41, 81°, dihedralni thel je doplnék do 180° a proto 5y ~ 138, 19°.
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Pro dvanactistén pouzijeme stejnou metodu jako pro vypocet dihedralniho thlu
osmisténu. VepiSme dvacetistén do dvanictisténu a vybereme si dva body dvacetisténu
spojené hranou. Tyto jsou stiedy stény dvanéctisténu. Vezméme si napiiklad [7, 1, 0]
a [1,0,7]. Spoéitame jejich vzdalenost /(t — 1)2 + 1 + 72 a vzdalenost od pocatku
V72 + 1. Pomoci kosinové véty dostaneme

22 +74+1) — (72 +1)— (72 +1) T
5y = = ~ 0,4472.
s 2(r2 + 1) 21

Z toho ziskdme v ~ 63,43° a proto 2 ~ 116, 57°.

Pokud chceme jednim télesem vydlazdit cely prostor R?, dihedralni tihel objektu
musi mit velikost 360/n, n € N, . Pouze pak muZeme mnohostény poskladat tak,
aby soucet dihedralnich thla téles majicich spole¢nou hranu byl 360°. Jediné takové

téleso je krychle.

Cvic¢eni 10 Pro kazdé k, 0 < k < d—1, spoc¢téte pocet k-stén pravidelnych polytopt
Ty, Cyq, C,d 2 2. Odvodte Euleriiv vztah pro pravidelné konvexni poyltopy libovolné
dimenze d = 2.

Resdeni: V literatuie [1, str. 129,160] je formulovana a ovéfena Eulerova formule
pro dimenze d = 3 a d = 4. V roviné je vztah jasny v —e = 0, kde v je pocet vrcholi
a e pocet hran.

Dokézeme, Ze pokud ma polytop symbol {rq,...,rqs}, pak jeho (d — 1)-sténa méa
smybol {ry,...r4_1}. Budeme dokazovat indukci. Pro d = 3 dokazeme rozborem
mnohostént. étyfstén mé symbol {3,3} a jeho sténa je rovnostranny trojihelnik
a méa symbol {3}. Krychle ma symbol {4,3} a jeji sténa méa ¢tyii hrany, tedy
mé symbol {4}. Osmistén je urcen symbolem {3,4} a jeho sténa ma symbol {3}.
Dvanéctistén ma symbol {3,5} a jeho sténa je pravidelny pétiuhelnik - dava symbol
{5}. Dvacetistén je urcen {5,3} a jeho sténa je rovnostranny trojthelnik, ktery méa
symbol {3}. Uvazme (d — 1)-sténu libovolného d-dimenzionalniho polytopu P se
symbolem {ry,...rs}. Link tohoto polytopu P ma z definice symbol {ry,...74}.
Z indukéniho piedpokladu ma (d — 2)-sténa linku symbol {rq,...7r4_1}. Protoze
k-stény polytopu P a (k—1)-stény linku P’ spolu koresponduji, je (d— 2)-sténa linku
je ur¢ena vrcholy, které lezi s fixovanym vrcholem V' v jedné (d — 1)-sténé polytopu
P. Coz je to samé jako kdybychom vzali (d — 1)-sténu polytopu P, ve které lezi
vrchol V' a uréili jeji link. Tedy symbol (d — 1)-stény polytopu P je {x,re,...741}.
Protoze 2-stény polytopu P a jeho (d — 1)-stény jsou totozné, musi byt = = ry.
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Indukci dokazme, Ze kazda k-sténa je T, k = 2. Pro d = 3 dostavame pravidelny
¢tytstén, jehoZ 2-stény jsou rovnostranné trojihelniky. Symbol Tj je posloupnost
¢isel 3, kterych bude d. Oznacujme {Bd}. Vyse jsme dokéazali, 7e symbol (d — 1)-
stény tohoto polytopu je {397!}. To znamena, ze (d — 1)-sténa Ty je T,_1. Ostatni
stény jsou také T}, to plyne z induk¢éniho predpokladu.

Polytop Ty je d-dimenzionélni ttvar. Vime, ze Ty je link Cyy ;. S kazdym vrcholem
Cgyy1 je hranou spojeno pravé d + 1 vrcholiu. Témito je T,; urceno a proto ma d + 1
vrcholi. Vidime, Ze link T; méa d vrcholi, a tedy je vSech d 4 1 vrcholi spojeno

hranou, a tudiz je kazda k-sténa urcena pravé k + 1 vrcholy. Proto je pocet k-stén

d+1
k+1

vSechny pripustné dimenze, kterou jesté upravime posunutim sc¢itaciho indexu.

(1, = 3 (-1 (d ’ 1) .

k=0 k=1

roven t;, = ( ) Pokusime se zobecnit Euleriv vztah. Uvazujme sumu k-stén pies

d—1

K obou stranam pii¢teme ¢leny 1 a (—1)4*L, substitujeme d + 1 = n a vyuZijeme

znamé kombinatorické identity

0= —i(—nk(}j) S ("7 1) me -1 e

k=0 k=0

Dostavame tedy vztah

IS

_1(—1)ktk =1-(-1)%

i

Polytop Cy je také d-dimenzionalni dtvar. Indukei dokazeme, Ze kazda jeho
k-sténa je Cj, k = 2. Pro d = 3 to je ziejmé, 2-stény jsou Gtverce. Symbol poly-
topu Cy je {4,347} a podle vyse dokdzaného je symbol jeho (d — 1)-stény {4,392}
a tedy je to polytop Cy_;. Ostatni k-stény jsou Cy z indukéniho predpokladu.

V jednom jeho vrcholu se setkava pravé d hran. Kazda k-sténa Cy je C). Kazdych
k hran v jednom vrcholu urcuje k-dimenzindlni podprostor H a plati, ze H N Cy je
pravé jedna k-sténa, proto je pocet k-stén obsahujicich fixovany vrchol (Z) Vybereme
libovolny vrchol. Téch je 2¢. Kazda sténa obsahuje 2 vrcholi a tolikrat bychom ji
zapocitali. Proto ¢, = 247K (Z) Protoze C; duélni k Cy, plati ¢j_, = cx. Zobecnéme

Eulertiv vztah pro Cy a Cj:
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k=0 k=0

« - v x - d « ; -~ d __(d ISP
K obéma stranam pfi¢teme ¢len (—1)% uvédomime si, Ze (d_k) = (k), zjistime,

7e jsme dostali vzorec pro binomicky rozvoj vyrazu (2 — 1)%

r+(—1)* = zd:(—1)k2d—’“ (Z) = zd:(_l)ka (Z) =2-1%=1.

k=0 k=0

A z toho tedy plyne, ze

Eulerova formule v — e + f = 2 muze byt zobecnéna pro vSechny pravidelné
polytopy libovolné dimenze d > 2 takto: S¢_}(=1)%f, = 1 — (1), kde f; je pocet

k-stén.

Cvi¢eni 11 Klasifikujte vSechna dlazdéni prostori R?, d = 2 pravidelnymi kon-

vexnimi polytopy.

Regeni: Nejprve spoc¢teme hodnotu p pro vSechny pravidelné konvexni polytopy.

Budeme postupovat podle dimenze. Necht d = 2. Pak vSechny utvary urcené
symbolem {n}, n € N\ {1,2} jsou pravidelné mnohothelniky. Vyberme si dva
libovolné vrcholy se spole¢nou hranou a spojme je se stitedem. Vznikne rovnora-
menny trojihelnik. Uhel proti hrané urc¢ime snadno, je to 27/n. Z kosinové véty
proto vypocteme Ctverec délky hrany [? = 2r?(1 — cos~y). Dosadime do definice p
a zjistime, ze p({n}) = 1?/4r* = (1 — cos~)/2. Dosadime velikost ahlu, upravime
podle goniometrickych vzorcii a dostaneme p({n}) = sin®(7/n).

Necht d = 3. Vyuzijeme vzorec z lemma 18, do kterého dosadime vysledek pro
d=2 ) )

({1} = 1— cos*(m /1) o Cf)S2(7T/7“1).
p({r2}) sin”(m/72)

7 véty 19 zname symboly vSech pravidelnych mnohosténii a proto staci jen dosa-

dit.

p({3,3H) =1~ % = % p({4,3}) = % p({3,4}) = %
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3 — 2cos?(m/5)

pl(53) = 22 pl(35p) = PO

sin?(7/5)
Bud d = 4. Pouzijeme vzorec pro vypocet p z lemma 18. Dosadime a upravime

e ) — _cos?(m/r1) :p({rg,rg})—COSQ(ﬂ/rl)
R e ) o)

Celé opakujeme jegtd jednou a vyuzijme znalosti p({r3}) = sin®(m/r3)

sin?(7 /r3) sin®(7/ry) — cos?(7/r2)

p({r1,72,73}) = sin2(7r/7’3) — cos2(m /1)
Symboly vSech pravidelnych polytopi zname z véty 19 a proto muzeme urcit
jejich p.
5 1 1
pU3:3,3N) =5 p433N) =7  r{{334h) =3

3sin?(7/5) — 1
2

3sin?(7/5) — 1
4sin®*(7/5) — 1

(343 =7 ol{5.3,3)) = (13,3,5}) =

Bud d = 5. Postupné spo¢teme p pro vSechny tii typy polytopi.

1. Tvrdime, ze p(C;) = % pro vSechny hodnoty d. Soufadnice Cj zname
z poznadmky 4, jsou to {(0,...2;...0) | z; = £1, i = 1,...d}. Proto [ =

VI—02+(0—12=v2ar=1 Pakp(Cj) = 2/4r2 =2 =1,

2. Pro T, budeme hondotu p dokazovat indukci. Tvrdime, ze p(Ty;) = (d +
1)/2d. Pro d = 2 ovéifme diky vypoctu vyse p({3}) = sin®(7/3) = 2 = 251,
sAo. 7 lemma 18 p(T,) =

1—cos?(7/3)/p(Ty—1). Spocitame hodnotu kosinu, dosadime do druhého vzorce

Z induké¢éniho predpokladu vime, ze p(Ty_1) =

a dostaneme .
= 4d —2d+2 d+1
T)=1— 2% = = )
A(Ta) L 4d 2d

3. Chceme dokazat, ze p(Cy) = 1/d. Mnozina {(x1,...,z4) | x; = £1,i=1,...,d}
jsou vrcholy hyperkrychle podle poznamky 4. Délku hrany spocteme ve stan-
dratni metrice jako [ = \/m = 2. Stejné spocteme polomér opsané sféry
r = +/d. Po dosazeni do definice p dostavame p(Cy) = 4/4d = 1/d.

Nyni zndme hodnoty p a mizeme piistoupit k samotné klasifikaci dlazdéni pomoci

pravidlnych konvexnich polytop.
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Necht d = 2. Podle véty 20 existuje dlazdéni roviny pravidelnym mnohothel-
nikem pravé kdy# existuje & € N takové, Ze sin(7/n) = cos?(w/k). Takové dvojice
jsou pouze (3,6),(6,3) a (4,4).

Bud d = 3. Vsechna dlazdéni prostoru R3 jsme jiz klasifikovali ve cviceni 9.

Uké&zeme alternativni dikaz. Vyuzijeme vétu 20.

1. Pravidelny ¢tyistén ma symbol {3,3}, proto musi existovat polytop P, pro
ktery plati p(P) = cos?(7/3) = 1. Podle prechozich vypoctu takovy objekt

neexistuje.

2. Krychle ma symbol {4,3}, musi proto existovat polytop P tak, ze p(P) =
cos?(mw/4) = 1. Takovy existuje, je to kokrychle. Jeji symbol je {3,4}, a tudiz
splituje obé podminky véty 20. Krychli 1ze tedy dlazdit R3.

3. Dualni krychli C§ odpovida symbol {3,4}, hledame tedy mnohostén P, jehoz

vvvvvv

4. Polytop se symbolem {5, 3} dlazdi R?, prave kdy? existuje polytop se symbolem
{3,r3} tak, Ze cos®(r/5) = p({3,r3}). Rovnost ur¢ité nenastane pro rs = 3,

ovéfme pro r3 = 5. Musela by platit rovnost

4sin®(7/5) — 1

cos™(m/b) = sn2(n/5)

kterou mizeme snadno upravit do tvaru
(sin?(7/5))* + 3sin®*(7/5) — 1 = 0.

Resenim kvadratické rovnice zjistime, Ze tento vyraz nedava smysl.

5. Abychom mohli dlazdit eukleidovsky prostor mnohosténem se symbolem {3, 5},

muselo by platit
3 —2cos*(m/5)

3 Y

, €07 zjevné neplati.

®Io |

po tpravé dava cos?(m/5) =

Uvazujme d = 4. Pouzijeme vétu 20 a budeme chtit zjistit, zda-li existuje polytop
P se symbolem {ry, 73,74} tak, ze p({re,r3,74}) = cos*(w/r1). Z vyse vyjadreného

vzorce pro vypocet p odvodime podminku pro hodnotu ry

cos?(7 /r3) sin®(7 /1)

sin”(7/r4) = sin®(/ry) — cos?(m/ry)’
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7Z véty 19 zname klasifikace viech polytopti v R* a postupné pro viechny ovéfime

platnost této rovnosti.

1. Pro polytop se symbolem{3, 3,3} jsou jediné mozné hodnoty ry € {3,4,5}.
) . s vadx 3 3 1 _ 3 2 _ 3
Zkusime tedy dosadit a dostavidme po fadé¢ ; = 3, ; = g, sin“(7/5) = .
Vidime, 7e ani jedna z téchto rovnosti neplati a proto nelze 4-simplexem vy-

dlazdit R%.

2. Pro hyperkrychli pt¥ipadaji v tivahu opét hodnoty ry € {3,4,5}. Po dosazeni

ry = 4 dostaneme rovnost.

3. Dualni polytop k hyperkrychli m& symbol {3,3,4}, proto muzeme uvazovat
pouze jednu variantu r4 = 3. Po dosazeni ziskdme platnou rovnost a tudiz je

mozné dlazdit R* pomoci kokrychle dimenze 4.

4. Méjme symbol {3,4,3}. Z klasifikace polytopi vidime, Ze se musime zaby-

vat pouze varinatou r, = 3. Dosadime a ziskame % = %, tedy lze dlazdit

4-dimenzionalni eukleidovsky prostor pomoci 24-nadsténu.

5. Polytop se symbolem {5, 3,3} dlazdi R* pravé kdy# plati jedna z nésledujicich

rovnosti

3 _ 1 sin®(7/5) 1_ Lsin?(m/5) sin2(n/5) — 1 sin?(m/5)

4 1—cos?(n/5)" 2 i —cos?(m/5)’ 3 — cos?(m/5)
Protoze 3 — cos?(m/5) # 0 pFenasobime prvni rovnost jmenovatelem zlomku

na pravé strané. VyuZijeme goniometrické identity sin®a + cos?’a = 1. Po
dalsi tpravé dostaneme sin?(7/5) = 1, coZ ocividné neplati. V piipadé druhé,

respketive tfeti, rovnosti ziskime obdobnou tdpravou vztah % = sin?(7/5), re-

8
9

se symbolem {5,3,3} nelze vydlazdit R*.

spektive 8 = sin?(7/5). Obé tyto rovnosti nedavaji smysl, a proto polytopem

6. Posledni nadstén dimenze 4 ma symbol {3, 3,5}. Neexistuje pravidelny polytop

se symbolem {3, 5,4}, proto ani neexistuje dlazdéni timto utvarem.

Méjme d = 5. Opét vyuzijeme Vétu 20. Hodnoty p pro vechny pravidelné

konvexni polytopy vyssich dimnzi jsme urcili vyse.

1. Pokud bychom chtéli R? dlazdit C%, musel by existovat pravidelny polytop se

symbolem {3,...3,4,74}, ale takovy neexistuje, to vime z véty 19.

28



2. Protoze T, ma symbol {3,...,3}, pfipadaji v avahu polytopy T, a Cj. Prvni

déavé rovnost cos?(7/3) = 1 = (d+1)/2d. Jednoduchou ipravou ziskdme Fegeni

d = —2. Druhy piipad dava rovnost % = %, co7z ocividné nedava smysl.

3. Uvazujme Cy. Polytop C} spliiuje podminky véty 20, nebot jeho symbol je
{3,...3,4} a plati cos*(r/4) = 3 = p(C}).

Zavérem rekapitulujme vysledek tohoto cviceni.

d = 2: Existuji dlazdéni roviny pouze pro mnohostény symbolu {3},{4} a {6},
tedy rovnostrannym trojihelnikem, ¢tvercem a pravidelnym Sestisténem.

d = 3 : Prostor lze zcela pokryt pouze krychlemi.

d = 4 : Jsou celkem 3 typy dlazdéni R?*, a to hyperkrychlemi, dualnimi hyper-
krychlemi a polytopem symbolu {3,4, 3}.

d 25 : Jediné mozné dlazdéni prostort vyssi dimenze je pomoci d-dimenzinalnich
krychli.
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Zaveér

V této préaci jsem shrnul teorii z vybranych pasizi zkoumané knihy a vypra-
coval jsem nékteré piiklady. Cast, kde je prezentovana teorie, je del$i nez jsem
puvodné zamyslel, ale jsem presvédcéen, 7ze vSechny pouzité pojmy je tieba definovat
a charakterizovat je. Mym hlavnim piinosem je tedy vypracovani prikladi. Nékteré
z nich jsou skute¢né zajimavé. Vybral bych napiiklad klasifikaci vSech dlazdéni eu-
kleidovskych prostori pomoci pravidelnych konvexnich polytopt, kompletni rozbor
vztaht mezi tapetovymi grupami, ¢i ditkaz Eulerova vztahu pro pravidelné konvexni
polytopy vyssi dimenze.

Samotny proces vypracovani bakalarské prace byl pro mé velmi piinosny. S po-
moci geometrického nahledu jsem si plné osvojil nékteré, jiz znamé pojmy z teorie
grup. Rozsitil jsem svoje znalosti ohledné prezentace grup, velmi jsem ocenil algo-
ritmus Tietzeho transformace. Také jsem nastudoval proces abelizace grupy pomoci
Smithova normélniho tvaru. Poznal jsem celé nové skupiny grup, napiiklad trojihel-
nikové grupy ¢i Coexterovy grupy.

Téma jsem si vybral také proto, Ze se zde da velmi dobie uplatnit geometricky
pristup. Pii vypracovavani piiklada jsem byl ponékud zklaman. Sice jsem si prob-
lémy mohl snadno predstavit a vyfesit je tak, ale ¢asto jsem pii formalnim zapisovani
resil technické obtize. Piikladem je ovérovani, zda nékteré zobrazeni je izomorfismus,
¢i neni.

Tato prace by §la dale snadno rozsitit. Bylo by mozné se zabyvat dlazdénim sféry
¢i hyperbolickych ploch. Také by Slo zkoumat nekonvexni ¢i nepravidelné polytopy
a dlazdéni prostoru témito ttvary. Zajimavou variantou je zkoumat dlazdéni vice

objekty ¢i neperiodickd dlazdeéni.
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