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Úvod

Základním tématem práce jsou symetrie geometrických obrazc·. Kaºdému geo-

metrickému objektu p°íslu²í n¥jaká grupa symetrií. Tato grupa o objektu n¥co vy-

povídá a do jisté míry jej charakterizuje. Uvaºujme nap°íklad architektonický prvek

vlys. To je vodorovný pás tvo°ený periodicky opakujícím se obrazcem, £asto �gurál-

ním £i ornamentálním reliéfem. Symetrie p·vodního obrazce jednozna£n¥ ur£uje typ

vlysu, tedy z vlastností jednoho dílu se dá odvodit struktura celého vzoru. Práv¥

zkoumáním symetrií se dá ukázat, ºe existuje p°esn¥ 7 druh· vlys·. V²echny jsou

vyobrazeny níºe.

Podobný princip se opakuje u klasi�kace v²ech dláºd¥ní v rovin¥. Pokud bychom

cht¥li pokrýt n¥jakou rovnou plochu, nap°íklad podlahu £i ze¤, stejnými pravidel-

nými dlaºdicemi, zjistíme, ºe i zde tvar dlaºdice ovliv¬uje vzhled celku. Zkoumáním

symetrií a vzájemné polohy jednotlivých díl· nahlédneme, ºe existuje práv¥ 17 typ·

dláºd¥ní roviny. Dva p°íklady takových dláºd¥ní jsou na obrázcích níºe, v²echny jsou

k nahlédnutí nap°íklad v [3].
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Se studiem symetrií také velmi úzce souvisejí pravidelné mnohost¥ny a jejich

vícedimenzionální zobecn¥ní. Jelikoº jsou tyto útvary pravidelné, vykazují nejvy²²í

moºnou míru symetrie a jejich grupy symetrií jsou velice zajímavé. Pomocí pravidel-

ných polytop· m·ºeme dláºdit odpovídající prostory a pro n¥které dimenze dostáváme

pozoruhodné varianty.

Toto téma jsem si vybral z n¥kolika d·vod·. Jednak mi teorie grup p°ijde jako

velmi zajímavá partie matematiky. Z estetického hlediska m¥ fascinují symetrické

objekty. Je velice d·leºité, ºe celá práce má silný geometrický podtext. V²echny

zkoumané problémy se dají snadno p°edstavit a dá se tak velmi dob°e pochopit

jejich podstata. Geometrický náhled pomáhá ilustrovat mnoho pojm· z teorie grup

a umoº¬uje je chápat zcela intuitivním zp·sobem.

Zadáním této bakalá°ské práce bylo nastudovat knihu [1] a vypracovat n¥která

cvi£ení. Tomu odpovídá struktura celé práce. V první £ásti je stru£n¥ zpracována

teorie pot°ebná k vypracování p°íklad·. Druhá £ást jsou práv¥ vypracovaná cvi£ení.

Cílem práce nebylo pouze vypracovat cvi£ení, ale zejména roz²í°it svoje znalosti

zejména z teorie grup.

P°i zpracování teorie jsem se snaºil vypsat de�nice a v¥ty tak, aby v²echny pojmy

pouºité ve cvi£eních byly dob°e de�nované. V¥t²ina formulací je p°ejetá z hlavní

publikace. Protoºe jsem se nev¥noval v²em partiím knihy, bylo t°eba n¥které de�nice

upravit tak, aby navazovaly a vyuºívaly pojmy jiº de�nované. N¥které pojmy jsem

musel dode�novat sám, jelikoº byly v publikaci uvedeny p°íli² vágn¥ nebo byl jejich

význam pouze nastín¥n. D·kazy v¥t jsem neuvád¥l, jelikoº je moºné je snadno

dohledat v literatu°e.

P°íklady byly zvoleny tak, aby vhodn¥ dopl¬ovaly vybrané oblasti knihy. Za-

m¥°il jsem se zejména na vlysové, tapetové a trojúhelníkové grupy, pravidelné kon-

vexní polytopy a na dláºd¥ní eukleidovských prostor·. Cvi£ení £asto dopl¬ují v¥ty

£i d·kazy formulované ve studované knize. Nap°íklad odvozují klasi�kace vý²e

zmín¥ných objekt· £i dokazují jejich vzájemnou odli²nost.
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1. Teorie

P°evzal jsem zna£ení pouºívané v literatu°e [1] a proto jsou zobrazení skládána

zprava do leva.

1.1 Eukleidovská grupa

De�nice 1 Izometri ı́ metrického prostoru (X, d) budeme rozum¥t bijektivní zo-

brazení u : X → X, které zachovává vzdálenosti:

d(xu, yu) = d(x, y) ∀x, y ∈ X.

Mnoºinu v²ech izometrií (X, d) zna£íme Isom(X, d). Bu¤ F podmnoºina X . Pak

symetrií mnoºiny F rozumíme izometrii (X, d), která zachovává F . Mnoºinu v²ech

symetrií F budeme zna£it Sym(F ).

Sym(F ) = {u ∈ Isom(X) | Fu = F}.

Lemma 1 [1, str. 5] Mnoºina Isom(X, d) izometrií metrického prostoru X tvo°í

grupu s operací skládání.

Lemma 2 [1, str. 10] Pro libovolnou podmnoºinu F metrického prostoru (X, d) tvo°í

Sym(F) podrgrupu Isom(X).

Lemma 3 [1, str. 16] Libovolná izometrie u prostoru R2

1. zobrazuje trojúhelník ABC na shodný trohúhelník,

2. zachovává úhly,

3. zobrazue p°ímky na p°ímky.

V¥ta 4 [1, str. 17] Izometrie prostoru R2 je jednozna£n¥ ur£ena svým p·sobením

na t°ech nekolineárních bodech.

De�nice 2 Euklidovskou grupou nazýváme grupu v²ech symetrií roviny Isom(R2),

zna£íme E2. Nech´ A,B,C jsou body a A′, B′, C ′ jejich obrazy p°i zobrazení

u ∈ Isom(R2). �ekneme, ºe izometrie u ∈ Isom(R2) je přı́má izometrie, pokud je

obraz trojúhelníku ABC trojúhelník A′B′C ′. Pokud je obrazem trojúhelníku ABC

trojúhelník A′C ′B′, °íkáme takovému zobrazení nepř ı́má izometrie. Jelikoº sloºením

dvou p°ímých symetrií vznikne op¥t p°ímá symetrie, podgrupu v²ech p°ímých symetrií

budeme ozna£ovat E+
2 .
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De�nice 3 Translace (posunut ı́) t je zobrazení, pro které platí

t : R2 → R2, (x1, x2) 7→ (x1 + a1, x2 + a2),

kde (x1, x2) je libovolný bod v R2, a = (a1, a2) je pevn¥ zvolený vektor. Pí²eme

t = t(a) a sm¥r a budeme nazývat osou posunutí t. Rotace (otočen ı́) s je zobrazení,

které kaºdý bod roviny otá£í o pevný úhel kolem �xního bodu O, který nazýváme

st ředem. Povaºujme bod O za po£átek polárního sou°adnicového systému (ρ, θ), pak

s : R2 → R2, (ρ, θ) 7→ (ρ, θ + α).

Reflex ı́ r rozumíme zobrazení, které zobrazí kaºdý bod roviny na jeho zrcadlový

obraz vzhledem k pevn¥ zvolené p°ímce l. Tuto p°ímku nazývejme osou re�exe r

a pi²me r = r(l). Pro kaºdý bod P ∈ R2 platí bu¤ P ∈ l, a tedy Pr = P , nebo

P /∈ l, pak Pr je jednozna£n¥ ur£ený bod v rovin¥ a osa l je osou úse£ky spojující

body P a Pr. Nech´ P ,P ′ jsou dva r·zné body, P, P ′ ∈ l , kde l je p°ímka v R2 .

De�nujeme izometrii

q(P, P ′) = r(l)t(
−−→
PP ′),

kterou nazveme posunutou reflex ı́ .

Poznámka 1 Translace mají t°i d·leºité vlastnosti: jsou to p°ímá zobrazení, ne�xují

ºádný bod (pokud a 6= 0 ) a dají se skládat následujícím zp·sobem

t(a)t(b) = t(a + b),

kde a,b ∈ R2 a znaménkem + myslíme s£ítání po sloºkách. Pak translace tvo°í

podgrupu grupy E2, kterou budeme ozna£ovat T. Rotace jsou p°ímá zobrazení.

Pro nenulový úhel kaºdá rotace �xuje práv¥ jeden bod. Rotace m·ºeme skládat

následujícím zp·sobem

s(O,α)s(O, β) = s(O,α + β),

kde znaménkem + míníme s£ítaní v Rmod 2π. Z poslední vlastnosti plyne, ºe v²echny

rotace se st°edem O tvo°í podgrupu E2 , kterou ozna£ujeme S0. Re�exe jsou nep°ímá

zobrazení, �xují v²echny body osy l a platí r(l)2 = 1.

V¥ta 5 [1, str. 20] Zvolme bod O a p°ímku l v R2, tak aby O ∈ l. Pak libovolný
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element u ∈ E2 m·ºeme jednozna£n¥ vyjád°it ve form¥

u = rεst,

kde r ozna£uje re�exi r(l), ε ∈ {0, 1}, s ∈ S0, t ∈ T. Podgrupa E+
2 se skládá pouze

z prvk· u, kde ε = 0. Toto vyjád°ení prvku grupy E2 budeme nazývat normálnı́ tvar.

Lemma 6 [1, str. 23] Nech´ r je re�exe podle osy l, s = s(β) je rotace o úhel

β ∈ Rmod 2π okolo bodu O ∈ l a t(a) je posunutí o vektor a ∈ R2. Pak

t(a)r = t(ar), t(a)s = t(as), s(β)r = s(−β).

Lemma 7 [1, str. 46] Nech´ r, r′ jsou dv¥ re�exe podle os l, l' v R2 . Sloºení t¥chto

re�exí je rotace nebo translace podle toho, jestli se protínají. Pokud ano, pak st°edem

oto£ení je pr·se£ík p°ímek l, l′ a úhlem oto£ení je dvojnásobný úhel, který tyto

p°ímky svírají. Pokud se neprotínají, je sm¥r posunutí kolmý na ob¥ p°ímky a délka

translace je rovna dvojnásobku vzdálenosti t¥chto p°ímek.

Lemma 8 [1, str. 50] Sloºení t°í re�exí z E2 je re�exe, pokud je po£et pr·se£ík· os

re�exí men²í nebo roven 1, nebo to je posunutá re�exe, pokud je po£et pr·se£ík·

v¥t²í nebo roven 2.

V¥ta 9 [1, str. 52] Kaºdá netriviální izometrie R2 je sloºením nejvý²e t°í re�exí

a je re�exe, nebo rotace, nebo translace, nebo posunutá re�exe.

1.2 Teorie grup

De�nice 4 Nech´ x, y ∈ G, kde G je libovolná grupa. Komutátorem prvk· x, y

rozumíme prvek c = x−1y−1xy, ozna£ujeme c = [x, y]. Nech´ C je mnoºina v²ech

komutátor·, pak grupu 〈C〉 nazveme komutátorovou podgrupou a zna£íme ji G′.

Poznámka 2 Protoºe faktorgrupa G/G′ je nejv¥t²í moºná abelovská faktorgrupa,

°íkáme ji G abelizovaná, m·ºeme zna£it Gab.

De�nice 5 Uvaºujme trojici (H,K, α), kde H,K jsou grupy a nech´ α : K →
Aut(H), k 7→ αk je homomor�smus. De�nujme binární operaci na kartézském sou£inu

K × H. Bu¤ (k, h), (k′, h′) ∈ K × H, pak (k′, h′)(k, h) = (k′k, h′αkh), kde h′αk
je obraz h′ ∈ H zobrazení αk. Tuto grupu ozna£ujeme jako semidirektn ı́ součin

a zna£íme KnαH. Pokud je αk triviální zobrazení, pak hovo°íme o direktn ı́m součinu

a zna£íme K×H.
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De�nice 6 Nech´ G je grupa a X,R mnoºiny. Bu¤ X = {x1 . . . xn, n ∈ N0}. De�n-
ujeme slovo nad X jako libovolnou posloupnost symbol· x±1i , 1 5 i 5 n. X nazveme

generuj ı́c ı́ množ inou grupy G, pokud kaºdý prvek g ∈ G m·ºeme vyjád°it jako slovo

nad X. Jestliºe slovo neobsahuje podposloupnost x1ix
−1
i nebo x−1i x1i ∀i, 1 5 i 5 n,

nazveme jej redukovaným slovem. Mnoºinu v²ech redukovaných slov nad X budeme

zna£it F (X). Rovnosti typu ui = vi, ui, vi ∈ F (X), 1 5 i 5 n, n ∈ N0 budeme

ozna£ovat jako definujı́cı́ relace a jejich mnoºinu budeme zna£it R. Pak dvojici

〈X | R〉 nazveme prezentac ı́ grupy pokud platí následující

1. G = 〈X〉,

2. v²echny realce z R platí v celé grup¥ G,

3. v²echny rovnosti mezi slovy nad X platné v G, jsou d·sledky realcí z R.

De�nice 7 Nech´ 〈X | R〉 je prezentace grupy. Pak následující operace ozna£ujeme

jako Tietzeho transformace:

1. p°idání relace, která je d·sledkem jiº existujících

2. p°idání generátoru a de�nující relace pouºívající stávající generátory

3. odebrání relace, která je d·sledkem jiných

4. odebrání generátoru, který se objevuje v relacích pouze jednou, spole£n¥

s relací, která jej de�nuje

V¥ta 10 [1, str. 66] Bu¤te 〈X | R(X)〉 a 〈Y | S(Y ))〉 dv¥ kone£né prezentace stejné
grupy G, pak jednu m·ºeme získat z druhé pomocí kone£ného po£tu Tietzeových

transformací.

1.3 Vlysové a tapetové grupy

De�nice 8 Bu¤ G grupa, G ≤ E2. �ekneme, ºe grupa G je diskr étn ı́, pokud pro

kaºdý bod O ∈ R2 kaºdý kruh se st°edem O obsahuje pouze kone£n¥ mnoho bod·

mnoºiny OG = {Og | g ∈ G}.

Lemma 11 [1, str. 80] Pokud G ≤ E2 a G ∩ T = {1}, pak existuje bod O ∈ R2,

který grupa G �xuje.

V¥ta 12 [1, str. 80] Kaºdá kone£ná podgrupa E2 je bu¤ cyklická, nebo dihedrální.
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V¥ta 13 [1, str. 81] Nech´ G je diskrétní podgrupa E2, pak její grupa translací

T = G ∩ T je bu¤ triviální, nekone£ná cyklická, nebo volná abelovská stupn¥ 2.

De�nice 9 Nech´ G je grupa, G ≤ E2. Pokud je G diskrétní a platí G ∩ T ' Z,
nazveme ji vlysovou grupou.

V¥ta 14 [1, str. 85] Existuje práv¥ sedm vlysových grup, které se li²í svým p·-

sobením na rovinu. Jsou to následující

F1 = 〈t |〉,
F1

1 = 〈t, r | r2 = 1, tr = t〉,
F2

1 = 〈t, r | r2 = 1, tr = t−1〉,
F3

1 = 〈t, r | r2 = t, tr = t〉,
F2 = 〈t, s | s2 = 1, ts = t−1〉,
F1

2 = 〈t, s, r | s2 = 1, ts = t−1, r2 = 1, tr = t, (sr)2 = 1〉,
F2

2 = 〈t, s, r | s2 = 1, ts = t−1, r2 = t, tr = t, (sr)2 = 1〉.

De�nice 10 Nech´ G je diskrétní podgrupa E2 a G ∩ T ' Z2, pak G nazveme

tapetovou grupou.

Lemma 15 [2, str. 152] Izomo�smus mezi tapetovými grupami zobrazuje translace

na translace, rotace na rotace, relfexe na re�exe a posunuté re�exe na posunuté

re�exe.

V¥ta 16 [1, str. 94] Aº na izomor�smus existuje práv¥ 17 r·zných tapetových grup:

G1 = 〈a, b | ab = ba〉,
G1

1 = 〈a, b, r | ab = ba, r2 = 1, ar = a, br = b−1〉,
G2

1 = 〈a, b, r | ab = ba, r2 = 1, ar = b, br = a〉,
G3

1 = 〈a, b, r | ab = ba, r2 = a, ar = a, br = b−1〉,
G2 = 〈a, b, s | ab = ba, s2 = 1, as = a−1, bs = b−1〉,
G1

2 = 〈a, b, s, r | ab = ba, s2 = r2 = (sr)2=1, as = a−1, bs = b−1, ar = a, br = b−1〉,
G2

2 = 〈a, b, s, r | ab = ba, s2 = r2 = 1, as = a−1,

bs = b−1, ar = a, br = b−1, (sr)2 = b〉,
G3

2 = 〈a, b, s, r | ab = ba, s2 = r2 = (sr)2=1, as = a−1, bs = b−1, ar = b, br = a〉,
G4

2 = 〈a, b, s, r | ab = ba, s2 = 1, as = a−1,

bs = b−1, r2 = a, ar = a, br = b−1, (sr)2 = b〉,
G3 = 〈a, b, s | ab = ba, s3 = 1, as = a−1b, bs = a−1〉,
G1

3 = 〈a, b, s, r | ab = ba, s3 = r2 = (sr)2=1, as = a−1b,

bs = a−1, ar = a, br = ab−1〉,
G2

3 = 〈a, b, s, r | ab = ba, s3 = r2 = (sr)2=1, as = a−1b, bs = a−1, ar = b, br = a〉,
G4 = 〈a, b, s | ab = ba, s4 = 1, as = b, bs = a−1〉,
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G1
4 = 〈a, b, s, r | ab = ba, s4 = r2 = (sr)2=1, as = b, bs = a−1, ar = a, br = b−1〉,

G2
4 = 〈a, b, s, r | ab = ba, s4 = (sr)2=1, as = b, bs = a−1, ar = r2 = a, br = b−1〉,

G6 = 〈a, b, s | ab = ba, s6 = 1, as = b, bs = a−1b〉,
G1

6 = 〈a, b, s, r | ab = ba, s6 = r2 = (sr)2=1, as = b, bs = a−1b, ar = a, br = a〉.

De�nice 11 Nech´ G je grupa s prezentací 〈x, y, z | x2 = y2 = z2 = (xy)l =

(yz)m = (zx)n = 1〉, kde platí 2 5 l 5 m 5 n. Tuto grupu ozna£íme jako

troj úheln ı́kovou grupu a budeme ji ozna£ovat ∆(l,m,n).

Poznámka 3 Uvaºujme trojúhelník XY Z. Bu¤te x, y, z re�exe ur£ené stranami

trojúhelníku. Podle lemma 7 budou a = xy, b = yz, c = zx rotace okolo vrchol· Z,

resp. X, resp. Y , o dvojnásobek velikosti úhl·, který svírají osy p°íslu²ných re�exí.

V p°ípad¥, ºe úhly v trojúhelníku jsou zlomky π, nap°. π/l, π/m, π/n, l,m, n ∈ N,
pak platí al = bm = cn.

1.4 Polytopy

De�nice 12 Polytopem v Rd rozumíme pr·nik kone£n¥ mnoha uzav°ených polo-

prostor·. Poloprostor S je uzav řený , pokud obsahuje svoji hranici H = ∂S. Nech´

P =
⋂n
i=1 Si, kde n je minimální a poloºme Hi = ∂Si, i = 1, 2, . . . n. Pak P ∩ Hi

nazveme st ěnou P . Pro k = d − 1, . . . 1, 0 jsou k − st ěny de�novány induktivn¥:

(d − 1) − stěna je shodná se st¥nou P . Pro 0 5 k < d − 1, je k − stěna st¥nou

(k + 1) − stěny P . 1-st¥na je nazývána hrana a 0-st¥na ja nazývána vrchol. Dv¥

k − stěny ozna£íme za soused ı́c ı́ pokud je jejich pr·nik (k − 1)− stěna. Úhel, který

svírají dv¥ (d − 1) − stěny, nazýváme dihedr áln ı́ úhel . Polytop P je pravidelný ,

pokud jsou v²echny jeho st¥ny navzájem shodné pravidelné polytopy v dimenzi d−1

a pokud mají v²echny jeho dihedrální úhly stejnou velikost.

De�nice 13 Dláž d ěn ı́ prostoru Rd je pokrytí Rd polytopy. Kaºdé dva polytopy

mají spole£nou nejvý²e spole£nou k-st¥nu, k 5 d − 1. Pokrytím myslíme, ºe kaºdý

bod leºí v alespo¬ jednom polytopu.

V¥ta 17 (Euler) Pro polytopy v R3 platí vztah v−e+f = 2, kde v je po£et vrchol·,

e je po£et hran a f je po£et st¥n.

De�nice 14 Nech´ P je pravidelný polytop, pak polytop ur£ený mnoºinou vrchol·,

které jsou spojeny hranou s pevn¥ zvoleným vrcholem V , nazveme link P ′polytopuP .

Symbolem d−dimenzionálního pravidelného polytopu P budeme rozum¥t posloup-

nost {r1, r2 . . . rd−1} celých £ísel, která je de�nována následovn¥: r1 je po£et hran

2-st¥ny P a {r2, . . . rd−1} je symbol linku P ′.
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Poznámka V²echny vrcholy P ′ leºí v nadrovin¥ H kolmé na spojnici zvoleného

vrcholu V a st°edu polytopu a platí P ′ = P ∩ H. Pr·nik poloprostor· ur£ující

polytop P a nadroviny H jsou st¥ny P ′ a dostáváme korespondenci mezi k-st¥nami P

obsahujícími vrchol V a (k − 1) - st¥nami P ′. Pravidelnost P implikuje pravidelnost

P ′. P ′ je tedy pravidelný polytop dimenze d− 1 a nezávisí na výb¥ru vrcholu V .

De�nice 15 Pro pravidelný polytop P s polom¥rem kruºnice opsané r a délkou hran

l, de�nujeme ρ(P ) = l2/(4r2).

Lemma 18 [1, str. 162] Nech´ má P symbol {r1 . . . rd−1} , pak

ρ(P ) = 1− cos2 π/r1
ρ(P ′)

.

V¥ta 19 [1, str. 163] Jediné moºné symboly pro pravidelný polytop dimenze d jsou

1. {n}, kde n je p°irozené £íslo, pokud d = 2,

2. {3, 3} , {4, 3}, {3, 4}, {5, 3}, {3, 5} kdyº d = 3,

3. {3, 3, 3}, {4, 3, 3}, {3, 3, 4}, {3, 4, 3}, {5, 3, 3}, {3, 3, 5} pro d = 4,

4. {3, . . . , 3}, {4, 3, . . . 3}, {3, . . . 3, 4} kdykoliv d = 5.

V¥ta 20 [1, str. 166, cvičenı́ 12.16] Dláºd¥ní prostoru Rd pravidelným polytpem

{r1, . . . , rd−1} existuje práv¥ tehdy, kdyº existuje pravidelný polytop P ur£ený sym-

bolem {r2, . . . , rd} takový, ºe

ρ(P ) = cos2(π/r1).

Poznámka 4 Polytop ur£ený symbolem {4, 3 . . . , 3} nazveme d − krychl ı́ a zna£íme

Cd. Vznikne jako pr·nik 2d poloprostor· H±i =
{
x ∈ Rd | xi = ±1

}
, i = 1, 2, . . . d.

Z toho vidíme, ºe {(x1, . . . , xd) | xi = ±1, i = 1, . . . , d} je mnoºina v²ech vrchol·

d-krychle. Mnoºina st°ed· v²ech (d − 1)-st¥n d-krychle jsou body na sou°adných

osách ve vzdálenosti 1 od po£átku. Polytop s takovou mnoºinou vrchol· nazveme

kokrychle a ozna£íme C∗d . C
∗
d je jednozna£n¥ ur£en smybolem {3, . . . , 3, 4}. �íkáme,

ºe C∗d je duální k Cd. Polytopy ur£ené symbolem {3, . . . , 3} pojmenujeme pravidelný

d− simplex a budeme zna£it Td. Td je link polytopu Cd+1.
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2. Cvi£ení

Cvi£ení 1 Vyjád°ete prvky kaºdé vlysové grupy v normálním tvaru. Nalezn¥te prvky

kone£ného °ádu a ur£te centrum Z(F). Do kaºdé prezentace p°ijdete dostatek relací,

tak abyste získali F/F′ a ur£ete F′. Pomocí t¥chto pozorování ukaºte, ºe vlysové

grupy jsou izomorfní pouze 4 grupám.

�e²ení: Grupa F1 = 〈t |〉 je generována pouze jedním generátorem. Proto kaºdý

prvek f ∈ F1 má tvar f = tk, k ∈ Z. Krom¥ jednotky nemá ºádné prvky kone£ného

°ádu. Z prezentace grupy vidíme, ºe Z(F1) = F1. Protoºe je tato grupa abelovská,

platí F1/F1
′ = F1 a tudíº F′1 = 1. Grupa je izomorfní Z, zvolme nap°íklad zobrazení

ϕ : F1 → Z, tk 7→ k.

F1
1 = 〈t, r | r2 = 1, tr = t〉 m·ºeme interpretovat tak, ºe t je translace a r

re�exe, jejíº osa je ve sm¥ru posunutí. Proto pro f ∈ F1
1 platí f = rεtk, ε ∈

{0, 1} , k ∈ Z. Tato grupa má pouze dva prvky kone£ného °ádu a to 1, r nebo´ pro

ε = 1 platí (rtk)2 = r−1tkrtk = t2k a prvek kone£ného °ádu dostaneme jen volbou

k = 0. Odvodíme komutátorovou grupu. Pro v²echny hodnoty ε, τ ∈ {0, 1} , k, l ∈
Z spo£teme komutátor prvk· rεtk, rτ tl. Obecn¥ [rεtk, rτ tl] = t−krεt−lrτrεtkrτ tl.

Pro (ε, τ) = (0, 0) dostáváme
[
tk, tl

]
= 1, (0, 1) dává [tk, rτ tl] = t−kt−lrτ tkrτ tl =

t−kt−ltktl = 1, volbou (1, 0) získáme [rtk, tl] = t−krt−lrtktl = t−kr−ltktl = 1

a pro (1, 1) platí [rtk, rtl] = t−krt−lrrtkrtl = t−kr−ltktl = 1. Proto Z(F1
1) =

F1
1 a F1

1/(F
1
1)′ = F1

1 a (F1
1)′ = 1. Protoºe víme, jak p·sobí r konjugací na t

a z p°edchozích pozorování usoudíme F1
1
∼= Z2 × Z. P°irozen¥ se nabízí izomor-

�smus ϕ : F1
1 → Z2 × Z, rεtk 7→ (ε, k).

F2
1 = 〈t, r | r2 = 1, tr = t−1〉 se od grupy F1

1 li²í p·sobením r na t. Nech´ f ∈ F2
1,

pak f = rεtk, ε ∈ {0, 1} , k ∈ Z. Grupa má nekone£n¥ mnoho prvk· kone£ného

°ádu a to 1, r, rtk, k ∈ Z. Z relací tr = t−1 a r2 = 1 plyne rtkrtk = t−ktk = 1.

Spo£t¥me komutátory pro v²echny prvky. Uvaºujme dva libovolné elementy F2
1

v normáním tvaru, pak má komutátor vyjád°ení [rεtk, rτ tl] = t−krεt−lrτrεtkrτ tl, ε, τ ∈
{0, 1} , k, l ∈ Z. Pouºijeme de�nující relace a postupn¥ volíme parametry. Vol-

bou (ε, τ) = (0, 0) dostaneme [tk, tl] = t−kt−ltktl = 1, pro (0, 1) platí [tk, rtl] =

t−kt−lrtkrtl = t−ktlt−ktl = t−2k, (1, 0) dává
[
rtk, tl

]
= t−krt−lrtktl = t−ktltktl = t2l

a z (1, 1) získáme [rtk, rtl] = t−krt−lrrtkrtl = t−ktlt−ktl = t2l−2k. Z toho je vid¥t, ºe

v centru je pouze identita, tedy Z(F2
1) = 1. Abelizovaná grupa je ur£ená p·vodní

prezentací, do které jsou p°idány v²echny komutátorové relace. V²echny jsou ov²em

d·sledkem vztahu t2 = 1 a proto m·ºeme psát F2
1/(F

2
1)′ = 〈t, r | r2 = 1, tr =

t−1, t2 = 1〉 ' Z2 × Z2. Komutátorová podgrupa (F2
1)′ = 〈t2k, k ∈ Z |〉 ∼= 〈t2 |〉.
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Z vý²e uvedeného a z p·sobení re�exe na posunutí je vid¥t, ºe F2
1
∼= Z2 n Z ∼= D∞.

Hledaným izomor�smem je nap°íklad zobrazení ϕ : F2
1 → Z2 n Z, rεtk 7→ (ε, k).

V grup¥ F3
1 = 〈t, r | r2 = t, tr = t〉 m·ºeme t interpretovat jako posunutí a r jako

posunutou re�exi. V normálním tvaru pro f ∈ F3
1 platí f = rεtl, ε ∈ {0, 1} , l ∈ Z,

ale pokud dvakrát sloºíme posunutou re�exi dostaneme posunutí. Proto m·ºeme

f ∈ F3
1 vyjád°it jako f = rk, k ∈ Z. Tato vlysová grupa nemá krom¥ jednotky

ºádný prvek kone£ného °ádu. Z nového vyjád°ení f ∈ F3
1 vidíme, ºe Z(F3

1) = F3
1.

Jelikoº celá grupa komutuje, pak F3
1/(F

3
1)′ = F3

1 a tudíº (F3
1)′ = 1. Protoºe jsme

nahlédli, ºe celou grupu m·ºeme generovat jedním prvkem, který není svázán relací,

platí F3
1
∼= Z. ϕ : F3

1 → Z, rk 7→ k.

Jelikoº je grupa F2 = 〈t, s | s2 = 1, ts = t−1〉 izomorní grup¥ F2
1 = 〈t, r |

r2 = 1, tr = t−1〉, jsou zji²t¥né údaje shodné s vý²e popsanými. Izomor�smus mezi

grupami je nap°íklad tento: ϕ : sεtk 7→ rεtk.

F1
2 = 〈t, s, r | s2 = r2 = (sr)2 = 1, ts = t−1, tr = t〉. Jelikoº platí (sr)2 = 1 ⇒

rsr = s, srs = r, rs = sr , m·ºeme f ∈ F1
2 vyjád°it takto f = rτsεtk, τ, ε ∈

{0, 1}, k ∈ Z. Prvk· kone£ného °ádu je v této grup¥ grup¥ nekone£n¥ mnoho:

1, r, s, rs, stk, rstk, k ∈ Z. Ov¥°me pro dva poslední: stkstk = t−ktk = 1 a (rstk)2 =

rstksrtk = rt−krtk = 1. Abychom ur£ili centrum a komutátorovou grupu, spo£ítáme

komutátory pro v²echny dvojice prvk·. Ty vyjád°íme v normálovém tvaru rasbtk,

respektive rcsdtl, kde a, b, c, d ∈ {0, 1} , k, l ∈ Z. Volbou a = c = 0 získáme jiº

rozebraný p°ípad v F2
1 a vidíme, ºe

[
sbtk, sdtl

]
= t2m,m ∈ Z a m = 0 ⇔ k = l.

Stejn¥ tak jsme jiº rozebrali p°ípad b = d = 0, kde [ratk, rbtl] = 1. Podíve-

jme se jak prvek sr p·sobí na t. Získáme tsr = rstsr = rt−1r = t−1. Roze-

bereme zbývající p°ípady, n¥kde vyuºijeme symetrie ve volb¥ parametr·. Nech´

(a, b, c, d) = (0, 0, 1, 1), pak
[
tk, rstl

]
= t−kt−lsrtkrstl = t−2k, volme (0, 1, 1, 1)

a získáme
[
stk, rstl

]
= t−kst−lsrstkrstl = t−ktlt−ktl = t2l−2k, m¥jme (1, 0, 1, 1)

a
[
rtk, rstl

]
= t−krt−lsrrtkrstl = t−kt−lt−ktl = t−2k, bu¤ (a, b, c, d) = (0, 1, 1, 0),

pak
[
stk, rtl

]
= t−kst−lrstkrtl = t−ktltktl = t2l a na záv¥r (a, b, c, d) = (1, 1, 1, 1)

dává
[
rstk, rstl

]
= t−ksrt−lsrsrtksrtl = t−ktlt−ktl = t2l−2k. Zvolením k = 0 £i

l = 0 zjistíme, ºe jediné prvky, které komutují se v²emi ostatními jsou 1, r. Proto

Z(F1
2) ∼= Z2. Komutátorová grupa je tvaru (F1

2)′ = 〈t2 |〉 ∼= 2Z, nebo´ v²echny ko-

mutátorové relace jsou d·sledkem relace t2 = 1, protoºe jsou tvaru t2m = 1,m ∈ Z.
Abelizovaná grupa má tedy prezentaci F1

2/(F
1
2)′ = 〈r, s, t | r2 = s2 = t2 = (sr)2 =

1, ts = t−1, tr = t〉 ' Z3
2. Platí H = 〈s, t | s2 = 1, ts = t−1〉 E F1

2, nebo´ vztah

rstkr = srtkr = stk znamená, ºe grupa H je uzav°ená na konjugaci. Také grupa

G = 〈r | r2 = 1〉 je normální podgrupou, jelikoº G ∼= Z(F1
2). Proto m·ºeme psát
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F1
2
∼= H×G. Navíc H ∼= Z2 n Z, ϕ : F2

1 → Z2 n Z, sεtk 7→ (ε, k). Z toho vidíme, ºe

F2
1
∼= D∞ × Z2.

Z relací grupy F2
2 = 〈t, s, r | s2 = (sr)2 = 1, ts = t−1, tr = t, r2 = t〉 plyne,

ºe srs = r−1. Proto pro libovolné f ∈ F2
2 platí f = rτsεtk, τ, ε ∈ {0, 1}, k ∈ Z.

Také v této grup¥ je spo£etn¥ mnoho prvk· kone£ného °ádu: 1, s, sr, stk, rstk, k ∈ Z.
Ov¥°me pro poslední dva, k libovolné: stkstk = t−ktk = 1 a rstkrstk = srtkrstk =

stkstk = 1. Pomocí Tietzeovy transformace ukáºeme, ºe F2
2
∼= D∞ ∼= F2

1. Gen-

erátor t je v prezentaci nadbyte£ný a po substituci v de�nujících relacích lze vy-

pustit, spole£n¥ s dal²ími relacemi, které se stanou d·sledky jiných. Dostaneme

F2
2 = 〈s, r | s2 = 1, rs = r−1〉 a naopak, p°idáme-li do této prezentace generátor t

s de�nující relací t = r2, snadno odvodíme p·vodní relace. Pak je Z(F2
2) = 1

a F2
2/(F

2
2)′ = 〈s, r | s2 = 1, rs = r−1, r2 = 1〉 ' Z2 × Z2.

Na záv¥r shr¬me nejpodstatn¥j²í výsledek tohoto cvi£ení. Následující vlysové

grupy jsou izomorfní: F1
∼= F3

1
∼= Z, F1

1
∼= Z2 × Z, F2

1
∼= F2

∼= F2
2
∼= D∞

a F2
1
∼= D∞ × Z2.

Cvi£ení 2 Dokaºte, ºe grupa Gi je izomorfní podgrup¥ Gj práv¥ kdyº i | j.

�e²ení: � ⇒ � Tuto implikaci dokáºeme sporem. Nech´ existuje grupa H ' Gi,

H ≤ Gj a p°itom i - j. V grup¥ Gi jsou pouze prvky °ádu i
k
, k ∈ N a nekone£ného

°ádu. Protoºe je H podgrupou Gj, v²echny prvky kone£ného °ádu jsou d¥litelem j.

Proto neexistuje izomor�smus mezi H a Gi.

� ⇐ � Pro v²echny moºné soud¥lné dvojice i, j ov¥°íme, ºe takové vno°ení ex-

istuje. Z de�nujích relací víme jak p·sobí generátor s na a, b a proto m·ºeme

prvky Gi vyjád°it v normálním tvaru g = skaubv, k ∈ {0 . . . i− 1} , u, v ∈ Z.
Normální tvar existujue dle v¥ty 5. Bu¤ H je podgrupa Gj generovaná a, b, s

j
i .

Nech´ ϕ : Gi → H, skaubv 7→ sk
j
i aubv. Ov¥°me, ºe ϕ je homomor�smus. Nejd°íve

p°evedeme sou£in dvou prvk· na normální tvar. Vyuºijeme zejména vztah· konju-

gace a komutativity slawbx ·skaubv = sl+ks−kawsks−kbxskaubv. Principem bude sloºit

dva prvky, vyjád°it je v normálním tvaru, zobrazit je vhodným zobrazením a obraz

pak vhodn¥ rozloºit tak, abychom ukázali, ºe toto zobrazení je izomor�smus. Jelikoº

se snaºíme prvky vyjád°it tak, aby mocniny s byly v²echny sloºeny na za£átku, p°i

p°evád¥ní do normálního tvaru nebudeme nikterak na sl p·sobit a pro nezáleºí na

hodnot¥ parametru l.

1. i = 1, j = {1, 2, 3, 4, 6} je k = 0 a tedy ϕ(aubvawbx) = ϕ(au+wbv+x) =

au+wbv+x = ϕ(aubv) · ϕ(awbx).
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2. i = 2, j = 4 p°ípad k = 0 je stejný jako v bod¥ 1. Dále uvaºujme k = 1.

Pak platí ϕ(slawbx · saubv) = ϕ(sl+1s−1awss−1bxsaubv) = ϕ(sl+1au−wbv−x) =

s2l+2au−wbv−x = s2l+2s−2aws2s−2bxs2aubv = s2lawbxs2aubv = ϕ(slawbx)·ϕ(saubv).

3. i = 2, j = 6 Ov¥°íme naprosto stejn¥ jako minule, ale vyuºijeme vztah· a−w =

s−1a−wbws = s−2bws2 = s−3aws3 a b−x = s−3bxs3

4. i = 3, j = 6 Pro k = 0 sta£í op¥t vyuºít komutativity prvk· a, b. Bu¤ k = 1,

pak ϕ(slawbx · saubv) = ϕ(sl+1s−1awss−1bxsaubv) = ϕ(sl+1a−wbwa−xaubv) =

s2l+2a−wbwa−xaubv = s2l+2s−2aws2s−2bxs2aubv = s2lawbxs2aubv = ϕ(slawbx) ·
ϕ(saubv), nebo´ platí a−wbw = s−1bws = s−2aws2 a a−x = s−1a−xbxs = s−2bxs2.

Je-li k = 2 op¥t vyuºijeme vztah· plynoucích z de�nujících relací grupy G6.

Jsou to s−4aws4 = b−w a s−4a−xs4 = bx.

Z volby grupy H vidíme, ºe toto zobrazení je na. Protoºe i ≤ j je jasné, ºe ϕ je

prosté a je tedy izomo�smem.

Cvi£ení 3 Nech´ G je libovolná diskrétní podgrupa E2 s netriviální podgrupou

translací T. Dokaºte, ºe [G : T] 5 12.

�e²ení: Nejd°íve rozebereme p°ípad G ∩T ∼= Z2. Podle de�nice je G tapetová

grupa. V¥ta 16 dává jejich úplnou klasi�kaci. Z prezentace tapetových grup vidíme,

ºe kaºdá obsahuje komutujcí generátory a, b, lze je interpretovat jako translace. Bu¤

H = 〈a, b | ab = ba〉. Tuto grupu m·ºeme izomorfn¥ vno°it do kaºdé tapetové grupy.

Prvky v²ech tapetových grup lze p°evést na normální tvar z v¥ty 5. Chápejme H

vºdy jako obraz prostého vno°ení. Budeme zkoumat, jak budou vypadat rozkladové

t°ídy ur£ené grupou H. H ur£uje v grupách Gn, n ∈ {1, 2, 3, 4, 6} rozkladové t°ídy

[si] , i ∈ {0, . . . n− 1}, je jich mén¥ neº 12. Dal²í grupy vzniknou p°idáním generátoru

r a relací, které tento generátor vyuºívají. Pro grupu G1
6 platí r2 = s6 = (sr)2 = 1,

a tudíº zde H ur£uje práv¥ 12 rozkladových t°íd. Pro G1
3 a G2

3 máme r2 = s3 =

(sr)2 = 1, a proto H ur£uje 6 rozkladových t°íd. V grup¥ G1
4 platí r2 = s4 = (sr)2,

a proto je [G1
4 : H] = 8. Z prezentace G2

4 vidíme r2 = a ∈ H, s4 = (sr)2 = 1.

Také zde je 8 rozkladových t°íd ur£ených H. V grupách G3
2 a G1

2 platí r2 = s2 =

(sr)2 = 1, a tudíº zde H ur£uje 4 rozkladové t°ídy. Pro G4
2 z prezentace zjistíme,

ºe r2 = a ∈ H, (sr)2 = b ∈ H a s2 = 1. Pak [G4
2 : H] = 4. Taktéº pro grupu

G2
2 je index H roven 4, nebo´ (sr)2 = b ∈ H, s2 = r2 = 1. Grupy G2

1 a G1
1 mají

v prezentaci de�nující relaci r2 = 1, a proto je index ur£ený H roven 2. Pro G3
1 platí

r2 = a ∈ H a proto [G3
1 : H] = 2.

13



Druhý p°ípad je G ∩ T ∼= Z. Podle de�nice je G vlysová grupa a jejich vý£et

dává v¥ta 14. Kaºdá z nich obsahuje generátor t nekone£ného °ádu. Proto lze t

interpretovat jako translaci. Také prvky vlysových grup lze p°evést na normální tvar

z v¥ty 5. De�nujme H = 〈t |〉. Chápejme H vºdy jako obraz prostého vno°ení.

Ihned vidíme, ºe [F1 : H] = 1. Ze vztahu r2 = 1 v grupách F2
1 a F1

1 vidíme, ºe

v t¥chto grupách H ur£uje 2 rozkladové t°ídy. Jelikoº v F3
1 platí r2 = t ∈ H, pak

[F3
1 : H] = 2. Z prezentace F2 vidíme s2 = 1, tedy index grupy H je 2. Protoºe

v F1
2 platí r2 = s2 = (sr)2 = 1, je [F1

2 : H] = 4. Ze vztah· s2 = (sr)2 = 1

a r2 = t ∈ H se ukáºe, ºe H ur£uje v F2
2 práv¥ 4 rozkladové t°ídy.

Pro v²echny grupy G s netriviální podgrupou translací platí [G : T] 5 12

a rovnost nastává pouze pro G1
6.

Cvi£ení 4 Ov¥°te, ºe ºádné dv¥ tapetové grupy nejsou po dvou izomorfní. Argu-

mentujte nap°íklad °ády kone£ných prvk· £i indexem komutátorové grupy.

�e²ení: Nejprve ud¥láme hrubou úvahu. Aby byly grupy izomorfní, musí obsahovat

prvky stejných °ád·. Grupy odvozené od Gn, n ∈ {2, 3, 4, 6} mají prvek °ádu n,

a proto nemohou být izomorfní. Sta£í tedy zkoumat, zda-li jsou grupy izmorfní v

rámci této skupiny. Tuto úvahu nelze pouºít na grupy odvozené od G1 a G2, jelikoº

mají jen prvky °ádu 1 a 2, musíme je zkoumat spole£n¥.

Budeme vyuºívat algoritmus abelizace pomocí Smithovy normální formy, který

je d·kladn¥ popsán v [1, str. 70− 74]. Ilustrujme pouºití na grup¥ G1
6 = 〈a, b, s, r |

ab = ba, s6 = r2 = (sr)2=1, as = b, bs = a−1b, ar = a, br = a〉. Z relací dostaneme

vztahy a− b = 0, a+ b = 0, 2r+ 2s = 0, 6s = 0 a 2r = 0. Tyto vztahy ur£ují matici,

kterou upravíme následovn¥

1 0 0 0

1 −1 0 0

1 1 0 0

0 0 2 2

0 0 0 2

0 0 6 0


∼


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 2

0 0 0 2

0 0 0 −6

 ∼


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 .

Proto G1
6/(G

1
6)′ ∼= Z2

2 a komutátorová grupa má index 4. Pokud pouºijeme stejný

algoritmus pro G6, zjistíme, ºe Gab
6
∼= Z6 a proto platí G1

6 � G6.

Pro grupy odvozené do G3 budeme op¥t argumentovat indexem komutátorové

grupy a op¥t vyuºijeme zmín¥ného algoritmu abelizace. Z G3 de�nujících relací
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odvodíme a upravíme matici 1 1 0

2 −1 0

0 0 3

 ∼
 1 1 0

0 −3 0

0 0 3

 ∼
 1 0 0

0 3 0

0 0 3

 .

Známe tedy Gab ∼= Z2
3 a proto [G : G′] = 9. Obdobn¥ postupujeme pro dal²í

grupy a zjistíme, ºe [G1
3 : (G1

3)
′] = 6 a [G2

3 : (G2
3)
′] = 2. �ádné dv¥ grupy odvozené

od G3 nejsou izomorfní.

Spo£ítáme pro kaºdou grupu G/G′ = Gab. Postupn¥ dostáváme (G4)ab ∼=
(G2

4)ab ∼= Z3
2 � Z2 × Z4

∼= (G1
4)ab. Dokáºeme, ºe neexistuje izomor�smus mezi G4

a G2
4. Prezentaci G4 upravíme pomocí vztahu as = b a získáme novou prezentaci

G4 =
〈
a, s | aas = asa, as

2
= a−1, s4 = 1

〉
. V G2

4 substitujeme as = b a r2 = a,

pak G2
4 =

〈
r, s | r2(r2)s = (r2)sr2, (r2)s

2
= r−2, s4 = 1, (sr)2 = 1, (r2)sr = (r−2)s

〉
je

nová prezentace G2
4. Proto kaºdý nenulový homomor�smus ϕ : G4 → G2

4 musí

zobrazit s na s, a na r2, a proto nem·ºe být prostý a ani izomor�smus.

Zkoumejme nyní grupy odvozené od G1 a G2. U kaºdé grupy ur£íme po£et prvk·

kone£ného °ádu a komutátorovou grupu. Grupa G1má jenom jeden kone£ný prvek

a to identitu. Její komutátorová grupa je triviální, nebo´ G1 je komutativní a je

generována dv¥ma prvky. G1
1 má spo£etn¥ mnoho prvk· °ádu 2, jsou to rbk, k ∈ Z,

nebo´ rbkrbk = r−1bkrbk = b−kbk = 1. Pouºitím vý²e zmín¥ného algoritmu zjistíme,

ºe (G1
1)′ ∼= Z2

2 × Z. Grupa G2
1 má práv¥ dva prvky °ádu 2 a to 1 a r, protoºer

p·sobí na t takto: ar = b, respektive br = a. Její komutátorová grupa je izomorfní

Z2×Z. Poslední tapetovová grupa odvozená od G1 je G3
1 a ta má pouze jeden prvek

°ádu 2 - identickou symetrii. Tím se li²í od v²ech p°edchozích krom¥ G1, ale ta je

komutativní a G3
1 není. Grupa G2 má spo£etn¥ mnoho prvk· kone£ného °ádu, jsou

to nap°íklad sbk, k ∈ Z. Její komutátorová grupa má index 8, jelikoº Gab
2
∼= Z3

2.

De�nujme T = 〈a, b | ab = ba〉 ≤ G2. Z prezentace grupy zjistíme, ºe T je uzav°ená

na konjukce, a tudíº platí [G2 : T] = 2. M·ºeme psát G2
∼= Z2 n Z2. Grupa G2

1

má spo£etn¥ mnoho prvk· °ádu 2. Index její komutátorové grupy je 16. Pro G2
2

platí (G2
2)ab ∼= Z3

2 a tedy [G2
2 : (G2

2)′] = 8. Jako v²echny grupy odvozené od G2

má spo£etn¥ mnoho prvk· kone£ného °ádu. Grupa G3
2 má také index komutátorové

grupy 8, (G3
2)ab ∼= Z3

2 a nekone£ný po£et prvk· °ádu 2. Bu¤ H podgrupa G3
2,

H = 〈s, r | s2 = r2 = (sr)2 = 1〉 ∼= Z2
2. Protoºe je T = 〈a, b | ab = ba〉 uzav°ená na

konjugaci, tedy T E G3
2, platí G3

2
∼= Z2

2 n Z2. Grupa G4
2 má index komutátorové

grupy také 8, ale (G4
2)ab ∼= Z2×Z4 a proto není s p°ede²lými izomorfní. U v²ech grup
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srovnáme po£et prvk· °ádu dva a strukturu jejich abelizované grupy a zjistíme, ºe

ºádné dv¥ nejsou izomorfní aº na G2,G
2
2 a G3

2. Ale víme, ºe G2
∼= Z2nZ2 � G3

2
∼=

Z2
2nZ2. Dále upravíme prezentace G2

2 a G3
2 s pouºitím vztah· (sr)2 = 1, respektive

b = ar. Dostaneme G2
2 = 〈a, s, r | aar = ara, s2 = r2 = (sr)2 = 1, as = a−1〉 a G3

2 =〈
a′, s′, r′ | a′(s′r′)2 = (s′r′)2a′, s′2 = r′2 = 1, a′s

′
= a′−1, a′r

′
= a′, (r′s′)2 = (s′r′)2

〉
. Pro-

toºe generátory a, a′ jsou v obou p°ípadech jediné nekone£né generátory, musí se

zobrazit na sebe. Generátory s, r a s′, r′ jsou oba °ádu dva, mohly by se zobrazit na

sebe r·zn¥. V kaºdém p°ípad¥, je (sr)2 = 1, ale (s′r′)2 je nekone£ného °ádu a takový

izomor�smus tedy neexistuje. Pokud bychom cht¥li najít homomor�smus G2 a G2
2,

sta£í jej zadat na generátorech. Ale G2 má dva generátory nekone£ného °ádu, av²ak

G2
2 pouze jeden a takový homomor�smus tedy nem·ºe být prostý.

Cvi£ení 5 Rozhodn¥te, které ze 17 tapetových grup jsou izomorfní podgrup¥ jiné

tapetové grupy.

�e²ení: Pro kaºdou tapetovou grupu platí G ∩ T ∼= Z2. Proto lze do kaºdé

takové grupy vno°it G1. Grupa G1
1 m·ºeme interpretovat jako dv¥ navzájem kolmá

posunutí a re�exi s osou ve sm¥ru translace a. Proto je izomorfní podgrupám

G1
2,G

2
2,G

1
4 generovanými prvky a, b, r, které mají stejnou strukturu. G2

1 m·ºeme

op¥t chápat jako dv¥ kolmé translace, ale osa rotace je shodná s osou úhlu, který tyto

posunutí svírají. Je izomorfní pouze podgrup¥ G3
2 ur£ené prvky a, b, r. Grupa G3

1

obsahuje r, který m·ºeme chápat jako posunutou re�exi, a m·ºe být izomorfní pouze

podgrupám G4
2 nebo G2

4. Snadno se ov¥°í, ºe v obou p°ípadech takový izomor�smus

skute£n¥ existuje. Je jím jediný moºný kandidát ϕ : a 7→ a′, b 7→ b′, r 7→ r′.

Grupu G2 je samoz°ejm¥ moºné p°irozen¥ vno°it do grup od ní odvozených

G1
2,G

2
2,G

3
2 a G4

2. Z cvi£ení 2 víme, ºe je také izomorfní podgrup¥ G4 a G6. Proto

p·jde vno°it i do grup do nich odvozených G1
4,G

2
4 a G1

6. Pouºijeme zobrazení

ϕ : a 7→ a′, b 7→ b′, s 7→ (s′)2, respektive ϕ : a 7→ a′, b 7→ b′, s 7→ (s′)3. G1
2

lze vno°it do podgrupy G1
4 generované a, b, r, s2. Zejména je t°eba si uv¥domit, ºe

ϕ(s−1as) = (s′)−2a′(s′)2 = (s′)−1b′s′ = (a′)−1 = ϕ(a−1) a ϕ(s−1bs) = (s′)−2b′(s′)2 =

(s′)−1(a′)−1s′ = (a′)−1 = ϕ(b−1), proto je takové zobrazení izomor�smus. Grupa

G2
2 není izomorfní podgrup¥ ºádné jiné tapetové grupy. Generátory s, r se musí zo-

brazit na generátory kone£ného °ádu, a proto se (sr)2 p°i izomor�smu musí zobrazit

na (s′r′)2. Ale G2
2 není izomorfní s ºádnou grupou odvozenou od G2 a pro grupy

odvozené od G4 a G6 platí (sr)2 = 1. Grupu G3
2 lze interpretovat jako dv¥ kolmá po-

sunutí, re�exi v ose jejich úhlu a rotaci. P°i geometrické interpretaci svírají translace
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rodiny G6 jiný úhel, v grup¥ G1
4 je osa zrcadlení shodná se sm¥rem posunutí a G2

4

obsahuje posunutou re�exi. Proto G3
2 není izomorfní ºádné podgrup¥ jiné tapetové

grupy. G4
2 obsahuje generátor r, který chápeme jako posunutou re�exi a tak jediný

kandidát je G2
4, ale jedniný moºný obraz prvku (sr)2je (s′r′)2 a tyto se li²í v °ádu.

Proto takový izomor�smus neexistuje.

Podle cvi£ení 2 grupa G4 není izomorfní podgrup¥ ºádných jiných grup neº jsou

grupy od ní odvozené. Jelikoº grupy G1
4 a G2

4 obsahují prvky °ádu 4, nejdou prost¥

vno°it do grup odvozených od G3 ani G6.

Grupa G3 lze vno°it jednak do grup od ní odvozených a také do grup G6

a G1
6. V obou p°ípadech se pouºije zobrazení ϕ : a 7→ a′, b 7→ b′, s 7→ (s′)2. Snadno

se ov¥°í, ºe jde o izomor�smus, z°ejm¥ nejt¥º²í je ov¥°it, jak se zobrazí konjugace

rotací ϕ(s−1as) = (s′)−2a′(s′)2 = (s′)−1b′s′ = (a′)−1b′ = ϕ(a−1b) a ϕ(s−1bs) =

(s′)−2b′(s′)2 = s′(a′)−1bs′ = (a′)−1 = ϕ(a−1). Stejn¥ tak se ukáºe, ºe G2
3 je izomorfní

podgrup¥ G1
6 generované prvky a, b, r, s2. Grupa G1

3 není izomorfní podgrup¥ ºádné

tapetové grupy.

Zbývá nám poslední skupina tapetových grup, grupy odvozené do G6. G6 lze

p°irozen¥ vno°it do G1
6. G1

6 uº do ºádné jiné grupy prost¥ vno°it nelze. Ta by musela

mít prvek °ádu 6 a obsahovat re�exi. To je pouze G1
6.

Cvi£ení 6 Aplikací Tietzeových transformací dokaºte, ºe ∆(2,3,6) ∼= G1
6.

�e²ení: Máme ukázat, ºe lze pomocí Tietzeových transformací z prezentace tro-

júhelníkové grupy ∆(2,3,6) = 〈x, y, z | x2 = y2 = z2 = (xy)2 = (yz)3 = (zx)6 = 1〉
získat G1

6 = 〈a, b, s, r | ab = ba, s6 = r2 = (sr)2 = 1, ar = b, br = a, as = b, bs = a−1b〉
a naopak. Ke generátor·m x, y, z p°idáme dal²í generátory a, b, s, r de�nované vz-

tahy: a = (zy)(zx)2, b = (xy)(zx)3, s = zx, r = z. Z toho ihned plyne x = rs, y =

bs2r, z = r. Na obrázku £.1 jsou jednotlivé generátory zaznamenány do jednoho

nákresu. Ukáºeme, ºe relací de�nujících grupu∆(2,3,6) plynou relace de�nující

grupu G1
6.
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Obrázek £.1 Geometrická interpretace vztah· mezi generátory ∆(2,3,6) a G1
6

Nejprve odvodíme t°i pomocné vztahy, které se nám budou £asto hodit:

(zx)6 = 1⇒ (zx)3 = (xz)3 ⇒ y(zx)3 = y(xz)3 (1)

(xy)2 = 1⇒ xy = yx (2)

(yz)3 = 1⇒ yzy = zyz (3)

Ukáºeme, ºe vztah ab = ba je d·sledek jiných:

y = y ⇒ y(xz)3 = y(zx)3

⇒ xyz(xz)2 = y(zx)3 Rozepsání (xz)3 a (2)

⇒ y(zx)2 = xy(zx)3z P°enásobení z zprava

⇒ yzxy2zyx = xy(zx)3zy P°enásobení y zprava a y2 = 1

⇒ (yzy)x(yzy)x Vyuºili jsme dvakrát vztah (2)

⇒ (zy)(zx)2(xy)(zx) = (xy)(zx)3(zy) Vztah x2 = 1

⇒ ab = ba. Z de�nice a, b

Triviálním d·sledkem relací r = z a zx = s je

z2 = 1⇒ r2 = 1,

(zx)6 = 1⇒ s6 = 1,

x2 = 1⇒ zxxz = 1⇒ (zxz)2 = 1⇒ (sr)2 = 1.

P·sobení r na a získáme následovn¥

y = y ⇒ y(xz)3 = y(zx)3 P°enásobení (zx)3 = (xz)3

⇒ xy(zx)2z = y(zx)3 Rozepsání (zx)3 a podle (2)

⇒ z−1(zy)(zx)2z = (xy)(zx)3 P°enásobení x a z−1z = 1

⇒ ar = b. Z de�nice

Také platí

zxy = zyx⇒ zxy(zx)4 = zyx(xz)2 Pouºili jsme (zx)6 = 1
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⇒ z−1(xy)(zx)3z = (zy)(zx)2 P°enásobení x zprava a z = z−1

⇒ br = a. Z de�nice

Snadno ukáºeme, jak p·sobí s na a

xy = xy ⇒ (xz)(zy) = xy Vztah z2 = 1

⇒ (zx)−1(zy)(zx)2(zx) = (xy)(zx)3 P°enásobení (zx)3 a (zx)−1 = xz

⇒ as = b. Z de�nice

Zbývá odvodit poslední vztah a bs = a−1b

x = x⇒ xyzy = xzyz Podle (3)

⇒ xy = (xz)(yz)2 P°enásobení yz

⇒ xy = (xz)(yz)(xy)(xz) Relace x2 = 1 a xy = yx

⇒ (zx)−1(xy) = (xz)2(yz) P°enásobení (zx) = (xz)−1 zleva

⇒ (zx)−1(xy)(zx)3(zx) = (xz)2(yz)(xy)(zx)3 P°enásobení (zx)4zprava

⇒ bs = a−1b Z de�nice

Nyní jsme dokázali, ºe z relací de�nujích grupu ∆(2,3,6) lze odvodit de�nující

relace grupy G1
6. Pokud ukáºeme, ºe z relací prezentace G1

6 lze odvodit relace pro

∆(2,3,6), budeme hotovi. Tietzeho transformace ob¥ma sm¥ry prob¥hne t¥mito

kroky: P°idání nových generátor· a jejich de�nujících relací. Tím se staré relace

stanou d·sledkem nov¥ p°idaných a proto je odstraníme. M·ºeme také odstranit

p·vodní generátoy a jejich de�nující relace a získáme tak kýºenou grupu.

Triviální d·sledek vztahu r = z je r2 = 1⇒ z2 = 1.

Odvodíme pomocné vztahy:

(sr)2 = 1⇒ s = r−1s−1r (4)

s−2a−1s2 = s−1b−1s = ab−1 (5)

s−2bs2 = s−1(a−1b)s = s−1a−1ss−1bs = a−1 (6)

Snadným d·sledkem vztahu (4) je

1 = s−1s = rsrs⇒ 1 = x2.

Následovn¥ se ukáºe, ºe y2 = 1

1 = ba−1b−1a Vyuºijeme komutativity a, b

= brb−1rra−1rrbr T°ikrát pouºití konjugací b = ar, a = br

= brb−1a−1br Podle relace r2 = 1

= brs−1a−1ss−1bsr Vyuºití vztah· bs = a−1b, as = b

= brs−1(a−1b)sr Zkrátíme ss−1

= brs−2bs2r Op¥t uºití konjugace s

= brrs2rbs2r Z rovnosti s−2 = rs2r

= bs2rbs2r = y2 Pokrácení rr a z de�nice
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Takto odvodíme relaci (xy)2 = 1

1 = bb−1

= bs−1a−1s Pouºili jsme p·sobení s na b−1

= bs−2(a−1b)s2 Tentokráte (a−1b)s = a−1

= bs−3bs3 Pot°etí konjugace s

= sbs2sbs2 Ze vztahu s−3 = s3 = s2s

= rsbs2rrsbs2r P°enásobení z obou stran r a pouºití r2 = 1

= (rsbs2r)2 = (xy)2 Formální úprava a z de�nice x, y

Ze znalosti p·sobení s na a, b získáme (yz)3=1

1 = bb−1aa−1

= bs−2a−1s2a−1 Vyuºití vztahu s−2a−1s2 = b−1a

= bs−2s−2bs2s2s−2bs2 Dvakrát podle s−2bs2 = a−1

= (bs2)3 = (yz)3 Z s4 = s−2, krácení s2s−2 = 1 a z de�nice y, z

Zbývající de�nující relaci získáme skoro triviáln¥

(rrs)6 = s6 = 1⇒ (zx)6 = 1. �

Cvi£ení 7 Ukaºte, ºe kaºdá ze t°í grup ∆(l,m,n), kde 1/l + 1/m + 1/n = 1 má

podgrupu kone£ného indexu izomorfní Z2.

�e²ení: Obdobn¥ jako ve cvi£ení 8 lze pomocí Tietzeových transformací ukázat,

ºe ∆(2,4,4) ∼= G1
4 a ∆+(3,3,3) ∼= G3. Tento fakt je také známý z publikace

[1, str. 152]. Z p°edchozí úlohy víme, ºe ∆(2,3,6) ∼= G1
6. Grupy G3,G

1
4 a G1

6

jsou tapetovými grupami a mezi jejich generátory pat°í r·zná posunutí a, b. Grupa

translací T je izomorfní volné abelovské grup¥ °ádu 2. Ve cvi£ení 3 jsme dokázali,

ºe [G : T] ≤ 12, kde G je libovolná diskrétní podgrupa E2.

Jelikoº je grupa ∆+(3,3,3) ∼= G3 podgrupou p°ímých zobrazení, platí pro její

index [∆(3,3,3) : ∆+(3,3,3)] 5 2 a proto [∆(3,3,3) : T] ≤ 24. Tudíº je grupa

translací kone£ného indexu a je izomorfní Z2.

Cvi£ení 8 Ukaºte, ºe grupa symetrií pravidelného dvanáctist¥nu Sym(D) ' A5×Z2.

�e²ení: Zkoumejme nejd°íve p°ímé symetrie Sym+(D). Vyberme si libovolnou

st¥nu a zvolme v ní jednu z p¥ti úhlop°í£ek. Tato úhlop°í£ka tvo°í hranu krychle vep-

sané do dvanáctist¥nu. Kaºdá z hran krychle tvo°í úhlop°í£ku jedné z dvanácti st¥n

t¥lesa, viz obrázek £. 2. Pokud vybereme v prvn¥ zvolené st¥n¥ jinou úhlop°í£ku,

dostaneme jinou krychli. Tedy je 5 takových krychlí a kaºdá ze symetrií dvanác-

tist¥nu tyto krychle permutuje.
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Obrázek £. 2 [2, str. 40] Vepsání krychle do dvanáctist¥nu

Je t°eba ov¥°it, ºe ºádné dv¥ symetrie neur£ují stejnou permutaci krychlí. Jeden

druh symetrií je tvo°en rotacemi kolem p°ímky, která spojuje protilehlé st¥ny. Druhý

typ jsou oto£ení okolo p°ímky, která spojuje protilehlé vrcholy. Posledním typem

jsou oto£ení okolo osy, která spojuje st°edy protilehlých hran. �ády symetrií jsou

2,3 a 5 (nesoud¥lné) nem·ºe se tedy stát ºe dv¥ symetrie jiného typu ur£ují stejnou

permutaci krychlí.

Pokud otá£íme okolo st°ed· protilehlých stran, tak se hýbe v²ech p¥t krychlí.

V kaºdé dvojici st¥n je jiné vzájemné uspo°ádání uhlop°í£ek a proto krychle permu-

tují v jiném po°adí. Máme tedy celkem 24 permutací °ádu 5.

Pokud otá£íme okolo st°ed· protilehlých hran, pak jedna krychle z·stává na míst¥

(ta, co nemá s hranou ani jeden spole£ný vrchol) a ostaní utvo°í dv¥ dvojice (oto£ení

o 180°). Jsou práv¥ t°i symetrie, ketré �xují tuto krychli. M·ºeme vybrat práv¥ t°i

protilehlé dvojice hran a kaºdým výb¥rem dostaneme jiné dvojice krychlí, které se

na sebe zobrazují. Celkem je tedy 15 permutací typu (··) (··).
Pokud otá£íme okolo osy tvo°ené spojnicí st°edu a vrcholu, pak je v tomto vr-

cholu vrchol práv¥ dvou krychlí. Ty se zobrazují na sebe a ostatní t°i permutují.

Z p¥ti krychlí vybereme 2 celkem deseti zp·soby, coº koresponduje s deseti dvo-

jicemi protilehlých vrchol·. Tedy otá£ení okolo kaºdé osy ur£uje dv¥ krychle, které

budou �xované. Grupa Sym+(D) obsahuje celkem 20 trojcykl·.

Spole£n¥ s identickým zobrazením máme tedy celkem 60 symetrií, které permutují

5 objekt·. Je to podgrupa S5 obsahující v²echny trojcykly, tedy Sym+(D) ' A5.

Jelikoº st°edová symetrie ϕ : x 7→ −x je nep°ímou symetrií dvanáctist¥nu, komu-

tuje s p°ímými izometriemi a je °ádu 2, vidíme, ºe Sym(D) ' A5 × Z2.
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Cvi£ení 9 Pro kaºdý pravidelný mnohost¥n ur£ete dihedrální úhly mezi jeho st¥-

nami. Pomocí p°ede²lého cvi£ení dokaºte, ºe existuje práv¥ jedno dláºd¥ní R3.

�e²ení: Pro kaºdé t¥leso spo£ítáme dihedrální úhly zvlá²´. Pokusíme se pouºít

r·zné metody.

Nech´ máme pravidelný £ty°st¥n ur£ený body A = [0, 0, 0] , B = [1, 1, 0] , C =

[1, 0, 1] , D = [0, 1, 1]. Uvaºujme rovinu kolmou na úse£ku CD obsahující bod A.

Pr·nik této roviny a úse£ky CD ozna£me P . Pak velikost dihedráního úhlu mezi rov-

inami ur£enými body ACD a BCD je roven velikosti úhlu u vrcholu P v rovnoramen-

ném trojúhelníku ABP . Ten spo£ítáme podle kosinové v¥ty c2 = a2 + b2−2ab · cosγ.
Tedy cosγ = −1

3
a proto γ4 ≈ 70, 53°.

Dihedrální úhel, který svírají st¥ny krychle je z°ejmý, γ6 = 90°.

Pro výpo£et úhlu, který svírají st¥ny osmist¥nu vyuºijeme tu vlastnost, ºe os-

mist¥n je duálním t¥lesem ke krychli. Pokud bychom cht¥li spo£ítat dihedrální úhel

analyticky, museli bychom zjistit odchylku normálových vektor· p°íslu²ných stran.

Jelikoº je osmist¥n pravidelné tel¥so tvo°ené rovnostrannými trojúhelnky, tak se

tyto normály protnou p°esn¥ ve st°edu t¥lesa. Spojují tedy st°edy p°íslu²ných stran

a st°ed mnohost¥nu. Pokud vepí²eme do osmist¥nu krychli, zjistíme, ºe normály

se shodují s t¥lesovými úhlop°í£kami krychle. Velikost dihedrálního úhlu bude tedy

stejná jako velikost úhlu v rovnoramenném trojúhelníku, který svírají stejn¥ dlouhé

strany. Délky t¥chto stran jsou
√
3
2
,
√
3
2
respektive 1. Úhel γ8 dopo£ítáme op¥t pomocí

kosinové v¥ty. Pro odchylku normálových vektor·, vyjde cos γ = 1/3. Dihedrální

úhel je pak dopl¬kem do 180° a proto γ8 ≈ 109, 47°.

Známe sou°adnice bod· pravidelného dvacetist¥nu [±t,±t−1, 0], [0,±t,±t−1],
[±t−1, 0,±t], kde t =

√
1+
√
5

2
. Tyto jsou uvedeny v literatu°e [1, str. 136]. Je-

likoº je st¥na t¥lesa pravidelný mnohost¥n, v²echny vrcholy této st¥ny budou mít

od st°edu stejnou vzdálenost. Proto st°ed ur£íme jako pr·m¥r sou°adnic vrchol·

náleºících do jedné st¥ny. Vý²e uvedené sou°adnice m·ºeme transformovat na tyto

[±τ,±1, 0] , [0,±τ,±1] , [±1, 0,±τ ], kde τ = (1 +
√

5)/2, zm¥ní se pouze velikost

t¥lesa. Vyberme si st¥ny ur£ené [τ, 1, 0] , [0, τ, 1] , [1, 0, τ ] a [τ, 1, 0] , [τ,−1, ] , [1, 0, τ ].

Jejich st°edy jsou
[
τ+1
3
, τ+1

3
, τ+1

3

]
respektive

[
2τ+1
3
, 0, τ

3

]
. Normály odpovídají vek-

tor·m ur£eným po£átkem sou°adnic a st°edy st¥n. Po jejich znormování spo£ítáme

odchylku pomocí skalárního sou£inu.

cos γ =
3τ + 1√

3(5τ 2 + 4τ + 1)
≈ 0, 7453

Platí, ºe γ ≈ 41, 81°, dihedrální úhel je dopln¥k do 180° a proto γ20 ≈ 138, 19°.
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Pro dvanáctist¥n pouºijeme stejnou metodu jako pro výpo£et dihedrálního úhlu

osmist¥nu. Vepí²me dvacetist¥n do dvanáctist¥nu a vybereme si dva body dvacetist¥nu

spojené hranou. Tyto jsou st°edy st¥ny dvanáctist¥nu. Vezm¥me si nap°íklad [τ, 1, 0]

a [1, 0, τ ]. Spo£ítáme jejich vzdálenost
√

(t− 1)2 + 1 + τ 2 a vzdálenost od po£átku√
τ 2 + 1. Pomocí kosinové v¥ty dostaneme

cos γ =
2(τ 2 + τ + 1)− (τ 2 + 1)− (τ 2 + 1)

2(τ 2 + 1)
=

τ

τ 2 + 1
≈ 0, 4472.

Z toho získáme γ ≈ 63, 43° a proto γ12 ≈ 116, 57°.

Pokud chceme jedním t¥lesem vydláºdit celý prostor R3, dihedrální úhel objektu

musí mít velikost 360/n, n ∈ N, . Pouze pak m·ºeme mnohost¥ny poskládat tak,

aby sou£et dihedrálních úhl· t¥les majících spole£nou hranu byl 360°. Jediné takové

t¥leso je krychle.

Cvi£ení 10 Pro kaºdé k, 0 5 k 5 d−1, spo£t¥te po£et k-st¥n pravidelných polytop·

Td, Cd, C
∗
d , d = 2. Odvo¤te Euler·v vztah pro pravidelné konvexní poyltopy libovolné

dimenze d = 2.

�e²ení: V literatu°e [1, str. 129, 160] je formulována a ov¥°ena Eulerova formule

pro dimenze d = 3 a d = 4. V rovin¥ je vztah jasný v− e = 0, kde v je po£et vrchol·

a e po£et hran.

Dokáºeme, ºe pokud má polytop symbol {r1, . . . , rd}, pak jeho (d− 1)-st¥na má

smybol {r1, . . . rd−1}. Budeme dokazovat indukcí. Pro d = 3 dokáºeme rozborem

mnohost¥n·. �ty°st¥n má symbol {3, 3} a jeho st¥na je rovnostranný trojúhelník

a má symbol {3}. Krychle má symbol {4, 3} a její st¥na má £ty°i hrany, tedy

má symbol {4}. Osmist¥n je ur£en symbolem {3, 4} a jeho st¥na má symbol {3}.
Dvanáctist¥n má symbol {3, 5} a jeho st¥na je pravidelný p¥tiúhelník - dává symbol

{5}. Dvacetist¥n je ur£en {5, 3} a jeho st¥na je rovnostranný trojúhelník, který má

symbol {3}. Uvaºme (d − 1)-st¥nu libovolného d-dimenzionálního polytopu P se

symbolem {r1, . . . rd}. Link tohoto polytopu P má z de�nice symbol {r2, . . . rd} .
Z induk£ního p°edpokladu má (d − 2)-st¥na linku symbol {r2, . . . rd−1} . Protoºe
k-st¥ny polytopu P a (k−1)-st¥ny linku P ′ spolu korespondují, je (d−2)-st¥na linku

je ur£ena vrcholy, které leºí s �xovaným vrcholem V v jedné (d− 1)-st¥n¥ polytopu

P . Coº je to samé jako kdybychom vzali (d − 1)-st¥nu polytopu P, ve které leºí

vrchol V a ur£ili její link. Tedy symbol (d− 1)-st¥ny polytopu P je {x, r2, . . . rd−1} .
Protoºe 2-st¥ny polytopu P a jeho (d− 1)-st¥ny jsou totoºné, musí být x = r1.
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Indukcí dokaºme, ºe kaºdá k-st¥na je Tk, k = 2. Pro d = 3 dostáváme pravidelný

£ty°st¥n, jehoº 2-st¥ny jsou rovnostranné trojúhelníky. Symbol Td je posloupnost

£ísel 3, kterých bude d. Ozna£ujme
{

3d
}
. Vý²e jsme dokázali, ºe symbol (d − 1)-

st¥ny tohoto polytopu je
{

3d−1
}
. To znamená, ºe (d− 1)-st¥na Td je Td−1. Ostatní

st¥ny jsou také Tk, to plyne z induk£ního p°edpokladu.

Polytop Td je d-dimenzionální útvar. Víme, ºe Td je link Cd+1. S kaºdým vrcholem

Cd+1 je hranou spojeno práv¥ d + 1 vrchol·. T¥mito je Td ur£eno a proto má d + 1

vrchol·. Vidíme, ºe link Td má d vrchol·, a tedy je v²ech d + 1 vrchol· spojeno

hranou, a tudíº je kaºdá k-st¥na ur£ena práv¥ k + 1 vrcholy. Proto je po£et k-st¥n

roven tk =
(
d+1
k+1

)
. Pokusíme se zobecnit Euler·v vztah. Uvaºujme sumu k-st¥n p°es

v²echny p°ípustné dimenze, kterou je²t¥ upravíme posunutím s£ítacího indexu.

d−1∑
k=0

(−1)ktk =
d∑

k=1

(−1)k+1

(
d+ 1

k

)
= x

K obou stranám p°i£teme £leny 1 a (−1)d+1, substitujeme d+ 1 = n a vyuºijeme

známé kombinatorické identity

0 = −
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
=

d+1∑
k=0

(−1)k+1

(
d+ 1

k

)
= x− 1 + (−1)d+2.

Dostáváme tedy vztah

d−1∑
k=0

(−1)ktk = 1− (−1)d.

Polytop Cd je také d-dimenzionální útvar. Indukcí dokáºeme, ºe kaºdá jeho

k-st¥na je Ck, k = 2. Pro d = 3 to je z°ejmé, 2-st¥ny jsou £tverce. Symbol poly-

topu Cd je
{

4, 3d−1
}
a podle vý²e dokázaného je symbol jeho (d− 1)-st¥ny

{
4, 3d−2

}
a tedy je to polytop Cd−1. Ostatní k-st¥ny jsou Ck z induk£ního p°edpokladu.

V jednom jeho vrcholu se setkává práv¥ d hran. Kaºdá k-st¥na Cd je Ck. Kaºdých

k hran v jednom vrcholu ur£uje k-dimenzinální podprostor H a platí, ºe H ∩ Cd je
práv¥ jedna k-st¥na, proto je po£et k-st¥n obsahujících �xovaný vrchol

(
d
k

)
. Vybereme

libovolný vrchol. T¥ch je 2d. Kaºdá st¥na obsahuje 2k vrchol· a tolikrát bychom ji

zapo£ítali. Proto ck = 2d−k
(
d
k

)
. Protoºe C∗d duální k Cd, platí c∗d−k = ck. Zobecn¥me

Euler·v vztah pro Cd a C∗d :
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d−1∑
k=0

(−1)kck =
d−1∑
k=0

(−1)k2d−k
(
d

k

)
= x.

K ob¥ma stranám p°i£teme £len (−1)d, uv¥domíme si, ºe
(

d
d−k

)
=
(
d
k

)
, zjistíme,

ºe jsme dostali vzorec pro binomický rozvoj výrazu (2− 1)d:

x+ (−1)d =
d∑

k=0

(−1)k2d−k
(
d

k

)
=

d∑
k=0

(−1)k2k
(
d

k

)
= (2− 1)d = 1.

A z toho tedy plyne, ºe

d−1∑
k=0

(−1)kck =
d−1∑
k=0

(−1)kc∗k = 1− (−1)d.

Eulerova formule v − e + f = 2 m·ºe být zobecn¥na pro v²echny pravidelné

polytopy libovolné dimenze d = 2 takto:
∑d−1

k=0(−1)kfk = 1− (−1)d, kde fk je po£et

k-st¥n.

Cvi£ení 11 Klasi�kujte v²echna dláºd¥ní prostor· Rd, d = 2 pravidelnými kon-

vexními polytopy.

�e²ení: Nejprve spo£teme hodnotu ρ pro v²echny pravidelné konvexní polytopy.

Budeme postupovat podle dimenze. Nech´ d = 2. Pak v²echny útvary ur£ené

symbolem {n} , n ∈ N \ {1, 2} jsou pravidelné mnohoúhelníky. Vyberme si dva

libovolné vrcholy se spole£nou hranou a spojme je se st°edem. Vznikne rovnora-

menný trojúhelník. Úhel proti hran¥ ur£íme snadno, je to 2π/n. Z kosinové v¥ty

proto vypo£teme £tverec délky hrany l2 = 2r2(1 − cos γ). Dosadíme do de�nice ρ

a zjistíme, ºe ρ({n}) = l2/4r2 = (1 − cos γ)/2. Dosadíme velikost úhlu, upravíme

podle goniometrických vzorc· a dostaneme ρ({n}) = sin2(π/n).

Nech´ d = 3. Vyuºijeme vzorec z lemma 18, do kterého dosadíme výsledek pro

d = 2

ρ({r1, r2}) = 1− cos2(π/r1)

ρ({r2})
= 1− cos2(π/r1)

sin2(π/r2)
.

Z v¥ty 19 známe symboly v²ech pravidelných mnohost¥n· a proto sta£í jen dosa-

dit.

ρ({3, 3}) = 1− 1

3
=

2

3
ρ({4, 3}) =

1

3
ρ({3, 4}) =

1

2
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ρ({5, 3}) =
3− 2 cos2(π/5)

3
ρ({3, 5}) =

4 sin2(π/5)− 1

sin2(π/5)

Bu¤ d = 4. Pouºijeme vzorec pro výpo£et ρ z lemma 18. Dosadíme a upravíme

ρ({r1, r2, r3}) = 1− cos2(π/r1)

ρ({r2, r3})
=
ρ({r2, r3})− cos2(π/r1)

ρ({r2, r3})
.

Celé opakujeme je²t¥ jednou a vyuºijme znalosti ρ({r3}) = sin2(π/r3)

ρ({r1, r2, r3}) =
sin2(π/r3) sin2(π/r1)− cos2(π/r2)

sin2(π/r3)− cos2(π/r2)
.

Symboly v²ech pravidelných polytop· známe z v¥ty 19 a proto m·ºeme ur£it

jejich ρ.

ρ({3, 3, 3}) =
5

8
ρ({4, 3, 3}) =

1

4
ρ({3, 3, 4}) =

1

2

ρ({3, 4, 3}) =
1

4
ρ({5, 3, 3}) =

3 sin2(π/5)− 1

2
ρ({3, 3, 5}) =

3 sin2(π/5)− 1

4 sin2(π/5)− 1

Bu¤ d = 5. Postupn¥ spo£teme ρ pro v²echny t°i typy polytop·.

1. Tvrdíme, ºe ρ(C∗d) = 1
2
pro v²echny hodnoty d. Sou°adnice C∗d známe

z poznámky 4, jsou to {(0, . . . xi . . . 0) | xi = ±1, i = 1, . . . d}. Proto l =√
(1− 0)2 + (0− 1)2 =

√
2 a r = 1. Pak ρ(C∗d) = l2/4r2 = 2

4
= 1

2
.

2. Pro Td budeme hondotu ρ dokazovat indukcí. Tvrdíme, ºe ρ(Td) = (d +

1)/2d. Pro d = 2 ov¥°íme díky výpo£tu vý²e ρ({3}) = sin2(π/3) = 3
4

= 2+1
4
.

Z induk£ního p°edpokladu víme, ºe ρ(Td−1) = d
2d−2 . Z lemma 18 ρ(Td) =

1−cos2(π/3)/ρ(Td−1). Spo£ítáme hodnotu kosinu, dosadíme do druhého vzorce

a dostaneme

ρ(Td) = 1−
1
4
d

2d−2
=

4d− 2d+ 2

4d
=
d+ 1

2d
.

3. Chceme dokázat, ºe ρ(Cd) = 1/d. Mnoºina {(x1, . . . , xd) | xi = ±1, i = 1, . . . , d}
jsou vrcholy hyperkrychle podle poznámky 4. Délku hrany spo£teme ve stan-

dratní metrice jako l =
√

(1 + 1)2 = 2. Stejn¥ spo£teme polom¥r opsané sféry

r =
√
d. Po dosazení do de�nice ρ dostáváme ρ(Cd) = 4/4d = 1/d.

Nyní známe hodnoty ρ a m·ºeme p°istoupit k samotné klasi�kaci dláºd¥ní pomocí

pravidlných konvexních polytop·.
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Nech´ d = 2. Podle v¥ty 20 existuje dláºd¥ní roviny pravidelným mnohoúhel-

níkem práv¥ kdyº existuje k ∈ N takové, ºe sin2(π/n) = cos2(π/k). Takové dvojice

jsou pouze (3, 6), (6, 3) a (4, 4).

Bu¤ d = 3. V²echna dláºd¥ní prostoru R3 jsme jiº klasi�kovali ve cvi£ení 9.

Ukáºeme alternativní d·kaz. Vyuºijeme v¥tu 20.

1. Pravidelný £ty°st¥n má symbol {3, 3}, proto musí existovat polytop P , pro

který platí ρ(P ) = cos2(π/3) = 1
4
. Podle p°echozích výpo£t· takový objekt

neexistuje.

2. Krychle má symbol {4, 3}, musí proto existovat polytop P tak, ºe ρ(P ) =

cos2(π/4) = 1
2
. Takový existuje, je to kokrychle. Její symbol je {3, 4}, a tudíº

spl¬uje ob¥ podmínky v¥ty 20. Krychlí lze tedy dláºdit R3.

3. Duální krychli C∗3 odpovídá symbol {3, 4}, hledáme tedy mnohost¥n P , jehoº

hodnota ρ je 1
4
. Podle d°ív¥j²ího výsledku takový mnohost¥n neexistuje.

4. Polytop se symbolem {5, 3} dláºdí R3, práv¥ kdyº existuje polytop se symbolem

{3, r3} tak, ºe cos2(π/5) = ρ({3, r3}). Rovnost ur£it¥ nenastane pro r3 = 3,

ov¥°me pro r3 = 5. Musela by platit rovnost

cos2(π/5) =
4 sin2(π/5)− 1

sin2(π/5)
,

kterou m·ºeme snadno upravit do tvaru

(sin2(π/5))2 + 3 sin2(π/5)− 1 = 0.

�e²ením kvadratické rovnice zjistíme, ºe tento výraz nedává smysl.

5. Abychom mohli dláºdit eukleidovský prostor mnohost¥nem se symbolem {3, 5},
muselo by platit

1

4
=

3− 2 cos2(π/5)

3
,

po úprav¥ dává cos2(π/5) = 9
8
, coº zjevn¥ neplatí.

Uvaºujme d = 4. Pouºijeme v¥tu 20 a budeme chtít zjistit, zda-li existuje polytop

P se symbolem {r2, r3, r4}tak, ºe ρ({r2, r3, r4}) = cos2(π/r1). Z vý²e vyjád°eného

vzorce pro výpo£et ρ odvodíme podmínku pro hodnotu r4

sin2(π/r4) =
cos2(π/r3) sin2(π/r1)

sin2(π/r2)− cos2(π/r1)
.
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Z v¥ty 19 známe klasi�kace v²ech polytop· v R4 a postupn¥ pro v²echny ov¥°íme

platnost této rovnosti.

1. Pro polytop se symbolem{3, 3, 3} jsou jediné moºné hodnoty r4 ∈ {3, 4, 5}.
Zkusíme tedy dosadit a dostáváme po °ad¥ 3

4
= 3

8
, 1

4
= 3

8
, sin2(π/5) = 3

8
.

Vidíme, ºe ani jedna z t¥chto rovností neplatí a proto nelze 4-simplexem vy-

dláºdit R4.

2. Pro hyperkrychli p°ipadají v úvahu op¥t hodnoty r4 ∈ {3, 4, 5}. Po dosazení

r4 = 4 dostaneme rovnost.

3. Duální polytop k hyperkrychli má symbol {3, 3, 4}, proto m·ºeme uvaºovat

pouze jednu variantu r4 = 3. Po dosazení získáme platnou rovnost a tudíº je

moºné dláºdit R4 pomocí kokrychle dimenze 4.

4. M¥jme symbol {3, 4, 3}. Z klasi�kace polytop· vidíme, ºe se musíme zabý-

vat pouze varinatou r4 = 3. Dosadíme a získáme 3
4

= 3
4
, tedy lze dláºdit

4-dimenzionální eukleidovský prostor pomocí 24-nadst¥nu.

5. Polytop se symbolem {5, 3, 3} dláºdí R4 práv¥ kdyº platí jedna z následujících

rovností

3

4
=

1
4

sin2(π/5)
1
3
− cos2(π/5)

,
1

2
=

1
4

sin2(π/5)
1
3
− cos2(π/5)

, sin2(π/5) =
1
4

sin2(π/5)
1
3
− cos2(π/5)

.

Protoºe 1
3
− cos2(π/5) 6= 0 p°enásobíme první rovnost jmenovatelem zlomku

na pravé stran¥. Vyuºijeme goniometrické identity sin2 α + cos2 α = 1. Po

dal²í úprav¥ dostaneme sin2(π/5) = 1, coº o£ividn¥ neplatí. V p°ípad¥ druhé,

respketive t°etí, rovnosti získáme obdobnou úpravou vztah 4
3

= sin2(π/5), re-

spektive 8
9

= sin2(π/5). Ob¥ tyto rovnosti nedávají smysl, a proto polytopem

se symbolem {5, 3, 3} nelze vydláºdit R4.

6. Poslední nadst¥n dimenze 4 má symbol {3, 3, 5}. Neexistuje pravidelný polytop
se symbolem {3, 5, r4}, proto ani neexistuje dláºd¥ní tímto útvarem.

M¥jme d = 5. Op¥t vyuºijeme V¥tu 20. Hodnoty ρ pro v²echny pravidelné

konvexní polytopy vy²²ích dimnzí jsme ur£ili vý²e.

1. Pokud bychom cht¥li Rd dláºdit C∗d , musel by existovat pravidelný polytop se

symbolem {3, . . . 3, 4, rd}, ale takový neexistuje, to víme z v¥ty 19.
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2. Protoºe Td má symbol {3, . . . , 3}, p°ipadají v úvahu polytopy Td a C∗d . První

dává rovnost cos2(π/3) = 1
4

= (d+1)/2d. Jednoduchou úpravou získáme °e²ení

d = −2. Druhý p°ípad dává rovnost 1
4

= 1
2
, coº o£ividn¥ nedává smysl.

3. Uvaºujme Cd. Polytop C∗d spl¬uje podminky v¥ty 20, nebo´ jeho symbol je

{3, . . . 3, 4} a platí cos2(π/4) = 1
2

= ρ(C∗d).

Záv¥rem rekapitulujme výsledek tohoto cvi£ení.

d = 2: Existují dláºd¥ní roviny pouze pro mnohost¥ny symbolu {3} , {4} a {6},
tedy rovnostranným trojúhelníkem, £tvercem a pravidelným ²estist¥nem.

d = 3 : Prostor lze zcela pokrýt pouze krychlemi.

d = 4 : Jsou celkem 3 typy dláºd¥ní R4, a to hyperkrychlemi, duálními hyper-

krychlemi a polytopem symbolu {3, 4, 3}.
d = 5 : Jediné moºné dláºd¥ní prostor· vy²²í dimenze je pomocí d-dimenzinálních

krychlí.
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Záv¥r

V této práci jsem shrnul teorii z vybraných pasáºí zkoumané knihy a vypra-

coval jsem n¥které p°íklady. �ást, kde je prezentována teorie, je del²í neº jsem

p·vodn¥ zamý²lel, ale jsem p°esv¥d£en, ºe v²echny pouºité pojmy je t°eba de�novat

a charakterizovat je. Mým hlavním p°ínosem je tedy vypracování p°íklad·. N¥které

z nich jsou skute£n¥ zajímavé. Vybral bych nap°íklad klasi�kaci v²ech dláºd¥ní eu-

kleidovských prostor· pomocí pravidelných konvexních polytop·, kompletní rozbor

vztah· mezi tapetovými grupami, £i d·kaz Eulerova vztahu pro pravidelné konvexní

polytopy vy²²í dimenze.

Samotný proces vypracování bakalá°ské práce byl pro m¥ velmi p°ínosný. S po-

mocí geometrického náhledu jsem si pln¥ osvojil n¥které, jiº známé pojmy z teorie

grup. Roz²í°il jsem svoje znalosti ohledn¥ prezentace grup, velmi jsem ocenil algo-

ritmus Tietzeho transformace. Také jsem nastudoval proces abelizace grupy pomocí

Smithova normálního tvaru. Poznal jsem celé nové skupiny grup, nap°íklad trojúhel-

níkové grupy £i Coexterovy grupy.

Téma jsem si vybral také proto, ºe se zde dá velmi dob°e uplatnit geometrický

p°ístup. P°i vypracovávání p°íklad· jsem byl pon¥kud zklamán. Sice jsem si prob-

lémy mohl snadno p°edstavit a vy°e²it je tak, ale £asto jsem p°i formálním zapisování

°e²il technické obtíºe. P°íkladem je ov¥°ování, zda n¥které zobrazení je izomor�smus,

£i není.

Tato práce by ²la dále snadno roz²í°it. Bylo by moºné se zabývat dláºd¥ním sféry

£i hyperbolických ploch. Také by ²lo zkoumat nekonvexní £i nepravidelné polytopy

a dláºd¥ní prostor· t¥mito útvary. Zajímavou variantou je zkoumat dláºd¥ní více

objekty £i neperiodická dláºd¥ní.
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