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Úvod

V dnešnej dobe existuje mnoho metód na analýzu dát. V tejto práci si ukážeme

dve metódy spracovania mnohorozmerných dát. Dáta tohoto typu použ́ıvajú

napŕıklad poist’ovne, či banky použ́ıvajúce rozsiahle databáze klientov. Poṕı̌seme

si zhlukovú a diskriminačnú analýzu.

Pre porozumenie zhrniene v troch prvých kapitolách teóriu, prostedńıctvom

ktorej budeme nazerat’ na skúmaný problém. Postupne sa budeme venovat’ vek-

torom a maticiam, náhodným veličinám či vektorom a v neposlednej rade aj

mnohorozmerným dátam.

V štvrtej kapitole jednotlivé metódy poṕı̌seme. Rozoberieme spôsob ich použi-

tia a uvedieme niektoré ich vlastnosti. Posledná kapitola je venovaná aplikácii

spomı́naných analýz na dátach nemeckej banky pomocou softvérových produk-

tov Mathematica, Microsoft Office Excel a NCSS. Výpočty a výstupné protokoly

z jednotlivých softvérov nájdeme na priloženém CD.
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Kapitola 1

Vektory a matice

V prvej kapitole definujeme základné pojmy, ktoré budeme následne využ́ıvat’.

Oboznámime sa s pojmami vetor a matica. Vymenujeme si ich niektoré vlastnosti.

Teoretické poznatky pochádzajú z [6], [7] a [8].

1.1 Vektor a matice

1.1.1 Vektor

Telesom T nazveme aspoň dvojprvkovú množinu sṕlňajúcu axiómy pre operácie

násobenia a sč́ıtania. Týmito axiómami sú myslené komutativita sč́ıtania, asocia-

tit́ıvne zákony, existencia nulového, jednotkového a opačného prvku, inverzný

prvok a distribut́ıvne zákony. Ak navyše plat́ı komutativita pre násobenie, potom

hovoŕıme o komutat́ıvnom telese.

Vektorovým priestorom nad telesom T je neprázdna množina V, ktorej všetky

prvky sṕlňajú nasledujúce axiómy:
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∀a,b ∈ V : a + b = b + a

∀a,b, c ∈ V : (a + b) + c = a + (b + c)

∀a,b ∈ V, ∀α ∈ T : α(a + b) = αa + αb

∀a ∈ V, ∀α, β ∈ T : (α + β)a = αa + βa

∀a ∈ V, ∀α, β ∈ T : α(βa) = (αβ)a

∀a ∈ V, ∃1 ∈ T : 1a = a

∀a ∈ V, ∃0 ∈ T,∃0 ∈ V : 0a = 0.

(1.1)

Prvky telesa T nazývame skaláry a prvkom vektorového priestoru hovoŕıme vek-

tory. Pŕıkladom vektorového priestoru je vektorový priestor nad telesom reálnych

č́ısel R. V texte práce ńım bude k-rozmerný reálny priestor, ktorý označ́ıme Rk.

Vektor d́lžky k si môžeme predstavit’ ako usporiadaný rad č́ısel x1, x2 . . . , xk.

St́lpcový vektor 0, ktorý je uvedený v (1.1), nazveme nulovým vektorom. Má

všetky zložky rovné nule. St́lpcový vektor budeme značit’ x = (x1, ..., xk)T .

Vektory sa vyznačujú rôznymi vlastnost’ami a charakteristikami. Nás bude

zauj́ımat’ lineárna závislost’. Hovoŕıme, že k-rozmerné vektory x1,x2, . . . ,xs sú

lineárne závislé, ak existujú reálne č́ısla c1, c2 . . . , cs (aspoň jedno nenulové) také,

že

c1x1 + c2x2 + . . .+ csxs= 0. (1.2)

V určitých pŕıpadoch je možné lineárnu závislot’ určit’ na základe toho, ako jed-

notlivé vektory vyzerajú. V pŕıpade, že sa medzi skúmanými vektormi nachádza

nulový vektor alebo nejaký vektor je násobkom iného, sú tieto vektory lineárne

závislé.
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1.1.2 Matice

Maticou A typu m × n budeme rozumiet’ súbor prvkov:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
... . . .

...

am1 am2 . . . amn

 , (1.3)

A = (ai,j), kde i = 1, . . . , m a j = 1, . . . ,n, ai,j ∈ R.

Vektor (ai1, ai2, . . . , ain) je i -tým riadkom a (a1j, a2j, . . . , amj)
T je j -tým st́lpcom

matice A. Transponovaná matica AT typu n × m je matica, vytvorená vzájomnou

výmenou riadkov a ślpcov matice A. Za platnosti A = AT , hovoŕıme o matici

symetrickej. Štvorcová matica A je špeciálnym typom matice A, kde počet riadkov

je rovný počtu st́lpcov.

Matice môžeme sč́ıtat’ alebo násobit’ l’ubovol’nou konštantou. Rovnost’ mat́ıc

A a B nastáva práve vtedy ked’ aij = bij, i = 1, 2, . . . ,m a j = 1, 2, . . . , n.

Matica s prvkami aij = 0, i = 1, 2, . . . ,m a j = 1, 2, . . . , n sa nazýva nulová

matica. Prvky aii tvoria (hlavnú) diagonálu štvorcovej matice A. Štvorcovú ma-

ticu A typu n × n, ktorá má mimo diagonálu samé nuly, nazveme diagonálnou

maticou. Ak sú ešte navyše na diagonále samé jednotky, tak hovoŕıme o jednot-

kovej matici. Štvorcovú maticu A nazveme pozit́ıvne semidefinitnou (definitnou),

ak plat́ı xTAx ≥ 0 (xTAx > 0) pre x 6= 0. Determinant matice A budeme značit’

symbolom |A|. Viac o determinantoch a vlastnostiach mat́ıc môžeme nájst’ v [7].
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Kapitola 2

Náhodná veličina a náhodný

vektor

Náhoda je niečo, čo vopred nevieme ovplyvnit’. V elementárnej teórii pravde-

podobnosti pracujeme s pojmom náhodný pokus, ktorého výsledkom sú náhodné

javy. My budeme pracovat’ s elementárnymi javmi ω. Sú to všetky možné, d’alej

nezjednodušitel’né výsledky náhodného pokusu. Náhodná veličina potom prirad́ı

náhodným javom č́ıselné hodnoty. V tejto kapitole si ukážeme spôsob, prostredńıct-

vom ktorého sa dostaneme k náhodným veličinám pomocou teórie pravdepo-

dobnosti a zavedieme pojmy stredná hodnota a rozptyl náhodnej veličiny. Pok-

račovat’ budeme d’aľśım dôležitým pojmom náhodný vektor, rozoberieme si pod-

robneǰsie rozdelenie pravdepodobnosti a distribučnú funkciu. Teoretické poznatky

pochádzajú z [2], [3], [4], [8] a [11].

2.1 Náhodná veličina

Trojicu (Ω,A, P ) nazveme pravdepodobnostný priestor. L’ubovol’ná množina

Ω je priestor elemetárnych javov ω, na ktorom je definovaná σ - algebra A ako

neprázdny systém podmnož́ın priestoru Ω uzavretý na spoč́ıtatel’né zjednotenie

a doplnok. Symbol P predstavuje pravdepodobnostnú mieru. Borelovskú σ - al-

gebru na R označ́ıme B1. Je to najmenšia σ - algebra obsahujúca otvorené in-

tervaly. Meratel’né zobrazenie z (Ω,A, P ) do (ψ,B) nazveme náhodnou veličinou

X, kde ψ je výberový priestor a B je σ - algebra na ψ. Pre ψ = R a B = B1
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reprezentuje každá hodnota X(ω) reálne č́ıslo a plat́ı {ω ∈ Ω: X(ω) ∈ B } ∈ A,

∀ B ∈ B1. Pravdepodobnostné rozdelenie náhodnej veličiny X je určené systémom

{P [X ∈ B], B ∈ B1}. Špeciálne máme pre B = (-∞, x ] funkciu

Fx(x) = P [X ≤ x] = P{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} x ∈ R. (2.1)

Funkcia Fx(x) sa nazýva distribučná funkcia náhodnej veličiny X. Pozrieme sa

na niektoré charakteristiky náhodných velič́ın. Stredná hodnota náhodnej veličiny

X je definovaná predpisom:

EX =

∫
Ω

X(ω)dP (ω). (2.2)

Z vlastnost́ı integrálu plynie E(a + bX) = a + bEX pre l’ubovol’né a,b ∈ R. Obecný

moment k-tého rádu je

µ′k = EXk, k = 0, 1, . . . (2.3)

ak existuje integrál na pravej strane. Pre k = 1 máme strednú hodnotu.

Č́ıslo

µk = E(X − EX)k, k = 0, 1, . . . (2.4)

nazveme centrálnym momentom rádu k v pŕıpade, že integrál na pravej strane

existuje. Najvýznamneǰśım centrálnym momentom je µ2. Nazývame ho rozptyl.

Označ́ıme ho σ2 alebo varX. Plat́ı var(a + bX) = b2varX pre l’ubovol’né a,b ∈ R.

Odmocninou z rozptylu je smerodajná odchýlka.

Vzt’ah medzi dvoma náhodnými veličinami nám pribĺıži kovariancia a ko-

relácia. Predpokladajme konečné a nenulové rozptyly náhodných velič́ın X a Y.

Potom kovarianciou týchto náhodných velič́ın budeme rozumiet’

cov(X, Y ) = E(X − EX)(Y − EY ). (2.5)

Z kovariancie dvoch normovaných náhodných velič́ın dostaneme korelačný koefi-

cient

ρ(X, Y ) = cov(
X − EX√
varX

,
Y − EY√
varY

) =
cov(X, Y )√
varXvarY

. (2.6)

Je možné ukázat’, že ρ(X, Y ) = ±1 práve vtedy, ked’ Y = a ± bX , b > 0. Č́ım je

ρ(X, Y ) bližšie k 1 respektéve -1, tým je spomenutá lineárna závislost’ náhodných

velič́ın X a Y silneǰsia.

6



2.2 Náhodný vektor

Nech Rk je k-rozmerný reálny priestor a Bk je systém jeho borelovských

podmnož́ın. Náhodným vektorom X nazveme meratel’né zobrazenie z (Ω,A, P )

do (ψ,B), kde ψ = Rk a B = Bk. Je to st́lpcový vektor o d́lžke k, ktorého zložky

sú náhodné veličiny. Znač́ıme X = (X1, X2, ..., Xk)T .

Strednou hodnotou náhodného vektora X budeme rozumiet’ st́lpcový vektor

stredných hodnôt jednotlivých náhodných velič́ın, EX = (EX1, EX2, ..., EXk)T .

Plat́ı E(a + BX) = a + BEX pre l’ubovol’ný m -rozmerný reálny vektor a

a l’ubovol’nú maticu B typu m× k. Variančnou maticou náhodného vektora X je

Σ = varX =


varX1 cov(X1, X2) . . . cov(X1, Xk)

cov(X2, X1) varX2 . . . cov(X2, Xk)

. . . . . . . . . . . .

cov(Xk, X1) cov(Xk, X2) . . . varXk

. (2.7)

Matica Σ je symetrická a pozit́ıvne semidefinitvna. Pozit́ıvna semidefinitnost’

vyplýva z vlastnosti var(a + BX) = Bvar(X)BT a d’alej z predpokladu, že

varZ náhodnej veličiny Z je nezáporné č́ıslo (ak existuje). Teda pre l’ubovol’né

c ∈ Rk a pro Z = cTX, plat́ı varZ = var(cTX) = cTvar(X)c ≥ 0.

Ďalej je možné zaviest’ korelačnú maticu náhodného vektora X predpisom

Γ = corX =


ρ(X1, X1) ρ(X1, X2) . . . ρ(X1, Xk)

ρ(X2, X1) ρ(X2, X2) . . . ρ(X2, Xk)

. . . . . . . . . . . .

ρ(Xk, X1) ρ(Xk, X2) . . . ρ(Xk, Xk)

. (2.8)

Je možné ukázat’, že ρ(Xi, Xi) = 1, i = 1, . . . , k a corX = A varX A , kde

A = diag{ 1√
varX1

, . . . , 1√
varXk

}.
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2.3 Distribučná funkcia

Na konci tejto kapitoly sa ešte raz vrátime k distribučnej funkcii, ktorú sme

definovali v (2.1). V matematickej štatistike sa použ́ıvajú dva základné typy dis-

tribučných funkcíı:

• Predpokladajme, že F je funkcia skokov, ktorá má konečný alebo spoč́ıtatel’ný

počet bodov nespojitosti a pj je vel’kost’ skoku funkcie F v bode xj, kde∑
pj = 1. Potom postupnost’ pravdepodobnost́ı

pj = P [X = xj], j = 1, 2, ... (2.9)

definuje diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti náhodnej veličiny X.

• Nech F je absolutne spojitá a existuje funkcia f(x) taká, že

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt, (2.10)

potom funkcia f(x) sa nazýva hustota a definuje spojité rozdelenie náhodnej

veličiny X.

Ak namiesto náhodnej veličiny X uvažujeme náhodný vektorX = (X1, X2, ..., Xk)T ,

definujeme jeho distribučnú funkciu predpisom

FX(x1, . . . , xk) = P [X1 ≤ x1, . . . ,Xk ≤ xk]. (2.11)

• Náhodný vektor s diskrétne rozdelenými zložkami má združené rozdelenie

určené pravdepodobnost’ami

P [X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xk = xk], (2.12)

pre všetky možné kombinácie hodnôt x1, . . . , xk jeho zložiek.

• Náhodný vektor so spojito rozdelenými zložkami má hustotu fX(x),

pre ktorú plat́ı

FX(x1, . . . , xk) =

∫ x1

−∞
. . .

∫ xk

−∞
fX(t1, . . . , tk)dt1, . . . , dtk. (2.13)
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Marginálne rozdelenie jednotlivých zložiekX1, X2, ..., Xk a rozdelenie l’ubovol’ného

podvektora náhodného vektora X je možné odvodit’ zo združeného rozdelenia.

Pre jednozložkový podvektor Xi plat́ı

FXi
(t) = lim

x1,...,xi−1,xi+1,...,xk→∞
FX(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xk), (2.14)

P [Xi = t] = Σ . . .ΣP [X1 = x1, . . . , Xi−1 = xi−1, Xi = t,Xi+1 = xi+1, . . . , Xk = xk],

(2.15)

fXi
(t) =

∫ ∞
−∞

. . .

∫ ∞
−∞

fX(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . . , xk)dx1, . . . , dxi−1dxi+1, . . . , dxk.

(2.16)

Vo vzt’ahoch (2.15) a (2.16) sč́ıtame, respekt́ıve integrujeme cez všetky možné

hodnoty zložiek x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk.
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Kapitola 3

Mnohorozmerné dáta

Predmetom tejto kapitoly je pojem dátová matica. Vysvetĺıme si jej rôzne

úpravy a pozrieme sa na jej členenie. V praktickej časti budeme pracovat’ s kon-

tingenčnou tabul’kou, ktorú taktiež poṕı̌seme. Najprv si však definujeme mnoho-

rozmerné normálne rozdelenie. Teoretické poznatky pochádzajú z [4], [8] a [11].

3.1 Mnohorozmerné normálne rozdelenie

Jednou z rozoberaných štatistických metód bude diskriminačná analýza. Bližšie

bude poṕısaná v kapitole 4.2. Pre použitie tejto analýzy budeme potrebovat’ mno-

horozmerné normálne rozdelenie, ktoré si teraz definujeme.

Máme náhodný vektor X = (X1, X2, ..., Xk)T , vektor µ = (µ1, µ2, ..., µk)T

a symetrickú pozit́ıvne semidefinitnú maticu Σ typu k×k. Potom náhodný vektor

X má k -rozmerné normálne rozdelenie s parametrami (µ, Σ), ak pre l’ubovol’ný

vektor s ∈ R plat́ı sTX ∼ N(sTµ, sTΣs). V pŕıpade, že matica Σ je regulárna,

existuje hustota, ktorá má tvar

f(x) =
1

(2π)
1
2
k | Σ | 12

exp{−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)}. (3.1)
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3.2 Mnohorozmerný náhodný výber

Uvažujme nezávislé a rovnako rozdelené náhodné vektory X1, . . . ,Xn, kde

X i = (Xi1, . . . , Xik)T pre i = 1, . . ., n. Nech EX i = µ, varX i = Σ a corX i = Γ

pre i = 1,. . ., n.

• Odhadom vektora stredných hodnôt µ je výberový priemer

X =
1

n

n∑
i=1

X i (3.2)

so složkami

Xj =
1

n

n∑
i=1

Xij, j = 1, . . . , k. (3.3)

• Odhadom variančnej matice Σ je výberová variančná matica

S =
1

n− 1

n∑
i=1

(X i −X)(X i −X)T (3.4)

s prvkami

srj =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xir −Xr)(Xij −Xj), j, r = 1, . . . , k. (3.5)

• Odhadom korelačnej matice Γ je výberová korelačná matica

C = ÂSÂ, (3.6)

kde Â = diag{ 1√
s11
, . . . , 1√

skk
} s prvkami

rij =
sij√
siisjj

, i, j = 1, . . . , k. (3.7)

3.3 Dátová matica

Predpokladajme maticu typu n × k, kde riadky určujú nejaké študované ob-

jekty a st́lpce zist’ované znaky na týchto objektoch. Označ́ıme ju

D =


x11 x12 . . . x1k

x21 x22 . . . x2k

...
... . . .

...

xn1 xn2 . . . xnk

, (3.8)
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kde prvok xij predstavuje hodnotu j -tého znaku na i -tom objekte, i = 1, 2, . . . , n

a j = 1, 2, . . . , k. Hodnoty xij môžeme taktiež nazvat’ pozorovaniami či meraniami.

Riadky maticeD sú k -rozmerné vektory xi. Nazývame ich viacrozmernými pozo-

rovaniami. Pozorovania sú konkrétne realizácie náhodných velič́ın Xij, respekt́ıve

náhodných vektorov X i. Riadky matice D sú teda realizáciou k -rozmerného

náhodného výberu X1, . . . ,Xn.

Dátová matica sa rozpadá horizontálne pri niektorých štatistických metódach,

kde pozorujeme situácie rozčlenenia objektov do niekol’kých podmnož́ın. Jednot-

livé objekty v danej množine majú podobné vlastnosti. Takéto rozčlenenie je

niekedy dané a ciel’om je analýza jednotlivých skuṕın (analýza rozptylu, môžeme

nájst’ v [4]) alebo je ciel’om samotné rozčlenenie (zhluková analýza). Zhluková

analýza bude poṕısaná v kapitole 4.1. Ak sú sledované znaky rôznej povahy

alebo merané v rôznych jednotkách, doporučuje sa aplikovat’ zhlukovú analýzu

na štandardizované dáta

x∗ij =
xij − x̄j√

sjj
i = 1, 2, . . . , n , j = 1, 2, . . . , k (3.9)

kde x̄j = 1
n

∑n
i=1 xij je priemerná hodnota j -tého znaku cez všetky namerané re-

alizácie a
√
sjj je výberová smerodatná odchýlka, teda prvok diagonály výberovej

variančnej matice (3.4). Štandardizované dáta sú realizáciou náhodného výberu

s nulovou strednou hodnotou a jednotkovým rozptylom.

3.4 Objekty a typy premenných

Záznamy o objektoch tvoria riadky dátovej matice. Pri použit́ı rôznych štatis-

tických metód predpokladáme primerane rozsiahly súbor objektov. V odbornej

literatúre sa objekt nazýva aj ako prvok, jednotka respekt́ıve štatistická jednotka

a znak ako premenná. Na každom z n objektov pozorujeme realizáciu k-rozmerného

náhodného vektora. Poznávanie závislosti medzi jednotlivými objektami pro-

stredńıctvom meraných znakov je typickým ciel’om štatistickej analýzy. Klasi-

fikácia premenných zo štatistického hl’adiska je podrobneǰsie poṕısaná napŕıklad

v knihe [5].
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Znaky je možné klasifikovat’ z rôznych hl’ad́ısk. Základné delenie je:

• Kvalitat́ıvne, kde nie je možné jednoznačné vyjadrenie č́ıslom

• Kvantitat́ıvne, ktoré sa dajú vyjadrit’ jednoznačne č́ıselne

Ďaľsou charakteristikou premenných je počet hodnôt, ktoré môžu nadobúdat’.

Rozlǐsujeme premenné :

• Spojité

• Nespojité

Spojité nadobúdajú nespočetne mnoho hodnôt. Najčasteǰsie vznikajú vážeńım

a merańım objektov. Majú teda č́ıselné vyjadrenie. V pŕıpade vzniku nespo-

jitých resp. diskrétnych premenných dochádza k nadobúdaniu spoč́ıtatel’ne alebo

konečne mnoho hodnôt. Tieto premenné deĺıme na nominálne (ak nemá zmysel

porovnávat’ ich hodnoty, respekt́ıve zoradit’ hodnoty podl’a vel’kosti), ordinálne

(ak má zmysel ich hodnoty porovnávat’). Poslednou skupinou nespojitých pre-

menných sú alternat́ıvne (inak binárne alebo dichotomické), ktoré nadobúdajú

len dve hodnoty.

Varianty znakov sú hodnoty, ktoré môžu jednotlivé diskrétne znaky nadobúdat’.

V pŕıpade jedného študovaného znaku (k = 1) s malým počtom hodnôt vytvoŕıme

tabul’ku, ktorá bude obsahovat’ všetky varianty a početnost’ ich výskytu v súbore

n objektov. Početnost’ l -tej varianty znač́ıme nl pre l = 1, 2, . . . , r a pre celý

rozsah súboru n je

n =
r∑

l=1

nl.. (3.10)

Hore poṕısaná tabul’ka sa nazýva tabul’ka rozdelenia početnost́ı a proces jej vytvára-

nia je triedenie prvého stupňa resp. jednorozmerné triedenie. Pre k = 2 vznikne

kontingenčná tabul’ka s dvomi výstupmi. Kontingenčná tabul’ka pre znaky Y, Z

vyzerá následovne:
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Y Z
∑

1 . . . c

1 n11 . . . n1c n1.

. . . . . . . . .

r nr1 . . . nrc nr.∑
n.1 . . . n.c n

Tabul’ka 3.1: Kontingenčná tabul’ka

Udáva prehl’ad variánt prvého a druhého znaku. Riadky zodpovedajú možným

hodnotám prvého znaku a ślpce zobrazujú hodnoty druhého znaku. V bunkách

tabul’ky nájdeme pozorované početnosti kombinácíı hodnôt znakov Y a Z. Na kra-

joch sa nachádazajú pozorované marginálne početnosti definovanej ako riadkový

a st́lpcový súčet. Celkový rozsah súboru je

n =
r∑

i=1

ni. =
c∑

j=1

n.j =
r∑

i=1

c∑
j=1

nij. (3.11)

Tento proces vytvárania nazývame triedenie druhého druhu alebo dvojrozmerné

triedenie. Nezávislost’ náhodných velič́ın Y a Z nastáva práve vtedy, ked’

pij = pi.p.j pre i = 1, 2, . . . , r, j = 1, 2, . . . , c (3.12)

Hypotézu H0 nezávislosti Y a Z je môžné testovat’ pomocou kontingenčnej ta-

bul’ky. Za platnosti H0 má veličina

χ2 =
r∑

i=1

c∑
j=1

(nij − ni.n.j

n
)2

ni.n.j

n

(3.13)

asymptoticky rozdelenie ch́ı-kvadrát s (r - 1)(c - 1) stupňami vol’nosti. Ak prekroč́ı

testová štatistika χ2 (1 - α)-kvantil rozdelenia ch́ı-kvadrát s (r - 1)(c - 1) stupňami

vol’nosti, zamietame H0 na hladine α. Aproximácia pomocou ch́ı-kvadrát rozde-

lenia v praxi dáva rozumné výsledky, ak pre teoretické početnosti plat́ı

ni.n.j

n
> 5 pre i = 1, 2, . . . , r , j = 1, 2, . . . , c. (3.14)

Odvodenie testu nezávislosti alebo informácie o p -rozmernej kontingenčnej ta-

bul’ke nájdeme v [4], [9].
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Kapitola 4

Mnohorozmerné štatistické

metódy

Táto kapitola sa zaoberá dvoma pŕıstupmi k spracovaniu mnohorozmerných

dát. Prvým z nich bude zhluková analýza, ktorá triedi objekty do skuṕın s po-

dobnými vlastnost’ami z hl’adiska sledovaných znakov. Problém zaradenia nového

objektu do už vybraných skuṕın rieši diskriminačná analýza, ktorá je druhou

metódou rozoberanou v nasledujúcom texte. Teoretické poznatky pochádzajú

z [1], [4] a [8].

4.1 Zhluková analýza

Pri zhlukovej analýze skúmame n objektov. Sú charakterizované k znakmi

či už diskrétnej alebo spojitej povahy. Ciel’om je nájst’ skupiny s podobnými ob-

jektami. Budeme predpokladat’ štandardizované dáta (3.9), ktoré mám vytvoria

dátovú maticu D zavedenú v (3.8).

Zhluky podobných objektov budeme hl’adat’ pomocou vzdialenost́ı. Uvažujeme

i -tý a j -tý objekt, ktorým prislúchajú jednotlivé riadky xi a xj matice D. Dva

základné postupy výpočtu vzdialenosti dvoch objektov sú :

• Euklidovská vzdialenost’

dE(xi,xj) =

√√√√ k∑
r=1

(xir − xjr)2. (4.1)
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• Manhattanská vzdialenost’

dM(xi,xj) =
k∑

r=1

| xir − xjr | . (4.2)

V závislosti na type dát sa rozhodujeme, ktorú vzdialenost’ použijeme. Ak

sú merané znaky nezávislé a normálne rozdelené s rovnakými rozptylmi, tak

použijeme euklidovskú vzdialenost’. Toto je doporučené i pre pŕıpad vecne po-

dobných znakov, ktoré sú rovnako dôležité pri klasifikácii objektov. Pri existencii

odl’ahlých pozorovańı, v pŕıpade porušenia podmienky normality rozdelenia vek-

tora znakov je vhodneǰsou vol’bou Manhattanská vzdialenost’. Tú je možné zvolit’

i v pŕıpade diskrétnych celoč́ıselných znakov.

Následujúce metódy popisujú vzájomnú vzdialenost’ zhlukov S1 a S2 :

• Metóda najbližšieho suseda

Dmin(S1, S2) = minxi∈S1,xj∈S2d(xi,xj), (4.3)

• Metóda najvzdialneǰsieho suseda

Dmax(S1, S2) = maxxi∈S1,xj∈S2d(xi,xj), (4.4)

• Metóda priemernej vzdialenosti

Dpriem(S1, S2) = d(x1,x2), (4.5)

kde d je miera vzdialenosti objektov a

S1 = {xi1 ,xi2 , . . . ,xir},

S2 = {xir+1 ,xir+2 , . . . ,xim} pre 1 ≤ r < m ≤ n,

x1 = 1
r

∑r
j=1 xij ,

x2 = 1
m−r

∑m
j=r+1 xij .

Zhlukovacie algoritmy deĺıme na

• Hierarchické

• Nehierarchické

16



4.1.1 Hierarchická aglomerat́ıvna metóda

Najprv poṕı̌seme hierarchickým aglomerat́ıvnym algoritmom. Pre vytváranie

zhlukov je potrebné mat’ k dispoźıcii maticu vzdialenost́ı ∆, ktorej prvky sú

dij = D(Si, Sj).

Aglomerat́ıvny algoritmus má nasledujúci priebeh:

Počiatok: Každý objekt tvoŕı samostatný zhluk.

Krok 1 : Urč́ıme maticu vzdialenst́ı objektov ∆(1), nájdeme drs
(1) = min(dij

(1);

i, j = 1, 2, . . . , n) a spoj́ıme objekty r, s do skupiny.

Krok t : Pre 1 < t < n analogicky urč́ıme maticu vzdialenost́ı objektov a zhlukov

∆(t), nájdeme drs
(t) = min(dij

(t); i, j = 1, 2, . . . , n − t + 1) a spoj́ıme zhluky r, s

do novej skupiny.

Koniec nastáva, ak sa všetky objekty nachádzajú v jednom zhluku. Algoritmus

je možné ukončit’ skôr.

Priebeh algoritmu je zachytený grafom nazvaným dendrogram.

Obr. 4.1: Jednoduchý pŕıklad dendrogramu

Na obrázku 4.1 máme zobrazenú jednoduchú simuláciu hierarchického algo-

ritmu vytvorenú pomocou softvéru Mathematica. Na začiatku pozorujeme 5 ob-

jektov (5 bodov na spodnej časti obrázku), ktoré sú postupom času na základe

euklidovskej vzdialenosti spájané do zhlukov. Oč́ıslujeme ich od 1 do 5 zl’ava

doprava. Prvým spojeńım, respet́ıve najbližie sú k sebe body 2 a 3. Najvzdiale-

neǰśım bodom a posledným pridaným je 5. Pri pohl’ade na dendrogram môžeme

rozhodnút’ o skoršom ukončeńı algoritmu. Vzdialenost’ určujú vertikálne čiary.
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Vid́ıme, že piaty objekt je d’aleko od ostaných. Do zhluku ho nezarad́ıme a al-

goritmus ukonč́ıme po pridańı objektu 1 do zhluku. T́ımto spôsobom odlúčime

netypický objekt 5 od skupiny ostatných podobných objektov. Zhlukovanie je

však možné ukončit’ aj pred pridańım objektu 4 do zhluku (2,3), lebo vzdiale-

nost’ objektu 4 od zhluku (2,3) je výrazne väčšia ako vzdialenost’ objektov 2 a 3.

Okamih ukončenia algoritmu je záležitost’ou subjekt́ıvnej vol’by analytika. Týmto

dôjde k rozdeleniu dendrogramu na dve časti a to na realizované spojenia a ne-

uskutočnené spojenia. Rozdelenie je určené priamkou vedenou v úrovni, ktorej

súradnicu napŕıklad v programe NCSS nazývame cluster cutoff.

4.1.2 Nehierarchická metóda

Pre nehierarchické algoritmy máme k dispoźıcii predom určený počet skuṕın,

do ktorých budeme objekty triedit’. Každá skupina má svojho zástupcu. Nazýva

sa centroid. Môže ńım napŕıklad byt’ aritmetický priemer (3.2) vektorov repre-

zentujúcich jednotlivé objekty v skupine.

Jednou z použ́ıvaných metód v rámci tohto pŕıstupu je metóda K - means

clustering, ktorá s vopred určeným počtom zhlukov vytvára optimálny rozklad

objektov. Je založená na minimalizácii súčtov štvorcov K(q) cez všetky možné

usporiadania objektov do skuṕın. Ak predpokladáme usporiadanie do h zhlukov,

potom je

K(q) =
h∑

r=1

∑
i:xi∈Pr

(q)

k∑
j=1

(xij − c(q)
rj)

2, (4.6)

kde q je č́ıslo usporiadania objektov do zhlukov,

P (q)
r znamená r -tý zhluk pri q-tom usporiadańı objektov,

xij predstavuje hodnotu j-tého znaku v i -tom objekte,

c(q)
rj určuje hodnotu j-tého znaku v centroide r-tého zhluku P (q)

r.

4.2 Diskriminačná analýza

Diskriminačná analýza sa zaoberá zaradeńım nového objektu do už exis-

tujúcich skuṕın, ktoré boli vytvorené napŕıklad na základe podobných hodnôt

znakov zhlukovou analýzou. Znova predpokladáme dátovú maticu definovanú
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predpisom (3.8) a xi = (xi1, xi2, . . . , xik)T , i = 1, 2, . . . , n je i -tý objekt s na-

meranými k znakmi. Objekty sú potom zaradené do tried T1, T2, . . . , Tp, p < n

a tým je vytvorená testovacia databáza. Pre nový objekt xi, i > n vytvoŕıme

rozhodovacie pravidlo, diskriminačný skór, na základe ktorého tento nový objekt

zarad́ıme do niektorej triedy. Pre skupiny T1, T2, . . . , Tp definujeme diskriminačné

skóry D
(i)
1 , D

(i)
2 , . . . , D

(i)
p ako funkcie znakov nameraných na i -tom objekte, ktoré

minimalizujú strednú hodnotu straty pri zaradeńı objektu do nesprávnej triedy.

Stratu označ́ıme zrs, ak objekt prislúcha r -tej skupine a zarad́ıme ho do s -tej

skupiny. Prepokladajme spojité znaky. Za podmienky, že objekt patŕı do r -tej

skupiny, je stredná hodnota straty

Lr = zr1

∫
A1

fr(x)dx+ . . .+ zrp

∫
Ap

fr(x)dx =

p∑
s=1

zrs

∫
As

fr(x)dx, (4.7)

kde fr je hustota vektora znakov x v r -tej triede a Ad pre d = 1, 2, . . ., p

je rozklad k -rozmerného reálneho priestoru Rk do disjunktných borelovských

množ́ın. Predpokladajme, že πr > 0 je pravdepodobnost’, že objekt patŕı do r -tej

triedy. Potom nepodmienená stredná hodnota straty je

L = π1L1 + . . .+ πpLp. (4.8)

Ak definujeme

qs(x) =

p∑
r=1

πrzrsfr(x), s = 1, . . . , p, (4.9)

potom (4.8) je možné upravit’ pomocou (4.7) a (4.9) na

L = π1L1 + . . .+ πpLp

= π1

p∑
s=1

z1s

∫
As

f1(x)dx+ . . .+ πp

p∑
s=1

zps

∫
As

fp(x)dx

=

p∑
r=1

πr

p∑
s=1

zrs

∫
As

fr(x)dx

=

p∑
s=1

p∑
r=1

∫
As

πrzrsfr(x)dx

=

p∑
s=1

∫
As

p∑
r=1

πszrsfr(x)dx

=

p∑
s=1

∫
As

qs(x)dx. (4.10)
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Hl’adáme optimálny rozklad priestoruRk, aby bolo L minimálne. NechA1
∗, . . . , Ap

∗

je rozklad priestoru Rk, pre ktorý plat́ı

x ∈ At
∗ ⇒ qt(x) ≤ qs(x), s = 1, . . . , p. (4.11)

Ak označ́ıme

L∗ =

p∑
s=1

∫
A∗s

qs(x)dx, (4.12)

potom plat́ı

L ≥ L∗. (4.13)

Teraz sa bližie pozrieme na túto nerovnost’:

L =

p∑
s=1

∫
As

qs(x)dx =

p∑
s=1

p∑
t=1

∫
As∩A∗t

qs(x)dx =

p∑
t=1

p∑
s=1

∫
A∗t∩As

qs(x)dx ≥

≥
p∑

t=1

p∑
s=1

∫
A∗t∩As

qt(x)dx =

p∑
t=1

∫
A∗t

qt(x)dx = L∗. (4.14)

Rovnosti v (4.14) sú zrejmé a nerovnost’ vyplýva z (4.11).

Špeciálne voĺıme zss = 0 a zrs = 1 pre r 6= s. Ak označ́ıme c(x) =
∑p

r=1 πrfr(x),

dostávame qs(x) = c(x) − πsfs(x). Minimalizáciou podielu chybne zaradených

objektov dostaneme minimálne L. Pri danom x a t plat́ı qt(x) ≤ qs(x) ⇔

πtft(x) ≥ πsfs(x) pre s = 1, . . ., p. Ak nájdeme taký vektor, pre ktorý plat́ı

πtft(x) > πsfs(x), s 6= t, potom tento objekt reprezetnovaný vektorom x za-

rad́ıme do skupiny t. Ak nastáva rovnost’, môžeme vybrat’ akýkol’vek z maxima-

lizujúcich indexov.

Teraz dosad́ıme za fs(x) hustotu k -rozmerného normálneho rozdelenia (3.1)

so strednou hodnotou µs a regulárnou variančnou maticou Σs pre s = 1, . . ., p.

Nerovnost’ πtft(x) > πsfs(x), s 6= t je ekvivalentná s nerovnost’ou

lnπt + lnft > lnπs + lnfs, s 6= t. (4.15)

Ak označ́ıme

Ds = −1

2
ln|Σs| −

1

2
(x− µs)

TΣs
−1(x− µs) + lnπs, (4.16)

tak nerovnost’ (4.15) plat́ı práve vtedy ked’ Dt > Ds pre s 6= t. Nový objekt xn+1

zarad́ıme do triedy Tt ak

D
(n+1)
t = max(D(n+1)

s , s = 1, 2, . . . , p) (4.17)
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Za odhad π̂s pravdepodobnosti πs je možné vziat’ relat́ıvnu početnost’ ns

n
, kde ns

je počet objektov testovacej databáze v triede Ts a n1 +n2 + . . .+np = n. Ďaľsou

možnou vol’bou je π̂s = 1
p

pre s = 1, 2, . . . , p. Priemer meraných znakov v triede

Ts je

xs =
1

ns

∑
k:xk∈Ts

xk. (4.18)

Pre variančnú maticu znakov v s -tej triede je odhadom výberová variančná ma-

tica

Ss =
1

ns − 1

∑
k:xk∈Ts

(xk − xs)(xk − xs)
T . (4.19)

Predpokladajme normálne rozdelenie vektorov znakov, potom môžeme hovorit’

o dvoch typoch diskriminačných skórov:

• Kvadratický diskriminačný skór poč́ıtaný pre objekt xi a triedu Ts,

ktorý vznikne dosadeńım odhadov (4.18) a (4.19) do (4.16)

D(i)
s = −1

2
ln|Ss| −

1

2
(xi − xs)

TS−1
s (xi − xs) + lnπ̂s. (4.20)

Kvadratický diskriminačný skór určuje obecný pŕıstup. Ak sa triedy odlǐsujú

len strednou hodnotou a majú rovnakú variančnú maticu, použ́ıva sa

• Lineárny diskriminačný skór

D(i)
s = xT

s S
−1xi −

1

2
xT
s S
−1xs + lnπ̂s, (4.21)

pre s - tu triedu a i -tý objekt, kde

S = 1
n−p

∑p
j=1(nj − 1)Sj.

V knihe [4] sa lineárna diskriminačná analýza nedoporučuje pre pŕıpad viac

ako dvoch tried objektov.
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Kapitola 5

Spracované dáta

V praktickej časti budeme demonštrovat’ použitie poṕısaných metód na vol’ne

dostupných dátach istej nemeckej banky [10], pričom konkrétne budeme pra-

covat’ s databázou žiadatel’ov o úver v počte 1000. Celkovo táto databáza tvoŕı

dátovú maticu typu (3.8). Objektami sú klienti banky s jednotlivými priradenými

znakmi, ktoré sú diskrétneho alebo spojitého charakteru. V nasledujúcich podka-

pitolách budú jednotlivé znaky poṕısané.

5.1 Kontingenčná tabul’ka

Najprv sa budeme zaoberat’ testom nezávislosti v kontingenčných tabul’kách

(tabul’ka 3.1) pre tri diskrétne znaky. Vybranými znakmi sú bilancia na účte,

informácia o pôvode a vlastńıctvo. Pod jednotlivými znakmi sa nachádzajú ka-

tegórie, do ktorých sú klienti rozdeleńı:

• Bilancia na účte

– Žiadna bilancia alebo dlh

– Kladná bilancia

– Žiaden účet

• Cudzinec

– Áno

– Nie

22



• Vlastńıctvo

– Dom alebo pozemok

– Životná poistka

– Auto

– Iné

Nasleduje prehl’ad kontingenčných tabuliek pozorovaných početnost́ı nij, te-

oretických početnost́ı
ni.n.j

n
a hodnôt jednotlivých sč́ıtancov velič́ın χ2 zo vzorca

(3.13).

Cudzinec Dom alebo pozemok Životná poistka Auto Nič Celkom

Áno 19 14 2 2 37

Nie 263 218 330 152 963

Celkom 282 232 332 154

Vlastníctvo

Tabul’ka 5.1: Kontingenčná tabul’ka pozorovaných početnost́ı znakov Cudzinec a

Vlastńıctvo

Cudzinec Dom alebo pozemok Životná poistka Auto Iné Celkom

Áno 10,43 8,58 12,28 5,70 37

Nie 271,57 223,42 319,72 148,30 963

Celkom 282 232 332 154

Vlastníctvo

Tabul’ka 5.2: Teoretické početnosti znakov Cudzinec a Vlastńıctvo

Cudzinec Dom alebo pozemok Životná poistka Auto Nič Celkom

Áno 7,03 3,42 8,61 2,40 21,46

Nie 0,27 0,13 0,33 0,09 0,82

Celkom 7,30 3,55 8,94 2,49 22,28

Vlastníctvo

Tabul’ka 5.3: Hodnoty sč́ıtancov χ2 rozdelenia znakov Cudzinec a Vlastńıctvo
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Vlastníctvo Žiaden dlh alebo zostatok Kladný zostatok Žiaden účet Celkom

Dom alebo pozemok 70 75 137 282

Životná poistka 80 55 97 232

Auto 74 92 166 332

Nič 50 47 57 154

Celkom 274 269 457

Bilancia na účte

Tabul’ka 5.4: Kontingenčná tabul’ka pozorovaných početnost́ı znakov Bilancia na

účte a Vlastńıctvo

Vlastníctvo Žiaden dlh alebo zostatok Kladný zostatok Žiaden účet Celkom

Dom alebo pozemok 77,27 75,86 128,87 282

Životná poistka 63,57 62,41 106,02 232

Auto 90,97 89,31 151,72 332

Nič 42,20 41,43 70,38 154

Celkom 274 269 457

Bilancia na účte

Tabul’ka 5.5: Teoretické početnosti znakov Bilancia na účte a Vlastńıctvo

Vlastníctvo Žiaden dlh alebo zostatok Kladný zostatok Žiaden účet Celkom

Dom alebo pozemok 0,68 0,01 0,51 1,21

Životná poistka 4,25 0,88 0,77 5,89

Auto 3,16 0,08 1,34 4,59

Nič 1,44 0,75 2,54 4,74

Celkom 9,54 1,72 5,17 16,43

Bilancia na účte

Tabul’ka 5.6: Hodnoty sč́ıtancov χ2 rozdelenia znakov Bilancia na účte a

Vlastńıctvo

Cudzinec Žiaden dlh alebo zostatok Kladný zostatok Žiaden účet Celkom

Áno 15 6 16 37

Nie 259 263 441 963

Celkom 274 269 457

Bilancia na účte

Tabul’ka 5.7: Kontingenčná tabul’ka pozorovaných početnost́ı znakov Bilancia na

účte a Cudzinec
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Cudzinec Žiaden dlh alebo zostatok Kladný zostatok Žiaden účet Celkom

Áno 10,14 9,95 16,91 37

Nie 263,86 259,05 440,09 963

Celkom 274 269 457

Bilancia na účte

Tabul’ka 5.8: Teoretické početnosti znakov Bilancia na účte a Cudzinec

Cudzinec Žiaden dlh alebo zostatok Kladný zostatok Žiaden účet Celkom

Áno 2,33 1,57 0,05 3,95

Nie 0,09 0,06 0,00 0,15

Celkom 2,42 1,63 0,05 4,10

Bilancia na účte

Tabul’ka 5.9: Hodnoty sč́ıtancov χ2 rozdelenia znakov Bilancia na účte a Cudzinec

V tabul’kách 5.3, 5.6 a 5.9 nájdeme sč́ıtance χ2 rozdelenia daných znakov

a v pravom dolnom rohu hodnotu testovej štatistiky χ2 zo vzorca (3.13). Hladina

testu je 0.05. Pri dvojici znakov Cudzinec a Vlastńıctvo porovnávame hodnotu

χ2 = 22,28 s 0,95-kvantilom χ2 rozdelenia s troma stupňami vol’nosti, ktorá je χ2

= 7,82. Testová štatistika prekračuje kvantil, teda zamietame nezávislost’ znakov.

Rovnako je to pri druhej dvojici znakov Vlastńıctvo a Bilancia na účte. Testovú

štatistiku χ2 = 16,43 porovnávame s 0,95-kvantilom χ2 rozdelenia o šest’ stupňov

vol’nosti 12,59. V poslednom pŕıpade k prekročeniu 0,95-kvantilu nedôjde. Testová

štatistika χ2 = 4,1 je menšia ako 0,95-kvantil χ2 rozdelenia s dvoma stupňami

vol’nosti 5,99. Takže na základe našich dát nemôžeme zamietnut’ nezávislost’ zna-

kov Cudzinec a Bilancia na účte.

Závislost’ spojitých znakov bude vyšetrená na základe korelačnej matice (3.6).

Spojité znaky, ktoré budeme posudzovat’, sú :

• Vek

• Výška úveru

• Doba splatnosti úveru

Doba splatnosti úveru je v intervale od 4 mesiacov do 72 mesiacov. Výška

úveru sa pohybuje v rozmedźı 250 - 18 424 nemeckých mariek a vek klientov je

od 19 do 75 rokov.

25



Korelačná matica spojitých znakov je
1. −0.04 0.03

−0.04 1. 0.62

0.03 0.62 1.

 , (5.1)

kde st́lpce, respekt́ıve riadky reprezentujú spojité znaky v porad́ı Vek, Výška

úveru a Doba splatnosti úveru. Najsilneǰsia lineárna závislost’ je medzi znakom

Výška úveru a Doba splatnosti úveru, čo odráža úverovú poliku bánk. Korelácia

medzi znakmi Vek a Doba splatnosti úveru a aj Vek a Výška úveru je vel’mi slabá.

5.2 Zhluková analýza

V tejto časti budeme aplikovat’ zhlukovú analýzu popisovanú v kapitole 4.1

na tri spojité znaky. Budeme použ́ıvat’ rovnaké spojité znaky ako v kapitole 5.1.

Vzhl’adom k lepšej názornosti bude dátová matica obsahovat’ obmedzený počet

klientov. V tejto kapitole aplikujeme na dáta hierarchickú aglomerat́ıvnu metódu

a nehierarchickú zhlukovú metódu (K-means clustering). Použitými softvérami

budú Mathematica, NCSS a MS Excel.

5.2.1 Hierarchická aglomerat́ıvna metóda

Sledovanými znakmi sú Vek, Doba splatnosti úveru a Výška úveru. Budeme sa

zaoberat’ klientami, ktoŕı sú viac ako 60-ročńı a menej ako 64-ročńı. Počet klientov

sme zńıžili na 21. Celkovo máme dátovú maticu s tromi znakmi a dvadsat’jeden ob-

jektami. Zhluková analýza bude aplikovaná na štadardizovanú a neštandardizova-

nú dátovú maticu s euklidovskou respekt́ıve manhattanskou vzdialenost’ou. Ako

metódu na určenie vzájomnej vzdialenosti zhlukov sme zvolili metódu najbližšieho

suseda. Vytvoreńım dendrogramov v softvére NCSS bolo zistené, že vol’ba vzdia-

lenosti objektov nemá vplyv na tvar dendrogramu. Uvedieme dendrogramy s euk-

lidovskou vzdialenost’ou na štandardizované a neštandardizované dáta:
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Obr. 5.1: Dendrogram štandardizovaných dát
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Obr. 5.2: Dendrogram neštandardizovaných dát

Č́ısla v pravej časti dendrogramov predstavujú riadky v dátovej matici.
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Z dendrogramu usúdime, že algoritmus je vhodné ukončit’ pri štandardizova-

ných dátach napŕıklad vol’bou cluster cutoff = 0.6 a pri neštandardizovaných

dátach je možné použit’ cluster cutoff = 1000. Ak vztýčime v bodoch cluster

cutoff na vodorovnej ose zvislú priamku, rozdeĺıme dendrogram tak, že spoje-

nie nal’avo od tejto kolmice nebude realizované. Tento fakt neskôr podlož́ıme

č́ıselnými hodnotami. Konkrétne hodnoty datovej matice sú:

Klient Doba splatnosti úveru Výška úveru Vek

1 18 1239 61

2 12 1655 63

3 24 2032 60

4 24 1940 60

5 15 1520 63

6 12 2012 61

7 10 1364 64

8 9 3832 64

9 24 2384 64

10 10 781 63

11 24 2924 63

12 12 1255 61

13 60 13756 63

14 13 1409 64

15 20 6468 60

16 24 2957 63

17 6 753 64

18 24 3757 62

19 6 1338 62

20 12 3059 61

21 30 7596 63

Tabul’ka 5.10: Použitá dátová matica

Aplikácia algoritmu na štandardizované dáta je naznačená v tabul’ke 5.11.
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Krok Vzdialenosť Objekty

1 0,0063 11,16

2 0,0176 3,4

3 0,1450 6,12

4 0,1467 7,14

… … …

17 0,5174 1,6,12,20,2,5,10,7,14,17,19,8,9,11,16,18, 3,4

18 0,8620 1,6,12,20,2,5,10,7,14,17,19,8,9,11,16,18,3,4, 15

19 0,8893 1,6,12,20,2,5,10,7,14,17,19,8,9,11,16,18,3,4,15, 21

20 1,8810 1,6,12,20,2,5,10,7,14,17,19,8,9,11,16,18,3,4,15, 21, 13

Tabul’ka 5.11: Vzdialenosti zhlukov pre štandardizované dáta

Najbližšie sú k sebe objekty 11 a 16 so vzdialenost’ou 0,0063. Je to prvé spo-

jenie dvoch objektov do skupiny. Pri pohl’ade na konkrétne znaky vid́ıme, že t́ıto

klienti majú rovnakú dobu splatnosti úveru 24 a vek 63. Malý rozdiel pozorujeme

vo výške úveru, kde v prvom pŕıpade je to 2 924 nemeckých mariek a v druhom

2 957 nemeckých mariek. Druhá a tretia v porad́ı najmenšia vzdialenost’ sa týka

objektov 3 a 4 respekt́ıve 6 a 12. U týchto klientov je zhoda v znaku Vek a Doba

splatnosti úveru, no majú vyšš́ı rozdiel vo výške úveru. Zmena nastáva v štvrtej

spojenej dvojici v porad́ı, kde sa u klientov 7 a 14 okrem výšky úveru ĺı̌si aj doba

splatnosti. Celkovo však považujeme objekty týchto spojeńı za podobné.

Pri náhl’ade na tabul’ku 5.11 vid́ıme, že posledné spojenie je so vzdialenost’ou

1,8810. Došlo k pripojeniu klienta 13. Pozorujeme značné vychýlenie v hodnotách

znakov Doba splatnosti úveru 60 mesiacov a Výška úveru 13 756 nemeckých ma-

riek oproti všetkým ostatným klientom v tabul’ke v tabul’ke 5.10. Predchádzajúce

dve spojenia majú podobnú vzdialenost’ 0,8893 a 0,8620. Tu boli pripojeńı klienti

21 a 15. U klienta 21 stále pozorujeme značný rozdiel v hodnotách znakov Doba

splatnosti a Výška úveru, no pri klientovi 15 sa rozdiel v znaku Doba splatnosti

vytrat́ı. Avšak rozdiel v znaku Výška úveru je stále značný. Následne by sme už

videli zmenšujúcu sa vzdialenost’, ktorá najviac zaviśı na výške úveru.

Algoritmus ukonč́ıme po sedemnástom kroku. Vzdialenost’ spojovaných zhlu-

kov je vtedy 0,5175. Ak by sme pridali ešte osemnásty krok, tak by sa vzdialenost’

zmenila na 0,8620 čo predstavuje vel’ký skok. Prvých sedemnást’ krokov teda tvoŕı

zhluk a posledné tri objekty ostanú nezaradené.

V pŕıpade neštandardizovaných dát bude tabul’ka vzdialenost́ı vyzerat’ takto:
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Krok Vzdialenosť Objekty

1 9,87 1,12

2 13,48 3,6

3 15,23 7,19

4 16,34 10,17

… … …

17 403,05 1,12,7,19,14,5,2,3,6,4,9,10,17,11,16,20, 8,18

18 651,28 15,21

19 1521,91 1,12,7,19,14,5,2,3,6,4,9,10,17,11,16,20,8,18, 15,21

20 3556,52 1,12,7,19,14,5,2,3,6,4,9,10,17,11,16,20,8,18,15,21, 13

Tabul’ka 5.12: Vzdialenosti zhlukov pre neštandardizované dáta

Na rozlǐsenie odl’ahlých objektov nemala vplyv štandardizácia dát. V oboch

pŕıpadoch by sme po sedemnástich krokoch algoritmu nezaradili rovnakých troch

klientov a to 13, 21 a 15. Vyznačujú sa netypicky vel’kou výškou úveru.

5.2.2 Nehierarchická K-means metóda

Túto metódu budeme znova aplikovat’ na rovnaké tri spojité znaky. Budú nás

zauj́ımat’ klienti, ktoŕı majú viac ako 60 rokov. Ďalej je potrebné predom vy-

brat’ počet zhlukov. Hierarchická metóda nám rozdelila dáta na dva zhluky, preto

budeme predpokladat’ dva zhluky. Ukážeme si, čo sa zmeńı, ak zvýšime počet

zhlukov na štyri a pät’. Dátová matica je väčšia než sme použili v hierarchickej

analýze. Obsahuje 50 objektov a 3 znaky. V programe NCSS bola využitá funkcia

K-means Clustering poṕısaná v kapitole 4.1.2.

Softvér rozdelil 50 objektov na 47 a 3 (obrázok 5.3), ak prepokladáme dva

zhluky. Rozptyl v zhluku pozostávajúcich z troch objektov je v znaku Doba splat-

nosti úveru 0.

Znak 1. zhluk 2. zhluk

Doba splatnosti úveru 8,46 0,00

Výška úveru 2 583,41 4 321,99

Vek 4,36 1,73

Tabul’ka 5.13: Smerodajné odchýlky v zhlukoch pre dané znaky

Je zjavné, že tieto tri objekty majú rovnakú Dobu splatnosti úveru. V prie-

meroch v tabul’ke 5.14 je viditel’ný vel’ký rozdiel medzi zhlukmi v Dobe splatnosti
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úveru a Výške úveru.

Znak 1. zhluk 2. zhluk

Doba splatnosti úveru 16,34 60,00

Výška úveru 2 830,21 11 791,33

Vek 65,09 62,00

Tabul’ka 5.14: Priemery v zhlukoch pre dané znaky

K interpretacii vytvorených zhlukov môžu pomôct’ dvojrozmerné projekcie v

následujúcich obrázkoch:
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Obr. 5.3: Zobrazenie zhlukov pre znaky Doba splatnosti úveru a Vek
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Obr. 5.4: Zobrazenie zhlukov znaky Doba splatnosti úveru a Výška úveru
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Obr. 5.5: Zobrazenie zhlukov pre znaky Výška úveru a Vek
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Na predchádzajúcich grafoch sme mohli vidiet’ jednotlivé zhluky farebne rozĺı-

šené. Aj nehierarchická metóda nám odčlenila tri objekty, ktoré sa značne odlǐsujú

od ostatných. Sú to klienti 7, 9 a 30. Všetci traja majú netypicky dlhú dobu

splatnosti úveru 60 mesiacov, ńızky vek a klienti 9 a 30 majú vysokú výšku

úveru. Jeden z týchto objektov sa nám už objavil v hierarchickej aglomerat́ıvnej

metóde, v tabul’ke 5.15 má poradie 30 (v tabul’ke 5.11 má č́ıslo 13) a d’aľsie dva sú

novo pridané do dátovej matice pre nehierarchické zhlukovanie. V nižšie uvedenej

tabul’ke sú zvýraznené. Prehl’ad vybraných objektov:

Klient Doba splatnosti úveru Výška úveru Vek

4 15 1512 61

5 30 1908 66

6 36 1953 61

7 60 6836 63

9 60 14782 60

12 6 14896 68

24 24 2384 64

30 60 13756 63

33 16 1175 68

35 10 7308 70

38 21 571 65

39 6 1374 75

41 24 6615 75

43 6 753 64

44 6 1169 67

46 42 3394 65

47 6 1338 62

49 30 7596 63

Tabul’ka 5.15: Hodnoty znakov vybraných objektov

Tučne zvýraznené sú objekty, ktoré sa nachádzajú v zhluku 2. Na obrázkoch

5.3, 5.4 a 5.5 sú vyznačené červeným trojuholńıkom.

Teraz predpokladajme štyri zhluky. Vyberieme jednu dvojicu znakov, na kto-

rej demoštrujeme, čo sa stane. Vo zvyšných pŕıpadoch je situácia podobná. Vol’bou

vyššieho počtu zhlukov docielime väčšiu podobnost’ znakov v rámci jedného zhluku.

Na obrázku 5.6 môžeme vidiet’ postupné delenie skupiny žltej farby z obrázka 5.3.

Pozorujeme rozdelenie do zhlukov, kde je možné charakterizovat’ každú skupinu.

Modrou farbou je, ako sme už spomı́nali hore, charakteristická dlhá doba splat-

nosti a ńızky vek v zhluku. Naopak pre žltý zhluk pozorujeme vysoký vek, no
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krátku dobu splatnosti. Červenou farbou je zobrazený ńızky vek a krátka doba

splatnosti úveru a zelenou ńızky vek a stredne dlhá doba splatnosti.
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Obr. 5.6: Zobrazenie zhlukov pre znaky Doba splatnosti úroku a Vek

Ak zvýšime počet zhlukov na pät’, potom pozorujeme na obrázku 5.7 rovnaké

rozdelenie objektov do zhlukov až na žltý zhluk na obrázku 5.6. Tento zhluk

je rozdelený na dva vzhl’adom k veku klientov. Sú označený červenou a svetlo

modrou farbou.
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Obr. 5.7: Zobrazenie zhlukov pre znaky Doba splatnosti úroku a Vek

5.3 Diskriminačná analýza

V poslednej kapitole pridáme podl’a teoretického popisu v kapitole 4.2 d’aľsieho

klienta. Zarad́ıme ho do jednej zo skuṕın, ktorá vznikla použitou zhlukovou nehie-

rarchickou metódou. Uvedieme diskriminačnú analýzu pre dve a štyri počiatočné

skupiny.

Najprv predpokladajme dve počiatočné skupiny T1(47 objektov) a T2 (3 ob-

jekty), ktoré vytvoria testovaciu databázu. Pre správne zaradenie d’aľsieho ob-

jektu je potrebné napoč́ıtat’ diskriminačné skóry. Ked’že predpokladáme dve počia-

točné skupiny, budeme poč́ıtat’ lineárne diskriminačné skóry (4.21) :

D(i)
s = xT

s S
−1xi −

1

2
xT
s S
−1xs + lnπ̂s s = 1, 2 i = 1, . . . , 51, (5.2)

kde priemery xs sú uvedené v tabul’ke 5.14 a matica S vyzerá nasledovne:
68.51 1499.03 −9.92

1499.03 7.17424× 106 2665.19

−9.92 2665.19 18.37

 . (5.3)
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Znaky sú v porad́ı Vek, Výška úveru a Doba splatnosti úveru. Za odhad πs bolo

dané 3
50

v prvej skupine a 47
50

v druhej. Najprv aplikujeme skóry (5.2) na testovaciu

databázu. Napoč́ıtańım diskriminačných skórov pomocou softvéru Mathematica

a použit́ım pravidla (4.17) pre 50 objektov bolo zistené, že objekty boli rozdelené

do rovnakých skuṕın ako v nehierarchickej analýze. Grafické zobrazenie skuṕın

je viditel’né na obrázku 5.3. Preukázalo sa správne fungovanie lineárnych diskri-

minačných skórov.

Pridaným objektom bude klient, ktorý má 66 rokov s výškou úveru 766 mariek

na 35 mesiacov. Diskriminačné skóry pre skupiny T1 a T2 sú 165,407 a 153,379.

Zarad́ıme teda nový objekt podl’a pravidla (4.17) do prvej skupiny.

Teraz porovnáme zaradenie nového objektu podl’a diskriminačnej analýzy

s nehierarchickou analýzou. Pre nehierarchickú analýzu budeme predpokladat’

dáta ako v predchádzajúcej kapitole s vyššie poṕısaným pridaným objektom 51.

Celkovo pracujeme s maticou, ktorá má 51 objektov a 3 znaky. Pri konštrukcii bu-

deme postupovat’ presne ako v predchádzajúcej kapitole. Pre kontrolu zaradenia

už uvediem len graf.
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Obr. 5.8: K- means metóda s novým prvkom 51
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Predpokladajme štyri skupiny T1,T2,T3 a T4 tak, ako sú vyznačené na obrázku

5.6. Softvér rozdelil 50 objektov na skupiny s počtom 9, 25, 13 a 3 objekty.

Ak máme viac ako dve počiatočné skupiny, budeme poč́ıtat’ kvadratické diskri-

minačné skóry podl’a (4.20):

D
(i)
s = −1

2
ln|Ss|− 1

2
(xi−xs)

TS−1
s (xi−xs)+ lnπ̂s, s = 1, 2, 3 i = 1, . . . , 51.

Priemery xs nájdeme v nasledujúcej tabul’ke:

Znak 1. zhluk 2. zhluk 3. zhluk 4. zhluk

Doba splatnosti úveru 12,00 12,52 26,69 60,00

Výška úveru 5 706,22 1 615,40 3 175,31 11 791,33

Vek 72,44 63,96 62,15 62,00

Tabul’ka 5.16: Priemery štyroch zhlukov

Matice Si, i = 1, 2, 3, 4 vyzerajú nasledovne:

S1: 
61.75 1838.13 1.75

1838.13 1.67467× 107 −8912.24

1.75 −8912.24 8.52778

 (5.4)

S2: 
16.51 453.533 0.271667

453.533 776335. −209.192

0.271667 −209.192 5.29

 (5.5)

S3: 
39.2308 −313.064 6.46795

−313.064 3.45944× 106 142.532

6.46795 142.532 4.14103

 (5.6)

S4: 
0. 0. 0.

0. 1.86797× 107 −4486.

0. −4486. 3.

 (5.7)

Vo štvrtom zhluku sa nachádzajú len 3 pozorovania, ktoré sú netypické vzhl’adom

ku dobe splatnosi úveru a výške úveru. Znak Vek má v tomto zhluku nulový

rozptyl. Preto zúžime testovaciu databázu na 47 objektov a budeme pracovat’

so skupinami T1, T2 a T3. Za odhady πs vezmeme p
47

, kde p je počet objektov
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v skupine. Napoč́ıtańım kvadratických diskriminačných skórov pre 47 objektov

bolo zistené, že objekty boli rozdelené do rovnakých skuṕın ako v nehierarchickej

analýze.

Pridaným objektom bude opät’ klient, ktorý má 66 rokov s výškou úveru 766

mariek na 35 mesiacov. Diskriminačné skóry pre skupiny T1, T2 a T3 sú -31.88,

-26.5 a -13.99. Nový objekt zarad́ıme podl’a (4.17) do skupiny T3. Aplikáciou

nehierarchickej zhlukovej analýzy na dátovú maticu, ktorá má 51 objektov a 3

znaky sa potvrdilo zaradenie nového klienta do zelenej skupiny T3, ako je vidiet’

na obrázku 5.9
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Obr. 5.9: K- means metóda s novým prvkom 51
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Praha: SNTL, 1981.
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[4] Anděl J.: Matematická statistika. Bratislava: SNTL/Alfa, 1978.

[5] Anderberg M. R.: Cluster Analysis for Applications. New York: Academic

Press, 1978.
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5.3 Hodnoty sč́ıtancov χ2 rozdelenia znakov Cudzinec a Vlastńıctvo . 23
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