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Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
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povi, Ph.D. za jeho odborné vedeńı a trpělivost. Dále děkuji panu RNDr. Petru
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9.
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2.2 Konečný počet scénář̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Kapitola 1

Úvod

S prvkem nejistoty se v běžném životě setkáváme prakticky každodenně.
Představme si člověka, který se rozhodne, že za pět let přestane pracovat a odjede
na zbytek života na ostrov uprostřed Tichého oceánu. Nejprve si spoč́ıtá, kolik
ho bude život na ostrově stát. Dnes má k dispozici určitý kapitál, který chce na
oněch pět let investovat takovým zp̊usobem, aby za pět let měl našetřenou přesně
tu částku, kterou bude na zbytek života potřebovat. Investor může několikrát za
těchto pět let – řekněme jednou ročně – své portfolio přeuspořádat tak, aby mu
poskytlo co nejvyšš́ı výnos. Takováto investice však pochopitelně neńı bez rizika.
Pokud by investor neinvestoval své prostředky opatrně, mohlo by se mu stát, že
si sv̊uj životńı sen nesplńı, protože o veškeré své peńıze během pěti let inves-
továńı přijde. V naš́ı práci představ́ıme koncept v́ıcestupňového stochastického
programováńı včetně několika základńıch model̊u problému investora. Stěžejńı pro
nás bude základńı model investora zahrnuj́ıćı transakčńı náklady [1] a model zo-
hledňuj́ıćı riziko na každé investičńı úrovni [17]. Oba modely lze nalézt v kapitole
2. Ve 4. kapitole uvedeme definici Kantorovičovy vzdálenosti [14] a pokročileǰśı
vnořené vzdálenosti dvou stochastických proces̊u [15]. Pro lepš́ı názornost je teo-
retická část kapitoly doplněna o převzaté i vlastńı př́ıklady zabývaj́ıćı se výpočtem
obou vzdálenost́ı. Vnořenou vzdálenost́ı budeme v 5. kapitole měřit vzdálenost
dvou scénářových stromů. Scénářové stromy vygenerujeme pomoćı metody mo-
ment̊u [8], která je představena v kapitole 3.

V empirické studii nacházej́ıćı se v 5. kapitole vycháźıme z dat, která předsta-
vuj́ı měśıčńı výnosy šesti reprezentativńıch portfolíı amerického trhu od července
roku 1926 do dubna roku 2014. Nejprve implementujeme modely investora, při-
čemž náhodné výnosy vyskytuj́ıćı se v těchto modelech źıskáme ze scénářových
stromů vygenerovaných pomoćı metody moment̊u. Pro tyto modely najdeme op-
timálńı investičńı strategii pro jednotlivé rozhodovaćı kroky. Dále urč́ıme vzdále-
nost optimálńıch hodnot účelových funkćı uvažovaných model̊u mezi jednotlivými
stromy. Nakonec spoč́ıtáme vnořenou vzdálenost mezi těmito stromy a budeme
sledovat, jak spolu tyto dvě vzdálenosti souvisej́ı.

Všechny výpočty byly prováděny v softwaru Mathematica 9, jako hardware
byl použit dvanáctijádrový poč́ıtač v Centru pro intenzivńı výpočty ČVUT. Im-
plementovaný algoritmus generuj́ıćı scénářové stromy metodou moment̊u, imple-
mentovaný algoritmus určuj́ıćı vnořenou vzdálenost dvou stromů o libovolném
počtu potomk̊u a libovolné stejné délce i všechny ostatńı kódy jsou uvedeny na
přiloženém CD.
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Kapitola 2

Vı́cestupňové stochastické
lineárńı programováńı

Prvek nejistoty se vyskytuje v r̊uzných odvětv́ıch lidské činnosti, jmenujme
finančńı sektor (tržńı riziko, kreditńı riziko, riziko likvidity), pojǐst’ovnictv́ı (riziko
úmrtnosti, riziko dlouhověkosti) či trh s energiemi. V těchto odvětv́ıch je při
plánováńı obchodu podstatné zohlednit prvek nejistoty. Představme si investora,
který se rozhodne sestavit své portfolio z akcíı r̊uzných společnost́ı. Po určité
době, řekněme po jednom měśıci, investor zjist́ı výnos, který mu jednotlivé akcie
přinášej́ı. Na základě toho zjǐstěńı se rozhodne, které akcie si ve svém portfoliu
ponechá, které vyřad́ı, a naopak, akcie kterých daľśıch společnost́ı (a jestli v̊ubec
nějakých) do svého portfolia zařad́ı. Poté se opět po měśıćı pod́ıvá na výnos svého
portfolia a v d̊usledku toho jej přeuspořádá. Tento postup investor opakuje do té
doby, než se rozhodne podnikáńı ukončit. Matematický postup, který optimalizuje
jednotlivá rozhodnut́ı, se nazývá v́ıcestupňové programováńı [1, 4, 9, 18].

Vektor rozhodnut́ı budeme značit x = (x0,x1, . . .xT ) a vektor pozorováńı ξ =
(ξ0, ξ1, . . . ξT ), přičemž předpokládáme, že hodnota ξ0 je deterministická. Učinit
rozhodnut́ı xt v čase t, t = 0, . . . T , je možné pouze na základě informace, která je
v tomto čase dostupná (nikoliv na základě informace, kterou źıskáme v budoućım
čase). Tato vlastnost se nazývá neanticipativita. Je tedy nutné pamatovat si celou
historii do času t, t = 0, . . . T . Vektor xt = (x0,x1, . . .xt) bude představovat
historii rozhodnut́ı do času t a ξt = (ξ0, ξ1, . . . ξt) informaci dostupnou v čase t.
Úlohu v́ıcestupňového stochastického lineárńıho programováńı lze zapsat v tzv.
odstupňovaném tvaru

min
x

cT0 x0 + cT1 x1 + cT2 x2 + · · · + cTTxT

za A0,0x0 = b0,

A1,0x0 + A1,1x1 = b1,

A2,1x1 + A2,2x2 = b2,

. . .
...

AT,T−1xT−1 + AT,TxT = bT ,

xt ≥ 0 ∀t. (2.1)
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ξ0 ξ1 ξ2 ξT

x0 x1 xT

Obrázek 2.1: Posloupnost událost́ı a rozhodnut́ı.

Vektor c ∈ Rn0+···+nT představuje vektor cen. Na složky vektoru rozhodnut́ı
xt, x ∈ Rn0+···+nT , lze nahĺıžet jako na funkci informace dostupné v čase t, tedy
xt = xt(ξ

t), t = 1, . . . T . Koeficienty u neznámé proměnné xt v i-tém řádku
jsou dány matićı Ai,t typu mt × nt, kde mt je rozměr vektoru pravých stran bt.
Prvky c0, b0, A0,0 jsou deterministické, oproti tomu některé (či všechny) prvky
ct, bt, At−1,t, At,t, t = 1, . . . T , jsou náhodné a známými se stávaj́ı postupem času.

V prvńım kroku učińıme rozhodnut́ı x0. Ve druhém kroku pozorujeme ξ1 :=
(c1, A1,0, A1,1, b1) a na základě těchto pozorováńı dospějeme k rozhodnut́ı x1.
Ve třet́ım kroku pozorujeme ξ2 := (c2, A2,1, A2,2, b2) a následně učińıme rozhod-
nut́ı x2. Tento postup opakujeme do doby, než na základě pozorováńı ξT :=
(cT , AT−1,T , AT,T , bT ) dospějeme k rozhodnut́ı xT , viz obrázek 2.1.

2.1 Zpětný náhled

Na úlohu (2.1) lze nahĺıžet zpětně, tedy od T -té úrovně po nultou úroveň.
Představme si, že se nacháźıme v posledńı, tedy T -té úrovni. V takovém př́ıpadě
známe celou historii ξT a učinili jsme již všechna rozhodnut́ı x0, . . .xT−1. Scháźı
nám pouze vykonat rozhodnut́ı xT . V tomto př́ıpadě řeš́ıme jednoduchou úlohu
lineárńıho programováńı

min
xT

cTTxT

za AT,T−1xT−1 + AT,TxT = bT , (2.2)

xT ≥ 0,

jej́ıž optimálńı hodnotaQT (xT−1,ξT ) záviśı na xT−1 a ξT = (cT , AT−1,T , AT,T , bT ).
Následně si představme, že jsme v předposledńı, tedy (T−1)-ńı úrovni. Známe

tud́ıž historii pozorováńı ξT−1 a dosud jsme učinili rozhodnut́ı x0, . . .xT−2. Nyńı
máme vykonat rozhodnut́ı xT−1. V tomto př́ıpadě řeš́ıme úlohu dvoustupňového
programováńı

min
xT−1

cTT−1xT−1 + E[QT (xT−1,ξT )|ξT−1]

za AT−1,T−2xT−2 + AT−1,T−1xT−1 = bT−1, (2.3)

xT−1 ≥ 0.

Optimálńı hodnota QT−1(xT−2,ξ
T−1) záviśı na rozhodnut́ı xT−2 a na informaci

ξT−1 dostupné v čase T − 1.
Lze si představit, že se nacháźıme na obecné úrovni t, t = 1, . . . T − 1. V

takovém př́ıpadě máme k dispozici data ξt a vykonaná rozhodnut́ı x0, . . .xt−1.
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Naš́ım úkolem je učinit rozhodnut́ı xt. Daný problém lze formulovat

min
xt

cTt xt + E[Qt+1(xt,ξ
t+1)|ξt]

za At,t−1xt−1 + At,txt = bt, (2.4)

xt ≥ 0.

Optimálńı hodnota Qt(xt−1,ξ
t) uvedené úlohy se nazývá

”
cost-to-go“ funkce.

Nyńı se přesuňme do prvńı úrovně, tedy t = 0. Nacháźıme se v situaci, kdy
muśıme učinit prvńı rozhodnut́ı x0, ale nemáme k dispozici žádná data. Řeš́ıme
úlohu

min
x0

cT0 x0 + E[Q1(x0,ξ
1)]

za A0,0x0 = b0, (2.5)

x0 ≥ 0.

Odtud je vidět, že všechny následuj́ıćı úrovně t = 1, . . . T , jsou zahrnuty v
problému (2.5) funkćı Q1(x0,ξ

1), a to skrze odpov́ıdaj́ıćı středńı hodnoty. Úlohu
v́ıcestupňového stochastického programováńı lze tedy zapsat pomoćı

”
vnořené

formulace“

min
A0,0x0=b0

x0≥0

cT0 x0+E

 min
A1,0x0+A1,1x1=b1

x1≥0

cT1 x1 + E

· · ·+ E

 min
AT,T−1xT−1+AT,TxT=bT

xT≥0

cTTxT



 .

Jednou z modifikaćı úlohy může být předpoklad, že posloupnost ξ je mar-
kovovská 1. V takovém př́ıpadě podmı́něná středńı hodnota v problému (2.3)
nezáviśı na celé historii pozorováńı ξ0, . . . ξT−1, ale pouze na posledńım členu
ξT−1 historie a optimálńı hodnota (2.3) je pouze funkćı xT−2 a ξT−1. Obdobně
podmı́něná středńı hodnota v problému (2.4) nezáviśı na celé historii pozorováńı
ξ0, . . . ξt, ale pouze na posledńım členu ξt historie a optimálńı hodnota Qt(xt−1,ξt)
problému (2.4) je funkćı xt−1 a ξt. Proto se úloha (2.4) redukuje do tvaru

min
xt

cTt xt + E[Qt+1(xt,ξt+1)|ξt]

za At,t−1xt−1 + At,txt = bt, (2.6)

xt ≥ 0.

Daľśı modifikaćı úlohy může být předpoklad, že rozhodnut́ı xt v čase t záviśı
na všech rozhodnut́ıch vykonaných do tohoto času. Na rozhodnut́ı v čase t lze
tedy nahĺıžet jako na funkci nejen všech dosavadńıch pozorováńı, ale i všech
dosavadńıch rozhodnut́ı, tedy xt = xt(ξ

t,xt−1). Úlohu (2.1) lze v tomto př́ıpadě

1Řekneme, že posloupnost ξ0, . . . ξT je markovovská [7], jestliže pro všechna t, t = 2, . . . T ,
je podmı́něné rozděleńı ξt dané ξt−1 rovno podmı́něnému rozděleńı ξt danému ξt−1.
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formulovat jako úlohu v dolńım trojúhelńıkovém tvaru

min
x

cT0 x0 + cT1 x1 + cT2 x2 + · · · + cTTxT

za A0,0x0 = b0,

A1,0x0 + A1,1x1 = b1,

A2,0x0 + A2,1x1 + A2,2x2 = b2,

. . .
...

AT,0x0 + AT,1x1 + AT,2x2 + · · · + AT,TxT = bT ,

xt ≥ 0 ∀t. (2.7)

V takovém př́ıpadě lze d́ılč́ı úlohu (2.4) přepsat ve tvaru

min
xt

cTt xt + E[Qt+1(x
t,ξt+1)|ξt]

za At,0x0 + At,1x1 + · · ·+ At,t−1xt−1 + At,txt = bt, (2.8)

xt ≥ 0.

V neposledńı řadě lze v úlohách (2.1) i (2.7) zobecnit podmı́nku na nezápor-
nost vektoru rozhodnut́ı na podmı́nku xt ∈ Xt, kde Xt je konvexńı polyedrická
množina.

2.2 Konečný počet scénář̊u

Předpokládejme nyńı, že náhodná veličina ξt vyskytuj́ıćı se v úloze (2.1)
nabývá pouze konečného počtu K hodnot. Tyto hodnoty nazveme scénáře. Každý
scénář má pravděpodobnost nastáńı pk, k = 1, . . . K, a př́ısluš́ı mu jeden vektor
rozhodnut́ı xk = (xk0, . . .x

k
T ). Označme ξt,k informaci dostupnou v čase t v k-

tém scénáři. Je zřejmé, že počátečńı rozhodnut́ı x0 muśı být pro všechny scénáře
totožné. Tuto skutečnost lze vyjádřit podmı́nkou

xk0 = xj0, ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k.

Aby byla splněna podmı́nka neanticipativity (tedy skutečnosti, že rozhodnut́ı lze
uskutečnit pouze na základě pozorováńı, která jsou v daném čase známá), je
nutné, aby rozhodnut́ı na prvńı úrovni byla stejná pro všechny scénáře, které
maj́ı do úrovně t = 1 totožnou historii. Matematicky vyjádřeno

xk1 = xj1, ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k, pro která ξ1,k = ξ1,j.

Obecně na všech úrovńıch t, t = 0 . . . T , muśı být rozhodnut́ı xt totožná pro
všechny scénáře, které maj́ı do této úrovně identickou historii. Muśı tedy být
splněna podmı́nka

xkt = xjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k, pro která ξt,k = ξt,j, t = 0, . . . T. (2.9)
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Ekvivalentńı úloha k úloze (2.1) pro konečný počet scénář̊u má tvar

min
x

K∑
k=1

pk[(c0)
Txk0 + (ck1)Txk1 + (ck2)Txk2 + · · · + (ckT )TxkT ]

za A0,0x
k
0 = b0,

Ak1,0x
k
0 + Ak1,1x

k
1 = bk1,

Ak2,1x
k
1 + Ak2,2x

k
2 = bk2,

. . .
...

AkT,T−1x
k
T−1 + AkT,Tx

k
T = bkT ,

xkt ≥ 0, t = 0, . . . T,

xkt = xjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 0, . . . T,

k = 1, . . . K. (2.10)

2.3 Investičńı problém

Investorovo chováńı během doby trváńı finančńı investice se nazývá problé-
mem investora. Investor si na počátku obchodováńı stanov́ı finančńı částku, kte-
rou chce během doby trváńı investice naspořit. Dále se rozhodne, do kterých aktiv
a v jak velkém množstv́ı chce investovat. V naš́ı práci předpokládáme, že může
prodávat pouze ta aktiva, která v okamžiku uzavřeńı obchodu skutečně vlastńı,
tzn. že prodeje nakrátko jsou zakázány. Investor může v určitých předem stano-
vených okamžićıch své portfolio přeuspořádat (některá aktiva ze svého portfolia
může prodat a jiná nakoupit). Ćılem je nalézt optimálńı složeńı portfolia, které při
investováńı do vybraných aktiv investorovi zajist́ı naspořeńı požadované částky.
Uved’me nyńı formulace několika základńıch model̊u finančńıho plánováńı.

2.3.1 Základńı model

Uvažujme investora, který si chce během obdob́ı o délce T naspořit částku G.
Na počátku investice, tedy v čase t = 0, má k dispozici kapitál o výši B, který
investuje do r̊uzných aktiv, jednotlivá aktiva označme i, i = 1, . . . I. Takto se-
stavené portfolio může v okamžićıch t, t = 1, . . . T − 1, přeuspořádat, tzn. určitá
aktiva z portfolia může prodat a naopak jiná nakoupit. Na konci sledovaného
obdob́ı, tj. v čase T , investor své portfolio prodá. Jeho ćılem je, aby hodnota
prodávaného portfolia byla alespoň rovna požadované ćılové částce G. Uvedená
formulace problému investora [13] nebere v potaz riziko, které jednotlivá aktiva
nesou, a zanedbává předpoklad transakčńıch náklad̊u. Primárńım ćılem inves-
tora je mı́t v okamžiku T naspořenou požadovanou částku G. Účelová funkce
zmı́něného problému, kterou budeme minimalizovat, je ve tvaru

K∑
k=1

pk
[
D−qk −D+yk

]
, (2.11)
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kde yk vyjadřuje přebytek peněz v čase T v k-tém scénáři, qk finančńı částku
chyběj́ıćı k dosažeńı G v čase T v k-tém scénáři, D− penalizaci, kterou je třeba k
nedostatku qk přidat, D+ benefit, který přináš́ı přebytek peněz yk, pk pravděpo-
dobnost k-tého scénáře a K označuje počet scénář̊u. Na počátku finančńıho
plánováńı, tj. na úrovni t = 0, má investor k dispozici kapitál B, za který může
poř́ıdit jednotlivá aktiva. Tuto skutečnost vyjadřuje rovnice

I∑
i=1

x0,i = B, (2.12)

kde x0,i je velikost kapitálu investovaná na počátku investováńı do aktiva i.
V daľśıch obdob́ıch je zisk z jednotlivých aktiv zcela reinvestován do aktiv v
následuj́ıćım obdob́ı, což popisuje rovnice

xkt,i = ξkt,ix
k
t−1,i, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I, (2.13)

kde ξkt,i znač́ı náhodný výnos z investice do aktiva i v čase t ve scénáři k. V
posledńım obdob́ı T muśı být splněna podmı́nka

G =
I∑
i=1

ξkT,ix
k
T−1,i + qk − yk, k = 1, . . . K. (2.14)

Výsledná úloha má tvar

min
x

K∑
k=1

pk
[
D−qk −D+yk

]
za (2.12), (2.13), (2.14),

yk ≥ 0, k = 1, . . . K,

qk ≥ 0, k = 1, . . . K,

xkt,i ≥ 0, t = 0, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

xkt = xjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 0, . . . T − 1.
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Transakčńı náklady

Ve výše uvedeném modelu jsme zanedbali transakčńı náklady. Ve skutečnosti
však investor při nákupu či prodeji akcie muśı zaplatit poplatek makléři [6]. Pro
jednoduchost předpokládejme, že výše poplatku se pro r̊uzné akcie a r̊uzné scénáře
neměńı. Označme cb poplatek za nákup určitého objemu akcíı, cs poplatek za
prodej určitého objemu akcíı, bkti hodnotu nakoupeného i-tého aktiva v čase t v
k-tém scénáři a skti hodnotu prodaného i-tého aktiva v čase t v k-tém scénáři. V
okamžiku t = 0 může investor libovolná aktiva nakoupit a hodnota portfolia B je
tedy dána vztahem

I∑
i=1

[(1− cb)b0,i] = B. (2.15)

V následuj́ıćıch obdob́ıch t, t = 1, . . . T−1, se při započ́ıtáńı transakčńıch náklad̊u
změńı podmı́nka (2.13) na

xkt,i = ξkt,ix
k
t−1,i + (1− cb)bkt,i − (1 + cs)s

k
t,i, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I.

(2.16)

Zde předpokládáme, že v posledńım investičńım obdob́ı již investor žádná aktiva
nenakupuje, pouze celé portfolio prodá. Proto se hodnota portfolia v posledńım
obdob́ı T ř́ıd́ı rovnićı

xkT,i = (1− cs)ξkT,ixkT−1,i, k = 1, . . . K. (2.17)

Podmı́nku (2.14) na dosažeńı ćılové částky G je třeba upravit o transakčńı nákla-
dy spojené s prodejem aktiv v posledńım obdob́ı. Upravená podmı́nka je ve tvaru

G = (1− cs)
I∑
i=1

[
ξkT,ix

k
T−1,i

]
+ qk − yk, k = 1, . . . K. (2.18)

Nav́ıc předpokládejme, že během doby investováńı neńı možné do portfolia přidá-
vat ani z něj odeb́ırat finančńı prostředky. To znamená, že nákup aktiv je v
úrovńıch t = 1, . . . T − 1 plně financován z prodeje aktiv v totožné úrovni. Tuto
skutečnost vyjadřuje následuj́ıćı rovnice

I∑
i=1

bkt,i =
I∑
i=1

skt,i, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K. (2.19)

Dále kromě zakázáńı krátkých prodej̊u lze stanovit omezeńı na velikost nákupu,
resp. prodeje, aktiv. Omezeńı shora b̄kt,i, b̄0,i, resp. s̄kt,i, mohou být dána např́ıklad

burzou, omezeńı zdola bkt,i, b0,i, resp. skt,i, si může stanovit sám investor. Investor se
totiž může rozhodnout, že se mu vyplat́ı vlastnit aktiva až od určitého finančńıho
objemu (jinak by se mohlo stát, že by dle modelu měl vlastnit velké množstv́ı
aktiv ovšem s malými pod́ıly a jeho portfolio by bylo velmi roztř́ı̌stěné). Tato
omezeńı se zaṕı̌śı ve tvaru

0 ≤ b0,i ≤ b0,i ≤ b̄0,i, i = 1, . . . I,

0 ≤ bkt,i ≤ bkt,i ≤ b̄kt,i, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

0 ≤ skt,i ≤ skt,i ≤ s̄kt,i, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I.

(2.20)
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Základńı model finančńıho plánováńı se zahrnut́ım transakčńıch náklad̊u má tvar

min
x,b,s

K∑
k=1

pk
[
D−qk −D+yk

]
za (2.15), (2.16), (2.18), (2.19),

yk ≥ 0, k = 1, . . . K,

qk ≥ 0, k = 1, . . . K,

xkt,i ≥ 0, t = 0, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

xkt = xjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 0, . . . T − 1,

0 ≤ b0,i ≤ b0,i ≤ b̄0,i, i = 1, . . . I,

0 ≤ bkt,i ≤ bkt,i ≤ b̄kti, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

bkt = bjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 1, . . . T − 1,

0 ≤ skt,i ≤ skt,i ≤ s̄kt,i, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

skt = sjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 1, . . . T − 1.

Základńı model finančńıho plánováńı předpokládá, že ćılem investora je mı́t
v posledńım obdob́ı T naspořenou částku G. Tento model d́ıky tomu, že pouze
minimalizuje výsledný schodek q, nese velké riziko. Abychom základńı model
přibĺıžili rozhodováńı racionálńıho investora, zapracujeme do něj požadavek na
minimalizaci rizika při dosažeńı požadované hodnoty portfolia.

2.3.2 Mean-CVaR model

Mean-CVaR model problému investora [3, 10] minimalizuje celkové riziko in-
vestice za podmı́nky, že středńı hodnota portfolia bude alespoň rovna požadované
ćılové částce G. Jako mı́ru rizika lze v nejjednodušš́ım př́ıpadě uvažovat roztpyl
(tzv. Mean-Variance model [6]), ovšem takovýto model neńı lineárńı (jedná se o
úlohu kvadratického programováńı) a velmi obt́ıžně se v praxi řeš́ı. Př́ıkladem
lineárńıho modelu je minimalizace CVaRα

2. Mean-CVaR model zobecňuje zá-
kladńı model problému investora zohledňuj́ıćı transakčńı náklady. Podmı́nka ur-
čuj́ıćı, že středńı hodnota portfolia na konci investičńıho obdob́ı očǐstěného o
transakčńı náklady na prodej bude alespoň rovna požadované částce G, má tvar

K∑
k=1

pk(1− cs)
I∑
i=1

[
ξkT,ix

k
T−1,i

]
≥ G. (2.21)

Omezeńı počátečńıho kapitálu (2.15), podmı́nka (2.16) na určeńı hodnoty riz-
kových aktiv v časech t, t = 1, . . . T − 1, a skutečnost (2.19), že nákup aktiv
je v každé úrovni plně financován z prodeje aktiv, z̊ustávaj́ı vzhledem k formu-
laci základńıho modelu se zahrnut́ım transakčńıch náklad̊u nezměněny. Výsledná

2Pro náhodnou veličinu L vyjadřuj́ıćı ztrátu portfolia a mı́ru spolehlivosti α ∈ (0,1) definu-
jeme podmı́něnou hodnotu v riziku na hladině α (anglicky Conditional Value at Risk, zkráceně

CVaRα) vztahem CVaRα(L) = inf
{
a ∈ R : a+ 1

1−α E[max(0, L− a)]
}

[12].
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úloha Mean-CVaR modelu je ve tvaru

min
x,b,s,a,zk

{
a+

1

1− α

K∑
k=1

pkz
k

}
za (2.15), (2.16), (2.19), (2.21),

zk ≥ 0, k = 1, . . . K,

zk ≥ −a− (1− cs)
I∑
i=1

[
ξT,ix

k
T−1,i

]
, k = 1, . . . K,

xkt,i ≥ 0, t = 0, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

xkt = xjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 0, . . . T − 1,

0 ≤ b0,i ≤ b0,i ≤ b̄0,i, i = 1, . . . I,

0 ≤ bkt,i ≤ bkt,i ≤ b̄kt,i, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

bkt = bjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 1, . . . T − 1,

0 ≤ skt,i ≤ skt,i ≤ s̄kt,i, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

skt = sjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 1, . . . T − 1.

2.3.3 Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni

Mean-CVaR model minimalizuje riziko v posledńım investičńım obdob́ı a to
za podmı́nky, že středńı hodnota portfolia na koncové úrovni je alespoň rovna
investičńımu ćıli G. Ve skutečnosti je možné, že hodnota portfolia v prostředńı
části investičńıho obdob́ı (t = 1, . . . T − 1) významně fluktuuje. Investorovi se
proto může s velkou pravděpodobnost́ı stát, že než v̊ubec dosáhne dlouhodobého
ćıle v okamžiku T , zbankrotuje. Z tohoto d̊uvodu je vhodné do základńıho mo-
delu uvažuj́ıćıho transakčńı náklady zapracovat podmı́nku zohledňuj́ıćı kontrolu
rizika na každé investičńı úrovni. Nyńı představ́ıme pokročileǰśı model, který mi-
nimalizuje vážený součet celkového CVaRα a CVaRα na jednotlivých úrovńıch.
Podmı́nka na stanoveńı počátečńıho kapitálu (2.15), omezeńı hodnoty rizikových
aktiv (2.16), podmı́nka (2.19) vyjadřuj́ıćı, že nákup aktiv je v každém obdob́ı
plně financován z prodeje aktiv v tomtéž obdob́ı, a požadavek (2.21) na mi-
nimálńı středńı hodnotu portfolia na konci investičńıho obdob́ı z̊ustávaj́ı totožné
s podmı́nkami vyskytuj́ıćımi se v Mean-CVaR modelu. Model minimalizuj́ıćı váže-
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ný součet celkového CVaRα a CVaRα na jednotlivých úrovńıch má tvar

min
x,b,s,a,zk,zkt

{
κ

[
a+

1

1− α

K∑
k=1

pkz
k

]
+

T∑
t=1

λt

[
a+

1

1− α

K∑
k=1

pkz
k
t

]}
za (2.15), (2.16), (2.19), (2.21),

zk ≥ 0, k = 1, . . . K,

zk ≥ −a− (1− cs)
I∑
i=1

[
ξT,ix

k
T−1,i

]
, k = 1, . . . K,

zkt ≥ 0, t = 1, . . . T, k = 1, . . . K,

zk1 ≥ −a−
I∑
i=1

[
ξ1,ix

k
0,i + (1− cb)bk1,i − (1 + cs)s

k
1,i

]
, k = 1, . . . K,

zkt ≥ −a−
I∑
i=1

[(
ξt,ix

k
t−1,i + (1− cb)bkt,i − (1 + cs)s

k
t,i

)
−
(
ξt−1,ix

k
t−2,i + (1− cb)bkt−1,i − (1 + cs)s

k
t−1,i

)]
,

t = 2, . . . T − 1, k = 1, . . . K,

zkT ≥ −a−
I∑
i=1

[
(1− cs)ξT,ixkT−1,i

−
(
ξT−1,ix

k
T−2,i + (1− cb)bkT−1,i − (1 + cs)s

k
T−1,i

)]
,

k = 1, . . . K,

zkt = zjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 1, . . . T − 1,

xkt,i ≥ 0, t = 0, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

xkt = xjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 0, . . . T − 1,

0 ≤ b0,i ≤ b0,i ≤ b̄0,i, i = 1, . . . I,

0 ≤ bkt,i ≤ bkti ≤ b̄kt,i, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

bkt = bjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 1, . . . T − 1,

0 ≤ skt,i ≤ skt,i ≤ s̄kt,i, t = 1, . . . T − 1, k = 1, . . . K, i = 1, . . . I,

skt = sjt , ∀ j,k = 1, . . . K, j 6= k : ξt,k = ξt,j, t = 1, . . . T − 1,

kde váha λt ∈ [0,+∞) označuje, nakolik je dané investičńı obdob́ı pro inves-
tora d̊uležité. Č́ım vyšš́ı je parametr λt, t́ım vyšš́ı prioritu investor přǐrazuje in-
vestičńımu obdob́ı t. Váha κ ∈ [0,+∞) znač́ı, nakolik je pro investora podstatný
celkový CVaRα.
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Kapitola 3

Generováńı scénář̊u

Podstatnou součást́ı testováńı model̊u je generováńı scénář̊u. Ve většině př́ıpa-
d̊u máme jedna zdrojová data (jednu časovou řadu), ovšem pro účely testováńı
je nezbytné mı́t k dispozici vysoký počet dat s obdobnou strukturou, jako maj́ı
zadaná data. Naš́ım ćılem je vygenerovat scénáře, které se budou ř́ıdit stejným
rozděleńım, které maj́ı dostupná data. Jednou z možnost́ı, jak scénáře generovat,
je metoda moment̊u [8].

3.1 Metoda moment̊u

Představme nejprve dvě kĺıčové transformace, které se v algoritmu generováńı
scénář̊u vyskytuj́ı.

3.1.1 Kubická transformace

Ćılem kubické transformace je vygenerovat jednorozměrnou veličinu X̃i, jej́ıž
prvńı čtyři momenty E X̃k

i , k = 1, . . . 4, budou shodné s požadovanými momenty.
Nejprve vygenerujme n vzájemně nezávislých náhodných veličin Xi z libovolného
rozděleńı, u kterého známe prvńıch 12 moment̊u, č́ımž dostaneme vektor X =
(X1, . . . Xn). Kubická transformace jednotlivých složek vektoru X

X̃i = ai + biXi + ciX
2
i + diX

3
i , i = 1, . . . n, (3.1)

slouž́ı k nalezeńı vektoru X̃ = (X̃1, . . . X̃n), jehož každá složka má prvńı čtyři mo-
menty totožné s požadovanými momenty. Abychom nalezli koeficienty ai, bi, ci, di,
vyjádř́ıme prvńı čtyři momenty transformované veličiny X̃i pomoćı prvńıch čtyř
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moment̊u náhodné veličiny Xi, i = 1, . . . n:

E X̃i = ai + bi EXi + ci EX
2
i + di EX

3
i ,

E X̃2
i = a2i + 2aibi EXi + (2aici + b2i )EX

2
i + (2aidi + 2bici)EX

3
i

+ (2bidi + c2i )EX
4
i + 2cidi EX

5
i + d2i EX

6
i ,

E X̃3
i = a3i + 3a2i bi EXi + (3a2i ci + 3aib

2
i )EX

2
i + (6aibici + 3a2i di + b3i )EX

3
i

+ (3aic
2
i + 6aibidi + 3cib

2
i )EX

4
i + (6aicidi + 3b2i di + 3bic

2
i )EX

5
i

+ (3aid
2
i + 6bicidi + c3i )EX

6
i + (3bid

2
i + 3ci2di)EX

7
i + 3cid

2
i EX

8
i

+ d3 EX9
i ,

E X̃4
i = a4i + 4a3i bi EXi + (4a3i ci + 6a2i b

2
i )EX

2
i

+ (4aib
3
i + 12a2i bici + 4a3i di)EX

3
i

+ (b4i + 12aib
2
i ci + 6a2i c

2
i + 12a2i bidi)EX

4
i

+ (4b3i ci + 12aibic
2
i + 12aib

2
i di + 12a2i cidi)EX

5
i

+ (6b2i c
2
i + 4aic

3
i + 4b3i di + 24aibicidi + 6a2i d

2
i )EX

6
i

+ (4bic
3
i + 12b2i cidi + 12aic

2
i di + 12aibid

2
i )EX

7
i

+ (c4i + 12bic
2
i di + 6b2i d

2
i + 12aicid

2
i )EX

8
i

+ (4c3i di + 12bicid
2
i + 4aid

3
i )EX

9
i

+ (6c2i d
2
i + 4bid

3
i )EX

10
i + 4cid

3
i EX

11
i + d4i EX

12
i . (3.2)

Zde vid́ıme, proč je nutné náhodné veličiny Xi generovat z rozděleńı s alespoň
dvanácti známými momenty. Parametry ai, bi, ci, di źıskáme řešeńım soustavy 4
rovnic metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, která minimalizuje odchylku prvńıch čtyř
moment̊u náhodné veličiny X̃i od ćılových moment̊u. Bez újmy na obecnosti
předpokládejme, že náhodná veličina X̃i má nulovou středńı hodnotu a jednot-
kový rozptyl. Zvolená metoda nám dává jistotu, že i v př́ıpadě, že soustava rovnic
nemá řešeńı, źıskané hodnoty koeficient̊u zaručuj́ı, že prvńı čtyři momenty budou
tak bĺızko požadovaným moment̊u, jak jen je možné.

3.1.2 Maticová transformace

V ńıže uvedeném algoritmu generováńı scénář̊u kromě kubické transformace
(3.1) využ́ıváme maticovou transformaci

Y = LX̃. (3.3)

Matice L = (Lij)
n
i,j=1 je dolńı trojúhelńıková matice, kterou źıskáme Choleského

rozkladem 1 korelačńı matice R, tedy

R = LLT.

Věta 3.1. (Převzato z [8].) Necht’ X̃ je n-rozměrná náhodná veličina, pro kterou
plat́ı

i) E X̃k, k = 1, . . . 4, existuj́ı,

1Necht’ A je symetrická pozitivně definitńı matice, pak existuje Choleského rozklad, tj. exis-
tuje dolńı trojúhleńıková pozitivně definitńı matice L taková, že A = LLT [5].
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ii) E X̃ = 0 a E X̃2 = 1,

iii) jednorozměrné náhodné veličiny X̃i, X̃j jsou vzájemně nezávislé pro i 6= j.

Předpokládejme dále, že L je dolńı trojúhelńıková matice řádu n taková, že R =
LLT, kde R je korelačńı matice. Definujme náhodnou veličinu Y jako Y = LX̃.
Pak pro ni plat́ı

i) EY k, k = 1, . . . 4, existuj́ı,

ii) EY = 0 a EY 2 = 1,

iii) Y má korelačńı matici R = LLT,

iv) EY 3
i =

∑n
i=1 L

3
i,j E X̃j

3
,

v) EY 4
i = 3 +

∑n
i=1 L

4
i,j(E X̃j

4 − 3).

D̊ukaz. Body i) a ii) jsou zřejmé.

iii) cor(Yi, Yj) =
cov(Yi, Yj)√
EY 2

i

√
EY 2

j

= E

[
n∑
k=1

Li,kX̃k

n∑
l=1

Lj,lX̃l

]

=
n∑
k=1

n∑
l=1

Li,kLj,l E(X̃kX̃l) =
n∑
k=1

n∑
l=1

Li,kLj,lδk,l

=
n∑
k=1

Li,kLj,k =
n∑
k=1

Li,kL
T
k,j = Ri,j

iv) EY 3
i = E

[
n∑
k=1

Li,kX̃k

n∑
l=1

Li,lX̃l

n∑
m=1

Li,mX̃m

]

=
n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
m=1

Li,kLi,lLi,m E(X̃kX̃lX̃m) =
n∑
k=1

L3
i,k E X̃

3
k

v) EY 4
i = E

[
n∑
k=1

Li,kX̃k

n∑
l=1

Li,lX̃l

n∑
m=1

Li,mX̃m

n∑
r=1

Li,rX̃r

]

=
n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
m=1

n∑
r=1

Li,kLi,lLi,mLi,r E(X̃kX̃lX̃mX̃r)

=
n∑
k=1

L4
i,k E X̃

4
k + 3

[
n∑
k=1

n∑
l=1

L2
i,kL

2
i,l E X̃

2
k E X̃

2
l −

n∑
k=1

L4
i,k

(
E X̃2

k

)2]

=
n∑
k=1

L4
i,k E X̃

4
k + 3

[
n∑
k=1

L2
i,k

n∑
l=1

L2
i,l −

n∑
k=1

L4
i,k

]

=
n∑
k=1

L4
i,k

[
E X̃4

k − 3
]

+ 3
n∑
k=1

Li,kL
T
k,i

n∑
l=1

Li,lL
T
l,i

=
n∑
k=1

L4
i,k

[
E X̃4

k − 3
]

+ 3Ri,iRi,i =
n∑
k=1

L4
i,k

[
E X̃4

k − 3
]

+ 3
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k
Maticová transformace (3.3) slouž́ı k nalezeńı náhodného vektoru Y , který má

nulovou středńı hodnotu, jednotkový rozptyl, specifikovaný třet́ı a čtvrtý moment
a korelačńı matici R = LLT.

3.1.3 Algoritmus generováńı scénář̊u

Nyńı přistupme k samotnému algoritmu. Hlavńı myšlenkou metody moment̊u
je předpoklad, že vygenerovaný scénář má stejné rozděleńı jako zadaná data právě
tehdy, když se shoduj́ı prvńı čtyři momenty a korelačńı matice obou rozděleńı.
Označme Z = (Z1, . . . Zn) vektor zdrojových dat.

V prvńım kroku algoritmu je nutné zjistit z dat výběrové momenty prvńıho
až čtvrtého řádu (ćılové momenty), označme je EZk, k = 1, . . . 4, a výběrovou
korelačńı matici R typu n × n (ćılová korelačńı matice). Jelikož maticová tran-
formace vyžaduje dle Věty 3.1 nulovou středńı hodnotu a jednotkový rozptyl
náhodného vektoru, budeme namı́sto náhodného vektoru Z generovat náhodný
vektor Y s EY = 0, EY 2 = 1 a korelačńı matićı R. Vektor Z následně spoč́ıtáme
ze vztahu

Z = αY + β,

přičemž

α = (EZ2)
1
2 , β = EZ, EY 3 =

EZ3

α3
, EY 4 =

EZ3

α4
.

Dále pomoćı Choleského rozkladu R = LLT źıskáme dolńı trojúhelńıkovou matici
L. Nyńı nám zbývá určit prvńı čtyři momenty jednorozměrné náhodné veličiny
X̃i tak, aby náhodná veličina Y vzniklá maticovou transformaćı Y = LX̃ měla
ćılové momenty a korelačńı matici R. K tomu využijeme inverzńı vztahy odvozené
z bod̊u iv) a v) Věty 3.1

E X̃3
i =

1

L3
i,i

(
EY 3

i −
i−1∑
k=1

L3
i,k E X̃

3
k

)
,

E X̃4
i =

1

L4
i,i

(
EY 4

i − 3−
i−1∑
k=1

L4
i,k

[
E X̃4

k − 3
])

+ 3.

Následně vypoč́ıtáme hodnoty koeficient̊u ai, bi, ci a di, které se vyskytuj́ı v ku-
bické transformaci (3.1), postupem popsaným v odstavci 3.1.1.

V daľśım kroku vygenerujeme n vzájemně nezávislých náhodných veličin Xi z
libovolného rozděleńı, u kterého známe prvńıch 12 moment̊u, a provedeme kubic-
kou transformaci (nyńı již známe hodnoty koeficient̊u ai, bi, ci a di), č́ımž źıskáme
náhodnou veličinu X̃i. Poté provedeme maticovou transformaci Y = LX̃, d́ıky
čemuž bude mı́t náhodný vektor Y správnou korelačńı matici R. Na závěr trans-
formujeme vektor Y pomoćı vztahu

Z = αY + β,

č́ımž źıskáme náhodný vektorZ, který má požadované ćılové momenty a korelačńı
matici R.
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Kapitola 4

Vzdálenost mezi stochastickými
scénářovými procesy

V této kapitole představ́ıme základńı definice týkaj́ıćı se problematiky stro-
mových proces̊u a měřeńı vzdálenosti mezi nimi. Všechny zde uváděné definice
jsou převzaty z publikaćı [14, 15, 16].

Připomeňme nejprve základńı pojmy, se kterými dále pracujeme [2, 11]. Sys-
tém A podmnožin množiny Ω 6= ∅ se nazývá σ-algebra, jestliže splňuje

• ∅ ∈ A,

• A ∈ A ⇒ AC ∈ A,

• A1, A2, A3, · · · ∈ A ⇒
∞⋃
i=1

Ai ∈ A.

Rodina reálných náhodných veličin {Xt, t ∈ T} definovaných na (Ω,A,P), kde
(Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor a T ⊂ R, se nazývá náhodný proces.
Jestliže T = Z, mluv́ıme o procesu s diskrétńım časem, pokud T = [a, b], kde
−∞ ≤ a < b ≤ ∞, hovoř́ıme o procesu se spojitým časem. Pokud náhodné
veličny Xt nabývaj́ı pouze diskrétńıch hodnot, mluv́ıme o procesu s diskrétńımi
stavy. Jestliže nabývaj́ı hodnot z nějakého intervalu, mluv́ıme o procesu se spo-
jitými stavy. Řekneme, že reálný náhodný proces {Xt, t ∈ T} je měřitelný, jestliže
zobrazeńı (ω, t) 7→ Xt(ω) je A⊗ BT -měřitelné, kde BT je σ-algebra borelovských
podmnožin T a A⊗ BT znač́ı součinovou σ-algebru.

Uvažujme náhodný proces ν = (η0,η1, . . .ηT ) definovaný na pravděpodob-
nostńım prostoru (Ω,F ,P). Proces ν je proces s diskrétńım časem a diskrétńımi
stavy. V našem př́ıpadě je podstatné pamatovat si celou historii do času t. Zacho-
vejme značeńı z kapitoly 2 a označme νt = (η0,η1, . . .ηt), t ∈ T = {0, 1, . . . T},
historii do času t.

Definice 4.1. (Převzato z [15].) Rostoućı posloupnost F σ-algeber F0 ⊆ F1 ⊆
· · · ⊆ FT definovaná na (Ω,F ,P) se nazývá filtrace. Prvńım prvkem této posloup-
nosti je triviálńı σ-algebra F0 = {∅,Ω}.

Skutečnost, že proces νt je Ft měřitelný, znázorńıme zápisem νt / Ft. Sou-
hrnně můžeme psát ν /F , pokud νt / Ft pro všechna t.

Definice 4.2. (Převzato z [16].) Proces ξ = (ξ0, ξ1, . . . ξT ) popisuj́ıćı výstup z
náhodného procesu ν se nazývá oceňovaćı proces.
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Obrázek 4.1: Stromový proces. Zde jsou v kroužćıch uvedena č́ısla uzl̊u, protože je však
systém č́ıslováńı uzl̊u v této práci zachován, budeme v daľśıch př́ıkladech do kroužk̊u
uvádět hodnoty uzl̊u (tedy konkrétńı realizace náhodné veličiny ηt).

Na složku oceňovaćıho procesu ξt lze tedy nahĺıžet jako na funkci νt, tud́ıž
ξt = ft(ν

t), kde funkce ft je Ft měřitelná. Oceňovaćı proces ξ je měřitelný
vzhledem k filtraci F , což znač́ıme symbolem ξ /F .

Definice 4.3. (Převzato z [15].) Náhodný proces ν, pro který posloupnost F0,F1,
. . .FT je filtrace, se nazývá stromový proces.

Každý konečný náhodný proces lze reprezentovat pomoćı stromového procesu.
Prvńı uzel stromu se nazývá kořen, koncové uzly se nazývaj́ı listy, znač́ıme je ω.
Každý uzel, který neńı listem, je pojmenován rodič a uzly z něj př́ımo vycházej́ıćı
označujeme pojmem potomci či následńıci. Úrovně stromu, ve kterých se nacházej́ı
jednotlivé uzly, znač́ıme ṕısmenem t, t = 0, . . . T . Pravděpodobnosti přechodu pn:i
mezi dvěma po sobě jdoućımi uzly indexujeme č́ıslem uzlu rodiče n a č́ıslem uzlu
potomka i. Celkový počet potomk̊u uzlu n znač́ıme s(n). Součet pravděpodobnost́ı
přechodu z každého rodiče je roven jedné. Při grafickém znázorněńı jednotlivé uzly
stromu č́ıslujeme v této práci odshora směrem dol̊u a zleva doprava, kořen má
č́ıslo 1. Př́ıklad typického stromu je uveden na obrázku 4.1.

Definice 4.4. (Převzato z [15].) Uspořádaná dvojice sestávaj́ıćı ze stromového
procesu νt a oceňovaćıho procesu ξt se nazývá procesové a informačńı uspořádáńı,
znač́ıme jej (Ω,F ,P, ξ).

Nyńı uvažujme úlohu, ve které se snaž́ıme maximalizovat výnos z naš́ı inves-
tice, přičemž během doby trváńı investice můžeme na základě d́ılč́ıch výsledk̊u
naše rozhodováńı týkaj́ıćı se dané investice měnit. Představme si, že na počátku
obchodu se rozhodneme investovat určitou část našeho kapitálu do jedné komo-
dity a zbylou část kapitálu do komodity druhé, např́ıklad část našich prostředk̊u
investujeme do akcíı a část do obligaćı. Na konci sledovaného obdob́ı, řekněme po
jednom měśıci, zjist́ıme výnos, který nám akcie a obligace vynesly, a na základě
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této informace se rozhodneme, jakým zp̊usobem přeskuṕıme náš kapitál mezi tato
dvě aktiva na daľśı sledované obdob́ı. Tyto kroky následně aplikujeme v každém
sledovaném obdob́ı. Uvedený postup se nazývá v́ıcestupňové programováńı (viz
kapitola 2), matematicky lze úlohu zapsat ve tvaru

min
x
{E[H(ξ0,x0, ξ1,x1, ξ2, . . .xT−1, ξT ,xT );F ] : x /F ,x ∈ X}, (4.1)

kde H(ξ,x) je ztrátová funkce a x = (x0,x1, . . .xT−1) je vektor rozhodnut́ı,
xt ∈ Xt. Podstatné je, že rozhodnut́ı xt v čase t ∈ T je založeno pouze na
informaci, která je v tomto čase dostupná.

Uvedenou úlohu lze řešit aproximaćı náhodného procesu ξ se spojitými stavy
procesem ξ̃ s diskrétńımi stavy, který je definován na pravděpodobnostńım pro-
storu (Ω̃, F̃ , P̃), a lze jej reprezentovat jako stromový proces. Problém (4.1) je
možné přeformulovat do tvaru

min
x
{E[H(ξ̃0, x̃0, ξ̃1, x̃1, ξ̃2, . . . x̃T−1, ξ̃T , x̃T ); F̃ ] : x̃ / F̃ , x̃ ∈ X}. (4.2)

4.1 Vnořená vzdálenost

Naš́ım ćılem je změřit vzdálenost mezi problémy (4.1) a (4.2) a pomoćı této
vzdálenosti určit, zda je námi použitá aproximace vyhovuj́ıćı. K tomu využijeme
koncept vnořené vzdálenosti, která udává vzdálenost dvou procesových a in-
formačńıch uspořádáńı.

Necht’ (Ξ, d) je polský prostor 1 a necht’ P1(Ξ, d) je tř́ıda borelovských pravdě-
podobnostńıch měr P na (Ξ, d) takových, že∫

d(u, u0)dP(u) <∞

pro všechna u0 ∈ Ξ.

Definice 4.5. (Převzato z [14].) Kantorovičova vzdálenost dKA(P,Q) dvou prav-
děpodobnostńıch měr P a Q na (Ξ, d) je definována vztahem

dKA(P,Q) = inf
FX,Y

{E[d(X, Y )] : X ∼ P, Y ∼ Q},

kde X, resp. Y , je náhodná veličina s rozděleńım P, resp. Q, s hodnotami v RM ,
d : RM × RM 7→ R je zadaná metrika a infimum prob́ıhá přes všechny sdružené
distribučńı funkce FX,Y takové, že marginály FX = P, resp. FY = Q.

Pomoćı Kantorovičovy vzdálenosti je možné měřit vzdálenost dKA(P, P̃) mezi
spojitou distribučńı funkćı procesu ξ a diskrétńı distribučńı funkćı procesu ξ̃
na každé úrovni stromu. Neńı však možné pomoćı ńı měřit vzdálenost mezi
náhodným procesem ξ daným spojitou distribučńı funćı a celým stromem, který
obsahuje veškerou dostupnou informaci. Proto nyńı představ́ıme pojem vnořené
vzdálenosti.

1Řekneme, že topologický prostor (Ξ, d) je polský, jestliže je separabilńı a metrizovatelný
úplnou metrikou [11].
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Definice 4.6. (Převzato z [15].) Definujme metrické prostory Ξt rekurzivńım
postupem:

Ξ1 := RM

se vzdálenost́ı d1(u, v) := d(u, v),

Ξ2 := RM × P1(Ξ1)

se vzdálenost́ı d2((u,P), (v,Q)) := d(u, v) + dKA(P,Q;d1),

Ξ3 := RM × P1(Ξ2) = RM × P1(RM × P1(Ξ1))

se vzdálenost́ı d3((u,P),(v,Q)) := d(u, v) + dKA(P,Q;d2),

· · ·

ΞT := RM × P1(ΞT−1)

se vzdálenost́ı dT ((u,P),(v,Q)) := d(u, v) + dKA(P,Q;dT−1).
Borelovské pravděpodobnostńı rozděleńı P s konečnými prvńımi momenty na ΞT

se nazývá vnořené rozděleńı délky T, vzdálenost dT se nazývá vnořená vzdálenost.

Uvažujme nyńı dva oceňovaćı procesy ξ a ξ̃ s diskrétńı množinou stav̊u, které
jsou reprezentovány dvěma stromy s N , resp. Ñ , listy. Označme ωt předch̊udce
listu ω v čase t = 0, . . . T , a ω̃t předch̊udce listu ω̃ v čase t = 0, . . . T . Binárńı
relaci

”
být předch̊udcem“ znač́ıme dále v této kapitole symbolem ≤, zápis m ≤ ω

tedy znamená, že uzel m je předch̊udcem (ne nutně př́ımým) listu ω. Vzdálenost
mezi dvěma listy jednotlivých stromů definujeme vztahem

d(ω, ω̃) :=
T∑
t=0

dt(ξ(ωt), ξ̃(ω̃t)), (4.3)

přičemž jako metrika dt je uvažována absolutńı hodnota.
Výpočet vnořené vzdálenosti dvou stromů lze dle [16] formulovat jako úlohu

lineárńıho programováńı ve tvaru

minimalizovat
π

∑
i

∑
j

πi,jdi,j

za podmı́nek pm:ω =

∑
j≥n

πω,j∑
i≥m

∑
j≥n

πi,j
, m ≤ ω, úroveň n = úroveň m,

p̃n:ω̃ =

∑
i≥m

πi,ω̃∑
i≥m

∑
j≥n

πi,j
, n ≤ ω̃, úroveň m = úroveň n, (4.4)

∑
i

∑
j

πi,j = 1,

πi,j ≥ 0,

kde di,j = d(ωi, ω̃j) je metrika daná vztahem (4.3), pm:ω je pravděpodobnost
přechodu z uzlu m lež́ıćıho v prvńım stromě do listu ω téhož stromu a pn:ω̃ je
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Obrázek 4.2: Dva trojstupňové stromy. V kroužćıch jsou uvedeny hodnoty uzl̊u.

pravděpodobnost přechodu z uzlu n lež́ıćıho ve druhém stromě do listu ω̃ tohoto
stromu.

Při výpočtu vnořené vzdálenosti pomoćı algoritmu (4.4) tedy nejprve prochá-
źıme prvńı strom a určujeme pravděpodobnosti přechodu z jednotlivých uzl̊u
m do jednotlivých list̊u ω, přičemž muśı být splněna podmı́nka, že uvažované
uzly jsou vždy předch̊udci uvažovaných list̊u. Tyto pravděpodobnosti jsou bud’to
zadány př́ımo anebo je lze snadno určit ze zadaného obrázku. Dle prvńı podmı́nky
uvedené úlohy lineárńıho programováńı se tato pravděpodobnost dává do rovnosti
s pod́ılem, v jehož čitateli se vyskytuje suma, jej́ıž index zač́ıná na uzlu n druhého
stromu, který se vyskytuje ve stejné urovni jako uzel m v prvńım stromě, a dále
jde přes všechny jeho potomky až do koncového uzlu ω̃. Protože ve druhém stromě
se na úrovni odpov́ıdaj́ıćı úrovni uzlu m může nacházet v́ıce než jeden uzel, je
nutné danou podmı́nku pm:ω uvažovat pro všechny uzly druhého stromu na této
úrovni.

Pro splněńı druhé podmı́nky dané úlohy je třeba výše popsaný postup apli-
kovat i na druhý strom.

Př́ıklad 4.1. (Zadáńı př́ıkladu převzato z [15].) Výpočet vnořené vzdálenosti
stromů uvedených na obrázku 4.2, parametr ε ∈ (0,1).

K výpočtu vnořené vzdálenosti dvou stromů je nutné výše popsaný algoritmus
implementovat ve vhodném softwaru. Př́ıklad detailně ilustruje skutečnost, že
naše implementace dává výsledek shodný s výsledkem, který je prezentován v
uvedené publikaci.

K řešeńı př́ıkladu využijeme algoritmus (4.4). V prvńım kroku je nutné spoč́ı-
tat vzdálenosti d(ωi, ω̃j), k čemuž využijeme vztah (4.3):
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d(1,1) := d0(1,1) = |0− 0| = 0

d(1,2) := d0(1,1) = 0

d(1,3) := d0(1,1) = 0

d(1,4) := d0(1,1) = 0

d(1,5) := d0(1,1) = 0

d(2,1) := d0(1,1) = 0

d(2,2) := d0(1,1) + d1(2,2) = |0− 0|+ |2− (2 + ε)| = ε

d(2,3) := d0(1,1) + d1(2,3) = |0− 0|+ |2− (2− ε)| = ε

d(2,4) := d0(1,1) + d1(2,2) = ε

d(2,5) := d0(1,1) + d1(2,3) = ε

d(3,1) := d0(1,1) = 0

d(3,2) := d0(1,1) + d1(2,2) = ε

d(3,3) := d0(1,1) + d1(2,3) = ε

d(3,4) := d0(1,1) + d1(2,2) + d2(3,4) = |0− 0|+ |2− (2 + ε)|+ |3− 3| = ε

d(3,5) := d0(1,1) + d1(2,3) + d2(3,5) = |0− 0|+ |2− (2− ε)|+ |3− 1| = ε+ 2

d(4,1) := d0(1,1) = 0

d(4,2) := d0(1,1) + d1(2,2) = ε

d(4,3) := d0(1,1) + d1(2,3) = ε

d(4,4) := d0(1,1) + d1(2,2) + d2(4,4) = |0− 0|+ |2− (2 + ε)|+ |1− 3| = ε+ 2

d(4,5) := d0(1,1) + d1(2,3) + d2(4,5) = |0− 0|+ |2− (2− ε)|+ |1− 1| = ε

V daľśım kroku urč́ıme pravděpodobnosti přechodu pm:ω z uzlu m do listu ω.
Pravděpodobnosti přechodu mezi rodičem a potomkem jsou zadány, pravděpo-
dobnosti přechodu mezi uzlem a jeho potomkem ve vyšš́ıch úrovńıch źıskáme
vynásobeńım uvedených pravděpodobnost́ı. Nyńı sestav́ıme podmı́nky pm:ω úlohy
(4.4). Je nutné si uvědomit, že indexy ńıže uvedených sum indexuj́ı rodiče a jeho
potomky v daľśıch úrovńıch (≥ je symbolem binárńı relace

”
být potomkem“).

Pro lepš́ı názornost uvád́ıme v jednotlivých podmı́nkách konkrétńı výčet rodič̊u
a jejich potomk̊u. Dále si uvědomme, že při procházeńı druhým stromem voĺıme
vždy rodičem uzel, který se nacháźı na stejné úrovni jako aktuálně zvolený uzel
prvńıho stromu.

Jako prvńı tedy vybereme např́ıklad koncový uzel ω = 3:
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ω = 3 : m = 1, n = 1 : p1:3 =

Ñ∑
j=1

π3,j

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p1:2 p2:3 = 0.5,

m = 2, n = 2 : p2:3 =

∑
j=2,4

π3,j

N∑
i=2

∑
j=2,4

πi,j

= 0.5,

m = 2, n = 3 : p2:3 =

∑
j=3,5

π3,j

N∑
i=2

∑
j=3,5

πi,j

= 0.5,

m = 3, n = 4 : p3:3 =
π3,4
π3,4

= 1,

m = 3, n = 5 : p3:3 =
π3,5
π3,5

= 1.

Následně zvoĺıme druhý koncový uzel prvńıho stromu, tedy ω = 4:

ω = 4 : m = 1, n = 1 : p1:4 =

Ñ∑
j=1

π4,j

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p1:2 p2:4 = 0.5,

m = 2, n = 2 : p2:4 =

∑
j=2,4

π4,j

N∑
i=2

∑
j=2,4

πi,j

= 0.5,

m = 2, n = 3 : p2:4 =

∑
j=3,5

π4,j

N∑
i=2

∑
j=3,5

πi,j

= 0.5,

m = 4, n = 4 : p4:4 =
π4,4
π4,4

= 1,

m = 4, n = 5 : p4:4 =
π4,5
π4,5

= 1.

Ve druhém stromě urč́ıme pravděpodobnosti přechodu pn:ω̃ z uzlu n do listu ω̃
obdobným zp̊usobem jako výše a sestav́ıme př́ıslušné podmı́nky. Zvoĺıme koncový
uzel ω̃ = 4:
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ω̃ = 4 : n = 1,m = 1 : p̃1:4 =

N∑
i=1

πi,4

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p̃1:2 p̃2:4 = 0.5,

n = 2,m = 2 : p̃2:4 =

N∑
i=2

πi,4

N∑
i=2

∑
j=2,4

πi,j

= 1,

n = 4,m = 3 : p̃4:4 =
π3,4
π3,4

= 1,

n = 4,m = 4 : p̃4:4 =
π4,4
π4,4

= 1.

Poté vybereme druhý koncový uzel druhého stromu, tedy ω̃ = 5:

ω̃ = 5 : n = 1,m = 1 : p̃1:5 =

N∑
i=1

πi,5

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p̃1:3 p̃3:5 = 0.5,

n = 3,m = 2 : p̃3:5 =

N∑
i=2

πi,5

N∑
i=2

∑
j=3,5

πi,j

= 1,

n = 5,m = 3 : p̃5:5 =
π3,5
π3,5

= 1,

n = 5,m = 4 : p̃5:5 =
π4,5
π4,5

= 1.

Nakonec vyřeš́ıme minimalizačńı úlohu (4.4) a numerickým výpočtem zjist́ıme,
že vnořená vzdálenost stromů uvedených na obrázku 4.2 je rovna 1 + ε.

♦

Výhodou př́ıstupu vnořené vzdálenosti je skutečnost, že pomoćı ńı lze měřit
vzdálenost dvou libovolných stromů stejné délky, nehledě na jejich strukturu. Pro
účely diplomové práce jsme sestavili následuj́ıćı ilustrativńı př́ıklad.
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Obrázek 4.3: Dva trojstupňové stromy. V kroužćıch jsou uvedeny hodnoty uzl̊u.

Př́ıklad 4.2. Výpočet vnořené vzdálenosti stromů uvedených na obrázku 4.3.
Přestože oba stromy maj́ı odlǐsnou strukturu, lze využ́ıt algoritmu (4.4) a zadanou
úlohu vyřešit. Výsledná minimalizačńı úloha má tvar

minimalizovat
π

∑
i

∑
j

πi,jdi,j

za podmı́nek

p1:5 =

Ñ∑
j=1

π5,j

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p1:2 p2:5 =
2

9
,

p2:5 =

∑
j=2,4,5

π5,j∑
i=2,5,6,7

∑
j=2,4,5

πi,j
=

1

3
, p2:5 =

∑
j=3,6,7

π5,j∑
i=2,5,6,7

∑
j=3,6,7

πi,j
=

1

3
,

p5:5 =
π5,4
π5,4

= 1, p5:5 =
π5,5
π5,5

= 1, p5:5 =
π5,6
π5,6

= 1, p5:5 =
π5,7
π5,7

= 1,

p1:6 =

Ñ∑
j=1

π6,j

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p1:2 p2:6 =
2

9
,

p2:6 =

∑
j=2,4,5

π6,j∑
i=2,5,6,7

∑
j=2,4,5

πi,j
=

1

3
, p2:6 =

∑
j=3,6,7

π6,j∑
i=2,5,6,7

∑
j=3,6,7

πi,j
=

1

3
,

p6:6 =
π6,4
π6,4

= 1, p6:6 =
π6,5
π6,5

= 1, p6:6 =
π6,6
π6,6

= 1, p6:6 =
π6,7
π6,7

= 1,
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p1:7 =

Ñ∑
j=1

π7,j

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p1:2 p2:7 =
2

9
,

p2:7 =

∑
j=2,4,5

π7,j∑
i=2,5,6,7

∑
j=2,4,5

πi,j
=

1

3
, p2:7 =

∑
j=3,6,7

π7,j∑
i=2,5,6,7

∑
j=3,6,7

πi,j
=

1

3
,

p7:7 =
π7,4
π7,4

= 1, p7:7 =
π7,5
π7,5

= 1, p7:7 =
π7,6
π7,6

= 1, p7:7 =
π7,7
π7,7

= 1,

p1:8 =

Ñ∑
j=1

π8,j

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p1:3 p3:8 =
1

6
,

p3:8 =

∑
j=2,4,5

π8,j∑
i=3,8

∑
j=2,4,5

πi,j
= 1, p3:8 =

∑
j=3,6,7

π7,j∑
i=3,8

∑
j=3,6,7

πi,j
= 1,

p8:8 =
π8,4
π8,4

= 1, p8:8 =
π8,5
π8,5

= 1, p8:8 =
π8,6
π8,6

= 1, p8:8 =
π8,7
π8,7

= 1,

p1:9 =

Ñ∑
j=1

π9,j

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p1:4 p4:9 =
7

48
,

p4:9 =

∑
j=2,4,5

π9,j∑
i=4,9,10

∑
j=2,4,5

πi,j
=

1

3
, p4:9 =

∑
j=3,6,7

π9,j∑
i=4,9,10

∑
j=3,6,7

πi,j
=

1

3
,

p9:9 =
π9,4
π9,4

= 1, p9:9 =
π9,5
π9,5

= 1, p9:9 =
π9,6
π9,6

= 1, p9:9 =
π9,7
π9,7

= 1,

p1:10 =

Ñ∑
j=1

π10,j

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p1:4 p4:10 =
1

48
,

p4:10 =

∑
j=2,4,5

π9,j∑
i=4,9,10

∑
j=2,4,5

πi,j
=

1

3
, p4:10 =

∑
j=3,6,7

π9,j∑
i=4,9,10

∑
j=3,6,7

πi,j
=

1

3
,

p10:10 =
π10,4
π10,4

= 1, p10:10 =
π10,5
π10,5

= 1, p10:10 =
π10,6
π10,6

= 1, p10:10 =
π10,7
π10,7

= 1,

p̃1:4 =

N∑
i=1

πi,4

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p̃1:2 p̃2:4 =
1

6
, p̃2:4 =

∑
i=2,5,6,7

πi,4∑
i=2,5,6,7

∑
j=2,4,5

πi,j
=

1

3
,
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p̃2:4 =

∑
i=3,8

πi,4∑
i=3,8

∑
j=2,4,5

πi,j
=

1

3
, p̃2:4 =

∑
i=4,9,10

πi,4∑
i=4,9,10

∑
j=2,4,5

πi,j
=

1

3
,

p̃4:4 =
π5,4
π5,4

= 1, p̃4:4 =
π6,4
π5,4

= 1, p̃4:4 =
π7,4
π7,4

= 1,

p̃4:4 =
π8,4
π8,4

= 1, p̃4:4 =
π9,4
π9,4

= 1, p̃4:4 =
π10,4
π10,4

= 1,

p̃1:5 =

N∑
i=1

πi,5

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p̃1:2 p̃2:5 =
2

6
, p̃2:5 =

∑
i=2,5,6,7

πi,5∑
i=2,5,6,7

∑
j=2,4,5

πi,j
=

2

3
,

p̃2:5 =

∑
i=3,8

πi,5∑
i=3,8

∑
j=2,4,5

πi,j
=

2

3
, p̃2:5 =

∑
i=4,9,10

πi,5∑
i=4,9,10

∑
j=2,4,5

πi,j
=

2

3
,

p̃5:5 =
π5,5
π5,5

= 1, p̃5:5 =
π6,5
π5,5

= 1, p̃5:5 =
π7,5
π7,5

= 1,

p̃5:5 =
π8,5
π8,5

= 1, p̃5:5 =
π9,5
π9,5

= 1, p̃5:5 =
π10,5
π10,5

= 1,

p̃1:6 =

N∑
i=1

πi,6

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p̃1:3 p̃3:6 =
1

8
, p̃3:6 =

∑
i=2,5,6,7

πi,6∑
i=2,5,6,7

∑
j=3,6,7

πi,j
=

1

4
,

p̃3:6 =

∑
i=3,8

πi,6∑
i=3,8

∑
j=3,6,7

πi,j
=

1

4
, p̃3:6 =

∑
i=4,9,10

πi,6∑
i=4,9,10

∑
j=3,6,7

πi,j
=

1

4
,

p̃6:6 =
π5,6
π5,6

= 1, p̃6:6 =
π6,6
π5,6

= 1, p̃6:6 =
π7,6
π7,6

= 1,

p̃6:6 =
π8,6
π8,6

= 1, p̃6:6 =
π9,6
π9,6

= 1, p̃6:6 =
π10,6
π10,6

= 1,

p̃1:7 =

N∑
i=1

πi,7

N∑
i=1

Ñ∑
j=1

πi,j

= p̃1:3 p̃3:7 =
3

8
, p̃3:7 =

∑
i=2,5,6,7

πi,7∑
i=2,5,6,7

∑
j=3,6,7

πi,j
=

3

4
,

p̃3:7 =

∑
i=3,8

πi,7∑
i=3,8

∑
j=3,6,7

πi,j
=

3

4
, p̃3:7 =

∑
i=4,9,10

πi,7∑
i=4,9,10

∑
j=3,6,7

πi,j
=

3

4
,

p̃7:7 =
π5,7
π5,7

= 1, p̃7:7 =
π6,7
π5,7

= 1, p̃7:7 =
π7,7
π7,7

= 1,

p̃7:7 =
π8,7
π8,7

= 1, p̃7:7 =
π9,7
π9,7

= 1, p̃7:7 =
π10,7
π10,7

= 1.

Numerický výpočet ukazuje, že vnořená vzálenost daných stromů je 11.2778.
♦
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Uvažujme nyńı oceňovaćı proces ξ se spojitými stavy a oceňovaćı proces ξ̃ s
diskrétńımi stavy. Abychom mohli určit vnořenou vzdálenost těchto dvou proces̊u,
muśıme nejprve spojitý proces diskretizovat [20].

4.2 Diskretizace jednorozměrného oceňovaćıho

procesu

Předpokládejme, že oceňovaćı proces ξ se skládá z jednorozměrných veličin
ξt. Naš́ım ćılem je aproximovat proces ξ se spojitými stavy pomoćı stromového
procesu tak, aby Kanotorovičova vzdálenost mezi zadaným spojitým rozděleńım
a zvoleným diskrétńım rozděleńım byla minimálńı. Stromovou strukturu voĺıme
dopředu, přičemž je třeba si uvědomit, že s rostoućım počtem větveńı se zvyšuje
nejen přesnost aproximace, ale také výpočetńı náročnost.

Zaměřme se nejprve na obecný uzel n, dočasně proto budeme všechny veličiny
indexovat pouze jedńım index. Pro tento konkrétńı uzel známe počet potomk̊u
s(n), ale neznáme jejich hodnoty zi a ani pravděpodobnosti pi, se kterými k reali-
zaci jednotlivých potomk̊u docháźı. Chceme tedy zjistit hodnoty potomk̊u uzlu i
pravděpodobnosti jejich nastáńı, přičemž Kantorovičova vzdálenost mezi známým
spojitým rozděleńım F a diskrétńı aproximaćı má být minimalizována. V prvńım
kroku přǐrad́ıme pravděpodobnosti pi jednotlivým s(n) potomk̊um libovolně. Dále
zjist́ıme hranice interval̊u Ii, ve kterých lež́ı hodnoty potomk̊u zi,

zi = F−1

(
i∑

j=1

pj +
pi
2

)
= F−1

(
F (qi−1) + F (qi)

2

)
, i = 1, . . . s(n).

Interval Ii = [qi−1, qi] , i = 1, . . . s(n), kde q0 = −∞, qs(n) = +∞ a qi =

F−1(
∑i

j=1 pj), tedy pi = F (qi) − F (qi−1). Následně napoč́ıtáme nové hodnoty
hranic interval̊u qnewi a nové hodnoty potomk̊u znewi

qnewi =
zi + zi+1

2
, i = 1, . . . s(n)− 1,

znewi = F−1
(
F (qi−1) + F (qi)

2

)
, i = 1, . . . s(n).

(4.5)

Uvedený postup opakujeme, dokud pravděpodobnosti pi, i = 1, . . . s(n), nedokon-
verguj́ı k hodnotám popt, které aproximuj́ı spojité rozděleńı F .

Nyńı se zaměřme na celý strom, pomoćı kterého aproximujeme spojité rozdě-
leńı procesu ξ tak, aby byla Kantorovičova vzdálenost spojitého a aproxima-
tivńıho rozděleńı minimálńı. Jak je uvedeno výše, předpokládáme, že známe
strukturu stromu (pro jednoduchost uvažujme, že každý rodič má stejný počet
potomk̊u) i sdruženou distribučńı funkci Fξ0,...ξT , a d́ıky algoritmu (4.5) známe
i pravděpodobnosti poptn:i jednotlivých uzl̊u. Dále předpokládejme, že máme za-
daná podmı́něná rozděleńı Fξt|ξ0,...ξt−1 , t = 0, . . . T . Se znalost́ı poptn:i jsme schopni
pro každý uzel určit interval [bn,i−1, bn,i], ve kterém bude ležet realizace náhodné
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Obrázek 4.4: Stromový proces. V kroužćıch jsou uvedeny hodnoty uzl̊u, parametr
a = 0.30345, b = 0.3931.

veličiny ξt:

bn,1 = −∞,

bn,i = F−1

(
i∑

j=1

pn:j

)
,

bn,s(n) = +∞,

kde n je č́ıslo uzlu a s(n) je počet potomk̊u uzlu n. V posledńım kroku urč́ıme
hodnoty jednotlivých uzl̊u jako středńı body interval̊u [bn,i−1, bn,i].

Př́ıklad 4.3. (Zadáńı př́ıkladu převzato z [15].) Výpočet vnořené vzdálenosti
procesu s diskrétńımi stavy zadaného na obrázku 4.4 a procesu se spojitými stavy,
jehož vnořené pravděpodobnostńı rozděleńı má tvar

ξ1 ∼ N (0, 1), ξ2|ξ1 ∼ N (ξ1, 1).

K výpočtu vnořené vzdálenosti procesu s diskrétńımi stavy a procesu se spo-
jitými stavy je nutné výše popsaný postup implementovat ve vhodném softwaru.
Př́ıklad detailně ilustruje skutečnost, že naše implementace dává výsledek shodný
s výsledkem, který je prezentován v uvedené publikaci.

Implementaćı výše vyloženého postupu zjist́ıme, že vnořená vzdálenost těchto
dvou proces̊u je 0.8215.

♦
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4.3 Diskretizace mnohorozměrného oceňovaćı-

ho procesu

Nyńı předpokládejme, že oceňovaćı proces ξ se skládá z mnohorozměrných
veličin ξt. Naš́ım ćılem je opět aproximovat proces ξ se spojitými stavy po-
moćı stromového procesu tak, aby Kanotorovičova vzdálenost mezi zadaným
spojitým rozděleńım a zvoleným diskrétńım rozděleńım byla minimálńı, přičemž
stromová struktura je dopředu známá. V jednorozměrném př́ıpadě jsme spoji-
tou distribučńı funkci aproximovali pomoćı kvantilové funkce. V obecném mno-
horozměrném př́ıpadě je ovšem situace složitěǰśı. K aproximaci spojité mnoho-
rozměrné distribučńı funkce oceňovaćıho procesu ξ použijeme tzv. Voronoi̊uv
diagram. Voronoi̊uv diagram rozštěṕı daný prostor o n bodech do konvexńıch
mnohoúhelńık̊u (buněk), a to takovým zp̊usobem, že každý mnohoúhelńık obsa-
huje právě jeden generuj́ıćı bod a každý bod v daném mnohoúhelńıku je bĺıže k
tomuto generuj́ıćımu bodu než k jakémukoliv jinému bodu [19]. Voronoi̊uv dia-
gram tedy umožňuje rozdělit daný prostor do předem daného počtu buněk a spo-
jité rozděleńı aproximovat vnitřńımi body jednotlivých buněk. Pravděpodobnosti
se jednotlivým vnitřńım bod̊um přǐrad́ı metodou Monte Carlo – vygeneruje se
určitý počet bod̊u a urč́ı se, kolik z nich lež́ı v jednotlivých oblastech. Relativńı
četnost bod̊u lež́ıćıch v dané buňce ku celkovému počtu vygenerovaných bod̊u
odpov́ıdá pravděpodobnosti vnitřńıho bodu této buňky.

V prvńım kroku vytvoř́ıme mř́ıžku o N vnitřńıch bodech z1, . . . zN . Každý
bod považujeme za střed Voronoiovy buňky. Počet bod̊u ni v jednotlivých buň-
kách je roven 1, kde i = 1, . . . N . Počet dosud vygenerovaných bod̊u n je roven
počtu vnitřńıch bod̊u N . Následně vygenerujeme veličinu ξ z mnohorozměrného
spojitého rozděleńı F a nalezneme index k, pro který je vzdálenost mezi veličinou
ξ a vnitřńım bodem zi minimálńı, a to ve smyslu L2 normy:

‖ξ − zk‖2 = min
i
‖ξ − zi‖2.

Následně posuneme vnitřńı bod zk do bodu znewk pomoćı vztahu

znewk = zk +
1

n0.75
(ξ − zk)

a počet bod̊u padnoućıch do k-té buňky i celkový počet vygenerovaných bod̊u
navýš́ıme o jedna, tedy

nnew
k = nk + 1,

nnew = n+ 1.

Nakonec urč́ıme pravděpodobnosti vnitřńıch bod̊u pi jako relativńı četnost

pi =
ni
n
.

Zmı́něný postup opakujeme, dokud pravděpodobnosti pi, i = 1, . . . N , nedokon-
verguj́ı k pravděpodobnostem popti .

Př́ıklad 4.4. Pro účely diplomové práce jsme sestavili následuj́ıćı ilustrativńı
př́ıklad. Vygenerujme pravidelnou mř́ıžku o 25 bodech a každý bod považujme
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Obrázek 4.5: Voronoi̊uv diagram.

za střed právě jedné Voronoiovy buňky (v tomto př́ıpadě jsou všechny buňky
čtvercové), viz obrázek 4.5a). Všechny body maj́ı totožnou pravděpodobnost pi =
1
25

. Následně vygenerujme náhodnou veličinu ξ z dvojrozměrného normálńıho
rozděleńı s vektorem středńıch hodnot µ a variančńı matićı Σ:

µ = (0, 0), Σ =

(
2 3
3 8

)
.

Implementaćı výše uvedeného postupu dospějeme k nové mř́ıžce – čili i k novému
uskupeńı Voronoiových buněk – viz obrázek 4.5b). Body nové mř́ıžky maj́ı pravdě-
podobnosti popt, což znázorňuje obrázek 4.5c).

popt = (1.33, 1.33, 1.33, 1.33, 1.33,

239.06, 6449.21, 192.57, 3.98, 1.33,

87.65, 24381.1, 34420.2, 25936.3, 82.34,

1.33, 3.98, 227.1, 7720.2, 240.38,

1.33, 1.33, 1.33, 1.33, 1.33)× 10−5.

♦
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Kapitola 5

Empirická studie

V této kapitole uvád́ıme stanoveńı optimálńı investičńı strategie pro základńı
model investičńıho plánováńı zahrnuj́ıćı transakčńı náklady a model zohledňuj́ıćı
riziko na každé investičńı úrovni. Dále zde přináš́ıme výpočet vnořené vzdálenosti
stromů vybudovaných pomoćı metody moment̊u na základě zdrojových dat a
informace o tom, jak vnořená vzdálenost stromů záviśı na vzdálenosti optimálńıch
řešeńı uvedených model̊u.

V empirické studii jsme pracovali s daty převzatými z Kenneth French data
library 1. Data představuj́ı měśıčńı výnosy šesti reprezentativńıch portfolíı ame-
rického trhu od července roku 1926 do dubna roku 2014. Tato portfolia jsou kon-
struována jako pr̊unik dvou portfolíı vytvořených na základě tržńı kapitalizace a
tř́ı portfolíı vytvořených na základě poměru účetńı hodnoty a tržńı kapitalizace.
Původńı data, která lze nalézt na přiloženém CD, představovala měśıčńı výnosy
v procentech, proto jsme všechny uvedené hodnoty pro potřeby našich výpočt̊u
převedli vztahem

at,i 7→
at,i
100

+ 1,

tedy např́ıklad 20% na 1.2. Deskriptivńı statistiky upravených dat jsou uvedeny
v tabulce 5.1.

1http://mba.tuck.dartmouth.edu/pages/faculty/ken.french/ftp/6_Portfolios_

2x3.zip

Statistika 1 2 3 4 5 6

Střed. hodnota 1.0098 1.0129 1.0149 1.009 1.0098 1.0119

Směr. odchylka 0.0768 0.0703 0.0823 0.0535 0.0574 0.0716

Šikmost 0.8076 1.2166 2.0755 -0.1469 1.2686 1.6026

Špičatost 11.5633 16.9809 23.9047 8.2402 20.1138 21.3567

Minimum 0.6767 0.693 0.663 0.7164 0.7234 0.6533

Maximum 1.6225 1.6229 1.8081 1.327 1.517 1.6691

Tabulka 5.1: Deskriptivńı statistiky upravených dat. Ve sloupečćıch jsou uvedena jed-
notlivá aktiva.
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Obrázek 5.1: Primárńı strom. Dvojstupňový strom, každý uzel vyjma list̊u má právě
tři následńıky.

5.1 Základńı model s transakčńımi náklady

Uvažujme základńı investičńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady, který byl
představen v podkapitole 2.3.1. Nejprve chceme zkonstruovat strom (nazveme
jej primárńı), ve kterém má každý uzel vyjma list̊u právě tři následńıky. V
prvńım kroku vygenerujeme pomoćı metody moment̊u (viz kapitola 3) scénáře
pro jednotlivé uzly (tedy tři scénáře pro každý uzel vyjma list̊u). Tyto hodnoty
považujeme za vnitřńı body mř́ıžky, která vstupuje v prvńım kroku do algoritmu
popsaného v podkapitole 4.3. Následně pomoćı tohoto algoritmu dospějeme k
určeńı nových vnitřńıch bod̊u Voronoiových buněk – tedy k nově uspořádané
mř́ıžce – stejně jako k pravděpodobnostem, které novým vnitřńım bod̊um mř́ıžky
nálež́ı. Nakonec vystav́ıme požadovaný strom, viz obrázek 5.1. Hodnoty jednot-
livých uzl̊u představuj́ı scénáře, které mohou nastat. V našem př́ıpadě voĺıme
hodnotu počátečńıho majetku B = 1 a hodnotu koncového majetku G = 1.2.
Veličinu D− vyjadřuj́ıćı penalizaci za nedosažeńı požadované částky G voĺıme
rovnu 1.003, naopak benefit D+ za překročeńı požadované částky G pokládáme
rovný 1.001. Transakčńı náklady cb na nákup určitého objemu aktiv stejně jako
transakčńı náklady cs na prodej určitého objemu aktiv stanovujeme rovny 0.1%.
Jelikož v modelu předpokládáme, že prodeje nakrátko jsou zakázány, ohranič́ıme
zdola hodnoty držených, nakoupených i prodaných aktiv ve všech scénář́ıch a
všech časech nulou. Rizikově averzńı investor by naopak neinvestoval veškeré své
finančńı prostředky do jednoho jediného aktiva, z tohoto d̊uvodu jsme hodnoty
nakoupených i prodaných aktiv ve všech scénář́ıch a všech časech omezili shora
hodnotou 0.5.

5.1.1 Dvojstupňový strom

Uvažujme dvojstupňový primárńı strom, ve kterém má každý rodič právě
dva potomky. Nejprve spoč́ıtáme optimálńı hodnotu účelové funkce (tedy středńı
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Č́ıslo uzlu Hodnota uzlu

1 {0, 0, 0, 0, 0, 0}
2 {1.106, 1.1626, 1.248, 1.0747, 1.1516, 1.2141}
3 {1.0095, 1.011, 1.0108, 1.0087, 1.0076, 1.0084}
4 {0.8898, 0.8454, 0.7495, 0.9322, 0.8539, 0.7878}
5 {1.106, 1.1626, 1.248, 1.0747, 1.1516, 1.2141}
6 {1.0095, 1.011, 1.0108, 1.0087, 1.0076, 1.0084}
7 {0.8898, 0.8454, 0.7495, 0.9322, 0.8539, 0.7878}
8 {1.106, 1.1626, 1.248, 1.0747, 1.1516, 1.2141}
9 {1.0095, 1.011, 1.0108, 1.0087, 1.0076, 1.0084}
10 {0.8898, 0.8454, 0.7495, 0.9322, 0.8539, 0.7878}
11 {1.106, 1.1626, 1.248, 1.0747, 1.1516, 1.2141}
12 {1.0095, 1.011, 1.0108, 1.0087, 1.0076, 1.0084}
13 {0.8898, 0.8454, 0.7495, 0.9322, 0.8539, 0.7878}

Tabulka 5.2: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Hodnoty jednotlivých uzl̊u
v primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič právě tři potomky.

hodnotu částky chyběj́ıćı k dosažeńıG navýšenou o penalizaci) základńıho modelu
investičńıho plánováńı zahrnuj́ıćıho transakčńı náklady. Náhodné výnosy, které
v tomto modelu vystupuj́ı, jsou dány hodnotami jednotlivých uzl̊u primárńıho
stromu, viz tabulka 5.2, a pravděpodobnosti přechodu mezi jednotlivými uzly
jsou taktéž dány pravděpodobnostmi přechodu mezi uzly primárńıho stromu, viz
tabulka 5.3. Optimálńı strategíı pro dvojstupňový strom, ve kterém má každý
rodič právě tři potomky, je v prvńım kroku nakoupit

b0,1 = 0, b0,2 = 500, b0,3 = 500,

b0,4 = 0, b0,5 = 0, b0,6 = 1,

hodnoty jsou uvedeny ×10−3. Optimálńı strategie pro prvńı a druhý rozhodovaćı
okamžik je popsána v tabulce 5.4. Optimálńı hodnota účelové funkce (tedy středńı
hodnota nedostatku) základńıho modelu zohledňuj́ıćıho transakčńı náklady pak
vycháźı 169.171× 10−3.

Následně budeme konstruovat stromy podobné strukturou či hodnotami uzl̊u
primárńımu stromu a budeme sledovat, nakolik se optimálńı hodnota účelové
funkce primárńıho stromu bude lǐsit od optimálńı hodnoty účelové funkce nově ge-
nerovaných stromů. Zároveň budeme sledovat, jak vzdálené jsou primárńı strom a
nově vygenerované stromy, a to ve smyslu vnořené vzdálenosti. Ve všech př́ıpadech
zachováváme délku investičńıho horizontu T = 2.

V prvńı sadě generovaných stromů uvažujeme stromy se třemi potomky. V
prvńım př́ıpadě zachováme hodnoty uzl̊u primárńıho stromu a změńıme rozděleńı
pravděpodobnosti jednotlivých potomk̊u na rovnoměrné. V daľśım př́ıpadě zvýš́ı-
me výnos z každé akcie v každém uzlu o 0.45%, přičemž zachováme hodnoty
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p1:2 p1:3 p1:4

0.0834479 0.864666 0.0518859

p2:5 p2:6 p2:7

0.0834479 0.864666 0.0518859

p3:8 p3:9 p3:10

0.0834479 0.864666 0.0518859

p4:11 p4:12 p4:13

0.0834479 0.864666 0.0518859

Tabulka 5.3: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Pravděpodobnosti
přechodu v primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič právě tři
potomky.

Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {0, 500, 500, 0, 0, 1}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 499.5, 499.5, 0, 0, 1}

2

Nákup {0, 0, 1.21, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 1.21}
Držeńı {0, 580.74, 624.59, 0, 0, 0}

3

Nákup {0, 0, 1.01, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 1.01}
Držeńı {0, 505.02, 505.89, 0, 0, 0}

4

Nákup {0, 0, 0.85, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0.06, 0, 0, 0, 0.78}
Držeńı {0, 422.22, 375.23, 0, 0, 0}

Tabulka 5.4: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Optimálńı investičńı stra-
tegie v jednotlivých uzlech primárńıho dvojstupňového stromu, ve kterém má každý
rodič právě tři potomky. Veličina nákup představuje bkt,i (resp. b0,i pro t = 0), prodej

skt,i a držeńı xkt,i, t = 0, 1. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.
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Č́ıslo uzlu Hodnota uzlu

1 {0, 0, 0, 0, 0, 0}
2 {1.0527, 1.0855, 1.1372, 1.038, 1.0828, 1.1181}
3 {0.9967, 0.9901, 0.9775, 0.9999, 0.9872, 0.9793}
4 {1.0527, 1.0855, 1.1372, 1.038, 1.0828, 1.1181}
5 {0.9967, 0.9901, 0.9775, 0.9999, 0.9872, 0.9793}
6 {1.0527, 1.0855, 1.1372, 1.038, 1.0828, 1.1181}
7 {0.9967, 0.9901, 0.9775, 0.9999, 0.9872, 0.9793}

Tabulka 5.5: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Hodnoty jednotlivých uzl̊u
v alternativńım primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič právě dva
potomky.

p1:2 p1:3

0.30463 0.69537

p2:4 p2:5

0.30463 0.69537

p3:6 p3:7

0.30463 0.69537

Tabulka 5.6: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Pravděpodobnosti
přechodu v alternativńım primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič
právě dva potomky.

pravděpodobnost́ı přechodu mezi jednotlivými uzly primárńıho stromu. Ve třet́ım
př́ıpadě naopak sńıž́ıme výnos z každé akcie v každém uzlu o 0.45%, přičemž opět
zachováme hodnoty pravděpodobnost́ı přechodu mezi jednotlivými uzly primárńı-
ho stromu.

Ve druhé sadě generovaných stromů sńıž́ıme počet potomk̊u vycházej́ıćıch
z každého rodiče na dva. Stejně jako v prvńı sadě vygenerujeme alternativu
primárńıho stromu. Hodnoty jednotlivých uzl̊u a pravděpodobnost́ı přechodu jsou
uvedeny v tabulce 5.5, resp. 5.6. Optimálńı investičńı strategie pro tento alterna-
tivńı primárńı strom je popsána v tabulce 5.7, optimálńı hodnota účelové funkce
základńıho modelu zohledňuj́ıćıho transakčńı náklady je rovna 151.965×10−3. Od
tohoto alternativńıho primárńıho stromu odvod́ıme strom, jehož hodnoty uzl̊u bu-
dou totožné, ovšem rozděleńı pravděpodobnosti přechodu mezi rodiči a potomky
bude rovnoměrné. Dále naopak zachováme pravděpodobnosti přechodu, ovšem
hodnoty všech uzl̊u zvýš́ıme o 0.45%. Nakonec opět zachováme pravděpodobnosti
přechodu, ale hodnoty všech uzl̊u stromu sńıž́ıme o 0.45%.

V posledńı sadě generujeme stromy, ve kterých má každý rodič právě čtyři
potomky. Nejprve vygenerujeme alternativńı primárńı strom, hodnoty uzl̊u a
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Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {0, 1, 500, 0, 0, 500}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 1, 499.5, 0, 0, 499.5}

2

Nákup {0, 0, 500, 0, 0, 0}
Prodej {0, 1.08, 0, 0, 0, 498.92}
Držeńı {0, 0, 1067.55, 0, 0, 59.1}

3

Nákup {0, 0, 489.65, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0.99, 0, 0, 0, 488.66}
Držeńı {0, 0, 977.42, 0, 0, 0}

Tabulka 5.7: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Optimálńı investičńı
strategie v jednotlivých uzlech alternativńıho primárńıho dvojstupňového stromu, ve
kterém má každý rodič právě dva potomky. Veličina nákup vyjadřuje bkt,i (resp. b0,i pro

t = 0), prodej skt,i a držeńı xkt,i, t = 0, 1. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.

pravděpodobnosti přechodu uvád́ıme v tabulce 5.8, resp. 5.9. Optimálńı investičńı
strategie pro prvńı a druhý krok rozhodováńı je popsána v tabulce 5.10, optimálńı
hodnota (středńı hodnota nedostatku včetně penalizace) vycháźı 168.305× 10−3.
Od tohoto alternativńıho primárńıho stromu odvod́ıme strom, který zachovává
hodnoty uzl̊u ale má odlǐsné (rovnoměrně rozdělené) pravděpodobnosti přechodu,
dále strom, jehož hodnoty uzl̊u jsou navýšeny o 0.45%, a obdobně strom, jehož
hodnoty uzl̊u jsou sńıženy o 0.45%. V obou posledńıch př́ıpadech plat́ı, že pravdě-
podobnosti přechodu mezi jednotlivými uzly z̊ustávaj́ı zachovány.

Optimálńı hodnoty účelových funkćı základńıho investičńıho modelu uvažuj́ı-
ćıho transakčńı náklady jsou uvedeny v tabulce 5.11. Nyńı spoč́ıtáme vzdálenosti
(ve smyslu absolutńı hodnoty) optimálńıch hodnot účelových funkćı primárńıho
stromu a jednotlivých dodatečně generovaných stromů. Nakonec urč́ıme vnořené
vzdálenosti primárńıho a následně generovaných stromů. Tyto výsledky lze nalézt
v tabulce 5.12. Závislost vnořené vzdálenosti na vzdálenosti optimálńıch hodnot
ztráty znázorňuje obrázek 5.2.
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Č́ıslo uzlu Hodnota uzlu

1 {0, 0, 0, 0, 0, 0}
2 {0.9994, 0.9872, 0.9687, 1.0009, 0.9814, 0.9703}
3 {0.8587, 0.799, 0.6991, 0.9077, 0.8288, 0.7488}
4 {1.1471, 1.2213, 1.3405, 1.1014, 1.1917, 1.2829}
5 {1.0184, 1.0366, 1.0592, 1.0159, 1.0372, 1.0522}
6 {0.9994, 0.9872, 0.9687, 1.0009, 0.9814, 0.9703}
7 {0.8587, 0.799, 0.6991, 0.9077, 0.8288, 0.7488}
8 {1.1471, 1.2213, 1.3405, 1.1014, 1.1917, 1.2829}
9 {1.0184, 1.0366, 1.0592, 1.0159, 1.0372, 1.0522}
10 {0.9994, 0.9872, 0.9687, 1.0009, 0.9814, 0.9703}
11 {0.8587, 0.799, 0.6991, 0.9077, 0.8288, 0.7488}
12 {1.1471, 1.2213, 1.3405, 1.1014, 1.1917, 1.2829}
13 {1.0184, 1.0366, 1.0592, 1.0159, 1.0372, 1.0522}
14 {0.9994, 0.9872, 0.9687, 1.0009, 0.9814, 0.9703}
15 {0.8587, 0.799, 0.6991, 0.9077, 0.8288, 0.7488}
16 {1.1471, 1.2213, 1.3405, 1.1014, 1.1917, 1.2829}
17 {1.0184, 1.0366, 1.0592, 1.0159, 1.0372, 1.0522}
18 {0.9994, 0.9872, 0.9687, 1.0009, 0.9814, 0.9703}
19 {0.8587, 0.799, 0.6991, 0.9077, 0.8288, 0.7488}
20 {1.1471, 1.2213, 1.3405, 1.1014, 1.1917, 1.2829}
21 {1.0184, 1.0366, 1.0592, 1.0159, 1.0372, 1.0522}

Tabulka 5.8: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Hodnoty jednotlivých uzl̊u
v alternativńım primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič právě
čtyři potomky.

Obrázek 5.2: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady, délka investičńıho hori-
zontu T = 2. Závislost vnořené vzdálenosti na vzdálenosti optimálńıch hodnot.
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p1:2 p1:3 p1:4 p1:5

0.465363 0.0352276 0.0479859 0.451423

p2:6 p2:7 p2:8 p2:9

0.465363 0.0352276 0.0479859 0.451423

p3:10 p3:11 p3:12 p3:13

0.465363 0.0352276 0.0479859 0.451423

p4:14 p4:15 p4:16 p4:17

0.465363 0.0352276 0.0479859 0.451423

p5:18 p5:19 p5:20 p5:21

0.465363 0.0352276 0.0479859 0.451423

Tabulka 5.9: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Pravděpodobnosti
přechodu v alternativńım primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič
právě čtyři potomky.
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Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {0, 1, 500, 0, 0, 500}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 1, 499.5, 0, 0, 499.5}

2

Nákup {0, 0, 485.16, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0.99, 0, 0, 0, 484.17}
Držeńı {0, 0, 968.53, 0, 0, 0}

3

Nákup {0, 0, 374.43, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0.8, 0, 0, 0, 373.63}
Držeńı {0, 0, 723.26, 0, 0, 0}

4

Nákup {0, 0, 500, 0, 0, 0}
Prodej {0, 1.22, 0, 0, 0, 498.78}
Držeńı {0, 0, 1169.1, 0, 0, 141.54}

5

Nákup {0, 0, 500, 0, 0, 0}
Prodej {0, 1.04, 0, 0, 0, 498.96}
Držeńı {0, 0, 1028.55, 0, 0, 26.1}

Tabulka 5.10: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Optimálńı investičńı
strategie v jednotlivých uzlech alternativńıho primárńıho dvojstupňového stromu, ve
kterém má každý rodič právě čtyři potomky. Veličina nákup vyjadřuje bkt,i (resp. b0,i
pro t = 0), prodej skt,i a držeńı xkt,i, t = 0, 1. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.
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Strom Optima

×10−3

Strom 1 169.171

Strom 2 190.006

Strom 3 159.844

Strom 4 178.457

Strom 5 151.965

Strom 6 89.288

Strom 7 142.483

Strom 8 161.405

Strom 9 168.305

Strom 10 170.435

Strom 11 158.97

Strom 12 177.598

Tabulka 5.11: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Optimálńı hodnoty
účelových funkćı, délka investičńıho horizontu T = 2. Všechny hodnoty jsou uvedeny v
×10−3. Stromy jsou č́ıslovány v pořad́ı, v jakém jsou zmı́něny v textu, přičemž primárńı
strom má č́ıslo 1.

Vzdálenost optim Vnořená vzdálenost

×10−3 ×10−3

Strom 1 x Strom 2 20.835 441.552

Strom 1 x Strom 3 9.328 22.342

Strom 1 x Strom 4 9.286 22.342

Strom 1 x Strom 5 17.206 232.773

Strom 1 x Strom 6 79.883 291.26

Strom 1 x Strom 7 26.688 224.159

Strom 1 x Strom 8 7.766 241.869

Strom 1 x Strom 9 0.866 180.288

Strom 1 x Strom 10 1.264 492.969

Strom 1 x Strom 11 10.201 180.578

Strom 1 x Strom 12 8.427 180.708

Tabulka 5.12: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Vzdálenosti optimálńıch
hodnot účelových funkćı a vnořené vzdálenosti mezi primárńım stromem a následně
vygenerovanými stromy, délka investičńıho horizontu T = 2. Stromy jsou č́ıslovány v
pořad́ı, v jakém jsou zmı́něny v textu, přičemž primárńı strom má č́ıslo 1.
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5.1.2 Trojstupňový strom

Uvažujme nyńı trojstupňový primárńı strom, ve kterém má každý rodič právě
tři potomky. V prvńım kroku spoč́ıtáme optimálńı hodnotu účelové funkce základ-
ńıho modelu investičńıho plánováńı zahrnuj́ıćıho transakčńı náklady. Primárńı
strom vygenerovaný postupem uvedeným v úvodńı části kapitoly má uzly s hod-
notami uvedenými na přiloženém CD a pravděpodobnosti přechodu mezi jednot-
livými uzly vypsanými tamtéž. Optimálńı strategíı pro trojstupňový strom, ve
kterém má každý rodič právě tři potomky, je v prvńım kroku nakoupit

b0,1 = 0, b0,2 = 500, b0,3 = 500,

b0,4 = 0, b0,5 = 0, b0,6 = 1,

hodnoty jsou uvedeny ×10−3. Optimálńı investičńı strategie pro prvńı tři rozho-
dovaćı okamžiky je popsána v tabulce 5.13. Optimálńı hodnota účelové funkce
základńıho modelu zohledňuj́ıćıho transakčńı náklady pak vycháźı 151.762 ×
10−3. Následně budeme stejně jako v př́ıpadě dvojstupňového stromu konstruo-
vat stromy podobné strukturou či hodnotami uzl̊u primárńımu stromu a budeme
pozorovat, jak se optimálńı hodnota účelové funkce primárńıho stromu bude lǐsit
od optimálńı hodnoty účelové funkce nově generovaných stromů. Současně bu-
deme pozorovat, jak vzdálené jsou od sebe primárńı strom a nově vygenerované
stromy, a to ve smyslu vnořené vzdálenosti. Ve všech př́ıpadech zachováváme
délku investičńıho horizontu T = 3.

V prvńı skupině generovaných stromů uvažujeme stromy se třemi potomky.
Stejně jako v př́ıpadě dvojstupňového stromu nejprve zachováme hodnoty uzl̊u
primárńıho stromu a změńıme rozděleńı pravděpodobnosti jednotlivých potomk̊u
na rovnoměrné. Dále zvýš́ıme výnosy ve všech uzlech primárńıho stromu o 0.45% a
zároveň zachováme pravděpodobnosti z primárńıho stromu. V posledńım př́ıpadě
naopak sńıž́ıme výnosy ve všech uzlech primárńıho stromu o 0.45% s t́ım, že opět
zachováme pravděpodobnosti z primárńıho stromu.

Ve druhé skupině generovaných stromů nejdř́ıve vygenerujeme alternativńı
primárńı strom, ve kterém má každý rodič právě dva potomky (hodnoty jed-
notlivých uzl̊u a pravděpodobnosti přechodu jsou uvedeny na přiloženém CD).
Pro tento strom vycháźı optimálńı hodnota účelové funkce 157.93 × 10−3, op-
timálńı investič́ı strategie je uvedena v tabulce 5.14. Následně vytvoř́ıme strom,
který zachovává hodnoty uzl̊u alternativńıho primárńıho stromu, ale rozděleńı
pravděpodobnost́ı přechodu je rovnoměrné. Nakonec vygenerujeme dva stromy,
které zachovávaj́ı pravděpodobnosti přechodu mezi jednotlivými uzly, ale hod-
noty uzl̊u jsou zvětšeny, resp. zmenšeny, o 0.45%.

Ve třet́ı skupině nově generovaných stromů opakujeme celý postup, ovšem v
novém alternativńım primárńım stromě má nyńı každý rodič právě čtyři potomky.
Optimálńı investičńı strategie pro prvni tři rozhodovaćı okamžiky je uvedena v
tabulce 5.15, optimálńı hodnota účelové funkce je v tomto př́ıpadě 149.58×10−3.

Optimálńı hodnoty účelových funkćı základńıho investičńıho modelu uvažuj́ı-
ćıho transakčńı náklady jsou zaspány v tabulce 5.16. Dále spoč́ıtáme vzdálenosti
(ve smyslu absolutńı hodnoty) optimálńıch hodnot účelových funkćı primárńıho
stromu a jednotlivých dodatečně generovaných stromů. Na závěr vypoč́ıtáme
vnořené vzdálenosti primárńıho a následně generovaných stromů. Tyto výsledky
lze nalézt v tabulce 5.17. Závislost vnořené vzdálenosti na vzdálenosti optimálńıch
hodnot ztráty znázorňuje obrázek 5.3.
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Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {0, 500, 500, 0, 0, 1}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 499.5, 499.5, 0, 0, 1}

2

Nákup {0, 0, 436.04, 0, 0, 0}
Prodej {0, 435.23, 0, 0, 0, 0.81}
Držeńı {0, 0, 831.13, 0, 0, 0}

3

Nákup {0, 0, 500, 0, 0, 0}
Prodej {0, 498.99, 0, 0, 0, 1.01}
Držeńı {0, 5.52, 1004.92, 0, 0, 0}

4

Nákup {0, 0, 500, 0, 0, 0}
Prodej {0, 498.78, 0, 0, 0, 1.22}
Držeńı {0, 86.81, 1130.62, 0, 0, 0}

5

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 658.14, 0, 0, 0}

6

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 840.98, 0, 0, 0}

7

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 1050.13, 0, 0, 0}

8

Nákup {0, 0, 4.81, 0, 0, 0}
Prodej {0, 4.81, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 800.55, 0, 0, 0}

9

Nákup {0, 0, 5.57, 0, 0, 0}
Prodej {0, 5.57, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 1022.39, 0, 0, 0}

10

Nákup {0, 0, 6.47, 0, 0, 0}
Prodej {0, 6.47, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 1276.17, 0, 0, 0}
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11

Nákup {0, 0, 75.64, 0, 0, 0}
Prodej {0, 75.64, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 970.85, 0, 0, 0}

12

Nákup {0, 0, 87.68, 0, 0, 0}
Prodej {0, 87.68, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 1231.61, 0, 0, 0}

13

Nákup {0, 0, 101.76, 0, 0, 0}
Prodej {0, 101.76, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 1530.19, 0, 0, 0}

Tabulka 5.13: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Optimálńı investičńı stra-
tegie v jednotlivých uzlech primárńıho trojstupňového stromu, ve kterém má každý
rodič právě tři potomky. Veličina nákup představuje bkt,i (resp. b0,i pro t = 0), prodej

skt,i a držeńı xkt,i, t = 0, 1, 2. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.

Obrázek 5.3: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady, délka investičńıho hori-
zontu T = 3. Závislost vnořené vzdálenosti na vzdálenosti optimálńıch hodnot.
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Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {0, 500, 500, 0, 0, 1}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 499.5, 499.5, 0, 0, 1}

2

Nákup {0, 0, 1.22, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 1.22}
Držeńı {0, 589.78, 635.04, 0, 0, 0}

3

Nákup {0, 0, 0.99, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0.99}
Držeńı {0, 499.82, 497.75, 0, 0, 0}

4

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 696.38, 805.8, 0, 0, 0}

5

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 590.15, 631.56, 0, 0, 0}

6

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 590.15, 631.6, 0, 0, 0}

7

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 500.13, 495.02, 0, 0, 0}

Tabulka 5.14: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Optimálńı investičńı stra-
tegie v jednotlivých uzlech alternativńıho primárńıho trojstupňového stromu, ve kterém
má každý rodič právě dva potomky. Veličina nákup představuje bkt,i (resp. b0,i pro t = 0),

prodej skt,i a držeńı xkt,i, t = 0, 1, 2. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.
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Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {0, 500, 500, 0, 0, 1}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 499.5, 499.5, 0, 0, 1}

2

Nákup {0, 0, 500, 0, 0, 0}
Prodej {0, 498.96, 0, 0, 0, 1.04}
Držeńı {0, 16.85, 1024.77, 0, 0, 0}

3

Nákup {0, 0, 500, 0, 0, 0}
Prodej {0, 498.77, 0, 0, 0, 1.23}
Držeńı {0, 108.47, 1165.77, 0, 0, 0.05}

4

Nákup {0, 0, 360.83, 0, 0, 0}
Prodej {0, 360.15, 0, 0, 0, 0.68}
Držeńı {0, 0, 662.39, 0, 0, 0}

5

Nákup {0, 0, 490.68, 0, 0, 0}
Prodej {0, 489.72, 0, 0, 0, 0.96}
Držeńı {0, 0, 968.28, 0, 0, 0}

6

Nákup {0, 0, 17.41, 0, 0, 0}
Prodej {0, 17.4, 0, 0, 0, 0.01}
Držeńı {0, 0, 1095.04, 0, 0, 0}

7

Nákup {0, 0, 20.49, 0, 0, 0}
Prodej {0, 20.48, 0, 0, 0, 0.01}
Držeńı {0, 0, 1387.38, 0, 0, 0}

8

Nákup {0, 0, 12.15, 0, 0, 0}
Prodej {0, 12.15, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 631.56, 0, 0, 0}

9

Nákup {0, 0, 16.53, 0, 0, 0}
Prodej {0, 16.52, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 997.36, 0, 0, 0}

10

Nákup {0, 0, 112.06, 0, 0, 0}
Prodej {0, 112.01, 0, 0, 0, 0.05}
Držeńı {0, 0, 1337.87, 0, 0, 0}
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11

Nákup {0, 0, 131.9, 0, 0, 0}
Prodej {0, 131.84, 0, 0, 0, 0.06}
Držeńı {0, 0, 1686.75, 0, 0, 0}

12

Nákup {0, 0, 78.24, 0, 0, 0}
Prodej {0, 78.21, 0, 0, 0, 0.03}
Držeńı {0, 0, 782.81, 0, 0, 0}

13

Nákup {0, 0, 106.39, 0, 0, 0}
Prodej {0, 106.35, 0, 0, 0, 0.05}
Držeńı {0, 0, 1222.09, 0, 0, 0}

14

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 696.57, 0, 0, 0}

15

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 883.54, 0, 0, 0}

16

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 400.38, 0, 0, 0}

17

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 634, 0, 0, 0}

18

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 1018.24, 0, 0, 0}

19

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 1291.55, 0, 0, 0}

20

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 585.28, 0, 0, 0}

21

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 926.78, 0, 0, 0}

Tabulka 5.15: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Optimálńı investičńı stra-
tegie v jednotlivých uzlech alternativńıho primárńıho trojstupňového stromu, ve kterém
má každý rodič právě čtyři potomky. Veličina nákup představuje bkt,i (resp. b0,i pro

t = 0), prodej skt,i a držeńı xkt,i, t = 0, 1, 2. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.
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Strom Optima

×10−3

Strom 1 151.762

Strom 2 135.953

Strom 3 137.51

Strom 4 165.887

Strom 5 157.93

Strom 6 -231.655

Strom 7 143.757

Strom 8 171.977

Strom 9 149.58

Strom 10 226.132

Strom 11 135.295

Strom 12 163.738

Tabulka 5.16: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Optimálńı hodnoty
účelových funkćı, délka investičńıho horizontu T = 3. Všechny hodnoty jsou uvedeny v
×10−3. Stromy jsou č́ıslovány v pořad́ı, v jakém jsou zmı́něny v textu, přičemž primárńı
strom má č́ıslo 1.

Vzdálenost optim Vnořená vzdálenost

×10−3 ×10−3

Strom 1 x Strom 2 15.81 620.725

Strom 1 x Strom 3 14.252 33.501

Strom 1 x Strom 4 14.125 33.501

Strom 1 x Strom 5 6.168 146.206

Strom 1 x Strom 6 383.417 654.951

Strom 1 x Strom 7 8.006 125.211

Strom 1 x Strom 8 20.214 169.971

Strom 1 x Strom 9 2.182 295.006

Strom 1 x Strom 10 74.37 878.505

Strom 1 x Strom 11 16.467 301.962

Strom 1 x Strom 12 11.976 289.083

Tabulka 5.17: Základńı model zahrnuj́ıćı transakčńı náklady. Vzdálenosti optimálńıch
hodnot účelových funkćı a vnořené vzdálenosti mezi primárńım stromem a následně
vygenerovanými stromy, délka investičńıho horizontu T = 3. Stromy jsou č́ıslovány v
pořad́ı, v jakém jsou zmı́něny v textu, přičemž primárńı strom má č́ıslo 1.
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Pro zvolenou kombinaci vstupńıch parametr̊u základńı model investičńıho
plánováńı ve většině př́ıpad̊u investorovi rad́ı polovinu počátečńıho majetku in-
vestovat do třet́ıho aktiva (což je aktivum s nejvyšš́ı středńı hodnotou výnosu) a
druhou polovinu majetku investovat do druhého, př́ıpadně šestého, aktiva. Tato
aktiva maj́ı druhou a třet́ı nejvyšš́ı středńı hodnotu výnosu. Dı́ky zvolenému
horńımu omezeńı na nákup a prodej aktiv je nepatrná část počátečńıho majetku
investována do daľśıho (typicky šestého) aktiva. Toto aktivum je ovšem obratem
v následuj́ıćım rozhodovaćım obdob́ı prodáno. Základńı model pouze minimali-
zuje středńı hodnotu nedostatku peněz (v̊uči požadovanému koncovému majetku
G) na konci celého investičńıho obdob́ı, a to bez ohledu na rizikovost jednot-
livých scénář̊u. Ve většině př́ıpad̊u proto model směřuje k držeńı třet́ıho – tedy
nejvýnosněǰśıho – aktiva. Toto plat́ı pro investičńı horizont T = 2 i T = 3.

Nelze tvrdit, že č́ım menš́ı je vzdálenost optimálńıch hodnot účelových funkćı
primárńıho stromu a dodatečně generovaného stromu, t́ım menš́ı je i vnořená
vzdálenost těchto dvou stromů. Naopak, optimálńı hodnoty účelových funkćı
si mohou být bĺızké, přičemž stromy jsou si (ve smyslu vnořené vzdálenosti)
poměrně vzdáleny. Tuto skutečnost ilustruje tabulka 5.17, konkrétně porovnáńı
stromů č́ıslo 1 a 9. Strom č́ıslo 1 je strom, ve kterém má každý rodič právě
tři potomky, ve stromu č́ıslo 9 má každý rodič právě čtyři potomky. Optimálńı
hodnota účelové funkce stromu 9 je optimálńı hodnotě stromu 1 ze všech ge-
nerovaných stromů (ve smyslu absolutńı hodnoty) nejbĺıže. Naproti tomu z hle-
diska vnořené vzdálenosti patř́ı tyto dva stromy mezi vzdáleněǰśı. Dále jsme zjis-
tili, že v jednotlivých sadách dodatečně generovaných stromů je nejzávažněǰśım
porušeńım struktury stromu vedoućı k výraznému nár̊ustu vnořené vzdálenosti
těchto dvou stromů změna rozděleńı pravděpodobnosti přechodu. Toto plat́ı jak
pro investični horizont T = 2, tak pro T = 3. Stromy s rovnoměrně rozdělenými
pravděpodobnostmi přechodu jsou v každé sadě (tzn. sadě čtyř stromů se třemi,
resp. dvěma, resp. čtyřmi potomky) ve smyslu vnořené vzdálenosti nejdále od
primárńıho stromu.

5.2 Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni

Uvažujme model představený v podkapitole 2.3.3, který minimalizuje vážený
součet celkového CVaRα a CVaRα na jednotlivých úrovńıch. Stejně jako v základ-
ńım modelu investičńıho plánováńı chceme nejprve zkonstruovat primárńı strom,
ve kterém má každý rodič právě tři potomky. Nejdř́ıve vygenerujeme pomoćı me-
tody moment̊u (viz kapitola 3) scénáře pro jednotlivé uzly (tedy tři scénáře pro
každého rodiče). Tyto hodnoty považujeme za vnitřńı body mř́ıžky, která vstu-
puje v prvńım kroku do algoritmu popsaného v podkapitole 4.3. Následně pomoćı
tohoto algoritmu urč́ıme nové vnitřńı body Voronoiových buněk – tedy nově
uspořádanou mř́ıžku – stejně jako k pravděpodobnosti, které novým vnitřńım
bod̊um mř́ıžky nálež́ı. Na závěr vystav́ıme požadovaný strom. Hodnoty jednot-
livých uzl̊u opět představuj́ı scénáře, které mohou nastat. V našem př́ıpadě voĺıme
výši transakčńıch náklad̊u na nákup i prodej určitého objemu aktiv a hodnotu
počátečńıho majetku totožnou hodnotám vyskytuj́ıćım se v základńım investič-
ńım modelu, který zohledňuje transakčńı náklady; tedy cb = cs = 0.1%, B = 1,
minimálńı hodnota požadovaného koncového majetku G = 1.02. Jelikož i v
tomto modelu předpokládáme, že prodeje nakrátko jsou zakázány, ohranič́ıme
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Č́ıslo uzlu Hodnota uzlu

×10−3

1 {0, 0, 0, 0, 0, 0}
2 {1.1105, 1.1655, 1.2629, 1.0751, 1.157, 1.2244}
3 {1.008, 1.0094, 1.0102, 1.0074, 1.0078, 1.0084}
4 {0.905, 0.8619, 0.7764, 0.9408, 0.8713, 0.811}
5 {1.1105, 1.1655, 1.2629, 1.0751, 1.157, 1.2244}
6 {1.008, 1.0094, 1.0102, 1.0074, 1.0078, 1.0084}
7 {0.905, 0.8619, 0.7764, 0.9408, 0.8713, 0.811}
8 {1.1105, 1.1655, 1.2629, 1.0751, 1.157, 1.2244}
9 {1.008, 1.0094, 1.0102, 1.0074, 1.0078, 1.0084}
10 {0.905, 0.8619, 0.7764, 0.9408, 0.8713, 0.811}
11 {1.1105, 1.1655, 1.2629, 1.0751, 1.157, 1.2244}
12 {1.008, 1.0094, 1.0102, 1.0074, 1.0078, 1.0084}
13 {0.905, 0.8619, 0.7764, 0.9408, 0.8713, 0.811}

Tabulka 5.18: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Hodnoty jednotlivých uzl̊u
v primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič právě tři potomky.
Hodnoty uzl̊u jsou uvedeny v ×10−3.

zdola hodnoty držených, nakoupených i prodaných aktiv ve všech scénář́ıch a
všech časech nulou. Rizikově averzńı investor by naopak opět neinvestoval veškeré
své finančńı prostředky do jednoho jediného aktiva, z tohoto d̊uvodu jsme hod-
noty nakoupených i prodaných aktiv ve všech scénář́ıch a všech časech ome-
zili shora hodnotou 0.5. Hladinu spolehlivosti α pokládáme rovnu 95%. Největš́ı
váhu κ = 2

∑T
t=1 λt klademe na celkový CVaRα, jednotlivým investičńım ob-

dob́ım přisuzujeme váhu λt = 0.95t, t = 1, . . . T . Tato volba λt odráž́ı skutečnost,
že nejd̊uležitěǰśı je pro investora prvńı obdob́ı (v př́ıpadě, že by v prvńım in-
vestičńım obdob́ı zaznamenal vysokou ztrátu, nemuselo by se mu podařit ji za
všechna zbývaj́ıćı investičńı obdob́ı zvrátit); λt lze nav́ıc v tomto tvaru chápat
jako diskontńı faktor.

5.2.1 Dvojstupňový strom

Mějme dvojstupňový primárńı strom, ve kterém má každý rodič právě dva
potomky. Nejdř́ıve spoč́ıtáme optimálńı hodnotu účelové funkce (tedy váženého
součtu celkového CVaRα a CVaRα na jednotlivých úrovńıch) investičńıho mo-
delu zohledňuj́ıćıho riziko na každé úrovni. Náhodné výnosy, které v tomto mo-
delu vystupuj́ı, jsou dány hodnotami jednotlivých uzl̊u primárńıho stromu, viz
tabulka 5.18, a pravděpodobnosti přechodu mezi jednotlivými uzly jsou taktéž
dány pravděpodobnostmi přechodu mezi uzly primárńıho stromu, viz tabulka
5.19. Optimálńı investičńı stategíı pro dvojstupňový strom, ve kterém má každý
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p1:2 p1:3 p1:4

0.0827413 0.854545 0.0627133

p2:5 p2:6 p2:7

0.0827413 0.854545 0.0627133

p3:8 p3:9 p3:10

0.0827413 0.854545 0.0627133

p4:11 p4:12 p4:13

0.0827413 0.854545 0.0627133

Tabulka 5.19: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Pravděpodobnosti přechodu
v primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič právě tři potomky.

rodič právě tři potomky, je nakoupit na počátku investováńı

b0,1 = 0, b0,2 = 0, b0,3 = 500,

b0,4 = 396.97, b0,5 = 0, b0,6 = 104.03,

hodnoty jsou uvedeny v ×10−3. Optimálńı investičńı strategie v prvńım a druhém
rozhodovaćım kroku je popsána v tabulce 5.20. Optimálńı hodnota účelové funkce
modelu zohledňuj́ıćıho riziko na každé investičńı úrovni (vážený součet celkového
CVaRα a CVaRα na jednotlivých úrovńıch) je 117.809× 10−3.

Obdobně jako v předchoźı podkapitole popisuj́ıćı základńı model investičńıho
plánováńı budeme budovat stromy s obdobnou strukturou, resp. s obdobnými
hodnotami uzl̊u, jakou má primárńı strom, a budeme pozorovat, nakolik se op-
timálńı hodnota účelové funkce primárńıho stromu bude lǐsit od optimálńı hod-
noty účelové funkce nově generovaných stromů. Zároveň budeme opět sledovat,
nakolik jsou vzdáleny primárńı strom a nově vygenerované stromy, a to ve smyslu
vnořené vzdálenosti. Ve všech př́ıpadech zachováváme délku investičńıho hori-
zontu T = 2.

V prvńı sadě nově generovaných stromů pracujeme se stromy, ve kterých má
každý rodič právě tři potomky. Nejprve vygenerujeme strom, jehož hodnoty uzl̊u
budou totožné s hodnotami uzl̊u primárńıho stromu, ovšem pravděpodobnosti
přechod mezi jednotlivými uzly budou rozděleny rovnoměrně. Dále vygeneru-
jeme strom, který zachovává rozděleńı pravděpodobnost́ı přechodu primárńıho
stromu, ale veškeré hodnoty uzl̊u má oproti primárńım stromu navýšené o 0.45%.
Jako posledńı v této sadě vygenerujeme strom, který opět zachovává rozděleńı
pravděpodobnost́ı přechodu primárńıho stromu, ale veškeré hodnoty uzl̊u má
oproti primárńım stromu sńıžené o 0.45%.

Ve druhé sadě generovaných stromů budujeme stromy, ve kterých má každý
rodič právě dva potomky. Nejdř́ıve vystav́ıme alternativńı primárńı strom, jehož
hodnoty uzl̊u a pravděpodobnost́ı přechodu mezi jednotlivými uzly lze nalézt v ta-
bulce 5.21, resp. 5.22. Optimálńı investičńı strategie je uvedena v tabulce 5.23, op-
timálńı hodnota účelové funkce je rovna 55.575×10−3. Dále vygenerujeme strom,
který má hodnoty uzl̊u totožné s hodnotami alternativńıho primárńıho stromu,

51



Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {0, 0, 500, 396.97, 0, 104.03}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 499.5, 396.57, 0, 103.93}

2

Nákup {257.33, 0, 0, 500, 0, 0}
Prodej {0, 0, 630.21, 0, 0, 127.12}
Držeńı {257.07, 0, 0, 925.84, 0, 0}

3

Nákup {108.77, 0, 0, 500, 0, 0}
Prodej {0, 0, 504.07, 0, 0, 104.69}
Držeńı {108.66, 0, 0, 899.02, 0, 0}

4

Nákup {0, 0, 0, 471.6, 0, 0}
Prodej {0, 0, 387.4, 0, 0, 84.2}
Držeńı {0, 0, 0, 844.21, 0, 0}

Tabulka 5.20: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Optimálńı investičńı strategie
v jednotlivých uzlech primárńıho dvojstupňového stromu, ve kterém má každý rodič
právě tři potomky. Veličina nákup představuje bkt,i (resp. b0,i pro t = 0), prodej skt,i a

držeńı xkt,i, t = 0, 1. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.

Č́ıslo uzlu Hodnota uzlu

×10−3

1 {0, 0, 0, 0, 0, 0}
2 {1.0615, 1.0975, 1.1597, 1.043, 1.0955, 1.1368}
3 {0.9978, 0.9941, 0.9833, 1.0012, 0.9904, 0.9844}
4 {1.0615, 1.0975, 1.1597, 1.043, 1.0955, 1.1368}
5 {0.9978, 0.9941, 0.9833, 1.0012, 0.9904, 0.9844}
6 {1.0615, 1.0975, 1.1597, 1.043, 1.0955, 1.1368}
7 {0.9978, 0.9941, 0.9833, 1.0012, 0.9904, 0.9844}

Tabulka 5.21: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Hodnoty jednotlivých uzl̊u v
alternativńım primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič právě dva
potomky. Hodnoty uzl̊u jsou uvedeny v ×10−3.
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p1:2 p1:3

0.257857 0.742143

p2:4 p2:5

0.257857 0.742143

p3:6 p3:7

0.257857 0.742143

Tabulka 5.22: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Pravděpodobnosti přechodu
v alternativńım primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič právě
dva potomky.

Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {0, 1, 500, 0, 500, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 1, 499.5, 0, 499.5, 0}

2

Nákup {0, 0, 0, 338.17, 0, 0}
Prodej {0, 0, 338.17, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 1.1, 240.76, 337.83, 547.22, 0}

3

Nákup {0, 0, 78.89, 416.31, 0, 0}
Prodej {0, 0.99, 0, 0, 494.21, 0}
Držeńı {0, 0, 569.98, 415.9, 0, 0}

Tabulka 5.23: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Optimálńı investičńı strategie
v jednotlivých uzlech alternativńıho primárńıho dvojstupňového stromu, ve kterém má
každý rodič právě dva potomky. Veličina nákup vyjadřuje bkt,i (resp. b0,i pro t = 0),

prodej skt,i a držeńı xkt,i, t = 0, 1. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.
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Obrázek 5.4: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni, délka investičńıho horizontu
T = 2. Závislost vnořené vzdálenosti na vzdálenosti optimálńıch hodnot.

avšak rozděleńı pravděpodobnost́ı přechodu je rovnoměrné. Nakonec vygeneru-
jeme dva stromy, jejichž pravděpodobnosti přechodu budou rovny pravděpodob-
nostem přechodu v alternativńım primárńım stromu, avšak hodnoty uzl̊u budou
zvýšeny, resp. sńıženy, 0.45%.

V posledńı sadě nově vygenerovaných stromů pěstujeme stromy, ve kterých
má každý uzel vyjma list̊u právě čtyři potomky. Nejprve opět vygenerujeme alter-
nativńı primárńı strom, hodnoty uzl̊u a pravděpodobnost́ı přechodu uvád́ıme v
tabulce 5.24, resp. 5.25. Optimálńı investičńı strategie pro prvńı a druhý krok roz-
hodováńı je popsána v tabulce 5.26, optimálńı hodnota účelové funkce vycháźı
111.487 × 10−3. Od tohoto alternativńıho primárńıho stromu odvod́ıme strom,
který zachovává hodnoty uzl̊u ale má odlǐsné (rovnoměrně rozdělené) pravděpo-
dobnosti přechodu, dále strom, jehož hodnoty uzl̊u jsou navýšeny o 0.45%, a
obdobně strom, jehož hodnoty uzl̊u jsou sńıženy o 0.45%. V obou posledńıch
př́ıpadech plat́ı, že pravděpodobnosti přechodu mezi jednotlivými uzly z̊ustávaj́ı
zachovány.

Optimálńı hodnoty účelových funkćı modelu zohledňuj́ıćıho riziko na každé
investičńı úrovni lze nalézt v tabulce 5.27. Nyńı spoč́ıtáme vzdálenosti (ve smyslu
absolutńı hodnoty) optimálńıch hodnot účelových funkćı primárńıho stromu a
jednotlivých dodatečně generovaných stromů a nakonec urč́ıme vnořené vzdále-
nosti primárńıho a následně generovaných stromů. Tyto výsledky jsou uvedeny
v tabulce 5.28. Závislost vnořené vzdálenosti na vzdálenosti optimálńıch hodnot
váženého součtu celkového CVaRα a CVaRα na jednotlivých úrovńıch znázorňuje
obrázek 5.4.

5.2.2 Trojstupňový strom

Uvažujme nyńı trojstupňvý primárńı strom, ve kterém má každý rodič právě
tři potomky. Strom vygenerujeme postupem popsaným v prvńı části podkapitoly.
Hodnoty uzl̊u primárńıho stromu spolu s pravděpodobnostmi přechodu uvád́ıme
na přiloženém CD. Optimálńı investičńı strategie v prvńım kroku rozhodováńı v
primárńım stromě ř́ıká, že investor má nakoupit

b0,1 = 499.99, b0,2 = 0, b0,3 = 0,

b0,4 = 500, b0,5 = 1.01, b0,6 = 0,
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Č́ıslo uzlu Hodnota uzlu

×10−3

1 {0, 0, 0, 0, 0, 0}
2 {1.0076, 1.0097, 1.009, 1.0077, 1.0055, 1.0064}
3 {1.1691, 1.6362, 1.8054, 1.2303, 1.5125, 1.7561}
4 {1.0836, 1.124, 1.1983, 1.0568, 1.1199, 1.1698}
5 {0.9202, 0.869, 0.7823, 0.9483, 0.8756, 0.8143}
6 {1.0076, 1.0097, 1.009, 1.0077, 1.0055, 1.0064}
7 {1.1691, 1.6362, 1.8054, 1.2303, 1.5125, 1.7561}
8 {1.0836, 1.124, 1.1983, 1.0568, 1.1199, 1.1698}
9 {0.9202, 0.869, 0.7823, 0.9483, 0.8756, 0.8143}
10 {1.0076, 1.0097, 1.009, 1.0077, 1.0055, 1.0064}
11 {1.1691, 1.6362, 1.8054, 1.2303, 1.5125, 1.7561}
12 {1.0836, 1.124, 1.1983, 1.0568, 1.1199, 1.1698}
13 {0.9202, 0.869, 0.7823, 0.9483, 0.8756, 0.8143}
14 {1.0076, 1.0097, 1.009, 1.0077, 1.0055, 1.0064}
15 {1.1691, 1.6362, 1.8054, 1.2303, 1.5125, 1.7561}
16 {1.0836, 1.124, 1.1983, 1.0568, 1.1199, 1.1698}
17 {0.9202, 0.869, 0.7823, 0.9483, 0.8756, 0.8143}
18 {1.0076, 1.0097, 1.009, 1.0077, 1.0055, 1.0064}
19 {1.1691, 1.6362, 1.8054, 1.2303, 1.5125, 1.7561}
20 {1.0836, 1.124, 1.1983, 1.0568, 1.1199, 1.1698}
21 {0.9202, 0.869, 0.7823, 0.9483, 0.8756, 0.8143}

Tabulka 5.24: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Hodnoty jednotlivých uzl̊u v
alternativńım primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič právě čtyři
potomky. Hodnoty uzl̊u jsou uvedeny v ×10−3.
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p1:2 p1:3 p1:4 p1:5

0.829663 0.00682511 0.0925021 0.0710102

p2:6 p2:7 p2:8 p2:9

0.829663 0.00682511 0.0925021 0.0710102

p3:10 p3:11 p3:12 p3:13

0.829663 0.00682511 0.0925021 0.0710102

p4:14 p4:15 p4:16 p4:17

0.829663 0.00682511 0.0925021 0.0710102

p5:18 p5:19 p5:20 p5:21

0.829663 0.00682511 0.0925021 0.0710102

Tabulka 5.25: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Pravděpodobnosti přechodu
v alternativńım primárńım dvojstupňovém stromu, ve kterém má každý rodič právě
čtyři potomky.

hodnoty jsou uvedeny v ×10−3. Optimálńı investičńı strategii pro prvńı tři roz-
hodovaćı okamžiky lze nalézt v tabulce 5.29. Optimálńı hodnota účelové funkce
investičńıho modelu zohledňuj́ıćıho riziko na každé úrovni v tomto př́ıpadě vycháźı
193.951× 10−3.

Podobně jako v předchoźı podkapitole budeme dále budovat stromy s obdob-
nou strukturou, resp. s obdobnými hodnotami uzl̊u, jako má primárńı strom, a bu-
deme pozorovat, nakolik se optimálńı hodnota účelové funkce primárńıho stromu
bude lǐsit od optimálńı hodnoty účelové funkce nově generovaných stromů. Spolu
s t́ım budeme znovu sledovat, jak jsou od sebe vzdáleny primárńı strom a nově
vygenerované stromy, a to ve smyslu vnořené vzdálenosti. Ve všech př́ıpadech
zachováváme délku investičńıho horizontu T = 3.

Začneme generováńım prvńı sady, v ńıž se vyskytuj́ı stromy, ve kterých má
každý rodič právě tři potomky. Nejprve vygenerujeme strom, jehož hodnoty jsou
rovny hodnotám uzl̊u v primárńım stromu, ovšem rozděleńı pravděpodobnosti
přechodu bude rovnoměrné. Dále vygenerujeme strom, ve kterém budou všechny
hodnoty uzl̊u zvýšeny o 0.45% oproti hodnotám uzl̊u primárńıho stromu, a násled-
ně strom, jehož hodnoty uzl̊u budou sńıžny o 0.45% oproti hodnotám uzl̊u primár-
ńıho stromu. V obou př́ıpadech z̊ustávaj́ı pravděpodobnosti přechodu mezi rodiči
a potomky totožné s pravděpodobnostmi přechodu v primárńım stromě.

Daľśı sady nově vygenerovaných stromů budou zahrnovat stromy o dvou
a čtyřech potomćıch. V obou sadách opět nejprve vygenerujeme alternativńı
primárńı stromy (hodnoty uzl̊u i pravděpodobnosti přechodu obou stromů lze
nalézt na přloženém CD) a spoč́ıtáme hodnoty účelových funkćı. Ty vycházej́ı
81.296×10−3 pro alternativńı primárńı strom se dvěma potomky a 173.555×10−3

pro alternativńı primárńı strom se čtyřmi potomky. Optimálńı investičńı strategie
pro alternativńı primárńı stromy lze nalézt v tabulkách 5.30 (strom se dvěma po-
tomky) a 5.31 (strom se čtyřmi potomky). Dále vygenerujeme stromy, ve kterých
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Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {0, 231.79, 269.21, 500, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 231.56, 268.94, 499.5, 0, 0}

2

Nákup {4.66, 0, 0, 500, 0, 0}
Prodej {0, 233.57, 271.08, 0, 0, 0}
Držeńı {4.65, 0, 0, 1002.84, 0, 0}

3

Nákup {363.56, 0, 0, 500, 0, 0}
Prodej {0, 378.49, 485.06, 0, 0, 0}
Držeńı {363.19, 0, 0, 1114.05, 0, 0}

4

Nákup {81.95, 0, 0, 500, 0, 0}
Prodej {0, 260.01, 321.94, 0, 0, 0}
Držeńı {81.87, 0, 0, 1027.39, 0, 0}

5

Nákup {0, 0, 0, 411.21, 0, 0}
Prodej {0, 201.02, 210.19, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 884.48, 0, 0}

Tabulka 5.26: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Optimálńı investičńı strategie
v jednotlivých uzlech alternativńıho primárńıho dvojstupňového stromu, ve kterém má
každý rodič právě čtyři potomky. Veličina nákup vyjadřuje bkt,i (resp. b0,i pro t = 0),

prodej skt,i a držeńı xkt,i, t = 0, 1. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.
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Strom Optima

×10−3

Strom 1 117.809

Strom 2 433.831

Strom 3 108.831

Strom 4 276.98

Strom 5 55.575

Strom 6 55.575

Strom 7 55.575

Strom 8 55.575

Strom 9 111.487

Strom 10 264.462

Strom 11 105.917

Strom 12 263.292

Tabulka 5.27: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Optimálńı hodnoty účelových
funkćı, délka investičńıho horizontu T = 2. Všechny hodnoty jsou uvedeny v ×10−3.
Stromy jsou č́ıslovány v pořad́ı, v jakém jsou zmı́něny v textu, přičemž primárńı strom
má č́ıslo 1.

Vzdálenost optim Vnořená vzdálenost

×10−3 ×10−3

Strom 1 x Strom 2 316.022 416.964

Strom 1 x Strom 3 8.978 22.322

Strom 1 x Strom 4 159.172 22.322

Strom 1 x Strom 5 62.234 216.727

Strom 1 x Strom 6 62.234 312.268

Strom 1 x Strom 7 62.234 206.843

Strom 1 x Strom 8 62.234 227.276

Strom 1 x Strom 9 6.321 53.891

Strom 1 x Strom 10 146.653 922.044

Strom 1 x Strom 11 11.892 63.59

Strom 1 x Strom 12 145.483 71.163

Tabulka 5.28: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Vzdálenosti optimálńıch hod-
not účelových funkćı a vnořené vzdálenosti mezi primárńım stromem a následně vyge-
nerovanými stromy, délka investičńıho horizontu T = 2. Stromy jsou č́ıslovány v pořad́ı,
v jakém jsou zmı́něny v textu, přičemž primárńı strom má č́ıslo 1.

58



Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {499.99, 0, 0, 500, 1.01, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {499.49, 0, 0, 499.5, 1.01, 0}

2

Nákup {0, 0, 0, 500, 0, 0}
Prodej {498.98, 0, 0, 0, 1.02, 0}
Držeńı {4.28, 0, 0, 1003.08, 0, 0}

3

Nákup {0, 0, 0, 500, 0, 0}
Prodej {498.82, 0, 0, 0, 1.17, 0}
Držeńı {58.12, 0, 0, 1039.64, 0, 0}

4

Nákup {0, 0, 0, 463.79, 0, 0}
Prodej {462.9, 0, 0, 0, 0.89, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 939.71, 0, 0}

5

Nákup {0, 0, 0, 4.31, 0, 0}
Prodej {4.31, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1015.59, 0, 0}

6

Nákup {0, 0, 0, 4.77, 0, 0}
Prodej {4.77, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1089.46, 0, 0}

7

Nákup {0, 0, 0, 3.96, 0, 0}
Prodej {3.96, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 960.62, 0, 0}

8

Nákup {0, 0, 0, 58.56, 0, 0}
Prodej {58.56, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1106.64, 0, 0}

9

Nákup {0, 0, 0, 64.8, 0, 0}
Prodej {64.8, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1188.97, 0, 0}

10

Nákup {0, 0, 0, 53.86, 0, 0}
Prodej {53.86, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1045.33, 0, 0}
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11

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 947.4, 0, 0}

12

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1016.17, 0, 0}

13

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 896.22, 0, 0}

Tabulka 5.29: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Optimálńı investičńı strategie
v jednotlivých uzlech primárńıho trojstupňového stromu, ve kterém má každý rodič
právě tři potomky. Veličina nákup představuje bkt,i (resp. b0,i pro t = 0), prodej skt,i a

držeńı xkt,i, t = 0, 1, 2. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.

Obrázek 5.5: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni, délka investičńıho horizontu
T = 3. Závislost vnořené vzdálenosti na vzdálenosti optimálńıch hodnot.

zachováme hodnoty uzl̊u alternativńıch primárńıch stromů a pouze změńıme
rozděleńı pravděpodobnost́ı přechodu na rovnoměrné. Poté u obou stromů zvý-
š́ıme hodnoty všech uzl̊u o 0.45%, zat́ımco pravděpodobnosti přechodu z̊ustávaj́ı
stejné. Nakonec u obou stromů sńıž́ıme hodnoty všech uzl̊u o 0.45%, zat́ımco
pravděpodobnosti přechodu z̊ustávaj́ı stejné zat́ımco pravděpodobnosti přechodu
opět z̊ustávaj́ı nezměněny.

Optimálńı hodnoty účelových funkćı investičńıho modelu zahrnuj́ıćıho riziko
na každé úrovni jsou představeny v tabulce 5.32. Na závěr spoč́ıtáme vzdálenosti
(ve smyslu absolutńı hodnoty) optimálńıch hodnot účelových funkćı primárńıho
stromu a jednotlivých dodatečně generovaných stromů. Nakonec urč́ıme vnořené
vzdálenosti primárńıho a následně generovaných stromů. Tyto výsledky lze nalézt
v tabulce 5.33. Závislost vnořené vzdálenosti na vzdálenosti optimálńıch hodnot
váženého součtu celkového CVaRα a CVaRα na jednotlivých úrovńıch znázorňuje
obrázek 5.5.

Pro investičńı horizont T = 2 rad́ı investorovi model zohledňuj́ıćı riziko na
každé úrovni rozdělit sv̊uj počátečńı kapitál mezi v́ıce aktiv. Jedńım z nich je ve
většině př́ıpad̊u čtvrté aktivum, což je aktivum s nejnižš́ı směrodatnou odchyl-
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Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {8.27, 2.88, 481.02, 7.76, 25.34, 475.72}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {8.27, 2.88, 480.54, 7.75, 25.32, 475.25}

2

Nákup {143.32, 115.77, 0, 146.16, 192.9, 0}
Prodej {0, 0, 334.11, 0, 0, 264.04}
Držeńı {151.47, 118.53, 144.02, 153.8, 217.94, 208.21}

3

Nákup {275.87, 222.97, 0, 285.75, 188.62, 0}
Prodej {0, 0, 554.13, 0, 0, 419.08}
Držeńı {284.68, 226.07, 41.76, 293.75, 217.39, 153.66}

4

Nákup {0, 171, 163.17, 0, 0, 0}
Prodej {65.47, 0, 0, 67.55, 104.84, 96.31}
Držeńı {86.38, 289.45, 306.41, 86.8, 112.31, 110.61}

5

Nákup {137.43, 148.93, 0, 142.26, 0, 0}
Prodej {0, 0, 108.41, 0, 150.29, 169.92}
Držeńı {303.85, 285.48, 70.23, 306.54, 98.83, 81.02}

6

Nákup {0, 0, 252.39, 0, 0, 0}
Prodej {57.92, 50.92, 0, 59.91, 55.36, 28.28}
Držeńı {227.55, 175.27, 293.72, 234.96, 161.29, 124.47}

7

Nákup {0, 219.94, 226.51, 0, 0, 0}
Prodej {129.12, 0, 0, 141.27, 101.25, 74.81}
Držeńı {183.78, 480.45, 278.12, 172.65, 147.29, 110.43}

Tabulka 5.30: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Optimálńı investičńı strategie
v jednotlivých uzlech alternativńıho primárńıho trojstupňového stromu, ve kterém má
každý rodič právě dva potomky. Veličina nákup představuje bkt,i (resp. b0,i pro t = 0),

prodej skt,i a držeńı xkt,i, t = 0, 1, 2. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.
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Č́ıslo uzlu Akce Kapitál

×10−3

1

Nákup {499.99, 0, 0, 500, 1.01, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {499.49, 0, 0, 499.5, 1, 0}

2

Nákup {0, 0, 0, 446.36, 0, 0}
Prodej {445.5, 0, 0, 0, 0.85, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 911.97, 0, 0}

3

Nákup {0, 0, 0, 500, 0, 0}
Prodej {498.79, 0.01, 0, 0, 1.21, 0}
Držeńı {80.76, 0, 0, 1054.22, 0, 0}

4

Nákup {0, 0, 0, 499.94, 0, 0}
Prodej {498.95, 0, 0, 0, 0.99, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 999.66, 0, 0}

5

Nákup {0, 0, 0, 500, 0, 0}
Prodej {498.95, 0, 0, 0, 1.04, 0}
Držeńı {9.67, 0, 0, 1007.2, 0, 0}

6

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 850.92, 0, 0}

7

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1012.78, 0, 0}

8

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 913.29, 0, 0}

9

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 926.94, 0, 0}

10

Nákup {0, 0, 0, 0.02, 0, 0}
Prodej {0.02, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {72.08, 0, 0, 983.67, 0, 0}
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11

Nákup {0, 0, 0, 93.68, 0, 0}
Prodej {93.69, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1264.35, 0, 0}

12

Nákup {0, 0, 0, 80.67, 0, 0}
Prodej {80.67, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1136.32, 0, 0}

13

Nákup {0, 0, 0, 82.23, 0, 0}
Prodej {82.23, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1153.66, 0, 0}

14

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 932.74, 0, 0}

15

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1110.17, 0, 0}

16

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1001.1, 0, 0}

17

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1016.06, 0, 0}

18

Nákup {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Prodej {0, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {8.63, 0, 0, 939.77, 0, 0}

19

Nákup {0, 0, 0, 11.22, 0, 0}
Prodej {11.22, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1129.74, 0, 0}

20

Nákup {0, 0, 0, 9.66, 0, 0}
Prodej {9.66, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1018.29, 0, 0}

21

Nákup {0, 0, 0, 9.84, 0, 0}
Prodej {9.84, 0, 0, 0, 0, 0}
Držeńı {0, 0, 0, 1033.56, 0, 0}

Tabulka 5.31: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Optimálńı investičńı strategie
v jednotlivých uzlech alternativńıho primárńıho trojstupňového stromu, ve kterém má
každý rodič právě čtyři potomky. Veličina nákup představuje bkt,i (resp. b0,i pro t = 0),

prodej skt,i a držeńı xkt,i, t = 0, 1, 2. Veškerý kapitál je uveden v ×10−3.
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Strom Optima

×10−3

Strom 1 193.951

Strom 2 406.723

Strom 3 181.846

Strom 4 331.638

Strom 5 81.296

Strom 6 81.296

Strom 7 81.296

Strom 8 81.296

Strom 9 173.555

Strom 10 571.289

Strom 11 167.597

Strom 12 265.064

Tabulka 5.32: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Optimálńı hodnoty účelových
funkćı, délka investičńıho horizontu T = 3. Stromy jsou č́ıslovány v pořad́ı, v jakém
jsou zmı́něny v textu, přičemž primárńı strom má č́ıslo 1.

Vzdálenost optim Vnořená vzdálenost

×10−3 ×10−3

Strom 1 x Strom 2 212.772 588.742

Strom 1 x Strom 3 12.104 33.437

Strom 1 x Strom 4 137.687 33.437

Strom 1 x Strom 5 112.654 186.104

Strom 1 x Strom 6 112.654 610.054

Strom 1 x Strom 7 112.654 163.307

Strom 1 x Strom 8 112.654 210.913

Strom 1 x Strom 9 20.396 278.643

Strom 1 x Strom 10 377.338 695.388

Strom 1 x Strom 11 26.353 278.61

Strom 1 x Strom 12 71.113 279.748

Tabulka 5.33: Model zohledňuj́ıćı riziko na každé úrovni. Vzdálenosti optimálńıch hod-
not účelových funkćı a vnořené vzdálenosti mezi primárńım stromem a následně vyge-
nerovanými stromy, délka investičńıho horizontu T = 3. Stromy jsou č́ıslovány v pořad́ı,
v jakém jsou zmı́něny v textu, přičemž primárńı strom má č́ıslo 1.

64



kou, tud́ıž aktivum nesoućı nejnižš́ı riziko. Diverzifikaćı portfolia se snižuje riziko
ztráty, které jednotlivé scénáře nesou. Ve druhém rozhodovaćım kroku (tedy v
čase t = 1) doporučuje model investorovi portfolio přeuspořádat. Pro scénářové
stromy se třemi a čtyřmi potomky model rad́ı prodat třet́ı aktivum, které je
sice nejvýnosněǰśı, ale zároveň i nejrizikověǰśı, a ponechat si zejména čtvrté –
nejméně rizikové – aktivum. Pro investičńı horizont T = 3 model opět rad́ı port-
folio v prvńım rozhodovaćım kroku diverzifikovat. Pro stromy se třemi a čtyřmi
potomky model směřuje v posledńım rozhodovaćım obdob́ı k držeńı převážně
čtvrtého, tedy nejméně rizikového, aktiva.

Stejně jako v základńım modelu investičńıho plánováńı i pro model zohledňu-
j́ıćı riziko na každé úrovni plat́ı, že malá vzdálenost mezi optimálńımi hodno-
tami účelových funkćı primárńıho a dodatečně vygenerovaného stromu nezaručuje
bĺızkost stromů ve smyslu vnořené vzdálenosti. Toto tvrzeńı ilustruje např́ıklad
tabulka 5.33. Porovnejme strom 1 (strom, ve kterém má každý rodič právě tři
potomky) a strom 9 (strom, ve kterém má každý rodič právě čtyři potomky).
Vzdálenost optimálńıch hodnot těchto dvou stromů je druhá nejmenš́ı z celého
pozorovaného souboru, naopak vnořená vzdálenost těchto dvou stromů patř́ı
mezi vyšš́ı. Obdobně jako pro základńı model i pro model zohledňuj́ıćı riziko na
kažé investičńı úrovni plat́ı, že nejhrubš́ım porušeńım struktury stromu je změna
rozděleńı pravděpodobnost́ı přechodu. Pro každou sadu stromů (stromy se třemi,
dvěma i čtyřmi potomky) je od primárńıho stromu nejv́ıce vzdálen strom, jehož
rozděleńı pravděpodobnost́ı přechodu je rovnoměrné. Toto plat́ı shodně pro in-
vestičńı horizont T = 2 a T = 3.
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Kapitola 6

Závěr

V této práci jsme ve 2. kapitole představili pojem v́ıcestupňového stochas-
tického lineárńıho programováńı. Tato kapitola dále představila několik investič-
ńıch model̊u, konkrétně základńı model investičńıho plánováńı, základńı model
rozš́ı̌rený o transakčńı náklady, model zohledňuj́ıćı celkové riziko investice a model
zohledňuj́ıćı riziko investice na každé úrovni. Druhý a čtvrtý jmenovaný model byl
implementován v softwaru Mathematica a výsledky byly představeny v 5. kapi-
tole. Kapitola 3 se zabývala generováńım scénář̊u pomoćı metody moment̊u. Tato
metoda byla využita při generováńı scénář̊u, které byly nutné pro implementaci
uvedených model̊u. Pojem vnořené vzdálenosti dvou stochastických scénářových
proces̊u byl představen ve 4. kapitole. V kapitole se objevily převzané i vlastńı
př́ıklady objasňuj́ıćı pojem Kantorovičovy vzdálenosti a vnořené vzdálenosti dvou
stromů.

Námi sestavené modelové portfolio se skládalo z šesti reprezentativńıch port-
folíı amerického trhu. V 5. kapitole jsme implementovali základńı model investič-
ńıho plánováńı zahrnuj́ıćı transakčńı náklady a model zohledňuj́ıćı riziko na každé
investičńı úrovni a hledali optimálńı investičńı strategie pro tyto modely, a to pro
investičńı horizonty T = 2 a T = 3. Zjistili jsme, že pro námi zvolené počátečńı
parametry doporučuje základńı model investorovi ve většině př́ıpad̊u nakoupit
dvě aktiva s nejvyšš́ımi středńımi hodnotami výnos̊u. Jelikož základńı model ne-
zohledňuje riziko, rad́ı ve většině př́ıpad̊u investorovi zbavit se v následuj́ıćıch
rozhodovaćıch okamžićıch všech aktiv až na to nejvýnosněǰśı. Toto aktivum do-
poručuje dále držet až do konce celého investičńıho obdob́ı. Naopak model zo-
hledňuj́ıćı riziko na každé investičńı úrovni doporučuje investorovi diverzifikovat
portfolio rovnou na začátku investováńı. V pr̊uběhu doby trváńı investice ovšem
model rad́ı zbavit se nejrizikověǰśıch aktiv (která jsou zároveň nejvýnosněǰśı) a
ponechat si ve většině př́ıpad̊u pouze jedno aktivum, a to to nejméně rizikové
(které má ovšem také nejnižš́ı středńı hodnotu výnosu). Pro oba zmı́něné modely
jsme vygenerovali 12 r̊uzných scénářových stromů. V prvńı sadě generovaných
stromů se vyskytovaly čtyři stromy, ve kterých měl každý rodič právě tři po-
tomky, ve druhé sadě stromy, ve kterých měl každý rodič právě dva potomky,
a ve třet́ı sadě stromy, v nichž měl každý rodič právě čtyři potomky. Všech 11
stromů jsme postupně porovnávali s prvńım vygenerovaným stromem a sledovali
jsme vzdálenost optimálńıch hodnot účelových funkćı těchto dvou stromů a jejich
vnořenou vzdálenost. Zjistili jsme, že ve smyslu vnořené vzdálenosti je nejdále od
primárńıho stromu vždy z každé dodatečně generované sady stromů ten strom,

66



jehož rozděleńı pravděpodobnosti přechodu mezi rodičem a potomkem je rov-
noměrné. Dále jsme došli k závěru, že scénářové stromy, které maj́ı velmi bĺızké
optimálńı hodnoty účelových funkćı, si nejsou nutně bĺızké ve smyslu vnořené
vzdálenosti. Námi implementovaný algoritmus umožňuje vygenerovat strom o li-
bovolné délce a libovolném pravidelném počtu potomk̊u (algoritmus je uveden na
přiloženém CD) a určit vnořenou vzdálenost dvou libovolných stromů o stejné
délce.

Naše práce by se dala v několika ohledech rozš́ı̌rit. Z hlediska výpočetńı
náročnosti vnořené vzdálenosti je v současné době časově obt́ıžné spoč́ıtat vzdále-
nost stromů pro investičńı horizont vyšš́ı než T = 4 či pro vyšš́ı počet potomk̊u,
kteř́ı vycházej́ı z jednoho rodiče. Do budoucna by bylo zaj́ımavé uvedené modely
napoč́ıtat pro deľśı investičńı horizont a zároveň uvažovat stromy s v́ıce potomky
tak, aby se co nejlépe bĺıžily realitě. Dále by bylo možné vygenerovat vysoký
počet scénářových stromů a podrobně analyzovat závislost vnořené vzdálenosti
stromů na vzdálenosti optimálńıch hodnot účelových funkćı uvedených model̊u.
V neposledńı řadě by bylo možné uvedené modely rozš́ı̌rit tak, aby lépe popiso-
valy chováńı trhu (zahrnut́ı dańı, inflace, možnost odeb́ıráńı či dodáváńı peněz
do modelu aj.).
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nomics and Finance. Applied Optimization. Kluwer Academic Publishers,
2002.

[5] Gene H. Golub and Charles F. Van Loan. Matrix Computations. Johns
Hopkins Studies in the Mathematical Sciences. Johns Hopkins University
Press, 2013.
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Seznam použitých zkratek

F filtrace
x vektor rozhodnut́ı
xt historie rozhodnut́ı do času t
ξ vektor pozorováńı
ξt informace dostupná v čase t
dKA Kantorovičova vzdálenost
pk pravděpodobnost k-tého scénáře
B počátečńı majetek
G ćılová částka
yk přebytek peněz v čase T v k-tém scénáři
qk nedostatek peněz v čase T v k-tém scénáři
D+ benefit za přebytek peněz v čase T v k-tém scénáři
D− penalizace za nedostatek peněz v čase T v k-tém scénáři
xkt,i hodnota drženého i-tého aktiva v čase t v k-tém scénáři
bkt,i hodnota nakoupeného i-tého aktiva v čase t v k-tém scénáři
skt,i hodnota prodaného i-tého aktiva v čase t v k-tém scénáři
cb transakčńı náklady spojené s nákupem určitého objemu akcíı
cs transakčńı náklady spojené s prodejem určitého objemu akcíı

CVaRα Conditional Value at Risk
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