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Uvod

Praca sa zaobera definiciou dlhej paméati v ¢asovych radach, kde sa obmed-
zuje na procesy s diskrétnym casom. Zo znacnej casti je zalozend na préci Sa-
morodnitsky (2006). Diskutované si dva pristupy k long range dependence: z
pohladu momentovych charakteristik a spektralnej hustoty ndhodného procesu,
a definicia pomocou pojmov ergodickej tedrie.

Praca je c¢lenena do troch kapitol. Prva demonstruje potrebu studia dlhej
pamiti a predstavuje model frakciondlneho Gaussovského sumu. Druhé je veno-
vana ergodickej tedrii a jej vyuzitiu v kontexte long range dependence. V tretej
kapitole sa kladi podmienky predovsetkym na druhé momenty a spektralnu hus-
totu procesov.

V prvej kapitole je ¢itatel obozndmeny s pociatkami stidia dlhej pamati.
Nésledne je uvedeny frakcionalny Brownov pohyb a z neho odvodeny model
frakcionalneho Gaussovského sumu.

Druhé kapitola je venovana pojmom ergodicita, mixing a silny mixing, a ich
dostatocnosti pri charakterizacii long range dependence.

Tretia kapitola oboznamuje ¢itatela so slowly a regularly varying funkciami,
ktoré st vzapati vyuzité pri hladani vhodnej definicie dlhej pamiti. Uvazované
st rozne obmedzenia na autokorelaciu a tizko suvisiacu spektralnu hustotu.

Predpokladédme, Ze ¢itatel m4 znalosti na tirovni absolventa magisterského
stidia na MFF UK so zameranim na pravdepodobnost a ndhodné procesy.



Kapitola 1
Motivacia

1.1 Motivacna uloha

Pociatky studia dlhej pamati sivisia s javom pozorovanym na ro¢nych minimach
prietokov vody rieky Nil pri Kéhire z rokov 622 az 1281. Britsky hydrolég Harold
Hurst skiimal spravanie Specifickej statistiky tychto dat. Pozorovania minim pri-
etokov oznaé¢me ako X1, Xo,..., X, a definujme postupnost Eiastoénych stétov
tejto postupnosti vztahom S, = X;+...+X,,, m=0,1,...s Sy = 0. Skiimanu
Statistiku mozno zapisat ako

Bix,,... x,) = maosisn i ) minoéél( wSn) (1.1)
S (; zi:1(Xi - ESn)Q)Q

Vsimnime si, Ze maxo<;<, (S;—£S,) meria, ako d'aleko sa postupnost ¢iastocnych
stictov dostane nad priamu ¢iaru, ktord by postupnost {S,,} sledovala, ak by boli
minimé prietokov kazdy rok rovnaké. Citatel pravej strany (1.1) teda je rozdiel
najvyssej a najnizsej urovne, ktora {S,,} dosiahne v porovnani s linedrnym ras-
tom. Menovatel zlomku v (1.1) je vyberovd smerodatnd odchylka, a celd Statistika
v (1.1) sa nazyva R/S statistika. V literatire sa ¢asto oznacuje anglicky ako re-
scaled range.
Nech je X1, Xy, ... postupnost ndhodnych veli¢in. Aplikujme R/S $tatistiku na
prvych n pozorovani a nech n rastie. Ako sa bude R/S $tatistika spravat?
Uvazujme priestor D[0, 1] funkcif sprava spojitych s limitami zlava na intervale
[0, 1] so Skorohodovou topoldgiou J;. Definujme funkciu f : D0, 1] — R predpi-
som

f(@) = sup (2(t) — to(1)) — inf (a(t) — ta(1),

0<t<1 0<t<1



kde z = (z(t),0 <t < 1) € D|0,1]. Funkcia f je spojitd. Chceme ju pouzit na
proces Ciastoénych suctov, ¢o je verzia postupnosti ¢iastoénych sictov s hodno-
tami v D[0, 1].

Predpokladajme, Zze X, Xs, ... je staciondrna ndhodnd postupnost s koneénym
rozptylom a strednou hodnotou p. Proces ¢iastocnych stictov definujeme ako

SM(t) = Sy — [nt]p, 0 < t < 1. (1.2)
Donskerova veta hovori, ze ak st X7, Xs, ... nezavislé rovnako rozdelené nahodné
veli¢iny, tak
1
%S(”) — 0,B slabo v D[0,1], (1.3)

kde o2 je rovné rozptylu pozorovani o2 a B oznacuje Brownov pohyb, tj B = B%,
vid cast (1.2).

V d'alsom texte budeme rozpatim prvych n pozorovani mysliet ¢itatel zlomku v
(1.1). Vsimnime si, ze rozpétie prvych n pozorovani mozno zapisat ako f(S™).
Potom, za platnosti Donskerovej vety, podla Mann-Waldovej vety (veta o spoji-
tom zobrazeni) plati

, 1
rozpétie prvych n pozorovani) = f (—S (”))

L
7 N

1
(gms) - )
Dalej mézeme pisat

f(o.B) =o. [sup (B(t) —tB(1)) — n£

i
0<t<1 o<t

(B(1) - tB<1>>]

= o, [ sup Bb(t) — Olglgl Bb(t)] :

0<t<1

kde Bb zna¢i Brownov most na intervale [0, 1]. Ak je navyse postupnost X;, X, . ..
ergodicka, vyberova smerodatna odchylka je konzistentnym odhadom smerodat-
nej odchylky populécie, tj

1 n 1 2 %
(_ Z (XZ- — —Sn) ) — o skoro isto.
n n



Za platnosti tychto predpokladov plati, ze

1 R Ox :
%E(XhX% )= s Bb(t) — inf Bb(t)| .

Cize R /S statistika za vyssie uvedenych podmienok rastie s odmocninou rozsahu
pozorovani, \/n.

Pre minim4 prietokov Nilu vsak hodnota R/S $tatistiky réstla rychlostou n%™.
Tomuto ukazu sa hovori Hurstov fenomén a demostruje potrebu zamietnutia
tychto, v praxi ¢asto pouzivanych, predpokladov.

Vhodnym modelom sa ukazuje byt frakcionalny Gaussovsky sum, blizsie popisany
v sekeii (1.3).

Priblizme si najskor frakcionalny Brownov pohyb. Jedna sa o centrovany gaus-
sovsky proces { By (t) }+>0 s By (0) = 0, staciondrnymi prirastkami a E(Bpy(t) —
By(s))? = o?lt —s|*, 0 > 0a 0 < H < 1. Frakciondlny Brownov pohyb je
sebepodobny, teda {Bg(ct)} < {c"Bg(t)} pre ¢ > 0. Viac informécii o frak-
cionalnom Brownovom pohybe moZno néjst v casti (1.2).

Frakcionalny Gaussovsky sum je diskrétnym procesom prirastkov frakcionalneho
Brownovho pohybu, X; = By (j) — Bu(j —1), 7 = 1,2,.... Je staciondrny, s au-
tokovarianc¢nou funkciou

2
Cov(Xjin X;) = %[(n F12H 4 (n— 1)2H — 2p2H]

pre j =1,2,...,n > 0. Z vety (1.15) vieme, zZe
pn = Corr(Xjn, X;) ~ H2H — 1)n =20 pre n — oo. (1.4)

Teda p,, — 0 pre n — oo. To podla vety (2.28) znamend, Ze frakciondlny Gaus-
sovsky $um je mixujici, a tym padom aj ergodicky. Vd'aka sebepodobnosti frak-
cionalneho Brownovho pohybu plati

Var(X: + ...+ X,) = VarBy(n) = o*n?*"

pre n € N.

Uvazujme frakcionalny Gaussovsky sum X, X5, ... a pozrime sa, ako sa chova
R/S statistika. Pretoze menovatel vyrazu na pravej strane rovnice (1.1) je inte-
grovatelny a frakcionalny Gaussovsky sum je ergodicky, podla vety (2.12) kon-
verguje menovatel z (1.1) skoro isto, a to k smerodatenej odchylke pozorovani,



o. Pre citatel R/S statistiky plati, Ze

max <S¢ — —Sn> — min <S¢ — —Sn>
0<i<n n 0<i<n n

— max (BH(Z') - %BH(n)) ~ min (BH(i) - %BH(n))

4 j;’? max <BH(%> - BH(10><>i<i orgz‘ignn <BH(%) B %BH(l))> '

0<i<n
Vyuzili sme sebepodobnost frakciondlneho Brownovho pohybu a skutoénost, ze
pre frakciondlny Gaussovsky sum je S; = By(i) pre vSetky i. Zo spojitosti tra-
jektérif frakcionalneho Brownovho pohybu d'alej plati

3| .

o (Bu() = £ Ba(1)) - ain (Ba(2) - Bu()
= sup (Bult) ~ tBu(1) ~ ink (Balt) ~ tBu(1)

skoro isto. Tym sme dostali, ze

n’HE(Xl, e X)) — ! < sup (By(t) —tBy(1)) — inf (By(t) — tBH(l))) ,

S o \o<t<1 0<¢<1

a teda R/S &tatistika pre frakcionalny Gaussovsky sum rastie ako n'’, kde n
je velkost vyberu. Volbou vhodného parametra H tak vieme vysvetlit Hurstov
fenomén. Toto je tiez dovod, preco sa parametru H frakcionalneho Brownovho
pohybu hovori aj Hurstov index ¢i Hurstov parameter.

1.2 Frakcionalny Brownov pohyb

V tejto casti zadefinujeme frakcionalny Brownov pohyb a uvedieme niektoré jeho
vlastnosti.

Definicia 1.1. Nech je X = {X,}icr redlny ndhodny proces. Povieme, ze X je
sebepodobny s indexom H, H > 0, ak pre kazdé a > 0 plati

{X(at)hier £ {a"X (1) }rer,

d iy N
symbolom = zna¢ime rovnost distribicii.



Poznamka 1.2. Indexu H z definicie (1.1) sa tiez hovori Hurstov index, popripade
Hurstov exponent.

Poznamka 1.3. Vsimnime si, ze sebepodobny proces X s indexom H nemoze
byt staciondrny (vynimkou je degenerovany proces X = 0). Pre nedegerovany
proces X existuje také t € R, ze X (t) # 0 s kladnou pravdepodobnostou, a tak
pre vsetky a > 0 je

X(t) £ X(at) £ "X (1).

Vidime, Ze prave uvedeny vztah pri a — oo neplati.

Definicia 1.4. Nech je X = { X, }er redlny ndhodny proces. Povieme, ze X mé
stacionarne prirastky, ak pre kazdé h > 0 plati

{Z(t+h) = Z(h)}ier 4 {Z(t) = Z(0) }rer.

Veta 1.5. Nech je X ndhodny proces sebepodobny s indexom H so stacionarnymi
prirastkami a konecnym rozptylom. Potom plati:

1. X(0) = 0 skoro isto.
2. pre H # 1 je EX(t) =0 pre vsetky ¢t € R.

4

3. X(—t)=—-X(¢)
4. EX2(1) = [t 02, kde o? = EX?(1)
5. autokovarian¢énd funkcia procesu X, I'g(s,t) = EX(s)X (t) je dand vzfahom

2

La(s,t) = 5 (1P + s/ = |t = s)

6. pre index sebepodobnosti H plati H <1

Dokaz:

1. pre kazdé a > 0 plati X(0) = X (a0) L a” X(0).



2. pretoze je X sebepodobny, plati
EX(2t) =2"EX(t).
7o stacionarity prirastkov zase vyplyva, ze

EX(2t) = B(X(2t) — X(t)) + EX(t) = 2EX(t).

4. podla bodu 3. tejto vety a sebepodobnosti procesu X plati

EX?(t) = EX?(|tsgn(t)) = [t EX?(sgn(t)) = [t EX?(1).
5. podla 4. bodu a stacionarity prirastkov je

Ty(s,t) = % {EX?(s)+ EX?(t) — E(X(t) — X(s))*}

o’ 2H 2H 2H
= (P 1P Je = 527

6. pre E|X(2)| plati
EIX(2)] = E[X(2)-X(1)+X(1)] < BIX(2)-X(D)[+E[X(1)] = 2E]X(1)]

a zéroven E|X(2)] =27 F|X(1)|, teda 28 < 2, ¢ize H < 1.

O
Lemma 1.6. Nech je 0 < H <1 a s,t € R. Potom je funkcia
Rp(s,t) = [s + [t — |s — ¢
pozitivne semidefinitna.
Dokaz: Taqqu (2003), str. 8-9. O

Definicia 1.7. Sebepodobny proces s indexom 0 < H < 1, ktory je gaussovsky
a ma stacionarne prirastky, nazveme frakciondlny Brownov pohyb. Oznaé¢ime ho
ako { By (t) }+er. Povieme, ze je standardny, ak o = VarBy(1) = 1.



Poznamka 1.8. Frakcionalny Brownov pohyb je dobre definovany. Existenciu

zabezpecuje Daniell-Kolmogorova veta a fakt, ze pre t1,...,t, € R, n € N
a Tp(s,t) = 2 (|t + [P — |t —s]*), s,t € R, 0> > 0 existuje centro-
vany gaussovsky nahodny vektor (X(t¢1),...,X(¢,)) s kovariantnou maticou

(Cr (i, t5))1<ij<n- Pretoze rozdelenie centrovaného gaussovského procesu je ur-
cené kovariancénou funkciou, pre pevné H sa centrované frakciondlne Brownove
pohyby lisia len multiplikativnou konstantou.

Veta 1.9. Nech je ndhodny proces { X (¢)}icr taky, ze
o {X(t)} je gaussovsky so strednou hodnotou 0 a X (0) =0,

o EX2(t) =0t 0 >0,0< H <1,
e {X(t)} m4 staciondrne prirastky.
Potom je proces {X () };er frakciondlny Brownov pohyb.

Dokaz: Proces X je gaussovsky s nulovou strednou hodnotou, takze jeho konecne-
rozmerné rozdelenia su urcené kovariancnou funkciou. V dokaze bodu 5. vety
(1.5) sme videli, ze této kovarianénd funkcia musi byt tvaru

2
La(s,t) = = (1t + |s/* = |t = s*").
¢o je kovariancnd funkcia frakcionalneho Brownovho pohybu. O

Lemma 1.10. Nech pre nédhodny proces {X;};>0 plati, ze pre kazdé T" > 0
existuji konstanty a, 8, D > 0 také, ze

E|X; — X,|* < D|t — 5|,
kde 0 < s,t < T'. Potom existuje spojitd verzia X.

Dékaz: Stroock, Varadhan (1979), str. 51. O

Veta 1.11. Frakcionalny Brownov pohyb ma spojita verziu.
Dékaz: Volbou a > £, H je Hurstov index procesu, ziskavame z lemmy (1.10)
E|By(t) — Bu(s)|" = E|Bu(1)|*|t — s|*,

¢im sme ukazali existenciu spojitej verzie. O



Poznamka 1.12. V dalsom texte budeme uvazovat prave takito verziu frak-
ciondlneho Brownovho pohybu.

Veta 1.13. Frakcionalny Brownov pohyb nie je diferencovatelny v zmysle L.

Dokaz: Plati, ze

2
_ 02|t . S|2H—2

BH(t) — BH(S)
t—s

E‘ — 00,

t,s € Rao?=FEB%(1). O

1.3 Frakcionalny Gaussovsky sum

V tejto casti sa budeme bliZgie zaoberat postupnostami prirastkov sebepodobnych
procesov so stacionarnymi prirastkami.

Definicia 1.14. Nech je {X(¢)};er frakciondlny Brownov pohyb s Hurstovym
indexom H, 0 < H < 1. Potom proces {Y }xez,

Vi=X(k+1)—X(k),keZ
nazveme frakcionalny Gaussovsky sum.

Veta 1.15. Nech je { X (t)}1cr sebepodobny proces so staciondrnymi prirastkami
s Hurstovym indexom H, 0 < H < 1. Potom pre postupnost prirastkov {Y; }rez,

Ye=X(k+1)— X(k),k € Z,

plati
1. {Y}}kez je stacionérny.
2. EY, =0.
3. BY? = 0? = EX(1)%,

4. autokovarianénd funkcia (k) procesu {Y;} je dand vztahom

2
(k) = EXiXiok = (k4 1P = 20k + [k = 1]27).



5. pre k # 0 je
=0 pre H=3
v(k) ¢ <0 preO<H<%
>0 prei<H<L1.

6. preH;ﬁ%je

(k) ~ o?H(2H — 1)|k|*" 2 pre k — oo.

Doékaz:
1. plati z definicie {Y}}
2. vyplyva z definicie {Y;} a bodu 2. vety (1.5)
3. plati podla bodov 4. a 5. vety (1.5) a vztahu YV, = X(k+1) — X (k),k € Z
4. 7z definicie {Y)} a bodu 5. vety (1.5)
1

5. pre £ < H <1 je funkcia f(z) = 2*# rydzo konvexné. Potom pre k > 1

plati
E+D + (k-1 flk+1)+ f(k—1) k+14+k—1
= >fl———
2 2 2
= f(k) = 1.
Po odéitani k2" a vynasobeni o2 by sme ziskali na pravej strane nerovnosti

0, zatial ¢o na lavej strane (k). Tym sme ukézali, ze pre 1 < H < 1 plati
v(k) > 0. Pripad 0 < H < 1 je analogicky a H = 1 je zrejmy. Pripadom
k = 0 sa zaoberd bod 3. tejto vety a pre k < —1 je y(k) = v(—k).

6. pretoze y(k

) = v(—k), mdzeme sa obmedzitf na k > 0. Podla bodu 4. tejto
vety je pre k> 1

0.2

v(k) = (k1) = 2627 (k= 1)%)

Sefe((e) e (1))

10



Plati,ze

[k2 ((H%)QH — 2+ <1 — %>2H>] — 2H(2H — 1) pre k — oo,

¢im je dokaz hotovy.

i

Model frakcionalneho Gaussovského sumu je znacne Specificky. Obecnejsim
procesom sa budeme venovat v nasledujicich kapitolach.

11



Kapitola 2

Ergodicka tedéria a dlha pamat

2.1 Ergodicita

Poznamka 2.1. Vseobecne pod pojmom transformécia chdpeme Iubovolné zob-
razenie. V tejto kapitole viak budeme transformdciou rozumiet také zobrazenie,
ktoré ma obor hodnot a definié¢ny obor totozné.
Najjednoduchsou transforméaciou mnoziny X je identické zobrazenie Z, 7 () = x
pre vsetky x € X.
Pretoze T (x) € X pre vietky x € X, mozeme definovat n-ti iterdciu x, T"(z)
ako
=1
T =T oT" pre n > 0.

Invertibilnd transformécia je transformdcia, ktord je prostd a na. 77! je tiez
transformécia.

Definicia 2.2. Nech (X, F, i) je meratelny priestor, transforméacia T : X — X
je meratelnd transforméacia, ak vzor 7! (A) kazdej mnoziny A € F (X) patri
F <X>7

T-'(A) e F(X).
Invertibilnd meratelnd transformécia je taka invertibilnd transformécia 7', ze T'
a T~! st meratelné.
Transformécia T je mieru zachovavajica, ak je meratelnd a plati

u (T (A) = u(4)

pre vSetky A € F(X). Tiez hovorime, ze u je invariantnd miera transformaécie
T.

12



Definicia 2.3. Nech je T transformacia, T : X +— X, X je mnozina. Podmnozina
A C X je pozitivne invariantnd, pripadne pozitivne T-invariantna, ak pre z € A
plati T'(x) € A.

Ak navyse plati T71(A) = A, hovorime, Ze A je striktne invariantnd, pripadne
striktne T-invariantnd. Pouzivané je aj oznacenie s vypustenim slova striktne,
invariantna ¢i T-invariantna.

Definicia 2.4. Mieru zachovavajica transformacia 7' je ergodicka, ak pre kazdu
meratelnti T-invariantnti mnozinu A plati, ze bud p (A) = 0, alebo pu (A¢) = 0.

Poznamka 2.5. Casto budeme vyuzivat operator posunutia. Ten obojstranni
postupnost (ay);- . zobrazi na postupnost (ag41)pe .

Definicia 2.6. Nahodny proces X je ergodicky, ak jemu prislichajice zobraze-
nie posunutia definované na prislusnom stavovom priestore je ergodickd trans-
formacia.

Oznacenie 2.7. V nasledujicej ¢asti budeme pouzivat oznacenie

n—1

fulw) = 3 F(T(@)) pren > 1,

1=0

f«(z) = liminf — Z]‘TZ

n—oo M

f*(z) = limsup — Z]‘"TZ

n—oo N

Lemma 2.8. Nech T je mieru zachovavajica transformécia na pravdepodob-
nostnom priestore (X, F, P). Potom s funkcie f.(z) a f*(z), z € X, T-invariantné.

Dokaz: Vyraz f,(T(x)) =i, f(T"(z)) mozeme zapisat ako

fu(T(@) = fan(z) — f(2).
Potom plati

1 1 1

@) = (@) — < (), 21
Pretoze lim,,_oo % f(x) =0 a lim,_, "+1 = 1, liminf a limsup vyrazov stran
(2.1) déva vysledok £.(T(x)) = f.(z) a f*(T(x )) [ (). O
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Dosledok 2.9. Priamym dosledkom predchédzajicej lemmy je, ze ak limita
lim,, o fn(z) existuje, tak je T-invariantna.

Lemma 2.10. Nech je g meratelnd funkcia a p je prirodzené ¢islo, p > 1. Ak
existuje meratelnd funkcia 7, 7 : X — {1,2,...,p} takd, ze

Gr(z)(2) <0,

potom pre vSetky n > p plati

Dékaz: Sliva (2008), str. 178-179 O

Lemma 2.11. Nech je f meratelnd funkcia a p je prirodzené éislo, p > 1.

e Oznacme ),
E,={z € X : f,(xr) > 0 pre vietky n,1 <n < p}.

Potom pre vSetky prirodzené n > p a pre skoro vsetky x € X plati

—_

n— n—1

fu(2) < 3 H(T(@)g, (T'(2)) + > (T ).

i=n—p

I
o

e Pre kazdé r redlne oznacme E;
n—1
) 1 ; .
Ey :{xeX:;Zf(T (x)) > r pre vsetky n,1 < n < p}.
i=0

Potom plat{ vztah

[ran< [ rane - uEp)

14



Dékaz: Pouzijeme lemma (2.10) na funkciu

g(x) = f(x) = f(x)Ig,(x)

s funkciou 7 definovanou ako

(z) 1 pre x € L,
T(x) =
min{l <k <p: fi(z) <0} preaz ¢ E,.

Chceme overit, ze funkcie g(z), 7(z) spiiaji predpoklady lemmy (2.10). Najprv
ukazeme, ze
7(z)—1
fra(z) < f(T* (), (T"(z)) skoro isto. (2.2)
i=0

Pre z € E, ziskavame v (2.2) rovnost. Pre z ¢ E, je fru(z) < 0, teda staci
ukézat, ze pravd strana (2.2) je nezdporna. To platl pretoze kazdy jej prvok je
nezéporny: pre T'(z) ¢ E, je i-ty ¢len sumy v (2.2) rovny 0, pre T%(z) € E, je
f(T(z)) = f1(T"(x)) > 0. Tym sme dokézali platnost (2.2).
7 definicie g vyplyva, ze

7(xz)—1

9r()(7) = F(T (@) 1p, (T'(2)),

=0

a podla (2.2) je gr(»)(z) < 0. Tym sme overili, Ze takto definované g(z), 7(z)
splitaji predpoklady lemmy (2.10), z ktorej dostavame

n—1

g(x) < Y 19(T' ()],

1=n—p

co je

[ury

n—

falz) = 3 f(T(2) g Z (T () = F(T" ()15, (T"(x))].

i

Il
=)

i=n—p

Sumu na pravej strane posledného vyrazu mozeme odhadniit ako

n—1 n—1

D (TH@) = AT @), (T @) < Y (T ()],

i=n—p i=n—p

15



a teda

|
—
3

|
—

n

fulz) < ) f(T'(2)IE, (T () + Z (T ()],

i

Il
=)
o

Il
i
i

¢im sme dokézali prvi cast tvrdenia.
Dokaz druhej ¢asti zacneme pozorovanim, ze

IS {z: (f —r)u(x) >0, pre vsetkyl <n < p}.

7 prvej casti lemmy pre f — r vyplyva, ze

n—1

(f =malx) < ) (f =) (T (@) gy (T' (= Z |(f = r)(T"(2))]-

i=n—p

Il
o

]

Majtc na pamati, ze T' zachovava mieru, integraciou stran poslednej nerovnosti
dostavame

/f—rdu<n Erf—rd,u%— Z /|f—r\du (2.3)

i=n—p

Po nésoben{ stran (2.3) + ziskavame limitnym prechodom n — oo
/f—rdué f—rdpy,
Ep
¢im je dokonéend druhd cast dokazu. O

Veta 2.12. Nech je (X,S, u) pravdepodobnostny priestor a nech T je trans-
formdcia zachovavajica mieru na (X, S, p). Ak je funkcia f: X — R integrova-
telnd, potom plati

e limita

existuje pre vSetky z € X \ N, kde N je nulovd mnozina zavisiaca na f,

u(N) =0.

f(Tz) = f(z) skoro isto.

16



~ 7 Y 7 . . ’ ~ . .
e pre kazdu meratelnd T-invariantni mnozinu A je

/AfduzfAfdu.

Specidlne, pre T ergodicki je

n—1

1 )
lim — T = du sk isto.
Jim =3 (7)) / f dp skoro isto

Dokaz: Predpokladame, ze T' je ergodicka transformécia. Ukazeme, ze pre kazdu
f integrovatelnt je

/fd,u < fi(x) skoro isto. (2.4)
Oznacme

A={o: o)< [ 7).

Chceme ukézat, ze mnozina A je nulovd, tj u(A) = 0.
Predpokladajme, ze j1(A) > 0. Potom plati, ze

A=z fula <r</fdu}
reQ

Dalej ozna¢me
Cr=A{x: fui(zx)<r< /fd,u}.

Pretoze pu(A) > 0, existuje r € Q také, ze u(C,) > 0. Toto C, je T-invariantné
mod p, (tj. okrem mnoziny miery 0), pretoze

Gy = o f <7‘</f o)},

[(T(z)) = fu(x) podla lemmy (2.8) a [ f(T = [ f(x) , lebo T
zachovava mieru. Pretoze u(C,) > 0aT je ergodlcka Je u(C) = 1 DaleJ preto,
lebo

n—1
1 A
E, ={x: " ;f(Tl(a?)) > r, pre vietky 1 <n < p}

17



a u(C,) =1, plati
()=

lim p(E)) =0,

p—o0

Potom vsak

a teda podla druhej casti lemmy (2.11) je

/fdu<r

¢im sme dospeli k sporu. Cize u(A) = 0 a sme dokazali vzfah (2.4). Pouzitim
(2.4) na funkciu — f dostavame

n—1
1 )
B B N T .
/ fdu < hggf " EO f(T*(x)) skoro isto,
¢o mozno zapisat ako

n—1
/fdu > lim sup — Zf (T*(x)) skoro isto.

n—oo

Spolu so vztahom (2.4) to znamend, ze

/fd,u = lim — Zf T'(x)) skoro isto.

n—oo N

|

Veta 2.13. Nech je T" konec¢nd mieru zachovavajica transforméacia na pravde-
podobnostnom priestore (X, S, u). Potom je T ergodické prave vtedy, ked pre
vietky meratelné mnoziny A, B € X plati

18



Doékaz: Nech je T ergodicka transformdcia a A, B su meratelné podmnoziny X.
Potom je I4 integrovatelnd a podla Birkhoffovej vety je

n—1
1 .
lim — g I4(T*(x)) = u(A) skoro isto.
=0

n—oo N 4

Potom vsak

n—1

nh_)ngo % Z]IA(Ti(.zE))]IB(:v) = p(A)lg(x) skoro isto.

Pretoze plati

lim /EE_:]IA(Ti(x))]IB(x) du(x)

— / lim Z]IA(Ti(ZB))HB(x) dp(z)

=0

_ / (A5 (x) du(z)
— W(A)u(B).
Tiez plati

[ u@ @@ a) = 23 [

_ % > uT ()N B).

Teda B
tim 3™ u(T(4) 0 B) = p(A)p(B).

n—oo M

Pre dokaz druhej implikécie si vSimnime, ze pre mnozinu A T-invariantnu je

1 n—1

=3 (@A) N A) = p(4)
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a pre B = A je z predpokladu vety

Odtial dostédvame, Ze u(A) = u(A)?, a teda pu(A) = 0 alebo u(A¢) =0, ¢ize T je
ergodickd transformacia. U

Veta 2.14. Staciondrny ndhodny proces X nie je ergodicky prave vtedy, ked sa
d4 vyjadrit ako

(2.5)

v Y s pravdepodobnostou p
1z s pravdepodobnostou 1 — p,

kde p € (0,1) aY, Z st staciondrne ndhodné procesy s roznymi kone¢ne-rozmernymi
rozdeleniami.

Do6kaz: Nech X nie je ergodicky a nech A je podmnozina priestoru generovaného
procesom X invariantnd vzhladom k Tavému posunutiu a nech p = P(A) € (0,1).
Potom (2.5) plati pre Y, Z kanonické na priestore postupnosti s pravdepodob-
nostnymi mierami P, = %P |4, respektive Py = l%pP Ac. Pretoze A je invariantnd

vzhladom k posunutiu, tiez P, a P nie st ovplyvnené posunutim, a teda procesy
Y, Z st staciondrne. Ked'Ze mnoziny A a A€ st disjunktné, miery P;, P, st rozne
a potom aj konec¢ne-rozmerné rozdelenia procesov Y, Z si rozne.
Predpokladajme, Ze vztah (2.5) plati. Potom existuje ohrani¢end meratelnd funk-
cia f taka, ze Ef(Y) # Ef(Z). Podla vety (2.12) plati

n—1 ;
o1 ; L, s pravdepodobnostou p
lim — E f(r(X)) = ,
n—oon L Lo, s pravdepodobnostou 1 — p.

Ly a Ly st ndhodné veliciny s EL; = Ef(Y) a ELy, = Ef(Z). Kedze vsak
Ef(Y) # Ef(Z), veta (2.12) zlyhdva, ¢o znamend, ze X nie je ergodicka. [

Préve dokdzané tvrdenie (2.14) je dovodom, preco sa o staciondrnych neergo-
dickych procesoch vravi, ze maji nekonecni pamat. Staciondrnym ergodickym
ndhodnym procesom sa zase hovor{ ako procesom s konecnou paméatou.

V d'algej casti budeme hladat kritérium, podla ktorého by sme procesy s koneénou
pamatou rozdelili na procesy s dlhou, respektive kratkou pamétou.
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2.2 Mixing

Definicia 2.15. Nech je T mieru zachovéavajica transformécia na pravdepo-
dobnostnom priestore (X, S, ). Povieme, ze T' je mixujica, ak pre kazdé A, B
meratelné podmnoziny X je

lim pu(T7"(A) N B) = p(A)u(B).

n—oo

Poznamka 2.16. Vsimnime si, Ze definicia (2.15) sa dé pre B s u(B) > 0 zapisat

ako
fi B i),

teda v B bude asymptoticky pri iterovani T lezaf ¢ast A proporciondlna jej
velkosti v X.

Poznamka 2.17. V stvislosti s vetou (2.13) moézeme ergodicitu chdpat ako
mixing v (aritmetickom) priemere.

Poznamka 2.18. Vieme, Ze dva javy, reprezentované meratelnymi mnoZinami
A, B st nezavislé, ak u(ANB) = u(A)u(B). Preto sa mozeme na mixing pozerat
ako na asymptotickd nezdvislost, kde jeden z javov iterujeme transforméciou 7.

Definicia 2.19. Stacionarny nahodny proces X je mixujuci, ak jemu prislichajice
zobrazenie posunutia definované na prislusnom stavovom priestore je mixujica
transformécia. Posunutie moze byt definované na Tubovolnom stavovom pries-
tore, na ktorom je proces X meratelny.

Definicia 2.20. Nech je T mieru zachovéavajica transforméacia na pravdepo-
dobnostnom priestore (X, S, ). Povieme, ze T je slabo mixujica, ak pre kazdu
dvojicu meratelnych mnozin A, B, A, B € X, plat{

o1
lim —
n—oo N,

i (T~ (A) N B) — p(A)u(B)| = 0.
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Ak pre A, B meratelné mnoZiny ozna¢ime
a; = a;(A, B) = n(T~'(A) N B),
moéZzeme mixing vyjadrit ako konvergenciu postupnosti
a;(A, B) = u(A)u(B) pre i — oo.

Ergodicitu zase mozno zapisat ako

n—1

Z a;(A, B) = u(A)u(B) pre n — 0.

=0

1
n

Slabému mixingu zodpoveda
1 n—1
— " lai(A, B) = p(A)u(B)| = 0 pre n — oo,
n
i=0

Definicia 2.21. Nech je {a;} ohrani¢end postupnost redlnych ¢isel a a je redlne
¢islo. Povieme, ze {a;} konverguje k a v Cesarovom zmysle, ak plati

n—1
1
lim — g a; = a.
n—oo M,
i=0

Povieme, ze {a;} konverguje k a silne v Cesarovom zmysle, ak plati

1 n—1
lim —Z|ai—a| = 0.
n—oo N
=0

Vztah medzi konvergenciou bodovou, Cesaro a silnou Cesaro vystihuje na-
sledujica lemma.

Lemma 2.22. Nech je {a;} ohrani¢end postupnost. Potom konvergencia im-
plikuje silni Cesaro konvergenciu a silna Cesaro konvergencia implikuje Cesaro
konvergenciu.

Dékaz: Silva (2008), str. 202-203

22



Lemma 2.23. Nech je T mieru zachovavajuca transformécia na pravdepodob-
nostnom priestore. Plati

e Ak je T slabo mixujica, tak je ergodicka.

e Ak je T mixujica, tak je aj slabo mixujuca.

Doékaz:
e Pre T slabo mixujiicu konverguje postupnost
ai(A, B) = u(T~(A) N B)

silno v Cesarovom zmysle k u(A)u(B), a teda podla lemmy (2.22) konver-
guje k u(A)u(B) aj v Cesarovom zmysle. Takze T je ergodicka.

e Pre T mixujicu konverguje postupnost a;(A4, B) k u(A)u(B). Podla lemmy
(2.22) potom konverguje k p(A)u(B) aj silno v Cesarovom zmysle. Teda
T je slabo mixujuca.

g

Nech je X staciondrny proces a nech Y je definovana ako Y, = ¢g(X,) pre
vietky n, g : R — R je meratelnd funkcia. Je zrejmé, ze aj proces Y je sta-
ciondrny. Pretoze Y vznikol transformaciou procesu X, X by si mal pamétat
asponi tolko, ¢o Y. Pre g prostt taki, Ze aj g~ ! je meratelnd, intuicia hovori, Ze
procesy X a Y maji rovnako dlhi paméf, teda ak jeden proces ma dlht pamét,
tak ju md aj druhy proces. Tiito vlastnost procesy s dlhou paméatou definovanou
pomocou pojmov ergodickej tedrie maju, a to priamo z definicie. X je ergodicky,
resp. mixujici prave vtedy, ked Y je ergodicky, resp. mixujici.

Pozrime sa, ¢o pojmy mixing a ergodicita znamenajui pre gaussovské procesy.
Zacneme niekolkymi pomocnymi tvrdeniami.

Definicia 2.24. Nech je T meratelnd transforméicia na pravdepodobnostnom
priestore (X, S, u). Definujme unitdrny operator Ur na priestore meratelnych
komplexnych funkcii na X predpisom

f je meratelnd komplexnd funkcia na X. Povieme, ze Ur je unitdrny operétor
adjungovany transformécii 7.
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Uvazujme pravdepodobnostny priestor (M, S, i), gaussovsky proces X a
Y = Z%X(Sk) € L*(M,S, i),
k

ap € R a s, € Z, k € N. Z vlastnosti gaussovskych ndhodnych veli¢in vieme,
ze Y ma normalne rozdelenie. Ozna¢me HY) uzéaver velicin Y v L*(M, S, ). O

vlastnostiach H{T) hovori nasledujice lemma.

Lemma 2.25.

e Priestor H fr) je uzavrety realny podpriestor priestoru L?(M,S, i) a je in-
variantny vzhladom k unitdrnemu operatoru Uy adjungovanému k trans-
formacii T.

e Kazda nahodna velicina Y € Hfr) ma Gaussovo pravdepodobnostné roz-

delenie.

e Existuje izomorfizmus 6\” redlneho priestoru funkcii ¢(\) € L2(S', F),
®(A) = ¢(—A) a priestoru HY) taky, ze

Ur(6(¢)) = 6 (¢™9).

St oznacuje jednotkovi kruznicu a F' je spektralna distribuénd funkcia X.

Dokaz:

e Toto tvrdenie je zrejmé z definicie H{T) a Urp.

e Ak postupnost Y, konverguje k Y v norme v L*(M,S, ), potom ich
korespondujtice distribu¢né funkcie konverguju slabo, a teda ich charak-
teristické funkcie konverguju rovnomerne na kazdom konecnom intervale.
Charakteristickd funkcia normdlneho rozdelenia moze konvergovat len k
charakteristickej funkcii rovnakého typu, ¢im sme dokdzali druhd cast
lemmy.

e Pre Y =3, 4 X(s;) polozme ¢p(\) = Y, ape™*. Plati ¢(\) = ¢(—\) a
tiez EY? = [|¢p(N)]Pd F()N), kde sme vyuzili vztah EX (s;)X (s + t) =
ffﬂ e?*d F(\). Tymto sme definovali bijektivnu linedrnu izometriu QY)

mnoziny trigonometrickych polynémov ¢(A), ¢#(A) = ¢(—A) a mnoziny

nahodnych veli¢in Y. Pre QY) plati QY)(GMQS) = UTQY)(gb). Spojitym rozsirenim

HY) ziskame hladané izomorfné zobrazenie.
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Oznacme H 1(0) priestor komplexnych ndhodnych veli¢in tvaru

Y =Y +iYs, V1, Yz € HY.

Kazdému Y € H{ mozno priradit funkciu ¢1(A) + igo (), kde ¢;(A) = 67 (Y;),
j=1,2, 9@ je ako v lemme (2.25). Prislichajice zobrazenie ozna¢me ako 950).
Uved'me podobny vysledok ako pre QY).

Lemma 2.26. Zobrazenie 6\ charakterizuje izomorfizmus priestoru L2(S?, F)
a H' a platf
01 (") = Ur6;” ().

Dokaz: Nech je ¢ € L*(S', F) Tubovolnd. Mozno ju zapisat ako ¢(A\) = ¢1(A\) +
i¢2(A), kde

_ 1 -

o1(A) = 50N +o(=A)), $2(A) = 5-(d(A) = ¢(=A)).

1
2
Plati ¢1(A) = ¢1(—=A) a ¢2(A) = ¢a(—N). Z lemmy (2.25) vieme, Ze normélne
nahodné veliciny Yi,Ys; € Hl(r) koresponduji funkciam ¢q, ¢o. Spolu s linearitou
0\ to znamend, ze Y € H' koresponduje funkcii ¢. Zvysok vety plynie priamo
7 (2.25). O

Lemma 2.27. Nech je X redlny stacionarny gaussovsky proces s autokova-
rian¢nou funkciou { Ry }x>o a spektrélnou distribu¢nou funkciou F' na intervale
(—m,m). Plati, ze X je ergodicky prave vtedy, ked je F' spojitd.

Dokaz: Dokazeme, ze pre F' nespojiti X nie je ergodicky.

Nech je Ay, —m < Ao < 7 také, ze F(A\g) = F(—Xg) > 0. Ndhodn4 velic¢ina Y (\g)
taks, ze (017)71Yy, = ey, kde ex,(A) je rovné 1 pre A = Ao a rovné 0 inak,
je nenulové komplexnd ndhodnd veli¢ina, ktorej redlna aj imagindrna ¢ast méa
netrividlne Gaussovo rozdelenie. To vyplyva z lemmy (2.25). Potom plati

(617) 7 UrY (ho) = eex, (A) = ™0y, (A) = €(617) 7Y (o).
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Teda UrY (\g) = €Y ()\) a potom aj Ur|Y (Ag)| = |Y (A\o)|- To znamena, ze
funkcia |Y'()\g)| je invariantnd vzhladom k T'. Pretoze ma Y ()\g) normdlne rozde-
lenie, |Y'(A\g)| nie je konstanta mod 0. Tvrdenie plynie z faktu, ze pre X ergodicki
je invariantna funkcia konstanta na lubovolnej mnozine miery 1. To plati, pretoze
pre Tubovolné a je mnozina C, = {z : T(x) < a} invariantnd, a teda pu(C,) =0
alebo u(C,) = 1.

Dokaz opacnej implikdcie mozno ndjst v Cornfeld, Fomin, Sinai (1982), str. 368-
369. O

Lemma 2.28. Nech je X realny staciondarny gaussovsky proces s autokova-
rian¢nou funkciou { Ry }x>o a spektralnou distribu¢nou funkciou F' na intervale
(—m, 7). Proces X je mixujuci prave vtedy, ked Ry — 0 pre k — oo.

Doékaz: Cornfeld, Fomin, Sinai (1982), str. 369-371. O

Poziadavka R, — 0 pri & — oo je vSak nedostatocna, ako sme videli na
priklade frakcionalneho Gaussovského sumu.

Definicia dlhej pamiéti pre stacionarne procesy ako procesy s koneénou pamatou
(tj. ergodické), ktoré nie st mixujice, sa neujala. Na priklade frakciondlneho
Gaussovského sumu sme videli, ze podmienka R, — 0 pri kK — oo, ekvivalentna
s mixingom, nie je dostatocne silnd. Teraz uvedieme priklad takejto podmienky,
oznacovanej ako silny mixing.

2.3 Silny mixing

Definicia 2.29. Nech je (2, F, ) pravdepodobnostny priestor a A, B st o-
algebry, A, B C F. Potom definujeme miery zdvislosti a(A, B), p(A, B) ako

a(A,B) =sup{|P(ANB) — P(A)P(B)|,A € A, B € B},
p(A, B) = sup{|Corr(f, g)|, f € L*(A), g € L*(B)}.

Definicia 2.30. Nech je { X} }rez staciondrny ndhodny proces na pravdepodob-
nostnom priestore (2, F, u). Pre n > 1 definujme ax(n), px(n) ako

ax(n) =sup{|P(ANB) — P(A)P(B)|,A € o(Xy,k <0),B € o(Xy,k>n)},

px(n) = p(o(Xp, k <0),0(Xg, k > n))
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Povieme, ze proces X je silne mixujuci, ak ax(n) — 0 pre n — oo. Proces X je
p-mixujuici, ak px(n) — 0 pre n — oo.

Poznamka 2.31. Vsimnime si, Ze silny mixing ndm hovori, ze v istom zmysle
proces nie je velmi odlisny od postupnosti nezavislych rovnako rozdelenych
veliéin. Menovite, minulost a budiicnost procesu si asymptoticky nezavislé.

Lemma 2.32. Nech si A a B g-algebry, p, g € (0, 00] a nech je %%—% < 1. Potom
pre X € L,(A), Y € L,(B) plati

1—1_1

[EXY — EXEY]| < 8(a(A, B))' 5 5[ [X||,|IY |- (2.6)

Dékaz: Bradley (2007), str. 71-73. O

Lemma 2.33. Nech je {Xj}rez stacionarny proces s EXy =0 a Var(S,) — o
pre n — 0o. Nech plati, ze pre nejaké K < oo a d >0 je

E|S, |2 < K(Var(S,))*2,

|| E(Sn|Fo)ll1 = o(oy,) pre n — oo, (2.7)
a nech existuje kladna nahodna veli¢ina 7 taka, ze
52
lim F <—72L|.7:_n) =nv Ly, (2.8)
n—oo O-TL

Fy = o(Xy, k < i). Potom plati vztah

S(n)

On

— v/nB slabo v D[0, 1],

S oznacuje proces éiastoénych sictov ako v (1.2).

Dokaz: Merlevede, Peligrad, Utev (2006), str. 27-28. O
Veta 2.34. Nech je {Xj}rez stacionarny, silne mixujici proces s EXy = 0 a
E|X|*" < oo pre 6 > 0. Dalej nech Var(S,) — oo pre n — oo a nech pre

nejaké K < oo plati
E|S,|* < K(Var(S,))'*2 (2.9)
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pre vietky n > 1. Potom pre proces ¢iastocnych sictov S™ z (1.2) plati

1
—— 58" — Bglabo v D|0,1],
(Var(S,))z

B oznacuje Brownov pohyb. Ak navyse pre autokovarianéni funkciu R, =
Cov(Xo, X)), n=0,1,... plati

o0

D Ry < 0,

n=0

tak limita
. Var(S,)
lim ———~

n—oo n

existuje, je kladna a konecénd a plati (1.3).

Dokaz: Pre dokaz prvej casti vety overime predpoklady tvrdenia (2.33).
Vdaka stacionarite plati

E|E(S,|Fo)| < E|E(Snym|Fo)l + 0m < E|E(Sp|Fom)| + 20m-
Pretoze 02 — oo, vztah (2.7) bude platit, ak ukdzeme, ze

lim lim E|E(SnlF—m)]

m—00 N—+00 On

= 0. (2.10)

Vdaka vztahu (2.6) a predpokladu (2.9) pre kladné konstanty c, ¢; plati

E(E(S,|F_m))? = Cov(Sy, B(Su|F_m))
< a7 (m)(B| S0 77 (BIE(Sul ) +0) 755
< ca' 77 (m)(B|S, )2
< clalfﬁ(m)K%Var(Sn)
pre vsetky m = 1,2,.... Z toho spolu s Var(S,) — oo a a(m) — 0, m,n — oo,

vyplyva (2.10).
Ostéva overit podmienku (2.8). K tomu pouzijeme identitu

EIXE(Y|F)| = COU(|X|(]IE(Y|J-')>O - HE(Y\F)§O>7Y)~
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Aplikdciouna X =1,V = % — 1 a F = F_, ziskavame

Tn

ey’ (n)o?

52
E]E(;—l\]—“_nﬂ = Cov((Igwy7_)>0 — Levi7_)<0), Y)
< alTE(n)(B(Y]"))5e
< ezl 7m (n) (B, [*) =5
2
<

n’

kde ¢y, c3, ¢4 s kladné konstanty. Odtial vyplyva, Zze vztah (2.8) plati s n = 1.
Pre naznak dokazu druhej casti vety odkazeme citatela na Bradley (1998), str.
2. O

Prave dokazana veta hovori, ze ¢o do platnosti centralnej limitnej vety sa
silne mixujice procesy spravaji podobne ako postupnost nezavislych ndhodnych
veli¢in. Preto ich méZeme povazovat za procesy s kratkou pamatou. Nedostatkom
vety (2.34) s d'alsie podmienky kladené na momenty procesu. Tie sa pokisime
odstranit zavedenim este silnejsej formy mixingu.

Definicia 2.35. Nech je { X} } ez stacionarny ndhodny proces na pravdepodob-
nostnom priestore (2, F, ). Pre n > 1 definujme o (n), p%(n) ako

ak(n) = S;lJP{Q(J<Xk’ keS),Beo(XgkeT))},

py(n) = s;ljp{p(a(Xk, keS),Beo(XykeTl))},
kde v oboch pripadoch je supremum z mnozin S, T C Z takych, ze

dlSt(S, T) = inf |]€1 — kQ‘ Z n.
k1€S,ko €T
Povieme, ze proces X je prepletene silne mixujici, ak a¥(n) — 0 pre n — oc.
Proces X je p*-mixujuci ak p%(n) — 0 pre n — oc.

Poznamka 2.36. Slovo prepletene je v nazve kvoli skutocnosti, ze mnoziny S, T
nemusia byt "spojené” a kazd4 mnozina moze mat prvky "medzi” prvkami druhej
mnoziny. Priptisfame také mnoziny, Ze existuje s; € S také, Ze existuji t,,t, € T'
tak, ze plati t; < s1 < t9, podobne pre mnozinu 7.
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Veta 2.37. Nech je {Xj}rez staciondrny, prepletene silne mixujici proces s
EXy, = 0 a E|X|*> < oco. Dalej nech Var(S,) — oo pre n — oo. Potom pre
proces ¢iastocnych suctov S™ plati

1

—— S — Bslabo v D0, 1],
(Var(S,))z

B oznacuje Brownov pohyb. Limita

lim Var(Sy)

n—o0 n

existuje, je kladna a konecénd a plati (1.3).

Dokaz: Peligrad (1998), str. 3, 8. Veta aj dokaz st uvedené s podmienkou p*-
mixingu. Ekvivalenciu podmienok mixingu mozno najst vo vete 1(c) v praci
Bradley (1993), str. 2-5. O

Nasledujuca veta hovori o tom, kedy su gaussovské procesy silne mixujice.

Veta 2.38. Nech je { Xy }rez staciondrny gaussovsky proces so spektralnou hus-
totou spojitou a kladnou na intervale (—m, 7]. Potom je proces X silne mixujuci.

Dokaz: Rosenblatt (1972), str. 557-558. Dokaz v skutocnosti plati pre p*-mixing,
ktory je ekvivalentny s prepletene silnym mixingom (veta 1(c), Bradley (1993),
str. 2-5), ktory implikuje silny mixing. U

V zmysle uvedenych vysledkov sa za procesy s dlhou paméitou pokladaji
procesy s kone¢nou paméatou, ktoré nie s silne mixujtice, respektive prepletene
silne mixujuice. Téato definicia spfﬁa podmienku, Ze ak si procesy X, Y vo vztahu
Y, = g(X.,), g je bijekcia, tak X ma dlhi pamat prave vtedy, ked Y mé dlha
pamat. Nevyhodou tohto pristupu je, Ze podmienky silného a prepletene silného
mixingu nie si obecne jednoducho overitelné. Takisto spravanie silne mixujiicich
procesov nie nutne kore§ponduje s postupnostami nezdvislych rovnako rozde-
lenych veli¢in pri inej agregécii ako sume.
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Kapitola 3

Momentové charakteristiky a
dlha pamat

Jednym z moznych pohladov na dlhi pamét je pomocou korelécif a ich pomalého
rozpadu. Tento pristup je v znacnej oblube vdaka jednoduchej interpretécii a
tiez preto, Ze koreldcia je jednym z najlahsie meratelnych a odhadnutelnych
charakteristik modelov.

V tejto kapitole sa, z pochopitelnych dovodov, obmedzime na slabo staciondrne
procesy.

S témou druhych momentov a ich lohou pri definicii dlhej pamati tzko stuvisi
dalsi mozny sposob uchopenia tejto problematiky, a to spravanie spektrdlnej
hustoty patriéného procesu v pociatku.

Nasledujica ¢ast je venovana tedrii o slowly varying funkcidch a regularly varying
funkcidch, ktorti budeme potrebovat v d’alsich sekcidch.

3.1 Slowly varying funkcie

Definicia 3.1. Nech je [ kladnd meratelnd funkcia definovansd na okoli ne-

kone¢na, (X, 00). Ak plati, ze
[(\z)
l(x)

pre kazdé X > 0, povieme, ze [ je slowly varying.

— 1 pre v = o0 (3.1)

Poznamka 3.2. Volbou [(z) = [(X) na intervale (0, X) m6zeme poziadavku na
okolie nekone¢na (X, 00) zmenit na predpoklad, ze [ je definovand na (0, 00).

31



Dolezitym vysledkom tedrie o slowly varying funkciach je veta o rovnomernej
konvergencii. Pred niou uvedieme este jedno pomocné tvrdenie.

Lemma 3.3. Nech je A mnozina kladnej Lebesgueovej miery, A C R. Potom
mnozina rozdielov
{a—d :a,d € A}

obsahuje otvoreny interval, v ktorom lezi pociatok 0.

Dokaz: Bingham, Goldie, Teugels (1989), str. 2-3. O

Veta 3.4. Nech je funkcia [ slowly varying. Potom plati, ze

[(Az)
I(x)

rovnomerne na kazdej kompaktnej podmnozine (0, c0), ktorej patri .

— 1 pre x — o0

Dokaz: Z praktickych dovodov oznacme h(z) = logl(e®). Potom predpoklad z
vety (3.4) mozno zapisat ako

h(x +u) — h(z) = 0 pre x — oo

pre kazdé u € R, dokazovat budeme rovnomernt konvergenciu na kompaktnych
podmozindch R s u.

Najprv ukazeme, Ze pre kazdu postupnost {z,}, x, — oo pre n — oo a kazdu
ohranicent postupnost {u,} plati

h(zy, + u,) — h(x,) — 0 pre n — oo. (3.2)

Zvolme € > 0 a ozna¢me B = 1+4sup,,cy |un|- B < 00, pretoze {u, } je ohranicend.
Pre kazdé u € (—B, B), n > 1 polozme
Ayu=(—B,B) N {v:Vk>n,|h(zy+u+v)—h(zg+u)| <

(g + wp +v) — h(zg +u)| < %

€
3a

a zafixujme u € (—B, B). Potom st mnoziny A,, meratelné a (J)~ A, =
(=B, B). Teda existuje také N(u) prirodzené také, Ze An(y), ma kladni (Le-
besgueovu) mieru. Podla lemmy (3.3) mnozina rozdielov

{vi —v2 1 w1, 02 € ANyt
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obsahuje interval (—=V (u), V' (u)) pre nejaké V' (u) kladné redlne. Potom pre kazdé
n také, ze n > N(u) a |u, — u| < V(u) mozno néjst v',v” € Ay také, ze
u~+ v = u, +v". Takze plati

|h (2, + up) — (25 + w)|
< |Wxy +u+0") = h(xy +un)| + |h(z, +u+ ") — bz, +u)
= |h(zy + up +0") — h(zy + up)| + |R(2p + u+ V") — h(z) + u)|
e € 2

< — 4 - =Z¢ 3.3

=3t3= 35 (33)
Intervaly (u—V (u), u+V (u)) st otvorené a pokryvajui interval (—B, B). Je mozné
vybrat konecné pokrytie (u/ — V(uw?),uw’ + V(u?)) pre nejaki koneéni mnozinu
{u',...;u"} C (=B, B). Oznatme N; = max(N(u'),..., N(u")). Existuje Ny
také, ze plati
€
3
pren > Nyaj=1,...,r. Potom pre kazdé n > Ny pre u, plati |u, —u’/| < V(u?)
pre nejaké j, a pre n > N(u?) platf |h(z, +uy,) — h(z, +u/)| < 3¢, vdaka (3.3).
Spolu so vztahom (3.4) to znamena, ze |h(z, +u,) —h(z,)| < €, ¢im sme ukdzali
platnost (3.2).
Uvazujme Tubovolny kompaktny interval {a,b) C R. Pre kazdé n prirodzené
mozno néjst u, € (a,b) také, ze

|h(z, +u’) — h(z,)| < (3.4)

u€(a,b) n

|h(n + u,) — h(n)| > min {n, sup |h(n+uy,) — h(n)| — l} : (3.5)

7 uz dokézaného vztahu (3.2) vieme, ze h(n + u,) — h(n) — 0 pre n — 00, z
¢oho vyplyva, ze supremum z (3.5) je pre velké n konetné a konverguje k 0. Teda
h(n +u) — h(n) — 0 pre n — oo lokélne rovnomerne v w.

Podla prave dokdzaného d'alej plati

sup [h(x +u) - h(z)|

u€(a,b)
< S |h(x +u) = h(z])] + [A(z) = h([2])]
< S |([x] +u) = h([z])] + S |A([x] 4+ u) = h([z])]
—0 | |
pre [z] — oo. O
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Poznamka 3.5. Konvergenciou rovnomerne na kazdej kompaktnej podmnozine
s A v skutocnosti dokazujeme lokalnu rovnomernui konvergenciu.

O tvare slowly varying funkcidch hovori veta o reprezentacii. K jej dokazu
budeme potrebovat nasledujice pomocné tvrdenie.

Lemma 3.6. Nech je [ kladnd, meratelnd funkcia definovand na intervale (A, 0o)
taka, ze
[(\z)
I(x)
pre kazdé A kladné. Potom je [ ohranic¢ena na vSetkych konecnych intervaloch
dostatocne vzdialenych od A vpravo. Ak polozime h(z) = logl(e®), funkcia h je
tiez ohranicend na vsetkych intervaloch dostato¢ne d'aleko vpravo.

— 1 pre x — o0

Dokaz: Podla vety (3.4) existuje X také, ze
|h(z+u)—h(z)] <1lprexz> X, ue(01).

Potom vsak je |h(z)] < 1+ |h(X)| na intervale (X, X + 1), a vdaka indukcii
aj [h(z)] < n+ |h(X)| na (X, X + n). Odtial vyplyva platnost tvrdenia pre
funkciu h. Tvrdenie je platné aj pre funkciu I, pretoZe | mozno zapisat ako
[(x) = exp h(logz) a plati tvrdenie pre h. O

Poznamka 3.7. Prave dokazand lemma hovori, ze existuje X > 0 také, ze
je [ lokdlne ohrani¢end na (X, 00), pricom lokdlnou ohrani¢enostou myslime,
ze je ohranicend na kazdej kompaktnej podmnozine danej mnoziny. Pretoze je
| meratelnd a lokdlne ohranicend, je aj lokdlne integrovatelnd na (X, oo), tj
le L} (X, 0).

loc

Veta 3.8. Funkcia [ je slowly varying prave vtedy, ked sa [ d4 zapisat ako

I(z) = clx) exp { / ' E(u—“) du} (3.6)

pre x > a, kde a je konstanta, a > 0, ¢ je meratelna funkcia takd, ze c(z) — ¢,
c € (0,00) ae(x) = 0 pre x — oo.

Poznamka 3.9. Podobne ako v dokaze vety (3.4) polozime h(z) = logl(e*) a
budeme dokazovat, ze pre h plati (3.2) prave vtedy, ked sa d& h zapisat ako

h(z) = d(z) + /: e(v)dv (3.7)



pre x > b, kde b =loga, d(x) = c¢1(e"), e(x) = €(e”) a plati, ze d(x) - d, d € R
ae(x) — 0 pre xr — oo.

Dékaz: Ak plati (3.6), tak je

l()\l‘) _ C()\l’) exp /)\:p@du |

[(x) c(x) . U
Zvolme Tubovolny interval {(a,b), 0 < a < b < oo, a Iubovolné € > 0. Potom pre
x dostatocne velké a kazdé X € (a,b) lez{ pravd strana medzi

(1 - €) exp{—emax(| logal, | log b))}

(1 + ¢€) exp{emax(|logal,|logb|)},

z toho vyplyva platnost (3.1). Tym sme dokdzali jednu implikdciu.

Podla lemmy (3.6) je h ohrani¢end a meratelnd, a teda integrovatelnd na konec¢nych
intervaloch dostatoéne d’aleko napravo. Preto pre dostatocéne velké X mozeme
pisat

h() :/M (h(x)—h(t))dwr/gc (h(t+1)—h(t))dt+/X+1h(t)dt

X X

pre z > X. Posledny ¢len na pravej strane je konstanta, oznacme juc, [ ))(( i h(t)dt =
c. Ak polozime e(z) = h(x + 1) — h(z), tak e(z) — 0 s © — oo. Plati, ze prvy
¢len pravej strany

/ ) — b)) dt = /0 (h(z) = h(z + u)) du,

¢o konverguje k 0 s * — oo, podla vety (3.4). Tym sme dokazali vztah (3.7) s
d(z) = c+ [} (h(z) — h(z +w)) du. O

Poznamka 3.10. V pripade, Ze nés zaujima len limitné chovanie slowly varying
funkcie /, moZeme miesto nej uvazovat slowly varying funkciu tvaru

L (z) = cexp { / ) is) du} (3.8)
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pre x > a, konstantu 0 < ¢ < 0o a €(z) — 0 s © — oco. Takymto slowly varying
funkcidm hovorime normalizované slowly varying funkcie.
Zaujimavé je, ze pre ne plati

e(z) = skoro isto

a, naopak, pre danti funkciu [; spojittd, o(1), s €(z) = xllll((xw)) ziskame integrovanim

tvar (3.8), teda takato [; je normalizovana.

Uvazujme funkciu f kladni, definovani na intervale (X, 00) pre X > 0.
Podobne ako v pripade slowly varying funkcii mozno definiény obor rozsirit na
(0,00) polozenim f(x) = f(X) na (0, X). Oznacme S mnozinu vsetkych A > 0
takych, ze

f(Ax)

()
kde g(A) > 0. Ak A\, u € S, tak

fOwp) _ fO) f(p)
fl@)  flpx) f(x)

Teda Ap je prvkom S a plati

— g(A\) pre z — oo, (3.9)

— g(A\)g(p) preA — oo.

g(Ap) = g(N)g(u)

pre A\, € S. Zo vztahu (3.9) mozno nahliadnut, ze ak A\ € S, tak aj % €Sa
9(3) = TIA)' Cize S tvorf multiplikativnu podgrupu na (0, o).
Podobne ako na predchadzajucich strankach, z praktickych dovodov prejdeme k
aditivnej notécii. Oznac¢me h(z) = log f(e*), k(u) =logg(e*) a T = {logA: X €
S}. Potom je

h(x 4+ u) — h(z) — k(u) (3.10)

pre x — oo a pre vSetky u € T, T' C R. Analogicky s S je T aditivna podgrupa
R a plati
kE(u+v) = k(u) + k(v)

pre u,v € T

Nasledujica veta charakterizuje mozné limitné funkcie g. Ukazeme, ze pre f
rozumnu a S nie prilis mali je g(A) = A\* pre nejaké p redlne. V dokaze budeme
potrebovat pomocné tvrdenie.
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Lemma 3.11. Nech je k aditivna meratelna funkcia. Potom je k(z) tvaru k(x) =
cx pre nejaka konstantu c.

Doékaz: Bingham, Goldie, Teugels (1989), str. 5. O

Veta 3.12. Nech je f > 0 meratelnd funkcia a nech

fAz) — g(A\) pre x — oo, (3.11)

f(z)
plati pre vsetky A na mnozine kladnej (Lebesgueovej) miery. Potom
1. (3.11) plati pre vsetky A > 0,
2. existuje p redlne také, ze g(\) = M\ pre vsetky A > 0,

3. f(z) = x’l(x), kde [ je slowly varying funkcia.

Dokaz:

1. Pre dokaz pouzijeme aditivnu notdciu. Vztah (3.10) plati pre T aditivnu
podgrupu R a T je kladnej miery. Podla lemmy (3.3) obsahuje T interval
(—0,0) pre nejaké 6 > 0. Pretoze je T" podgrupa aditivna, obsahuje aj
(—nd,nd) pren =1,2,..., a teda T =R, ¢im sme dokazali prvy bod.

2. Uvazujme limity vo vyrazoch (3.11) a (3.10) podla Heineho. Funkcie g a k
st bodové limity postupnosti meratelnych funkcii, a teda st tiez meratelné.
Pretoze T = R a k je aditivna, tak podla lemmy (3.11) plati, Ze pre nejaké p
redlne je k(u) = pu. Prechodom k multiplikativnemu znaceniu dostavame,

ze g(\) = AP,

3. Pre dokaz bodu 3. polozme [(z) = L‘Z) Potom je

xT

pre x — oo pre vsetky A > 0.

37



3.2 Regularly varying funkcie
Definicia 3.13. Nech je f kladnd meratelnd funkcia takd, ze pre vsetky A > 0

plati
f(Az)
f(x)

pre x — oo a p € R. Povieme, ze f je regularly varying s indexom p, piSeme
feR,

Mnozinu vsetkych regularly varying funkcii ozna¢ime R, R = ek Lo

— )\

Poznamka 3.14. Vsimnime si, ze slowly varying funkcie odpovedaji mnozine
Ry, v oznaceni z definicie (3.13).

Definicia 3.15. Nech je f kladnd meratelnd funkcia takd, ze pre vsetky A > 0

plati
f(Az)
f(x)

pre x — 0, a nejaké p € R. Povieme, ze f je regularly varying v pociatku s
indexom p, piseme f € R,(0+).

— )\

Pozndmka 3.16. Vztah f(z) € R,(0+) sa dé ekvivalentne zapfsat ako f(2) €
R,

Priamym dosledkom vety (3.8) je, ze pre f regularly varying s indexom p
plati

f(z) = 2"l(z)
= 27¢(z) exp {/x # du} pre z > a, (3.12)

kde a > 0, e(z) = 0ac(z) > csx — o0, c € (0,00). V zmysle poznamky (3.10)
mozeme povedat, Ze

F(@) = (c+ o(1)) exp {/1 p+oll) du}

u

s ¢ kladnou konecnou konstantou pri predefinovani f na nejakej kompaktnej
podmnozine intervalu (0, 00). V aditivnej notécii, h(x) = log f(e*), piSeme

h(z) =d+o(1) + /Ox(p +o(1)) du,

kde d = log ¢, d € R. Spomenme este dosledok tohto vztahu.
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Dosledok 3.17. Nech je f regularly varying funkcia s indexom p, p # 0. Potom
pre x — o0 je
oo prep >0

-

0 prep<0.

Obdoba vety (3.4) pre regularly varying funkcie znie nasledovne.

Veta 3.18. Nech je f funkcia regularly varying s indexom p a pre p > 0 nech je
f ohranic¢end na kazdom intervale (0, X). Potom plati

na kazdom({a,b),0 < a < b < oo pre p=0

f(Ax)
/()

— A rovnomerne v A { na kazdom(0,b),0 < b < oo pre p >0
na kazdom(a, 00),0 < a < oo pre p < 0.

Doékaz: Pripad p = 0 je dokdzany pre vetu (3.4).

Predpokladajme, zZe je p > 0. Bez ujmy na vseobecnosti uvazujme X € (0, 1).
1

Zvolme e € (0, 1) lubovolne a polozme A = (£)7. Potom plati

0< A\ < % 0 < 4Nt < % (3.13)

pre (0 < A < A). Mozno n4jst také X, ze pre funkcie c,€ z vyjadrenia f ako
(3.12) plati

< ¢(z) < 2, e(r) <1 (3.14)

oo

pre z > X;. Potompre 0 < A < Aaz > 2L 3L plati (3.14) pre z, aj pre Az, pretoze

% < 4N*L Za tychto podmienok z (3.13) vyplyva, ze

SO

) _ M| < 4artt (3.15)
x)

sO<A<A a x> X Polozme M = supy,<y, [(t), M < co. Je mozné najst

X, také, ze f( ) < ¢ pre vietky > X,. Pouzitim (3.13) dostdvame

SOl - (3.16)
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pre 0 < A< A Xo <z < % Pre funkciu [ slowly varying, I(z) = % mozeme
podla vety (3.4) najst X3 také, ze

I(A

‘ (Az) — 1‘ <€

I(x)

pre A < A <1ax> X3 Potom plati

— 1‘ <e
pre A < X <1, x> Xs. Spolu s (3.15) a (3.16) to znamend, ze

Ol
‘f(x) M| =2

pre 0 < A <1 ax >max{Xs, X3}, ¢im sme dokézali rovnomerni konvergenciu.
Pripad p < 0 sa dokazuje podobne ako pre p > 0. O

Definicia 3.19. Nech je f kladnd meratelnd funkcia. Povieme, Ze f patri do
Zygmundovej triedy Z, ak pre kazdé a > 0 je x* f(x) nakoniec rastiica a x =% f(x)
nakoniec klesajica.

Veta 3.20. Zygmundova trieda Z je totozna s mnozinou normalizovanych slowly
varying funkcii z pozndmky (3.10).

Dokaz: Nech f patri do Zygmundovej triedy. Zvolme X, pre kazdé a > 0 tak,
ze x°f(x) je rastica a x~*f(z) je klesajica pre z > X,. V aditivnom zapise
oznacme h(z) = log f(e®), T,, = log X,,. Potom je funkcia h(z) 4+ ax neklesajica
a funkcia h(z) — ax nerastiica na (T, 00). Pre o = 1 plati pre y > z > T} vztah

—(y — ) < h(y) — hz) < (y — ),

a teda je h absolitne spojitd na (77, 00). (tj.
> h(y) = hlaw)] < e
k=1

na vsetkych mnozindch disjunktnych intervalov {(xy,yx)} takych, ze > ;_, (yr —
xy) < d(€). ) Potom plati

T

h(z) = W(T}) + / e(t) dt

T
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pre T} < x < oo, kde e je meratelnd funkcia a e = h' skoro vsade na (T}, 00). V
bodoch, kde h'(z) neexistuje, dodefinujeme e(x) = 0. Z definicie T, vyplyva, ze
v bodoch, kde h'(z) existuje a x > T, plati —a < h'(z) < a. Teda e(xz) — 0 pre

z — oo. Cize plati
) = fecy e { [ au

X1 u

pre x > X1, ¢im sme ukézali, Ze f je normalizovana slowly varying.
To, ze kazda normalizovana slowly varying funkcia patri do Zygmundovej triedy
vyplyva z vyjadrenia f, vid pozndmka (3.10). O

O asymptotickom spravani integralov regularly varying funkcii hovori Kara-
matova veta. K jej dokazu budeme potrebovat Potterovu vetu. Jej predmetom
pozornosti je ohranicenost vyrazu % pre regularly varying funkcie.

Veta 3.21. 1. Nech je [ slowly varying. Potom pre lubovolné konstanty A >
1, § > 0 existuje také X, X = (A4,9), ze

i < Ame{ (3)(0) )
pre z,y > X.

2. Nech je [ slowly varying a nech pre kazdu kompaktni podmnozinu {(a, b),
(a,b) C (0,00), existuje konstanta ¢ > 0 takd, ze I[(z) > 0 na (a,b) alebo
[(x) < O0na (a,b) aplati [(x) < oo na (a,b). Potom pre kazdé § > 0 existuje
A= A'(5) > 1 také, ze

% < A'max { (%)6 <%>_6}

o~

pre z,y € (0, 00).

3. Nech je f regularly varying s indexom p. Potom pre Tubovolné konstanty
A>1, 6 > 0 existuje také X, X = X(A4,9), ze

i = Ams{ ()7 ()
pre x,y > X.
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Doékaz:
1. Toto tvrdenie je priamym dosledkom vety (3.8).

2. Zvolme A > 1, § > 0 a nech je X také, Ze plati bod 1. Potom z lokdlnej
ohranicenosti f existuje A* > 1 také, ze

o~

(y) )
i) =7

pre 0 <z,y < X.Potompre 0 <z < X <y je

fﬁii = zl(()y<>) lz(é)) =4 (%)5’4* s AL (%)6

Podobne jepre 0 <y < X <z

I(y)

I(x)

Polozime A" = AA*, a tym sme dokézali bod 2.

IN

AA*<Q>_5

T

3. Vyplyva z bodu 1. a vyjadrenia f ako f(z) = z”l(z), kde I(z) je slowly
varying.

U

Veta 3.22. Nech je [ slowly varying a je X > 0 konstanta takd, ze [(x) je lokdlne
ohranic¢end na (X, 00). Potom pre o« > —1 plati

toU(t) dt ~ ot L 1
/ () T 1 (3 7)

pre x — o0.

Dékaz: Zvolme 6 € (0, + 1). Nech je X(2,0) ako vo vete (3.21) v bode 1.

Polozme X' = max{X, X(2,6)}. Potom je, s vyuzitim substiticie u = £,

1 "o = IM s (w)u® du
Ty 108 = [T eyl e 19
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Integrand na pravej strane konverguje k u® a podla vety (3.21) je zhora ohranicen4
vyrazom 2u®~?. Potom podla vety o zamene limity a integralu konverguje pravé

strana (3.18) k
! 1
/ u*du = .
0 a+1

Tymto sme dokazali pozadované tvrdenie, kde vSak miesto dolnej hranice X
pouzivame X'. PretoZe vSak prava strana 3.17 konverguje k oo, moézeme na lavej
strane nahradit X’ za X. O

Definicia 3.23. Nech je {a, },en postupnost redlnych cisel. Povieme, ze {a,} je
regularly varying s indexom p, ak existuje funkcia f regularly vaying s indexom
p takd, ze a, = f(n) pre vsetky n € N.

3.3 Druhé momenty a spektralna hustota

Teraz sme pripraveni sa venovat dlhej pamiti v spojitosti s druhymi momentami
nahodného procesu.

Nech je X = (X;, Xs,...) centrovany stacionarny ndhodny proces a nech ma X
konecny rozptyl o?. Ozna¢me autokovarianéni funkciu R, = Cov(Xy, X,41) a
autokorelacnui funkciu p, = %, n = 1,2,.... Potom mézeme vyjadrit rozptyl
¢iastocnej sumy procesu X, S, = X; + ...+ X, ako

n n n

VarS, = Z Cov(X;, X;) = o? Z nPji—j|

= g2 (n—i—QZ_:(n—i)Pi) . (3.19)

Z tohto vyjadrenia mozno usudit, Ze spravanie VarS, tzko stvisi s rychlostou
rozpadu autokoreldcie procesu X. Predpokladajme, Ze je postupnost autoko-
reldcif spocitatelna,

=1 j

> ol < 0. (3.20)
n=0

Potom podla Lebesgueovej vety o zdmene limity a integrlu limita

lim Y45 _ 2 (1 4 2Zm> = o? (3.21)
=1

n—oo n
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existuje a je konecna, ozna¢me ju ako o2. Ak limita o2 nie je nulovd, tak rozptyl
postupnosti ¢iastoénych sictov VarS, rastie linearne s poc¢tom clenov n.
Predpokladajme, ze autokorela¢na funkcia procesu X je regularly varying,

pn = n"L(n),
kde L(n) je slowly varying, n > 1 a 0 < d < 1. Rozptyl S, mozno zapisat ako
n—1 n—1
VarS, = o (n +2ny L) -2 z’ldL(i)> : (3.22)
i=1 i=1
Pouzitim vety (3.22) na jednotlivé sumy v (3.22) dostdvame vztah

(n—1)YLn—-1) (n—12>L(n-1)

VarS, ~
ar n+ (1—d) 2—d)
s n — 00, Co po zjednoduseni je
20?2
o~ ——————1L 2-d 2
VarsS, i—de—d (n)n="¢, (3.23)

kde n — oo. To znamena, ze rozptyl postupnosti ¢iastocnych stuctov rastie pre
autokorela¢nii funkciu regularly varying rychlejsie ako v pripade spoc¢itatelnych
¢lenov autokorelacie. Toto zodpoveda modelu frakcionalneho Gaussovského Sumu
s indexom H, H > %, kde je asymptotika VarS, dana vztahom (1.4).

7Z pohladu spravania sa rozptylu postupnosti ¢iastoc¢nych sic¢tov stacionarneho
nahodného procesu je rozptyl s linedrnym rastom v zavislosti na pocte ¢lenov
spravanie blizke postupnosti nezavislych rovnako rozdelenych veli¢in. V casti o
mixingu sme videli, Ze za platnosti d'alsich podmienok, ako silny mixing a pred-
poklad konec¢nosti urcitych momentov, plati zaver funkcionédlnej centralnej limit-
nej vety. Ked vsak rozptyl postupnosti ¢iastoénych stctov rastie ako regularly
varying funkcia s indexom vacésim ako 1, je konvergencia k Brownovmu pohybu
vyltiéend, a to bez ohladu na pouziti normalizdciu. To vyplyva z Lampertiho
vety (pozri Embrechts, Maejima (2002), str. 13-15).

To je dovod, preco je ¢asto divergencia sumy koreldcii povazovand za de-
finiciu dlhej paméti. Konecnost sumy koreldcii 3.20 je potom indikdtorom kratkej
paméti. Dalsou moznostou, ako oddelif procesy s dlhou a kratkou pamétou je
uvazovat o tom, ako rychlo rastie rozptyl postupnosti ¢iastoénych siétov. Podla
tohto pristupu mé slabo staciondrny proces kratku pamét, ak

Vars,
< 0

n—00 n

(3.24)

44



Proces s dlhou paméitou md v tomto pripade limitu (3.24) nekone¢ni a sumabi-
lita korelacii nie je nutna. Nech rastie rozptyl postupnosti ¢iastoénych stictov
najviac linearne, a pisSme

VarsS, 9 2 Cn
N 3.25
S, ( +zzp) (325

Potom ak
K
> <o (3.26)
n=0

konverguje pre K — oo, tak plati (3.21) aj bez podmienky (3.20), pretoze kon-
vergencia implikuje Cesaro konvergenciu, vid lemma (2.22). Prikladom takejto
situacie je proces s

sin(na)
Pn = )
na
n=1,2,...aa € (0,7). Poznamenajme, Ze ani konvergencia (3.26) nie je nutna,
o com svedci proces s
1
n — S -1 n?
pn=5(=1)

n=12,....

Pozrime sa blizsie na autokovarianént funkciu procesu zo spektrélnej stranky:.
Pripomenme, ze spektrélna distribuénd funkcia F' je miera na intervale (—m, 7]
a plati

Ry, = / cos(kx) F(dz), k > 0.
(_7"771—]
V pripade, ze plati podmienka (3.20), tak m& F' spojiti hustotu vzhladom k

Lebesgueovej miere na (—m, 7]. T budeme oznacovat ako spektralnu hustotu,
piseme f(x), a plati
o? =
flz) = oy 1+2 an cos(nz) | ,—m <z <. (3.27)

n=1

Nech spektralna distribuc¢na funkcia F' je neatomicka v bodoch 0, 7, potom pre
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1 < 7 plati

J J
1
5 pi = — E p; cos(iz) F(dx)
i=1 ) (=m,7] Z‘:11
= — i + 1 F(d
s | g S0+ D)+ sina) —sinGa)) F ()

T sin(G + 1)
202 sin(x)

(—7‘(,71’]

Dalej pre n > 1 plati

sin((y + 1) )
Z 202 / (cma]  SID( F(dz)

1 1
= — i + 1)x) F(d
=N sm@jzlsm«ﬁ )a) F(dz)
1 1

40 Jm sin?(2) (cos(x) + cos(2x) — cos(nx) — cos((n + 1)z)) F(dz).

Analogicky mozeme pisat’

1
" 107 /(_mr] sin?(z) (14 cos(z) — cos((n — 1)z) — cos(nz)) F(dz).

Spolu so vztahom (3.25) sme tymto ziskali vyjadrenie
Vars,

= e + 2a, + ap1 + o(1), (3.28)
s koeficientami
! L= cos(02) pg) = 1,9 (3.29)
a, = — - z),n=12.... .
2n (_ﬂ'vﬂ—] x2

Sme pripraveni uviest tito vetu.
Veta 3.24. Nech je X slabo stacionarny proces so spektralnou distribuc¢nou
funkciou F' a nech ma F' hustotu na intervale (—e¢,€) pre nejaké € > 0 a nech
tato hustota ma verziu spojiti v pociatku, ozna¢me f. Potom plati

im Y95 9 5(0).

n—00 n
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Dokaz: Predpokladajme, ze F' nema atéom v 7. Potom je

1 [°1—cos(nz)

= oo | o f(x)dx + o(1)
_ f(0) /6 1 — cos(nz) dz + o(1)

T /m L) g 1 o)

5 g0 [T 4= o)

T

pre n — oo. Tvrdenie vety vyplyva zo vztahu (3.28). Nakoniec si uvedomme, ze
pridanim atému v 7 sa rychlost rastu rozptylu S, nezmeni. U

Prave dokdzand veta je dovodom, preco sa niekedy dlhé paméit definuje po-
mocou podmienky, ze proces ma spektralnu hustotu spojitu v pociatku. Vsimnime
si, ze procesy s najviac linedrnym rastom rozptylu postupnosti ¢iastoénych stictov
nevyzaduju podmienku spojitej spektralnej hustoty v 0. Nazornou ukazkou takéhoto
procesu je proces so spektralnou hustotou f(z) =1+ cos (%), —rT<x<T.

Ako je to v pripade, ked VarsS, rastie rychlejsie ako linedrne? O tom hovor{
nasledujuca veta.

Veta 3.25. Nech je X slabo stacionarny proces so spektralnou distribuc¢nou
funkciou F' a nech méa F' hustotu na intervale (—¢,€) pre nejaké ¢ > 0 a této
hustota ma verziu f takd, ze

flz) =2~ "L (x),

0 <z <e Ly jeslowly varying v pociatku a 0 < d < 1. Potom plati

A1(d) cos (%d) 1\ 54
VarS, ~ mlq <ﬁ) n“"% n — oo. (3.30)

Dékaz: Podobne ako v dokaze vety (3.24) staci uvazovat spektrélne distribuéné
funkcie bez atému v bode 7. Budeme vychédzat zo vztahov (3.28) a (3.29). Pre
a, plati

1 “1— cos(nx) dr —
an /O—f(x) x

n T2

1 [“1— cos(nx)
n ) 3—d

ne 1 _
— | L, (£) a.
0 z n
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Podla vety (3.21) existuje konstanta C' > 0 taka, ze

z
el (Tf) <Cz
Li (3)
pren > 1a0 < x < ne. Potom podla Lebesgueovej vety o zamene limity a
integralu mozeme pisat

1 — cos(x)

1
1-d
wd
_ L(—)L(1>n

n
pre n — 00. Spolu so vztahom (3.28) dostdvame tvrdenie vety. O

Vysledky (3.23) a (3.30) hovoria oba o asymptotike VarS,,. Ich porovnanim
vidno, ze pre 0 < d < 1 vedu predpoklady

pn ~n"4L(n),pre n — oo (3.31)

a existencia spektralnej hustoty f na okoli nuly s

fla) ~a L G) m

k rovnakému asymptotickému spravaniu rozptylu postupnosti ¢iastocnych stuctov.
Overime to pre proces frakcionalneho Gaussovho sumu. Jeho autokovarianéna
funkcia je dand bodom 4 vety (1.15) a podla vztahu (3.27) plati

pre x — 04 (3.32)

flz) = %QC(H)(l — cos(z)) Z 127f 4 x| CGHFD, (3.33)

j=—o00

kde koeficient C'(H) je

L 2H(1-2H) 1
C(H) = ['(2—2H) cos(mH)’
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H # % Mobzeme pisat

o0

cos(nx xT)ar = 0—2 T —(2H+1) — COS(T ) ) cos\nx)dx
[ ot ) = GO0 [ a0~ coste)costra)d

—0o0
o

— J;C(H)/O o~ CHAD (1 — cos((n + 1)z)) d

2 [e%e] o)
+Zo) [ / w1 cos((n — 1)) da — 2 / 2= (1 cos(ng)) da
0 0
2 o]
= %C(H)/ o~ (1 — cos(z)) da [(n+1)* + |n — 1] — 2n*7]
0
2
_ % [(n+ 1) 4 |n — 122 — 2p2H] |

¢fm sme overili platnost (3.33). Z tohto vyjadrenia vidno, Ze pre 5 < H < 1
o2
f(z) ~ ZC(H)JJ_(ZH_U pre x — 0.

Predpoklady vety (3.25) mozno overit z asymptotiky autokorelacnej funkcie
z vety (1.15), bod 6. Pre autokovarianénu funkciu a spektralnu hustotu frak-
ciondlneho Gaussovho sumu vztahy (3.31) a (3.32) skutocne platia.

O kazdej z podmienok (3.23), (3.31), (3.32) sa d4 uvazovat pri definicii dlhe;
pamati. O tom, zZe nie su ekvivalentné, sved¢i priklad procesu so spektralnou
hustotou v okoli nuly s predpisom

) = (1 cos (100, (1) oo

x) = cos | — |z ).
x "z 2I(d) cos (%)

Tato funkcia nie je regularly varying, zatial ¢o podmienku (3.23) spiﬁa.

Skonstruujme proces, ktory bude splitat (3.32), ale (3.31) platif nebude. Nech
je 0 < e < 7 afunkcia g je kladna integrovatelna na (0, €). Polozme

f(.%‘) = g(|x|)]10<\x|<e + g(|7T - x|>]17r—5<|z\<7r7
kde z € (—m, ). Pre takto definovaniu spektralnu hustotu f plati (3.32). Plati

R, = /:rr cos(nx) f(x) dx
= /6 cos(nz)g(x)dx + /6 cos(n(m —x))g(z) dx

—€ —€

= 1+ (=1)")h,,
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kde je R, = [ cos(nz)g(x)dx. Autokovarianénd funkcia tohto procesu nesplna
(3.31), pretoze R,, = 0 pre n nepérne.

Konstrukciu opacného pripadu za¢neme so spektralnou hustotou g spiﬁajlicou
(3.32) a autokovarian¢nou funkciou ako v (3.31). Takyto proces existuje, to vieme
z prikladu frakciondlneho Gaussovho Sumu. Zostrojime funkciu ¢, nezapornt,
spojiti a integrovatelnd na (0, 7) takd, ze budu platit podmienky

lim sup g, (z) > 0, (3.34)
x—0+

/ cos(nz)gi(x)de = o (/ cos(nx)g(x) dx) , L —> 00. (3.35)
0 -7
Ked definujeme f ako f(z) = g(z)4g1(|z|) pre z € (=, 7), tak f nebude splnaf
(3.32), vylucuje to (3.34). Vdaka platnosti (3.31) pre g a podmienke (3.35) bude
pre f platit (3.31). Zostéva zostrojit vhodnt funkciu g;. Polozme

, 1 1 1
_ 92
gl(a:)—QJpregngEjLﬁ, (3.36)
kde j = 0,1,.... V&imnime si, Ze v lavom krajnom bode intervalu, tj x = 277,

mé g; hodnotu ¢ (z) = 272, To zabezpecuje, ze (3.34) plati. Dalej plati

00 A 274221
< 222] / cos(nzx) dz
j=0 27
2 . , . .
= — Z 2% |sin <22_23> cos (n(277 + 2_2]_1))’
n 4 2
7=0
2 o= N,
< 2N 2% g (—2*23>
< - ;} sin ( 5

2 92 | . N__o: 2 97
= = Z 2381n(§2 7)’—1—5 Z 24

Jj<logylogy n J>logylogy n

/07r cos(nzx)gy (r) dx

n .
i —2—%> .
S1n <2

Séitance z posledného riadka mozeme zhora ohranicit ako

2 : n . .
t 92] $n<—2—%)’ < 92]
DY : S
j<log, logy n Jj<logylogy n
c
< = (log, ”)2

SN

3
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pre nejaké 0 < ¢; < 00, a

2 . n . 2 . /n .
2T () 22 T ()
n . Z S 2 - n. Z 2
j>logg logy j>logg logy
C
< —(logyn)’
n

pre nejaké 0 < ¢y < 00. Z préve ukdzaného vyplyva (3.35). Na zdver si uvedom-
me, 7e g, definovand v (3.36) nie je spojitd, ¢o sa vSak d4 napravit vhodnym
dodefinovanim medzi skokmi.

Prave sme videli, Ze podmienky (3.31) a (3.32) nie s ekvivalentné. Uved me este
znenie vety, ktora hovori o pripade, kedy ekvivalentné su.

Veta 3.26. Nech je X slabo stacionarny proces so spektralnou hustotou f a
autokovarianc¢nou funkciou p.

e Ak pre f plati (3.31) a L patri do Zygmundovej triedy, tak pre p plati
(3.32).

o Ak p spliia (3.32) a L patri do Zygmundovej triedy, tak pre f plati (3.31).

Podobne ako pri definovani dlhej pamati pomocou pojmov ergodickej tedrie
a mixingu, aj pri definicii dlhej pamati vyuzitim momentov a spektralnych vlast-
nosti by sme intuitivne ¢akali, Ze pre proces X stacionarny s kone¢nym rozptylom
a bijekciu g, g : R — R, Fg(X;)? < oo, a proces Y,, = g(X,,), n =10,1,..., bu-
deme pozorovat rovnaky typ dlhej paméti. Skutoénost je vSak ind, ako ¢oskoro
ukazeme pre dlhi pamat definovani pomocou vztahu (3.31). VyuZzijeme pri tom
Hermitovské polynomy.

Definicia 3.27. Nech je n celé nezdporné a x realne ¢islo. Definujme n-ty Her-
mitovsky polyném H, (z) predpisom

N

Ho(z) = (—1)"e L%
dx™

Ak oznaéime hustotu normovaného normalneho rozdelenia ¢ a *) jej k-tu
derivéciu podla z, mézeme H, () zapisat ako

2™ (x)

,n=0,1,....
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Derivovanim podla z dostdvame

(n) (n) /
W (P () M () (z
@) = (-1 (2 D)
o ©*(x)
= —H,u(x) +zH,(z),
odkial ziskavame vztah

Hy1(x) = 2H,(z) — H, (). (3.37)

Dalej plati H'(z) = nH,_1(z), ¢o sa da jednoducho dokézatf matematickou
indukciou pouzitim rozvoja (3.37). Potom plati

Hyi(z) =aHy(x) —nH,—1(x). (3.38)

Pretoze Hy(z) = 1, vidime, Ze stupeii polynému H,,(z) je n. Vztah (3.38) mozno
pouzit pri dokaze vyjadrenia H,, ako

[5]

Ak uvazujeme veli¢cinu X so standardnym normalnym rozdelenim, tak
EH,(X)=0pren>1aVarH,(X)=nl

Ak maju veliciny X, Y zdruzené normaélne rozdelenie s nulovou strednou hodno-
tou, jednotkovou varian¢nou maticou, korelaciou p, tak

0 n#m

ol (3.39)

Emmmmdm:{

Dokaz tohto tvrdenia mozno nédjst v Nualart (2006), strana 5, respektive 6,
rovnako ako aj dokaz nasledujiceho. Dalsia uzitoénd vlastnost Hermitovskych
polynémov je, 7ze tvoria ortogonalnu bazu priestoru L?(R, uug), kde pug oznacuje
mieru veli¢iny s normovanym normdalnym rozdelenim. Vd'aka tomu je pre X
standardne normélne rozdelent a funkciu g takd, ze Eg(X)? < oo mozné zapisat
g(X) Hermitovskym rozvojom ako

g(X) =)

n=0

)
S

L[, (X) (3.40)

S
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s koeficientami a,, = E(H,(X)g(X)). Tato suma konverguje v L? a najnizsie
n > 1s a, # 0 sa nazyva Hermitovsky stupen funkcie g. Teraz sme pripraveni sa
vrétit ku konstrukeii prikladu, kde zachovanie dlhej pamiti definovanej pomocou
(3.31) zlyha pri bijektivnej transformécii.

Nech je X stacionarny gaussovsky proces s nulovou strednou hodnotou, jed-
notkovou varianénou maticou a autokorelacnou funkciou p, spinajicou (3.31),
teda p, ~ n"?L(n), d € (0,1). Nech je funkcia g : R — R meratelnd taki,
7e Eg(X;)?* < oo. Definujme stacionarny proces Y predpisom Y, = g(X,,) pre
n = 0,1,.... Ocakdvame, ze proces X si bude pamatat aspoi tolko, ¢o pro-
ces Y, dokonca pre ¢ bijektivnu éakdme, Ze budi mat procesy X,Y rovnaky
"typ”pamati. Nech je k Hermitovsky stupen g. Zostrojme bijekciu ¢ taku, ze
kd > 1.

Nech je a > 0 také, ze

Polozme
() —%a: 0<zr<a
xT) =
g er~r x>a
a definujme g(z) = —g(—z) pre z < 0. Takto definovand g je meratelna, nepdrna,

bijektivna a Fg(X)? < oo. Vdaka vhodnej volbe a navyse plati F(H,(X)g(X)) =
0 pre n = 1. Plati to aj pre n = 2, pretoze g je neparna. Teda g ma Hermitovsky
stupen £ > 3. Potom pre d > % je kd > 1. Z rozvoja (3.40), konvergencie v L? a
vztahu (3.39) pre autokovarianéni funkciu R procesu Y, plati

RY) = Zaip? ~ ak;Qp;‘? pre j — o0.
n=k

Ak je g bijekcia a kd > 1, tak sa autokorelacnd funkcia procesu Y je spocitateln4,
zatial ¢o autokorelacnd funkcia procesu X nie je.
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Zaver

V préci sme predstavili viacero moznosti ako definovat long range dependence.

V druhej kapitole sme pojmom ergodicita rozdelili stacionarne ndhodné pro-
cesy s koneénou pamétou od tych s nekoneénou. Definicia dlhej paméti mixingom
sa neujala, pretoze zlyhala na modeli frakciondlneho Gaussovského sumu, ktory
sa dobre osved¢il v motivacnej tlohe. Silny mixing uz tymto nedostatkom netrpi,
avsak pre platnost centrdlnej limitnej vety sa vyzaduje aj podmienka na vyssi
nez druhy moment procesu. Preto moze byt vyhodné a uzitoéné oznacit za pro-
cesy s kratkou pamitou tie, ktoré si prepletene silne mixujiice. Devizou tohto
pristupu k dlhej pamati je, ze sa typ pamati zachova pod bijektivnou trans-
formaciou. Naopak, pri zmene agregacnej funkcie zo sumy na ini sa nemusia
procesy s kratkou pamitou spravat ako postupnosti nezavislych rovnako rozde-
lenych velic¢in. Slabou strankou je aj overitelnost tychto charakteristik, ktord je
jednoducha v pripade gaussovskych procesov, ale obecne je narocna.

Dalsi sposob uchopenia long range dependence predstavuje pristup pomocou
druhych momentov. Na priklade centrovaného stacionarneho procesu sme videli,
ze spravanie rozptylu postupnosti ¢iastocnych suctov suvisi s rozpadom autoko-
relacnej funkcie. Prave na fiu sme klddli vacsinu podmienok. Velkej oblube sa
tesf kritérium Y°°7  |pn| < oo. Dalsimi prikladmi takejto podmienky sd predpo-
klad autokoreldcie tvaru p, = n=?L(n) s L(n) slowly varying a 0 < d < 1, ¢i
lim,, o V“T’”S" < 00. Poslednt podmienku dava do suvislosti so spektralnou hus-
totou veta (3.24), konkrétne s jej spravanim v pociatku. Diskutované si vzéjomné
vztahy medzi podmienkami na prikladoch konkrétnych procesov a si overené
pre model frakciondlneho Gaussovského sumu. Na predpoklade p, ~ n~¢L(n)
pre n — oo, d € (0,1) sme demonstrovali nedostatok tohto pristupu, a to ne-
zachovanie typu pamiti pri bijektivnej transformdcii procesu. Velkou vyhodou
vSak stéle je jednoduchost overenia tychto kritérii.

o4



Zachovanie, respektive nezachovanie, typu pamati pri transformovani pro-
cesu jasne ukazuje, nakolko rozne st uvazované pohlady na long range memory.
V pripade gaussovskych procesov moze byt vhodnejsie vyuzif momentové cha-
rakteristiky, kedZe ich koreldcia nesie plni informéciu o zdvislostnej struktire
procesu.
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