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Uvod

Tato praca je vyukovy text pre nadanych ziakov strednych §kol na téma deli-
telnost. O ¢itatelovi sa predpoklada, ze je ziakom strednej Skoly a je schopny upra-
vovat algebraické vyrazy, riesit rovnice, nerovnice, pozna elementdrnu vyrokovi
logiku a operdcie s mnoZzinami, vie pracovat s mocninami, odmocninami a s kom-
bina¢nym ¢islom.

Celd préca je rozdelens do niekolkych ¢asti. Tvrdenia, ktoré si uvddzané ako
vety, st vzdy v praci dokdzané. NajdolezitejSou sticastou je kapitola venovand
kritéridm delitelnosti. V préci sa tiez nachddza kapitola venovand prvocislam
a ich vyuzitiu v redlnom zivote.

V prvej kapitole nazvanej ,,Zakladné pojmy a vety® si ¢itatel zopakuje, napri-
klad rozdiel medzi prvoéislom a zlozenym &fslom, ¢o st sidelitelné, nesidelitelné
¢isla, najmensi spoloény ndsobok, najvicsi spoloény delitel, alebo tieZ ako sa robi
rozklad zloZeného ¢isla na sucin prvocisel. Znalost vsetkych tychto pojmov si
¢itatel vzdy moze vyskusat na roznych cviceniach, ktoré nasleduji za vykladom.
V tejto kapitole sa ¢itatel nauci hladat najvicsieho spoloéného delitela pomocou
Euklidovho algoritmu.

Dalsia kapitola je venovand kritéridam delitelnosti ¢islami 2 az 20. Kritéria
delitelnosti slizia k rozhodovaniu, ¢i je dané ¢islo delitelné danym prirodzenym
¢islom, a to tak, aby to bolo jednoduché aj bez pouzitia pisomného delenia
alebo kalkulacky. Existuje niekolko sposobov, napr. urcovanie delitelnosti po-
mocou poslednych cifier ¢isla, pomocou celoc¢iselnej linearnej kombinacie jed-
notlivych cifier. Kritéria, ktoré tu budi uvedené, budu dokazané a tiez vysvetlené
na prikladoch.

Nasleduje kapitola, ktorej obsahom su diofantické rovnice, konkrétne linedrne
a kvadratické diofantické rovnice s dvoma nezndmymi. Sticastou tejto kapitoly st
slovné tlohy zamerané na diofantické rovnice.

V predposlednej kapitole nazvanej ,,Prvocisla a ich vyuzitie v redlnom zivote®
sa citatel zozndmi s Euklidovymi vetami, kritériami prvociselnosti a s roznymi
aplikaciami prvocisel, napr. v Sifrovani.

Poslednd kapitola je zmes prikladov a cviceni. Zac¢ina jednoduchym testom
na overenie znalosti o delitelnosti, pokracuje prikladmi na delitelnost s rieseniami,
medzi ktorymi si aj dokazové priklady. Zaver kapitoly tvoria zaujimavé tlohy
z matematickych olympiad a korespondencénych seminarov.

V prilohe préce sa nachddza tabulka prvocisel a odkazy na internetové stranky.



Kapitola 1

Zakladné pojmy a vety

V tejto kapitole uvedieme dolezité pojmy a tvrdenia, ktoré budeme v praci pouzi-
vat. Na zaciatku vysvetlime znacenie, zopakujeme pojmy z vyrokovej logiky,
vysvetlime typy dokazov, ktoré budeme v praci pouzivat. Tiez zopakujeme po-
jem mocnina, odmocnina, kombinac¢né ¢islo a ich zakladné vlastnosti. Potom defi-
nujeme pojmy z delitelnosti, ako st napriklad prvocislo, zlozené ¢islo, najmensi
spoloény nasobok, najvicsi spoloény delitel. Pripomenieme, ako sa robi rozklad
zloZeného &fsla na stcin prvocisel, a tiez sa nauéime hladat najvicsieho spoloéného
delitela pomocou Euklidovho algoritmu.

1.1 Znacenie

Symbolom € budeme zapisovat skutocnost, ze nejaky prvok patri do istej
mnoziny. Napriklad zapis a € A znaci, ze prvok a patri do mnoziny A.

Symbol 3 (existen¢ny, resp. maly kvantifikator) citame ako ,existuje”.
Zapis 3n € A : V(n) ma vyznam ,Existuje aspon jedno n € A, pre ktoré
plati V(n).“

Symbol V (vSeobecny, resp. velky kvantifikator) ¢itame ako ,pre vietky*
alebo ,pre kazdé“. Zapis Vn € A : V(n) ma vyznam ,Pre kazdé n € A
plati V(n).“

Pre mnoziny A, B budeme pouZivat nasledujice symboly:

C (¢itame je podmnozinou)
Mnozina A je podmnozinou mnoziny B prave vtedy, ked kazdy prvok
mnoziny A je prvkom mnoziny B, piseme A C B.

= (¢itame je rovnd)
Mnozina A je rovnd mnozine B prave vtedy, ked mnozina A je podmnozinou
B a B je podmnozinou A, tj. A = B.

N (¢itame prienik)
Prienik mnozin AN B je mnozina vsetkych prvkov, ktoré patria do mnoziny
A a sucasne aj do mnoziny B.

U (¢itame zjednotenie)
Zjednotenie mnozin AUB je mnozina vSetkych prvkov, ktoré patria do mno-
ziny A alebo do mnoziny B.



\ (Citame rozdiel)
Rozdiel mnozin A\ B je mnozina vsetkych prvkov, ktoré patria do mnoziny
A, ale nepatria do mnoziny B.

e V texte budeme pouzivat symbol > (velké grécke pismeno ,sigma®). Sym-
bol Y (sumacny znak) sa pouziva na vyjadrenie zapisu sictu ¢isel. To zna-
meng, ze pre prirodzené ¢islo n a pre redlne ¢isla a;, ¢ € {1,...,n} plati

Zai = a;+ay+az+...+a,.
=1

Vlastnosti s¢itania/sumaéného znaku

Pre prirodzené &islo n, pre redlne ¢éisla a;, b;, @ € {1,2,...,n} a redlnu konstantu
c plati

n n

Z(ai +b;) = Zai + sz‘,

i=1 i=1

Z(C'ai) = C~Zai.

1.2 Logika

Vyrokova logika (skr. logika) sa v matematike vyuziva v matematickych tlohach,
formuldciach, tvrdeniach. PretoZe v texte sa budeme ¢asto stretdvat s pojmami
z logiky, je tato ¢ast venovana zopakovaniu zdkladnych pojmov (napr. zloZeny
vyrok, logické spojky — konjunkcia, disjunkcia, implikacia, ekvivalencia).

O citatelovi sa predpokladd, Ze sa s touto problematikou uZ stretol, preto
v tejto casti najde len zhrnutie potrebnych pojmov bez prikladov alebo cviceni.
V pripade, Ze tomu tak nie je, odporic¢ame knihu [2], kap. 4, kde je tomuto okruhu
matematiky venovany v&acsi priestor.

1.2.1 Vyroky

Logicky vyrok je kazd4 oznamovacia veta, o ktorej ma zmysel rozhodntit,
¢i je alebo nie je pravdivd. Vyroky oznacujeme velkymi pismenami. Prav-
divym vyrokom priradujeme ¢islo 1 a nepravdivym vyrokom priradujeme
¢islo 0. Tieto ¢isla nazyvame pravdivostna hodnota.

Negacia vyroku je vyrok, ktory vytvorime popretim pravdivosti daného
vyroku pomocou logickej spojky ,,nie*“ alebo ,,nie je pravda, ze“. Pre vyrok A
znacime jeho negaciu ako A’

Hypotéza je kazdd oznamovacia veta, u ktorej nevieme uréit pravdi-
vostni hodnotu, nie je znama.




Priklady jednoduchych vyrokov:

e Bratislava je hlavné mesto Slovenska.
e Cislo 11 je prvoéislo.

e Dunaj je najdlhsia rieka na svete.

e 2+ 3=0.

1.2.2 Zlozeny vyrok a logické spojky

Zlozeny vyrok je kazdy vyrok, ktory vznikne spojenim dvoch a viac
jednoduchych vyrokov.

Vyroky spajame pomocou logickych spojok — konjunkcia, disjunkcia, implikacia,
ekvivalencia.

Konjunkcia vyrokov A, B je vyrok, ktory vznikne spojenim tychto dvoch
vyrokov spojkou ,a“, resp. ,a zaroven“. Konjunkcia je pravdiva prave vtedy,
ked st oba vyroky pravdivé. Znacime:

ANB.

Citame: ,Vyrok A a zéroven vyrok B.“

Disjunkcia vyrokov A, B je vyrok, ktory vznikne spojenim tychto dvoch
vyrokov spojkou ,alebo. Disjunkcia je pravdiva prave vtedy, ked aspoi jeden
z vyrokov je pravdivy. Znacime:

AV B.

Citame: ,Vyrok A alebo vyrok B.“

Implikacia vyrokov A, B je vyrok typu ,,Ak A, potom B“. Predpo-
kladom nazyvame vyrok A a zaverom vyrok B. Implikdcia nie je pravdiva
pre pravdivy predpoklad a nepravdivy zaver. Znacime:

A= B.

Citame: ,,Ak vyrok A, potom vyrok B.“ Alebo tiez: ,,A implikuje B.“
Obratenou implikaciou nazyvame implikaciu B = A.
Obmenenou implikaciou k implikacii A = B nazyvame vyrok B’ = A’.

Obmenena a povodna implikacia maju vzdy rovnaki pravdivostni hodnotu.
Pre obratenu implikdciu to neplati, vid Tab. .
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Ekvivalencia vyrokov A, B je konjunkcia implikdcie A = B a k nej
obritenej implikdcie, B = A. Ekvivalencia je pravdiva prave vtedy, ked majui
vyroky A, B rovnaku pravdivostnu hodnotu. Znac¢ime:

A& B.

Citame: ,Vyrok A préave vtedy, ked vyrok B.“ Alebo tiez: ,,A je ekvivalentné
s B.“

|A|B|AANB|AVB|A=>B|A&B|[B=>A|B=A|
111 1 1 1 1 1 1
110 0 1 0 0 1 0
011 0 1 1 0 0 1
010 0 0 1 1 1 1

Tabulka 1.1: Tabulka pravdivostnych hodnot.

Vyrokova forma (tiez vyrokova formula, vyrokovy vzorec,
vyrokova funkcia) V(z), V(z,y), kde z,y si premenné, je vyraz, ktory
sam nie je vyrokom, ale obsahuje premenné, za ktoré ak dosadime pripustné
hodnoty, dostaneme vyrok.

1.3 Typy dokazov

Matematicky dokaz (skr. dokaz) je postupnost ivah, pomocou ktorych sa overuje
pravdivost, pripadne nepravdivost daného vyroku. V matematike existuji rozne
typy dokazov. V pripade, Ze budeme chciet dokézat pravdivost vyroku (tvrdenia),
budeme pouzivat jednu z nasledujicich stratégii:

e Pokisime sa dokézaf vyrok priamo.
e Utvorime negiciu vyroku, a ti sa pokusime doviest k sporu.

e Utvorime obmenu implikacie a tiuto implikaciu dokazeme priamo alebo
sporom.

e Dokaz vykoname matematickou indukciou.

Ak vyrok dokazujeme sporom alebo jeho obmenou, potom hovorime o nepriamom
dokaze. Viac informécii o dokazoch mozno ndjst v [4] alebo [19].

Priamy dékaz vyroku B pozostdva z koneéného refazca implikécii

A=T =T, = ---=1T, = B,




ktorého prvy ¢len, vyrok A, je axiém alebo uz dokazané tvrdenie. Kazdy
dalsi z vyrokov T4, Ts, ..., T, je vidy dosledkom predchddzajiceho vyroku.
Poslednym ¢lenom retazca je dokazovany vyrok B.

Nepriamy dékaz (sporom) vyroku B vychddza z predpokladu, ze plati
vyrok B’. Z neho potom odvodzujeme logické dosledky tak dlho, az sa ndm
podari odvodit tvrdenie A, o ktorom vieme, Ze je nepravdivé. Hovorime, Ze
sme dospeli k sporu.

Priamy dokaz implikacie A = B pozostdava z najdenia postupnosti
implikacii zacinajucej vyrokom A a konéiacej vyrokom B, v ktorej kazdy ¢len
je logickym dosledkom predchadzajicich vyrokov.

Nepriamy dokaz implikacie A = B sporom vychadza z predpokladu
platnosti negacie dokazovanej implikacie, tj. prepokladame, ze plati A A B’.
Postupne odvodzujeme dosledky tak dlho, pokial neddjdeme k sporu.

Nepriamy dokaz implikacie A = B pomocou obmeny vychddza
zo skutocnosti, ze implikacia A = B a jej obmena B’ = A’ su ekviva-
lentné (maju rovnaku pravdivostni hodnotu). Nepriamym dokazom imp-
likdcie A = B je teda refazec implikécii

B=T=T= - --=T,=A4A,

kde Ty,T5, ..., T, si vyroky.

Dokaz ekvivalencie A < B sa sklada z dokazu implikacii A = B a B = A.

Pre vyroky o prirodzenych ¢islach sa pouziva metoda dokazu matematickou
indukciou.

Dokaz matematickou indukciou sa sklada z tychto dvoch krokov:
1. Pre ny € N overime, ze plati vyrok V(ny).

2. Z platnosti predpokladu ,Plati vyrok V (k) pre kazdé prirodzené éislo
k > no“, dokdzeme, ze plati vyrok V(k + 1).

Potom vyrok V' (n) plati pre vSetky prirodzené ¢isla n > ny.
Predpoklad z druhého kroku nazyvame indukény predpoklad.




1.4 Ciselné mnoziny

Mnozina je skupina (sibor, sihrn) navzajom roznych objektov. Pod pojmom
¢iselnd mnozina rozumieme vSetky mmnoziny, ktorych prvkami su ¢isla. Medzi
dolezité ¢iselné mnoziny patri mnozina vsetkych prirodzenych, celych, racional-
nych a tiez realnych cisel.

Realne cisla

[racionalne cisla

Racionalne cisla

Necelé racionalne c¢isla Celé cisla

Celé zaporné cisla Nula Prirodzené cisla

Obr. 1.1: Vztahy medzi ¢iselnymi mnoZinami.

Mnozina vsetkych prirodzenych cisel je mnozina
N={1,2,3,...}.

Prirodzené ¢isla vyjadruji pocet predmetov v nejakej skupine, pocet prvkov
kone¢nych neprazdnych mnozin.

Mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel s nulou je mnozina

No=NU{0} ={0,1,2,3,...}.

Mnozina vsetkych celych ¢isel je mnozina
7Z=A...,-3,-2,—1,0,1,2,3,... }.

Celé cisla vyjadruji zmeny poctu prvkov, ich prirastok alebo ubytok. Do tejto
mnoziny patria vSetky prirodzené ¢isla, ¢isla k nim opa¢né (zaporné) a nula.

Mnozina vSetkych racionalnych cisel je mnozina

Q:{%;anAbeN},
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tj. raciondlne ¢isla sa dajui zapisat v tvare zlomku, v ktorom ¢itatel je celé
¢islo a menovatel je prirodzené ¢&islo. Raciondlne ¢isla vyjadruji pocty celkov
a ich casti a zmeny tychto poctov.

Existuju aj ¢fsla, ktoré nemozno zapisat v tvare 7, kdea € Z, b € N, napr. cisla
V2, V/3, Ludolfovo &slo 7. Tieto &fsla nazyvame iraciondlne ¢isla.

Mnozina vsSetkych redlnych c¢isel je mnozina, ktora je tvorend
vSetkymi racionalnymi a iracionalnymi ¢islami.

1.5 Rozvinuty zapis prirodzeného cisla

V delitelnosti sa ¢asto pouziva rozvinuty zapis prirodzeného éisla v desiatkovej
ststave (dalej budeme hovorit len rozvinuty zépis prirodzeného ¢isla). Co to je,
popisuje nasledujica definicia.

Rozvinutym zapisom prirodzeného ¢isla z nazyvame sucet

n

an-10"+an_1-10"—1+...+a1-101+a0-100:2(a,--10"):x,

=0

kde n € Ny, a; € {0,1,2,...,9} pre kazdé i € {0,1,2,...,n} a a, #0.
Cisla a;, 1 € {0,1,2,...,n} nazyvame cifry cisla x.
Cifernym sictom cisla x rozumieme sucet vsetkych jeho cifier, tj.

ao—l—al—i-...—i—an:Zai.
1=0

Uvazujme napriklad ¢islo 25016. Jeho zapis v desiatkovej sustave je

25016 =2-10*+5-1034+0-10>+1-10* + 6 - 10°.

1.6 Mocniny a odmocniny

V tejto casti zhrnieme poznatky o mocnindch a odmocninach. Najprv definujeme
mocniny s prirodzenym mocnitelom.

Pre kazdé redlne cislo a a pre kazdé prirodzené ¢islo n plati:

a=a-a-...-q.
——
n—Kkrét
Cislo a™ nazyvame n-t4 mocnina, a je zdklad mocniny a n je mocnitel
(exponent).
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7 definicie mocniny vyplyva, ze pre kazdé a,b € R, n,m € N plati:

a = a,
" =1,
0" = 0,
a™-at = am—l—n,
am m—n
— = d" " a#0, m>n,
an

(@-b)" = a"-b",
B - T

Teraz definiciu mocniny zovSeobecnime pre celociselny exponent.

Pre kazdé nenulové realne ¢islo a a pre kazdé celé ¢islo k plati

k

Vyraz a~" nazyvame mocnina s celo¢iselnym exponentom.

Z tejto definicie vyplyva, ze Z—T = a"* pre celé ¢isla r, s plati i v pripade, ked
rozdiel r — s je zaporné celé cislo.
Pre kazdé a,b € R\ {0}, r, s € Z platia tieto vlastnosti:

a® = 1, (POZOR! 0" nie je definované),
aaf = art,
(aT‘)S — aT“S’
ar r—S

—_= a s

Dalej nasleduje definicia n-tej odmocniny.

Kazdé nezaporné redlne ¢islo a splnajice vztah

kde b je nezaporné realne ¢islo a n je prirodzené ¢islo, nazyvame n-ta odmoc-
nina z c¢isla b. PiSeme
{L/_
b=a.

Specidlne pre n = 2 (druhd odmocnina) pouzivame zapis V.

12



Pre kazdé nezaporné realne ¢isla a, b, pre kazdé prirodzené ¢isla m, n a pre kazdé

celé ¢islo s plati

§|

~—~~ s
3
3
§I:Q|
= ol

Va-b,

a
/=, b#0
\/;,7&,

“i/a
n

a®,

"Vam™, a#0,

3
3
IS
3
@

Vas, a#0.

1.7 Kombinac¢né ¢isla

V préci sa stretneme aj s pojmom kombinaéné cislo.

Kombinaéné ¢islo je ¢islo, ktoré uddva pocet sposobov (tzv. kombindcif),
ako vybrat k-prvkovii podmnozinu z n-prvkovej mnoziny. Znaci sa

n
(k)’ (¢itame ,n nad k).
Kombina¢né ¢éislo sa dé vyécislit

n n!
k)T R = L
(1) = (1)

Cislo n! nazfvame faktorial ¢isla n. Pocitame ho akon! = 1-2-...-(n—1)-n.
(Pre n = 0 definujeme 0! = 1.)

Priklad 1. Comu sa rovn4 (g)?

Riesenie: Kombinac¢né ¢islo (g) je rovné &fslu 4. To je mozné ukdzat vypisanim
vsetkych 3-prvkovych podmnozin zo 4-prvkovej mnoziny (na poradi prvkov nezéle-
z{), tj. mnozin {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4} a {2,3,4}.

Dalsia moznost ako obdrzime rovnaky vysledok je vypocet kombinaéného ¢isla

pomocou ([1.1]), tj.
4 4! 24
p— pu— pr— 4.
3) T3 (4-3) 61

MoéZeme si tiez uvedomit, Ze pocet moznosti vyberu 3-prvkovej podmnoZiny
zo 4-prvkovej mnoziny je ekvivalentny poctu moznosti vyberu 1-prvkovej pod-
mnoziny (jedného prvku) zo 4-prvkovej mnoziny, a tych je zrejme 4, tj.

(s

)-()-¢
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Vlastnosti kombina¢nych cisel

Pre kazdé nezaporné celé ¢isla n, k také, ze k < n plati

() = ()1

Pascalov trojuholnik

Pascalov trojuholnik je schéma, ktoré znazornuje niektoré vlastnosti kombinacnych
¢isel. Tento trojuholnik je pomenovany po francizskom matematikovi Blaise Pasca-
lovi. Existuju dva jeho tvary. Bud sa zapisuje pomocou kombinaénych éfsel, alebo
pomocou ¢isel, ktoré odpovedaji prislusnym kombinaénym ¢islam (vid Obr. .
Konstrukcia Pascalovho trojuholnika sa riadi nasledovnymi bodmi:

e Do prvého riadku sa zapisuje ¢islo (8), ktoré je rovné cislu 1.

e V kazdom (n + 1)-om riadku je prvé &islo rovné éslu (7)) a posledné éfslo
¢islu (Z) Obe tieto cisla st rovné ¢islu 1.

e Dalsie c¢isla (Z) ziskame tym, ze s¢itame dve najblizsie ¢isla, ktoré sa nachadzaju
o riadok vyssie, tj. riadime sa pravidlom

(o) () -G

n=o 0 !
n=1 0 0 L
=2 (00 L2
=3 0000 133
s O OGO 1464

Obr. 1.2: Pascalov trojuholnik. Vlavo schéma s kombina¢nymi éislami, vpravo
schéma, v ktorom st kombinac¢né ¢isla vycislené.

Pascalov trojuholnik je velmi prakticky pri poéitani rozvoja podla binomicke;
vety (této veta je uvedend nizsie, Veta .
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Priklad 2. Vypocitajte

18 n 5 n 5 _ 18 3
1 2 3 18 -
Riesenie:
18 5 5 18
PR— —_— ‘ f— — — pr—
(1)+(2)+(3) (18) 3! 18+20—-1—-6 = 31.
—— ———— N 3211=6

T e

Jedno z dolezitych tvrdeni matematiky, v ktorom sa mozeme stretnit s kom-
binaénym ¢islom, je binomickd veta. Vd'aka tomuto tvrdeniu vieme napisat n-ti
mocninu dvoch s¢itancov ako stcet n+1 istych séitancov. Jej znenie je nasledovne:

Veta 1. (Binomickd veta)
Pre kazdé prirodzené cislo n a pre kaZdé dve redlne ¢isla a,b plati

(a+b)" = Z:; (7;) a"=ibi. (1.2)

Pozndmka. Kombinaéné ¢isla (’:), i € {0,1,2,...,n}, sa nazyvaju binomické
koeficienty (vSetky sa nachadzaju v (n + 1)-om riadku Pascalovho trojuholnika).

Dokaz. Majme pevne zvolené ¢isla a,b € R. Vetu dokdzeme pomocou matema-
tickej indukcie.
Prvy krok matematickej indukcie pozaduje, aby sme dantd vlastnost overili

pre n = 1, teda
1 1
(a+0b)' = (O)albo+ <1>a0b1 =a+b.

Je zrejmé, ze pre n = 1 tvrdenie plati.

V druhom kroku predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre k € N (tento pred-
poklad sa oznacujeme privlastkom indukény) a ukazeme, ze potom tvrdenie plati
i pre k + 1. Nas indukény predpoklad znie

k

k o

b k _ k—zbz

@t =32 ()
7 neho dokéazeme, ze plati

k+1
k+1 o
b k+1 _ kJrlfzbz'
(a +b) ; ( Z, )a

K dokazu vyuZijeme nasledujici vzfah medzi kombina¢nymi ¢fslami

() -0)+(5)
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Vdaka tejto identite moézeme pisat nasledujice

k+1 k
Z (k + 1) abHl=ipi = gkl Z (k "’ 1) qFtl-ipi 4 pk+l
4 1

=0 i=1

YTk k
— k+1 k-l—l—ibi bk+1
s |(§) () e

k

k
— k+1 k+171bz k+1fzbz karl
. +z() +Z(i_1>a +

=1

_ ak+1_|_ [(a—i—b)k—ak} a4+ [(a+b)k—bk] .b_|_bk+1

— ( a -+ b)k—i—l7
¢o sme cheeli dokdzat. Tym paddom sme pomocou matematickej indukcie dokazali
platnost binomickej vety. O
Cvicenia

1. Vypocitajte
21 + (3%) — 4! + 13.
2. Upravte na spolotného menovatela

1 90

8 11

(7)

4. Vyjadrite jednym kombina¢nym ¢islom

() (&)

3. Vypocitajte

Vysledky cvic¢eni
1.24+9-24+13=0.

11-10-9-90 __ 900
2. 111 - 11
3. 1716.

16
4.(%)

1.8 Zakladné pojmy delitelnosti
T4to ¢ast obsahuje pojmy, ktoré sivisia s delitelnostou. Konkrétne sa tu stret-

neme s pojmami, ako st napriklad delitel, ndsobok, zvysok, prvocislo, zlozené
¢islo.
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Pre Tubovolné prirodzené ¢isla a, b existuje jedind dvojica ¢,r € Ny taka,

a=b-qg+r, 0<r<hb.

Cislo ¢ nazyvame podiel ¢isel a, b a ¢islo r nazyvame zvySok po deleni ¢isla
a ¢islom b.

Hovorime, 7e prirodzené é&islo n je delitelné prirodzenym éislom k&, resp.
ok deli n bez zvysku“, ak existuje prirodzené cislo [ také, ze

k-l=n.

Zapisujeme symbolom

Cislo n nazyvame nasobok ¢isla k a éfslo [ nazyvame podiel &isla n pri delent
¢islom k. Vsetky ¢isla k, ktoré delia ¢islo n, nazyvame delitele ¢isla n. Delitele
1 a n nazyvame trividlne delitele. Ostatné delitele nazyvame netrivialne
alebo vlastné delitele.

Nedelitelnost ¢isla n ¢islom k (resp. vlastnost & nedeli n“) znac¢ime
symbolom

Zakladné vlastnosti delenia
Pre Tubovolné prirodzené ¢isla a, b, ¢, d plati:

1]a,

a|a,

alo,

(@|b ANalc)=al((b+c),
(@|b ANblc)y=alc,
(a|b A c|d)= (ac) | (bd).

Prirodzené &isla podla delitelnosti éislom 2 rozdelujeme na parne a neparne
cisla.

Hovorime, Ze prirodzené &islo je parne, pokial je delitelné ¢islom 2 bez
zvysku, v opacnom pripade hovorime o neparnom cisle.

Vsimnite si, Ze kazdé parne prirodzené ¢islo sa d4 napisat ako stiéin 2 - k, kde
k € N. Nepdrne ¢islo musi po delen{ ¢islom 2 dat nenulovy zvysok (to moze byt
len ¢islo 1), a preto je rovné 2 - k + 1, kde k € Ny.

Podobne to plati i pri delen{ inymi ¢islami. Napriklad prirodzené éfslo delitelné
¢islom 5 mozeme zapisat ako 5 - k, kde k € N. Vsetky ostatné prirodzené &fsla si
delitelné jednym z tychto vyrazov 5-k+1,5-k+2,5-k+3,5-k+4, kde k € Nj.
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Kazdé prirodzené éislo sa dé zapisat pomocou prirodzeného éfsla b > 1
jednym z vyrazov

bk, b-k+1, b-k+2. .. b-k+(b—1),

kde £ € Ny.

Priklad 3. Zapiste lubovolné prirodzené &islo, ktoré pri deleni éfslom 11 déva
zvysok 3.

Riesenie: Nech n je Tubovolné prirodzené ¢islo, ktoré pri deleni ¢fslom 11 déva
zvysok 3. Potom ¢éislo n = 11 -k + 3, kde k£ € Nj.

Teraz vyplnime tabulku o pocte delitelov pre n = 1,. .., 10. Vsimajte si, kolko
z nich m4 len jedného delitela, dvoch alebo aspoii troch delitelov.

’ n \ Delitele \Poéet delitel’ov‘
1 1 1
21 1.2 7
31 1.3 2
1 124 3
5 1,5 2
6| 1.2.3.6 1
7 1,7 2
8| 1,2,4,8 1
9 1.3.9 3
10 1,2,5,10 1

Tabulka 1.2: Pocet delitelov prirodzeného &fsla n < 10.

7 tabulky vidime, Ze prirodzené éfsla mozu mat jedného, dvoch alebo viac
delitelov.

Jediné prirodzené ¢islo, ktoré m4 len jedného delitela, je ¢islo 1. Ostatné maji
dva (1 a samé seba), resp. asporn tri delitele.

Prvocislo je kazdé prirodzené ¢éislo, ktoré ma prave dvoch roznych deli-
telov.

Zlozené cislo je kazdé prirodzené ¢islo, ktoré ma aspon troch réznych
delitelov.

Cislo 1 nie je ani zlozené &fslo, ani prvocislo.

Dalsie pojmy, s ktorymi budeme pracovat je spoloény nasobok, spoloény deli-
tel, najvicsi spoloény delitel a najmensi spoloény nésobok.
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Spoloény delitel dvoch prirodzenych &fsel a, b je prirodzené éislo, ktoré
je delitelom éisla a a zdroven delitelom &fsla b.

Najviési spoloény delitel dvoch prirodzenych éfsel a, b je najvacs
delitel zo vSetkych spoloénych delitelov ¢isel a, b. Znacime ho ako D(a,b).

Spolo¢ény nasobok dvoch prirodzenych cisel a, b je prirodzené ¢islo, ktoré
je nasobkom cisel a a zaroven nasobkom ¢isla b.

Najmensi spoloény nasobok dvoch prirodzenych ¢cisel a, b je naj-
mensi nasobok zo vSetkych spoloénych nasobkov ¢isel a, b (kazdy iny spolocny
nasobok je jeho nasobkom). Zna¢ime ho ako n(a, b).

Dalsim délezitym pojmom je sudelitelnost, resp. nestdelitelnost.

Prirodzené éisla a, b nazyvame stdelitelné, ak maji aspoil jedného spo-
loéného delitela d > 1. V opa¢nom pripade hovorime o nestidelitelnych
¢islach, tj. ich spoloény delitel je len éislo 1.

Napriklad ¢fsla 24 a 6 st stdelitelné éfsla, pretoze existuje ich spoloény deli-
tel (napr. ¢islo 2) vicst ako 1. Cisla 11 a 2 s nestdelitelné, ich jediny spolocny
delitel je ¢islo 1.

Veta 2. (Delitelnost k po sebe idiicich prirodzengjch cisel)
Sicin k po sebe idicich prirodzensjch c¢isel je delitelny ¢islami 1,2,. .. k!.

Dokaz. Predpokladajme, ze mame sucin k£ po sebe iducich prirodzenych éisel.
Najmensie ¢islo z nich ozna¢me ako n. Potom plati, ze

(n+k—1ﬂ:kL(n+k—1>

et l) k1) = n—1

Pretoze kombinacéné ¢islo

k—1
(n + ) N,
n—1
musi tiez platit
. 1)-...- k—1
n-(n+1) (n + ) N,

k!

tj. sucin k po sebe idticich prirodzenych ¢isel musi byt delitelny ¢islami 1,2, ..., k!.

]

Predchadzajice tvrdenie znamend napriklad toto: Ak budeme mat napriklad
n-(n+1)-(n+2),tj. sicin troch po sebe idicich ¢isel, vieme uréit nejaké jeho
delitele. Takyto stcin je delitelny napr. ¢islom 1, 2, 3, aj ¢islom 3!.
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Cvicenia

1.

Ktoré z nasledujucich tvrdeni je pravdivé:

a) Cislo 6 je nasobok ¢isla 2
b) Cislo 3 je nasobok ¢isla 6.
c) Cislo 3 je delitel ¢isla 6.
d) Cislo 6 je delitel ¢isla 2

. Vyberte pravdivé tvrdenia:

a) Cislo 125 je ndsobok éisla 5.
b) Cislo 125 je nasobok ¢sla 7.

c¢) Neexistuje ¢islo, ktoré je ndsobok ¢isla 5 a 7.

. Doplnte nasledujtice tvrdenie tak, aby bolo pravdivé. Pre kazdé prirodzené

¢isla a, b je matematicky vyrok b | a ekvivalentny vyroku:
a) a|b,
b) atb,
c) Ve e N:a=cb,
d) Jce N:a=cbh.

Najdite prirodzené ¢islo, ktoré pri deleni 23 dava zvysok 7. Je toto ¢islo
jediné?

Existuje prirodzené ¢islo, ktoré nie je prvocislo ani zlozené ¢islo?

Ktoré prirodzené cislo je najmensSie prvocislo a zaroven jediné péarne pr-
vocislo?

. Ktoré prirodzené ¢islo je najmensie zlozené ¢islo? Kolko mé delitelov?

Vysledky cvic¢eni

1.
2.

Pravdivé odpovede st a), c).

Sprévne je len a).

Spravna odpoved je d).

Jediné nie je. Vsetky takéto cisla si tvaru 23 - k 4+ 7, kde k € Nj.
Cislo 1 mé len jedného delitela, a to &slo 1.

Je to cislo 2. Kazdé iné parne ¢islo vicsie ako 2 je delitelné ¢islami 1, 2
a samé sebou, a preto nemoze byt prvoécislo.

Cislo 4, m4 tri delitele.
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1.9 Euklidov algoritmus

Velmi uzitoény ndstroj na vypocet najvicsieho spolotného delitela dvoch priro-
dzenych cisel je Euklidov algoritmus, ktory teraz popiseme.

Euklidov algoritmus pre uréenie najvicsieho spoloéného delitela D(a, b)
prirodzenych ¢isel a, b, a < b pozostava z nasledujicich n krokov (n € N):

1. Cislo b delime éislom a. ZvySok oznacime ako z;.
2. Ak z; # 0, potom cislo a delime ¢islom z1, zvySok oznacime ako zs.

3. Ak z5 # 0, potom cislo z; delime ¢islom zy, zvySok oznac¢ime ako z3.

n. Ak z, =0, potom D(a,b) = z,1.

Priklad 4. Pomocou Euklidovho algoritmu urcite najvacsieho spoloéného deli-
tela ¢fsel 1015 a 2115.

Riesenie: FEuklidovym algoritmom dostaneme tieto rovnosti

2115 = 2-1015+ 85,
1015 = 11-85+4 80,
85 = 1-80+45,
80 = 40-5+0.
Ako postupujeme?
Najprv zavedieme znacenie a = 1015, b = 2115 (oznacenie musi spliiovat
nerovnost a < b).
Pretoze plati a { b, musime urcit ¢islo z; tak, aby b = ak + 21, kde k € Ny,
2 < a. Pretoze b = 2a + z, = 2030 + 85, je nase hladané éfslo z; = 85.
V dalsom kroku hladdme 2z také, 7e a = 2z, - k + 29, kde k € Ny a 25 < 2.
Dostaneme 1015 = 11 - 85 + 80. Odtial mame 2 = 80.
lf‘odobne urcéime cislo z3. Plati 85 = 1-80 + 5. Cislo 23 je rovné ¢islu 5.
Cislo z; dostaneme z rovnosti 80 = 40 -5 + 0. Je to ¢islo 0, a preto najvacsi
spolo¢ény delitel éfsel 1015,2115 je éislo z3, tj. &fslo 5.

Cvicenia
1. Néjdite najvicsieho spoloéného delitela &isel 25 a 35.

2. Pomocou Euklidovho algoritmu uréte najviicsieho spoloéného delitela éisel
1222 a 3520.

Vysledky cviceni
1. D(25,35) = 5.
2. D(1222,3520) = 2.
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1.10 Rozklad zlozeného ¢isla na suicin prvocisel

Jednd zo zaujimavych vlastnosti zlozenych ¢isel je, Ze ich mozno napisat ako stcin
prvocisel.

Nech n je zlozené prirodzené cislo, potom prvocéiselnym rozkladom
zlozeného cisla nazyvame stucin

71 72 Tk
b1 Py oDy

kde k € N, p1, pa,...,pr st prvocisla a rq,79,...,7 € N.

Veta 3. (Ezistencia prvociselného rozkladu zloZeného éisla)
Kazdé zlozené ¢islo sa dd vyjadrit ako siucin prvocisel.

Dokaz. Nech n je zlozené cislo. Ak ho rozlozime na sucin dvoch prirodzenych
¢isel a,b takych, Ze 1 < a,b < n, tak potom si bud obe é&isla prvoéisla, alebo
asponi jedno z nich je zlozené ¢islo. Nové zloZené ¢éislo opét rozlozime na stéin
dvoch mensich prirodzenych éisel. Znova dostaneme bud dve prvoéisla, alebo
aspoii jedno z nich zlozené éfslo. Postup rozkladu budeme opakovat dovtedy, kym
nedostaneme len siac¢in prvocisel. Pretoze prirodzenych ¢isel mensich ako ¢islo
n existuje konetne mnoho, je tento rozklad konec¢ny. Na konci tohoto procesu
dostaneme &fsla, ktoré uz nemozno rozlozit, tj. zlozené ¢islo je zapisané ako stéin
prvocisel. O

Zapis/hladanie prvociselného rozkladu do/pomocou tabulky

Prvoéiselny rozklad zlozeného éisla mozeme hladat pomocou tabulky s dvoma
riadkami a to takto: Do druhého riadku budeme zapisovat prvociselné delitele
(prvocisla) a do prvého podiely (tie budeme v kazdom dalsom kroku rozkladat
na suc¢in prvocisla a nového podielu).

Nasledujica tabulka zndzoriuje prvociselny rozklad éfsla 210, podla opisaného
postupu.

210 [ 105 |35 | 7 |1
2 315

Tabulka 1.3: Tabulka uréujtica prvociselny rozklad ¢&isla 210.

Ako vytvorime taki tabulku?

1. Na zaciatku si vytvorime tabulku s dvoma riadkami, s piatimi stfpcami
(v tomto pripade pocet stlpcov pozname, ale v pripade, ze tomu tak nie je,
si zaznacime aspon dva stlpce a v pripade potreby dokreslujeme d'alsie).

2. Zapiseme do Tavého horného rohu (prvy riadok, prvy stfpec) ¢islo, ktorého
prvociselny rozklad hladdme, tj. ¢islo 210.
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3. Cislo 210 je parne — je delitelné ¢islom 2 (to je jeho prvy prvociselny delitel).
Po vydeleni cisla 210 cislom 2 dostaneme podiel 105. Pretoze ¢islo 2 je
prvociselnym delitelom, zapiseme ho do druhého stipca, do druhého riadku.
Podiel, ¢islo 105, zapiSeme do prvého riadku toho istého sﬂpca.

4. Teraz rozlozime na stcin ¢islo 105. Toto ¢éislo je delitelné ¢islom 3 (druhy pr-
vociselny delitel). Podiel po vydeleni ¢isla 105 ¢islom 3 je ¢islo 35. Do nového
stlpca (treti stlpec) zapiseme — prvy riadok ¢islo 35 a druhy riadok ¢islo 3.

5. Teraz rozlozime ¢islo 35 na sicin ¢isel 5 a 7. Do stvrtého stipca zapiseme
postupne 7, 5.

6. Nakoniec uz zostane len rozlozit ¢islo 7, ¢o je uz prvocislo (tj. posledny
hladany prvociselny delitel). Cislo 7 rozlozime na sicin ¢isel 7 a 1. Tieto
¢isla zapiseme do posledného stlpca tabulky.

7. Ak dostaneme ¢islo 1 (posledny podiel), tabulka je hotové - ¢islo 210 sme
rozlozili na sic¢in prvocisel.

Prvociselny rozklad ¢isla 210 teraz precitame z druhého riadku, tj. je to sucin
prvocisel 2, 3, 5 a 7.

Prvociselny rozklad ¢isla zapisujeme pomocou mocnin prvocisel. Zaklady moc-
nin prvocisel zoradime vzdy vzostupne. Vd'aka Zakladnej vety aritmetiky je tento
rozklad vzdy jednoznacny.

Veta 4. (Zakladnd veta aritmetiky)
Kazdé prirodzené ¢islo n > 1 mozno zapisat jednoznacne (jedingm spésobom,)
v tvare
n=np-py ...k,
kde k € N, p1 < pg < -++ < pg st prvocisla a ri,rs, ..., € N st ich ndasobnosti.

Dékaz. Dokaz Zékladnej vety aritmetiky neuvadzame, mozno ho néjst napriklad
v knihe [21], str. 51. O

PouZitim prvoéiselného rozkladu mozeme dokézat nasledujici vzfah medzi
najmensim spoloénym ndsobkom a najviésim spoloénym delitelom.

Veta 5. Pre kazdé dve prirodzené cisla a, b plati
a-b=n(a,b)- D(a,b).
Dokaz. Prvociselné rozklady cisel a, b st

o k1 ko k.
- pl 'p2 "“'pmma

b = plf'pl;-..npfg,

kde m € N, p1,pa,...,pm sU prvocisla, ki, ko, ..., kpn,l1, 1o, ..., 1, € Np.
Pre najvicsi spolocény delitel D(a,b) ¢isel a, b plati

D(a,b) = pi* - p3*-...-pyr,
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kde s; je najmensi spoloény mocnitel u prvoéisla p;, resp. minimum z éfsel k;, I,
pre kazdé i € {1,2,...,m}.
Pre najmensi spoloény nasobok n(a,b) ¢isel a, b plati

— 1 T2 T
n(a,b) = pi* - py? - ... prm,
. S s~/ ~ 7’ . ) ~ 7/ . ~ 7
kde r; je najvacsi spoloény mocnitel u prvocisla p;, resp. maximum z ¢isel k;, [;,

pre kazdé i € {1,2,...,m}.
Vsimnite si, ze plati k; + 1; = r; + s; pre kazdé i € {1,2,...,m}, a preto

n(a,b) - D(a,b) = (pi' Py’ -...-pp) - (P1" - Py - o)
— p71“1+51 ~p§2+52 . ,p:;LnJrsm
— pllfﬁ-ll i p/2€2+l2 oo _pﬁlm-&-lm
= (bl (PR i)
= q-b.

Priklad 5. N4jdite b € N, ak viete, ze plati:
a =15, D(a,b) =3, n(a,b) = 45.

Riesenie: Podla predchadzajiiceho tvrdenia vieme, ze plati ab = n(a,b) - D(a,b).
Preto ¢islo b uréime zo vztahu
_ n(a,b)-D(a,b) 45-3

b= = =9.
a 15

Na zefektivnenie hladania prvociselného rozkladu nédm poslizi nasledujice
tvrdenie.

Veta 6. Kazdé zlozené cislo n > 1 je delitelné aspon jednym prvoéislom p,
pre ktoré plati p < \/n.

Doékaz. Nech n je zlozené cislo, tj. ma aspon 3 delitele.

Ak m4 ¢islo n prave 3 delitele (1, n a prvocislo p), musi platit n = p2. Preto
plati p = /n.

Ak ma ¢islo n viac ako 3 delitele, existuji aspon dve prvocisla p; a ps, ktoré
spiﬁajﬁ p1 < pe a sucasne p; - py < n. (Napriklad pre n = 6 to je p; = 2, po = 3,
pre ¢islo n = 8 je p; = po = 2.) Pretoze plati

P1-p1SProP2 SN,
mus{ platit nerovnost p; < y/n. To je presne to, ¢o sme chceli dokézat. O
Priklad 6. Urcte prvociselny rozklad ¢isla 3 103.
Riesenie: Na najdenie jedného prvociselného delitela ¢isla 3 103 nam podla Vety
6] staci overit, ¢i ¢islo 3103 je delitelné nejakym prvocislom mensim alebo rovnym
ako /3103 = 55.7, tj. staci hladat medzi prvoéislami mensimi ako ¢islo 56. Vietky
uvazované prvocisla su 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47 a 53.
Z tychto cisel vyhovuje jedine ¢islo 29. Podiel po vydeleni ¢isla 3 103 prvocislom
29 je 107. Cislo 107 je prvoéislo. Prvoéiselny rozklad éisla 3103 je sucin 29 - 107.

To, Ze 107 je prvocislo sa da overif rovnakym postupom — staci otestovat
delitelnost prvoéislami, ktoré si mensie ako v/107 = 10.3, tj. ¢islami 2, 3, 5 a 7.
Pretoze ziadne z nich nedelf ¢islo 107, musi byt podla Vety [6] ¢islo 107 prvoéislo.
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Cvicenia

1.

2.

Urcte prvociselny rozklad ¢isel 1147 a 947.

Zapiste prvociselné rozklady tychto prirodzenych cisel 24, 56, 200 a 321.

. Pomocou prvociselnych rozkladov ¢isel 48 a 242 urcte ich najvécsieho spo-

loéného delitela a ich najmensi spoloény nasobok.
Zistite, ¢i niektoré z nasledujucich ¢isel je prvocislo:

557,1231,2419.

. Po kolkych pokusoch delenia ¢isla 1001 prvocislami 2,3,5,... (v tomto

porad{) budeme vediet rozhodnit, ¢i toto ¢islo je prvocislo?

Vysledky cviceni

1.

2.

1147 = 31 - 37, 947 je prvocislo.
24 =23.3,56=2%-7,200=2%-52 321 =3-107.

.48 =2%.3,242 = 2112, n(48,242) = 21 -3 - 11%, D(48,242) = 2.

Prvocisla su ¢isla 557, 1231.

. Existuje 11 prvocisel mensich alebo rovnych ako ¢islo v/1001. St to cisla

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31. Cislo 1001 nie je prvocislo, pretoze je deli-
telné ¢islom 7. Stacia 4 pokusy.
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Kapitola 2

Kritéria delitelnosti

V tejto casti sa budeme venovat zdkladnym kritéridm delitelnosti. Kritéria deli-
telnosti sliZia k rozhodovaniu, ¢i je prirodzené &fslo delitelné uréitym prirodze-
nym c¢islom a to tak, aby to bolo jednoduché aj bez pouzitia pisomného delenia
alebo kalkulacky. Zaoberat sa budeme kritériami delitelnosti ¢islami 2 az 20.

2.1 Uvod do problematiky

Kritéria delitelnosti sa uréuji niekolkymi sposobmi. Prvym sposobom je uréenie
delitelnosti pomocou poslednych cifier ¢isla. Napriklad z poslednej cifry ¢isla
mozeme urcit delitelnost ¢islom 2, 5 alebo 10. Z posledného dvojéislia mozeme
rozhodnit o delitelnosti ¢islom 4. Pre delitelnost ¢islom 8 je rozhodujice posledné
trojcislie.

Dalsia moznost je urcif delitelnost éfslami zlozenymi z niekolkych neside-
liteInych delitelov. Napriklad delitelnost ¢islom 6 zistime pomocou delitelnosti
¢islami 2 a 3, u ¢isla 10 pomocou ¢éisel 2 a 5 a tiez u ¢isla 12 pomocou delitelnosti
¢islami 3 a 4.

Univerzalnejsia metéda na urcenie delitelnosti nejakym ¢éislom je pomocou
nejakej celociselnej linearnej kombinacie jednotlivych cifier.

Nech n € N a jeho rozvinuty zapis je

k
ap - 105 + ap_y - 1057+ g - 104+ ag = Y (a;-107),
i=0
kde k € No, ap # 0, a; € {0,1,...,9} pre kazdé i € {0,1,...,k}. Potom
celoéiselnou linearnou kombindaciou cifier ¢isla n nazyvame sucet

k

Ch Qg+ Chq Q1+ ...+c-a1+cy-ag= g (¢i - a;),
i=0

kde st dané ¢isla ¢; € Z pre kazdé i € {0,1, ..., k}. Cisla ¢; nazyvame koefi-
cienty linearnej kombinacie.

Napriklad delitelnost ¢islom 3 mdme zaruceni prave vtedy, ked ciferny stcet
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je delitelny tromi (tj. vSetky koeficienty linedrnej kombindcie cifier si rovné ¢islu

1).

2.2 Kritéria delitemosti ¢islami 2 az 10

Na overovanie delitelnosti ¢islami 2 az 10 ndm poslizi nasledujica veta:

Veta 7. (Delitelnost ¢islom 2 az 10)

Prirodzené ¢&islo n je delitelné cislom:

a) 2 prdve vtedy, ked je jeho poslednd cifra 0,2,4,6 alebo 8,
b) 3 prdve vtedy, ked je jeho ciferny sucet delitelnsj 3,

¢) 4 prdve vtedy, ked je jeho posledné dvojcislie delitelné 4,
d) 5 prdve vtedy, ked je jeho poslednd cifra 0 alebo 5,

e) 6 prave vtedy, ked je delitelné 2 a 3,

f) 7 prdave vtedy, ked dvojndsobok poctu stoviek zvicieny o posledné dvojéislie je
delitelny 7,

g) 8 prdve vtedy, ked je posledné trojéislie delitelné 8,

h) 9 prdve vtedy, ked je jeho ciferny sicet delitelny 9,

i) 10 prdve vtedy, ked je poslednd cifra 0.

Poznamka. Pocet stoviek znamenad cislo, ktoré dostaneme vyskrtnutim jeho po-
slednych dvoch cifier. Napriklad ¢islo 1234567 ma pocet stoviek rovny cislu
12 345.

Dékaz. Dokaz rozdelime do niekolkych casti. V prvej casti dokdzeme kritéria
na overovanie delitelnosti ¢islami 2, 5 a 10. V druhej ¢asti overime tvrdenia
pre delitelnost ¢islami 3, 9 a ¢isla 6. Potom v dalSej casti dokdZeme kritéria
pre &isla 4 a 8. Nakoniec ukdZeme platnost overovacieho kritéria pre éislo 7.

Co budeme v dékaze potrebovat /vyuzivat
e V celom dokaze budeme rozvinutym zapisom éfsla n oznacovat zépis
ar - 10" + ap_1 - 10"+ ... + ag - 10* + ay - 10 + a,

kde k € N, ap #0 aa; € {0,1,2,...,9} pre kazdé i € {0,1,2,...,k}.

e V dokaze budeme vyuzivat nasledovne pomocné tvrdenie.

Pomocné tvrdenie. Pre kazdé x,y, z € N plati

(zlzAzly = z|(@x+y), (2.1)
Glonzly = =|(@—y) (2.2)

zlx = z|(zy), (2.3)
(zlxANylz) & zy|z, kde D(z,y) = 1. (2.4)

Dékaz. ,Dokaz tvrdeni (2.1)) a (2.2)).

Pretoze z | © a z | y existuju ¢isla k,l € N také, ze x = k-zay=1-z.
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Z toho vyplyva, ze x +y = kz+1z = (k+1) - 2, tj. z | (x +y). Sticasne plati
r—y=kz—lz=(k—=1)-2tj. 2| (xr —y).
,Dokaz tvrdenia ([2.3]).

Z predpokladu z | x plynie existencia ¢isla k € N spiﬁajﬁceho r==k-z

Ak vynédsobime obe strany rovnice x = k- z ¢islom y, dostaneme zy = ky- z.
To znamend, ze plati z | (zy).

,Dokaz tvrdenia ([2.4]).¢

Pretoze ¢isla y a z st navzajom nestdelitelné a st delitelmi ¢isla x, musi
byt aj ¢islo zy delitelom éisla z, tj. musi platit zy | z.
O

Teraz dokézeme vetu [7

1.¢ast - Dokaz tvrdeni a), d) a 7).
Upravami rozvinutého zapisu prirodzeného ¢isla n dostaneme

n= gk-10k+ak_1-10k_1+...+a2-102+a1-IQ +ag=10- A+ aq.

10-(ag - 1057 4 apy - 10F72 4 . 4 ag - 10" + ay)

J

~~
A

Pripadne zapis predchadzajiceho pomocou sumaé¢ného znaku »_ je

k
n= Y (a;-10°) +ao=10-A+ay.

i=1
—_——
k

10-2(@1- 101

=1

A

Je zrejmé, ze sucin 10 - A je vzdy delitelny ¢islami 2, 5 aj 10.
Miesto ¢fsel 2, 5, 10 budeme d’alej pouzivat symbol T, tj. T' € {2,5,10}.

Dokazeme ekvivalenciu , 7' | n < T | ap* pomocou priameho dokazu (tj. do-
kazeme implikdciu , 7 | n = T | ap* a implikdciu , T | ag = T | n%).

Dokaz implikdcie , T |n =T | ag“:
Nech plati T' | n, tj. T | (10 - A+ ap). Vieme, ze plati T | (10 - A). Potom podla
tvrdenia musi platit 7' | ao.

Dokaz implikacie , T | ag = T | n“:
Nech plati T' | ag. Sticasne vieme, ze plati T' | (10 - A). To znamend, ze podla
tvrdenia musf platit 7| (10 - A + ap), tj. T | n.

V predchddzajicom kroku sme dokazali ekvivalenciu 7' | n < T | ap“
pre T' € {2,5,10}, a tym aj tvrdenia a), d), 7):

e 2 | n prave vtedy, ked 2 | ag, tj. ap € {0,2,4,6,8},

e 5| n prave vtedy, ked 5 | ag, tj. ap € {0,5},
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e 10| n prave vtedy, ked 10 | a, tj. ag = 0.

2.¢ast - Dokaz tvrdeni b), h) a e).
Uvazujme teraz ciferny sucet ¢isla n, tj. siucet

k
S=art+ag—1+...+ta+a = 5 a;.
i=0

Pre rozdiel cisla n a ¢isla s plati

n—s = ap-10F+ap_1 10"+ .. . +as-10°+a;y - 10 + aq
—(ag +ax—1 + ... +ay +ap)
= ap- (10" = 1) +ap_y - (105 = 1) +... +ay-99+a;-9.

Zapis predchadzajiceho napisany pomocou » | je

k k k
n—s = Z 101az — Zai = Z(lO’aZ - CLZ‘)
1=0 =0 =0
k k
= Z(lOiai —a;))+10-a; —a; = Z (10" = 1)a; + 9a;.

=2 =2

Vsimnite si, ze pre kazdé prirodzené ¢islo ¢ > 0 éislo 10° — 1 pozostéva
zo samych deviatok, napriklad pre ¢ = 1 je to ¢islo 9, pre ¢ = 2 ¢islo 99, pre ¢ = 3
¢islo 999 atd’. Cisla, ktorych vietky cifry si éfsla 9, si vzdy delitelné éfslom 3
aj ¢islom 9. Preto plati 3 | (n —s) a 9| (n — s).

To isté mozeme vidiet, ak pouzijeme vzorec pre rozdiel i-tych mocnin, konkrét-
ne pre mocniny 10° a 1. Potom dostaneme

k
n—s = Z(lOi —1)a; + 9a;

=2

k k
=3 (10-1)- (107 4. 41D -a;+9a = Y 9- (107" + ...+ L)a; + 9ay.

=2 =2

Odtial zrejme plati, Ze posledny vyraz je delitelny ako ¢fslom 3, tak aj ¢fslom 9,
tj.plati 3| (n—s) a9 | (n—s).

Pre T € {3,9} dokazeme, ze plati , T | n < T | s“.

Dékaz implikacie ,T | s =T | n“:
Vieme, Ze plati T' | (n — s) a predpokladdme, 7Ze T' | s. Potom podla tvrdenia
(2.1]) musf platit T | n.

Dokaz implikdcie ,T |n =T |s“
Plati, ze T | (n — s) a predpokladdme, ze T' | n. Potom podla tvrdenia (2.2]) musf
platit T'| s.

Dokazom ekvivalencie ,T | n < T | s* pre T € {3,9} sme dokdzali platnost
tvrdeni b), h):
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e 3| n prave vtedy, ked 3 | s,
e 9| n prave vtedy, ked 9 | s.

Pretoze ¢islo 6 sa dd napisat ako sic¢in dvoch nestidelitelnych ¢isel, siéin éisel
2 a 3, vdaka tvrdeniu (2.4) dostdvame kritérium na delitelnost ¢islom 6. Plati
tvrdenie e):

e 6| n prave vtedy, ked 2 | n a stcasne 3 | n.

3.¢ast - Dokaz tvrdeni c), g).
Pre kazdé prirodzené cislo ¢ > 1 plati, ze

100 =22.52.10"2=4-5%.10"2

To znamend, Ze ¢islo 10° pre ¢ > 1 je vzdy delitelné ¢islom 4. Vd'aka tejto deli-
telnosti a toho, Ze plati

n:gk-10k+ak,1~10’“*1+...+a2-1Oi+a1~10+a0:A+a1-10+a0,
M

musi platit 4 | A. Pre delitelnost ¢islom 4 je preto rozhodujiice posledné dvojéislie.

Teraz dokdzeme ekvivalenciu ,4 | n < 4| (a1 - 10 + ag)“.

Dokaz implikdcie ,4 | (ay - 10 +ag) = 4 | n“:
Vieme, 7ze 4 | A a predpokladdme, ze 4 | (a; - 10 + ag). Podla tvrdenia (2.1) je
splnené 4 | n.

Dékaz implikacie ,4 |n = 4| (a; - 10+ ap) “:
Predpokladdme, ze 4 | n a vieme, 7Ze 4 | A. Potom podla tvrdenia plati
4 | ((11 . 10—|—a0)

Dokézali sme tvrdenie c):

e 4 | n prave vtedy, ked 4 | (a; - 10 + ay).

Rovnako mozeme dokdzat tvrdenie g). Staci vychddzat z toho, Ze pre kazdé
prirodzené ¢islo ¢ > 2 plati 10" = 8 - 5% - 10°73. Tvrdenie g) je:

e 8| n prave vtedy, ked 8 | (ag - 100 + a; - 10 + ag).

4.c¢ast - Dokaz tvrdenia f).
U delitelnosti ¢islom 7 uvazujme &islo

k
m:2-ak-10k_2+...+2-a2—|—10-&1+a022(2-10k_2-ai)+10-a1+a0,
=2

kde k € Ny a ¢isla a; € {0,1,2,...,9} pre ¢ € {0,1,2,...,k} s cifry éisla n.
Potom plati
n—m = 10" a, +10"" a1 +...10-a; + ag
—(2-ap - 10" 24 ...+ 2-ag + 10 - ay + ap)
= 98-a)- 1024+ ... +98-ay.

30



Pretoze 7 | 98 je rozdiel n — m delitelny ¢islom 7 (stacl pouzit tvrdenie (2.3))).
Podobne ako v predchddzajicich castiach, vyuzitim pomocnych tvrdeni ([2.1))

a (2.2) dostaneme:

e 7| n prave vtedy, ked 7 | m.
[

Najkomplikovanejsie kritérium mdme pri delitelnosti ¢islom 7. Preto si ukdzeme
pouzitie tohoto kritéria na nasledujicom priklade.

Priklad 7. Zistite, ¢i ¢islo 3584 je delitelné ¢islom 7.

Riesenie: Podla vety na overenie delitenosti ¢islom 7 musime najprv vypocitat
dvojndsobok poctu stoviek ¢isla 3 584, a potom k nemu pripocitat posledné dvojéis-
lie, tj.

235+ 84 = 154.

Pretoze je toto &islo delitelné ¢islom 7, musi byt aj éislo 3 584 delitelné ¢islom 7.

2.3 Kritéria delitelnosti prvoéislami 11 az 20

Veta 8. (Kritérium delitelnosti ¢islom 11)

Nech k € Ny a
k
n:ZIOiai pre a; € {0,1,...,9}, ax # 0,
i=0
. ag,...,aq su cifry prirodzeného c¢isla n. Potom
k
11|n < 11| <Z(—1)iai> . (2.5)
i=0

Dokaz. Dokazeme najprv implikaciu ,,<*.

Oznacme .
S = (Z (—1)iai) :

=0
Predpokladédme, ze 11 | S.

Plati, 7e

k k k
n—S8=> (10a) =Y (~1)a; =Y _ (10" = (=1)")a;.
i=0 =0 =0

Pouzitim vzorca pre rozdiel dvoch i-tych mocenin (rozdielu 10° — (—1)%) dosta-
neme
m=10"—(-1)" = (10+1) - [10" "+ 10" - (=1) + ...+ 10 (=1)" > + (-1)" '] .

——
11

Odtial je zrejmé, ze m je delitelné ¢islom 11, a preto musi byt aj rozdiel n — S
delitelny ¢fslom 11. Pomocou a a predpokladu 11 | S dostavame 11 | n.
Dokaz obréatenej implikéacie ,,=*.
Predpokladdme, ze 11 | n. Podobne ako v predchadzajiucom kroku m = n— S
je delitelné ¢islom 11. Preto opit pomocou a plati 11 | S. O
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Priklad 8. Zistite, ¢i ¢islo 5082 je delitelné ¢islom 11.
Riesenie: Najprv musfme vypocitat 3> (—1)%a;, kde a; st cifry prirodzeného
¢isla 5082. Pretoze

S:i<_1)iai:(—1)0'2+(—1)1‘8+(—1)2~0+(—1)3-5:2—8—5:—11

a 11| S, je ¢fslo 5082 delitelné ¢fslom 11 podla kritéria z Vety [§]

Teraz nasleduji vety uréujtce kritérium delitelnosti ¢fslom 13, 17 a 19. Dokazy
tychto viet neuvddzame, pretoze sa urobia analogicky ako pre Vetu [7]a Vetu [8]

Veta 9. (Delitelnost éislom 13)
Prirodzené ¢islo je delitelné ¢islom 13, ak stvorndsobok poslednej cifry pripocitany
k desiatkam je delitelny 13.

Priklad 9. Zistite, ¢i ¢fslo 1105 je delitelné éislom 13.

Riesenie: Podla Vety[9|musime zistit, ¢i tvornasobok poslednej cifry pripocitany
k desiatkam je delitelny ¢islom 13. Plati

4.5+ 110 = 130.

Cislo 130 je delitelné éfslom 13, a preto 13 | 1105.

Veta 10. (Delitelnost ¢islom 17)
Prirodzené cislo je delitelné ¢islom 17, ak pdtndsobok poslednej cifry odéitany
od desiatok je delitelny 17.

Priklad 10. Zistite, ¢i ¢islo 16 371 je delitelné ¢islom 17.

Riesenie: Vyuzijeme Vetu . Piatndsobok poslednej cifry odéitany od desiatok je
rovny 1632 (= 1637—5-1). Aplikujeme tento sposob aj na ¢islo 1632, dostaneme
¢islo 153 (= 163 —5-2). Ak to zopakujeme este raz aj pre ¢islo 153, ziskame ¢islo
0 (= 15—5-3). Cislo 0 je delitelné éfslom 17, a preto aj éfsla 153, 1632 aj 16 371
st delitelné ¢islom 17.

Veta 11. (Delitelnost ¢islom 19)
Prirodzené éislo je delitelné ¢islom 19, ak dvojndsobok poslednej cifry pripoéitans
k desiatkam je delitelny 19.

Pomocou stiétu celoéiselnych ndsobkov jednotlivych cifier moézeme uréit deli-
telnost ¢fslami 12, 14, 15, 16, 18 a 20.

Veta 12. (Delitelnost cislami 12, 14, 15, 16, 18 a 20)

Nech n € N a nech .
n= Z 10%a;,
i=0

kde k € Ny, a; € {0,1,...,9} a ar # 0, je jeho rozvinuty zapis. Potom prirodzené
&islo n je delitelné cislom:
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a) 12 prdve vtedy, ked je delitelné tromi a Styrma,

b) 14 prdve vtedy, ked je delitelné dvomi a siedmimi,

c¢) 15 prdve vtedy, ked je delitelné tromi a piatims,

d) 16 prdve vtedy, ked posledné Stvoréislie ¢isla n je delitelné Sestndstimi,
e) 18 prdve vtedy, ked je delitelné dvomi a deviatimi,

f) 20 prdve vtedy, ked je delitelné styrmi a piatimi.

Dokaz. Dokaz Vety [I2]sa spravi podobnym spdsobom ako dokaz Vety [7} K dokazu
sa vyuZijt tvrdenie (2.4)), tj. mozeme vyuzit fakt, Ze ¢isla 12, 14, 15, 18 a 20 mozno
napisat ako siucin dvoch nesidelitelnych ¢isel. Plati, Ze

12=3.4, 14=2.7, 15=3-5,

Odtial st zrejmé tvrdenia a),b),c),e) a f).
Tvrdenie d) vychadza z faktu, ze pre kazdé prirodzené ¢islo @ > 3 plati

10° = 10*-10"* = 16 - 625 - 1074,

Pozndmka. Kritéria delitelnosti mozu byt formulované aj inak.
Napriklad pre kazdé prirodzené cislo n plati:

e Cislo n je delitelné ¢islo 7 préave vtedy, ked éslom 7 je delitelny rozdiel
stuctu jeho neparnych a parnych trojic cifier.

71103671316 < 7| (316 — 671 + 103),
7125501007 & 7 (007 — 501 + 025).
e Cislo n je delitelné &islom 11 préve vtedy, ked ¢éislom 11 je delitelny stcet
jednotlivych dvojcisel ¢isla n.
116589 & 11 (89 + 65),
1174151 < 11| (51 +41 +07).
Cvicenia

1. Urécte, ktoré z nasledujticich ¢isel je delitelné ¢fslom 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
alebo 10:

123, 147, 263, 369, 1 000, 1 240.

2. Zistite, ¢ ¢islo 332 211 je delitelné éislom 11, 13, 17 alebo 19.
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Vysledky cviceni

1. Odpoved je zapisana do tabulky.

2. Je delitelné len ¢fslom 11.

’ Cislo ‘ Delitele
123 3,
147 3,7
263
369 3,9
1000 | 2,4,5,8,10
1240 | 2, 4, 5, 8, 10
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Kapitola 3

Diofantické rovnice

V tejto kapitole sa zozndmite s linedrnymi diofantickymi rovnicami, ktorych nazov
je odvodeny od mena gréckeho matematika Diofanta. St to rovnice, ktorych
riesenie sa hladd medzi celymi éislami. Typicky st tieto rovnice charakteristické
tym, ze mame vacsi pocet neznamych ako rovnic.

V prvej kapitole sme zaviedli dolezité pojmy tykajiice sa delitelnosti prirodze-
nych ¢isel. Analogicky moZeme definovat zavedené pojmy i pre celé ¢isla. Deli-
telnost celych ¢&fsel budeme vyuzivat v tejto kapitole.

Viac o diofantickych rovniciach sa mozete docitat napr. v knihe [5].

Pozndmka. Delitelnost celych ¢isel: Do mnoziny celych &isel patria vetky priro-
dzené ¢isla, ¢fsla k nim opacéné (zdporné ¢isla) a nula. O delitelnosti prirodzenych
¢isel sme sa dozvedeli v kapitole 1. Nula je delitelnd kazdym nenulovym celym
¢islom. U delitelnosti zdpornych ¢isel plati: Ak @ € Z a a < 0, potom —a € N.
Nech ky, ko, ..., k, su vSetky delitele ¢isla —a, potom vsetky delitele ¢isla a su
cisla k?l, k’g, ey kn a —k’l, —]fg, ey _kn

3.1 Linearne diofantické rovnice

Linearnymi  diofantickymi rovnicami s n neznamymi
X1, L9, ..., T, € Z nagyvame vSetky rovnice s koeficientami aq,as,...,a, €
Z\ {0}, ¢ € Z, ktorych riesenie hladdme medzi celymi ¢islami. St to rovnice
tvaru

a1xr1 + asxg + ...+ apx, = C.

Linearne diofantické rovnice si rovnice, ktorych existencia celo¢iselného riesenia
vychddza zo znalosti najviicsieho spoloéného delitela. Pokial koeficienty tejto
rovnice budd mat najvicsieho spoloéného delitela, ktory nedeli ¢islo na pravej
strane, ihned mozeme povedat, Ze dand rovnica nemé celo¢iselné rieenie. Pokial
ale najvicsi spoloény delitel koeficientov bude delit pravi stranu diofanticke;
rovnice, takato rovnica bude mat nekonecne mnoho celoc¢iselnych rieseni. Aby
sme ich uréili vSetky, sta¢i ndm néjst jedno rieSenie a vsetky ostatné z neho
jednoducho vypocitat.

Dalej sa budeme venovat len linedrnym diofantickym rovniciam s dvoma
neznamymi.
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3.1.1 Linearne diofantické rovnice s dvoma neznamymi

Linearna diofanticka rovnica s dvoma neznamymi x, y € Z je rovni-
ca tvaru
ar + by = c, (3.1)

kde a,b € Z\ {0}, c € Z.

Riesenia rovnice (3.1)) budeme d'alej zapisovat ako usporiadant dvojicu [, y].

V pripade, ze prava strana rovnice (3.1) je nulova, tj. ¢ = 0, mame vzdy
zarucenu existenciu riesenia. Jedno z rieseni je urcite rieSenie trivialne, x = y = 0.
Predpokladajme ale, ze existuje netrividlne riesenie xz,y # 0, a upravme rovnicu
na nasledujuci tvar

-—=——. (3.2)
Y a

Ak oznacime najvicsieho spoloéného delitela ¢isel a,b ako D(a,b), potom

existuju c¢isla k, [ € Z také, ze

a=k-D(a,b), b=1-D(a,b).

Dosadenim tychto vztahov do rovnice (3.2) dostaneme

kde D(k,1) = 1. Co zrejme naznacuje jedno netrividlne riesenie — usporiadant
dvojicu [z, y] = [I, —k]. Ostatné riesenia dostaneme vynasobenim nejakym nenulo-
vym celociselnym nasobkom.
Vsetky netrividlne riesenia linearnej diofantickej rovnice s dvoma neznamymi
(rovnica (3.1))) s ¢ =0 sd tvaru
b —a

= =1 5wt D)

kde t € Z\{0}. (V pripade trividlneho riesenia staci polozit t = 0.)
Priklad 11. Najdite vsetky riesenia rovnice

11z + 2y = 0,
kde x,y € Z.

Riesenie: Pravéa strana rovnice je ¢islo 0, preto je dand rovnica riesitelnd. Oz-
nac¢me a = 11, b = 2. Najvicsi spoloény delitel D(a, ) ¢isel a, b je ¢islo 1. Podla
predchadzajiceho vSetky riesenia rovnice 11x 4 2y = 0 majui tvar

[l‘,y] = [Q'ta_ll't]v
kde t € Z.

V pripade, ked ¢ # 0 je situdcia o nieco zlozZitejsia. Takéto rovnice nemusia
byt vidy riesitelné. Napriklad rovnica 2z 4+ 4y = 5 nemd celoéiselné riesenie.
Sposob ako urcit riesenia, popisuje nasledujica veta.
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Veta 13. (Ezistencia riesenia linedrnej diofantickej rovnice s 2 nezndmymsi)
Linedrna diofantickd rovnica typu ax + by = ¢, kde a,b € Z\{0}, ¢ € Z, md
riesenie prdve vtedy, ked D(a,b) | c.

Dokaz. Najprv dokdzeme implikaciu ,,Ak linearna diofantickd rovnica ax+by = ¢
m4 riesenie, potom D(a,b) | c.“. Predpokladdme, ze rieSenie rovnice ax +y = ¢
existuje, oznacujeme ho [u,v], kde u,v € Z. Nech d oznacuje spolo¢ného delitela
¢isel a, b. Po dosadeni riesenia [u, v] do rovnice ax 4 by = ¢ obdrzime au+ bv = c.
Lavd strana tejto rovnosti je delitelnd ¢islom d, tj. d | (au + bv). Aby platila
rovnost, to isté musi platit aj pre pravi stranu, tj. musf platit d | ¢. Toto odvode-
nie je splnené pre kazdého spolo¢ného delitela ¢isel a, b, a preto plati D(a,b) | c.

Teraz dokazeme, implikaciu ,Ak D(a,b) | ¢, potom linedrna diofanticka rovni-
ca ma riesenie.“. Predpokladdme, ze D(a,b) | c¢. Nech plati a = D(a,b) - t,
b= D(a,b)-s,c= D(a,b)-r, kde t, s,r € Z. Upravami obdrzime

_c—by D(a,b)-r D(ab)-sy r—sy

a  D(a,b)-t D(ab)-t ¢
Pretoze cisla a, b, ¢ si pevne dané, tak mame pevne dané aj celé ¢isla r, s, t. Aby
x € Z staci, aby t | (r—sy), ¢o je mozné docielit vhodnou volbou y € Z. Znamend
to, ze za predpokladu D(a,b) | ¢ je zarucend existencia celociselné riesenie [x,y]
rovnice ax + by = c. O]

O pocte a tvaru rieseni hovor{ nasledujiica veta. Pokial je linedrna diofanticka
rovnica riesitelnd (je splnend podmienka D(a,b) | c), tak rieSeni je nekonecne
mnoho a na ich uréenie ndm sta¢i poznat jedno riesenie.

Veta 14. (Riesenia linedrnej diofantickej rovnice)

Ak je usporiadand dvojica [xg,yo] jedno riesenie linedrnej diofantickej rovnice

ax + by = ¢, kde a,b € Z\ {0}, ¢ € Z, potom vsetky riesenia tejto rovnice si
b-r a-r

SERCURAR Ik

kde r € Z.
Dokaz. Nech a = D(a,b) -t, b = D(a,b) - s, kde t, s s nestidelitelné celé cisla,
tj. D(t,s) = 1. Dalej nech [zq,yo] a [z1,71] s dve rieSenia rovnice ax + by = c.
Potom plati

axg + byo =ari + by1 = C.

Upravami dostaneme

a(ry — 11 t(ro — 11
(I :¥+y0= %‘f‘yo.
Pretoze D(t,s) =1 a y; € Z, musi platit s | (xg — z1). Existuje preto r € Z také,

7e To—x1 = -5 = r- =2—. Analogicky dostaneme y; —yy = - =%~. Zo znameho

D(a,b) D(a,b)
rieSenia [xg, yo] vypocitame d'alsie riesenie [x1, ;] nasledovne
b
ry = mo—7T-
1 0 D(Cl, b) )
N a
— re —m—
n Yo D(a, b) )
kde r € Z. ]
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Priklad 12. Rieste rovnicu 2z + 3y = 1, kde =,y € Z.

Riesenie: Rovnica je linearna diofanticka rovnica s dvoma neznamymi a nenulo-
vou pravou stranou. Ozna¢me a = 2,b = 3, ¢ = 1. Najvicsi spoloény delitel ¢isel
a,b je D(a,b) = 1. Pretoze plati D(a,b) | ¢, je tdto rovnica riesitelnd a rieSenf
existuje nekone¢ne mnoho. Jedno rieSenie je [xo,yo] = [—1,1]. VSetky riesenia
maju tvar [-1 —3-7,1+ 27|, kde r € Z.

Priklad 13. Vyjadrite ¢islo 3 v tvare 21x + 15y, kde =,y € Z.

Riesenie: Uloha sa d4 ekvivalentne formulovaf i takto: Vyrieste diofantickud
rovnicu 21z + 15y = 3, kde x,y € Z.

Ozna¢me a = 21, b = 15, ¢ = 3. Najvicsi spoloény delitel ¢&isel a, b je éislo
D(a,b) = 3. Pretoze plat{ D(a,b) | ¢, je tato tloha riesitelnd a rieseni existuje
nekonecne mnoho. Na vyjadrenie vSetkych tychto rieseni ndm staci urcit jedno.
Na jeho ndjdenie moézeme pouzit Euklidov algoritmus pre ¢isla a = 21 a b = 15.
Pomocou Euklidovho algoritmu ziskame rovnosti

21 = 1-15+6,
15 = 2-6+3,
6 = 2-3+0.

Nasim cielom je vyjadrit ¢islo 3 (&fslo na pravej strane diofantickej rovnice) po-
mocou ¢isel 21 a 15, ¢o su koeficienty na lavej strane diofantickej rovnice.

Ak ¢islo 3 vyjadrime z druhej rovnosti (dostaneme 3 = 15 — 2 - 6) a ¢islo 6
vyjadrime z prvej rovnosti (6 = 21 — 1 - 15), mozeme ¢&islo 3 napisat ako

3=15—-2-6=15—2-(21—1-15) = —2-21 + 3 15.

To znamend, 7Ze jedno z moznych rieseni musi byt [zo,y0] = [-2,3]. Vsetky
rieSenia maju tvar [—2 - %’r, 3+ QITT}, kde r € Z.

Cvicenia
1. Zistite, ¢i existuju celé cisla a, b splnajice rovnicu

Ta + 110 = 10.

2. Néjdite vSetky riesenia rovnice
3r — 5y =1,
kde z,y € Z.

Vysledky cviceni

1. Existuju, pretoze D(7,11) | 10. Vsetky riesenia su tvaru [3 — 11r, —1 + 7r],
kde r € Z.

2.245-114+3-r],kder € Z.
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3.2 Diofantické rovnice druhého stupna

Medzi diofantické rovnice druhého stupna zaradujeme kvadratické diofantické

rovnice, bilinearne diofantické rovnice, Pythagorejské rovnice alebo tiez Pellove
rovnice, vid Tab. [3.1]

’ Nézov rovnice \ Priklad rovnice \ Zadané koeficienty \ Neznédme ‘
Kvadraticka
diofanticka -yt =c ceN T,y €L
rovnica
Bilinedarna a,b,c,d € 7,
diofanticka axy +bx +cy=d | a,c nesidelitelné, x,y €7
rovnica a,b,c #£0
Pythagorejské rovnice ¢+ y? =22 z,y,2 €N
D € N| ktoré nie je
Pellova rovnica 22+ Dy? =1 druhou mocninou | z,y,2 € N
prirodzeného ¢isla

Tabulka 3.1: Typy diofantickych rovnic druhého stupna.

My sa budeme v tejto praci venovat len kvadratickym diofantickym rovniciam
s dvoma neznamymi.

3.2.1 Kvadratické diofantické rovnice s dvoma neznamymi

Kvadraticka diofanticka rovnica s dvoma neznamymi x,y € Z je
rovnica tvaru

2? —y? =c, (3.3)
kde c € N.

Nasledujtica veta hovorf o riesitelnosti rovnice (3.3)).

Veta 15. (Existencia riesSenia kvadratickej diofantickej rovnice s 2 nezndmymsi)
Rowvnica md celociselné riesenie prdve vtedy, ked ¢islo ¢ je bud nepdrne,
alebo delitelné éislom 4.

Dékaz. Lav4 strana rovnice sa d& napisat ako stcin ¢isel z —y a z +y. Tie
mozu byt obe parne, obe neparne alebo jedno parne a druhé nepérne. V prvom
pripade to znamend, Ze ich stc¢in musi byt delitelny 4. V poslednych pripadoch
ich sti¢in moze byt len nepdrne éislo. O

Priklad 14. N§jdite vSetky celoc¢iselné riesenia z,y € Z rovnice
2? —y? =11

Riesenie: Prava strana je rovna ¢islu 11. To je nepdarne ¢islo, preto je rovnica
riesitelnd. Lava strana sa da napisat ako siéin dvoch celych éisel x —y a x + v.
My hladdme celoéiselné riesenie, a preto pravi stranu musime napisat tiez ako
sucin dvoch celych ¢isel. Pretoze na pravej strane méame prvocislo, existuju len
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dva sposoby ako to spravif — musi to byt bud stéin 11 -1, alebo si¢in —11 - —1.
Teraz budeme uvazovat, 7ze 11 = 11 - 1:
Prvé riesenie dostaneme vyrieSenim sustavy rovnic

r+y=11, v —y=1.

Je to dvojica [z,y] = [6,5].
Druhé riesenie ziskame so sustavy rovnic

r+y=1 z—y=11,
tj. riesenie [z, y] = [6, —5].
V pripade, kedy budeme uvazovat, ze 11 = —11 - —1:
Prvé riesenie dostaneme vyrieSenim ststavy rovnic

r—y=-—11, x+y=—1.

Je to dvojica [z,y] = [-6,5].
Druhé riesenie ziskame so ststavy rovnic

r—y=-1 z+y=—11,

tj. riesenie [z,y] = [—6, —5].
Vsetky riesenia rovnice 22 —y* = 11 st dvojice [6, 5], [-6, 5], [6, —5] [-6, —5].

Cvicenia

1. N4jdite vSetky celociselné rieSenia rovnice s nezndmymi x,y € Z:

a)xZ_y2:7’
b) x? — y? =4,
c) 22 —y* =18.

2. Najdite celoiselné riesenie [z, ] spinajice nasledujice dve rovnice:
22—y = 5,
r+3y =
Vysledky cvic¢eni
1. a)l[4,3], [4,-3], [-4,-3], [-4,3].

¢) Nema4 riesenie.

2. Riesenim je dvojica [z,y] = [3,2].
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3.3 Slovné ulohy

V tejto casti sa nachadzaju slovné tlohy na diofantické rovnice. Viac prikladov,
resp. cviceni, na tito problematiku mozno najst v Kapitole [5| tejto prace.

Priklad 15. Aké rozmery ma obdiZnik, ktorého obvod je 12 cm? (Rozmery
obdlznika si prirodzené ¢isla.)

Riesenie: Obvod obdl#nika zo stranami a, b je 2a+ 2b. Naga tiloha teda je: N4jst
vietky dvojice [a, b], ktoré Spiﬁajﬁ rovnicu 2a + 2b = 12. Jedno z rieSeni rovnice
je dvojica [a,b] = [6,0]. Vsetky celociselné riesenia si tvaru [a,b] = [6 — 7, 7],
kde r € Z. Pretoze hladdme a,b € N (vieme, Ze rozmery obdlznika st prirodzené
¢isla), pre r € Z musi platit 6 —r > 0 a r > 0. To znamen4, ze r € {1,2,3,4,5}.
Vsetky riesenia st zapisané do nasledujicej tabulky.

| 7| a(cm) [ b (cm) |
1 ) 1
2 4 2
3 3 3
4 2 4
5 1 5

Priklad 16. Zuzka mé v penaZenke 6 dvadsatkorundcok a 3 patdesiatkorunacky.
Kolkymi sposobmi moze zaplatit 120 kortin?

RieSenie: Zostavime rovnicu 20z + 50y = 120, kde x € Ny je pocet dvad-
satkorundcok a y € Ny je piatdesiatkorundcok. Po vydeleni oboch stran rovnice
¢islom 10, dostaneme novi rovnicu 2z + 5y = 12 (je ale ekvivalentna povodnej
rovnici). Jedno z rieseni tejto rovnice je [z, yo] = [6, 0]. VSetky celo¢iselné riesenia
su tvaru [z,y| = [6 — br, 2r|, kde r € Z. Pretoze chceme x,y € Ny, musi pre r € Z
platif 6 — 57 > 0a 2r >0, tj. 0 < 7 < 6/5. Cislo 7 teda moze byt len bud rovné
0, alebo 1. Preto existuju prave dve riesenia, a to [6,0] a [1,2].

Priklad 17. Kolkymi sposobmi mozno 21 litrov vody preliat do trojlitrovych
a Sestlitrovych nddob?

Riesenie: Oznaéme x pocet trojlitrovych nadob, y pocet Sestlitrovych nadob.
Potom je nasou tlohu néjst vsetky mozné [z, y] splnajice

3r + 6y = 21.

Pretoze ¢islo 21 je delitelné ¢islom D(3,6) = 3, je rovnica riesitelnd. My ale
nesmieme zabudat na to, ze potrebujeme ndjst nezdporné x,y (tieto hodnoty
vyjadruju pocet, tj. x,y € Np). Jedno z rieseni rovnice 3z + 6y = 21 je riesenie
[0, yo] = [7,0]. Vietky celociselné riesenia si tvaru [z,y] = [7 — 2r, 7], kde r € Z.
Chceme, aby platilo r > 0 a 7 — 2r > 0. Tomu vyhovuje len r € {0,1,2,3}.
Existuji prave 4 riesenia a to dvojice [1,3], [3,2], [5,1] a [7,0].
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Kapitola 4

Prvocisla a ich vyuzitie
v redlnom zivote

Prvocislami nazyvame vsetky prirodzené ¢isla, ktoré maji prave dva rozne delitele.
Ich stidiom sa matematici venuji uz niekolko tisicroci, avsak az od 20. storocia
nasli svoje uplatnenie v mnohych praktickych aplikdciach. Mozno si to ani neuve-
domujeme, ale stretavame sa s nimi dennodenne. Napriklad vSetky rodné cisla
od roku 1986 st volené tak, aby boli delitelné prvoéislom 11. Podobne avsak viac
komplikovanejsie su volené ¢isla bankovych uc¢tov, identifikaéné ¢isla organizacii,
ISBN. Velké prvocisla (prvocisla s velkym poctom cifier — aspoii 100) pouzivame
v kryptolégii, v algoritmoch na velmi rychle nisobenie velkych &isel.

V tejto kapitole sa naucime, ¢o je Eratosthenovo sito, dozvieme sa nejaké
kritéria na urcenie, ¢i dané prirodzené ¢islo je alebo nie je prvocislo, ukazeme, ze
prvocisel je nekoneéne vela. Zozndmime sa tieZ so §pecidlnymi typmi prvoéisel,
napr. s Mersennovymi prvocislami. Nakoniec sa obozndmime aj s niekolkymi ap-
likdciami prvocisel v redlnom zivote.

4.1 Prvocisla

V tejto casti popiSeme princip hladania prvoéisel pomocou Eratosthenovho sita,
uvedieme nejaké Specidlne typy prvocisel, napr. Mersennove prvocisla, Fermatove
prvocisla. Ukazeme, ako su prvocisla rozmiestnené na Ulamovej Spirale. Zmie-
nime tiez kritéria prvociselnosti, tj. kritéria na urcenie, ¢i je dané prirodzené ¢islo
prvocislo, alebo nie je. Nakoniec dokazeme dve Euklidove vety o prvocislach.

4.1.1 Eratosthenovo sito

Hladat prvoéisla mozno pomocou postupu/algoritmu nazyvaného Eratosthenovo
sito. Cielom tohoto algoritmu je néjst vsetky prvoéisla mensie ako nejaké dané
¢islo.

Eratosthenovo sito je algoritmus, ktory hladd vsetky prvocisla mensie
ako je predom zadand horna mez.

Nech ¢islo M € N oznacuje hornti mez. Algoritmus Eratosthenovho sita
je nasledovny:
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7. Vsetky zakrizkované éisla st hladané prvocisla medzi ¢islami 2 a M.

. Na zaciatku vypiseme zoznam vsetkych prirodzenych ¢isel mensich ale-
bo rovnych ako je ¢islo M. Zac¢iname ¢islom 2, tj. zoznam tvoria ¢isla
2,3,4....M—1,M.

. Zakriuzkujeme prvé ¢islo v zozname, tj. ¢islo 2 (to je prvocislo).
. Vyskrtneme vSetky nasobky cisla 2, tj. ¢isla 4,6, ...

. Zakruzkujeme prvé ¢islo v zozname, ktoré nie je zakrizkované alebo
vyskrtnuté. Toto ¢islo je prvocislo.

. Vyskrtneme vSetky nasobky zakrizkovaného ¢isla, tj. prvocisla z pred-
chadzajuceho kroku.

. Posledné dva kroky (4. a 5.) opakujeme dovtedy, kym nie si vsetky
¢isla zoznamu rozdelené na éisla: zakruzkované (to su prvocisla) alebo
preskrtnuté (to su zlozené ¢isla).

Teraz skiisime tymto sposobom uréit vsetky prvocisla, ktoré si mensie ako
¢islo 21.

1.

NapiSeme si zoznam vsetkych prirodzenych ¢isel od 2 do 21. (Vsimnite si, ze
¢islo 1 neuvazujeme, pretoze nie je podla definicie ani prvoéislo, ani zlozené
¢islo.)

. Zakriazkujeme prvé prvocislo, tj. ¢islo 2.

. Vyskrtneme vsetky nasobky c¢isla 2, tj. ¢isla 4,6, 8,10, 12,14, 16, 18, 20.
(2) 3 s 5 y's
7 L 9 b 11
b/ 13 b 15 16
17 8 19 20 21

. Najmensie ¢fslo, ktoré nie je preskrtnuté je éislo 3. Cislo 3 zakrizkujeme

a vyskrtneme vsetky jeho nevyskrtnuté nasobky, tj. ¢isla 9, 15,21 (¢isla 12
a 18 st uz preskrtnuté).

. Dalsie ¢islo zoznamu je &slo 5 (to je d'alsie prvocislo). Ziaden nepreskrtnuty

nésobok ¢fsla 5 uz nemame. (Cisla 10, 15,20 s uz preskrtnuté.)
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6. Nakoniec zakrizkujeme aj zvysné neoznacené ¢isla (ich ndsobky sa uz v zo-
zname nenachadzaju).

7. Zakrizkované ¢isla, tj. prvocisla, su ¢isla 2,3,5,7,11,13,17,19.

ORNO N B O N
() | =
ol @©
) | =»

4.1.2 Ulamova Spirala

X | R

X |5 |G

bl
5
20

Zaujimavy obrazok, nazyvany Ulamova Spirdla, pozostavajici z prvocisel objavil
polsky matematik Stanistav Marcin Ulam. Ulamovi §pirdlu dostaneme napisanim
prirodzenych ¢isel do Spirdly a zakruzkovanim vsetkych prvocisel. Mozeme si
vSimnut, ze prvocisla vytvdraju diagondlne (dokonca i vodorovné a zvislé) ciary.

Vid Obr. 411

3|7—36—35—34—33—32—31 37— 31

38 17-16—15-14-13 30 17———13
3|9 1|8 5—4—3 12 29 5——3
4|O l|9 Eli 1*% 11 28 19
4|1 2|0 7—8—9—10 27 41 7
4|2 2|1—22723724725726 23

|
43—-44-45-46-47-48-49... 43 47

Obr. 4.1: Postupne: Prirodzené ¢isla zapisané do spiraly. Ulamova spirala. Ula-
movéa Spirdla na sieti 200 x 200. (Obrazky z http://cs.wikipedia.org/wiki/
Ulamova_spirala.)
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4.1.3 Euklidove vety

Teraz uvedieme Prvii a Druht Euklidovu vetu. Prva Euklidova veta sa dost ¢asto
pouziva v prikladoch /tilohdch na delitelnost. Druhd Euklidova veta hovorf o tom,
ze prvocisel je nekonec¢ne mnoho.

Veta 16. (Prvd Euklidova veta)
Nech a,b st prirodzené c¢isla. Ak je p prvocislo a p | (a-b), potom plati bud p | a,
alebo p | b.

Dokaz. Nech p je prvocislo a a, b si dve prirodzené cisla. Ak p deli a, veta plati.
Preto predpokladajme, Ze tomu tak nie je, tj. p 1 a. Chceme ukdzat, ze p | b.
Vyuzijeme na to Vetu o linedrnych diofantickych rovniciach. T4 hovori, ze
pokial D(a,p) = 1, existuju celé ¢isla z,y spfﬁajﬁce rovnicu ax + py = 1. Po
vynasobeni tejto rovnice ¢islom b, dostaneme rovnicu abx + pbx = b. Vieme, ze
pl(a-b)ap]| p Aby rieSenie z,y existovalo, musi platit p | b, ¢o sme cheeli
dokéazat. O

Dosledkom Prvej Euklidovej vety je Zakladnd veta aritmetiky, tj. Veta [dl

Veta 17. (Druhd Euklidova veta)
Prvocisel je nekoneéne mnoho.

Dokaz. Tvrdenie dokazeme sporom.

Predpokladdme, ze plati vyrok ,Prvocisel je koneéne mnoho.“. Vsetky tieto
prvocisla budeme oznacovat ako pq,pa, ..., Pn.

Uvazujme teraz cislo

m=p1-pa-... pp+1

Ziadne z prvocisel py, ps, ..., P, toto ¢islo nedeli bez zvydku (zvysok je vzdy 1).
To znamen4, Ze ¢islo m musi byt podla Zikladnej vety aritmetiky tiez prvoécislo.
Avsak to je spor s nasim predpokladom, ze prvocisel je konetne mnoho. O

Veta 18. (Désledok Druhej Euklidovej vety)
Zlozenych cisel je nekonecne mnoho.

4.1.4 Specidlne typy prvocisel

Studiom cisel, ktoré su o jedna mensie ako nejakd mocnina s prirodzenym moc-
nitelom z ¢&fsla 2, sa zaoberal franctizsky matematik M. Mersenne.

Prirodzené éisla tvaru
__on
M, =2" —1,

kde n € N, nazyvame Mersennove cisla. Ak je M, prvocislo, nazyvame ho
Mersennovo prvocislo.

Prvé styri Mersennove prvocisla dostaneme pre n = 2,3,5,7, tj. su to ¢isla 3,
7, 31 a 127. V pripade ¢isel n = 11 alebo n = 23 prvocisla nedostaneme, pretoze
¢islo 2 — 1 je delitelné éislom 23 a éislo 22 — 1 je delitelné éislom 47.
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Najvicsie zname Mersennovo prvocislo ma tvar
novo prvocislo). Predchadzajice Mersennovo prvoéislo bolo ¢islo

Hladaniu Mersennovych prvocisel sa venuje projekt GIMPS (Great Internet
Mersenne Prime Search), blizsie informécie http://www.mersenne.org.

Dalsie vyznamné cisla si Fermatove cisla, ktorymi sa zaoberal francizsky
matematik Pierre de Fermat.

. s~ m ’ L »
Prirodzené éisla F,, = 22" + 1, kde m € Ny, sa nazyvaju Fermatové
¢isla. Ak je F,, prvocislo, hovorime o Fermatovom prvocisle.

Prvé styri Fermatove prvocisla su ¢isla 3, 5, 17, 257. Pre m = 5 prvocislo
nedostaneme, pretoze F5 = 641 -6 700417. Najviacsie zname Fermatove prvocislo
je cislo Fy = 65 537.

Fermatove prvocisla si dolezité najmé kvoli tomu, ze suvisia s geometriou.
Napriklad velkym objavom bolo spojenie medzi Fermatovymi prvoéislami a eukli-
dovskou konstrukciou (tj. konstrukcia len pomocou kruzidla a pravitka) pravidel-
nych mnohouholnikov. Jeho objavitelom je matematik Carl Friedrich Gauss.
Gauss dokézal, ze pravidelny n-uholnik je mozné skonstruovat euklidovsky prave
vtedy, ked

n=2"Fp Fpn,-...- Fy,,

kden >3,4,j € Nga Fy, Fin,, - - ., Fin; st navzdjom rozne Fermatove prvocisla.

Nasledujuce prvocisla si pomenované po franctzskej matematicke Sophii Ger-
mainove;j.

Neparne prvocislo p, pre ktoré 2p+1 je tiez prvocislo, sa nazyva prvocislo
Sophie Germainovej.

Prvé styri prvocisla Sophie Germainovej st ¢isla 2, 3,5, 11. Najvicsie doposial
zname (rok 2012) prvocislo Sophie Germainovej je ¢islo 18 543 637 900 515-2666667
1, ktoré ma 200 701 cifier.

Grécky matematik Euklides dokazal, ze prvocisel je nekoneéne mnoho. K do-
kazu pouzival cisla, ktoré vznikli zo suctu cisla 1 a sucinu prvych n prvocisel.
Tieto ¢isla preto nazyvame po niom.

Nech pq,ps,...,pn je prvych n prvocisel. Ak je ¢islo p1 - py ... p, + 1
prvocislo, nazyvame ho Euklidove prvocislo.

Cisla 3,7, 31,211 si Euklidove prvocisla. Prvoéislo neziskame napriklad pre 6
prvych prvocisel, pretoze plati 2-3-5-7-11-13 41 = 30031 = 59 - 509.
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4.1.5 Kritéria prvociselnosti

V tejto asti zmienime niekolko kritérif na overenie, ¢i je dané éislo prvoéislo, alebo
nie je. Ako si mozete vsimnit, dokazy neuvddzame, ale zdujemcom odporicame
knihu [21], kde mozno n4jst okrem dokazov aj iné podrobnosti tykajicich sa tejto
problematiky.

Tvrdenie 1. Prirodzené cislo n je prvocislo prdve vtedy, ked n | (Z) pre vsetky
ke{l,...,n—1}.

Tvrdenie 2. Prirodzené cislo k je prvocislo prdve vtedy, ked n | (k_”%) pre vsetky
n také, 2e§§n§§.

Tvrdenie 3. Ak 2P — 1 je prvocislo, potom p je tieZ prvocislo.

4.2 Aplikacie prvocisel

4.2.1 Prvocislo 11

Veta dokazana v Kapitoleném urcuje pravidlo delitelnosti éislom 11. Pripomeri-
me si jej znenie:

Nech k£ € Ny a

k
n:Z(ai-loi) pre a; € {0,1,...,9}, ap #0,
=0

(2

tj. ax, ..., aq su cifry prirodzeného ¢isla n v desiatkovej stustave. Potom
k
11|n < 11| <Z (—1)@-) .
i=0

Existuje velké mnozstvo aplikécii prvoéisla 11 v praxi. Vyuzivame ho napriklad
pri tvorbe rodného c¢isla, kodu ISBN alebo tiez pri tvorbe ¢isel bankovych tétov.

Tvorba rodného ¢isla

Prvocislo 11 sa vyuziva napriklad na vytvorenie rodného ¢isla. To volime tak, aby
bolo delitelné ¢fslom 11.

Rodné ¢islo je desatmiestne ¢islo, ktoré sa urcuje podla ddtumu narodenia
a sticasne pravidla delitelnosti ¢islom 11. UkdZeme si, ako sa tvor{ rodné ¢islo pre
muza narodeného 22. 5. 1999 a zenu narodenu 13. 7. 1996.

Prvé dve cislice rodného c¢isla urcuje posledné dvojéislie roku narodenia, tj. muz
bude mat 99 a Zena 96. Nasleduje oznacenie muz alebo Zena. Muzom sa déva ¢islo
0 a zenam ¢islo 5. Potom je to uz len mesiac a den. V pripade dvojciferného ¢isla
pre mesiac, napr. december (&islo 12), sa jednotka pripoéita k ozna¢eniu muz/zena
(tj. 1/6). Nasleduje lomitko a stvoréislie.

Od roku 2004 (zdkon ¢. 53/2004 Sh.) sa zavddza moznost, kedy v pripade,
7e su v nejaky den vycerpané vietky platné stvorcisla, pouzit alternativne rodné
¢islo. Zeny maji vtedy oznacenie 7 a muzi 2.
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V naSom pripade zena moze mat rodné ¢islo 965713/1110 a muz 990522 /2591.
Overit, Ze takéto rodné éfslo moze existovat, staci podla kritéria pre delitelnost
¢islom 11, tj.

—-946—-54+7—-143-14+1-1+0=0,

—-94+9-0+5-24+2-24+5-9+1=0.

Pocitac by pri nespravne zadanom rodnom é&isle (zistil, ze sme zadali ¢islo
nedelitelné 11) ohlésil chybu. Hovorime vtedy, Ze ¢islo 11 detekovalo chybu. Kéd
nazyvame jedenastkovy kod samodetekujiceho kodu.

Kdéd ISBN

Kéd ISBN (International Standard Book Number) oznacuje knizné publikécie.
Je zlozeny z 10 cifier x x5 ... 719 rozdelenych na 4 ¢asti, medzi ktorymi su tri
spojovniky. (Novo vyddvané kédy st trindstmiestne zac¢inajiice ¢islom 978.)

Tento kéd ma tvar: ISBN kéd zeme (Ceska aj Slovenskd republika ma kéd 80)
— nakladatelstvo — identifika¢né ¢fslo knihy — kontrolné cifra. Kontrolnd cifra x;
sa voli tak, aby platilo:

11 | (Ilfl + 2[L‘2 + 31‘3 + e + 101‘10).

Priklad 18. Kniha Zbierka tloh z matematiky (vid [3]) m4 tiez svoje ISBN.
Skuste odhalit posledné ¢islo (oznacujeme ho ako A) pomocou znalosti prvych
deviatich cisel. ISBN tejto knihy je 80-88792-16-A.

Riesenie: Podla predchddzajiiceho musime néjst také ¢islo A, tak aby platilo
11| (z1 4+ 222 + 323+ ...+ 10 A).
Pretoze

r1+2r9+3x3+...+929 =8+2-043-84-85-76-97-28-19-6 = 229 = 220 +9,
11]220

mus{ pre ¢islo A € {0,1,2,...,9} platit 11| (9 + 10 - A). To bude splnené prave
vtedy, ked A = 9.
Cisla bankovych tétov

Tak isto delitelnost ¢islom 11 vyuZivaji aj banky. Napriklad Komerénd banka
voli ¢islo uctu v tvare bsbybsbabiby — agagaragasasasasaiag tak, aby platilo

5 9
11 | (Zw) 11| (Zm) .
1=0 =0

4.2.2 Metoéda RSA

Sifra pomdaha odosielatelovi a adresdtovi utajif obsah spravy pred nepovole-
nou osobou. Pokial na nejaki spravu pouzijeme sifru, hovorime, Ze sme spravu
zasifrovali. Opacnym procesom k Sifrovaniu nazyvame desifrovanie, ktoré robi ten,
kto pozna vsetky potrebné informacie k prevodu zasifrovaného textu na povodny
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text, tj. ten, kto pozné degifrovaci kli¢. Lustenie robi kryptoanalytik (neopréavne-
ny prijemca), ktory sa snazi ziskat informdcie zo zaSifrovanej spravy bez znalosti
klti¢a a sposobu Sifrovania.

Sam Julius Caesar si uvedomoval dolezitost Sifrovania. Jeho $ifra nahradzo-
vala kazdé pismeno povodnej spravy, pismenom, ktoré sa nachadzalo o tri miesta
dalej v abecede. Tito sifrovaciu metédu mozno zovseobecnit o Iubovolny pocet
miest. AvSak problémom tejto $ifry je to, Ze ju mozno lahko rychlo rozlistit,
a tym odhalit skryté tajomstvo. Zachovat stikromie, zabezpe¢it ochranu osobnych
tdajov, bankovych tctov vyzaduje ovela lepSie sposoby Sifrovania.

Metéda RSA (autori L. Rivest (R), Adi Shamir (S), L. M. Adleman (A)), je
metéda zaloZens na tom, Ze ani zo znalosti Sifrovacieho klti¢a, nie sme schopny
odvodit kli¢ desifrovaci. RSA prevddza spravu na retazec ¢islic (prirodzené ¢islo).
Trik metédy RSA spoéiva v tom, Ze vynasobitf dve prvoéisla, ktoré majui viac ako
sto cifer, trvd na pocitaci velmi kratky cas, ale rozlozit takto vzniknuté éislo
na povodné prvocisla uz nie je vobec jednoduché, dokonca nemozné. Preto je
tato metdda pri dostatoéne dlhom kliéi povazovand za velmi bezpeénti.

Metéda RSA mé velmi velké uplatnenie. VyuZiva sa najmi pri bankovych
transakciach, ¢fslach PIN, pri prenosu tajnych klicov atd. Viac informécii o tejto
metéde mozno najst v knihdch [21], [24].
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Kapitola 5

Priklady na delitelnost a
prvocisla

T4to kapitola obsahuje priklady, cvicenia na delitelnost a diofantické rovnice.
Na zaciatku kapitoly je pre ¢itatela pripraveny test na preverenie znalosti tykaji-
cich sa delitelnosti a diofantickych rovnic. Test pozostava z 15 otdzok. U niekto-
rych otdzkach moze byt viac spravnych odpovedi. Kapitola potom pokracuje pri-
kladmi a cviceniami na delitelnost. St medzi nimi aj dokazové priklady. Test
aj vacsina prikladov bola vytvorena autorkou tejto prace. Zaver kapitoly tvo-
ria ulohy z matematickych olympidd a koresponden¢énych seminédrov, konkrétne
PraSe (PRAZsky semindr), z koreSpondencnej siutaze z ¢asopisu MATMIX a KMS
(Korespondenény Matematicky Semindr).

5.1 Test

1. Cislo 2 je
a) prvocislo,
b) zlozené éislo,
¢) prvocislo aj zlozené ¢islo,
d) nie je prvocislo ani zlozené ¢islo.

2. Vztah a | b znamend, ze
a) ¢islo a je delitelom ¢isla b,
b) &islo b je delitelom éisla a,
c) ¢islo b deli ¢islo a,
d) ¢islo a deli éislo b,
)

e) ¢islo b nedeli ¢islo a.

3. Pre kazdé a,b € N a ich najmensi spolotny nasobok n(a,b) a najvacsi
spolo¢ny delitel D(a,b) plati

n(a,b)’
b)a-b=ped,
¢) a-b=nla,b)- D(a,b),
d) a-b=n(a,b)+ D(a,b),
e) D‘(l:b) = n(a,b).
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10.

11.

. Kombinac¢né ¢islo (

Nestidelitelné éfsla st éfsla, ktorych

a) najmensi spolocny nasobok je ¢islo 1,

b) najvicsi spolocny delitel je islo 1,

¢) kazdy spolo¢ny delitel je vzdy vacsi ako ¢fslo 1,

d) kazdy spoloény ndsobok je mensi ako najvicsi spoloény delitel.

. Prvociselny rozklad ¢isla 30 je sucin

)215
)

Cislo 4! je rovné

a) sticinu Tubovolnych 4 po sebe idicich &fsel,

b) suctu lubovolnych 4 po sebe idtcich ¢isel,

¢) st¢inu najmensich po sebe idicich 4 prirodzenych ¢isel,
d) suctu najmensich po sebe idicich 4 prirodzenych ¢isel,
e) cislu (5!)/5.

n

k) sa rovnd Cislu

Euklidov algoritmus je algoritmus na

a) hladanie najmensieho spolo¢ného ndsobku dvoch &fsel,
b) hladanie najvicsieho spolotného delitela dvoch ¢isel,
¢) hladanie najvicsicho prvoéisla,

d) hladanie najmensieho prvocisla.

. Ktoré z nasledujucich tvrdeni je pravdivé?

a) Prvocisel je koneéne mnoho.

b) Prvocisel je nekoneéne mnoho.

c¢) Prvocisel je menej ako zlozenych ¢isel.
d) Prvocisel je viac ako zlozenych cisel.

Sucin k po sebe idicich prirodzenych &fsel je delitelny éislom
a) k!

b) (k—1)!

c) (k+1)!

d) k

e) k:/2 ak k je parne cislo, alebo ¢islom (k + 1)/2, ak k je neparne ¢islo.

.....

a) 7,
b) 1,
c) 3,
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d) 5,
e)3-5-7.

12. Najmensi spolocny nasobok ¢isel 40 a 22 je ¢islo
a) 220,
b) 22,
c) 440,
d) 40,
e) 2.

13. Kazdé parne prirodzené ¢islo mozeme zapisat v tvare
a) 2k, kde k € N,
b) 2k + 1 kde k € N,
c) 2k — 1, kde k € N,
d) 2k + 3, kde k € N,
e) 2k + 2, kde k € Ny.

14. Linearna diofanticka rovnica s dvoma neznamymi x,y je rovnica tvaru
a) ar + by = ¢, kde a,b € Z\ {0},c € Z,
b) ax + by = ¢, kde a,b € Z\ {0},c € R,
c) z¥ =c¢, kde c € N,
d) zy = ¢, kde ¢ € N,
e) ax +by =0, kde a,b € Z \ {0}.

15. Kvadraticka diofanticka rovnica s dvoma nezndmymi x, y je rovnica tvaru
a) xy +yr + 2* = ¢, kde c € R,
b) 22 —y? = ¢, kde c € Z,
c)z+y=c, kde ceN,
d) ¥ = ¢, kde c € N,
e) 22 —y? = 2.

Vysledky testu
| Priklad | Vysledok || Priklad [ Vysledok || Priklad | Vysledok |

1. a) 6. c), e) 11. d)
2. a), d) 7. d), e) 12. c)
3. c), e) 8. b) 13. a), e)
4. ) 9. b) 14. a), e)
5. d) 10. a), b), d), e) 15. b), e)

5.2 Priklady a cviéenia na delitenost

5.2.1 Priklady na delitelnost

Priklad 19. Napiste nasledujice zlomky v zakladnom tvare

125 654 990
5207 456 1230
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Riesenie: Uloha vedie na najdenie najviicsieho spoloéného delitela citatela a me-
novatela zlomku. Plat{

D(125,520) = 5, D(654,456) = 6, D(990, 1230) = 30.

Upravami zlomkov dostaneme

125  5-25 25
520 5-104 104’
654  6-109 109
456  6-76 76’
990 30-33 33

1230 ~ 30-41 41

Priklad 20. Urcte vSetky prvocisla, ktoré delia ¢islo 212 121.

Riesenie: Prvociselny rozklad éfsla 212121 je 32 - 72 - 13 - 37. Vsetky prvocisla,
ktorymi je ¢islo 212121 delitelné s 3, 7, 13 a 37.

Priklad 21. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n < 30 Spiﬁajﬁce
2| nA3|(n*—1).

Riesenie: Pretoze ¢islo n je delitelné ¢islom 2, hladdme vSetky parne prirodzené
¢isla, ktoré st mensie alebo rovné ako ¢islo 30. Dalej vieme, ze ¢islo (n? — 1) je
delitelné ¢islom 3, a ze plati n?—1 = (n—1)-(n+1). To znamen4, ze hladané ¢&islo
n nebude delitelné ¢islom 3 (¢islom 3 je delitelné bud éislo (n — 1), alebo &islo
(n + 1)). Riesenim si vsetky ¢isla, ktoré si parne, mensie alebo rovné ako ¢islo
30 a nie st delitelné ¢fslom 3, tj. rieSenim su ¢isla 2,4, 8,10, 14, 16, 20, 22, 26, 28.

Priklad 22. Nech p,r si dve rozne prvoéisla. Kolko delitelov m4 éislo p3 - r?

Riesenie: Cislo p*-r ma 8 delitelov. Trividlne delitele s éfsla 1 a p*-r. Netrividlne
delitele st &isla p, p?, p3, 7, p -7, p* - r.

Priklad 23. N§jdite najvéicsie prvocislo, ktoré deli ¢islo 4 420.

Riesenie: Prvociselny rozklad éisla 4420 je stéin 22 -5 - 13 - 17. Preto najviicsie
prvocislo, ktoré deli ¢islo 4 420 je prvocislo 17.

Priklad 24. Nech a, b st také dve rozne prirodzené éisla, ze ¢islo a? mé tri delitele
a ¢islo b* ma pit delitelov. Kolko delitelov m4 ¢islo a - b?

Riesenie: Zo zadania plynie, Ze a aj b su prvocisla. Z toho dovodu mozu byt
delitele ¢isla a - b len ¢isla 1,a, b, a - b. To znamena, ze ¢islo a - b ma 4 delitele.

Priklad 25. Nech n je najmensi spolotny nasobok ¢isel a D najvacsi spoloény
delitel ¢isel (3!)% a (6! - 3!). Comu sa potom rovnd podiel n/D?

Riesenie: Nech a = (3!)? a b = 6! - 3!. Plati

= (3)*=3!-3!,
b = 6!-31=6-5-4-3.3

Najmens{ spolo¢ny ndsobok je n(a,b) = 6-5-4 - (3!)2, najviicsi spolocny delitel
je D(a,b) = (3!)% Preto plati n/D =6-5 -4 = 120.
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Priklad 26. Ozna¢me m, najmensie dvojciferné prirodzené ¢islo delitelné ¢islom
9. Nech my4 oznacuje najmensie Stvorciferné prirodzené ¢islo, ktoré ma ciferny
sticet 2 a je delitelné 4. A nakoniec oznaéme ms najviicsie patciferné prirodzené
¢islo, ktoré je delitelné 3. Comu sa rovnd my + ms — ms?

Riesenie: Najmensie dvojciferné prirodzené &islo delitelné éislom 9 je my = 18.
Najmensie stvorciferné prirodzené &islo, ktoré ma ciferny stcet 4 a je delitelné
¢islom 4, je ¢éislo my = 1100. Najvicsie piatciferné prirodzené éislo, ktoré je deli-
telné ¢islom 3, je éislo ms = 10002. Cislo my + ms — ms je rovné &islu 11084,

Priklad 27. Kolkymi sposobmi mozeme rozpisat ¢islo 21 ako stcet troch pr-
vocisel?

Riesenie: Vsetky prvocisla, o ktorych mé zmysel uvazovat musia byt mensie ako
¢islo 21, tj. uvazujeme ¢isla 2,3,5,7,11,13,17, 19.

Sucet troch parnych ¢isel alebo sticet dvoch neparnych ¢isel a ¢isla parneho je
parne ¢&islo. My chceme nepdrne éislo — éfslo 21. Preto musime najst bud’ stcet
troch neparnych ¢isel, alebo sticet dvoch parnych cisel a jedného neparneho cisla.

Moznost dve parne a jedno nepéarne: Parne ¢islo moze byt len éislo 2. Preto
nepdrne musi byt 17, ¢o je prvocislo. Prvé trojica je (2,2, 17).

Moznost tri nepdrne: Pretoze sticet dvoch neparnych najmensich prvocisel
(dve trojky) je 6, staci uvazovat len prvocisla mensie nez 15. Dostaneme tieto
trojice (3,5,13), (3,7,11), (5,5,11) a (7,7,7).

Existuje 5 sposobov ako zapisat ¢fslo 21 stiétom troch prvoéisel, a to

21=2+24+17T=3+5+13=34+7T+11=5+5+11=T7T+T7+T.

Priklad 28. Kolkymi spésobmi mézeme rozpisat éislo 60 ako sticin dvoch nestde-
litelnych ¢isel?

Riesenie: Nech 60 = a - b, kde a,b € N, a < b. Potom plati nasledujica tabulka:

la| b | D(a,b) |
60
30
20
25
12
10

| O x| W= 2
[N [y QUG Y Y NG g

.....

¢islo 60 ako sucin dvoch nestdelitelnych ¢isel mozeme 4 sposobmi. St to siciny
1-60, 3-20,4-25,5-12.

Priklad 29. Pre ktoré prirodzené ¢isla n sa zlomky

210 29
2-n—1" n+21

rovnaju (oba sucasne) zasa prirodzenym ¢islam?
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Riesenie: Zlomok sa rovnd prirodzenému &islu prave vtedy, ked &islo v citateli
je delitelné ¢fslom v menovateli.

Cislo 2 - n — 1 je neparne ¢islo. Cheeme aby toto &slo bolo delitelom ¢isla
210. Neparne ¢isla, ktoré su delitelmi ¢fsla 210, s éfsla 1,3,5,7, 15,21, 35, 105.
Tabulka obsahuje vSetky mozné rieSenia (2 -n — 1 = (delitel ¢isla 210)).

’ Delitel éisla 210 ‘ Cislo n H Delitel ¢isla 210 ‘ Cislo n ‘

1 1 15 8
3 2 21 11
) 3 35 18
7 4 105 53

Dostédvame, ze n € {1,2,3,4,8,11,18,53}.

V druhom pripade, ¢islo 29 je prvocislo, a preto uvazujeme len trivialne
delitele, tj. ¢isla 1 a 29. Dostavame, ze n € {8,22} (vid tabulka, kde plati
n + 21 =(delitel ¢isla 29)).

| Delitel ¢isla 29 | Cislo n |

1 22
29 8
Zlomky 2_27321 a % sa rovnaju prirodzenému éfslu prave vtedy, ked n = 8.

Priklad 30. Uréte dve prirodzené ¢isla a, b, ktorych najvicsi spoloény delitel
D(a,b) = 2 a najmensi spolocny nasobok n(a,b) = 8.

Riesenie: Vieme, ze plati a - b = n(a,b) - D(a,b) = 2 -8 = 16. Za danych
predpokladov vyhovuje len dvojica [2, 8], resp. dvojica [8,2].

Priklad 31. Urcte vsetky dvojice celych cisel x,y spiﬁajﬁce rovnicu 5z + 7y = 9.
Riesenie: Pretoze D(7,5) | 9, je uvedend rovnica riesitelna. Plati, ze

9 = T+2,
7 = 5+2.

Ak z kazdej rovnice vyjadrime ¢islo 2, dostaneme

9-7 = 7-25,
9 = 7T+7-5=2-7T—-1-5.

Jedno z rieseni danej diofantickej rovnice je [zo,y0] = [—1,2]. RieSenim rovnice
Sz + Ty = 9 je kazd4d usporiadand dvojica [z, y] = [-1 — 7r,2 4 5r], kde r € Z.

Priklad 32. Urcte vSetky dvojice prirodzenych ¢isel x, y, ktoré vyhovuji rovnici
bx + Ty = 40.

Riesenie: Pretoze D(5,7) | 40, je rovnica riesitelnd a m& nekoneéne mnoho
celociselnych rieSeni. Musime dat pozor na to, Ze rieSenie mame hladat medzi
prirodzenymi ¢islami. Najprv vSak najdeme vSetky celociselné riesenia.
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Jedno z rieseni danej diofantickej rovnice je [z, yo] = [8, 0]. VSetky celociselné
rieSenia su tvaru [8 — 7r,5r], kde r € Z. Kazdé prirodzené ¢islo je vicsie alebo
rovné ako ¢islo 1. Preto pre celé &islo r musi platit

8—7r>1, 5r> 1.

Tomu vyhovuje jedine ¢islo » = 1. Jedina dvojica prirodzenych ¢isel, ktora je
rieSenim rovnice 5z + Ty = 40, je [z,y| = [1,5].

Priklad 33. Uréte prirodzené &islo p tak, aby éislo p? — 1 bolo prvoéislo.

Riesenie: Ozna¢me n = p? — 1. Chceme, aby n bolo prvocislo. Jeho delitele
musia byt len ¢&fsla 1 a n. Plati, ze p? — 1 = (p—1)(p+ 1), ¢o nie je ni¢ iného ako
prvociselny rozklad éfsla n. Preto musi platit bud p —1 = 1, p+ 1 = n, alebo
p—1=mn, p+1=1. RieSenim je prirodzené ¢islo p = 2.

Priklad 34. Najdite dvojciferné ¢islo, ktoré po deleni jeho cifernym sictom da
¢islo 6 a zvysok 3.

Riesenie: Nase hladané éfslo zapisané v desiatkovej ststave m4 tvar 10a + b, kde
a€c{l,2,...,9},b6€{0,1,2,...,9}. Rovnica tlohy je

10a +b="6(a+0b)+ 3.
To vedie na linedrnu diofantickd rovnicu
4a — 5b = 3.

Riesenim tejto rovnice si usporiadané dvojice [a,b] = [2,1] a [a,b] = [7,5].
Hladané dvojciferné ¢isla su ¢isla 21 a 75.

Priklad 35. Kolko existuje prirodzenych éisel m takych, Ze ¢islo 11 — m? je
prvocislo?

Riesenie: Zadant tlohu vyriesime pre dva pripady — m parne a m neparne ¢islo.
Nech m je neparne cislo. Potom existuje k € Ny také, ze m = 2k + 1. Rozdiel
11 — m? je parne &islo, pretoze

11—m?=11—4k*> — 4k — 1 = 10 — 4k* — 4k.

Jedind moznost je, aby 11 — m? sa rovnalo ¢fslu 2 (to je jediné parne prvocislo).
Preto m = 3 je rieSenim.

Nech m je parne ¢&fslo. Potom existuje k& € N také, ze m = 2k. Rozdiel 11 —m?
je

11 —m? =11 — 4k°.

Pre k > 2 je rozdiel zaporny. Pre k = 1 je m = 2. Rozdiel 11 — m? je rovny ¢islu
7, ¢o je prvocislo. Preto m = 2 je rieSenim.

Existuju 2 riesenia, m = 2 a m = 3.

Priklad 36. Dve ozubené kolesa s 24 a 40 zubami zapadaji do seba. Kolkokrat sa
musi otocit prvé koleso a kolkokrat druhé, aby urcity zub prvého koleso zapadol
opit do tej istej medzery druhého kolesa?
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Riesenie: Zapadnu vtedy, ked sa otocia o rovnaky ndsobok. Hladdme preto naj-
mensi spoloény nasobok ¢isel 24 a 40. Ten je n(24,40) = 120. Koleso s 24 zubami
sa otoci (n(24,40)/24)-krat, tj. 5-krat. Druhé koleso, koleso s 40 zubami sa otoci
(n(24, 40)/40)-krat, tj. 3-krét.

Priklad 37. Rozmery kvéadra st prirodzené ¢isla a,a,b (v centimetroch). Cislo
uréujice jeho povrch (cm?) sa rovna &islu, ktoré uddva jeho objem (cm?). Pre ¢isla
a, b plati ab — b = 28. Urcte rozmery kvadra.

Riesenie: Povrch kvddra je S = 2-(2-ab+a?). Objem kvadra je V = a?-b. Plat{

S =V
2-(2-ab+a®) = a*-b,
20> = a*-b—4ab,
20> = a-(ab— 4b),
2a = (ab—b) — 30,
2a = 28 — 3D,
2a +3b = 28.
Posledna rovnica je linearna diofanticka rovnica s dvoma nezndmymi a, b. Jedno
jej riesenie je [a,b] = [14,0]. Vsetky celociselné riesenia si usporiadané dvojice
[a,b] = [14 — 3r,2r], kde r € Z. Pre rieSenie pozostavajice z prirodzenych ¢isel

musi platit
(14—=3r>1,2r>1)=1/2<r <13/3.

Vsetky moznosti popisuje nasledujiica tabulka

’r\a‘b\ab—b‘
1112 20
2|1 8 |4 28
3|1 516 24
412 |8 32

Pretoze mé platit ab — b = 28, rieSenim je len dvojica [a, b] = [8, 4].

Priklad 38. Tri druhy plechoviek so siciastkami dopravili v debne. Plechovky
mali hmotnost 2, 3 a 5 kg a objemy v poradi 1 dm?®, 4 dm® a 6 dm®. Celd
hmotnost zasielky bez debny bola 81 kg, ihrnny objem plechoviek 93 dm?®. Vieme,
7e pocet najtazsich plechoviek bol najvicsi. Kolko plechoviek kazdého druhu bolo
v zasielke?

Riesenze:

’ Druh plechovky | Hmotnost (kg) ‘ Objem (dm?) ‘ Pocet plechoviek

1. druh 2 1 T
2. druh 3 4 Y
3. druh 5 6 z

Podla zadania dostdvame nasledujtice rovnice

20 + 3y + 52z = 81,
r+4y+6z = 93.
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Ak z druhej rovnice vyjadrime x a dosadime do prvej, dostaneme

2-(93—4y —62)+3y+5z = 8I,
186 — 8y — 12z + 3y + 5z = 81,
Sy+ 7z = 105.
Vieme, Ze pocet najtazsich plechoviek bol najvacsi, tj. ¢islo z musi byt viicsie ako
¢islo x aj y.
Jedno z rieseni rovnice by + 7z = 105 je [y, z] = [0, 15]. Vsetky celociselné
rieSenia su tvaru [y, z] = [=7r, 15+ 57|, kde r € Z. Hladdme 2z > y > 0 (nezndme
y, z vyjadruju pocty plechoviek 2. a 3. druhu). Preto pre r € Z musi platit

(15+5r > —7r > 0) = —15/12 < r < 0.

Nasledujtica tabulka popisuje vietky moznosti, ktoré mozu nastat.

’r\y\z‘x:93—4y—62‘
-1 7110 )
010115 3

Riesenim su trojice [z,y,z] = [3,0,15] a [z,y, 2] = [7,10,3], kde z,y,z oz
nac¢ujui pocty plechoviek prislusného druhu (oznacenie vid tabulka).
Cvicenia

1. N4jdite prirodzené ¢islo n < 20 delitelné ¢islom 4 a Spiﬁajﬁce 3| n?.

2. Najdite prirodzené ¢islo b, pre ktoré plati

D(3,b) = 1, n(b,3) = 12.

3. Nech a, b st prirodzené ¢isla, pre ktoré si z podmienok
(a) a+ 1 je delitelné ¢islom b,
(b) a=2b+5,
(c) a+ b je delitelné tromi,
(d) a+ 7b je prvocislo,
splnené prave tri. Najdite vSetky také dvojice a, b.

4. Obsah obdlznika je S = 200 cm?2. Aké velké si jeho rozmery, ked si vy-
jadrené prirodzenymi ¢islami, a vieme, ze jeho obvod je najmensi mozny
pre dany obsah?

Vysledky cviceni

1. Hladané prirodzené ¢islo je éislo 12.

2. RieSenim je b = 4.

3. Riesenim su dvojice [a,b] = [9,2] a [a,b] = [17,6].

4. Rozmery obdlznika sd 20 ¢cm a 10 cm.
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5.2.2 Dokazové priklady
Priklad 39. Dokézte, Ze ¢islo 17 4+ 197 je delitelné ¢islom 36.

Riesenie: Plati
179 4197 = (174 19) - (17" + ... +19'%) =36 - (17" + ... +19'%).

Odtial je zrejmd delitelnost ¢islom 36.

Priklad 40.

Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati
5] (n*+1)=51n.

Riesenie: Vyuzijeme nepriamy dokaz. Obmenena implikdcie k povodnej imp-
likdcii je 5 | n = 51 (n? + 1).

Z predpokladu 5 | n vieme, ze existuje k € Ny také, ze 5 -k = n. Plati
n?+1= 25k> + 1. Cislo 25k% + 1 nie je delitelné ¢islom 5, a preto 51 (n? + 1).
Dokdzali sme, ze 5 | n = 51 (n* + 1), ¢o je ekvivalentné tomu, ze 5 | (n? + 1) =
51n.

Priklad 41.
Dokéazte, ze plati

vneN : 6| (n®+5n).

Riesenie: Musime dokazat, Ze ¢islo n® + 5n je delitelné ¢éislom 2 a éislom 3.

Najprv ukézeme delitelnost éislom 2.

Ak 2| n, potom 2 | (n® 4 5n). To je zrejmé z toho, ze n® + 5n =n - (n? + 5).

Ak 2 { n, potom n je neparne &islo. Sticet n? + 5 je parne &fslo (sticet dvoch
nepdrnych ¢isel je parne ¢islo). Preto 2 | (n? 4+ 5), a teda i 2 | (n® + 5n).

Teraz dokdzeme delitelnost &fslom 3.

Ak 3| n, potom plati 3 | (n® + 5n).

Ak 31 n, potom musime ukdzat, ze 3 | (n? + 5). Prirodzené ¢islo, ktoré nie je
delitelné ¢islom 3, sa dd napisat bud ako 3k + 1, alebo 3k + 2, kde k € Ny. Pre
n = 3k+1plati n? +5 = (3k+1)? +5 = 9k* + 6k + 6. To je ¢islo delitelné ¢islom
3, a preto 3 | (n? 4+ 5). V druhom pripade, ked predpokladame, ze n = 3k + 2,
plati n? +5 = (3k +2)2+5 = 9k? + 6k + 9, ¢o je opit cislo delitelné ¢islom 3,
tj. 3| (n? +5).

Dokézali sme, ze 2 | (n® +5n) a 3| (n® + 5n), a teda aj 6 | (n® + 5n).

Priklad 42.
Dokazte, ze plati

VneN : 16| (9" —8n —9).
Riesenie: Dokazeme pouzitim matematickej indukcie. Nech n = 1. Potom
9"t —8n—9=9*—-8—-9 =064

Cislo 64 je delitelné ¢islom 16, a preto je tvrdenie pravdivé pre n = 1.
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Teraz nech n > 1 a predpokladajme, ze tvrdenie plati pre vSetky prirodzené
¢isla mensie alebo rovné ako ¢islo £ — 1. Ukazeme, ze tvrdenie plati pre k.
Pocitajme
-9 — 72k — 9 + 64k

(9F — 8k — 1) + 64k
(QU=D+L _8(k — 1) — 9) + 64k.

9 —8k—-9 = 9
= 9

9.
7 indukcéného predpokladu vieme, ze

16 | (9®-D+ _g(k — 1) — 9).

Sticasne plati 16 | 64k. Preto plati 16 | (91 — 8k —9).
Matematickou indukciou sme ukézali, ze pre kazdé prirodzené cislo n plati
16 | (9" —8n —9).

Priklad 43. Dokdzte, Ze ¢islo 171° + 921° je delitelné ¢islom 84.

Riesenie: Plati 17194+921% = (171+021)- (1714, . +921) = 1092- (171 4. . .+
921%). Cislo 1092 je delitelné &islom 84. To znamena, 7e cislom 84 je delitelné aj
¢islo 171° 4 921°.

Priklad 44. Dokézte, ze sicet dvoch za sebou nasledujicich neparnych prirodze-
nych ¢isel je delitelny styrmi.

Riesenie: Oznacme prvé neparne ¢islo ako 2k + 1, kde & € Ny. Potom dalsie
nepdrne ¢islo je 2k + 3. Ich sticet je 4k +4 = 4 - (k+1), ¢o je zrejme ¢islo delitelné
¢islom 4.

Priklad 45. Dokazte, ze vyraz 5n* + 10n3 — 5n? — 10n je delitelny &fslom 120
pre kazdé prirodzené cislo n.

Riesenie: Delitelnost ¢islom 120 dokéZeme tym, Ze dokaZeme delitelnost ¢islami
24 a 5, pretoze 120 = 5 - 24 a ¢fsla 5 a 24 st nestdelitené. Plat{

5nt 41003 — 5n? — 10n =5 - (n* 4 2n® — n? — 2n).

Delitelnost &fslom 5 je zrejmd. Preto nds zaujima, & n* + 2n® — n? — 2n je
delitelné ¢islom 24. Vyraz sa d4 napisat ako stic¢in styroch po sebe idiicich ¢isel

nt+2nP —n?—2n=mn*-1)-n*+2n)=mn—-1)-n-(n+1)-(n+2).

Pre st¢in styroch po sebe idicich &fsel plati, Ze je delitelny ¢islom 4! = 24, preto
plati 24 | (n* + 2n® — n* — 2n).

Priklad 46. Dokézte, ze Stvorec neparneho prirodzeného ¢isla zmenseny o 1 je
delitelny styrmi.

Riesenie: Nech neparne ¢islo je n = 2k + 1, kde k € Nj. Potom jeho Stvorec
zmenseni o 1 je
n? —1 = 4k* + 4k,

¢o je cislo delitelné ¢islom 4.
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Priklad 47. Dokazte, ze plati
Vn e N: 24| (25" + 23).

Riesenie: Tento priklad mozete dokdzat napriklad pouzitim matematickej in-
dukcie. My ukazeme iny sposob, pri ktorom pouzijeme binomicku vetu.
Pouzitim binomickej vety pre (24 + 1)" dostaneme

n

25" +23=(24+1)"+23 =) (Z) o4k L1k 493
k=0 1

Pre k > 1 je cast vyrazus (}) - 24* vady delitelnd éislom 24, pretoze 24 | 24*.
V pripade k = 0, dostaneme (g) -24% = 1. Jeho pripo¢itanim k ¢islu 23 obdrzime
¢islo 24, tj. ¢islo delitelné ¢islom 24.

Predchadzajica ¢ast znamend, Ze

n

n n n n
§ 24k 4+ 93 = 240 . 24% 4+ 93
N o 1 k=1

k=0

Odtial je zrejmé, ze plati 24 | (25" + 23) pre kazdé prirodzené &islo n.
Priklad 48. Nech pre n € N je jeho rozvinuty zapis

k

Z(lozal),

1=0

kde k € No, ar, # 0, a; € {0,1,...,9} pre kazdé i € {0,1,...,k}.
Dokéazte, ze plati

i=1

b) 12| n < 12| (Z(élai) — 2a, +a0> .

a)6|n<6| <Z(4ai)+a0>a

1=2

Riesenie: K dokazu pouZijeme skutocnost, ze pre kazdé n € N, a € N a pre kazdé
beZ\ {0} plati
a|n< (ab) | (bn). (5.1)

a) Kritérium pre delitelnost ¢islom 6 je

6|n<(2|nA3]|n).
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Pre delitelnost ¢islom 2 a éfslom 3 plati (druhd ekvivalencia v oboch pripadoch

vychadza z (5.1)))

2|n<e2|ag< 6] (3a),

k k
Blne3]) ae6]) (20)
=0 =0

Ozna¢me i .
A=3ay, B=Y (2a;), C =) (6a,),
i=0 i=0
kde C' je vidy delitelné ¢islom 6. Pre A, B, C plati
k k
C—A-B = ) (6a;) — > (2a;) — 3aq
i=0 i=0
k k
= Z<6CL1) + 6@0 — Z(Qal) — 2@0 — 3@0
i=1 i=1
k
= ) (6a; — 2a;) + (60 — 2ag — 3ay)
i=1
k
= Z<46Lz) + agp.
i=1

Z predchadzajiceho plynie
6|ne (2|nA3n)e (6|ANG|B)<6](C—A-DB),

¢o sme cheeli dokézat.
b) Teraz dokdzeme kritérium pre ¢islo 12. Kritérium pre delitelnost &fslom 12
je
12|n<s (3| nAd]|n).

Pre delitelnost ¢islom 3 plati

k k
Blne3) ae12]) (da).
=0 =0

7 delitelnosti ¢islom 4 dostaneme
2 | n <4 | (101 +6L0) < 12 | (300,1 —|—3a0).

Polozme

k
A= (4a;), B =30a; + 3ag, C = 24a;.

1=0
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Je zrejmé, ze je vzdy splnené 12 | C. Pre A, B, C plati

k
A-B+C = > (4a;) — 30a; — 3ag + 24ay
=0
k
= ) (4a;) +4ay + 4ag — 30a; — 3ag + 24ay
1=2
k
= ) (4a;) + (4a; — 30a; + 24a;) + (4ag — 3ao)
=2
k

= 2(4(12-) —2aq + ag.

i=2
Tvrdenie plynie z toho, ze

12|ne (3|nAd|n) e (12| AN12|B) < 12| (A— B+C).

Cvicenia
1. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo a plati:

D(a,a+1) =1, D(a,a+2) = D(a,2), D(2a,2a+1) =1, n(a,a+1) = a-(a+1).

2. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené cislo n plati

a) 5[ (n°+4n),

b) 4] (n*+6n®+ 11n* + 6n),
c) 3| @"+5),

d) 6] (7" —6n-1),

e)  5|(8"—3"),

f) 5| (2" - 3),

g T|(n"—8n),

h) 7@ 43

5.3 leohy z olympiad a matematickych kore-
Sponden¢nych seminarov

Nasledujuce tlohy pochadzaji z matematickej olympiady pre stredné skoly a z ko-
respondencénych seminarov, konkrétne MATMIX, PraSe a KMS. Vysledky tloh
mozno néjst na prislusnych strankach uvedenych nizsie.

Matematicka olympiada je olympidda pre ziakov zéakladnych a strednych skol,
v ktorej Ziaci maju za tikol v niekolkohodinovom limite vypoécitat, resp. dokdzat,
niekolko prikladov, blizsie informdcie mozno ndjst napriklad na stranke http:
//mo .webcentrum.muni.cz/.
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MATMIX je casopis venovany matematike, ktory vydava Ing. Mgr. Martin
Hrindk v spolupraci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov, pobocka
Bratislava 1. Jeho stcastou je aj korespondenény semindr uréeny pre ziakov
druhého stupna zdkladnych a strednych skol. Viac podrobnosti mozno ndjst
na http://www.matmix.sk/.

Matematicky korespondenény semindr — seminaf PraSe (PRAzZsky SEminér) —
je celoroénd sitaZ pre ziakov strednych §kol organizovand studentami Matemati-
cko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Prahe. Informécie o tomto seminari
najdete na strankach https://mks.mff.cuni.cz/index.php.

Semindr KMS (Korespondenény Matematicky Semindr) je d'alsia matema-
ticka stutaz pre ziakov strednych §kol, ktort organizuju studenti Univerzity Ko-
menského v Bratislave, informdcie mozno najst na http://www.kms.sk/.

Uloha 1. (MO 47.ro¢nik, kategéria C, doméce kolo)

Pre Iubovolné trojciferné ¢islo uréime jeho zvysky pri deleni éislami 2, 3,4, ...,10
a ziskanych devit ¢fsel potom séitame. Zistite najmensiu mozni hodnotu také-
hoto suctu.

Uloha 2. (MO 47.roénik, kategéria C, skolské kolo)
Zistite najmensie trojciferné ¢islo, ktoré je delitelné prave polovicou z éisel

2,3,4,6,8,9,12, 16, 18, 24, 27, 36.

Uloha 3. (MO 49. ro¢nik, kategéria C, doméce kolo)
Pri deleni istého prirodzeného ¢isla ¢islami 19 a 99 vyndu ako zvysky dve pr-
vocisla. Sucet oboch netplnych podielov sa rovna 1999. Urcte delené ¢islo.

Uloha 4. (MO 48.roénik, kategéria C, 2.kolo)

1242843445+ 4t

delitelny troma.

Uloha 5. (MO 48 roénik, kategéria A, 2.kolo)
Aritmeticky priemer niekolkych navzéjom roznych prvocisel sa rovna 27. Urcte,
aké najvicsie prvoéislo medzi nimi moze byt.

Uloha 6. (MO 48.roénik, kategéria C, 1.kolo)
Uréte najviicsie Stvormiestne éislo n, pre ktoré je sicet n'® + 997 delitelny desia-
timi.

Uloha 7. (MO 50.roénik, kategéria C, doméce kolo)
N4jdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati

n(a,b) + D(a,b) = 63,

kde n(a,b) zna¢i najmensi spoloény ndsobok a D(a,b) najvicsi spolocny delitel
¢isel a, b.

Uloha 8. (MO 48.roénik, kategéria C, doméce kolo)
Zistite, ¢i je ¢islo 191998 4 981999 delitelné deviatimi.
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Uloha 9. (MO 50.roénik, kategéria B, 1. kolo)
Najdite vsetky trojmiestne ¢isla n, ktorych druhd mocnina konéi rovnakym trojcéis-
lim ako druha mocnina ¢isla 3n — 2.

Uloha 10. (MO 50.roénik, kategéria C, 1.kolo)
N4éjdite vSetky trojice a, b, ¢ prirodzenych ¢isel, pre ktoré sicasne plati

n(ab,c) = 28, n(bc,a) = 2°, n(ca,b) = 2",
kde n(a,b) znacéi najmensi spolo¢ny nasobok prirodzenych ¢isel x a y.

Uloha 11. (MO 50.roénik, kategéria C, 1.kolo)
Pre ktoré dvojmiestne éfsla n je éislo n® — n delitelné stomi?

Uloha 12. (MO 50.roénik, kategéria C, 2.kolo)
N4éjdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati

a+ b+ D(a,b) +n(a,b) = 50,

kde D(a,b) znaéi najvacsi spolocny delitel a n(a,b) najmensi spoloény ndsobok
prirodzenych ¢isel a, b.

Uloha 13. (MO 51.roc¢nik, kategéria C, doméce kolo)

Dokéazte, Ze existuje jedina ¢islica ¢, pre ktorti mozno najst jediné prirodzené
¢islo m konéiace ¢islicou ¢ a majica vlastnost, Ze &islo 2n+ 1 je druhou mocninou
prvocisla.

Uloha 14. (MO 51.roénik, kategéria C, 1. kolo)
Uréte vietky dvojice prvocisel (p, q) také, ze p > q a ¢islo p* — ¢? ma najviac Styri
delitele.

Uloha 15. (MO 51.rocénik, kategéria A, 2. kolo)

Néjdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel x a y, pre ktoré plati
v? =4y +3-n(x,y),

kde n(a,b) znaci najmensi spoloény nasobok ¢isel = a y.

Uloha 16. (MO 51.rocénik, kategéria B, 2. kolo)

Njdite vSetky prirodzené ¢isla n, ktoré st mensie ako 100 a maji ti vlastnost,
ze druhé mocniny ¢isel 7n + 5 a 4n + 3 koncéia rovnakym dvojéislim.

Uloha 17. (MO 51.roénik, kategéria C, 2. kolo)
Urcite pocet dvojic (a,b) prirodzenych éisel (1 > a, a < b, b > 86), pre ktoré je
sti¢in ab delitelny troma.

Uloha 18. (MO 51.roénik, kategéria C, 2. kolo)
N4jdite vietky celé ¢isla z, pre ktoré st obe &isla (v — 3)?, (x — 7)? + 1 prvocisla.

Uloha 19. (MO 53.roénik, kategéria B, doméce kolo)
Urcite vsetky prirodzené ¢isla M delitelné 240, pre ktoré mé rovnice

M = NSN(z,y)

s neznamymi x a y prave 1001 rieSeni v obore prirodzenych éisel. (Symbol
NSN(z,y) znaci najmensi spoloény nasobok ¢isel x,y.)
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Uloha 20. (KMS, 1. séria letnej casti 2011/2012)
Snehulienka si mysli prvoéislo p > 7. Trpaslici tvrdia, Ze p? — 1 je delitelné éislom
24. Dokazte, ze maju pravdu.

Uloha 21. (KMS, 1. séria letnej casti 2012/2013)
Néjdite vsetky moznosti pre 21 po sebe iducich ¢isel, z ktorych je aspon 8 pr-
vocisel.

Uloha 22. (KMS, 1. séria letnej casti 2012/2013)
Najdite prvocislo p, pre ktoré plati, ze 2013 - p+ 1 je druhou mocninou nejakého
prirodzeného ¢isla.

Uloha 23. (KMS, 1. séria zimnej ¢asti 2013/2014)

Po navsteve indidnskej osady sa Monty vratil spiat do Oakvillu. Thned si v§imol,
7e z miestnej banky stipa kadol ¢ierneho dymu. Serif, ktory uz bol na mieste ¢inu,
oboznamil Montyho s tym, ze sa jedné o bankovu lipez. Banditi ukradli z trezoru
dve vrecia so zlatymi tehlickami. V prvom vreci bolo a tehli¢iek a v druhom
vreci b tehliciek. NavysSe si bankar, vasnivy poctar, zapamétal, ze ¢islo a + 11b
je delitelné ¢islom 13, a Ze ¢islo a + 13b je delitelné &fslom 11. Lipez ho vsak
natolko zaskocila, Ze zabudol na to, kolko tehliciek bolo v jednotlivych vreciach.
Zaujimalo by ho, aky najmensi lup si mohli banditi odniest. Pomozte mu a zistite,
aki najmensiu hodnotu moze nadobiidat sicet a + b, ak viete, Ze ¢isla a a b st
kladné, celé a spiiajd vzfah, ktory si zapamétal bankar.

Uloha 24. (KMS, 2. séria zimnej ¢asti 2013/2014)

Po nevydarenej lipezi sa Krivozuby Tony nejakt dobu rozéuloval, no ¢asom z ne-
ho hnev vyprchal. Rozhodol sa, ze si zlepsi naladu tym, ze potrapi Waltyho hlavu.
Dal mu nasledovnt tilohu. Na svojom tele ma n jaziev. Toto ¢islo n je dvojciferné
a navyse ¢islo n3 —n je delitelné éislom 100. Montyho tiloha je zistit, kolko jaziev
moze mat Tony. Zistite aj vy, ktoré éfsla n vyhovuji zadaniu. Nezabudnite prist
na vsetky riesenia.

Uloha 25. (Seminai PraSe, 2011/2012, 3. jarni série - Prvocisla)

Hovorime, Ze prirodzené ¢islo je ospalé, pokial sa v jeho prvocéiselnom rozkladu
vyskytuju len prvocisla 2 a 3. Martina nasla ospalé ¢isla a, b také, ze a + b je tiez
ospalé. Dokazte, ze a je nasobok b alebo naopak.

Uloha 26. (Seminaf PraSe, 2011/2012, 3. jarn{ série - Prvoéisla)

Anéa ma stvorcovi ¢okolddu (nxn dielikov). Dostala chut, zjedla z nej prvociselny
pocet dielikov a zvysnych 400 si schovala na neskor. Kolko dielikov Anéa zjedla?
Néjdite vsetky moznosti.

Uloha 27. (Seminaf PraSe, 2010/2011, 2. podzimni série - Délitelnost)
Dokéze, ze 3% | 111...1 pre vietky k € N.

k

3
Uloha 28. (Seminai PraSe, 2010/2011, 2. podzimni série - Délitelnost)

Néjdite vsetky prirodzené cisla, ktoré sa rovnaju druhej mocnine poctu svojich
delitelov.
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Uloha 29. (Seminaf PraSe, 2006/2007, 2. série - Diofantické rovnice)
Najdite vSetky riesenia rovnice

a—+1 3

2 b+1
v obore prirodzenych ¢isel.

Uloha 30. (MATMIX, 2006/2007, 3. séria)

N4jdite najmensie prirodzené ¢islo n, pre ktoré vieme najst 15 réznych prvkov
ai,as,...,a;s mnoziny {16,17,...,n} takych, ze prvok aj je delitelné &islom
kpre k= 1,2,...,15.

Uloha 31. (MATMIX, 2009/2010, 1. séria)
Zistite, ¢i existuje mnozina 4 004 takych prirodzenych éisel, Ze sicet ¢isel ITubovol-
nej 23-prvkovej podmnoziny tejto mnoziny nie je delitelny éislom 2 003.

Uloha 32. (MATMIX, 2008/2009, 1. séria)
Najdite vsetky také celé ¢isla y a prvocisla p, ¢ mensie ako 100, pre ktoré plati

1999 = 86y +p — q.

Uloha 33. (MATMIX, 2005/2006, 2. séria)
Dokazte, ze plati:
323 ‘ (202004 4 162004 - 32004 - 1)

Uloha 34. (MATMIX, 2007/2008, 3. séria)
Pre prirodzené ¢islo n plati, Ze ¢islo 2n m4 28 delitelov a ¢islo 3n m4 30 priro-
dzenych delitelov. Urécte, kolko prirodzenych delitelov moze mat ¢islo 6n.
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Zaver

Tato praca sa zaoberala vytvorenim vyukového materidlu na téma delitelnost
pre nadanych ziakov strednych skol.

Cel4 praca bola rozdelend do niekolkych kapitol.

V prvej kapitole boli zhrnuté vsetky potrebné pojmy a vety, ktoré citatel
potreboval na pochopenie tejto problematiky. Za vykladmi k novym pojmom
nasledovali cvicenia na precvicenie.

V dalgej kapitole boli zhrnuté kritéria delitelnosti éislami 2 az 20. Kritéria
delitelnosti sliZia k rozhodovaniu, ¢i je dané éfslo delitelné uréitym prirodzenym
¢islom, a to tak, aby to bolo jednoduché aj bez pouzitia pisomného delenia ale-
bo kalkulacky. Kritéria, ktoré tu boli uvedené, boli dokazané, a tiez vysvetlené
na prikladoch.

Nasledovala kapitola venovand diofantickym rovniciam, ktoré tzko suvisia
s delitenostou. Uk4zali sme, Ze existencia riesenia takychto rovnic zdvis{ od zada-
nych celo¢iselnych koeficientov a pravej strany. Pokial platila podmienka, Ze prava
strana je delitelnd najvicsim spoloénym delitelom koeficientov na lavej strane
rovnice, mali sme zaruéenu rieitelnost linedrnej diofantickej rovnice s dvoma
neznamymi. Jedno rieSenie takejto rovnice sme nasli pomocou Euklidovho al-
goritmu. Pri kvadratickych diofantickych rovniciach bola opit rozhodujica pod-
mienka na pravi stranu, aby bola zarucend existencia riesenia (muselo to byt bud
nepdrne ¢islo, alebo ¢islo delitelné styrmi). Riesenie tychto rovnic sa bez vyuzitia
deliteInosti jednoducho nezaobisli.

Predposledna kapitola bola o prvocislach a ich vyuziti v praktickom zivote.
Citatel sa v nej mohol dozvediet, ze prvocislo 11 sa vyuziva na vytvorenie rodného
¢isla alebo ¢isla bankovych 1ic¢tov, a tieZ zo sposobom Sifrovania pomocou velkych
prvocisel (metéda RSA).

Posledné kapitola boli cvicenia a priklady na delitelnost. Niektoré z nich boli
prevzaté z olympidd, matematickych koreSpondenénych seminérov, stredoskol-
skych ucebnic, ale ¢ast z nich bola tiez vytvorend samotnou autorkou.
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Zoznam prvocisel mensich ako
cislo 3000

2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73,
79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163,
167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251,
257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349,
353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439, 443,
449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 500, 521, 523, 541, 547, 557,
563, 569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647
653, 659, 661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757
761, 769, 773, 787, 797, 809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863,
877, 881, 883, 887, 907, 911, 919, 929, 937, 941, 947, 953, 967, 971, 977, 983,
991, 997, 1009, 1013, 1019, 1021, 1031, 1033, 1039, 1049, 1051, 1061, 1063,
1069, 1087, 1091, 1093, 1097, 1103, 1109, 1117, 1123, 1129, 1151, 1153, 1163,
1171, 1181, 1187, 1193, 1201, 1213, 1217, 1223, 1229, 1231, 1237, 1249, 1259,
1277, 1279, 1283, 1289, 1291, 1297, 1301, 1303, 1307, 1319, 1321, 1327, 1361,
1367, 1373, 1381, 1399, 1409, 1423, 1427, 1429, 1433, 1439, 1447, 1451, 1453,
1459, 1471, 1481, 1483, 1487, 1489, 1493, 1499, 1511, 1523, 1531, 1543, 1549,
1553, 1559, 1567, 1571, 1579, 1583, 1597, 1601, 1607, 1609, 1613, 1619, 1621
1627, 1637, 1657, 1663, 1667, 1669, 1693, 1697, 1699, 1709, 1721, 1723, 1733,
1741, 1747, 1753, 1759, 1777, 1783, 1787, 1789, 1801, 1811, 1823, 1831, 1847,
1861, 1867, 1871, 1873, 1877, 1879, 1889, 1901, 1907, 1913, 1931, 1933, 1949,
1951, 1973, 1979, 1987, 1993, 1997, 1999, 2003, 2011, 2017, 2027, 2029, 2039,
2053, 2063, 2069, 2081, 2083, 2087, 2089, 2099, 2111, 2113, 2129, 2131, 2137,
2141, 2143, 2153, 2161, 2179, 2203, 2207, 2213, 2221, 2237, 2239, 2243, 2251,
2267, 2269, 2273, 2281, 2287, 2203, 2297, 2309, 2311, 2333, 2339, 2341, 2347,
2351, 2357, 2371, 2377, 2381, 2383, 2389, 2393, 2399, 2411, 2417, 2423, 2437,
2441, 2447, 2459, 2467, 2473, 2477, 2503, 2521, 2531, 2539, 2543, 2549, 2551,
2557, 2579, 2591, 2593, 2609, 2617, 2621, 2633, 2647, 2657, 2659, 2663, 2671,
2677, 2683, 2687, 2689, 2603, 2609, 2707, 2711, 2713, 2719, 2729, 2731, 2741,
2749, 2753, 2767, 2777, 2789, 2791, 2797, 2801, 2803, 2819, 2833, 2837, 2843,
2851, 2857, 2861, 2879, 2887, 2897, 2903, 2909, 2917, 2027, 2939, 2953, 2957,
2963, 2969, 2971, 2999
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Odkazy na internetové stranky

Delitelnost

e KMS — Knihovna: Délitelnost a kongruence
https://mks.mff.cuni.cz/library/library.php?categ=44&supcats=7

e Kritéria delitelnosti
ftp://ftp.mgo.opava.cz/kav/matematika/prima/kr_delitelnosti_7_11_
13.pdf
http://class.pedf.cuni.cz/NewSUMA/Download/Volne/SUMA_44.pdf

Prvocisla

e Tabulka vsetkych 78 498 prvocisel do 1 000 000
http://www.beda.cz/~jirkaj/prie6.pdf

e KMS — Knihovna: Prvocisla
https://mks.mff.cuni.cz/library/library.php?categ=58&supcats=7

e Stranka o prvocislach
http://primes.utm.edu/

Diofantické rovnice

e KMS - Knihovna: Diofantické rovnice
https://mks.mff.cuni.cz/library/library.php?categ=31&supcats=7

Matematické sutaze a koreSpondenéné semindre

e Matematicka olympiada
http://mo.webcentrum.muni.cz/

e Seminar PraSe (PRAzsky SEminar)
https://mks.mff.cuni.cz/index.php

e KMS - koreSpondenény matematicky seminar
na http://www.kms.sk/

e Casopis MATMIX
http://matmix.sk/
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