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Uvod

Prace se zabyva vztahem mezi stochastickymi optimaliza¢nimi tlohami, které
jsou dané teoretickym a empirickym rozdélenim. Predevsim se soustiedi na ,,rych-
lost®, s jakou optimalni hodnota tlohy z empirického rozdéleni konverguje k op-
timalni hodnoté tlohy z rozdéleni teoretického se zvysujicim se rozsahem vybéru.
Soucasti prace je také prehled rtznych typt zavislosti, které jsou dale srovnavany
s nezavislym vybérem a mezi sebou v optimaliza¢nich tlohach, opét predevsim
v souvislosti s optimalni hodnotou.

Prace je rozdélena na dvé hlavni kapitoly. V prvni kapitole se nejdrive zavadi
zakladni pojmy, které jsou pouzivany dale v textu. To zahrnuje nejen definice
optimalizacnich tloh, ale také stru¢ny tvod do stochastického programovani, aby
¢tenar, ktery se v této oblasti prili§ neorientuje, mohl problematice rychle poro-
zumét. Pro lepsi pochopeni jsou uvedeny také jednoduché priklady.

V dalsi c¢asti je zavedena optimalizacni tloha zalozena na ndhodném vybéru.
V takovém piipadé potom mluvime o odhadu optiméalniho feseni v tloze stochas-
tického programovani, a je tedy mozné uvést jeho zakladni vlastnosti — nestran-
nost, konzistenci a konvergenci k norméalnimu rozdéleni.

V posledni ¢asti kapitoly je zkoumana ,,rychlost® konvergence odhadu zaloze-
ném na nahodném vybéru k teoretické tloze za pomoci pravdépodobnosti, s jakou
se tento odhad odchyli od tlohy teoretické. Jsou uvedeny podminky, za kterych
lze konvergenci zajistit a jaké je jeji limitni chovani.

V druhé kapitole se prace vénuje zavislym vybérim. Nejdiive je zavedena
m-zavislost jako piiklad velmi jednoduché a snadno popsatelné zavislosti. Déale
je ukézano, ze v ulohach zalozenych na vybéru z m-zavislych posloupnosti 1ze
zajistit konvergenci také.

Dalsi cast kapitoly se vénuje jinym druhtim zavislosti. Nejdiive je uveden
prehled tzv. mixingt a poté i obecnéjsi pojem slabé zavislosti. Nasleduje prehled
nékolika znamych posloupnosti, které tyto druhy zavislosti splnuji. Jedna se napft.
o Markovovy tetézce a ARMA nebo GARCH proces. Nakonec je stejné jako pro

m-posloupnosti ukédzana konvergence.



Uvedené vlastnosti jsou demonstrovany na numerickych piikladech, ve kterych
jsou srovnavany ulohy zalozené na nezavislych a zavislych vybérech.

Kapitola je ukoncena shrnutim tvrzeni, ktera zajistuji konvergenci k normal-
nimu rozdéleni i pro zavislé vybéry a tato vlastnost je také demonstrovana na

numerickém ptikladu.



Pouzite
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x(d)
]

znaceni

znaci n-rozmérny eukleidovsky prostor, jehoz prvkem je n-
rozmérny vektor z z prostoru R, tedy x = (z1,...,z,)
znaci mnozinu celych cisel
n
znac¢i Ly normu na R”; tj. ||z]|1 = > |z

=1
n

znaci Ly normu na R”, tj. [|z|]a = (/D (x;)?
i=1

znaci Lo, normu na R™, tj. ||z]|ec = max |z
i={1,....,n

znaci jakoukoli konzistentni normu na R"

znaci otevieny interval

znaci uzavieny interval

znamend, ze f/g je omezend na néjakém okoli bodu x

je zkratka pro ,skoro jisté“ a *y nadh konvergenci s.j.

znaci konvergenci v pravdépodobnosti

znaci konvergenci v distribuci

znaci stfedni hodnotu funkce h pro kazdé x vzhledem k roz-
déleni ndhodné veliciny &, kde h je funkce ve tvaru definova-
ném v definici

znaci rozptyl funkce A pro kazdé x vzhledem k rozdéleni na-
hodné veli¢iny &

znadi veli¢inu ¢ s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0,1]
znaci veli¢inu £ s normalnim rozdélenim se stiedni hodnotou
1 a rozptylem o2

znaci d-okoli mnoziny y C R" prod > 0

znaci dolni celou ¢ast ¢isla ¢

V citacich vét zkratky L., P., T., C. a D. zna¢i Lemma, Proposition, Theorem,

Corollary a Definition



Pouzité definice

Definice 1 (Pravdépodobnostni prostor, Andél (2011), str. 13). Necht Q je pro-
stor elementarnich jevi w € Q a A je g-algebra podmnozin (). Jednotlivym
mnozindm z A je dédna pravdépodobnost pomoci pravdépodobnosti miry P. Tro-
jici (Q, A, P) potom fikdme pravdépodobnostni prostor.

Elementarnim jevem w rozumime takovy nahodny jev, ktery obsahuje pouze
jeden prvek z €2, tedy neexistuji jiné dva jevy wq,ws takové, ze w = wy U ws.
Definice 2 (Nahodnd veli¢ina, ndhodny vektor, |Andél (2011)), str. 13). Necht
B je systém borelovskych mnozin R! a £(w) je méfitelnd funkce z (2,4, P) do
(R, B). Potom se {(w) nazyva ndhodné veli¢ina.

Je-li B je systém borelovskych mnozin R™ a §(w) je méfitelna funkece z (2, A, P)
do (R™, B), potom &(w) nazyvame nadhodnym vektorem.

Borelovskou mnozinou rozumime takovou mnozinu, kterou muzeme ziskat
z otevienych, resp. uzavienych mnozin pomoci spocetného sjednoceni, pruniku
a doplnku.

Definice 3 (slabé konvergence, |Andé¢l (2011), str. 19). Posloupnost {F;,i =
1,2,...} distribu¢nich funkci konverguje slabé k F', pokud F;(x) — F(z) v kaz-
dém bodé x, ktery je bodem spojitosti F'.

Definice 4 (konvergence v pravdépodobnosti, Andél (2011)), str. 329). Posloup-
nost ndhodnych veli¢in {&;,i = 1,2,...} konverguje v pravdépodobnosti k né-

hodné veli¢iné &, pokud pro kazdé € > 0 plati

lim P[|& —&| > €] =0.

1—00
Definice 5 (konvergence s.j., |Andél (2011) str. 329). Posloupnost nahodnych

velic¢in {&;,71 =1,2,...} konverguje s.j. k ndhodné veli¢iné ¢, pokud plati
Pllim & = €] = 1.
1— 00

Definice 6 (konvergence v distribuci, Andél (2011)) str. 329). Necht posloupnost
ndhodnych velic¢in {&;,7 = 1,2,... } m4 distribu¢ni funkci F; a {{} méa distribuc¢ni
funkci F. Jestlize F; slabé konverguji k F', fikame, ze {¢;} konverguje v distribuci

k {¢}-



Definice 7 (stejnomérnd konvergence, Zeleny (2009), str. 1). Rikdme, Ze po-
sloupnost funkei {fi(z),i = 1,2,...} konverguje stejnomérné k f(z), pokud pro

kazdé e > 0 existuje Ny prirozené takové, ze
Va,VN ptirozené, N > Ny : | fn(z) — f(z)] < e.

Definice 8 (polospojitost, Shapiro a kol. (2009), str. 333). Funkce f : =z —
R U {00, + 0o} je zdola polospojitd v bodé zq € R", pokud plati

liminf f(z) > f(xo).

T—xT0

Definice 9 (nestrannost, Andél (2011), str. 101). Odhad §(#) parametrické funkce
g(0) na zakladé ndhodného vybéru veli¢iny ¢ se nazyva nestranny, pokud plati
Eelg(0)] = 9(0)

Definice 10 (konzistence, Andél (2011)), str. 105). Pfedpokladejme, Ze 6 je jedno-
rozmérny parametr a &, ..., &y je vybér z rozdéleni, které zavisi na 6. Pro kazdé
ptirozené N méjme definovan odhad gy (&1, ..., En), ktery se nazyva konzistentni,
pokud plati gy (&1, ..., En) 2 0.

Rekneme, Ze je silné konzistentni, pokud plati gy (&1, ..., En) Ny}

Definice 11 (momentova vytvorujici funkce, [Mandl a Mazuroval (1999), str. 15).

Necht £ je ndhodna veli¢ina. Pokud existuje h > 0 takové, Ze plati
M(t) = E¢[e™], |t] < h,

kde stfedni hodnota existuje a je konecna, potom M (t) zna¢i momentovou vy-
tvorujici funkci velic¢iny &.

Definice 12 (Lipschitzovska funkce, Searcéid (2006), D. 9.4.1, str. 154). Necht
x € R” je oteviend mnozina. Rekneme, ze funkce f : x — R! je Lipschitzovska

nebo Lipschitzovsky spojita na y s parametrem L > 0, pokud plati

[f(x) = f(y)| < L]z —yl|

pro vSechna x,y € x.



Kapitola 1

Nezavislé posloupnosti

1.1 TUvod do stochastického programovani

Matematické programovani se zabyva fesenim tloh, které se na zakladé vstup-
nich parametrti snazi najit optimalni feSeni ve smyslu minima nebo maxima
néjaké funkce.

Témito tlohami muze byt napiiklad minimalizace nakladt na rozvoz zbozi
vozidlem do prodejen (varianta této ulohy je zndméa pod pojmem dopravni pro-
blém), maximalizace vynost vybérem optiméalniho vyrobniho pldnu nebo i kombi-
nace minimalizace rizika a maximalizace vynosu portfolia finan¢nich aktiv (napf.
Markowitziv model).

Obvykle miizeme tlohu matematického programovani véetné zminénych vyse

zapsat ve tvaru:

Definice 13 (Uloha matematického programovani, Kall a Wallace| (1994)), str. 2,

rovnice (1.3)).

min h(x)
za podminek g;(x) <0,i=1,...,m (1.1)

re X CR",

kde h(x), g;(x) : R* — R. Funkci h(x) fikdme tcelova funkce, nerovnicim g;(z) <
0,2 =1,...,m, omezujici podminky a mnozinu ur¢enou omezujicimi podminkami
nazyvame mnozina piipustnych feseni.

Ulohou je tedy nalézt minimum tcelové funkce na dané mnoziné za platnosti
omezujicich podminek. Nadéle budeme pouzivat zkraceny zapis této tlohy:

glel)r(lh(a:),



kde x = {z € X,¢;(x) <0,i =1,...,m} je mnozina piipustnych feSeni defino-
vana stejné jako v definici a o niz predpokladame, 7e je neprazdna. Reseni
ulohy budeme znacit x*.

Zminénou tlohu samoziejmé miizeme snadno prevést na tilohu maximalizacni,
v textu se ale budeme vénovat tiloze v minimaliza¢nim tvaru. Uvedme si nyni
velmi jednoduchy priklad alohy (L.1)).
Priklad 1. Prodejce nakupuje zboZi za cenu p za jednotku a prodava za cenu
¢ za jednotku (pfedpokladejme p < ¢). Je mu znamo, ze poptavka po zbozi bude
D. Cilem prodejce je maximalizovat zisk, tedy nakoupit zbozi tak, aby ho mohl
co nejvice prodat a zéroven nenakoupil zadné navic. Ulohu lze tedy zapsat takto:

min [z - p — ¢-min(D, z)],
rEX

kde x je interval [0,00) a —(z-p — c-min(D, z)) je dosazeny zisk. ReSenim tilohy
je zjevné x = D. 0

Nalezeni fesSeni je tedy pro prodejce elementarni ivahou. Do slozitejsi situace
se ale dostane v pripadé, ze poptavku po zbozi nezné, resp. je-li poptavka D na-
hodnou veli¢inou. Pfedpokladame, ze prodejce musi nakup zbozi provést diive,
nez zna realizaci veli¢iny D.

V takovém pripadé€ neni jasné, co pfesné by znamenalo minimalizovat tcelo-
vou funkei, ve které je obsazena ndhodné veli¢ina. ReSenim je pfevést tilohu na
deterministickou, napf. nahradit tcelovou funkci stfedni hodnotou, samoziejmeé
je-li to v dané tloze mozné.

Pokud toto aplikujeme na ptiklad (1}, dostavame znamou tulohu prodavace no-
vin, podobné jak je uvedena napf. v Ovchinnikov a Raz| (2011)), str. 6.

Piiklad 2. Necht je zadani stejné jako v piikladu[I], ale poptavka D je ndhodna
veli¢ina s néjakym zndmym rozdélenim. Potom je mozné optimalizac¢ni tlohu
zapsat takto:

min Ep(z - p — ¢-min(D, x)).
TEX

O

Vidime, ze spoctenim stfedni hodnoty opét dostaneme deterministickou tulohu,
i kdyz tentokrat jeji tvar zavisi na rozdéleni veliciny D.

Pomeérné obecny pripad tulohy, kterou jsme uvedli v pfedchozim prikladu,

mizeme zapsat jako tlohu nalézt minimum ze stfedni hodnoty funkce:

Definice 14 (Shapiro a kol. (2009)), str. 155, rovnice (5.1)).

min E¢[h(z,£)] (1.2)

xrEX



kde x € R*, x C R” je neprazdna, uzaviend mnozina piipustnych feseni, ¢ je
nadhodny vektor nabyvajici hodnot z mnoziny = C R™, h(-,-): R* x R™ — R! a
stfedni hodnota h(z,£) existuje pro kazdé = € x. Tato tloha je jednim z typu
uloh stochastického programovani.

I kdyz se v dalsim textu budeme zabyvat predevsim tlohou typu , uvedme
pro poradek jesté alespon jednu z dalSich moznosti, jak se vypotadat s nahodnymi
veli¢inami v optimalizacnich tlohach. Prodavac¢ novin z prikladu [2] predpoklada,
ze se mu tento pristup vyplati pres né€jaké dlouhé obdobi. Zaroven se mu ale muze
stat, ze v néktery den vyproda posledni kus novin, ale jesté zdaleka neuspokojil
poptavku zakaznikt (zalezi samoziejmé na rozdéleni veli¢iny D). To mutze vést
k tomu, ze si zédkaznici najdou jiného prodavace, u kterého maji vétsi jistotu, ze
bude mit noviny k dispozici.

Prodava¢ novin tedy mutze byt motivovan k tomu, aby se snazil uspokojit
poptavku vétsiny zakazniki, ktefi k nému prijdou, i za cenu toho, ze mu néjaké
noviny zbudou. Tento pozadavek, kterému se tika pravdépodobnostni omezeni,
miizeme zapsat jako P[z > D] > 1 — «, pokud lze pro danou tlohu tuto pravdé-
podobnost vyjadrit. Prodava¢ tedy chce uspokojit poptavku zakaznikt alespon
s pravdépodobnosti 1 — «, kde a zpravidla uvazujeme malé. Dostavame tak na-
sledujici tlohu.

Priklad 3.
min [z - p — ¢+ Ep[min(D, z)]],

TEX1
kde x1 = {x € x : Plx > D] > 1 — a}. M&-li rozdéleni veli¢iny D distribu¢ni

funkci F', mizeme mnozinu x definovat takto:
x={z>Fp'(1—a),z€[0,00)}

kde Fj,' zna¢ kvantilovou funkci veliciny D. Kvantilovou funkci zde chapeme

jako funkci uré¢enou pomoci nasledujiciho predpisu:
Fplt(u) =inf{d: F(d) >u},0 <u <1,

viz |/Andél (2011)), str. 17. O

1.2 Zakladni vlastnosti

Uvazujme tlohu stochastického programovani (1.2)), kde mnozina piipustnych
feSeni x je neprazdna uzaviena podmnozina R". Existuje-li stfedni hodnota funkce

h(z,£), kde = € x a £ nabyva hodnot z =, mtizeme oznagcit:

10



H(x) = Eelh(x.€)). (13)
Déle v textu pfedpokladejme, Ze funkce H(z) je omezend pro vSechna z € .
Existuje-li min H(z), mizeme déle psét
rex

H(z*) = min H (z),

TEX

kde z* € x je optimalnim fesenim ulohy a kde oznacime ¥ = H(z*) jako
optimimalni hodnotu tlohy .

Ukéazali jsme zapis i priklady tdlohy, kdy zndme rozdéleni ndhodné veli¢iny,
ktera se v tloze vyskytuje. V praxi se ale casto miize stat, ze rozdéleni znadmé

neni a k dispozici jsou pouze namétena historicka data, pripadné hodnoty ziskané

simulaci.
Vénujme se tedy nyni modifikaci tlohy (1.2]) pro ndhodny vybér. Predpokla-
dejme, Ze mame ndhodny vybér {{;,i = 1,..., N}, ktery obsahuje N realizaci

nahodného vektoru . Pokud nebude uvedeno jinak, budeme v této kapitole uva-
Zovat tento vybér nezavisly.

Pro libovolné z € x lze nyni snadno odhadnout stfedni hodnotu funkce H (z)
pomoci primeéru z hodnot h(z,§;),i = 1,..., N. Tim ndm vznika nésledujici apro-

ximace tlohy (1.2)):

1 N
i=1

Analogicky k tiloze (1.2) mtiZzeme zavést i nasledujici znadeni. Regeni tilohy bu-
deme znacit jako 2%, a empiricky odhad funkce H(z) budeme znacit jako Hy(z),

tedy
N

Hy(2) = & > ().

i=1

Déle zavedme i Yy = Hy(z) jako optimélni hodnotu.

Na tlohu lze, pfedevsim pokud nezname rozdéleni vektoru &, pohlizet
i jako na tlohu stochastického programovani se scénafi {§;,i = 1,2,... N}, kdy
kazdy nastane s pravdépodobnosti 1/N, nebo také jako na tlohu, kde £ ma em-
pirické rozdéleni dané {&;,i =1,2,... N}.

Pfipomenme, ze pokud by {&;,i = 1,..., N} byla posloupnost ndhodnych
veli¢in a tloha byla vhodného tvaru (napi. tloha z piikladu [3), mohli bychom
podobné jako tlohu (1.4)) zavést i tlohu s pravdépodobnostnim omezenim, kdy

bychom konstruovali omezeni pomoci vybérovych kvantilt.

11



Ukazme si nyni dvé zakladni vlastnosti odhadu Hy/(x). Jelikoz {&;,i = 1,..., N}

je vybér z ndhodného vektoru &, zjevné plati pro kazdé = € y, ze
X
ES LTI EES SRR

- ZEg (@8] = N L Belh(z§)] = H(w)

E¢[Hy(z)] = Eg

Odhad je tedy nestranny pro kazdé = € x. Podivejme se nyni na konzistenci

odhadu v, pro ktery si ukazeme slabsi tvrzeni.

Véta 1 (Shapiro a kol (2009), str. 163). Pro odhad ¥y parametru ¢ plati ne-
rovnost

¥ > E¢[Un]
za predpokladu, ze E¢[Uy] existuje.

Diikaz. Zjevné plati nerovnost Hy(z') > iI€1f Hy(x) pro v8echna 2’ € x. Pokud
weX

na tuto nerovnost pouzijeme stfedni hodnotu, dostaneme
Eg[HN(ZL‘/)] Z Eg |:1Ilf HN($):| .
TEX

JelikoZ z nestrannosti odhadu Hy () pro vSechna z, ktery jsme ukazali dfive,

vyplyva, ze E¢[Hy(2')] = H(2'), miZeme nerovnost prepsat nasledovné:
H(l’l) Z Eg [mf HN(.I'):| = E§[19N]
reEX
Predchozi nerovnost plati pro libovolné ' € y, bude tedy platit i pro H(z*) =
9, ¢imz je véta dokazana. n

Pro poradek si jesté uvedme tvrzeni, které nam iikd, Ze tato vychylenost
odhadu ¥y klesa s rostoucim rozsahem vybéru.

Véta 2 (Shapiro a kol.| (2009), P. 5.6, str. 163). Pro kazdé N pfirozené plati

Ee[In] < Ee[In] < 0.

1.2.1 Konzistence odhadu

Ukazme si jesté konzistenci odhadu Hy(z). Pokud je vybér {&;,i=1,... N}
nezavisly pro jakékoli N, potom podle Silného zakona velkych ¢isel (Andél (2011)),
V. B.4), plati

Hy(x) Sy H(z) pro kazdé = € .

Ukézali jsme si konvergenci funkce Hy(z) v kazdém bodé x € x, pokracujme

nyni s konvergenci optimalnich hodnot.
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s.j.

Véta 3 (Shapiro a kol.| (2009)), P. 5.2, str. 157). Pfedpokladejme, ze Hy(zx) —>
H(z) stejnomérné pro N — co. Potom 9y B,

Povsimnéme si, ze pro konvergenci optimélnich hodnot ndm uz nestaci pouze
nezavisly vybér, ale musime ptidat i podminku stejnomérné konvergence. Pro
praktické Teseni optimalizac¢nich tloh vétsinou nestaci znat pouze optimalni hod-
notu, ale je nutné znat zaroven i optimalni feSeni, resp. mnozinu optimalnich
feSeni. Ukazeme si, ze i mnozina optimalnich feSeni za splnéni urcitych predpo-
kladt ,konverguje”.

Pro tento tcel zavedme odchylku D(A,B) mnoziny A od mnoziny B, pomoci

které muzeme vycislit ,,podobnost* mnozin:

D(A,B) = supdist(z,B), kde

z€A
dist(z,B) = xillé% |z — 2'|]2.

Je nutné si uvédomit, ze nemusi platit D(A,B) = D(B,A), zalezi tedy na
poradi, v jakém odchylku mnozin zjistujeme.

Véta 4 (Shapiro a kol (2009), T. 5.3, str. 158). Ptredpokladejme, Ze existuje
kompaktni mnozina C' C R" takova, zZe:
(i) mnozina S optimélnich feseni tlohy je neprazdna a je obsazena v C,

(ii) funkce H(z) je omezena a spojita na C,

(i) Hy(x) Sy H(z) stejnomérné pro N — oo,

(iv) pro dostatecéné velké N, mnozina Sy optimélnich FeSeni tlohy je ne-

prazdné a Sy C C,

potom 29 a D(Sy,S) SN} pro N — oc.

Ovéfeni stejnomérné konvergence muze byt v optimalizac¢nich tlohéch pro-
blematické. Uvedme si tedy vétu, jejiz predpoklady jsou ovéfitelné snadnéji. Je
ale nutné pocitat s omezenim, Ze jednou z podminek je i konvexita tlohy, ktera
sice pro mnohé znamé optimalizacni tlohy plati, ale nékteré tlohy z praxe ji
samoziejmé spliovat nemusi.

Véta 5 (Shapiro a kol.| (2009), T. 5.4, str. 159). Predpokladejme, zZe

(i) integrand funkce h z rovnice je ndhodny zdola polospojity,

) pro skoro vSechna £ € = je funkce h(-, £) konvexni,
(iii) mnozina x je uzaviena a konvexni,

) stfedni hodnota funkce H je zdola polospojita a existuje bod T € x takovy,
ze H(r) < +o00 pro vSechna z v okoli Z,

(v) mnozina S je neprazdné a omezena,
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(vi) zékon velkych ¢isel plati pro kazdé = € y,
potom ¥y <X 9 a D(Sy,S) 250 pro N — .

Velka tfida ndhodnych polospojitych funkei jsou tzv. Carathéodoryho funkce,
tj. redlné funkce F' : R" x Q — R! takové, Ze F(x,) je méfitelnd pro kazdé
r € R" a F(-,w) je spojité pro skoro vSechna w € 2. Mohli bychom tedy upravit
predpoklad (i) a pozadovat integrand h s touto, lépe ovétitelnou vlastnosti. (Pro
vysvétleni pojmu ndhodné polospojitosti je mozné nahlédnout do Shapiro a kol.
(2009), str. 366.)

Pov§imnéme si dale, Ze podminka (iv) nepozaduje omezenost funkce H(x) pro
v8echna = € x. Integrand funkce h(z,§) tedy miize nabyvat i hodnot +o0o pro
néjaké . Piipomenme také, Ze polospojitost je slabsi vlastnosti nez spojitost,
takze platnost véty se neméni, pokud v ni nahradime polospojitost zdola za spo-
jitost.

Piiklad 4. Ukazme si nyni pouziti véty [f| v ptikladu 2| Mtzeme pouzit zavedené
znaceni, tedy
h(z,D) =x-p—c-min(D, z).

Predpoklady véty [5] jsou splnény pro bézné optimalizac¢ni alohy, coz plati i pro
tlohu nasi. Vénujme se ale nyni podrobnéji bodu (v).

Poptavka mutze mit napriklad diskrétni rovnomérné rozdéleni na intervalu
[a,b], kde a,b € R', a < b, takZze nabyva celo¢iselnych hodnot, coZ je vzhledem
k povaze tulohy logické. Nedopustime se ale velké chyby tim, Ze budeme pro na-
zorn€jsi vypocet predpokladat, ze poptavka ma rozdéleni spojité. To navic pro
snazsi vypocet transformujeme na interval [0,1].

Pro jednoduchost uvazujme, ze poptavka D mé rovnomérné rozdéleni: D ~

R[0,1]. Funkci H(z) mizeme piepsat néasledovné:

H(z)=x-p—c-Ep[min(D, z)], kde

IQ

T 1
Epmin(D, z)] = / DdD + x/ 1dD =z — 5
0 T

Z toho uz snadno dopocitame tvar funkce H(x):

H(z) =z(p—c) —1—0%.

Analyzou této funkce zjistime minimum, které bude odpovidat jedinému op-
timalnimu feSeni tlohy, tedy S = {2} = {<£}. JelikoZ mnozina obsahuje prave
jeden prvek, je zjevné neprazdnd a omezené a bod (v) je tak splnén. Dosazenim

(c—p)?

mizeme také snadno ziskat i optimdlni hodnotu ¢ = —*=>-. ([l
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Priklad 5. Uvazujme nyni drobnou modifikaci tlohy 4l Predpokladejme, zZe se
na prodavace novin vztahuje 100% dan z pfijmu nad urcitou hranici a. Pokud
doséhne pfes néjaké dlouhé obdobi (napf. rok) primérného zisku vyssiho, nez je
tato hranice a, musi cely zisk nad tuto hranici odevzdat. Jinymi slovy nemfize
dosédhnout primérného zisku vyssiho, nez je praveé a.

Uvédomme si, ze je vhodné zavést parametr a nasledovné: 0 > —a > H(z*).
Pokud by —a < H(z*), dain by naSemu prodavaci jeho pfijmy nijak neovlivnila
a uloha by se tak prakticky nelisila od tlohy v pfikladu . Uloha je tedy tvaru

mein Ep[max(h(x,D), —a)] = mein Ep[max(z - p — ¢ -min(D, x), —a)]
reEX TEX

tedy h(x,D) pouzijeme z ptikladu[d] Nezapominejme na zaporné znaménko u hra-
nice a, protoze mame tlohu zapsanu jako minimaliza¢ni. Snadno nahlédneme, ze
optimalni feseni nebude nyni jediné, ale bude jim mnozina hodnot urcena vzta-
hem

—a 2 H (l’ )7

kde opét H(x) vezmeme z pfikladu Mnozina optimalnich feseni je tedy interval

c—pEy/—2ac+(c—p)2
c

mame zaruc¢enu platnost bodu (v). Ostatni body 1ze odvodit podobné jako v uloze

[21,22], kde z1 2 = . Interval je ale stale konvexni mnozina, a tak
M], stejné tak vypocitat i optimalni hodnotu. 0

Zatim jsme uvazovali, Ze mnozina y je fixni, tedy nezavisla na vybéru {;,i =
1,...,N}. V nékterych ptipadech tomu ale tak byt nemusi a potom dostaneme

ulohu ve tvaru:

min Hy(z), (1.5)

TEXN

kde xn je podmnozina R" zavisejici na vybéru {&;,7i =1,..., N} . Volba z tedy
zavisi na mnoziné, jejiz tvar zavisi na pravdépodobnostni mite.

Priklad 6. Ulohu tohoto typu dostaneme opét modifikaci ptikladu , kdy mnozina
x bude zaviset na nahodné veliciné D. Toho dosahneme tak, Ze si do definice
mnoziny zafadime omezeni funkci g(z), kterd zavisi na veli¢iné D. Napiiklad de-
finujme funkci, v niz se vyskytuje a-kvantil rozdéleni veli¢iny D, ktery oznac¢ime
Ja:

9(x) =& — qa.

Pomoci této funkce dale definujme mnozinu pripustnych feseni y;:

x1={z € x:g(x) <0},
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kde x je mnozina pfipustnych feseni stejnd jako prikladu [2 Toto omezeni si
muzeme predstavit tak, ze prodava¢ nemiize nakoupit vice novin, nez je urcita
hranice, ktera ale zavisi na rozdéleni poptavky. To mtze nastat napiiklad v pii-
padé, Ze na stejném misté operuje i dalsi prodava¢ novin, kterému musi prvni
prodava¢ prenechat néjakou ¢ast prodeji. Tato c¢ast ale zavisi na rozdéleni ve-
liciny D. O

Mnozinu pripustnych feseni y y ulohy sestavené z ndhodného vybéru mizeme

obecné definovat takto:

xv = {z € x: gn(z) <0},

kde gn(z) bude mit v nasem piipadé tvar

xv =1{z € x: 2 — gan < 0},

kde q,n je vybérovy a-kvantil z ndhodného vybéru {D;,i =1,..., N}.

Mnozina yy sice zavisi na daném vybéru, ale se zvysSujicim se rozsahem vy-
béru zjevné ,konverguje“ k vy, jelikoz empiricka kvantilova funkce konverguje ke
kvantilové funkci veliciny D. Da se ocekavat, ze k sobé budou konvergovat i op-
timalni feseni. Uvedme si tpravu véty [ kterd toto ocekavani potvrzuje.

Véta 6 (Shapiro a kol.| (2009), T. 5.5, str. 160). Predpokladejme, Ze kromé plat-
nosti podminek (i) az (iv) z véty [ plati i nasledujici:

(v) pokud {zn} € xy a 2y = 2, potom z € X,

(vi) pro néjaky bod x € S existuje posloupnost zy € yy takova, Ze zy LN

s.j

Potom ¥y =2 ¥ a D(Sy,S) = 0 pro N — oc.

1.2.2 Interval spolehlivosti

Konzistence odhadi, které jsme se v této kapitole vénovali, nam zajistuje,
ze chyba odhadu, tj. odlisnost odhadu od odhadované hodnoty, se s rostoucim
rozsahem vybéru blizi nule.

V praxi ale nemame k dispozici nekonecné ¢i dostatecné velky vybér a bylo by
dobré mit k dispozici znalost o velikosti chyby, kterou mtize odhad mit. Odvodime
si interval spolehlivosti zndmym postupem pomoci centralni limitni véty.

Piedpoklddejme, ze Hy(x) mé rozptyl o?(z)/N, kde o*(z) = Vare[h(z.,£)].

Potom podle centralni limitni véty plati:

VN [Hy(z) — H(z)] & Z
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kde Z je veli¢ina s normalnim rozdélenim N(0,02(x)). To znamena, ze odhad
Hy(x) méa pro dostateéné velké N pfiblizné normalni rozdéleni se stfedni hodno-
tou H(x) a rozptylem o2(z)/v/N.

To nam dovoli sestrojit nasledujici 100(1 — o) procentni interval spolehlivosti
pro H(x):
U(a)2) 0N () U(a)2) 0N ()

VN VN
kde u(q/2) znadi 1 — /2 kvantil normalniho rozdéleni N(0,1), tj. w2 = (1 —
a/2) a o%(x) je odhad o2(x), tj.:

HN(I’) — ,HN(.I')+

1 N

ox(@) = 5 2 Ih(x.&) — Hy(a)).

i=1

Ukazme si nyni podobnou vlastnost pro optiméalni hodnoty.
Véta 7 (Shapiro a kol.| (2009), T. 5.7., str. 165). Necht plati:
(i) existuje ngjaké z € x, pro které je F¢[h(%,£)?] konecna,

(ii) existuje méfitelnd funkce C : = — R, takovd, ze F¢[C(€)?] je konetnd a
h(2,€) = h(a".§)] < C(&)lx — 2|

pro vSechna z, 1’ € ¥,
(iii) x je kompaktni a S obsahuje pouze jeden prvek, tj. S = {z*}. Potom
VN [y -9 2 2,
kde Z je veli¢ina s normalnim rozdélenim N (0,0%(z*)).
Podobné jako pro H(x) mizeme tedy za pomoci z} (z* zpravidla nezname)

sestrojit interval spolehlivosti pro ¥:

 Ua/2)0n (Ty)

VN

U(a/2)0N (Th)

v
N \/N

77§N+

1.3 Konvergence odhadu

Ukazali jsme si, za jakych podminek k sobé konverguji optimalni hodnoty
(resp. mnoZiny optiméalnich feSeni). Nyni se budeme zabyvat tim, jak ,rychla“ je
jejich konvergence.

V dalsim textu se budeme vénovat vyrazu P[H(x%)— H(2*) > €] a zda ho lze
omezit néjakou funkci. Ukaze se, ze za urcitych predpokladii lze k omezeni vyuzit
exponencialni funkci zavislou na N, tedy na velikosti vybéru, coz tak naznacuje
i to, jak ,rychla“ je konvergence.

Pro zacatek si uvedme zakladni vétu, ze které jsou odvozeny dalsi vysledky.
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Véta 8 (Dai a kol.| (2000), L. 3.1., str. 493, Chernoffova mez). Necht £ nabyvajici
hodnot z R! je libovolnd nahodn4 veli¢ina s koneénou momentovou vytvorujici

funkei F¢[e®] pro 0 < 6 < 6y, kde 6, > 0 je konstanta. Potom plati:
Pl¢ > 7] < E[e%]e "

pro véechna z € Rt a 0 < 6 < 0.
Nyni se budeme zabyvat konvergenci pro optimalni hodnoty.
Véta 9 (Dai a kol.| (2000), T. 3.1., str. 493). Predpoklddejme, Ze
(A1) existuje a > 0, 6y > 0, n(¢) : R™ — R! takové ze
h(2.&)] < an(§), Eele”] < oo,
pro vSechna x € y a 0 < 0 < 0,.
Potom pro jakékoli € > 0 existuji o > 0, 8 > 0 takova, ze

P[H(z%) — H(z*) > €] < ae PV

pro vSsechna N > 0.

Pokud existuje optiméalni feseni a je jediné, lze si ukazat podobné tvrzeni jako
pro optimalni hodnotu.

Véta 10 (Dai a kol (2000), T. 3.2., str. 497). Pfedpokladejme (Al) a ze z* je
jedinym feSenim ulohy . Potom pro kazdé € > 0 existuji o« > 0, 8 > 0 takova,
ze

Pllzy — 2]z = f < ae™™
pro vSechna N > 1.

Pokud mame tlohu, ve které x nabyva diskrétnich hodnot, lze samoziejmé
modifikovat vétu [10| a ukazat si, Ze i pro tyto tlohy plati podobné tvrzeni.
Disledek 1 (Dai a kol. (2000)), C. 3.1., str. 497). Necht x je diskrétni. Za pred-
pokladt véty [10] existuje o > 0, 5 > 0 takové, ze

Plzy =27 >1—ae N

pro vsechna N > 1.

Vime, ze P[H(z}) — H(z*) > €] je omezena exponencialni funkei zavislou na

vvvvvv

obecnou ulohu najit. Pro vhodné zvolenou funkci to ale mozné je. V nasledujicim

prikladu pouzijeme funkci kvadratickou.

Piiklad 7 (Dai a kol.| (2000), str. 502). Predpokladejme tedy optimaliza¢ni pro-

blém ve tvaru:

min Ee[h(x,§)] = né% Eelas(x — a1€)* + ag), (1.6)

zeRL
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kde as > 0. Ndhodn4a veli¢ina £ miize mit libovolné rozdéleni, pro které plati

Ee[§]=¢, Varg¢] =of.
Spocitejme nyni optimalni feseni tlohy ((1.6]).
H(z) = Eelh(z.8)] =
= Eﬁ [GQ(EQ — 2&10/2.’13'5 + G%éﬂ + GQ] =

= =2
= a2’ — 2aya90E + ai(€ + ag) + ap

a pokud si uvédomime, ze H(x) je kvadratické, konvexni funkce, nalezneme feseni

néasledovneé:

@H(l‘) = 2a57 — 201096 =0

Q2 = alaga
tedy 2* = a,&. Dosazenim do H () pak ziskame
H(z*) = Eelag(a1€ — a1€)? + ao] = azaio? + aq.

Predpokladejme, Ze zname {;,i = 1,..., N} a pokracujme podobné s empirickou
aproximaci Hy(z):

N

Pro nalezeni x%; vyfesime rovnici

d 1

THy(r) = ;[2@(9: —a:1§)] =0

1 & 1 &
N;x = Nzalfia

coz dava

H(zy) — H(z") = Eh(zy,§)] — Ee[h(z",§)] =
= @Bty — mé)’ — (1€ — a1’ =
= wE(ry — a1 — mé + aé)(ry — mé + mé — )] =
= ay(ry — w&)Eery — 20:€ + af] =

= as(ay —wmé)*.
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Vime, ze pro dostatecné velké N dle centralni limitni véty plati

2 :‘“Zgl = £U+a1£

kde U m4 normalni rozdéleni N (0,1). Potom plati:

P[H(zy) — H(z*) > €] = Plag(aly — a1§)* > € =
= P[%(i}%[] + a1 —a,€)* > ] =
B 9 Ne
= plot> —azaw] ,

kde U? mé ? rozdéleni o jednom stupni volnosti. Necht dale M (6) = ﬁ je jeho

momentova vytvorujici funkce. Potom aplikaci Chernoffovy meze dostaneme

Ne Noe Noe 1
U? > < - M(0) < —
- aQa%aé?] = &P { aQafag} (6) < exp { agafag} V1—20

pro0 < 6 < 0.5. P[H(x%)—H (z*) > €] je tedy omezena funkei exp {—aﬁggg} %729,

P

ktera pro N — oo klesa k 0. Pokud oznacime
1 fe

o = —, = —7
V1—20 b axaio?;

méame omezeni tvaru ae #". Dale miiZeme najit hranici pro P[||z% — 2*||2 > €]:

Plley a2 d = P [ ﬁy‘ > } _
N
= 2P 6\/_] :26)(13{_%}7
a10¢ 2a10¢
kde p
=2 —
“  P= 2ala€

O
Zatim jsme si pouze ukéazali, Ze existuji parametry o a [, které vystupuji
v exponencialni funkci, ale nezname postup, ktery by vypocet téchto parametri

umoznoval v obecném piipadé. Vénujme se tomu tedy nyni.

Véta 11 (Shapiro a kol| (2009), str. 387-388). Ptredpokladejme posloupnost
{&,1=1,..., N} nezavislych, stejné rozdélenych veli¢in s E¢[¢;] = p,i=1,..., N

a momentovou vytvorujici funkei M (¢). Ozna¢me
N
- 1
= N Z &
N=
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jejich aritmeticky primér. Potom pro ¢ > u plati

PlE> ¢ <e !N (1.7)

kde vyraz
I(c) = sup{tc —log M (t)},

teR?

znaci Legendrovu transformaci momentové vytvorujici funkce M (t).

Diikaz. Pro kazdé realné ¢ a t > 0 plati P[€ > ¢ = P[e® > e']. Pouzitim

Cebysevovy nerovnosti ziskdme

N
— z t
PIE > o] < e Eefe®] = e {M (N)} '
Jelikoz je ¢ > p, mizeme aplikovat prirozeny logaritmus na obé strany nerov-
nice:
_ t
log P[§ > ¢] < —tc+ Nlog [M (N)] .
Oznacime dale ¢’ = t/N. Jelikoz nerovnost plati pro libovolné ¢, bude platit
i pokud pravou stranu zminimalizujeme pies vechna ¢’ > 0. MtZeme tedy prepsat

nerovnost do tvaru

log P€ >¢] < —N sup [t'c—log[M(t")] =—I(c)N.

t'eR1 />0
Pokud nyni aplikujeme na pfedeslou nerovnost exponencialni funkci, je diikaz

hotov. Pokud bychom zvolili ¢ < p, dostaneme nerovnici
Pl < <eT'ON,
jejiz dikaz bychom provedli obdobné. O

Priklad 8. M¢jme veli¢inu ¢ s normalnim rozdélenim N (u,0?), tedy s momen-

tovou vytvorujici funkci
1
M (t) = exp(tp + 502t2).

Snadno vypocitame jeji Legendrovu transformaci:

1
I(c) = sup{tc—logM(t)} = sup {tc — log exp (t,u + —02t2) } =

teRr? teR? 2
1
= sup {t(c — ) — —02752} .
teR?! 2

Vyraz v poslednim supremu je kvadraticka, konkavni funkce, mizeme tedy jeji
derivaci polozit rovnou nule a dostaneme tak feseni

(N R Gt Ui

t= : -
0—2

2 o2
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Nerovnost ([1.7) tedy budeme mit pro normalni rozdéleni N(u,0%) a ¢ > p ve

tvaru

P[¢ > (] gexp{—NEM}.

2 o2
OJ
Ukazme si nyni podobné omezeni, které je jednodussi na vypocet, ale plati
pouze pro veli¢iny, které nabyvaji hodnot z intervalu [a,b], tedy napiiklad rovno-
mérné rozdéleni R[0,1].
Véta 12 (Shapiro a kol.| (2009), P. 7.63., str. 389). Nechf ¢ je ndhodna veli¢ina
nabyvajici hodnot pouze z intervalu [a,b], kde a,b € R' a E¢[¢] = 0. Potom pro

vytvorujici funkci veli¢iny £ a vSechna ¢ > 0 plati nerovnost
M(t) < et2(b—a)2/8.

Dikaz. Je zaloZzen na znamé Madanského nerovnosti a ¢tendf ho muze nalézt

v Shapiro a kol.| (2009). O

Uvazujeme-li nyni veli¢inu £ se stfedni hodnotou p, mizeme za pouziti pred-

chozi véty odhadnout jeji Legendrovu transformaci

2c2
I(¢)> sup {tc—t*(b—a)?*/8)} = :
) te[Rl,t>0{ ( VI8 (b—a)?

Pro nédhodny vybér {{;,i = 1,..., N} z veli¢iny ¢ tedy pouzitim nerovnosti
(1.7) a ptedeslé nakonec ziskdme pro 7 > 0 nerovnost

PE-uzr=PEzptr<ew{-22s ),

které se ¢asto fikd Hoeffdingova. Pro rovnomérné rozdéleni R[0,1] tak napfiklad

ziskame Hoeffdingovu nerovnost tvaru
7o 1 —2N72
P &> 5 + 7| <e 7.

Ziskali jsem omezeni pravdépodobnosti, ze se primér nahodného vybéru neod-

chyli od néjaké dané hodnoty. Jak dojit k presnéjsimu odhadu, alespon z asympto-
tického hlediska, nam ukazuje nasledujici véta.
Véta 13 (Dai a kol. (2000), T. 3.4., str. 498). Necht {&;,i =1,..., N} je posloup-
nost nezavislych, stejné rozdélenych veli¢in s E¢[¢;] = 0,7 =1,..., N a kone¢nymi
momentovymi vytvorujicimi funkcemi M (t) = E¢[e’] pro viechna ¢ € R'. Pfed-
pokladejme, Ze P[§; > c] > 0, ¢ > 0. Potom

PEZC] ~ S\/ﬁe_l(c)]\[ (18)

22



pro N — oo, kde I(c) je Legendrova transformace momentové vytvorujici funkce

M(t), s je dano vzorcem

s =/ (M"(0)/M(0)) — 2
pro 6, které je feSenim rovnice

1(¢) = O — log M(6), (1.9)

d & nabyva hodnot pouze z mnoziny
l1—e% fcetkd k=0,41,42,...} pro ngjaké c

o1 jinak.
Priklad 9. Ukazme si nyni pouziti véty na normalni rozdéleni, kde & ~
N(p,0%). Abychom vyhovéli piedpokladu véty, uvazujme veli¢inu & = € — p ~
N(0,02), pro kterou budeme poéitat vyraz ve vztahu .
7 p¥ikladu [8 u% zndme hodnotu I(c) = L=

185 pro € ~ N(p,0?). Zbavime se
tedy stfedni hodnoty a dosadime do rovnice (|1.9) pro vypocet parametru 6:

1 c? 1
5% = fc — logexp (50292)
1

= fc— 50'292,
coz nam dava )
1 1c

21 o _

9 50’ — ‘90 + 5; =0

s feSenim 6 = ¢/o?. Ziskdme tak zaroveri i parametr v = o2 /c. Pokud déle dvakrét

zderivujeme M (6) podle 6, dostaneme

1 ! 1
M"(0) = (exp {502«92}> = exp {50292} (00* + o).

Nasledné dosadime vypoctenou hodnotu € do rovnice pro parametr s a dostaneme

2

s = VM(0)/M©O) — @ = \/eXp {%‘2} (2 +02)/ exp {%} 2=
- JET A -E=0

Dosazenim do vztahu (1.8) tak pro normélni rozdéleni N (ju,0?) ziskdme

= _ 1 2
P[SZC} :P[f_ﬂzc} - C\/;TNexp{_ééN}

pro N — oo. 0
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Za pomoci véty [13| 1ze ziskat obdobu Hoeftdingovy nerovnosti i pro optiméalni

hodnotu tlohy (1.2)).
Véta 14 (Dai a kol (2000), T. 3.5., str. 499). Necht

M(z,t) = Eg[et(h(r,ﬁ)—H(r))]

je momentova vytvorujici funkee h(z,§) — H(z) a I(z,c) je jeji Legendrova trans-
formace ve tvaru
I(xz,c) = sup{tc — log M (z,t)}

teR?
Necht dale plati (A1) a Plh(z,§) = H(x)] < 1 pro kazdé x € U. Pokud M (x,t)

je kone¢na pro vsechna t € R! a vechna x € U, potom

’Y+ —It(z,e/2)N ~~ —I~(z,e/2)N
PlH(z3\)—H(xz") > €l <min || ——— + | ———
Hlzi)=H() 2 f < iy [(swm) (V) ]

plati pro N — oo, kde I™,~",sT jsou stejné jako v s tim, ze M(t) a c,
jsou nahrazeny M (z,t) a €/2. Veli¢iny 1,77, s™ ziskdme nahrazenim M (t) za
M(z,—t) aczae/2.

Véta 15 (Dai a kol (2000), T. 3.6., str. 500). Predpokladejme, Ze vSechny
predpoklady véty [13| plati. Déle necht H(x) je dvakrat diferencovatelna a exis-
tuje konstanta k, 0 < k < oo, ze V2H(x) > kI pro viechna z takova, Ze
||z — z*[]a < 09,090 > 0, kde I je jednotkovad matice a A < B znamend, Ze
B — A je pozitivné semidefinitni.

Potom

’}/+ —It(z,6¢)N N —I~(z,6)N
Pllayy — 2*ll2 >  <min{ ( —— +(—)
oy =27l 2 ¢ < miy {(wm) /2N }

plati pro N — oo, kde . = ke?/4 a ostatni proménné jsou jako ve vété [13| kromé

¢, které je nahrazeno 0..
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Kapitola 2
Zavislé posloupnosti

Dosud jsme se zabyvali nezavislymi vybéry, resp. posloupnostmi nezavislych
nahodnych veli¢in. V praxi lze zpravidla na takovéto posloupnosti narazit v riz-
nych fyzikalnich postupech nebo v laboratornich podminkach.

Ve financ¢ni a ekonomické praxi se ale obvykle zabyvame nejriznéjsimi ¢asovy-
mi fadami, které zpravidla povazujeme za zavislé v case. Klasickym pfipadem jsou
jakakoli finanéni data (cena akcii, dluhopisti, HDP, trokové sazby atd.). Zavislost
ale miZzeme najit napf. i v demografii (pfedpokladany vék doziti), v informacnich
technologiich (vytiZeni siti) nebo i tieba v preferencich politickych stran.

Také se nam miize stat, ze u néjaké posloupnosti nedokazeme s jistotou roz-
hodnout o jeji nezavislosti, a proto je vhodné mit k dispozici nastroje, které nam
se zavislymi posloupnostmi dovoli pracovat.

Za urcitych podminek, tedy pro nékteré typy zavislosti, lze upravit dukazy
tvrzeni pro posloupnosti nezavislé a ziskat tak podobné vlastnosti. Jednim z typt
takovych zavislosti je tzv. m-zavislost. Mluvime potom o m-posloupnosti nebo

také m-zavislém procesu.

2.1 m-zavislé posloupnosti

Definice 15 (m-zavisly proces, [Yoshiharal (1992)), str. 25). Necht (2, F, P) je
pravdépodobnostni prostor, (X, B) méfitelny prostor a {&;,t € R'} ndhodny pro-
ces s diskrétnim nebo spojitym casem, kde & jsou stejné rozdélené ndhodné ve-
li¢iny.

Necht M? je o-algebra generovani udalostmi ve formé

ftIEAtl,...,ftNGAtN, agtlggt]\[gb

kde t1,...,ty a N jsou libovolné a A, ..., A;, jsou B-méfitelné mnoziny. Ri-

kame, ze proces {&} je m-zavisly pokud M*®__ a M;® jsou nezavislé pro b—a > m.
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Nyni si odvodime podobnou nerovnost jako ve vété [9]
Véta 16. Predpokladejme, Ze plati (A1) a necht posloupnost {§;,i = 1,..., N}
nezavislych, stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in je m-zavisla.

Potom pro jakékoli € > 0 existuji « > 0 a 8 > 0 takové, ze
P[H(z%) — H(z*) > €] < are P*+D £ o(m — r)e Pk

pro vSechna N > 0, kde k,r splituji N = km+r pro k ptirozenéar € {0,1,..., m—
1}.

Diikaz. Pozorny ¢tendr si jisté povsiml, Ze se véta[l6] velmi podoba vété[9] ve které
piedpoklddéame posloupnost {&,i = 1,..., N} nezéavislych nahodnjch veli¢in.
Vypujc¢ime si tedy i postup dikazu véty [ a upravime ho tak, aby platil pro
posloupnost {&;,7 =1,..., N}, kterd je m-zavisla.

Jelikoz lze kazdé N prirozené rozlozit na N = km + r, kde k je prirozené

are€{0,1,...,m — 1}, mizZeme si vytvorit nasledujici posloupnosti:
£m7 §2m7 s Skm
Sla gm—l—l: €2m+17 s gk’m-l—l
627 £m+27 ’S2m+27 s 5km+2
(2.1)
51”7 gm-i-?"a €2m+7"a s gkm-l—r
Sty Smtrtls Somart1, - g(k—l)m—l—r—l-l
fm—ly §2m—17 €3m—17 s fkm—l

Mame tedy r posloupnosti o k+1 prvcich a m—r posloupnosti o k prvcich, kdy
kazdé z nich je posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in, diky ¢emuz mtizeme
vyuzit postupu z dikazu véty [0

Nejdrive ale budeme muset upravit nasledujici vyraz tak, abychom ziskali

vyraz pro nezavislé posloupnosti, na které se da zminény postup pouzit:

]

kde 6. = €/2. Nyni vyuZijeme rozdéleni posloupnosti &;,7 = 1,..., N na podpo-

PlHy(z) — H(x)| = 6] = P

1 N
‘N 121 h(x,&) — H(z)
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sloupnosti (2.1)):

P |5 Y h(e) ~ @) zae] < (22)
<SPS bl i) — H| = 0| (23
£ 30 P S in) — H)| 2 (2.4

Zaméfime se nyni na vyraz (2.3), tedy na r posloupnosti o k + 1 prvcich.

Rozlozime si ho opét na dva vyrazy a zbavime se tak absolutni hodnoty:

ZP Z T &mivs) — H(x))| = 5;]1\[] = (2.5)
- Z P Z T Emivy) — H(z)) = 5;\7 + (2.6)
+ Z P Z T &mivj) — H(z)) < _5;]1\[ (2.7)

Opét se zaméfime pouze na jeden vyraz, a to na (2.6). Vyuzijeme toho, ze
N =km+r atedy 6.2 = 52 = 5, (k + L) < §.(k + 1). Diky tomu méZeme
psat:

P S (bl bie) — H() 2 ] <
<SP Y (o bnisy) — H(w)) = 6.l + 1)
= 3P| (bl niry) — Hlz) — 6 2 0

V tuto chvili jsme dostali vyraz, ktery nam dovoluje pouzit postupu z ditkazu
véty 9] Jednd se totiz o sumu pravdépodobnosti, které lze pomoci Chernoffovy

meze (véta|8)) omezit exponencialni funkei ve tvaru e #*+1), Mtzeme tedy psat

0N B
Podobné mufeme ukézat i stejnou nerovnost pro (2.7)). Ve vysledku bychom

tedy mohli omezit vyraz (2.5)) funkei 2re#*+1),
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Podobnym postupem bychom mohli ziskat i nerovnost pro vyraz (2.4), tedy
m — r posloupnosti o k prvcich, ktery bychom mohli omezit funkei 2(m — r)e=?*.

To nam ve vysledku dava:
P||Hy(z) — H(z)| > 6] < 2re P*+) £ 2(m — 1)ePF. (2.8)

Nyni vyuzijeme vztahu z dikazu véty [9] — viz Dai a kol/ (2000), T. 3.1., str.
496, rovnice (18), coZ ndm v kombinaci s ([2.8)) dava kone¢né

P[H(z%) — H(z*) > ¢] < 4re PEHD L 4(m — r)e P*,

Tim je dikaz hotov pro o« =4 a > 0. O]

2.2 Dalsi typy zavislosti — mixingy

Kromé m-zévislosti mohou byt posloupnosti zavislé i jinym zptsobem. Uvedme
si nyni prehled podminek nazyvané mixingy, které tuto zavislost popisuji.

Pro nasledujici definice ozna¢me M; a M, jako dvé libovolné o-algebry z podm-
nozin € a necht M’ je o-algebra generovana {&,t = a,a+ 1,...,b — 1,b}, kde
{&,t € Z} je posloupnost ndhodnych veli¢in.

Definice 16 (¢-mixing, [Yoshihara (1992)), str. 25). Necht
P(ANB)

(M, M) = sup PAP(B)

AeMy,BeEM2

_ 1’ .
Rikdme, Ze posloupnost {&;,t € Z} je ¢-mixing, pokud
U(t) = sup (M2, MTY,) = 0

pro t — 0o. 1-mixing se obfas nazyva téz *-mixing.
Tomuto mixingu se podobaji i nasledujici dva mixingy:

Definice 17 (¢*-mixing, ¢'-mixing, Bradley| (2005), str. 108). Necht
P(ANB)
P(A)P(B)
P(ANB)
P(A)P(B)
Rikdme, Ze posloupnost {&;,t € Z} je 1*-mixing (resp. ¥’-mixing), pokud

w*(MlaMQ) zsup{ AEMl,BGMQ,P(A)P(B) >0},

W' (My,My) = inf{ : A€ My, B € My, P(A)P(B) > o} .

—0oQ)

Y (t) = sup ™ (M?° . MY,) =1

(resp. Y'(t) = inf ' (M2 M2,) — 1)

pro t — oo.
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Definice 18 (¢-mixing, Yoshiharal (1992)), str. 27). Necht

B P(ANB) — P(A)P(B)
PMAL) = e T PAPB)

Rikdme, 7e posloupnost {¢;,t € Z} je ¢-mixing, pokud
é(t) =sup p(M? ,M7,) — 0 pro t — oo.

Ozna¢me o(M;UM,) o-algebru generovanou sjednocenim o-algeber M a Ms.

Definice 19 (7-, yo-mixing, Yoshihara (1992), str. 29). Rikdme, Ze {&,t € Z}
splituje y1-mixing (resp. vo-mixing) podminku s koeficientem ~;(¢) (resp. v2(t)),
pokud existuje nerostouci funkce v, (t) (resp. 72(t)) takova, ze pro vSechna realna

¢isla a,b aredlné t > 0, a A € o(M* U MY,), B € o(M!,,) plati

|P(ANB) = P(A)P(B)| < (t)P(B).

(resp [P(AN B) = P(A)P(B)| < 72(t)P(A)P(B)) .

Definice 20 (absolutné regularni podminka, [Yoshihara| (1992), str. 31). Rikdme,
ze posloupnost {&;,t € Z} je absolutné regularni s 3(t) pokud

BeMS,

B(t) = sup E ( sup |P(B|M®_)— P(B)]) — 0

pro t — oco. Tato posloupnost se také nazyva [S-mixing.

Definice 21 (strong mixing podminka, Yoshiharal (1992), str. 36). Necht

a(M,My)= sup |P(ANB)— P(A)P(B)|.

AeM,,BeEM>

Rikdme, Ze posloupnost {&;,t € Z} je strong mixing pokud

a(t) =supa(M?® ,M,) =0

S

pro t — oco. Tato posloupnost se také nazyva a-mixing.

Definice 22 (p-mixing, Bradley (2005), str. 108). Necht £?(A) znad&i prostor

dvakrat integrovatelnych, A-méftitelnych redlnych nahodnych velicin a

p(My,My) = sup |cor(u,v)],
u€L2(M1),veL2(M?)

kde cor znadi korelaci. Rikdme, Ze posloupnost {&;,t € Z} je p-mixing pokud

p(t) = sup p(M? ,M7,) = 0 pro t — oo.
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Obecné mixingy mezi sebou nejsou ekvivalentni, za specifickych podminek ale

ekvivalence plati, jak ukazuje nasledujici véta.
Véta 17 (Yoshihara (1992), str. 29). Pro Gaussovsky, silné staciondrni proces
plati, ze nasledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:
(i) {&,t € Z} je m-zévisly,
(ii) {&:,t € Z} je ¢-mixing,
(iii) {&.t € Z} je p-mixing.
V obecném piipadé tomu ale tak neni a mezi mixingy existuje ,fetézec im-

plikaci, které jsme sestavili do nasledujiciho prehledu na zakladé praci [Yoshihara
(1992)) a Bradley| (2005).

/' Y*-mixing N\ ' p-mixing N\,

m-zavislost — Y-mixing — ¢’-mixing — ¢-mixing

N\ Yi-mixing 7 N\ 7p-mixing

— absolutni regularita — strong mixing.

Pomoci mixingi a m-posloupnosti jsme ale bezpochyby nepokryli veskeré typy
zavislosti, takze se nyni podivame na pojem slaba zavislost, diky kterému lze

studovat i dalsi velkou skupinu zavislosti.

2.3 Slaba zavislost

Slabé zavislou posloupnost si mizeme predstavit jako posloupnost, ve které
plati asymptoticka nezéavislost mezi ,minulosti“ a ,budoucnosti“. To znamenj,
Ze kovariance

Cov(h(,minulost“), k(,,budoucnost“))

je mala pro dostatecné velkou ,,vzdéalenost® mezi ,minulosti“ a ,,budoucnosti®,
kde h a k jsou libovolné vhodné funkce. Pro poradek uvedme pfesnou definici.

Definice 23 (slaba zavislost, Doukhan a Louhichi| (1999), D. 1, str. 315). Nahod-
nou posloupnost {&,t = 1,2,...} nazveme (e, F,1)-slabé zavislou, pokud exis-
tuje tfida F redlnych funkci, posloupnost {¢;,t = 1,2,...} klesajici k nule pro
t — oo, funkce ¥ (h,k,u,v) s argumenty h.k € F,u,v € {1,2,...} takovymi, zZe pro
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Véechnyvektory (ilv"‘viu>ﬂ(j17'-'7jv) sip < §2u<zu+7n§]1 < e S]

v

plati
’COV(h(fil, Ce 7£iu)7k<€il7 Ce 76%))’ S w(h,k,u,v)q

pro vSechny funkce h.k € F, které jsou definovany na R* a R”.
Koeficient » mtzeme chépat jako (¢asovou) ,vzdalenost mezi ,minulosti®

a ,budoucnosti®.

2.3.1 Tridy slabé zavislosti

Pokud v definici [23| dosadime za funkci 1) néjakou konkrétni funkci, ziskdme
(jak je uvedeno v Doukhan| (2008), str. 148) rizné t¥idy slabé zavislosti:

e k-slabé zavisla posloupnost, pokud ¢ (a,b,i,j) = ijab,

rk/-slabé z&visla posloupnost, pokud ¥ (a,b,i,j) = jab,

e 7-slabé zavisla posloupnost, pokud (a,b,i,j) = ia + jb,

e O-slabé zavisla posloupnost, pokud v (a,b,i,j) = jb,

e J\-slabé zavisla posloupnost, pokud v (a,bi,j) = ijab + ia + jb.

Pro tyto tfidy zavislosti miizeme déle v textu znacit posloupnost {e;, ¢t € 7}
jako {ki, t € N}, {m,t € Z} apod.

2.3.2 Priklady slabé zavislych posloupnosti

Uvedme si nyni priklady nékterych zndméjsich posloupnosti, které vyuzijeme
dale v textu véetné jejich vlastnosti. V nékterych ptripadech se muze stat, ze po-
sloupnost nespliiuje zaddnou z mixingovych podminek, ale zaroven zavisla je. V ta-
kovém pripadé se mize hodit (e, F,)-slaba zavislost, kterou takova posloupnost
uz muze splnovat.

Nez si uvedeme nékteré priklady, budeme potiebovat nasledujici definici:
Definice 24 (Lipschitzovsky modulus spojitosti, [Doukhan a Louhichi| (1999), str.
316). Necht h : R® — R'. Potom definujme vyraz

) — s ) = B(Y)]
Lip(h) = sub o=

jako Lipschitzovsky modulus spojitosti.

Necht dale £ zna¢i mnozinu omezenych Lipschitzovskych funkei.
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Bernoulliho shift

Bernoulliho shift ve tvaru uvedeném nize je pravé prikladem posloupnosti,
ktera nesplnuje m-zavislost ani dalsi z mixingovych podminek, ale jedné se o slabé
zavislou posloupnost.

Definice 25 (Bernoulliho shift: |Doukhan a Louhichi (1999), str. 324, D. 4).
Necht {&;,i € Z} je posloupnost nezavislych redlnych ndhodnych veli¢in a F' je
méfitelnd funkce definovana na RZ. Pak Bernoulliho shift je posloupnost {U;,i €
Z} definovana vzorcem

U =F(&_;,jel).

Zatimco klouzavy pramér F(&,& 1, ...,&_m) je m-zavisla posloupnost, Ber-
noulliho shift uz nespliuje m-zavislost a ani zadnou dal$i mixingovou podminku,
jak uvadi Doukhan a Louhichi (1999) (str. 325). Naopak plati (Doukhan a Lou-
hichi| (1999), L. 9, str. 325), Ze posloupnost {(U; — E¢Uy).t € Z} je (6, L, ¢)-slabé
zavisla s

U (h.k,u,v) = 4(ul |kl Lip(h) + v[|hl|scLip(k)) a € = by )2,
kde definujeme ¢, pro kazdé kladné k takto:
Ok = sup Ee|F(&i-j,j € Z) — F(&—j1)ji<k, J € Z)],
a |[h]|o znaci normu ve tvaru sup,c 1 |2()].
Konkrétnim pfikladem, ktery uvadi |Doukhan a Louhichi| (1999) (str. 325) je
AR(1) proces definovany takto
U=alUi1+& = Zajfifj,
Jj=0
kde a € (0,1/2] a {&;,i € Z} je vybér z Bernoulliho rozdéleni s parametrem p.
Tento proces je slabé zavisly s F'(u;, j € Z) = .5 a'u; ady =pY . a

Markovovy retézce

Markoviv fetézec uz spliiuje jak nékteré z mixingovych podminek, tak i (e,
F, 1)-slabou zavislost. Necht {¢;,;i € Z} je posloupnost nezavislych realnych
ndhodnych veli¢in a F' méfitelna funkce. Definujme {X;, 7 € N} Markoviv fetézec

pomoci vztahu
Xy = F(Xt>§t+1)- (2-9)
Jak zminuje napf. Bradley| (2005)) (sekce 3.1., str. 118), Markovuv Fetézec je

strong mixing posloupnost s

alt) = igga(a(Xj),J(Xm)),
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kde o(X,) znadi sigma algebru generovanou nadhodnou veli¢inou X;. Pro striktné

stacionarni proces se tento vyraz ziejmé zjednodusi na
a(t) = a(o(Xo),0(Xy)).

Pokud se jedna navic o proces s konecnym poctem stavii, irreducibilni a ape-
riodicky, potom spliiuje i ¥-mixing. Ten implikuje i ostatni mixingy zminéné
v predchozi kapitole.

Déle, jak je uvedeno v Doukhan a Louhichi (1999) (sekce 3.5.), je Markoviuv

fetézec (e, L,1)-slabé zavisla posloupnost s
U(h.kyu,w) = 2min(ul k][ Lip(h), v]|h]|Lip(k)) a € = o E|Xol,
pokud predpokladame F' ze vztahu takovou, ze spliuje
EIF(06)]" < oo a E|F(z.&) — F(y&)l" < 8z —yl°

pronéjaké b>1a0< g < 1.

ARMA proces

Necht {X;,t € Z} je ARMA(p,q) proces takovy, ktery lze zapsat nésledujici
rovnici

X = Z apés—p prot € Z,

k=—oc0
kde {ax, k € Z} € R? a {;,i € 7} je posloupnost nezéavislych ndhodnych veli¢in
s nulovou st¥edni hodnotou. Jak je uvedeno v Doukhan, (2008) (sekce 3, str 154),

{Xi,t € Z} je n-slabé zavisla posloupnost s 7, = O , pokud plati a; =

Rr—1/2
O(|k|™"), n > 1/2. Podotknéme, Ze za urc¢itych podminek ARMA proces spliiuje

i absolutné regularni podminku, viz Doukhan| (1994)), str. 99, T. 6.

GARCH proces

Necht {X;,t € Z} je GARCH(p,q) proces definovany rovnicemi

Xi=p& s pi=by+ > bX} ,prok€eZ,
k=1

kde {by, k € Z} € R? zéavisi na poc¢ate¢nich parametrech a {&;,7 € Z} je posloup-
nost nezavislych ndhodnych velicin.

Jak je uvedeno v |Doukhan| (2008)) (sekce 3, str 154), {X;,t € Z} je #-slabé
zévisly proces s 0, = O(e™*V"), ¢ > 0, pokud plati, Ze F(|&|™) < oo a E(&) je
stejnd pro vsechna i € Z, ||&]|2, i b;] < 1, a pokud existuje C' > 0 a p € (0,1)

j=1
tak, ze Vj € N,0 < b, < Cpu~7. Podotknéme, Ze za uréitych podminek je GARCH

proces strong mixing, viz |Lindner| (2009), str. 62.
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2.4 Konvergence odhadiu pro zavislé posloup-

nosti

Podobné jako jsme se zabyvali konvergenci nezéavislych posloupnosti (viz napf.
véta @ a m-posloupnosti (viz véta , miizeme za urcitych podminek dokazat
i konvergenci posloupnosti mixingovych ¢ slabé zavislych. Uvedme si nejdfive

vétu zarucujici konvergenci pro soucet strong, resp. ¢-mixingového vybéru.

2.4.1 Mixing posloupnosti

Véta 18 (Doukhan (1994), P. 1, str. 33). Predpokladejme, ze {&,t € Z} je
mixing posloupnost centrovanych nahodnych veli¢in, |§;| < [I. Déle necht se
jedné o strong mixing posloupnost (resp. ¢-mixing posloupnost) spliujici a(n) <
uwv™ (resp. ¢(n) < wv™) pro n&jaké u > 0,0 < v < I. Pokud dale N spliuje
N sup, (E¢[|&)?])Y ) > I pro v > 0 (resp. N sup, E¢[|&[?] > I), potom existuj
konstanty a,b > 0 takové, ze pro libovolné y > 0 plati

N

(e
=1

(resp. P (

kde 0% = sup, E¢[|&]*7])%/ G+, (resp. o2 = sup, E¢[|&)?]).

Z hlediska optimalizacnich tloh by néds ale podobné jako ve vété [9) a

vice zajimala konvergence vyrazu P[|H(xz%y) — H(z*)| > €]. Abychom mohli

> yVNo log(a_l)> < ae V¥

N
> &

t=1

> y\/ﬁa) < aeb\/y> ,

konvergenci tohoto vyrazu snadno ukéazat, uvazujme méné obecny tvar funkce
h(z,£). Piedpokladejme, Ze existuje pfirozené ¢islo s a spojité a omezené funkce
hi(x),g7(),7 =1,...,s takové, ze h(r,§) ve tvaru

h(z,§) = Z h;(x)g;(§)-

Pro funkci tohoto tvaru miizeme nyni zformulovat nasledujici vétu:
Véta 19. Predpokladejme, ze {&;,t € Z} je strong mixing posloupnost centrova-
nych ndhodnych veli¢in spliiujici predpoklady véty [18] h(z.&) je ve tvaru popsa-
ném vyse a |h(z,&)| < I. Pokud dile N splituje N sup,(Ee[|h(z,&)[*)%/ ) > 1
pro v > 0, potom existuji konstanty a,b > 0 takové, ze pro libovolné ¢ > 0 plati

P[H(zy) — H(z*) > yVNolog(o™)] < ae™V¥,
kde 02 = sup, E¢[|h(z*,&)[*7]) % 3,
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Diikaz. Vzhledem ke tvaru funkce h(z,£) mizeme psat

N
Zh 2)Ee[g;(€)] a Hy(x Zh* Zg;f(@).
=1

Rozepiseme tedy nasledujlm vyraz:

|y (Sue -z .

Podle predpokladi véty existuje M takové, Ze miizeme nahradit funkei A} (z)
konstantou: |h}(z)| < M,Vj =1,...,s, a pokud zdroveni misto N uvedeme v'N,

(Zg] 51 EE 9; (5)]) ] :

V tupravé vyrazu dale pokracujeme pouzitim znamého triku, kdy vyraz roz-

PlHy(z) = H(z)| = ] =

miizeme dale pro kazdé x psat

Pl[Hy(z) — H(z)| = €] <

lozime na sumu pravdépodobnosti, ¢imz dostaneme:

Z f<§jgj &) Esg]@)])
sZP (ZgJ &) Eggj@)])

s \/NG
:;P Zg] &) Egg]@]‘z MS].

Zvolime-li nyni vhodné ¢, tedy ¢ = yolog(c~')Ms dostaneme uvnitt vngjsi
sumy vyraz podobny tvrzeni z véty [18 Uvnit¥ absolutni hodnoty je centrovana
nahodna veli¢ina, ktera splinuje mixingovou podminku, a miizeme tedy podle véty
psat

=) F ‘(Z% i) Ew;()]) <Zaj biv,

Pokud dale vhodné zvolime parametry a*, b tak, aby byl soucet exponencial-

>y\/_alog )

nich funkci omezen pouze jedinou exponencialni funkci, 1ze vyraz zjednodusit na
tvar
P||Hy(z) — H(z)| > yVNolog(o™!)] < a*e V7.
Jelikoz nés ale zajima nerovnost pro vyraz, ve kterém mame H(x}) — H(z*),
pouzijeme triku z dikazu véty [16] (viz [9] - viz Dai a kol (2000), T. 3.1., str. 496,

rovnice (18)) a dostaneme tak pro a = 2a* nerovnost

P[H(zy) — H(z*) > yVNolog(o™!)] < ae™V7.

35



Poznamka 1. Podotknéme, Ze znéni véty bylo formulovano pro ndhodné veli¢iny
a je relativné slabé. Vzhledem ke tvaru funkce h(z,§) by ale bylo snadné vétu

zobecnit i na ndhodné vektory.

2.4.2 Slabé zavislé posloupnosti

Podobné jako je zarucena konvergence mixingové posloupnosti ve vété
existuje i tvrzeni pro slabé zavislé posloupnosti, které si zde pro tplnost uvedeme.
Nebudeme se ale dale vénovat jeho pouziti na optimalizacni ilohu. Nez uvedeme
piimo tvrzeni, zavedme jednu potfebnou definici.

Definice 26 (koeficient slabé zavislosti, Doukhan a Louhichi| (1999), D. 2, str.
318). Necht {&,¢t =1,2,...} je posloupnost centrovanych ndhodnych veli¢in. Pro
kladné celé ¢islo r definujme koeficient slabé zavislosti jako posloupnost (C,.,),>2

takovou, ze

Crvq ‘= sup |COV(§t17 s ’gtm’gtm+l7 s 7£tq)|7

kde supremum je pfes vSechny {¢,...,¢,} takové, ze 1 < t; < --- < t,, m,r
spliuji rovnici t,,41 — t,, = 7 a symbol ]Cov(ftl,...,ftm,ftm+l,...,£tq)| znaci
sup; ; [Cov(&,,&,)], kde i € [1,m] a j € [m + 1,q].
Véta 20 (Doukhan a Louhichi| (1999), C. 1, str. 320). Necht {&,t=1,2,...} je
(€, F,1)-slabé zavisla posloupnost takova, Ze pro cela ¢isla ¢ > 2,p < ¢ a kon-
stanty M, ~, C plati

Crp < CeP MP~%,.

Necht dale existuje posloupnost {a;,t = 1,2,...}, a; > 1,¢t > 1, takova, ze
pro jakakoli cela ¢isla t a ¢ > 2 a konstantu § > 0 plati

—_

= |
ty (r+1)972%C,, < ati

B’

Il
=)

r

kde ¢ je nezavislé na {a;,t = 1,2, ... }. Potom existuji konstanty A,B > 0 takové,
ze pro libovolné y > 0 plati

N
P ( "
t=1

Ctenaf si miize snadno povsimnout podobnosti s vétou , tedy ze pravdépo-

> y\/a_t> < Ae BV,

dobnost je omezena exponencialni funkci. Z hlediska konvergence lze tedy oce-
kavat podobné chovani jako u mixingovych posloupnosti, jak bude ukézano na

numerickych prikladech dale v textu.
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2.4.3 ,,Rychlost* konvergence

Podivejme se nyni na to, za jakych okolnosti je jesté zajisténa konvergence,

tedy pro jaké v, N — oo a € > 0 plati

PIN"|H(xy) — H(z")| > €] — 0.

Pfipomenme, 7e vyrazy P[|H(x%) — H(z*)| > €| a P[|Hy(x%) — H(z*)| > €
jsou aZ na konstantu z hlediska konvergence ekvivalentni (viz dikaz véty |§] —|Dai
a kol.| (2000), T. 3.1., str. 496, rovnice (18)), nedopoustime se tedy nepfesnosti,
pokud je néktera z vét uvedena v ptivodnim textu s jinym vyrazem, nez uvadime
v této praci.

Véta 21 (Kankova (1993), T. 3.1, str. 105). Necht x je kompaktni mnozina
a funkci h(z,€) 1ze zapsat ve tvaru h(x,§) = i h3 (x)gj(f), kde hf(zx), g (z),i =
1,..., s jsou readlné, omezené a spojité funkce];z;, x X Z. Pokud dale plati alespon
jedna z nasledujicich podminek:

(i) {&} je posloupnost nezavislych vektori

(ii) {&} je silné staciondrni posloupnost spliiujici ¢-mixing podminku pro kte-

rou plati
! LN (v — ko) <
im sup — 00,

N—oo 1

potom pro N — oo, e > 0,v € (0,1/2) plati:
PINY|H(zy) — H(z")| > €] — 0.

Tuto vlastnost lze ukazat i pro strong mixing posloupnost. Nejdiive si ukdzeme,
jak této vlastnosti docilit u véty [I8] ze které uz plyne zminéna vlastnost pro op-

timalizacéni ulohu.

Véta 22. Za predpokladi véty |18 pro strong mixing posloupnost plati pro € > 0
N
NV
P (W E ) o

pro N - oo av € (0,1/2).

Diikaz. Pouzijeme vztah z véty [18}

p<_

N
D&
t=1

> yVNo log(a_1)> < ae VY,
ktery upravime na

Nl/
Pl —
<N t

N
P
=1

Nl/
> Wy\/ﬁa log(a_l)) < ae Y.
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N/2 €
NV olog(o—1)

N
NY 13-
P(W ;& ze> <ae™ N ( ),

kde jsme veskeré proménné v y kromé N shrnuli pod konstantu c. Nyni si staci

Pokud polozime y =

, mizeme predchozi vyraz prepsat na

uvédomit, ze z vlastnosti exponencialni funkce je konvergence vyrazu na pravé

strané nerovnosti zajisténa pro v < 1/2. O

Poznamka 2. Analogické tvrzeni vzhledem k formulaci véty [18| zjevné plati i pro

¢-mixing posloupnost.

Nyni staci formulovat tuto vlastnost pro optimalizacni lohu ve tvaru jako je

uvedena ve vété 19
Disledek 2. Predpokladejme, ze plati predpoklady véty [19] a
h(x,§) = > hi(x)g;(€). Potom plati, ze

j=1

PINY|H(xy) — H(z")| > ¢ — 0

pro N - oo av € (0,1/2).

Nevyhodou uvedenych vét je pozadavek na tvar tcelové funkce, ktery neni
splnén napt. ani u velmi jednoduchych tloh, jako je ta z prikladu 2l Uvedme
si proto vétu, kterd za splnéni urcitych podminek zajistuje konvergenci i pro
obecnéjsi tvar ucelové funkce a ndhodné vektory.

Véta 23 (Kankova (1993), T. 3.2, str. 106). Necht
(1) x je kompaktni mnozina
(2) g(x,£) je spojitd a omezend funkce na y(d) x Z pro né&jaké d > 0 a & je
nahodny vektor

(3) g(-,€) je pro kazdé & € = Lipschitzovska funkce = € X[d] s Lipschitzovskou

konstantou L nezavislou na £ € =,
(4) Pokud plati alespon jedna z nasledujicich podminek:
(a) {&,1 € Z} je posloupnost nezavislych vektorti a 0 < v < %,
(b) {&,i € Z} je m-zavisla posloupnost, m > 1 a0 <v < %,
(c) {&,i € Z} je silné stacionarni posloupnost spliiujici ¢-mixing podmin-

ku, pro kterou plati

N-1
hm;g&N;(z\f—kw(k) <o0al<v< - ——,

kde n je rozmér prostoru R”.
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Potom pro N — oo plati
PINY|H(zy) — H(z")| > €] — 0.

Uvedeme si nyni priklad, ve kterém nazorné ukazeme, jakym zptisobem se
daji vypocitat koeficienty mixing posloupnosti (konkrétné strong mixing) a také

jejich pouziti ve véte [19]

2.4.4 Piiklady

Piiklad 10. Uvazujme Markoviv fetézec {X;,t = 0,1,...} se tfemi stavy, ve
kterych nabyva hodnot —1,0 a 1. Nahodna veli¢ina X, nabude kazdého stavu se
stejnou pravdépodobnosti 1/3. Tabulka charakterizujici matici pravdépodobnosti

prechodu je nésledujici:

101
p_ -l s1510
0 5]0]3
10|52

tedy napiiklad P(Xyy = 1|X; =1) = 1/2, P(X;11 = 1|1 X, = —1) =0, atd.
7 kapitoly vime, ze striktné stacionarni Markoviv fetézec je strong mi-
xing posloupnost s koeficientem
at) = a(o(Xo),o(Xy)), kde
alo(Xp),0(Xy)) = sup |P(AN B) — P(A)P(B)]. (2.10)
A€o (Xo),B€o(Xy)

K vypoctu pouzijeme vztahu . Jev A (resp. B) znamend, Ze se Markoviv
fetézec dostane do urcitého stavu v urc¢itém case. Lze snadno nahlédnout, Ze tento
Markovtv fetézec je pfipraven tak, ze P(A) = P(B) =1/3 pro A € 0(X}),B €
o(Xy), a tedy P(A)P(B) = 1/9 pro libovolné ¢,k =0,1,....

Ze vztahu nés pro vypocet a(t) tedy bude jesté zajimat vyraz P(ANB).
Nejdrive si uvédomme, ze tento vyraz je pravdépodobnost prechodu z jednoho
stavu do druhého po ¢ krocich pfenasobena 1/3, tedy pravdépodobnosti s jakou
nabude Tetézec vychoziho stavu.

Diky tomu vypocet provedeme snadno pomoci mocniny matice prechodu. Vy-
uzijeme tedy zndmého pravidla, Ze z matice P! ziskdme pravdépodobnosti pre-

chodu mezi stavy po t krocich.
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Ptepiseme-li si matici prechodu jako

110
P = ! 1 01
=5 7
011
lze snadno ukazat, ze pro t sudé plati
| Pt dr Gt
1
Pt = (5) 4t Pt Gt
4 4t Dt
a pro t liché plati
[ Pt Pt Gt
1
P ==
= (2> Pt Pt Dt |
4t Pt Pt

kde py = 2p;—1 pro ¢ liché, p; = p—1 + -1 pro t sudé, ¢ = pr — 1, po =1, ¢o = 0.
Toto pravidlo tedy plati i pro t = 0, kdy P° je jednotkov4 matice.
Nyni uz tedy mame vSe potfebné, abychom mohli napsat, ze koeficient «/(t)

je roven bud % B — %‘ nebo % L —% . Potfebovali bychom tedy zjistit, ktery

z vyrazi je vétsi. To ale neni nutné pro ovéfeni predpoklada véty [18] Spokojime

se tedy s tim, ze

1 1 11
S B = oo ]2t - 3p

312t 3| 92t

a vzhledem k vlastnostem matice prechodu je vyraz v absolutni hodnoté urcité

mensi nebo roven 2 (pro ¢t > 0) a mizeme tak napsat

Pokud misto p; v predchozi tivaze pouzijeme ¢;, dospéjeme ke stejnému vysledku

a tak mame splnén predpoklad

2

a(t) < uv' pro u = 5V =

?

DN | —

—~

aniz bychom museli nutné védst, ktery z vyrazi je a(t). Protoze E¢[|&[%] = 2/3,

snadno ovéiime, ze plati
Nsup(Eellg ) = 1

pro N > 2 a konstantu vy > 0, zvolime-li I € [1,%) tak, abychom splnili pfedpo-
klady vety |18 Ze | X;| < I awv € [0,]). Tvrzeni véty tedy plati pro vybér o rozsahu

2 a vétsi.
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Jelikoz se jednd o Tetézec s konecnym poctem stavii, ireducibilni a aperiodicky,
spliiuje i ¢-mixing, a proto i ¢-mixing. Dalo by se tedy ukazat také tvrzeni véty
vénujici se ¢-mixingu.

Protoze nas ale zajima spise vyuziti v néjaké optimalizacni tloze, vzpomenme

si na priklad [7, kde nas zajimala pravdépodobnost
PlIH(xy) — H(z")| = = Plas(ay — 8 = ¢|.

V prikladu [7] bylo pouzito centralni limitni véty pro nalezeni omezujici expo-
nencialni funkce. Nyni ale mame nikoli nezavislou, ale strong mixing posloupnost
a vyuzit centralni limitni vétu tedy nelze. Diky vété |18 ale mizeme zajistit alespon
existenci této exponencialni funkce.

Pfipometime, Ze £ = E¢[¢] = 0 a )y = % é\[: &;, mizeme tedy upravit vyraz,
se kterym jsme pracovali v piikladu [7| také prézétrong mixing posloupnost:

_ v N2
Plag(zy — a€)* > €¢] = P |a (%Z&) > el =

Ve

az|ai|

abychom mohli pouZit tvrzeni véty

asa? [ & ’
Pl () 2o -
=1

a dale vhodné zvolit € tak, aby = yolog(o~T). Tim je pfipraven vyraz tak,

N 2 N
€
(2¢) =) -
[ N
D&
Ll i=1

kde 02 = (2/3) podle volby v > 0; I = 1. Pfipometime, Ze je as > 0 ze zadani

> y\/ﬁa log(al)] < ae VY,

prikladu 7] a odmocnéni tedy nic nebrani. I piesto, ze jsme nenalezli koeficienty
exponencialni funkce, mame alespon zajisténu jeji existenci. 0J

V této praci jsme se z velké ¢asti zabyvali konvergenci vyrazu P[H(z}) —
H(z*) > €], at uz pro nezavislé nebo zavislé posloupnosti. Ukézali jsme, Ze je tento
vyraz omezen exponencialni funkci v zavislosti na IV, ale neporovnavali jsme mezi
sebou jednotlivé posloupnosti, s jakou ,,rychlosti“ pro né tento vyraz konverguje.
V numerické simulaci si nyni ukazeme, jak se lisi ,rychlost® konvergence pro
posloupnosti, jejichz veli¢iny jsou stejné rozdélené, ale jedna z posloupnosti je

zévisla.
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Priklad 11. Snazime se ukézat rychlost konvergence pro vyraz
P[H(zy) — H(z") = €

postupné pro posloupnost nezavislych veli¢in a pro m-posloupnost. Pro tento
ucel pouzijeme piiklad prodavace novin (pfiklad . Abychom mohli porovnat
,rychlost® konvergence obou posloupnosti, musi mit veli¢iny v obou posloupnos-
tech stejné rozdéleni. Jako m-posloupnost zvolime posloupnost {51-(2)} klouzavych

prumeért o délce 2, tedy
@ _ 1 -
fi —5(777:71—’_77@')72_1727"'7]\77

kde {n;,i = 0,1,... N} je vybér z rozdéleni R[0,1]. Abychom vytvofili posloupnost
{51-(1),2' = 1,2,..., N}, nezavislych veli¢in se stejnym rozdélenim jako 51(2), staci
vzit 2 vibery: {n", (nP},i = 0,1,..., N z rozdéleni R[0,1], které jsou nezévislé
i mezi sebou navzajem a definovat veli¢inu 52-(1) takto:

1 :
&Y =5+ i=12,.. N

Vidime tedy, ze obé posloupnosti se lisi opravdu jen zavislosti. Nyni nalezneme
numericky reSeni tlohy

B2 = min o5 o Enlain(D
Jnin (%) Jin z-p—c p[min(D, z)],

kde velicina D ma rozdéleni vzniklé zprimérovanim dvou na sobé nezavislych
rozdéleni R[0,1] a parametry v tloze jsou uréeny takto: p = 0.8,c¢ = 1. ReSeni
nam vyjde z* = 0.316 a H(z*) = —0.042.

Pro obé zminéné posloupnosti dale vypocitame hodnotu vyrazu P[H (z%) —
H(z*) > €], kde rozsah vybéru mame postupné N = 10, 40, 80, 120, ..., 600. Déle
volime € = 0.0001.

Postupujeme tak, Ze pro kazdy rozsah N vygenerujeme 2500 rtiznych posloup-
nosti, z nichz poté vypocitdme hodnotu x% a dosadime do vyrazu P[H (z}) —
H(z*) > €|. Zminéné hodnoty vlozime do grafu a mizeme porovnat (viz tabulka
a obrazek [2.1). Zdrojovy soubor k piikladu je uveden na pfilozeném CD, viz

ptiloha [2.6] O

Porovnali jsme si ,,rychlost® konvergence nezavislé a zavislé posloupnosti. Nyni
si ukazeme, jak se lisi konvergence u posloupnosti podobného typu, ale s rtiznou
mirou zavislosti.

Priklad 12. Predstavme si farmaére, ktery péstuje ryzi. Ma pristup k ficce s pro-

ménlivym pritokem, ze které muze odebirat vodu pro sva pole. Jeho tydenni
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N 10 40 80 120 160 200 240 280
m-zavisla | 0.828 | 0.780 | 0.728 | 0.694 | 0.639 | 0.615 | 0.592 | 0.570
nezavisla | 0.800 | 0.712 | 0.647 | 0.625 | 0.565 | 0.533 | 0.501 | 0.493

N 360 400 440 480 920 960 600 320
m-zavisla | 0.921 | 0.555 | 0.534 | 0.504 | 0.476 | 0.459 | 0.445 | 0.432
nezavisla | 0.902 | 0.432 | 0.427 | 0.401 | 0.388 | 0.370 | 0.344 | 0.337

Tabulka 2.1: Porovnani ,rychlosti“ konvergence nezavislé a m-zavislé posloup-

nosti

PlH(zy) — H(z") > €]
1.0

m-posloupnost
nezavisla posloupnost

0.8

0.6

0.4

0.2

N

100 200 300 400 500 600

Obrazek 2.1: Porovnani ,rychlosti“ konvergence nezavislé a m-zavislé posloup-

nosti

potieba je 10 jednotek vody. Predpokladejme, Ze tydenni pritok vody vychézi
z beta rozdéleni s parametry o = 4, § = 1.5, transformovaného na interval [0,10].
Hustotu beta rozdéleni je mozné si prohlédnout na obrazku [2.2] Jak vidime,

farmar potiebuje zpravidla vice vody, nez je schopen zajistit z ricky.

Farmar ma ale pristup k vodnimu kanalu, ze kterého mtze po predchozi ob-
jednavce odebirat 1 jednotku vody za 1 jednotku penéz. Pokud se rozhodne, Ze
chybéjici vodu z kanédlu neodebere, vznikd mu ztrata ve vysi 2 jednotek penéz za
kazdou chybéjici jednotku vody do potiebnych 10 kvili nizsi tirodé. Pokud na-
koupi vice vody, nez potiebuje, jiz z ni zadny uzitek neméa. Pokud by farmar znal
prutok feky predem, zjevné by se vyplatilo nakoupit tolik vody, aby mél presné
potfebnych 10 jednotek.

Farmar ale pritok predem neznda, zna pouze jeho rozdéleni. Snazi se tedy
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f(2)

2.0

1.5

1.0

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 2.2: Hustota beta rozdéleni s parametry a =4, g = 1.5

docilit pfes né€jaké dlouhé obdobi co nejnizsich naklad® na péstovani ryze a resi
tedy néasledujici ulohu:

min x + 2E max|[0,10 — x — ],
z€[0,10]

kde ¢ je veli¢ina znacici rozdéleni mnozstvi vody, které miize odebirat, x je mnoz-
stvi vody, které odebere. Predpokladejme, ze veliciné £ odpovida posloupnost

{&,i=1,2,... N} urCend nasledovné:

4

1

&= =i Z a;1i—j,
ijo a5 =0

kde n; je mnozstvi srazek spadlych na hornim toku ficky a mé pravé vyse zmi-
néné beta rozdéleni s parametry @ = 4, § = 1.5. Jedna se tedy o m-zavislou
posloupnost, m = 5, kde koeficient a; urcuje, jak zavisi mnozstvi vody v ficce na
srazkach ptred j tydny. Podle toho, jak stanovime tyto koeficienty, bude zavislost
na predchozich srazkich bud ,slabsi“ nebo ,silnéjsi®.

Pro nésledujici numerickou simulaci vyuzijeme rtznych koeficientt a;, v ta-

bulce jsou uvedené od ,nejsilnéjsi“ po ,nejslabsi“ zavislost.

ag | as | ay | ay | ag
1 1 1 1
0.6 107108109
01/03]05]0.7
0.1701]0.1]0.5

—_ | = = | =

Tabulka 2.2: koeficienty a; pro jednotlivé m-posloupnosti, sefazené od ,nejsil-

néjsi“ po ,nejslabsi zavislost

Pro 4 m-posloupnosti urcené témito koeficienty nyni vypocitdme hodnotu
vyrazu P[H(x%) — H(x*) > €], kde € = 0.01 tak, ze vypocteme celkem 2500
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hodnot vyrazu H(x}) — H(z*) pro ndhodné generované posloupnosti délky N,
z nichz pak uréime vyse zminénou pravdépodobnost. VSe postupné provadime
pro N = 10, 30, 60, 90, . . ., 210.

Pfipomenme, ze hodnota H(x*) se lisi pro jednotlivé posloupnosti — rozdéleni
veli¢in v jednotlivych posloupnostech se lisi vzhledem k riznym hodnotam koefi-
cientti a;. Hodnota H (z*) ¢ini 3.349, 3.360, 3.461, 3.610, opét v pofadi od ,nejsil-
nejsi“ po ,nejslabsi zavislost.

Vysledky si 1ze prohlédnout v tabulce 2.3 nebo pfehledné na obrizku [2.3]
Pozorujeme, ze pro posloupnosti s mensi mirou zavislosti je ,rychlost“ konver-

gence vyssi. Zdrojovy soubor k pfikladu je uveden na prilozeném CD, viz priloha

21 O
N 10 30 60 90 120 150 180 210
1,1,1,1,1 0.803 | 0.678 | 0.569 | 0.489 | 0.427 | 0.383 | 0.338 | 0.309

0.6,0.7,0.8,09,1 | 0.795 | 0.681 | 0.557 | 0.477 | 0.420 | 0.354 | 0.320 | 0.295

0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 1 | 0.790 | 0.654 | 0.535 | 0.452 | 0.365 | 0.323 | 0.288 | 0.243

0.1,0.1, 0.1, 0.5, 1 | 0.776 | 0.630 | 0.503 | 0.431 | 0.347 | 0.292 | 0.264 | 0.222

Tabulka 2.3: koeficienty a; pro jednotlivé m-posloupnosti, sefazené od ,nejsil-

nejsi“ po ,nejslabsi zavislost

P[H(zy) — H(x") > €]

_— 1,111, 1
0.8 _— 06,0.7,0.8, 09, 1

—_— 01,0.3,05,0.7, 1
0.7 — 01,01,01, 05, 1

0.6
0.5
0.4

0.3

0.2

50 100 150 200

Obréazek 2.3: Porovnani ,rychlosti“ konvergence rizné zavislych m-posloupnosti
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2.5 Centralni limitni véta pro zavislé posloup-

nosti

V kapitole jsme si ukazali pouziti centralni limitni véty pro urceni inter-
valu spolehlivosti pro H(x), to ale plati pouze v pfipadé posloupnosti nezavislych
veli¢in. Jelikoz jsme se v této praci zabyvali posloupnostmi s riznymi typy zavis-
losti, bylo by tedy vhodné uvést tvrzeni vychazejici z centralni limitni véty i pro
tyto posloupnosti. Nejdfive uvedme tvrzeni pro posloupnosti m-zavislé. Pouzi-
vame zde znaceni: Sy = le\il &

Véta 24 (Shang (2012), T. 1.1, str. 713). Nechf {&,i = 1,2,...}, je striktnd
stacionarni, m-zavisla posloupnost nahodnych velic¢in takova, ze E¢[&] = pa 0 <
Varg[¢1] = 0% < 0o. Potom plati

VN (SWN - ) 25 N(0,1)

T

m+1
pro N = 0o, kde 72 =02 4+ 2 > Cov(&1,&).
i=2

Déle se vénujme strongly mixing posloupnostem s parametrem a(n).
Véta 25 (Merlevede a Peligrad| (2000), T. 1.2, str. 1337). Necht {{;,i =1,2,...}
je striktné stacionarni, strongly mixing posloupnost nahodnych veli¢in takova, ze
E¢[&]) = 0 a E¢[£}] < oo. Pokud plati

0 a(t)

t=1
kde Q¢(u) = inf{s > 0 : P(§ > s) < u} je kvantilovd funkce. Potom o? =
E¢[&] +2 > E¢[61€,], 0% € [0,00). Pokud navic o2 > 0, potom plati

n=1

SN
VNo

Ctenéfe, ktery by mél zijem o tvrzeni tykajici se i dalsich typt mixingu,

N N(0,1) pro N — oo.

konkrétné ¢- a p-mixingu, mizeme odkézat na Peligrad a Utev| (1997)), T. 2.2.,
str. 445. Nyni nam zbyva jesté uvést tvrzeni pro slabé zavislé posloupnosti:
Véta 26 (Bardet a kol. (2008), T. 2, str. 161). Necht {&;,i = 1,2, ... }s je striktné
stacionarni posloupnost nahodnych velicin s E¢[¢;] = 0 a F¢[¢21°] < 0o pro § > 0.
Déle predpokladejme, ze {&;,i = 1,2, ... } je A\- (nebo 6-) slabé zavisla posloupnost
spliujici A, = O(r~°) (nebo 6, = O(r~°)) pro r — oo, ¢ > 4+2/6. Potom existuje
0 < 02 < oo takové, ze
SN
VNo

N N(0,1) pro N — oc.
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Presvédcili jsme se tedy, Ze lze za urcitych okolnosti pouzit centralni limitni
vétu i v pripadé vyse zminénych zavislych posloupnosti. Uvedené véty by slo
zajisté upravit i pro pouziti v optimaliza¢nich tlohéch jako v kapitole[1.2.2] tedy
aby pro vyraz

VN[Hy(z) — H(z)]

byla zajisténa konvergence k norméalnimu rozdéleni N(0,0%(z)) pro néjaké o?(x) >
0. Pripomenme, Ze ve zminénych vétach neni rozptyl normélniho rozdéleni, ke
kterému vyraz konverguje, ,klasickym“ rozptylem, ale jinak odvozenym vyra-
zem. Ukazme si nyni konvergenci na numerickém prikladu, ve kterém pouzijeme
pro porovnani s normalnim rozdélenim odhad rozptylu na zakladé vypoctenych
hodnot.

Priklad 13. V tomto prikladu postupné provedeme to samé pro 4 riizné posloup-
nosti. Prvni z nich je nezéavisly vybér z rozdéleni R[—1,1], druhou posloupnosti je
m-zavisla posloupnost pro m = 3, ktera je tvaru

1
& = 5(?7@ + M1 + Niza),

kde n; mé rozdéleni R[—1,1]. Tteti posloupnosti je Markoviv fetézec, tedy za-
stupce strong mixing posloupnosti. Ten je postaven na podobné myslence jako
v pifkladu[10] jeho mnozina stavi je ale nasledujici: {i/100,i = —100, 100}, tudiz
nabyvaji hodnot na intervalu [-1,1].

Pravdépodobnosti prechodu mezi stavy jsou urceny tak, aby se pro stavy
{i/100,i = —50, 50} Fetézec posunul do stavu (i+7)/100, 7 € {—50,49, ...,49,50}
s pravdépodobnosti 1/100.

V ptipadé, Ze se fetézec nachézi ve stavu {i/100,7 = —100, —51}, muize piejit
do stavu (i + 7)/100,j € {—k,—k + 1,...,49,50}, kde k je takové, aby i + j >
—100. Pravdépodobnost pfechodu je potom pro vSechny stavy rovna 1/(50 + k).

Analogicky zavedeme pravdépodobnosti pfechodu pro stavy {i/100,i = 51,
100}. Retézec nabude vychoziho stavu z mnoziny {i/100,i = —100, 100}, kazdy
s pravdépodobnosti 1/200.

Zjednodusené muzeme tento fetézec popsat tak, ze se vzdy muze presunout
o maximalné 50 stavi ,nahoru“ ¢ ,doli“ (v ,krajnich“ stavech samoziejmé
méné) a v tomto rozmezi se presune do kazdého stavu se stejnou pravdépodob-
nosti. Pfipomenme, Ze zavedené pravdépodobnosti nevylucuji setrvani fetézce ve
stejném stavu.

Ctvrtou posloupnosti je AR(1) posloupnost uvedena v kapitole Jedna se

tedy o slabé zavislou posloupnost, ktera zaroven neni mixing. V tomto prikladu
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pouzijeme konkrétné posloupnost s parametrem a = 1/2, ve které jsou ndhodné
veli¢iny z Bernoulliho rozdéleni s parametrem p = 1/2.

Pro kazdou z téchto posloupnosti ukadzeme konvergenci vyrazu
VN[Hy(a") - H(a")]. (2.11)

kde Hy(x) je ve tvaru z piikladu [7] s parametry as = 2,a; = 1, a9 = 0. Postupné
budeme generovat posloupnosti délky N = 1,2, 3,5, 10, 25, 50, 100, 250, 500, 1000
a spo¢teme pro ni vyraz [2.11] Pro kazdé N dale spoc¢teme celkem 200 hodnot,
které otestujeme pomoci Shapirova—Wilkova testu a ulozime si p-hodnotu. Ta-
kovychto simulaci provedeme celkem 1000 a vypocitame z nich primérnou p-
hodnotu pro dané N. Vysledky uvaddime v nésledujici tabulce s pfesnosti na

3 desetinna mista.

N 5 10 25 20 100 250 500 | 1000
nezavisla 0.166 | 0.331 | 0.453 | 0.486 | 0.494 | 0.487 | 0.494 | 0.510
m-zavisla 0 0 0.008 | 0.068 | 0.202 | 0.357 | 0.409 | 0.453
strong mixing 0 0 0.098 | 0.298 | 0.412 | 0.470 | 0.478 | 0.485
slabé zavisla 0 0 0.012 | 0.085 | 0.192 | 0.362 | 0.410 | 0.441

Tabulka 2.4: Srovnani konvergence k normélnimu rozdéleni pro rtzné zavislé po-

sloupnosti

Vidime, Ze s rostoucim rozsahem vybéru N roste v primeéru i p-hodnota,
coz ukazuje na konvergenci k normalnimu rozdéleni. Mtizeme pfedpokladat, ze
s dalsim zvysenim rozsahu N by p-hodnota déle rostla. Pfipomenme, Ze v trivi-
alnim ptipadé N = 1 nemtzeme mluvit o posloupnosti a vyraz ma rozdéleni
zavisejici na vychozim rozdéleni generované posloupnosti, tedy napi. R[-1,1] v pfi-
padé nezavislé a m-zavislé posloupnosti. Opomenme téz drobnou nepiesnost u m-
zavislé posloupnosti, kdy ze zjevného divodu pro N = 2 nemiizeme mluvit o m-
zavislé posloupnosti s m = 3.

Uvédomme si, ze v tabulce ukazujeme konvergenci k norméalnimu rozdeéleni pro
jednotlivé posloupnosti, ale neporovnavame je mezi sebou. To, ze p-hodnota je
u nékteré z posloupnosti vyssi nevypovida o tom, ze napt. m-zavislé posloupnosti
konverguji k norméalnimu rozdéleni pomaleji nez strong mixing posloupnost, ale
spise o tom, ze u konkrétni posloupnosti je mira zavislosti vyssi nebo nizsi.

Aby bylo snazsi si predstavit, jak konverguje skutec¢né rozdéleni k norméalnimu,
uvadime na nasledujicich strankach obrazky - na kterych lze rozdéleni

srovnat pro rizné rozsahy vybéru a posloupnosti pomoci hustoty normalniho

48



rozdéleni. V kazdém obrazku vykreslujeme hustotu veli¢iny z, kterd ma nor-
malni rozdéleni s rozptylem a stiedni hodnotou odpovidajici odhadim spocte-
nym z hodnot, ze kterych vykreslujeme hustotu empirického rozdéleni. Zdrojovy

soubor k piikladu je uveden na piilozeném CD, viz ptiloha [2.§]
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f@ f2

. normaini rozdéleni 1.4 N=1 —_ normalni rozdéleni N=5
—_— rozdéleni dat —_— rozdéleni dat
z z
-2 -1 1 2 0.2 0.4
f2)
_— normalni rozdéleni N =100 _— normalni rozdéleni N = 1000
—_— rozdéleni dat —_— rozdéleni dat
z z
-0.02 -0.01 0.01 0.02 -0.002 -0.001 0.001 0.002

Obrazek 2.4: Porovnani skutecného a normalniho rozdéleni pro nezavislé posloup-

nosti

f@ f@)
8
—_— normaini rozdéleni 5 N=1 —_— normalni rozdéleni N=5
—_— rozdéleni dat —_— rozdéleni dat
z z
-1.5 -1.0 -1.0 -0.9 -0.7 -0.6 -0.5
f@
—_— normalni rozdéleni N =100 _— normalni rozdéleni
—_ rozdéleni dat _ rozdéleni dat

-0.190 -0.185 -0.180 -0.175 -0.170 -0.165 z -0.0575 -0.0570 -0.0565 -0.0560 -0.0555 -0.0550

Obrézek 2.5: Porovnani skutecného a norméalniho rozdéleni pro m-zavislé posloup-

nosti
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f@ f@

—_— normalni rozdéleni N=1 —_— normalni rozdéleni N=5
—_— rozdéleni dat —_— rozdéleni dat

z z
-1.0 -0.2 0.0 0.2 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
f@)
e normalni rozdéleni N =100 _— normalni rozdéleni 40 N = 1000
: o : o \
z z
-0.04 -0.02 0.02 0.04 -0.004 -0.002 0.002 0.004

Obrazek 2.6: Porovnani skutecného a normalniho rozdéleni pro strong mixing

posloupnosti

) f@

_— normaini rozdéleni N=1 _— normalni rozdéleni N=5

—_ rozdéleni dat —_— rozdéleni dat

-2 0 2 4 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8
fz)

—_— normalni rozdéleni —_— normalni rozdéleni 5 N = 1000

—_— rozdéleni dat _— rozdéleni dat \

-0.03 -0.02 -0.01 0.01 0.02 0.03 z -0.003 -0.002 -0.001 0.000 0.001 0.002

Obrazek 2.7: Porovnani skute¢ného a normalniho rozdéleni pro slabé zavislé po-

sloupnosti
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7.aver

V préaci byly uvedeny vlastnosti optimalizacnich tloh pro nezavislé i zavislé
vybéry. Podstatna cast byla také vénovana riznym koeficienttim a druhiim zavis-
losti. Ukazalo se, ze za urcitych podminek lze i pro zavislé vybéry dokazat tvrzeni
podobné tvrzenim pro nezavislé vybéry a tyto vysledky lze aplikovat na bézné
ulohy stochastického programovéani.

Jak bylo demonstrovano na numerickych piikladech, konvergence empirickych
uloh je ,,pomalejsi“ pro zavislé posloupnosti nez pro posloupnosti nezavislé a kon-
vergence se ,zpomaluje“ podle toho, s jakou se zvysSuje mira zavislosti.

Jedna se tedy o velmi piihodny vysledek, protoze pti pouziti redlnych dat se
jen velmi tézko vyhneme zavislosti, pokud tedy nepouzijeme hodnoty ziskané v la-
boratornich podminkéach. Bézna data vyuzivana v ekonometrii nebo ekonomické

analyza ale urcitou zavislost zpravidla vykazuji.
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Na pfilozeném CD jsou nésledujici soubory, v nichz je uveden zdrojovy kéd
v programu Mathematica (Wolfram Research, Inc.| (2012))) pro feSeni nume-
rickych prikladi. Pro exportovani obrazktu je potfeba nejdifive spustit soubor

knihovna.nb, ktery se nachazi na CD spolu s ostatnimi soubory.
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