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Úvod

Táto diplomová práca vznikla ako pokraËovanie práce bakalárskej s rovnomen-

n˝m názvom. Pojednáva o matematick˝ch súvislostiach a princípoch v æonglovaní

a prehlbuje tak pomerne mladú „Matematickú teóriu æonglovaniaˇ.

V záujme súvislosti textu boli z bakalárskej práce prevzaté s minimálnymi ko-

rekciami a kontextov˝mi úpravami nasledovné Ëasti: 1.1, 1.2, 1.3.1, 1.3.2, 1.4.1, 1.4.2,

1.5.4. Nové Ëasti prvej kapitoly sú venované znázorneniu æonglovania pomocou cyklic-

kého diagramu, z toho vypl˝vajúcim generujúcim vlastnostiam a prepojeniam na te-

óriu grafov. Podstatnú Ëasª textu prvej kapitoly tvorí v˝poËet vπetk˝ch generátorov

æonglovacích postupností predpísanej dÂæky pomocou Burnsideovej vety. Tú vopred

struËne pripomíname, aby bol text zrozumiteµn˝ i pre Ëitateµa bez predoπl˝ch zna-

lostí v tejto oblasti.

Druhá kapitola poukazuje na silné väzby medzi æonglovaním a teóriou uzlov, ob-

zvláπª πpeciálneho prípadu vrkoËov. Na mnoæstve praktick˝ch príkladov podáva ma-

tematickú definíciu pohybu loptiËiek pri prevádzaní vnútorn˝ch a vonkajπích hodov.

Pre hlbπie skúmanie æonglovacích postupností je uæitoËn˝ pojem vrkoËovej grupy

a jej generátorov. Za pouæitia rebríkového diagramu a jeho reálneho modelu sú popí-

sané vzªahy medzi siteswapmi a vrkoËmi. Na záver je uveden˝ náznak dôkazu vety,

æe kaæd˝ uzol sa dá teoreticky æonglovaª pomocou æonglovacích postupností.

Vπetky pouæité æonglovacie postupnosti sú simulované v Juggling Lab 0.6.1. Na vy-

tvorenie diagramov bol vyuæit˝ softwareWolframMathematica 9 for Students. Pre Ôal-

πie grafické úpravy boli vyuæité programy Geogebra 4.2 a GIMP 2.8.3.

Motiváciou k vytvoreniu a rozπirovaniu tejto práce bola, okrem osobného za-

nietenia v æonglovaní, najmä komplexnosª æonglovania ako javu a zároveÚ jeho prie-

hµadnosª pri matematick˝ch aplikáciách. Okrem vzájomného prispievania æonglova-

nia a matematiky k ich samostatnému rozvoju je æonglovanie moæné pouæiª ako di-
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daktickú metódu pre rozvoj intelektuálnej i fyzickej stránky súËasne. Atraktívnosª

æonglovania a jeho matematick˝ch vlastností je okrem iného i vhodn˝m nástrojom

pre popularizáciu matematiky.
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1 Siteswapov˝ zápis

Napriek tomu, æe pojem æonglovanie chápeme obπírnejπie, jeho matematické skú-

manie viac odpovedá lexikografickej definícii vyhadzovania väËπieho poËtu predme-

tov. Nie vπak úplne, nakoµko budeme popisovaª aj æonglovanie s jedn˝m, s dvoma,

alebo dokonca so æiadnym objektom v triviálnom prípade. Za objekt si zvolíme lop-

tiËku, ak˝koµvek in˝ predmet by vlastnosti popisu nezmenil. Zavedieme si ideálny

matematick˝ model, v ktorom budeme veµké mnoæstvo fascinujúcich æonglérskych

kúskov vynechávaª. Æonglér bude vyhadzovaª a chytaª loptiËky vædy z rovnakého

miesta v priestore a budeme sa vyh˝baª rozdielnosti pri hodoch za chrbtom, popod

nohu a podobne. Cel˝ priebeh æonglovania zapíπeme postupnosªou, z ktorej vieme

jednoznaËne zistiª o aké æonglovanie ide, ak˝ vzor æonglér hádæe a poËet loptiËiek

v danom æonglovaní. Kaæd˝ Ëlen postupnosti bude popisovaª hod loptiËky a pozí-

cia tohto Ëlenu bude oznaËovaª dan˝ úder - moment v Ëase. Pre jednoduchosª za-

vedieme Ëas na vyhodenie, chytenie a Ëas medzi chytením a následn˝m vyhodením

ako nulov .̋ Hody sú vykonávané vædy v nejak˝ Ëasov˝ moment, ktor˝ nazveme úder.

Zaujímav˝m pozorovaním je, æe medzi jednotliv˝mi údermi vo vπeobecnosti nemusí

byª rovnak˝ Ëasov˝ rozdiel. My vπak tento Ëasov˝ rozdiel budeme pre jednoduchosª

povaæovaª za konπtantnú jednotku Ëasu. Tento princíp je veµmi prirodzen˝ a názorn ,̋

ukáæeme si, æe æongléri tak napríklad Ëíslom 3 vyjadrujú klasickú kaskádu s tromi

loptiËkami.

Definícia 1.1. Kaædému hodu priradíme Ëíslo h 2 N
0

tak, æe h oznaËuje poËet úderov

v Ëase, za ktoré loptiËka dopadne. »íslo h nazveme v˝πka hodu.

V˝πka hodu h = 1 teda znamená, æe loptiËka dopadne za 1 úder. V˝πka hodu 0

znamená, æe æiadna loptiËka v ruke nie je (nedopadla), a preto sa nevykoná æiaden

hod na dan˝ úder.

Akékoµvek Ôalπie fyzikálne javy ako ozajstná v˝πka hodu a r˝chlosª loptiËky,

nás nebudú zaujímaª a vplyvy ako gravitaËné zr˝chlenie a podobne budeme zane-
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dbávaª. Navyπe budeme predpokladaª, æe æonglér vædy æongloval a bude æonglovaª

do nekoneËna. Predídeme tak nepríjemnostiam pri zaËiatku a konci æonglovania,

keÔ má æonglér v rukách viac loptiËiek. Definície a vety tejto kapitoly sa opierajú

predovπetk˝m o Ëlánok BUHLER - EISENBUD - GRAHAM - WRIGHT (3)

a publikáciu POLSTER (16).

1.1 Prosté æonglovanie

Pre jednoduchosª zaËneme s popisom æonglovania, pri ktorom æonglér vædy vy-

hodí nanajv˝π jednu loptiËku na kaæd˝ úder. Takéto æonglovanie nazveme prosté.

Definícia 1.2. Vlastnosti prostého æonglovania:

(i) LoptiËky sú æonglované do konπtantn˝ch úderov, a teda zaËiatky hodov odpo-

vedajú diskrétnym momentom v Ëase.

(ii) Uvaæujeme, æe æonglér vædy æongloval a nikdy neprestane.

(iii) Na kaæd˝ úder je chytená a hodená najviac jedna loptiËka. Ak je loptiËka

chytená, je následne aj hodená.

V tomto okamihu je vhodné si uvedomiª, æe nami popísané æonglovanie je ne-

závislé na poËte rúk. Môæeme predpokladaª, æe æonglér vyhadzuje kaædú loptiËku

z jednej a tej istej ruky. Beæn˝ æonglér vπak æongluje dvomi rukami, a preto je pre

názornosª dobré si predstaviª, æe na kaæd˝ úder prebieha hod z inej ruky. Pri hode

o nepárnej v˝πke teda vyhadzujeme loptiËku z jednej ruky a po danom poËte úderov

dopadne do ruky druhej. Naopak pri párnych v˝πkach hodov vyhadzujeme i chytáme

loptiËku do rovnakej ruky.
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1.2 Æonglovacia postupnosª a funkcia

Æongléri obyËajne popisujú siteswapmi jednotlivé triky - vzory. Siteswap je jed-

noduchá postupnosª v˝πok hodov1 a skúsení æongléri dokáæu v mysli, v priebehu æon-

glovania, bez problémov skladaª tieto postupnosti Ëísel za sebou tak, ako im to vyho-

vuje. Na druhú stranu, vznik siteswapov podnietil v˝voj nov˝ch trikov v æonglovaní.

Taktieæ je tento popis prínosn˝ pri tréningu, pretoæe æonglér, uvedomujúc si rytmus,

dokáæe Ëasom pomerne presne hodiª konkrétnu
”

v˝πku“. Napríklad pri æonglovaní

so πtyrmi loptiËkami sa môæe uËiª hody pre πesª loptiËiek. Ukáæeme si, ako sa takáto

postupnosª konπtruuje, a Ëo pre Úu musí platiª, aby spÂÚala jednotlivé podmienky

æonglovania. Následne si vyjadríme poËet loptiËiek, s ktor˝mi æonglujeme pri danej

postupnosti. Na jednoduchom diagrame si znázorníme priebeh æonglovania.

Vezmime si konπtantnú postupnosª hodov o v˝πke 3 na kaæd˝ úder (Obrázok 1).

. . . 333333 . . .

0

3

1

3

2

3

3

3

4

3

5

3

6

3

7

3

8

3

9

3

10

3

11

3

12

3

Obr. 1: Kaskáda s tromi loptiËkami.

Kaædá loptiËka, ktorá dopadne je znovu vyhodená a dopadne za 3 údery. V æonglo-

vaní tejto postupnosti sú 3 loptiËky, pretoæe medzi vyhodením a dopadom jednej

loptiËky prebehnú 2 Ôalπie údery, na ktoré dopadnú a do v˝πky 3 budú vyhodené

1V æonglovaní sa v˝πky hodov väËπie ako 9 obyËajne oznaËujú mal˝mi písmenami latinskej
abecedy (10 = a, 11 = b, . . . ). Je to z toho dôvodu, æe napríklad Ëíslo 11, by sme mohli interpretovaª
v postupnosti ako dva hody o v˝πke 1, preto miesto 11 píπeme b. Hody, ktoré by presiahli abecedu
sa zvyËajne nevyskytujú v reálnych prípadoch. Táto konvencia platí aj pre æonglérsky software.
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Obr. 2: Kaskáda s 3 a fontána so 4 loptiËkami, pri pohµade na æongléra spredu.

Zdroj: www.cecm.sfu.ca/organics/papers/buhler/paper/html/

2 loptiËky. Konπtantnú postupnosª o v˝πke vπetk˝ch hodov n naz˝vame triviálna

a Ëíslo n zároveÚ odpovedá poËtu loptiËiek v naπom æonglovaní.

Æongléri naz˝vajú takéto æonglovanie pre nepárne v˝πky hodov kaskáda2 a pre párne

v˝πky fontána3 (Obrázok 2). Plynie to z toho, æe pri æonglovaní dvomi rukami

sa na kaæd˝ úder strieda ruka, z ktorej loptiËky vyhadzujeme. Pri kaskáde æonglér

hádæe loptiËky oblúkmi vædy do druhej ruky a pri fontáne dopadne loptiËka do ruky,

z ktorej bola vyhodená. Kaskáda je prv˝ æonglérsky vzor, ktor˝ sa uËia zaËínajúci

æongléri. Taktieæ vædy, keÔ sa æonglér pri svojom tréningu uËí æonglovaª viac lopti-

Ëiek, zaËína kaskádou alebo fontánou.

DoporuËujeme Ëitateµovi pouæiª software Juggling Lab 4, ktor˝ okrem iného simuluje

æonglovanie vstupnej postupnosti.

Definícia 1.3 (Prostá æonglovacia funkcia). Nech je daná funkcia  : Z ! N
0

, ktorá

8i 2 Z priradí v˝πku hodu  (i). œalej definujme dopadovú funkciu  : Z ! Z

tak, æe  (i) = i +  (i). Ak  je permutáciou cel˝ch Ëísel, hovoríme, æe  je prostá

æonglovacia funkcia a nekoneËná postupnosª:

. . . (�3) (�2) (�1) (0) (1) (2) (3) . . .

môæe byª æonglovaná.
2Príloha A - /siteswapy/01 kaskada.jml
3Príloha A - /siteswapy/01 fontana.jml
4Juggling Lab je priloæen˝ na CD médiu, viÔ Príloha A, alebo je moæné ho spustiª online

na http://jugglinglab.sourceforge.net/. V tom prípade odporúËame Ëitateµovi vybraª
”
Full Applet“,

do poµa
”
Pattern“ sa vkladá æonglovacia postupnosª
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Rozdeµme æonglovanie na menπie Ëasti a budeme skúmaª jednotlivé vzory, sek-

vencie hodov, ktoré æonglér vykonáva. V Ôalπom texte sa budeme venovaª koneËn˝m

postupnostiam a vlastnosª (ii) zachováme t˝m, æe postupnosª sa bude periodicky

opakovaª.

Definícia 1.4 (Prostá æonglovacia postupnosª (siteswap)). Nech {hk}
p�1

k=0

je koneËná

postupnosª nezáporn˝ch cel˝ch Ëísel, potom táto postupnosª sa naz˝va prostá æon-

glovacia postupnosª, alebo siteswap práve vtedy, keÔ funkcia � : Z ! N
0

, ktorá

priradí 8i 2 Z : �(i) = hi mod p, je prostá æonglovacia funkcia.

Siteswap zapisujeme v tvare:

h
0

h
1

. . . hp�1

Je zrejmé, æe kaædá prostá æonglovacia postupnosª je tvorená prostou æonglovacou

funkciou. Naopak to vπak neplatí. Nie kaædá prostá æonglovacia funkcia vznikne

z prostej æonglovacej postupnosti (siteswapu).

Príklad 1.1. Majme danú postupnosª hodov {hi}
p�1

i=0

, kde p = 5 a hi = i + 1

(Obrázok 3).

h
0

h
1

h
2

h
3

h
4

1 2 3 4 5

Vytvorili sme postupnosª hodov5, ktoré splÚujú vlastnosti prostého æonglovania. Táto

postupnosª zároveÚ spÂÚa definíciu æonglovacej postupnosti. NekoneËné æonglovanie
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Obr. 3: Siteswap 12345.
5Príloha A - /siteswapy/02 12345.jml
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dostaneme periodick˝m opakovaním tejto postupnosti.

Prísluπná æonglovacia funkcia je �(i) = hi mod p:

. . . h�3

h�2

h�1

h
0

h
1

h
2

h
3

h
4

h
0

h
1

h
2

h
3

. . .

. . . 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 . . .

Dopadová funkcia �(i) = �(i) + i je permutáciou cel˝ch Ëísel:

. . . 0 2 4 1 3 5 7 9 6 8 10 . . .

Vπimnime si, æe aj postupnosª:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

je æonglovacou postupnosªou a prináleæí jej rovnaká æonglovacia funkcia, vzhµadom

na periódu.

Definícia 1.5. Æonglovaciu postupnosª, ktorá má najmenπiu periódu pri jej æonglo-

vaní nazveme minimálna æonglovacia postupnosª, alebo æonglovací vzor, Ëi len vzor.

Na zápis æonglovacej postupnosti nám postaËí jej vzor, ktor˝m je postupnosª

jednoznaËne daná a periodicky sa opakuje.

Definícia 1.6. Vπetky hody jednej loptiËky v dan˝ch úderoch vytvárajú orbitu danej

loptiËky.

Kaædá loptiËka v naπom æonglovaní je nekoneËne mnoho krát chytená a æonglo-

vaná. Orbita je v diagrame znázornená naväzujúcimi oblúkmi.

Veta 1.1 ((16), s. 10). PoËet orbít je rovn˝ poËtu loptiËiek v æonglovaní.

Dôkaz. Dôkaz plynie priamo z definície orbity.

Príklad 1.2 (Obrázky 4,5 a 6). V naπom príklade æonglovacej postupnosti 12345 vi-

díme æe loptiËka, ktorá dopadne na úder 0 je hodená do v˝πky 1 a dopadne na úder 1,

následne je hodená do v˝πky 2 a dopadne na úder 3, vyhodená je do v˝πky 4, a do-

padne na úder 7, v ktorom je vyhodená do v˝πky 3 a dopadne na úder 10, v ktorom
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je vyhodená opäª do v˝πky 1 a hody v jej orbite sa Ôalej opakujú. Podobnú, akurát

posunutú orbitu opisuje loptiËka, ktorá dopadne na úder 2 . LoptiËka, ktorá dopadne

na úder 4 je hodená do v˝πky 5 a dopadne na úder 9, keÔ je znova hodená do v˝πky 5

a tieto hody sa opakujú.

Orbita prvej loptiËky6

OI : h
0

= 1 h
1

= 2 h
3

= 4 h
7

= 3

0

1

1

2

2

0

3

4

4

0

5

0

6

0

7

3

8

0

9

0

10

1

11

2

12

0

Obr. 4: OI

Orbita druhej loptiËky

OII : h
2

= 3 h
5

= 1 h
6

= 2 h
8

= 4

0

0

1

0

2

3

3

0

4

0

5

1

6

2

7

0

8

4

9

0

10

0

11

0

12

3

Obr. 5: OII

Orbita tretej loptiËky7

OIII : h
5

= 5

Veta 1.2 (O aritmetickom priemere, (16), s. 15). PoËet loptiËiek potrebn˝ch pre æon-

glovanie daného siteswapu {hk}
p�1

k=0

je rovn˝ jeho aritmetickému priemeru
Pp�1

k=0

hk

p
.

6Príloha A - /siteswapy/02 o1 12345.jml
7Príloha A - /siteswapy/02 o3 12345.jml
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5

0

6

0

7

0

8

0

9
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10

0

11

0

12

0

Obr. 6: OIII

Dôkaz. Vezmime si najvyππí hod v danej postupnosti (v˝πka hodu je ohraniËená)

H = max{hk|k 2 0, . . . , p� 1}. Vyberme si v naπom æonglovaní interval úderov I

tak ,̋ æe |I| > H. Tak˝to interval je dostatoËne πirok˝ pre to, aby tam dopadol

aj najvyππí hod H. Ak by bol hod o tejto v˝πke hoden˝ na posledn˝ úder pred za-

Ëiatkom intervalu, jeho dopad by patril úderu v intervale I. Kaædá loptiËka teda

dopadne v danom intervale I aspoÚ raz a poËet orbít o je koneËn .̋ SúËet v˝πok ho-

dov hi na intervale I patriacich jednej orbite ohraniËíme zdola. Ak by sme opäª volili

najvyππí hod na posledn˝ úder pred zaËiatkom intervalu a po jeho dopade volíme

v˝πky hodov v orbite tej istej loptiËky ako 1 dostávame dolnú hranicu |I|�H + 1.

Naopak hornú hranicu |I|+H � 1 dostaneme ak volíme orbitu loptiËky tak, æe pre-

chádza prv˝m úderom intervalu I a zároveÚ na posledn˝ úder je preveden˝ hod

o v˝πke H (Obrázok 7). Pre 8i 2 Z, uvaæujúc postupnosª periodicky sa opakujúcu,

môæeme písaª:

o(|I|�H + 1)

|I|


X

k=(i mod p);i2I

hk

|I|


o(|I|+H � 1)

|I|

Obr. 7: Dolná hranica a horná hranica.

a pre |I| ! 1 je lim

|I|!1

o(|I|�H + 1)

|I|
= o, rovnako tak lim

|I|!1

o(|I|+H � 1)

|I|
= o.

Interval I si rozdelíme na r podintervalov dÂæky p, æe r 2 Z, priËom nám ostane

nejak˝ zvyπok na „konciˇ intervalu, ktor˝ je ale v limitnom prípade zanedbateµn˝
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(menπí ako p) a môæeme vyjadriª:

lim

|I|!1

X

k=(i mod p);i2I

hk

|I|
= lim

r!1

r.
p�1X

k=0

hk

r.p
=

p�1X

k=0

hk

p
.

Aritmetick˝ priemer postupnosti je teda rovn˝ poËtu orbít.

Táto vlastnosª siteswapov je jedna z najdôleæitejπích pre æonglérov. R˝chlo si vÔaka

nej dokáæu zrátaª potrebn˝ poËet loptiËiek pre dan˝ siteswap, respektíve im to po-

môæe pri vym˝πµaní nov˝ch siteswapov, ktoré hµadajú tak, aby aritmetick˝ priemer

bol celoËíseln .̋

Veta 1.3 (Skúπka aritmetického priemeru, (16), s. 16). Ak je koneËná postupnosª ne-

záporn˝ch cel˝ch Ëísel æonglovacia postupnosª, potom jej aritmetick˝ priemer je celé

Ëíslo.

Dôkaz. Plynie bezprostredne z Vety o aritmetickom priemere.

Príklad 1.3. Siteswap 12345, ktorému sme sa venovali pri orbitách má 1+2+3+4+5

5

= 3

loptiËky.

Dôleæit˝m pozorovaním je, æe celoËíseln˝ aritmetick˝ priemer nie je postaËujú-

cou podmienkou pre valídny siteswap, takæe obrátená veta neplatí. Æe tomu tak je

si ukáæeme na príklade:

Príklad 1.4 (Obrázok 8). Majme postupnosª 54321, ktorá má aritmetick˝ priemer

3 rovnako ako v predoπlom prípade, avπak kaæd˝ hod by dopadol na piaty úder a to je

v rozpore s vlastnosªou (iii) prostého æonglovania.

Dokáæeme si vπak podobnú vetu, ktorá je z matematického hµadiska netriviálna

a hrá dôleæitú úlohu v teórii koneËn˝ch grup. Uvedieme dôkaz pre koneËné postup-

nosti. Vetu dokázal Marshall Hall (6) v roku 1952 na Kalifornskej univerzite. Eπte

pred t˝m je vπak vhodné poukázaª na správanie siteswapov, ak v˝πky hodov budeme

miesto zo Z braª zo Zp, kde p je dÂæka siteswapu.
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0

5

1

4

2

3

3

2

4

1

5

5

Obr. 8: Postupnosª splÚujúca podmienku aritmetického priemeru, ale v rozpore
s vlastnosªami prostého æonglovania.

Príklad 1.5. Vezmime si pre ilustráciu opäª postupnosª 12345, o ktorej vieme,

æe je platn˝ siteswap. DÂæka siteswapu je p = 5. Ak by sme v˝πku hodu h
0

= 1

zväËπili o dÂæku periódy na 1 + 5 = 6, tak miesto toho, aby dopadla na úder 1,

do hodu h
1

, dopadne na úder 6, do hodu h
6

, z konπtrukcie æonglovacej postupnosti

je v˝πka hodu h
6

= h
6 mod 5

= h
1

. LoptiËka teda dopadne na úder, v ktorom sa na-

chádza rovnak˝ hod, ako pred zmenou. Hod, ktor˝ mal dopadnúª na úder 6 bol h
5

,

jeho dopad sa vπak vÔaka periodickému opakovaniu posúva aæ na úder 11. Podobne

aj vπetky Ôalπie údery 0 + k · p, 8k 2 Z. Ukázali sme si teda, æe kaædému hodu v na-

πom siteswape môæeme pripoËítaª periódu a stále máme splnené vlastnosti prostého

æonglovania (Obrázok 9)8.

!6
0

!5
6

!4
2

!3
8

!2
4

!1
0

0
6

1
2

2
8

3
4

4
0

5
6

6
2

Obr. 9: Siteswap 62840 vytvoren˝ z 12345 priËítaním periódy k 1. a 3. hodu a odËí-
taním (pre zdôvodnenie viÔ text za Vetou 2.5) periódy od posledného hodu.

Definícia 1.7. Generátorom æonglovacej postupnosti naz˝vame postupnosª

{hk mod p}p�1

k=0

.

Veta 1.4 (Skúπka permutácie, (16), s. 22). Nech {hk}
p�1

k=0

je postupnosª nezáporn˝ch

8Príloha A - /siteswapy/03 62840.jml
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cel˝ch Ëísel dÂæky p, potom táto postupnosª je æonglovacou postupnosªou práve vtedy,

keÔ funkcia � : Zp ! Zp definovaná predpisom �(k) = (k + hk) mod p, k 2 Zp

je permutáciou v Zp.

Dôkaz. Z definície æonglovacej postupnosti {hk}
p�1

k=0

je hneÔ vidieª, æe prostá æonglo-

vacia funkcia �(k) = hk mod p pre k 2 Z Úou tvorená, musí maª dopadovú funkciu

�(k) = hk mod p + k, ktorá vytvára permutáciu v Z, teda dopady hodov sú rôzne.

Pozrime sa bliæπie na interval {0, . . . , p � 1}. Dopad kaædého z hodov tejto postup-

nosti musí byª na inú pozíciu niektorej z Ôalπích postupností. Ak by sme totiæ mali

dva hody na údery k 2 {0, . . . , p � 1}, ktoré by dopadli na rovnakú pozíciu neja-

k˝ch Ôalπích postupností, tak môæu nastaª dve moænosti: buÔ dostaneme dva dopady

na rovnakú pozíciu jednej postupnosti, alebo dopady na rovnaké pozície dvoch rôz-

nych postupností. Prv˝ prípad vedie okamæite k sporu. V druhom prípade by sa do-

pady líπíli len o násobok periódy p, presnejπie hod na úder k dopadne na úder hk +k

a hod na úder l dopadne na hk + k + np, kde k, l 2 {0, . . . , p� 1} a n 2 Z, a taktieæ

by sme doπli k sporu s treªou vlastnosªou prostého æonglovania, keÔæe hod na ú-

der k + np by dopadol na rovnak˝ úder ako hod na úder l. Ukázali sme, æe zvyπky

po delení (hk + k) mod p tvoria permutáciu na Zp.

Naopak, majme permutáciu � : Zp ! Zp danú predpisom �(k) = (k + hk) mod p,

ktorá odpovedá Ëasom dopadu loptiËiek. Potrebujeme rozπíriª túto funkciu tak, aby

sme naπli dopadovú funkciu k prostej æonglovacej funkcii na celom Z. hk + k =

hk mod p + k nadobúda rôzne celoËíselné hodnoty pre k 2 {0, . . . , p� 1} a záro-

veÚ aj zvyπky po delení periódou p sú rôzne. OznaËme celú Ëasª podielu Ëísla k

periódou p ako n(k). Rozπírenie koneËnej postupnosti na celé Z vytvoríme práve

následn˝m priËítaním dÂæky postupnosti. Vznikne nám teda nekoneËná postupnosª

hk mod p+k+n(k)p = hk mod p+k = �(k) pre k 2 Z, ktorá je permutáciou na celom Z.

To je hµadaná dopadová funkcia a hk mod p, k 2 Z je prostá æonglovacia funkcia. Teda

{hk}
p�1

k=0

je prostá æonglovacia postupnosª.

Veta 1.5. Generátor æonglovacej postupnosti je æonglovacia postupnosª.
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Dôkaz. StaËí si uvedomiª, æe (hk mod p+k) mod p = (hk+k) mod p pre k 2 Zp.

KeÔæe podµa predchádzajúcej vety je (hk + k) mod p permutáciou, a teda aj

(hk mod p+ k) mod p je permutáciou. Z toho plynie, æe hk mod p je æonglovacou

postupnosªou.

Dôsledkom tejto vety je, æe od hodov siteswapu môæeme periódu aj odËítaª (hody

sú nezáporné). To sa prevedie pouæitím generátora a následn˝m priËítaním periódy

k hodom.

Príklad 1.6 (Obrázok 10). Majme danú æonglovaciu postupnosª 74419. Jej generá-

torom je postupnosª 7441 mod 4 = 3001

10.

!6

4

!5

1

!4

7

!3

4

!2

4

!1

1

0

7

1

4

2

4

3

1

4

7

5

4

6

4

Obr. 10: Siteswap 7441 a jeho generátor 3001 (Ëervená).

Veta 1.6 (
”

Obrátená“ veta o aritmetickej postupnosti). Nech je daná postupnosª

nezáporn˝ch cel˝ch Ëísel {hk}
p�1

k=0

, tak, æe jej aritmetick˝ priemer je celé Ëíslo, potom

existuje permutácia tejto postupnosti, ktorá je æonglérskou postupnosªou.

Veta a dôkaz sú obdobou dokumentu TAYLOR (20).

Dôkaz sa skladá z dvoch Ëastí. Najprv musíme dokázaª nasledovné Lemma, ktoré

neskôr aplikujeme.

Lemma 1.7. Nech je daná postupnosª nezáporn˝ch cel˝ch Ëísel, ktorá môæe byª pre-

usporiadaná na prostú æonglovaciu postupnosª. Ak zameníme dva Ëleny postupnosti

9Príloha A - /siteswapy/04 7441.jml
10Príloha A - /siteswapy/04 gen 3001.jml
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tak, æe aritmetick˝ priemer novej postupnosti je celé Ëíslo, potom táto postupnosª

môæe byª opäª preusporiadaná na æonglovaciu postupnosª.

Dôkaz. Bez ujmy na vπeobecnosti môæeme predpokladaª, æe vstupná postupnosª je uæ

usporiadaná na æonglovaciu postupnosª. Z Vety o skúπke permutáciou plynie, æe po-

stupnosª �(k) mod p = (hk+k) mod p, 8k je permutáciou v Zp. Dôsledkom uvede-

nej vety sú aj Ôalπie v˝poËty, v ktor˝ch uæívame celoËíseln˝ zvyπok po delení (mod).

Uvedená tabuµka ukazuje po zmene stav, v ktorom sme zmenili v˝πku hodov, ale eπte

nebola prevedená zmena ich dopadov.

úder 0 1 . . . p� 1

v˝πka hodu h0 h1 . . . hp�1

dopad �(0) �(1) . . . �(p� 1)

!

0 . . . i . . . j . . . p� 1

h0 . . .

1
xi . . .

1
xj . . . hp�1

�(0) . . . �(i) . . . �(j) . . . �(p� 1)

ZmeÚme v˝πku hodov hi a hj na
1xi a

1xj tak, æe aritmetick˝ priemer novej po-

stupnosti je celé Ëíslo. Potom platí:

(hi + hj) mod p = (

1xi +
1xj) mod p,

(�(i) + �(j)) mod p = (hi + i+ hj + j) mod p =

((hi + hj) mod p+ i+ j) mod p = ((

1xi +
1xj) mod p+ i+ j) mod p =

(

1xi + i+ 1xj + j) mod p.

Nasledujúcim spôsobom preusporiadame novú postupnosª na æonglovaciu postup-

nosª:

Dopadová funkcia �(k) sa zobrazí na 1�(k), kde �(k) =

1 �(k) pre k 6= i, j a pre

k = i, j rozoberieme prípady jednotlivo.

i) Ak (

1xi + i) mod p = �(i) mod p potom aj (1xj + j) mod p = �(j) mod p,

tak dostávame platn˝ siteswap a nemusíme niË meniª, 1�(i) = �(i) a 1�(j) = �(j),

potom 1�(k) je zrejme permutáciou pre k 2 Zp.

ii) Ak (1xi + i) mod p = �(j) mod p, tak poloæíme 1�(i) = �(j) a 1�(j) = �(i).

iii) Ak (

1xi + j) mod p = �(j) mod p, tak poloæíme 1�(i) = �(i) a 1�(j) = �(j)

ale zameníme hody 1xi s
1xj.
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iv) Ak 1xi + j = �(i), tak poloæíme 1�(i) = �(j) a 1�(j) = �(i) a zároveÚ zameníme
1xi s

1xj.

Po kaædej z t˝chto v˝men sa nám pre údery iné ako i a j niË nezmenilo, nemusíme

niË viac oπetriª, a teda dostávame správnu æonglovaciu postupnosª. Ak by ani jeden

prípad nenastal, tak hody v˝πok 1xi a
1xj dopadnú zároveÚ s in˝m hodom siteswapu

a musíme oπetriª Ôalπie hody postupnosti nasledovne:

v) Poloæme 1d = (�(i) � 1xi) mod p, potom 1d 6= i, j (ostatné prípady sme uæ totiæ

oπetrili) a 1d je úderom, na ktor˝ musí byª vykonan˝ hod v˝πky 1xi tak, aby dopadol

na úder �(i), respektíve na pozíciu �(i) mod p v novom siteswape. Preusporiadame

jednotlivé hody nasledovne: hod o v˝πke 1xi s dopadom na úder �(i) sa vykoná

na úder 1d, teda 1�(1d) = �(i). Hod o v˝πke h1
d presunieme do Ëasu i a priradíme

mu Ëas dopadu 1�(i) = �(j). Dopad na úder �(1d) priradíme hodu vykonanemú

v Ëase j, a teda 1�(j) = �(1d). V tabuµke je uveden˝ predoπl˝ stav a zmena na stav

v preusporiadanej postupnosti.

. . . i . . . j . . .

1
d . . .

. . .

1
xi . . .

1
xj . . . h

1
d . . .

. . . �(i) . . . �(j) . . . �(1d) . . .

!

. . . i . . . j . . .

1
d . . .

. . . h

1
d . . .

1
xj . . .

1
xi . . .

. . .

1
�(i) . . .

1
�(j) . . .

1
�(1d) . . .

Na úder 1d máme teda z konπtrukcie správny hod aj Ëas dopadu a ostáva nám oπetriª

údery i a j. Zo vzªahov:

(�(i) + �(j)) mod p = (

1xi + i + 1xj + j) mod p a 1d = �(1d)� h1
d = (�(i)� 1xi)

mod p dostávame sËítaním a úpravou

(�(j) + �(1d)) mod p = (h1
d + i+ 1xj + j) mod p

a pre údery i a j je teda splnen˝ prv˝ vzªah pre hody h1
d a

1xj. PokraËujeme Ôalej

rovnak˝mi operáciami pre tieto hody.

Je potrebné ukázaª, æe náπ postup v prípade v) je koneËn ,̋ a teda naozaj vedie

k vytvoreniu novej æonglovacej postupnosti. Ak by sme sa dostali do prípadov i-iv),

tak by sme previedli prísluπné preusporiadanie a proces by sme ukonËili. Postu-

pujme teda Ôalej, za predpokladu, æe sme sa nedostali do æiadneho jednoduchého
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prípadu, poloæme 2xi = h1
d a volíme nov˝ úder

2d = (

1�(i) � 2xi) mod p. KeÔæe
1d = �(1d) � h1

d = �(1d) � 2xi =
1�(j) � 2xi a

1�(i) 6=

1�(j), tak 1d 6=

2d. Hod
2xi teda presunieme do úderu

2d a dopadu k tomuto úderu priradíme 2�(2d) = 1�(i)

(analogicky ako pri presúvani hodu 1xi v predoπlom prípade). Ak by sme sa následne

v nejakom Ôalπom kroku n dostali do stavu, kde by v preusporiadanej postupnosti

na úder i platilo pre nejaké n�i a
nxi : (

n�i �
nxi) mod p =

1d, tak po prevedení

v˝meny11

i . . . j . . .

1
d . . .

n
xi . . .

1
xj . . .

1
xi . . .

n
�(i) . . .

n
�(j) . . .

n
�(1d) . . .

!

. . . i . . . j . . .

1
d . . .

. . .

1
xi . . .

1
xj . . .

n
xi . . .

. . .

n
�(j) . . .

n
�(1d) . . .

n
�(i) . . .

dostávame (n�(1d) +n �(j)) mod p = (�(i) + n�(j)) mod p =

(

1xi + i+ 1xj + j) mod p = (�(i) + �(j)) mod p a musí platiª n�(j) mod p =

�(j) mod p. Tento prípad ale nemôæe nastaª, nakoµko hod s dopadom na pozí-

ciu �(j) mod p je preveden˝ na úder 2d. Rovnakou úvahou by sme pokraËovali

pre vπetky údery a æiaden krok sa teda nemôæe zopakovaª. Z predpokladanej koneË-

nosti æonglovacej postupnosti je Lemma dokázané.

Dôkaz vety 2.6. Nech je daná postupnosª h
0

. . . hp�1

s celoËíseln˝m aritmetick˝m

priemerom a triviálny siteswap o dÂæke p pozostávajúci z nulov˝ch hodov. Záme-

nou prvej 0 za h
0

a druhej 0 za p � h
0

dostaneme postupnosª, ktorú vieme podµa

Lemmy preusporiadaª na siteswap. VymeÚme teraz Ëlen p � h
0

za h
1

a tretiu 0

za p� h
0

� h
1

. Takto postupujeme aæ k˝m vymeníme predposlednú 0 za hp�2

a os-

tala nám posledná 0, ktorú zameníme za p�h
0

�h
1

� . . .�hp�2

, Ëo sa ale v Zp musí

rovnaª hp�1

, nakoµko
p�1X

k=0

hk je deliteµn˝ p, keÔæe postupnosª {hk}
p�1

k=0

má celoËíseln˝

priemer.

Pre aplikáciu v æonglovaní je táto veta veµmi prínosná. Æonglér sa tak pri uËení

nároËného siteswapu s väËπím poËtom loptiËiek môæe nauËiª podobn˝ siteswap s men-

11V poslednom kroku tabuµky schválne nepíπeme nové indexovanie v kroku n+ 1, ponechávame
znaËenie z predoπlého kroku, z ktorého je dôkaz µahπie Ëitateµn .̋
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πím poËtom. StaËí mu od jedného z hodov odËítaª dÂæku siteswapu alebo pozmeniª

dva hody tak, aby mu vyπiel celoËíseln˝ aritmetick˝ priemer. Napríklad siteswap 7531

so πtyrmi loptiËkami sa môæe uËiª pomocou siteswapov 3531, Ëi 7131 (v oboch prípa-

doch sme odËítali 4 od jedného z hodov). Taktieæ si môæe pretvoriª danú postupnosª

dvomi nov˝mi Ëíslami alebo rovno vytvoriª z vybranej µubovoµnej postupnosti hodov

splÚujúcej celoËíseln˝ aritmetick˝ priemer nov˝ siteswap.

Príklad 1.7 (Obrázok 11). Majme dan˝ platn˝ siteswap 852012312. Budeme si po-

stupne voliª Ëísla, ktoré zmeníme a vytvoríme si tak, na základe dokázanej Lemmy,

nov˝ siteswap.
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5
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10
0
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1
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15
5

16
2

17
0

18
1

19
2

Obr. 11: Siteswap 8520123.

Aritmetick˝ priemer siteswapu je 8+5+2+0+1+2+3

7

= 3. Na æonglovanie sú potrebné

3 loptiËky. Pri æonglovaní 2 rukami je hod 2 prakticky len podræanie loptiËky a na

hod 0 sa niË nestane. Pokúsime sa ich vymeniª tak, aby sme mali 4 loptiËky. ZmeÚme

0 zo πtvrtej pozície na 4 a 2 zo πiestej pozície na 5 (Obrázok 12).

i 0 1 2 3 4 5 6

hi 8 5 2 0 1 2 3

�(i) 1 6 4 3 5 0 2

!

0 1 2 3 4 5 6

8 5 2 4 1 5 3

1 6 4 3 5 0 2

Dostali sme sa do jednoduchého prípadu, keÔ (podµa Lemmy) xi + i = �(j) a staËí

nám zameniª �(i) za �(j). Urobme Ôalej zámenu hodu 5 za 1 a hodu 2 za 6. PoËet

loptiËiek sa nám nezmení (Obrázok 13).

12Príloha A - /siteswapy/05 1 8520123.jml, /siteswapy/05 2 8524153.jml,
/siteswapy/05 3 3864115.jml
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Obr. 12: Siteswap 8524153.

i 0 1 2 3 4 5 6

hi 8 5 2 4 1 5 3

�(i) 1 6 4 0 5 3 2

!

0 1 2 3 4 5 6

8 1 6 4 1 5 3

1 6 4 0 5 3 2

Ani jedna z jednoduch˝ch moæností na v˝menu medzi údermi 1 a 2 nenastáva. Mu-

síme oπetriª hod d = 6 � 1 = 5, opäª sa dostaneme do netriviálneho prípadu a po-

kraËujeme k Ôalπiemu kroku, d0 = 4� 5 = 6, d00 = 0

0 1 2 3 4 5 6

8 5 6 4 1 1 3

1 4 3 0 5 6 2

!

0 1 2 3 4 5 6

8 3 6 4 1 1 5

1 3 2 0 5 6 4

!

0 1 2 3 4 5 6

3 8 6 4 1 1 5

3 2 1 0 5 6 4

aæ sa napokon dostávame do prípadu, keÔ nemusíme uæ niË meniª. V˝sledn˝ siteswap

nám vyπiel 3864115.
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Obr. 13: Prechod pri zmene æonglovacej postupnosti.
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1.3 Grafické skúπky platnosti siteswapu

Ukázali sme si niekoµko dôleæit˝ch vlastností pre æonglovacie postupnosti. Ok-

rem toho sme si dokázali skúπku platnosti siteswapu pomocou aritmetického prie-

meru a najmä skúπku permutácie. V Ôalπej podkapitole sa budeme snaæiª vytváraª

vlastné siteswapy jednoduch˝mi operáciami. Aby sme si dokázali r˝chlo skontrolo-

vaª, Ëi je nami vytvoren˝ siteswap moæné æonglovaª, ukáæeme si eπte predt˝m zopár

jednoduch˝ch grafick˝ch skúπok správností, bezprostredne plynúcich z predchádza-

júcej Ëasti. Samotní æongléri tieto skúπky Ëasto pouæívajú.

1.3.1 Základn˝ diagram

Základn˝ diagram (Obrázok 14)13 pouæívame intuitívne uæ v predoπl˝ch od-

stavcoch. Jeho vytvorenie je veµmi jednoduché, body na pomyselnej priamke sú ce-

loËíselnou osou urËujúc Ëas (údery), oblúky oznaËujú hody. To priamo odpovedá

vlastnosti (i) a (ii) prostého æonglovania.

!7
13

!6
11

!5
9

!4
7

!3
5

!2
3

!1
1

0
13

1
11

2
9

3
7

4
5

5
3

6
1

Obr. 14: Siteswap db97531 o siedmich loptiËkách s vyznaËením prieseËníkov s orbi-
tami loptiËiek.

Ak do bodu (úderu i) vedie oblúk (dopadne loptiËka), musí z neho oblúk aj vychá-

dzaª (loptiËka je vyhodená do v˝πky hi a dopadne do úderu i + hi). Ak do bodu

æiaden oblúk nevedie, æiaden oblúk z neho nevychádza (hi = 0). Do kaædého bodu

vedie nanajv˝π jeden oblúk. T˝m je splnená aj vlastnosª (iii).

Kaæd˝ oblúk odpovedá trajektórii (orbite) jednej loptiËky. Trajektória je súvislá, ob-

lúky na seba naväzujú.

13Príloha A - /siteswapy/06 db97531.jml
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Ak preloæíme grafom zvislú priamku, neprechádzajúcu prieseËníkom dvoch oblúkov,

tak poËet prieseËníkov danej priamky s oblúkmi nám urËuje poËet loptiËiek daného

æonglovania.

Ak existuje prieseËník dvoch oblúkov, tak loptiËky prechádzajú rovnakou v˝πkou.

LoptiËka, ktorá prechádza Ëasªou oblúka Ôalej od osi prechádza vyππie.

Graf je veµmi uæitoËn˝ pri rieπení matematick˝ch problémov, avπak len pre krátke

postupnosti, nakoµko sú údery na priamke.

Pre praktické æonglovanie dvomi rukami je vπak graf pomerne ªaæko Ëitateµn ,̋ ne-

poukazuje na, pre æonglérov, podstatné údaje, ako napríklad, do ktorej ruky loptiËká

dopadá (párne/nepárne hody).

1.3.2 Rebríkov˝ diagram

�

�

�

Obr. 15: Rebríkov˝ dia-
gram siteswapu 74414.

Grafické znázornenie æonglovania, ktoré je pre æon-

gléra veµmi intuitívne, nám podáva rebríkov˝ diagram

(Obrázok 15)14. Æonglovanie zobrazujeme na dvoch

priamkach, ktoré reprezentujú Ëasové osi úderov pre hody

v oboch rukách. »as plynie zdola hore a prechádzame

údery pravej a µavej ruky, priËom úseËky znaËia hod

do druhej ruky (o nepárnej v˝πke) a oblúky hod do ruky

tej istej (o párnej v˝πke).

Z kaædého bodu, do ktorého vchádza úseËka alebo oblúk

hodu, vychádza úseËka alebo oblúk hodu nasledovného.

Ak do bodu nevchádza æiaden hod, æiaden z neho ani ne-

vychádza. Kaædá loptiËka má teda zrejme vlastnú spojitú

trajektóriu vytvorenú z oblúkov a úseËiek. Ak pretneme rebríkov˝ graf horizontálnou

priamkou, neprechádzajúcou prieseËníkom úseËiek, alebo oblúkov reprezentujúcich

hody, tak poËet prieseËníkov s grafom je rovnak˝ ako poËet loptiËiek.

14Príloha A - /siteswapy/07 74414.jml
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Rebríkov˝ graf je veµmi názorn˝ pre æonglérov práve kvôli tomu, æe rozliπuje hody

z oboch rúk. Stred úseËky, Ëi oblúku je najvyππím bodom v danom hode. Rebríkov˝

diagram pre nás bude uæitoËnou pomôckou pri vytváraní vrkoËov15.

1.3.3 Cyklick˝ diagram

Cyklick˝ diagram (Obrázok 16a)16 je grafické zobrazenie æonglovania, ktoré sa dá

jednoducho interpretovaª v teórii grafov. Je preto z matematického hµadiska zaují-

mav˝ a my sa mu budeme tieæ venovaª v πirπích súvislostiach. Diagram nám vo svojej

základnej forme zobrazuje generátor æonglovacej postupnosti. Zostavenie je podobné

ako u základného diagramu. Na rozdiel od priamky ho vπak zobrazujeme na kru-

ænici. Body na kruænici odpovedajú úderom. Budeme ich naz˝vaª vrcholy a ich po-

Ëet je rovn˝ dÂæke periódy p. Zvolíme si úder 1 a orientáciu17. Hodom o v˝πkach hi

priradíme orientované πípky - hrany, zaËínajúce v danom vrchole Vi prislúchajúcemu

úderu i 2 {1, . . . , p} a konËiace vo vrchole Vhi+i. V konπtrukcii siteswapu sme uvaæo-

vali interval úderov {0, . . . , p � 1}, aby sme s t˝m neboli v rozpore, tak stotoæníme

údery 0 a p. Ak hod presiahne dÂæku periódy, postupujeme Ôalej po kruænici. Koncov˝

vrchol hrany bude teda vrchol V
(hi+i) mod p na kruænici. DÂækou hrany z vrcholu Vi

je Ëíslo hi mod p.

1

2

3

4

5

(a) Cyklick˝ diagram site-
swapu 63641.

(b) Generátor siteswapu
63641.

Obr. 16

15ViÔ kapitola Æonglovacie vrkoËe.
16Príloha A - /siteswapy/08 63641.jml, /siteswapy/08 gen 13141
17V texte pouæívame orientáciu v protismere hodinov˝ch ruËiËiek.
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Aby sme zabezpeËili podmienku (iii) z vlastností prostého æonglovania, musí opäª

platiª, æe ak z jedného úderu - vrcholu hrana vychádza, musí doÚ hrana aj vchá-

dzaª. To platí v tomto prípade aj pre nulové hody (hod je reprezentovan˝ sluËkou

vychádzajúcou aj vchádzajúcou do toho istého úderu). Do kaædého bodu cyklického

diagramu vchádza práve jedna πípka a jedna πípka z neho vychádza.

Kaædá orbita siteswapu (takæe i generátoru) tvorí v diagrame cyklus, priËom sluËku

povaæujeme tieæ za cyklus. V Ôalπom v˝klade bude nutné precízne rozlíπiª cyklick˝

diagram a generátor. Kaædému cyklickému diagramu vieme jednoznaËne priradiª ge-

nerátor. Generátor je vπak nezávisl˝ na otoËení (posunutí v Ëase) a preto mu prináleæí

celá trieda cyklick˝ch diagramov, ktoré sa líπia len otoËením. V grafickom znázornení

preto generátor zobrazujeme ako rovinn˝ orientovan˝ graf, ktor˝ pozostáva len z cyk-

lov (Obrázok 16b). Cyklick˝ diagram má navyπe oËíslované vrcholy (Obrázok 16a).

1.3.4 Cyklick˝ diagram s ohodnoten˝mi hranami v˝πkami hodov

To, æe cyklick˝ diagram zobrazuje len generátor sa môæe v niektor˝ch apliká-

ciách, najmä v praktickom æonglovaní, javiª ako zásadná nev˝hoda voËi ostatn˝m

znázorneniam. Uvedieme si ohodnotenie hrán diagramu, ktoré nám uµahËí prácu.

Ohodnotenie znázorÚujeme popisom na hrane.

Aby sme jednoznaËne zobrazili cel˝ siteswap, ohodnotíme kaædú hranu zaËí-

najúcu vo vrchole Vi v˝πkou hodu hi. Siteswap je rovnako ako generátor nezávisl˝

na otoËení grafu, preto ho zobrazujeme s neoznaËen˝mi vrcholmi. Tak˝to diagram

nám podáva navyπe informáciu o presn˝ch v˝πkach hodov. VÔaka tomu môæeme

analyticky spoËítaª poËet loptiËiek kaædej orbity, a tieæ celkov˝ poËet loptiËiek site-

swapu. Vezmime si jeden uzavret˝ cyklus v diagrame, vπetky ostatné hody zmeníme

na nulové. Ostal nám cyklus, ktor˝ reprezentuje aspoÚ jednu orbitu a stále je æonglo-

vacou postupnosªou, nakoµko nulové hody tvoria v diagrame sluËky. Pomocou vety

o aritmetickom priemere spoËítame poËet loptiËiek b opisujúcich rovnaké orbity.
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Obr. 17: Cyklick˝ diagram 63641 s hranami ohodnoten˝mi v˝πkou hodu.

Príklad 1.8 (Obrázok 17). V cyklickom diagrame siteswapu 63641 máme 2 cykly18.

Pomocou vety o aritmetickom priemere spoËítame poËet prekr˝vajúcich sa orbít.

V cykle prechádzajúcom vrcholmi 1 ! 2 ! 5 spoËítame súËet hodnôt hrán a ostat-

n˝m hranám priradíme hodnotu 0. PoËet orbít v danom cykle je

b(OI
) =

6+3+1+0+0

5

= 2.

Rovnak˝m spôsobom dopoËítame poËet prekr˝vajúcich sa orbít cyklu nad vrcholmi

3 a 4. Dostávame

b(OII
) =

0+0+0+6+4

5

= 2 orbity.

Celkov˝ poËet loptiËiek daného siteswapu je b(OI
) + b(OII

) = 4.

Cyklické diagramy sú v˝born˝m prostriedkom pre hµadanie generátorov æonglo-

vacích postupností o danej perióde. Na vytvorenie generátora nám staËí pospájaª

vrcholy hranami tak, aby sme splnili podmienku jednej vchádzajúcej a vychádzajú-

cej hrany. Navyπe ich nakreslenie je veµmi jednoduché a r˝chle pre akokoµvek dlhé

æonglovacie postupnosti. Nev˝hodou je, æe poËet loptiËiek u vπeobecného siteswapu

nie je okamæite viditeµn .̋ Tento nedostatok, vπak vieme µahko odstrániª ohodnote-

ním hrán. Pre æongléra je nev˝hodou aj to, æe priamo nevidí, z ktorej ruky práve

vyhadzuje loptiËku. Ak na zmenu vopred neupozorníme, tak v Ôalπích aplikáciách

vyuæívame ohodnotenie hrán pomocou ich v˝πky.

18Príloha A - /siteswapy/08 o1 63641.jml, siteswapy/08 o2 63641.jml
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1.4 Generovanie siteswapov

Bruce
”

Boppo“ Tiemann pri komentovaní vzniku siteswapu hovorí o tom, æe slovo

siteswap (z anglického
”

site“: strana a
”

swap“: zameniª) pochádza z pozorovania tri-

kov, pri ktor˝ch sa mení poradie, v akom loptiËky dopadajú do rúk. Ako príklad

uvádza siteswap 53119, kde máme tri farby loptiËiek: modrú, Ëervenú, zelenú. Modrú

vyhodíme do v˝πky 5, následne Ëervenú do v˝πky 3 a zelenú do v˝πky 1. Na Ôalπí

úder je na rade zelená do v˝πky 5, Ëervená do v˝πky 3 a napokon modrá do v˝πky 1.

Vidíme, æe poradie loptiËiek sa nám obrátilo.

1.4.1 Operácie so siteswapmi

V nadchádzajúcej Ëasti si ukáæeme, ako æonglovacie postupnosti vytváraª obme-

nou uæ známych postupností pomocou operácií. Následne, vÔaka takto definovan˝m

operáciám pouæijeme takzvan˝ vyhladzovací algoritmus na generovanie vπetk˝ch æon-

glovacích postupností o nami zvolen˝ch podmienkach.

Veta 1.8 (Zámena strán20, (16), s. 19). Nech h = {hk}
p�1

k=0

je postupnosª nezáporn˝ch

cel˝ch Ëísel dÂæky p � 2. i a j sú údery v danej postupnosti také, æe �(i) � j. Potom

pre novú postupnosª x, v ktorej je v˝πka hodu na úder i rovná xi = hj + j� i a v˝πka

hodu na úder j rovná xj = hi + i� j, platí ekvivalencia:

(i) x je siteswapom práve vtedy, keÔ {hk}
p�1

k=0

je siteswapom.

(ii) Aritmetick˝ priemer x je rovnak˝ ako aritmetick˝ priemer h.

(iii) PoËet loptiËiek æonglovan˝ch v x je rovnak˝, ako poËet loptiËiek pre h

a takto definovanú operáciu naz˝vame zámena strán v úderoch i a j.

19Príloha A - /siteswapy/09 531.jml
20Slovom siteswap oznaËujeme æonglovaciu postupnosª (tak ako aj æonglérska komunita v prak-

tickom æonglovaní), v niektorej literatúre sa tak oznaËuje aj operácia, ktorú v tomto texte naz˝vame
zámena strán.
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Dôkaz. (i) je zrejmé tvrdenie, staËí si uvedomiª, æe xi + i = hj + j a xj + j = hi + i.

(ii) plynie zo vzªahu hi + hj = (hj + j � i) + (hi + i � j) = xi + xj. (iii) je zrejmá

z (ii), keÔæe pri zachovaní aritmetického priemeru je poËet loptiËiek rovnak .̋
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Obr. 18: Zámena strán 2. a 5. hodu. Hodom na údery 2 a 5 sme zamenili údery,
v ktoré dopadnú.

Príklad 1.9 (Obrázok 1821). Nech je dan˝ siteswap 4567123. Prevedieme zámenu

strán v úderoch 1 a 4.

0 1 2 3 4 5 6

4 5 6 7 1 2 3

!

0 1 2 3 4 5 6

4 4 6 7 2 2 3

Veta 1.9 (Cyklická zámena, (16), s. 19). Nech h = {hk}
p�1

k=0

je postupnosª nezápor-

n˝ch cel˝ch Ëísel dÂæky p � 2. Pre postupnosª x0
= hp�1

h
0

h
1

. . . hp�2

platí ekvivalen-

cia:

(i) x’ je siteswapom práve vtedy, keÔ {hk}
p�1

k=0

je siteswapom.

(ii) Aritmetick˝ priemer x0 je rovnak˝ ako aritmetick˝ priemer h.

(iii) PoËet loptiËiek æonglovan˝ch v x0 je rovnak˝, ako poËet loptiËiek pre h.

A takto definovanú operáciu naz˝vame cyklická v˝mena.

Dôkaz. (i) plynie zo skúπky permutácie, (ii) a (iii) sú zrejmé.

21Príloha A - /siteswapy/10 1 4567123.jml, /siteswapy/10 2 4467223.jml
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Cyklická zámena nám dovoµuje zaËaª siteswap ktor˝mkoµvek hodom. Cyklické

diagramy æonglovacích postupností sú pri cyklickej zámene rovnaké.

Príklad 1.10 (Obrázok 1922). Cyklická zámena siteswapu 6824.

0 1 2 3

6 8 2 4

!

0 1 2 3

8 2 4 6

68 2 4
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Obr. 19: Cyklická zámena. Spôsobuje otoËenie diagramu.

Veta 1.10 (Vertikálna zámena, (16), s. 23). Nech h = {hk}
p�1

k=0

je postupnosª ne-

záporn˝ch cel˝ch Ëísel, d je celé Ëíslo také, æe d � �min(h
0

, . . . , hk). Postupnosª h

je æonglovacou postupnosªou práve vtedy, keÔ h0
= {hk + d}p�1

k=0

je æonglovacou po-

stupnosªou. Takto definovanú zámenu medzi h a h0 naz˝vame vertikálna zámena

o veµkosti d.

Dôkaz. Vertikálna zámena je priamym dôsledkom skúπky permutácie.

V praxi si tak priËítaním konπtanty d vieme vytvoriª nov˝ siteswap. PoËet lopti-

Ëiek sa podµa vety o aritmetickom priemere zmení o veµkosª d.

Príklad 1.11 (Obrázok 2023). Vertikálna zámena siteswapu 67895 o veµkosti �3 vy-

tvára siteswap 34562. Zo siteswapu pre 7 loptiËiek sme vytvorili siteswap pre 4 lop-

tiËky.
22Príloha A - /siteswapy/11 6824.jml
23Príloha A - /siteswapy/12 1 67895.jml, /siteswapy/12 2 34562.jml
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Obr. 20: Vertikálna zámena. Vytvára otoËen˝ diagram.

1.4.2 Vyhladzovací algoritmus

Vytvorili sme si dostatok nástrojov na to, aby sme plynule prechádzali medzi si-

teswapmi. Vezmime si teraz µubovoµnú æonglovaciu postupnosª o dÂæke p, na ktorú po-

trebujeme n loptiËiek. Budeme sa snaæiª ju upravovaª do nejakého základného tvaru

tak, aby sa nám poËet loptiËiek, ani perióda nezmenili. Cyklická zámena, ani zá-

mena strán nám poËet loptiËiek, ani periódu nijak neovplyvnili, takæe ich môæeme

µubovoµne pouæívaª. Za základn˝ tvar si vezmime konπtantnú postupnosª (fontánu,

alebo kaskádu) o perióde p. Ukáæeme si algoritmus, ktor˝ nám danú æonglovaciu

postupnosª
”

vyhladí“ do tohto tvaru. Navyπe, keÔ si uvedomíme, æe zámena strán

sa dá pouæiª aj naopak a cyklická v˝mena aplikovaním p krát posunie postupnosª

do pôvodného stavu, zistíme, æe dôsledkom tohto algoritmu je nasledovná veta:

Veta 1.11 (Veta o generovaní vπetk˝ch æonglovacích postupností, (16), s. 21). Æon-

glovacia postupnosª môæe byª prevedená na akúkoµvek æonglovaciu postupnosª o rov-

nakom poËte loptiËiek a dÂæke pouæitím operácií zámena strán a cyklická v˝mena.

Dôkaz. Plynie priamo z viet o zámene strán a cyklickej zámene pri pouæití Vyhla-

dzovacieho algoritmu popísaného niæπie.

Vyhladzovací algoritmus ((16), s. 20)

Majme danú vstupnú postupnosª h = {hk}
p�1

k=0

nezáporn˝ch cel˝ch Ëísel o dÂæke p � 1.
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1. Ak h je konπtantná postupnosª, ukonËi program a v˝stupom je táto postup-

nosª. Inak pokraËuj

2. preveÔ cyklické zámeny tak, aby hod s najväËπou v˝πkou bol na úder 0 a hod

s menπou, neæ najväËπou v˝πkou bol na úder 1. Ak sa v˝πky hodov h
0

a h
1

líπia

len o 1, ukonËi program a v˝stupom je táto postupnosª, ktorá nie je siteswapom.

Inak pokraËuj

3. preveÔ zámenu strán hodov h
0

a h
1

a h prepíπ na novú postupnosª. Vráª sa

na krok 1.

Dôkaz funkËnosti algoritmu. KoneËnosª algoritmu je zaistená krokom 3, nakoµko zá-

mena strán zniæuje v˝πku najvyππieho hodu. Ak je na vstupe daná æonglovacia po-

stupnosª tak zo zavedenia zámeny strán a cyklickej zámeny plynie, æe na v˝stupe

bude taktieæ æonglovacia postupnosª (plynie z (i) vo vetách o zámene strán a cyk-

lickej zámene) o rovnakej dÂæke a poËte loptiËiek (plynie z (ii) vo vetách o zámene

strán a cyklickej zámene). Rovnako, ak je na vstupe neæonglovacia postupnosª, tak aj

na v˝stupe dostaneme postupnosª neæonglovaciu.

Príklad 1.12. Vezmime si napríklad postupnosª 417424 dÂæky 4.

4174 ! 7441 ! 5641 ! 6415 ! 5515 ! 5155 ! 2455 ! 5245 ! 3445 ! 5344 !

4444

Algoritmus prebehol do konca a zistili sme, æe na vstupe bola æonglovacia postupnosª

o 4 loptiËkách.

Príklad 1.13. Vezmime si postupnosª 124. Je zjavné, æe nebude æonglovacou, keÔæe

nespÂÚa ani nutnú podmienku celoËíselného aritmetického priemeru.

124 ! 412 ! 232 ! 322

Na v˝stupe sme dostali nekonπtantnú postupnosª, Ëo je oËakávan˝ v˝sledok.

24Príloha A - /siteswapy/13 4174.jml
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Vygenerujme si teraz vπetky æonglovacie postupnosti pre 3 loptiËky25 s perió-

dou 3 (Obrázok 21). Vezmime si najvyππí moæn˝ hod pre n loptiËiek v siteswape peri-

ódy p. Bude ním hod n·p v postupnosti (n·p)00 . . . 0. V naπom prípade je to siteswap

900. ZaËneme najvyππím hodom a postupn˝m prevádzaním zámeny strán a cyklic-

k˝ch zámen prejdeme vπetk˝mi moænosªami, aæ po vyhladenú postupnosª 333.

900

801

720

711

630

603522

612

531

423

504

441

333

Obr. 21: Graf prechodu vπetk˝ch moæností æonglovacích postupností pre 3 loptiËky
na perióde 3. Jednotlivé vrcholy sú æonglovacie postupnosti, hrany spájajú moæn˝
prechod medzi postupnosªami uæitím zámeny strán a cyklick˝ch zámen.

1.5 PoËet æonglovacích postupností

Jednou z hlavn˝ch otázok v matematike æonglovania je poËet vπetk˝ch æonglova-

cích postupností, ktoré môæe æonglér predvádzaª. PoËet loptiËiek, dÂæka æonglovacej

postupnosti, maximálna v˝πka hodu. To vπetko ovplyvÚuje v˝sledok tejto úlohy. Sa-

mozrejme, ak by sme neobmedzili ani jeden z t˝chto vplyvov, odpoveÔ by bola neko-

neËno. Ak by sme obmedzili len jeden faktor, stále by existovalo nekoneËne veµa mo-

25Príloha A - /siteswapy/18 3lopticky/
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æností (v prípade vynechania triviálnych moæností ako poËet loptiËiek 0 a podobne).

Rovnako, v˝sledok nekoneËno obdræíme, ak by sme obmedzili maximálnu v˝πku hodu

a poËet loptiËiek (opäª vynecháme triviálne moænosti). Pokúsme sa najprv spoËítaª

poËet vπetk˝ch generátorov.

1.5.1 Vlastnosti generátorov æonglovacích postupností

V tejto podkapitole si uvedieme niekoµko Ôalπích zaujímav˝ch vlastností cyklic-

k˝ch diagramov a generátorov a ukáæeme si ako spoËítaª poËet vπetk˝ch generátorov

æonglovacích postupností pre danú periódu.

Pri zostavovaní æonglovacej postupnosti sme vyuæili permutácie aby sme spl-

nili podmienku dopadu jednej loptiËky v jeden úder. VÔaka cyklick˝m diagramom

poukáæeme na hlavnú rolu permutácie v æonglovaní. Prosté zobrazenie koneËnej mno-

æiny X do seba sa naz˝va permutácia mnoæiny X. Nech je X mnoæina vrcholov

cyklického diagramu. Hrana diagramu priradí jednoznaËne kaædému zaËiatoËnému

vrcholu nejak˝ koncov˝ vrchol. V tomto ponímaní môæeme braª cyklick˝ diagram

ako grafické znázornenie permutácie. Cyklom danej permutácie naz˝vame postup-

nosª prvkov V
1

, . . . , Vk, pre ktoré platí ⇡(V1

) = V
2

, ⇡(V
2

) = V
3

, . . . , ⇡(Vk) = V
1

. Sú

to teda vrcholy prepojené hranami. Kaædú permutáciu vieme rozloæiª na disjunktné

cykly a pomocou cyklov ju zapísaª.

Príklad 1.14 (Obrázok 2226). Cyklick˝ diagram siteswapu 97531 (s ohµadom na po-

radie hodov) znázorÚuje permutáciu

0

@1 2 3 4 5

5 4 3 2 1

1

A ,

ktorú zapíπeme pomocou cyklov ako (15)(24)(3).

26Príloha A - /siteswapy/14 97531.jml
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Obr. 22: Cyklick˝ diagram siteswapu 97531.

PoËet vπetk˝ch cyklick˝ch diagramov o n vrcholoch spoËítame ako poËet n-prvko-

v˝ch permutácií. Je ich preto n!. PoËet permutácií n objektov rozloæen˝ch dom orien-

tovan˝ch cyklov dokáæeme spoËítaª pomocou Stirlingov˝ch Ëísel 1. druhu27. Budeme

ich znaËiª S
1

(n,m). Stirlingové Ëíslo teda udáva poËet cyklick˝ch diagramov na n vr-

choloch obsahujúcich m cyklov. V Tabuµke 1 sú uvedené Stirlingove Ëísla 1. druhu

pre niekoµko zaËiatoËn˝ch hodnôt.

1 2 3 4 5 . . .m

1 1
2 1 1
3 2 3 1
4 6 11 6 1
5 24 50 35 10 1
...
...
...
...
...
... . . .

n

Tabuµka 1: Stirlingove Ëísla 1. druhu S
1

(n,m).

»ísla S
1

(n,m) môæeme zadaª pomocou rekurentného vzªahu:

S
1

(n+ 1,m) = nS
1

(n,m) + S
1

(n,m� 1).

Interpretovaª v naπom kontexte grafov ho môæeme takto (Obrázok 23): Ak zväËπí-

me graf o n vrcholoch o Ôalπí vrchol V na pozícii n + 1, tak V sa bude nachádzaª

buÔ v nejakom cykle, alebo sám bude tvoriª cyklus (sluËku). Máme práve n moæností

ako ho vloæiª za niektor˝ z n vrcholov grafu. Ak je nov˝ vrchol sluËkou, tak sám tvorí

m - t˝ cyklus a staËí nám ho priradiª ku grafu o n vrcholoch a m� 1 cykloch, preto

S
1

(n,m� 1). Spolu dostávame S
1

(n+ 1,m) = nS
1

(n,m) + S
1

(n,m� 1).
27Pouæívame Stirlingove Ëísla v absolútnej hodnote.
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Obr. 23: S
1

(4, 2) vytvorené z S
1

(3, 2) a S
1

(3, 1).

SúËet Stirlingov˝ch Ëísel 1. druhu pre n prvkov cez vπetky cykly m je veµmi jedno-

duché spoËítaª.

Veta 1.12. Platí, æe
X

m2{1,...,n}

S
1

(n,m) = n!.

Dôkaz. Dôkaz je triviálny, staËí si uvedomiª, æe sËítame poËet n-prvkov˝ch permu-

tácií cez vπetky rozloæenia do m cyklov. Celkovo ich musí byª rovnako ako vπetk˝ch

n-prvkov˝ch permutácií, teda n!.

Zamyslime sa nad t˝m, Ëo sa stane ak zmeníme orientáciu vπetk˝ch hrán v da-

nom diagrame (Obrázok 2428). Dostaneme nov˝ cyklick˝ diagram, a teda aj nov˝
28Príloha A - /siteswapy/15 23122.jml, /siteswapy/15 33342.jml
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generátor æonglovacej postupnosti. Nazvime ho opaËn˝m generátorom æonglovacej

postupnosti. OpaËn˝ generátor získame ako osovo súmern˝ obraz pôvodného dia-

gramu.

Definícia 1.8. Nech g je generátor æonglovacej postupnosti.OpaËn˝m generátorom g�1

naz˝vame generátor, ktorého cyklick˝ diagram má orientáciu vπetk˝ch hrán opaËnú

ako g.

Obr. 24: Generátor 23122 a jemu opaËn˝ generátor 33342.

Pomocou opaËn˝ch generátorov môæu æongléri generovaª siteswapy pomerne jed-

noducho a r˝chlo. StaËí nakresliª jeden generátor a následne otoËiª vπetky hrany

diagramu, dostaneme tak rovno 2 generátory. PoËet cyklov v generátore a opaËnom

generátore bude zrejme zhodn .̋ Kaæd˝ generátor je æonglovacou postupnosªou a na-

koµko kaæd˝ cyklick˝ diagram je reprezentovan˝ nejak˝m generátorom, tak aj opaËn˝

generátor bude æonglovacou postupnosªou.

Veta 1.13. Podiel súËtu hodov generátora g a opaËného generátora g�1 s dÂækou

periódy p generátora je celoËíseln˝ a rovn˝ nanajv˝π dÂæke periódy.

Dôkaz. Nech p je perióda generátora g. Ku kaædej nenulovej hrane v cyklickom

diagrame existuje hrana opaËná. Ak má hrana v g dÂæku k, tak hrana opaËná

má dÂæku n � k a ich súËet k + (n � k) = n. PoËet nulov˝ch hrán generátora g

oznaËme z. SúËet vπetk˝ch hodov g a g�1 je n(n� z) a celkov˝ podiel je

n(n� z)

n
= n� z  n.

34



Veta 1.14. Podiel súËtu hodov generátora g a opaËného generátora g�1 s dÂækou

periódy p je rovn˝ p� z, kde z je poËet nulov˝ch hodov generátora g.

Dôkaz. Plynie bezprostredne z dôkazu predoπlej vety.

Generátor je reprezentant cyklick˝ch diagramov, ktoré sú identické aæ na oto-

Ëenie. Pre niektoré diagramy platí, æe zmenou orientácie hrán na opaËnú a otoËe-

ním získame diagram pôvodn .̋ Pre generátor reprezentujúci tak˝to diagram platí

g ⇠ g�1, kde ⇠ znamená, æe jeden generátor vieme previesª na druh˝ cyklickou

zámenou (Obrázok 2529).

Definícia 1.9. Samodruæn˝m generátorom naz˝vame generátor g, pre ktor˝ platí

g ⇠ g�1.

Obr. 25: Samodruæn˝ generátor 1223.

Vπetky generátory, ktoré pozostávajú zo sluËiek a dvojcyklov sú zrejme samod-

ruæné. Pomocou generátorov a opaËn˝ch generátorov vπak nie je moæné vyskúmaª

poËet vπetk˝ch moæností. Ak by sme mali napríklad dva cykly, kaæd˝ aspoÚ o troch

prvkoch, tak sú 4 moænosti ich vzájomnej orientácie. Aj táto myπlienka sa dá gene-

ralizovaª. Pre m cyklov, kaæd˝ aspoÚ o troch prvkoch je 2m moæností ich vzájomnej

orientácie (Obrázok 26).

1.5.2 Burnsideova veta

Aby sme spoËítali poËet vπetk˝ch generátorov æonglovacích postupností, bude vhodné

reprezentovaª ich cyklick˝mi diagrammi. Následne nasadíme algebraické nástroje

29Príloha A - /siteswapy/16 1223.jml
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Obr. 26: Vzájomné orientácie dvoch trojcyklov.

na v˝poËet vπetk˝ch diagramov. V nasledujúcich riadkoch nebudeme uvádzaª dô-

kazy vπetk˝ch viet ani prísne definovaª pojmy, to nie je cieµom tohto textu, ide nám

v podstate o intuitívne pochopenie a efektívne vyuæitie algebraického aparátu. »i-

tateµovi so záujmom o dôslednejπí prístup doporuËujeme napríklad Základy algebry

od Davida Stanovského (18), ktor˝mi bol inπpirovan˝ aj náπ postup.

UveÔme si pre zaËiatok motivaËn˝ príklad, ktor˝ na prv˝ pohµad so æonglovaním

vôbec nesúvisí, no pomôæe nám pri interpretácii zloæitejπích pojmov.

Príklad 1.15 ((18), s. 102). Nech je daná πachovnica 2 ⇥ 2. Zistite, koµk˝mi spô-

sobmi je moæné ofarbiª políËka πachovnice dvomi farbami. Dve ofarbenia sú totoæné,

ak je moæné jedno z druhého dostaª otoËením πtvorca.

Príklad sa dá vyrieπiª veµmi jednoducho zakreslením vπetk˝ch moæností (Obrázok 27).

Obr. 27: Ofarbenia πachovnice 2⇥ 2 dvomi farbami.

S t˝mto rieπením sa samozrejme neuspokojíme. Pokúsme sa nájsª vπeobecn˝ po-
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stup pri rieπení podobn˝ch úloh. Asi nikomu by sa totiæ nechcelo vykresµovaª vπetky

moænosti pre πachovnicu 4⇥ 4 ofarbenú tromi farbami.

Mnoæinu vπetk˝ch ofarbení dvomi farbami πtvorca z príkladu pomenujme X.

Uvaæujme mnoæinu symetrií G, ktoré zachovávajú πtvorec, a teda je moæné nimi vy-

tvoriª jeho rovnaké ofarbenie. V naπom prípade30 sú to identita a otoËenia o
⇡

2

, ⇡, 3
⇡

2

.

Definujme grupu G = (G, ·,�1 , 1), ktorej prvkami budú dané rotácie, s operáciou

skladania rotácií, opaËn˝m prvkom otoËením o opaËn˝ uhol a identitou ako jednot-

kov˝m prvkom.

Môæeme si predstaviª, æe prvky grupy G h˝bu prvkami mnoæiny X, inak povedané:

otáËajú jednotlivé ofarbenia πachovnice. Hovoríme, æe grupaG pôsobí na mnoæine X.

ZaveÔme Ôalej reláciu ekvivalencie ⇠ na X tak, æe pre x, y 2 X je x ⇠ y, ak 9g 2 G

také, æe g(x) = y. Dva prvky sú teda ekvivalentné ak je jeden moæné dostaª pomo-

cou otoËenia druhého. Mnoæinu X vieme takto rozloæiª na triedy ekvivalencie, ktoré

nazveme orbity31 a znaËíme

[x] = {y 2 X : x ⇠ y}.

V naπom príklade nájdeme celkovo 6 orbít, do ktor˝ch sa mnoæina vπetk˝ch ofarbení

rozpadne (Obrázok 28). Ak pre nejak˝ prvok x 2 X platí, æe g(x) = x pri akcii

Obr. 28: Orbity ofarbenia πachovnice 2⇥ 2 dvomi farbami.

30V zadaní motivaËnej úlohy je uvedené, æe totoæné ofarbenia je moæné dostaª otoËením. Rovnako
to bude aj pri vyπetrovaní prípadov v cyklick˝ch diagramoch. Pri väËπej vπeobecnosti by sme vπak
mohli úlohu jednoducho rozπíriª aj o Ôalπie symetrie.
31UpozorÚujeme na to, æe pojem orbita je na tomto mieste v inom zmysle ako orbita æonglovacej

postupnosti (viÔ Definícia 1.6).
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(pôsobení) nejakého prvku g 2 G, naz˝vame ho pevn˝m bodom prvku g. Mnoæinu

vπetk˝ch pevn˝ch bodov daného prvku g znaËíme

Xg = {x 2 X : g(x) = x}.

Identita zachováva vπetky ofarbenia, preto Xid = X. PoËet pevn˝ch bodov zachova-

n˝ch pri pôsobení identity je |Xid| = |X| = 2

4

= 16.

OtoËenie o ⇡ zachováva ofarbenie vπetk˝ch políËok jednou farbou (Ëiernou i bielou)

a ofarbenie diagonálnych políËok (taktieæ 2 moænosti) a |X⇡| = 4.

OtoËenia o
⇡

2

a 3
⇡

2

sú zachované len pri jednofarebn˝ch ofarbeniach. Preto |X⇡
2
| =

|X 3⇡
2
| = 2.

KoneËne máme zavedené vπetky pojmy na to, aby sme mohli sformulovaª Burn-

sideovu vetu, vÔaka ktorej dokáæeme úlohy podobného typu vyrieπit.

Veta 1.15 (Burnsideova, ((18), Veta 19.4.)). Ak pôsobí koneËná grupa G na koneËnú

mnoæinu X, potom

|X/⇠| =

1

|G|

X

g2G

|Xg|,

kde X/⇠ je mnoæina vπetk˝ch tried ekvivalencie ⇠ (orbít).

Tvrdenie môæeme preloæiª v príklade takto: „PoËet rôznych typov ofarbenia

je rovn˝ priemernému poËtu pevn˝ch bodov pri pôsobení otoËení z grupy Gˇ. Rie-

πenie úlohy pouæitím Burnsideovej vety si na záver znázorníme v prehµadnej tabuµ-

ke (Tabuµka 2).

Dosadením do vzorca dostávame poËet moæn˝ch ofarbení:

1

1 + 2 + 1

(16 + 2 · 2 + 4) = 6.

1.5.3 PoËet generátorov æonglovacích postupností

PoËet vπetk˝ch generátorov spoËítame pomocou Burnsideovej vety. OznaËme mno-

æinu vπetk˝ch cyklick˝ch diagramov æonglovacích postupností danej dÂæky p ako X.
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g # |Xg|

id 1 16

 ⇡

2

, 3
⇡

2

2 2

 ⇡ 1 4

Tabuµka 2: V prvom stÂpci sú prvky grupy G, v druhom stÂpci poËet prvkov rovna-
kého typu, v treªom stÂpci je poËet pevn˝ch bodov dan˝ch prvkov.

V reËi teórie grafov je X mnoæina vπetk˝ch rovinn˝ch orientovan˝ch grafov na p vr-

choloch, ktoré obsahujú len cykly a sluËky. Dva cyklické diagramy sú ekvivalentné

ak jeden z druhého získame otoËením. To znamená, æe pôsobiaca grupa G v naπom

prípade pozostáva z otoËení o k
2⇡

p
pre k 2 {0, . . . , p � 1}. OtoËenia znaËíme  k,

v prípade identity (pre k = 0) ponecháme znaËenie id. Budeme sa zaoberaª hµada-

ním pevn˝ch bodov pre dané otoËenie. Pevn˝m bodom je kaæd˝ diagram, ktor˝ sa

pri danom otoËení nezmení (nezmení sa ani orientácia cyklov) pri zachovaní poradia

vrcholov.

Príklad 1.16. Pre siteswapy o perióde 3 existujú práve 4 generátory. Úlohu môæeme

vyrieπiª opäª jednoduch˝m vykreslením vπetk˝ch moæností (Obrázok 29).

Obr. 29: Generátory siteswapov o perióde 3.

Rieπenie s vyuæitím Burnsideovej vety je nasledovné:

Grupa otoËení G pozostáva z troch prvkov: {id, 1, 2}.

Mnoæina X, na ktorú bude grupa G pôsobiª pozostáva zo vπetk˝ch cyklick˝ch dia-

gramov (Obrázok 30).

Pre id je kaæd˝ diagram zároveÚ aj pevn˝m bodom. PoËet pevn˝ch bodov identity
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3

1

2
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1

2
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1

2

3

1

2

3

Obr. 30: Cyklické diagramy o perióde 3.

je t˝m pádom |Xid| = |X| = 3!. Pre obe rotácie  1, 2 sú pevn˝mi bodmi vπetky

diagramy, ktoré pozostávajú z rovnako dlhej hrany vychádzajúcej z kaædého vrcholu.

Tie sú práve tri: sluËka, hrana dÂæky 1 a hrana dÂæky 2. Preto platí |X
1

| = |X
2

| = 3.

Vytvorme opäª tabuµku pre náπ v˝poËet (Tabuµka 3):

g # |Xg|

id 1 3!
 1, 2 2 3

Tabuµka 3

Môæeme dosadiª do vzorca a vypoËítaª poËet generátorov:

3! + 2 · 3

3

= 4

Rovnak˝m spôsobom ako pre diagram o 3 vrcholoch by sme ale mohli pokraËovaª

pre µubovoµn˝ graf o prvoËíselnom poËte vrcholov. StaËí si totiæ uvedomiª, æe pevné

body pri akejkoµvek rotácii rôznej od identity sú zachované len v prípade, æe vπetky

hrany majú rovnakú dÂæku (Obrázok 31).

1
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4

5
6

7

1
2

3

4

5
6

7

1

3

2

4

5
6

7

1

4

2

5

3

6

7

1

5

2

6

3

7

4

1

6

2

7

3

4

5

1

7

2

3

4

5
6

Obr. 31: Pevné body neidentick˝ch rotácií pre diagramy o 7 vrcholoch.

Pozorovanie 1. PoËet generátorov dÂæky p, kde p je prvoËíslo je (Tabuµka 4)

p! + p · (p� 1)

p
= (p� 1)! + p� 1

Pre zloæené Ëísla sa situácia znaËne skomplikuje. Ukáæeme si pouæitie Burnside-

ovej vety pre diagramy o 6 vrcholoch. Vykreslenie vπetk˝ch moæností tejto úlohy

by uæ poæadovalo v˝raznú dávku entuziazmu a trpezlivosti.
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g # |Xg|

id 1 p!
 1, . . . , (p� 1) p� 1 p

Tabuµka 4

Príklad 1.17. SpoËítajme poËet vπetk˝ch generátorov periódy 6 (Tabuµka 5).

Grupa rotácií G obsahuje id a otoËenia  1, . . . , 5.

Pre identitu je opäª kaæd˝ graf zároveÚ aj pevn˝m bodom, preto

|Xid| = |X| = 6!.

Pre  1 sú pevn˝mi bodmi vπetky diagrami s hranami rovnakej dÂæky. Ak by sme to-

tiæ otoËili graf pomocou  1, tak v prvom vrchole musí byª rovnaká hrana, aká v Úom

bola pred otoËením. V predoπlom vrchole musí byª taktieæ rovnaká hrana ako pred oto-

Ëením. A toto platí pre kaæd˝ vrchol. T˝mto princípommôæeme postupovaª aj pre 5,

staËí si uvedomiª, æe to je  1 v zápornom zmysle.

|X
1

| = |X
5

| = 6.

12

3

4 5

6

(a)  2, 4

12

3

4 5

6

(b)  3

Obr. 32: Rozklady mnoæiny vrcholov pre  2, 3, 4.

Pre  2 sa diagram rozdelí na dve trojice vrcholov: V
1

= {1, 3, 5} a V
2

= {2, 3, 6},

z ktor˝ch musí smerovaª rovnaká hrana (Obrázok 32a). Hrana z prvého vrcholu

(respektíve µubovoµného vrcholu z V
1

) smeruje buÔ do V
1

alebo V
2

a v oboch prípadoch

má 3 moænosti kde skonËí (Obrázok 33). Spolu je 2 · 3 moæností umiestnenia hrany.

T˝m sme ale vytvorili aj hrany z vrcholov 3 a 5. Potrebujeme eπte vytvoriª hranu

z vrcholu 2 (respektíve µubovoµného vrcholu z V
2

). Tá bude smerovaª do mnoæiny

vrcholov, v ktorej eπte nekonËí æiadna hrana (je to teda opaËná mnoæina oproti

prvému v˝beru). Tu uæ ostávajú len 3 moænosti v˝beru koncového vrcholu. Spolu
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sú Ôalπie 3 moænosti hrany z vrcholu 2 ! V
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Pre µubovoµnú voµbu V
1

! V
2

sú Ôalπie 3 moænosti hrany z vrcholu 2 ! V
1

Obr. 33

dostávame 3 · 3 · 2 moæností. T˝m sme vytvorili aj hrany z vrcholov 4 a 6 a diagram

je kompletn .̋ Rovnako by sa nám rozpadla mnoæina vrcholov pre  4. Preto

|X
2

| = |X
4

| = 3

2

· 2

Pre 3 rozloæíme mnoæinu vrcholov na tri dvojice: V
1

= {1, 4}, V
2

= {2, 5} a V
3

= {3, 6}

(Obrázok 32b). Postupujeme podobne ako v predoπlom prípade (Obrázok 34). Z vr-

cholu 1 vyberáme, do ktorej z podmnoæín V
1

, V
2

, V
3

bude hrana smerovaª a v kaædej

podmnoæine máme 2 moænosti v˝beru koncového vrcholu. Rovnako dlhá hrana bude

vychádzaª z vrcholu 4. Pre vrchol 2 máme uæ len 2 moænosti v˝beru podmnoæiny

a v kaædej podmnoæine 2 vrcholy. T˝m zaistíme aj hranu vo vrchole 5. Pre 3. vrchol

a t˝m pádom aj 6. vrchol ostala posledná podmnoæina a v nej 2 moænosti. Pevn˝ch

bodov pre  3 je celkovo32:

|X
3

| = (2 · 3) · (2 · 2) · 2 = 2

3

· 3!

Pomocou Burnsideovej vety spoËítame poËet vπetk˝ch generátorov:

6! + 2 · 6 + 2 · 3

2

· 2! + 2

3

· 3!

1 + 2 + 2 + 1

=

816

6

= 136.

32Pravá strana rovnice sa dá prepísaª aj ako 3 · 24, no v súvislosti s Ôalπím postupom je uveden˝
zápis vhodnejπí.
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cholu 3.
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Pre µubovoµnú voµbu V

1

! V
3

sú Ôalπie 2 moænosti voµby podmnoæiny vrcholov
pre hranu z vrcholu 2. Následne nám ostávajú 2 moænosti pre voµbu hrany z vr-
cholu 3.

Obr. 34

g # |Xg|

id 1 6!

 1, 5 2 6

 2, 4 2 3

2

· 2

 3 1 2

3

· 3!

Tabuµka 5
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Tak˝to postup môæeme zovπeobecniª a dokázaª vzªah, ktorého autorom je Antti

Karttunen (8), avπak metóda jeho postupu nám nie je známa. Zadefinujme si vopred

eπte niekoµko pojmov z teórie grup.

Definícia 1.10. Hovoríme, æe grupa G je generovaná prvkom g 2 G ak jej nosná

mnoæina G = {gn, n 2 N}.

Definícia 1.11. Grupa G sa naz˝va cyklická, ak je generovaná jedn˝m prvkom.

Grupa rotácií, s ktorou pracujeme je zrejme cyklická, keÔæe je generovaná naprí-

klad prvkom  1. ZároveÚ je izomorfná aditívnej grupe Zn, kde n je poËet prvkov

(dÂæka periódy). Pre lepπiu názornosª si tak môæeme predstaviª rotácie ako celé Ëísla

0, . . . , n� 1, ich skladaniu v kladnom zmysle odpovedá operácia sËítania, v zápor-

nom zmysle operácia odËítania. Skladanie rotácií je zrejme komutatívne. Grupa G

je teda abelovská.

Uvedomme si, ako sme spoËítali v predoπlom príklade poËet diagramov o 6 vr-

choloch napríklad pre rotáciu  4 (Obrázok 32a). Jednoducho sme povedali, æe tieto

diagramy zostavíme rovnako ako pre rotáciu  2. Rotácie  2, 4 a id tvoria podg-

rupu H grupy G generovanú  2 alebo  4. Prvky podgrupy sú „násobkamiˇ jeden

druhého a je teda zrejmé, æe budú uzavreté na operáciu skladania. Vo vπeobecnosti

môæeme uviesª nasledovné tvrdenie, v ktorom vyuæijeme Bézoutovu rovnosª.

Veta 1.16 (Bézoutova rovnosª ((18), Veta 3.3.)). Pre kaædú dvojicu prirodzen˝ch

Ëísel a,b existujú celé Ëísla u,v spÂÚajúce

NSD(a, b) = au+ bv.

Veta 1.17 ((18), str. 86). Podgrupy grupy Zn sú práve aZn = {az : z 2 Zn}, a 2 Z.

Dôkaz. VÔaka Bézoutovej rovnosti máme NSD(a, n) = au + nv = (au mod n)

a NSD(a, n) generuje podgrupu aZn.
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Kaædá podgrupa je tak generovaná jedn˝m svojim (nenulov˝m) prvkom, naprí-

klad  2 generuje podgrupu H v predoπlom prípade. V cyklick˝ch grupách totiæ

platí:

Veta 1.18 ((18), Veta 15.5.). Kaædá podgrupa cyklickej grupy je cyklická.

Definícia 1.12. Rádom grupy G je poËet prvkov jej nosnej mnoæiny. ZnaËíme ho |G|.

Definícia 1.13. Rádom prvku g v grupe G je poËet prvkov grupy generovanej t˝mto

prvkom. ZnaËíme ho ord(g).

Rád prvku ord( 2) generujúceho podgrupu H v grupe rotácií nad mnoæinou

{id, 1, . . . , 5} je |H| = 3. Inak povedané, je to najmenπie k také, æe k·  2 = id.

Pre poËitanie rádu prvku v cyklick˝ch grupách sa pouæíva Eulerova funkcia:

Definícia 1.14. Eulerova funkcia '(n) znaËí pre n > 1 poËet Ëísel intervalu 1, . . . , n� 1

nesúdeliteµn˝ch s Ëíslom n. Pre n = 1 definujeme '(1) = 1.

Veta 1.19 ((18), Tvrdenie 3.9.). Ak n = pk1
1

pk2
2

. . . pkmm je prvoËíseln˝ rozklad Ëísla n > 1,

potom platí

'(n) = pk1�1

1

(p
1

� 1)pk2�1

2

(p
2

� 1) . . . pkm�1

m (pm � 1).

Príklad 1.18. '(60) = '(22 · 3 · 5) = 2

1

· (2� 1) · 3

0

· (3� 1) · 5

0

· (5� 1) = 16.

Veta 1.20 ((18), Dôsledok 15.7.). Grupa Zn obsahuje pre kaædé k také, æe k|n práve

'(k) prvkov rádu k.

VÔaka tomuto tvrdeniu dokáæeme nájsª rotácie, ktoré majú rovnaké vlastnosti.

To znamená tie otoËenia, ktoré generujú rovnaké diagramy, a teda zachovávajú poËet

pevn˝ch bodov.

Príklad 1.19 (Obrázok 35). Nech je dan˝ cyklick˝ diagram o 60 vrcholoch. Zistite

poËet rotácií, ktoré zachovávajú rovnak˝ poËet pevn˝ch bodov ako  5.

»íslo 5 delí 60. Podµa predoπlej vety obsahuje grupa rotácií práve '(5) = 4 prvky.

Sú nimi { 5, 25, 35, 55}, ktoré generujú rovnaké podgrupy (Obrázok 35).
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Obr. 35: Podgrupa rotácií generovaná { 5, 25, 35, 55}.

Po takejto dôkladnej príprave dokáæeme spoËítaª poËet generátorov µubovoµnej

periódy.

Veta 1.21. PoËet generátorov æonglovacej postupnosti dÂæky p je:

G(p) =
1

p

X

d|p

'
⇣p
d

⌘⇣p
d

⌘d

d!

Dôkaz. Nech je daná grupa G pozostávajúca z prvkov id, 1, . . . , (p� 1) a mno-

æinaX vπetk˝ch cyklick˝ch diagramov na p vrcholoch. Pri pôsobení grupyG na mno-

æinuX jeXg mnoæina pevn˝ch bodov pôsobenia prvku g. Pouæitím Burnsideovej vety

dostávame poËet vπetk˝ch neidentick˝ch cyklick˝ch diagramov rovn˝

1

|G|

X

g2G

|Xg| =
1

p

X

g2G

|Xg|.

Postupujeme podobne ako v príklade pre generátory dÂæky 6. Budeme hµadaª pevné

body pre danú rotáciu g. Kaædá rotácia g, rádu ord(g) = k nám rozloæí graf na d =

p

k
mnoæín vrcholov. Vytvorením hrany z 1. vrcholu si môæeme vybraª jednu z d mnoæín

vrcholov a v kaædej z nich je k moæností, v ktorom vrchole hrana skonËí. Pre prv˝

v˝ber hrany máme k · d = p moæností. SúËasne s prvou hranou vytvoríme rovnakú

hranu z kaædého vrcholu v rovnakej rozkladovej mnoæine. Pre v˝ber druhej hrany

z 2. vrcholu opäª vyberáme jednu z mnoæín, do ktor˝ch bude smerovaª, v tomto

prípade nám ich ostalo voµn˝ch uæ len d�1 a v kaædej z nich opäª k moæností konco-

vého vrcholu hrany. Rovnak˝m spôsobom budeme pokraËovaª, aæ k˝m nevyËerpáme

vπetky hrany, celkovo teda d - krát. Spolu máme pre prvok g rádu k

|Xg| = kdd! = k
p
k

⇣p
k

⌘
! moæností.
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PoËet prvkov rovnakého rádu k spoËítame pomocou Eulerovej funkcie '(k). Ak bu-

deme sËítaª vπetky prvky cez ich rád a dosadíme do Burnsideovej vety, dostávame

1

p

X

g2G

|Xg| =
1

p

X

k|p

'(k)(k)
p
k

⇣p
k

⌘
!

Prevedieme substitúciu k =

p
d a dostávame dokazovan˝ vzorec

1

p

X

d|p

'
⇣p
d

⌘⇣p
d

⌘d

d!

Príklad 1.20. Ako sme mohli oËakávaª, poËet generátorov bude pri zväËπovaní

periódy rásª veµmi r˝chlo. Silu vyjadreného vzorca si môæeme ukázaª na v˝sledku

pre spomínan˝ch 60 vrcholov grafu. PoËet generátorov periódy 60 je

138 683 118 545 689 835 737 939 019 720 389 406 345 907 623 657 512 698 795 667 111 474 180 725 129 470 672.

PoËet vπetk˝ch cyklick˝ch diagramov o 60 vrcholoch je 60!

8 320 987 112 741 390 144 276 341 183 223 364 380 754 172 606 361 245 952 449 277 696 409 600 000 000 000 000.

Podiel poËtu diagramov a poËtu generátorov je pribliæne 60, s odch˝lkou aæ na 39.

desatinnom mieste. To znamená, æe poËet generátorov je pribliæne rovn˝ 59!.

Na záver eπte uvádzame tabuµku vπetk˝ch generátorov po periódu 5 (Obrázok 36),

ktorú je moæné pouæiª pri vytváraní vlastn˝ch siteswapov.
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1.5.4 PoËet æonglovacích postupností

Aj keÔ sa nám podarilo spoËítaª poËet generátorov pre danú periódu, tak apliko-

vaª náπ postup na vπetky æonglovacie postupnosti nie je jednoduchá úloha. Vyuæijeme

miesto toho πikovnú metódu za pomoci takzvan˝ch æonglovacích kariet. Rozmyslime

si vπak eπte predt˝m, aké obmedzujúce podmienky je vhodné klásª na siteswapy,

ktor˝ch poËet chceme získaª.

Ak máme danú æonglovaciu postupnosª dÂæky p, tak ohraniËením maximálnej v˝-

πky hodu h dostávame nanajv˝π (h+ 1)

p moæností, Ëo je poËet vπetk˝ch p-tic v˝πok

hodov vrátane nulového hodu. Maximálny poËet loptiËiek bude zrejme podµa vety

o aritmetickej postupnosti v tomto prípade h, keÔæe postupnosª s najvyππími hodmi

by bola h . . . h.

Rovnako ohraniËením poËtu loptiËiek l dostávame koneËn˝ poËet moæností. Moæn˝

najvyππí hod by bol hod l·p v postupnosti (l·p)0 . . . 0 a ako bolo uæ ukázané, pre tento

prípad máme æonglovacích postupností koneËne mnoho, nanajv˝π (l · p+ 1)

p.

Zafixovaním presného poËtu loptiËiek l pri postupnosti dÂæky p dostávame taktieæ

samozrejme koneËne mnoho moæností. Je ich urËite menej ako moæností pre maxi-

málne l loptiËiek.

PoËet æonglovacích postupností s ohraniËenou dÂækou, poËtom loptiËiek a maximál-

nou v˝πkou hodu je t˝m pádom taktieæ koneËn .̋

OznaËme poËet vπetk˝ch siteswapov pre nanajv˝π l loptiËiek o perióde p ako

S(l, p). Na spoËítanie presného v˝sledku pouæijeme princíp æonglovacích kariet (Ob-

rázok 37). Æonglovaciu postupnosª dÂæky p o l loptiËkách môæeme jednoznaËne re-

prezentovaª ako p-ticu zostavenú z l + 1 typov kariet a naopak, kaædá takáto p-tica

odpovedá æonglovacej postupnosti. Karty spolu vytvárajú diagram podobn˝ tomu

základnému. Kaædá karta obsahuje práve jeden úder a vodorovné úseËky, alebo ob-

lúky smerom dole a hore, v celkovom poËte rovnakom ako poËet loptiËiek (orbít).

Vπetky karty na seba naväzujú. Do kaædého úderu môæe viesª len jedna orbita, a preto
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Obr. 37: Æonglovacie karty K
0

, K
1

, K
2

a K
3

pre 3 loptiËky.

môæe maª kaædá karta najviac jeden oblúk zahnut˝ dole, do bodu oznaËujúceho úder.

Oblúk hore posúva loptiËku vædy o jeden stupeÚ vyππie na nasledovnej karte. Uspo-

riadanie oblúkov a priamok je na kartách nasledovné: najniæπie sú po rade vπetky

oblúky hore, potom nasleduje oblúk dole a nad ním sú vodorovné úseËky. Existuje l+1

tak˝chto kariet (staËí spoËítaª vπetky moænosti oblúku dole a priËítaª nulovú kartu).

Nulov˝ hod bude obsahovaª karta úseËiek - nulová karta. Kaædá iná karta obsahuje

nejak˝ hod.

Vytvoríme na konkrétnom príklade z danej æonglovacej postupnosti súbor æon-

glovacích kariet.

Obr. 38: Základn˝ diagram siteswapu 12345 s vyznaËením prieseËníkov nad spätn˝m
oblúkom z úderu 0.
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Obr. 39: Karty æonglovacej postupnosti 12345.

Príklad 1.21 (Obrázky 38 a 39). Vezmime si postupnosª 12345. Na základnom

diagrame zistíme koµko krát sa loptiËka „prepadlaˇ a „stúplaˇ. Pôjdeme od daného

úderu (v Obrázku 38 vyberáme úder 0) naspäª po oblúku hodu, ktor˝ práve dopadol

a poËítame prieseËníky s ostatn˝mi oblúkmi. Ak nami volen˝ oblúk pretína in˝ oblúk

a prechádza po spiatoËnej ceste zvnútra von, nakreslíme Ëerven˝ bod, ak prechádza

do vnútra iného oblúku, kreslíme bod zelen .̋ SËítame poËet Ëerven˝ch bodov c a spo-

medzi kariet priradíme danému úderu kartu Kc+1

. Hodu v˝πky nula priradíme vædy

kartu K
0

.

Na úder 0 teda pouæijeme kartu K
3

, úderu 1 priradíme kartu K
1

, pokraËujeme kar-

tami K
3

, K
2

a K
3

.

Nasledujúce vety plynú bezprostredne z predoπlej konπtrukcie.

Veta 1.22 ((16), s. 40). PoËet vπetk˝ch moæností ako vytvoriª æonglovaciu postupnosª

o dÂæke p a nanajv˝π l loptiËkách je:

S(l, p) = (l + 1)

p

Vπimnime si, æe ak by sme v kaædom ªahu vybrali kartu obsahujúcu aspoÚ jednu

horizontálnu úseËku, nami vytvorená æonglovacia postupnosª by obsahovala menej

ako l loptiËiek.

Veta 1.23 ((16), s. 40). PoËet vπetk˝ch moæností ako vytvoriª æonglovaciu postupnosª

o dÂæke p a l loptiËkách je:

S(l, p) = S(l, p)� S(l � 1, p) = (l + 1)

p
� lp
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V tomto v˝sledku sú vπak stále obsiahnute moænosti, ktoré by æongléra neuspo-

kojili. Pokúsime sa teda náπ v˝sledok vylepπiª. V prvom rade obmedzíme cyklickú

v˝menu. Pre periódu postupnosti p jestvuje p cyklick˝ch zámen danej postupnosti.

Taktieæ nás nebudú zaujímaª postupnosti, ktoré nie sú vzorom. Napríklad 737373

je pre nás rovnak˝ siteswap ako jeho vzor 7333. Vπetky minimálne podpostupnosti

naπej postupnosti sú zrejme dÂæky d takej, æe d delí p. MS(l, p) nazveme poËet vπet-

k˝ch minimálnych æonglovacích postupností bez cyklickej zámeny dÂæky p o l lop-

tiËkách. PoËet vπetk˝ch æonglovacích postupností dÂæky p o l loptiËkách je rovn˝

súËtu vπetk˝ch tak˝chto minimálnych podpostupností s pripoËítaním ich cyklick˝ch

zámen. Z toho plynie vzªah:

S(l, p) = (l + 1)

p
� lp =

X

d|p

d ·MS(l, d)

Pre vyjadrenie MS(l, d) pouæijeme Möbiovu inverziu:

Ak f a g sú funkcie definované na N tak, æe

f(p) =
X

d|p

g(d), 8p 2 N

potom

g(p) =
X

d|p

µ(
p

d
)f(d)

kde µ je Möbiova funkcia:

µ(q) =

8
>>><

>>>:

1 ak q = 1 alebo q má párny poËet rozdielnych prvoËíseln˝ch deliteµov

�1 ak q má nepárny poËet rozdielnych prvoËíseln˝ch deliteµov

0 ak q obsahuje viacnásobné prvoËíselné delitele

Dôkaz Möbiovej inverzie je moæné nájsª v HALL (7).

Veta 1.24 ((16), s. 40). PoËet minimálnych æonglovacích postupností dÂæky p o l lop-

tiËkách bez cyklickej zámeny je:

MS(l, p) =
1

p

X

d|p

µ(
p

d
)((l + 1)

d
� ld)

33Príloha A - /siteswapy/17 737373.jml, /siteswapy/17 73.jml
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Dôkaz. Plynie bezprostredne z predoπlého textu.

Príklad 1.22. Zistime poËet vπetk˝ch æonglovacích postupností dÂæky p = 5 pre a) ma-

ximálne l = 7, b) práve l = 7 loptiËkách. c) poËítajme len minimálne postupnosti

o práve 7 loptiËkách bez cyklick˝ch zámen.

a) zo vzªahu S(l, p) = (l + 1)

p nám okamæite plynie v˝sledok S(7, 5) = 32768

b) poËítame S(7, 5) = S(7, 5)� S(6, 5) = 32768� 16807 = 15961

c) vyjadríme si pre d = 1, 5;

µ(
5

1

) = µ(5) = �1, pretoæe 5 má len jedného prvoËíselného deliteµa a to sa-

mého seba.

µ(
5

5

) = µ(1) = 1

MS(7, 5) =
1

5

X

d|5

µ(
5

d
)((7 + 1)

d
� 7

d
) =

1

5

((�1)(8� 7) + 1(8

5

� 7

5

)) = 3192

Pozrime sa eπte na správanie MS pri mal˝ch periódach:

MS(l, 1) = 1 je to jedine siteswap l

MS(l, 2) = l sú to zrejme vπetky siteswapy:

(2l)0, (2l � 1)1, (2l � 2)2 . . . (l + 1)(l � 1) jednoduch˝m v˝poËtom pomocou vzorca

získavame hodnoty:

MS(l, 3) = l(l + 1)

MS(l, 4) = l(l2 + l + 1)

MS(l, 5) = l(l3 + 2l2 + 2l + 1)

MS(l, 6) = l(l4 +
5

2

l3 +
10

3

l2 + 2l +
1

6

)
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2 Æonglovacie vrkoËe

„Hutnosª fenoménov okolo nás, rád, pravidelnosª, cyklické opakovania a obnova

sa ku mne zaËínajú prihováraª Ëím Ôalej t˝m silnejπie. Vedomie ich prítomnosti

mi prináπa upokojenie a poskytuje mi oporu. Vo svojich obrazoch sa snaæím dosved-

Ëiª, æe æijeme v krásnom, usporiadanom svete, a nie v chaose bez merítok ako sa obËas

zdá.ˇ

M. C. Escher

5.3.1965, príhovor pri príleæitosti predávania kultúrnej ceny mesta Hilversum

Obr. 40: Drevorez „Uzolˇ od M. C. Eschera z roku 1965.

Zdroj: http://uploads2.wikiart.org/images/m-c-escher/knots-colour.jpg

Nie, Escher pravdepodobne netrávil svoj voµn˝ Ëas æonglovaním, no bol mate-

matick˝m géniom, Ëo sa t˝ka grafickej kultúry. Niet teda divu, æe svoju pozornosª

venoval pri umeleckej tvorbe aj uzlom. My sa taktieæ necháme teóriou uzlov inπpi-

rovaª a poukáæeme na silné súvislosti so æonglovaním. Vráªme sa preto na úpln˝
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zaËiatok, keÔ eπte nebol ani hypotetick˝ æonglér, ani Ëitateµ, zaªaæen˝ siteswapov˝m

zápisom a budeme postupovaª empirick˝m spôsobom.

(a) Priemety trajektórií loptiËiek pri æonglovaní kaskády s tromi loptiËkami.

(b) Priestorov˝ vrkoË, ktor˝ vznikne pri æonglovaní kaskády s tromi loptiËkami.

Obr. 41

Predstavme si æongléra æonglujúceho s loptiËkami a kráËajúceho smerom vzad

po rovine konπtantnou r˝chlosªou. Po pravej ruke a pred ním sa nachádzajú kolmé

steny. Budeme zaznamenávaª trajektórie loptiËiek v priestore. Môæeme si napríklad

predstaviª, æe loptiËky sú horiace a zanechávajú dymovú stopu. Trajektórie loptiËiek

vytvoria sústavu priestorov˝ch kriviek, ktorú naz˝vame vrkoË34. Premietneme ná-

sledne vrkoË kolmo do vπetk˝ch troch rovín. Prv˝m priemetom - na zem (pôdorysom)

je nám uæ známy rebríkov˝ diagram, ktor˝ presne odpovedá vrkoËovému diagramu

πtudovanému v teórii vrkoËov. Druh˝m priemetom - na boËnú stenu (nárysom) je zá-

kladn˝ diagram. A napokon tretím priemetom - na prednú stenu (bokorysom) bude

taktieæ priemet uzlu.
34Anglicky „braidˇ. Presnú definíciu vrkoËu uvádzame v Ëasti 2.2.
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Príklad 2.1 (Obrázok 41). Na obrázku vidíme ako sa zobrazujú jednotlivé trajek-

tórie pri æonglovaní kaskády s tromi loptiËkami.

Teória vrkoËov je relatívne mladá matematická disciplína. Jej priekopníkom je Emil

Artin a svoje v˝sledky zhrnul v práci „Theory of braidsˇ (1). V súvislosti so æon-

glovaním je vrkoËom venovan˝ch niekoµko prác, o ktoré sa budeme opieraª aj my.

Sú to najmä, nami uæ mnohokrát spomínaná, kniha Burkarda Polstera (16), Ôalej

„Braids and Jugling Patternsˇ od Macauleyho (11), „Juggling Braids and Linksˇ

autorov Devadossa a Mugna (4) a „Jugglinksˇ od Tawneyho (19). V prvom rade bu-

deme sledovaª, ako sa æonglovanie zobrazuje na vrkoËe, a potom naopak, aké vrkoËe

vieme æonglovaª.

2.1 Vnútorné a vonkajπie hody

Kaæd ,̋ kto sa snaæí nauËiª æonglovaª, sa po pochopení rytmickej stránky æonglo-

vania dostane k podstatnej otázke - ako loptiËky hádzaª tak, aby sa vo vzduchu nezrá-

æali. V siteswapovom modeli æonglovania sme sa tejto problematike nemuseli venovaª,

nemala by totiæ æiaden vplyv na Ôalπie úvahy. V realite si nevystaËíme s konπtatova-

ním, æe kaædá loptiËka je chytená a následne hodená z rovnakého miesta v priestore.

Takto hodené loptiËky by sa stretávali na parabole, ktorú opisujú ich dráhy. Práve

preto je potrebné rozlíπiª vnútorné a vonkajπie hody, ktoré dosiahneme miernym

pohybom rúk. Pri æonglovaní základnej kaskády chytáme loptiËku v polohe ruky

odch˝lenej von od stredu tela, loptiËku následne prenesieme rukou bliæπie k stredu

tela a vyhodíme. Tak˝to hod sa naz˝va vnútorn˝m hodom (Obrázok 42a35), ktor˝

je pre Ëloveka prirodzen .̋ Takto hodené loptiËky sa vo vzduchu nestretnú. Pri hádzaní

siteswapov sa vπeobecne predpokladá, æe sú hádzané vnútorn˝mi hodmi, ak nie je po-

vedané inak. Ak by sme vπak robili opaËné pohyby rukami, pri ktor˝ch chytáme

loptiËku v polohe ruky bliæπie k stredu tela a vyhadzujeme z polohy odch˝lenej

35Príloha A - /siteswapy/18 hod i.jml

56



jemne von od tela, loptiËky sa opäª nestretnú. Tak˝to hod naz˝vame vonkajπí36

(Obrázok 42b37). Kaskády a fontány hádzané vonkajπími hodmi naz˝vame reverzné.

(a) Kaskáda s vnútorn˝mi hodmi. (b) Kaskáda s vonkajπími hodmi.

Obr. 42

Obr. 43: Zapletan˝ vrkoË.

VrkoË kaskády s tromi loptiËkami, Ëi uæ základnej alebo

reverznej zostavíme pomerne jednoducho. Vznikne vrkoË

vπeobecne známy a Ëasto pouæívan˝ napríklad pri úp-

rave vlasov - takzvan˝ zapletan˝ vrkoË (Obrázok 43). Vr-

koËom prechádzame zµava doprava, priËom µavá ruka je

v diagrame hore, pravá dole. Zaujímav˝m pozorovaním

je, æe reverznú kaskádu dostaneme, ak budeme vrkoËom

prechádzaª na opaËnú stranu, teda sprava doµava (poloha

rúk sa nemení). Rovnako tak by platilo, æe ak by sme

æongléra æonglujúceho základnú kaskádu natoËili na video a pustili ho v spätnom

chode, tak by æonglovan˝ vzor bol reverznou kaskádou38.

Príklad 2.2 (Obrázok 4439). Popíπeme si, ako bude vyzeraª vrkoË pre kaskádu

s piatimi loptiËkami (44a). Vπetky hody kaskády sú rovnakej v˝πky a ich trajektórie

sú rovnaké, ako pri æonglovaní troch loptiËiek. LoptiËky vyhadzujeme postupne: æltá,

tmavozelená, Ëervená, biela a modrá. Kaædá loptiËka chytená v danom okamihu

sa nachádza na okraji vzoru, teda πnúrka reprezentujúca jej trajektóriu je na okraji

36Hovorovo zauæívané sú aj anglické termíny „insideˇ a „outside throwsˇ. V Juggling Labe je
moæné pouæiª nastavenie Hand movement ! Inside/ Outside throws
37Príloha A - /siteswapy/18 hod o.jml
38Príloha A - /siteswapy/19 3 i.jml, /siteswapy/19 3 o.jml
39Príloha A - /siteswapy/20 5 i.jml, /siteswapy/20 5 o.jml
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vrkoËu. Na prv˝ úder vyhadzujeme z µavej ruky æltú loptiËku, tá prechádza popod

Ëervenú a modrú, ktoré postupne dopadnú do µavej ruky. Zelenú a bielu loptiËku

sme postupne hádzali z pravej ruky a ich trajektórie pôjdu popod trajektóriu æltej

loptiËky. Rovnako postupujeme po dopade loptiËky do pravej ruky. Reverznú kaskádu

dostaneme opäª spätn˝m prechádzaním vrkoËu, respektíve rovinovou súmernosªou40.

(a) VrkoË kaskády pre 5 loptiËiek s
vnútorn˝mi hodmi.

(b) Osovo súmern˝ vrkoË kaskády
pre 5 loptiËiek s vonkajπími hodmi.

Obr. 44

Fontána s dvomi loptiËkami æonglovan˝mi v dvoch rukách vytvorí zrejme dve

priame trajektórie. Situácia so πtyrmi loptiËkami sa uæ komplikuje. Popíπme si ju preto

opäª podrobnejπie.

Príklad 2.3. Pri fontáne so πtyrmi loptiËkami41 æongluje æonglér 2 loptiËky v kaædej

ruke a neprehadzuje ich do druhej ruky, to znamená, æe vrkoË sa nám rozdelí na dva

uæπie vrkoËe, jeden pre pravú a jeden pre µavú ruku. V základnej fontáne sú hody

z oboch rúk vnútorné a predpokladajme, æe æonglér hádæe asynchrónne (raz jednou

a potom druhou rukou) (Obrázok 45). Prechádzaním vrkoËa sprava doµava dostávame

reverznú fontánu (Obrázok 46). Ak si navyπe uvedomíme, æe kaæd˝ hod z pravej

ruky je nezávisl˝ na hodoch z µavej ruky a opaËne, tak nám niË nebráni pouæiª rôzne

kombinácie vnútorn˝ch a vonkajπích hodov pre kaædú ruku osobitne.

Môæeme si tak zvoliª napríklad v µavej ruke vnútorné hody a v pravej ruke hody

vonkajπie (Obrázok 47). Spätné prechádzanie vrkoËa nám zamení orientáciu hodov

v rukách. To vπak stále nie je vπetko. Pri æonglovaní dvoch loptiËiek v jednej ruke mô-

æeme striedaª vnútorné a vonkajπie hody, v˝sledn˝ vzor sa v æonglérskej terminológii

40Osová rovina je kolmá k smeru prechádzania vrkoËa.
41Príloha A - /siteswapy/21 4 i.jml, /siteswapy/21 4 o.jml, /siteswapy/21 4 c.jml,

/siteswapy/21 4 io.jml
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Obr. 45: Pohµad spredu a vrkoË fontány so 4 loptiËkami pri vnútorn˝ch hodoch.

Obr. 46: Pohµad spredu a vrkoË fontány so 4 loptiËkami pri vonkajπích hodoch.

naz˝va „stÂpceˇ. VrkoË, ktor˝ vznikne pri æonglovaní stÂpcov sa skladá len z priamych

πnúrok (Obrázok 48).

Obr. 47: Pohµad spredu a vrkoË fontány so 4 loptiËkami pri vnútorn˝ch hodoch v µavej
a vonkajπích hodoch v pravej ruke.

ZároveÚ pri æonglovaní stÂpcov v dvoch rukách vieme rozlíπiª eπte dva rôzne prí-

pady. Ak hádæeme postupne vnútorn ,̋ vnútorn ,̋ vonkajπí a vonkajπí hod, vznikne

in˝ æonglérsky trik ako pri æonglovaní vnútorn ,̋ vonkajπí, vonkajπí a vnútorn˝ hod,

ak zaËíname æonglovaª na 1. úder rovnakou rukou. Pri takomto æonglovaní vπak

dostávame rovnak˝ vrkoË, preto ich nebudeme v Ôalπom texte rozliπovaª. Celkovo

máme pri æonglovaní fontány so πtyrmi loptiËkami tri moænosti voµby vnútorn˝ch

a vonkajπích hodov v kaædej ruke. Spolu teda 32 = 9 moæností orientácie. Uvádzame

ich v Tabuµke 6.

Ak by sme chceli podrobne πpecifikovaª vπetky moæné æonglovacie vzory, mo-

hli by sme ruke priradiª toµko polôh v priestore, koµko loptiËiek je æonglovan˝ch
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Obr. 48: Pohµad spredu a vrkoË fontány so 4 loptiËkami pri æonglovaní stÂpcov.

Tabuµka 6: 9 moæností voµby orientácie hodov.

a k tomu v kaædej polohe urËiª vnútornú a vonkajπiu pozíciu. T˝m by sme docielili

napríklad vzor stÂpce s tromi loptiËkami v jednej ruke a vyboËovalo by to z náπho

rámca vnútorn˝ch a vonkajπích hodov (Obrázok 4942). OstaÚme zatiaµ pre jednodu-

chosª pri nami definovanom koncepte.

(a) Vnútorné hody. (b) Vonkajπie hody. (c) StÂpce.

Obr. 49: Príklady vrkoËov troch loptiËiek æonglovan˝ch v pravej ruke.

42Príloha A - /siteswapy/22 60 i.jml, /siteswapy/22 60 o.jml, /siteswapy/22 60 c.jml

60



2.2 Úvod do matematickej teórie vrkoËov

Aby sme mohli bez komplikácií pokraËovaª v popisovaní vzªahu medzi æonglo-

vaním a vrkoËmi, uvedieme v nasledovnej Ëasti ich matematickú definíciu a niekoµko

Ôalπích vlastností. »iteteµovi so záujmom o hlbπie zoznámenie sa s problematikou

vrkoËov a uzlov vπeobecne doporuËujeme okrem uæ spomenutej Artinovej práce (1)

napríklad Murasugi (15) alebo Moran (14), z ktor˝ch sme Ëerpali i my.

Pri popise vrkoËu vychádzame z trojrozmerného priestoru, v ktorom sa na-

Obr. 50

chádzajú dve rovnobeæné roviny (Obrázok 50). Vytkneme vo vrchnej rovine n bodov

P
1

, P
2

, . . . , Pn rovnomerne rozdelen˝ch na priamke a premietneme ich kolmo do dru-

hej roviny. Priemetmi sú body P 0
1

, P 0
2

, . . . , P 0
n. Body P1

, P
2

, . . . , Pn naz˝vame zaËiato-

Ëné vrcholy, body P 0
1

, P 0
2

, . . . , P 0
n koncové vrcholy vrkoËa. Pre kaædé i 2 {1, 2, . . . , n}

prepojíme body Pi a P
0
⇡(i), kde ⇡ je permutácia mnoæiny {1, 2, . . . , n}, krivkou v páse

medzi dan˝mi rovinami. Kaædú krivku nahradíme lomenou Ëiarou tak, æe v kaædom
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horizontálnom reze rovinou sa pretnú nanajv˝π dve takéto lomené Ëiary a æiadna

Ëiara nepretína sama seba. Túto lomenú Ëiaru naz˝vame πnúrkou. VrkoË vytvoren˝

z n πnúrok naz˝vame n-vrkoË. VrkoËe zobrazujeme vo vrkoËovom diagrame, ktor˝

je priemetom vrkoËu do roviny, v ktorej sa nachádzajú jeho zaËiatoËné a koncové

body. Podµa konvencie prechádzame vrkoËov˝ diagram zhora dole, priËom indexy

bodov stúpajú smerom doprava, alebo zµava doprava, priËom indexy bodov stúpajú

smerom dole43 (Obrázok 51a). Triviálnym vrkoËom naz˝vame vrkoË, ktorého πnúrky

(a) VrkoË kaskády s tromi loptiËkami. (b) Triviálny vrkoË.

Obr. 51

sú priamky spájajúce body P
1

a P 0
1

, P
2

a P 0
2

, . . . , Pn a P
0
n (Obrázok 51b). Dva vrkoËe

sú ekvivalentné, ak existuje spojitá deformácia jedného na druh ,̋ to znamená pre-

rovnanie πnúrok bez toho, aby sa v nejakom okamihu vzájomne pretli (Obrázok 52).

Obr. 52: Dva ekvivalentné vrkoËe.

Veta 2.1 ((15), str. 201). Ak sú dva vrkoËe ekvivalentné, tak permutácie, ktoré

priradia ich zaËiatoËn˝m vrcholom koncové vrcholy sú ekvivalentné.

Dôkaz. Tvrdenie je zrejmé z definície ekvivalentn˝ch vrkoËov. Ak by totiæ neboli

koncové vrcholy zhodné, neexistovala by spojitá deformácia jedného na druh .̋
43My sa v texte dræíme varianty zµava doprava.
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Veµmi intuitívne môæeme na vrkoËoch zaviesª operáciu skladania. Nech jeBn mno-

æina vπetk˝ch n-vrkoËov, aæ na ekvivalenciu a ↵, � 2 Bn. Zloæením vrkoËov ↵� rozu-

mieme vrkoË, ktor˝ vznikne „prilepenímˇ koncov˝ch bodov vrkoËu ↵ k zaËiatoËn˝m

vrcholom vrkoËu � (Obrázok 53). Vπimnime si, æe mnoæina Bn je uzavretá na ope-

↵ �

Obr. 53: Zloæenie dvoch vrkoËov.

ráciu skladania. Skladanie vrkoËov je zrejme asociatívne (Obrázok 54). V˝sledkom

↵ � �

Obr. 54: Asociativita skladania vrkoËov: ↵(��) = (↵�)�.

zloæenia vrkoËu ↵ a triviálneho vrkoËu ✏ je ↵✏ = ↵ = ✏↵ (Obrázok 55). Nech je vrkoË

↵ ✏

Obr. 55: Zloæenie vrkoËa ↵ s triviálnym vrkoËom ✏.

↵�1 rovinovo súmern˝ k vrkoËu ↵ podµa roviny, v ktorej sme definovali koncové vr-

choly vrkoËu ↵ (vrkoËov˝ diagram je osovo súmern˝ podµa priamky prechádzajúcej

koncov˝mi vrcholmi ↵), potom zloæením ↵↵�1 a tieæ ↵�1↵ dostávame triviálny vrkoË

✏ (Obrázok 56). Nahliadnuª sa to dá zµahka deformovaním vrkoËu v mieste spojenia
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(v strede) a postupne Ôalπím deformovaním πnúrok smerom na strany. VrkoË ↵�1

naz˝vame opaËn˝ vrkoË k ↵.

↵ ↵

�1

Obr. 56: Zloæenie vrkoËov ↵↵�1 je triviálny vrkoË.

Veta 2.2 (VrkoËová grupa, ((15), str. 201-203).). Mnoæina Bn vπetk˝ch n-vrkoËov

s operáciou skladania tvorí grupu Bn.

Dôkaz. Tvrdenie vety je zrejmé z predoπlého textu.

Základnou vlastnosªou, ktorú skúmame u grúp je komutativita. Vπimnime si,

æe vrkoËová grupa nie je komutatívna (Obrázok 57). VrkoËovú grupu vieme vygenero-

↵ �

� ↵

Obr. 57: Zloæenie vrkoËov ↵� a �↵ nie sú ekvivalentné vrkoËe.

vaª a zároveÚ popísaª pomocou dvoch typov vrkoËov, ktoré naz˝vame vrkoËové gene-
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rátory44. V oboch vrkoËov˝ch generátoroch sa kríæia πnúrky na pozícii i a i+1, priËom

prv˝ znaËíme �i a prechádza v Úom πnúrka z pozície i do pozície i+ 1 ponad druhú

πnúrku (Obrázok 58a). V druhom type vrkoËového generátora, znaËíme ��1

i , prechá-

dza πnúrka z pozície i do pozície i+1 popod druhú πnúrku (Obrázok 58b). Zrejme kaæ-

d˝ n-vrkoË dokáæeme vygenerovaª vrkoËmi �i a �
�1

i , pre i 2 1, 2, . . . , n� 1. Formál-

nym zloæením vrkoËov˝ch generátorov vytvoríme zároveÚ takzvané vrkoËové slovo,

ktor˝m vrkoË jednoznaËne urËíme (Obrázok 58c). Vπimnime si, æe vrkoËové slovo

(a) �
1

(b) ��1

1

(c) �
3

�

�1

4

�

4

�

�1

1

�

�1

2

�

�1

3

�

3

Obr. 58: VrkoËové generátory a vrkoËové slovo.

opaËného vrkoËu vznikne z pôvodného opaËn˝m skladaním vrkoËov˝ch generátorov

a zároveÚ zamenením �i a �
�1

i . Napríklad v Obrázku 56 je ↵ = �
2

��1

1

a ↵�1

= �
1

��1

2

.

Popis vrkoËov˝mi slovami nám umoæÚuje algebraicky upravovaª a rozpoznávaª ekvi-

valentné vrkoËe.

Veta 2.3 (Artinova, ((15), str. 207)). Vo vrkoËovej grupe Bn platia základné rovnice:

(i) �i�j = �j�i, pre |i� j| � 2, i, j 2 {1, 2, . . . , n}

(ii) �i�i+1

�i = �i+1

�i�i+1

, pre i 2 {1, 2, . . . , n� 2}

Dôkaz. Vetu nebudeme formálne dokazovaª, z Obrázkov 59 a 60 je vidieª, æe sa jedná

o intuitívne zrejmé tvrdenie.

Tieto rovnice vieme pouæiª na úpravu vrkoËov, otázkou vπak stále ostáva, ako roz-

poznaª dva ekvivalentné vrkoËe, ktoré sú zapísané in˝m vrkoËov˝m slovom. Inak po-

vedané, existuje algoritmus, ktor˝m vieme upraviª vrkoËe na rovnak˝ tvar? Situáciu
44V beænom kontexte sa pouæíva skráten˝ pojem generátory. Z dôvodu, aby si Ëitateµ nepom˝lil

pojmy generátora æonglovacej postupnosti a vrkoËového generátora, budeme uæívaª dlhπí tvar.
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Obr. 59: �
2

�
5

= �
5

�
2

Obr. 60: �
2

�
3

�
2

= �
3

�
2

�
3

si zjednoduπíme t˝m, æe budeme upravovaª vrkoË na triviálny tvar. Uviedli sme si,

æe zloæením n-vrkoËa ↵↵�1 dostávame vrkoË triviálny. Ak máme Ôalej ↵ = �, tak

musí taktieæ platiª, æe zloæením ! = ↵��1 dostávame triviálny vrkoË. Navyπe ak za-

ËiatoËn˝ vrchol πnúrky zloæeného vrkoËa ! bol bod Pi tak koncov˝ bod bude maª

rovnak˝ index, teda P 0
i . Tak˝to vrkoË naz˝vame r˝dzi vrkoË

45. Jedn˝m z algorit-

mov, ktor˝ dokáæe zistiª, Ëi je r˝dzi vrkoË ekvivalentn˝ triviálnemu vrkoËu vynaπiel

uæ Emil Artin a nazval ho „Ëesanie vrkoËuˇ. Autor vπak sám na konci svojej práce (1)

odrádza od ruËného testovania vrkoËov za pomoci tohto algoritmu slovami: „Aj keÔ

sme dokázali, æe kaæd˝ vrkoË môæe byª deformovan˝ do podobnej normálovej formy,

autor je presvedËen ,̋ æe ak˝koµvek pokus o uskutoËnenie tejto práce æivou osobou,

by viedol len k násiln˝m protestom a diskriminácii proti matematikom.ˇ Ukáæeme

si v˝razne r˝chlejπiu a mladπiu metódu, ktorú predviedol Dehornoy v roku 1997 (5).

Algoritmus je zaloæen˝ na takzvanom odstraÚovaní rúËok46. RúËky sú πpeciálne krí-

æenia dvoch typov. Sú orientované smerom hore a prechádzajú vædy ponad, alebo

vædy popod ostatné πnúrky (Obrázok 61). Algoritmus opovedá na otázku, Ëi je dan˝

vrkoË triviálny podµa schémy na Obrázku 62. Nie je naπim cieµom dokazovaª kone-

Ënosª ani správnosª algoritmu, uveÔme si vπak príklad jeho pouæitia.

Príklad 2.4 (Obrázok 63). Majme dan˝ r˝dzi vrkoË �
1

��1

1

��1

2

��1

3

�
2

��1

2

�
3

�
2

.
45Anglicky „pure braidˇ.
46Anglicky „handleˇ.

66



Prv˝ typ rúËky (2. πnúrka). Druh˝ typ rúËky (3. πnúrka).

Obr. 61

Je vrko� 
triviálny?

Obsahuje 
rú�ky?

Odstrá� 
prvú rú�ku

ÁNO NIE

+

-

+

-

Obr. 62: Schéma Dehornoyovho algoritmu.

OdstraÚujeme postupne tie rúËky, ktoré konËia ako prvé. Prv˝ typ rúËky „vyrovná-

vameˇ, druh˝ typ „pretoËímeˇ. Spôsob odstránenia je ukázan˝ v postupnosti obráz-

kov.

�

1

�

�1

1

�

�1

2

�

�1

3

�

2

�

�1

2

�

3

�

2

! ! !

! ! !

Obr. 63: Dehornoyova metóda odstraÚovania rúËok.
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VrkoË sme postupn˝mi úpravami dokázali pretvoriª na triviálny. Je s ním teda ekvi-

valentn .̋

2.3 VrkoËe a æonglovanie

Po vyËerpávajúcej teórii sa poÔme pustiª do aplikácie teórie vrkoËov na æon-

glovanie. V prvom rade sa budeme znovu obmedzovaª na æonglovacie triky (vzory),

ktoré sú obmedzené koneËn˝m poËtom hodov. Aby sme popísali cel˝ vrkoË, ktor˝

tak˝mto æonglovaním vytvoríme, musíme trik opakovaª, aæ k˝m sa nedostaneme

vπetk˝mi loptiËkami do rovnakej pozície z akej sme zaËínali. Budeme preto vytváraª

a pouæívaª len r˝dze vrkoËe.

Jednoduch˝m tvrdením je, æe kaædú kaskádu a fontánu dokáæeme „rozuzliªˇ

reverznou kaskádou a fontánou. Nakoµko vzájomne reverzné kaskády a fontány vytvá-

rajú opaËné vrkoËe, tak ich zloæením dostávame triviálny vrkoË. Vπimnime si rozdiel

medzi rebríkov˝m diagramom a vrkoËov˝m diagramom trajektórií loptiËiek. Vrko-

Ëov˝ diagram nám dáva dodatoËnú informáciu o tom, Ëi loptiËka prechádza popod

alebo ponad nejakú inú.

Zápis kaskád a fontán pomocou vrkoËov˝ch slov s vrkoËov˝m diagramom uvá-

dzame v Tabuµke 7.

Pozorovanie 2. VrkoËe (základn˝ch a reverzn˝ch) kaskád a fontán nie sú ekvi-

valentné triviálnemu vrkoËu. Ani v kaskádach ani vo fontánach nenájdeme æiadnu

rúËku a teda podµa Dehornoyovho algoritmu nemôæu byª ekvivalentné triviálnemu

vrkoËu.

2.3.1 VrkoËe siteswapov

Pozrime sa na to, ako sa budú správaª vrkoËe pri æonglovaní (prost˝ch) siteswa-

pov. Opäª sa necháme inπpirovaª rebríkov˝m diagramom. Eπte pred t˝m, neæ pri-
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b vrkoËové slovo vrkoËov˝ diagram
3 ��1

1

�
2

��1

1

�
2

��1

1

�
2

4 ��1

1

�
3

��1

1

�
3

5 ��1

1

��1

2

�
4

�
3

. . . ��1

1

��1

2

�
4

�
3

6 ��1

1

��1

2

�
5

�
4

. . . ��1

1

��1

2

�
5

�
4

7 ��1

1

��1

2

��1

3

�
6

�
5

�
4

. . . ��1

1

��1

2

��1

3

�
6

�
5

�
4

...
2n ��1

1

��1

2

. . . ��1

n�1

�
2n�1

�
2n�2

. . . �n+1

n-krát
2n+ 1 ��1

1

��1

2

. . . ��1

n �
2n�2n�1

. . . �n+1

(2n+ 1)-krát

Tabuµka 7: VrkoËové slová a digramy pre kaskády a fontány o b loptiËkách.

stúpime k problému, musíme upraviª siteswapov˝ model æonglovania, ktor˝ budeme

vyuæívaª v tejto Ëasti. Æonglér bude æonglovaª s dvomi rukami a loptiËky budú vædy

hádzané vnútorn˝mi hodmi. Aby sme toho dosiahli, tak hod v dan˝ úder prebieha

tak, æe loptiËku chytáme mal˝ okamih pred úderom a vyhadzujeme mal˝ okamih

po údere. ZaËneme jednoduch˝mi príkladmi vrkoËov zapleten˝mi na rebríku.

Príklad 2.5 (Obrázok 6447). Vytvorme vrkoË a popíπme jednotlivé πnúrky (orbity)

siteswapu 423 o troch loptiËkách. VrkoË zostaven˝ pomocou rebríkového diagramu

vidíme na obrázku.

Æltá loptiËka hodená do v˝πky 4 z pravej ruky prechádza popod Ëervenú loptiËku

47Príloha A - /siteswapy/23 423 i.jml
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Obr. 64: VrkoË siteswapu 423.

dopadajúcu do pravej ruky. Modrá loptiËka je hodená do v˝πky 2 z µavej ruky a ne-

kríæi sa so æiadnou inou. Následne Ëervená loptiËka je hodená do v˝πky 3 z pravej

ruky a prechádza popod æltú loptiËku dopadajúcu do pravej ruky. Modrá loptiËka

je hodená z µavej ruky a prechádza popod Ëervenú loptiËku dopadajúcu do µavej

ruky. Vπimnime si obzvláπª hody o v˝πke dva, ktoré sa poËas svojho letu neprekríæia

so æiadnym in˝m.

Príklad 2.6 (Obrázok 6548). Ukáæme si Ôalej siteswap 51 alebo v æonglérskej termi-

nológii „sprchuˇ s tromi loptiËkami. Hody o v˝πke 5 sú vædy hádzané z pravej ruky

a hody o v˝πke 1 z µavej ruky.

Obr. 65: VrkoË siteswapu 51.

Hody o v˝πke 1 budú vædy prechádzaª popod prebiehajúce hody o v˝πke 5, naopak

vπetky hody o v˝πke 5 prechádzajú ponad hody o v˝πke 1.

Pozorovanie 3. ZhrÚme doposiaµ odpozorované v˝sledky. »asª πnúrky, ktorá odpo-

vedá hodu o v˝πke 1 bude kríæiª vπetky ostatné πnúrky prechádzajúc popod ne. »asª

πnúrky, ktorá odpovedá hodu o v˝πke 2 nebude kríæiª æiadnu πnúrku. Nakoµko hod

o v˝πke 1 je najniæπí hod a hod o v˝πke 2 je najniæπí hod do rovnakej ruky a po Úom

nemôæe nasledovaª hod o v˝πke 1 (z vlastností prostého æonglovania), tak æiadna

Ôalπia loptiËka nemôæe byª vyhodená popod ne. »o sa praktického æonglovania t˝ka,

48Príloha A - /siteswapy/24 51 i.jml
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tak hod v˝πky 2 je obyËajne prevádzan˝ ako podræanie loptiËky v ruke po dobu

dvoch úderov a nie je to v æiadnom rozpore s naπím modelom.

Príklad 2.7 (Obrázok 6649). Zaujímav˝ diagram vytvorí siteswap 531.

Obr. 66: VrkoË siteswapu 531.

»ervená loptiËka je hodená do v˝πky 5 z pravej ruky a prechádza popod dopadajúcu

modrú loptiËku. Æltá loptiËka je vyhodená z µavej ruky do v˝πky 3 a prechádza popod

uæ vyhodenú Ëervenú loptiËku, ktorá smeruje do µavej ruky. Modrá loptiËka je hodená

do v˝πky 1 z pravej ruky a prebieha popod vπetky ostatné loptiËky. Vπimnime si,

æe v jednom momente sa vπetky πnúrky prekríæia v jednom bode50. To znamená,

æe v danom okamihu sú nad sebou aæ tri loptiËky. NiË vπak nebráni tomu aby sme

vrkoË mierne deformovali t˝m, æe jednu πnúrku posunieme stranou. Celkov˝ vrkoË

sa nezmení.

Príklad 2.8 (Obrázok 6751). V predoπl˝ch príkladoch sa vædy stalo, æe vyhadzovaná

loptiËka preπla popod dopadajúcu a za pár úderov sa situácia u rovnak˝ch dvoch

loptiËiek vymenila. Æe to nie je pravidlo ukazuje vrkoË siteswapu 9313 o 4 loptiËkách.

Obr. 67: VrkoË siteswapu 9313.

Na prv˝ úder je vyhodená Ëervená loptiËka do v˝πky 9 z pravej ruky a dopadne
49Príloha A - /siteswapy/25 531 i.jml
50Rozumieme kolm˝ priemet.
51Príloha A - /siteswapy/26 9313 i.jml

71



aæ na posledn˝ (10.) úder zobrazovaného úseku v obrázku. Ak budeme sledovaª

modrú loptiËku, tak bude prechádzaª za túto dobu jeden krát ponad a tri krát popod

Ëervenú loptiËku.

Sledovaním t˝chto príkladov môæme dôjsª k popisu vrkoËov52, ktoré vznikajú si-

teswapmi s vnútorn˝mi hodmi53.

Pravidlá pohybu loptiËky pri pouæití vnútorn˝ch hodov

(i) Práve vyhodená loptiËka vnútorn˝m hodom prechádza popod vπetky loptiËky,

ktoré boli vyhodené skôr a dopadnú skôr ako daná loptiËka. PriËom uvaæované

loptiËky dopadajú do rovnakej ruky, z akej vyhadzujeme.

(ii) Práve vyhodená loptiËka vnútorn˝m hodom nepárnej v˝πky prechádza popod

vπetky loptiËky, ktoré boli vyhodené skôr a dopadnú neskôr ako daná loptiËka.

(iii) Práve vyhodená loptiËka vnútorn˝m hodom párnej v˝πky prechádza popod

vπetky loptiËky, ktoré boli vyhodené skôr a dopadnú neskôr ako daná loptiËka.

PriËom uvaæované loptiËky dopadajú do rovnakej ruky, z akej vyhadzujeme.

Aby sme eπte pre úplnú korektnosª zamedzili logickej sluËke, uvaæujeme, æe æonglér

zaËal vyhadzovaním loptiËiek v nekoneËnej minulosti.

Aby sme mohli siteswapy a ich vrkoËe skladaª, potrebujeme vytvoriª r˝dzi vr-

koË. Pre zobrazenie siteswapu na r˝dzi vrkoË ho musíme zopakovaª toµkokrát, k˝m

sa nedostane do zaËiatoËnej pozície, Ëo sa poradia loptiËiek a rúk t˝ka. PoËet opa-

kovaní spoËítame pomocou orbít æonglovacej postupnosti o perióde p nasledovne:

PoËet periód, ktoré ubehnú za Ëas, k˝m jedna loptiËka prejde svojou orbitou a za-

Ëne sa opakovaª dostaneme ako súËet v˝πok vπetk˝ch hodov tejto loptiËky, vydelen˝
52Tento model nie je fyzikálne presn ,̋ ak by sme chceli hody presne popísaª, museli by sme zade-

finovaª odch˝lky rúk a dÂæku dræania loptiËky, pre jednoduchosª sa uspokojíme s dan˝mi pravidlami.
Pre „rozumnéˇ, teda prakticky realizovateµné, v˝πky hodov náπ model vyhovuje.
53Æongléri pouæívajú πpeciálny termín „vanilla siteswapsˇ.
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periódou. PoËet ubehnut˝ch periód je teda rovn˝ poËtu loptiËiek prechádzajúcich po-

dobné orbity b(Oi). V jednom siteswape sa vπak môæe nachádzaª viac rôznych orbít,

a preto poËítame poËet ubehnut˝ch periód ako najmenπí spoloËn˝ násobok poËtov

loptiËiek jednotliv˝ch podobn˝ch orbít NSN(b(O
1

), b(O
2

), . . . , b(Om)). Ak je vπak

perióda siteswapu nepárna, potrebujeme eπte oπetriª, aby vzor zaËínal z rovnakej

ruky. To znamená, æe poËet ubehnut˝ch úderov musí byª párny a preto hµadáme naj-

menπí spoloËn˝ násobok poËtu loptiËiek jednotliv˝ch rovnak˝ch orbít a Ëísla 2. Cel-

kov˝ poËet ubehnut˝ch úderov je potom pre p párne p·NSN(b(O
1

), b(O
2

), . . . , b(Om))

a pre p nepárne p ·NSN(2, b(O
1

), b(O
2

), . . . , b(Om)).

Príklad 2.9 (Obrázky 68a a 68b54). Napokon eπte jeden príklad siteswapu 645 o pia-

tich loptiËkách.

(a) VrkoË siteswapu 645.

(b) Rebríkov˝ diagram siteswapu 645. Vπetk˝ch 18 úderov.

Obr. 68

PoËet opakovaní siteswapu, k˝m by sa dostal do zaËiatoËnej pozície spoËítame po-

mocou návodu v texte vyππie. Hodu o v˝πke 6 odpovedajú b(O
1

) =

6

3

= 2 loptiËky

a druhá trieda podobn˝ch orbít je tvorená hodmi 4 a 5, ktor˝mi prebiehajú b(O
2

) =

4+5

3

= 3 loptiËky. Perióda siteswapu je nepárna a dostávame NSN(2, 3, 2) = 6.

Potrebujeme tak p · NSN(2, 3, 2) = 18 úderov, k˝m sa loptiËky vrátia na rovnakú

pozíciu v æonglovacej postupnosti.

54Príloha A - /siteswapy/27 645 i.jml, /siteswapy/27 o1 645 i.jml, /siteswapy/27 o2 645 i.jml
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Takto vytvorené vrkoËe siteswapov môæeme medzi sebou skladaª v prípade, æe po-

radie hoden˝ch loptiËiek na konci prvého siteswapu je zhodné s poradím hoden˝ch

loptiËiek na zaËiatku druhého siteswapu tak, æe vπetky loptiËky musia dopadnúª a byª

vyhodené v rovnakom poradí.

œalπou prirodzenou otázkou je, Ëi je opaËn˝ vrkoË daného siteswapu tieæ si-

teswapom a ako sú prevádzané jeho hody. Rebríkov˝ diagram sa zmení na opaËn˝

a je tak zrejme diagramom nejakého siteswapu. Otázkou ostáva, Ëi sú dané kríæenia

jednotliv˝ch πnúrok správne usporiadané na to, aby bolo moæné siteswap æonglovaª.

Opäª vyuæijeme ideu spätného prehrávania videozáznamu. Poloha rúk pri vnútor-

n˝ch hodoch prechádzala zvonku do vnútra tela. Pri spätnom chode pôjde poloha

rúk zvnútra mimo telo a staËí nám pouæiª vonkajπie hody.

Pravidlá pohybu loptiËky pri pouæití vonkajπích hodov

(i) Práve vyhodená loptiËka vonkajπím hodom prechádza ponad vπetky loptiËky,

ktoré boli vyhodené skôr a dopadnú skôr ako daná loptiËka. PriËom uvaæované

loptiËky dopadajú do rovnakej ruky, z akej vyhadzujeme.

(ii) Práve vyhodená loptiËka vonkajπím hodom nepárnej v˝πky prechádza popod

vπetky loptiËky, ktoré boli vyhodené skôr a dopadnú neskôr ako daná loptiËka.

(iii) Práve vyhodená loptiËka vonkajπím hodom párnej v˝πky prechádza popod

vπetky loptiËky, ktoré boli vyhodené skôr a dopadnú neskôr ako daná loptiËka.

PriËom uvaæované loptiËky dopadajú do rovnakej ruky, z akej vyhadzujeme.

Vπimnime si, æe oproti vnútorn˝m hodom sa líπi len prvé pravidlo.

Veta 2.4. Nech je daná æonglovacia postupnosª h = {hk}
p�1

k=0

. Postupnosª h�1, ktorá

vznikne obrátením Ëasovej osi je æonglovacou postupnosªou. Postupnosª h�1 naz˝-

vame reverzná æonglovacia postupnosª k postupnosti h.
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Obr. 69

Dôkaz. Pouæijeme dopadovú funkciu, ktorú dostaneme periodick˝m opakovaním si-

teswapu �(i) = hi+ i. Údery vyhodenia loptiËky i sa pri obrátení Ëasu stanú údermi

dopadu a naopak. Hody budú prebiehaª opaËne, avπak ich v˝πky sa nezmenia. � je

permutáciou cel˝ch Ëísel, preto pre kaædé j 2 Z existuje ij 2 Z také, æe �(ij) = �j.

Definujme Ôalej h0
j = hij a �

0
(j) = h0

j + j. Platí, æe �0
(j) = h0

j + j = hij ��(ij) = �ij

a �0 je zrejme permutáciou. Rozdelením postupnosti hodov {hj} na intervaly obdr-

æíme æonglovaciu postupnosª (Obrázok 69).

Grafická skúπka je pre nás dostatoËn˝m dôkazom toho, æe reverzn˝ siteswap je si-

teswapom, uveden˝ dôkaz má vπak konπtrukËn˝ charakter a presne popisuje postup-

nosª, ktorá vznikne.

Siteswap 12345 æonglovan˝ vnútorn˝mi hodmi.

Siteswap 52413 æonglovan˝ vonkajπími hodmi.

Obr. 70: VrkoË a opaËn˝ vrkoË.

Príklad 2.10 (Obrázok 7055). Majme dan˝ siteswap 12345 æonglovan˝ vnútorn˝mi

hodmi.

55Príloha A - /siteswapy/28 12345 i.jml, /siteswapy/28 52413 o.jml
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i 0 1 2 3 4

hi 1 2 3 4 5

�(i) mod 5 1 3 0 2 4

K nemu reverzn˝ siteswap 52413 dostaneme podµa predoπlej vety.

j �4 �3 �2 �1 0

ij 4 1 3 0 2

h0
j 5 2 4 1 3

�0
(j) mod 5 1 4 2 0 3

Reverzn˝ siteswap je hádzan˝ vonkajπími hodmi. Aby sme zobrazili cel˝ vrkoË po-

trebujeme 2 krát dÂæku periódy.

Nakoµko zloæením vrkoËu a opaËného vrkoËu dostávame triviálny vrkoË, tak aj zlo-

æením (r˝dzeho) vrkoËu siteswapu a reverzného siteswapu je triviálny vrkoË.

Príklad 2.11 (Obrázok 6456). Reverzn˝ siteswap sa môæe zhodovaª s pôvodn˝m

siteswapom (u kaskád a fontán je to zrejmé). PripomeÚme si siteswap 423 hádzan˝

vnútorn˝mi hodmi zo zaËiatku tejto podkapitoly a vytvorme k nemu reverznú po-

stupnosª.

i 0 1 2

hi 4 2 3

�(i) mod 3 1 0 2

j �2 �1 0

ij 2 0 1

h0
j 3 4 2

�0
(j) mod 3 1 0 2

Reverznou æonglovacou postupnosªou bude rovnaká postupnosª 423, hádzaná vπak

vonkajπími hodmi.

Hádzanie vnútorn˝ch a vonkajπích hodov je korením siteswapov a æongléri ho radi

pouæívajú. Hody totiæ nemusia byª v triku stále jedného typu, ale môæu sa µubovoµne

obmieÚaª. Typick˝m príkladom sú obmeny kaskády s tromi loptiËkami57.
56Príloha A - /siteswapy/29 423 i.jml, /siteswapy/29 423 o.jml
57Hry s vonkajπími a vnútorn˝mi hodmi mal v obµube vynikajúci æonglér Luke Wilson (Obrá-

zok 71). V roku 2010 sa autor textu na Európskej æonglérskej stretávke (EJC) vo Fínsku nechal
inπpirovaª jeho workshopom. Bohuæiaµ, Luke Wilson nás kvôli chorobe opustil v mladom veku.
I touto spomienkou chceme vyjadriª Ëesª jeho pamiatke!
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Príklad 2.12 (Obrázok 7258). PriraÔme kaskáde (siteswap 3) typ hodu v jednotlivé

údery. Vnútorn˝ hod oznaËíme písmenom I a vonkajπí hod písmenom O, z ktor˝ch

vytvoríme slovo. ZaËiatok slova odpovedá nultému úderu siteswapu a po skonËení

sa slovo Ôalej opakuje. Napríklad slovo IIO priradíme siteswapu 3 a vytvoríme tak

vzor naz˝van˝ „tenisˇ, jeho vrkoË vidíme na obrázku.

Obr. 72: VrkoË kaskády hádzanej pomocou slova IIO.

K˝m sa poradie loptiËiek siteswapu dostane do zaËiatoËnej pozície, ubehne Ëas

p ·NSN(2, 3) = 6 úderov. Za tento Ëas sa dané slovo taktieæ dostane do zaËiatoËnej

pozície. Æonglovanie takto jednoduchého vzoru na 6 úderov hravo zvládne kaæd˝

zaËiatoËník. Omnoho viac sústredenia je potrebné vynaloæiª ak dÂæka slova nebude

deliª poËet úderov na zopakovanie triku. PoËet opakovaní siteswapu, k˝m sa cel˝ vzor

zopakuje aj vrátane typu hodu spoËítame jednoducho pridaním dÂæky slova do naj-

menπieho spoloËného násobku. Pri tomto príklade si eπte povπimnime, æe vytvoren˝

vrkoË je ekvivalentn˝ triviálnemu vrkoËu. Modrá loptiËka prechádza popod vπetky

ostatné, Ëervená loptiËka prechádza vædy popod æltú loptiËku a æltá prechádza po-

nad vπetky ostatné loptiËky. Reverzn˝ vrkoË vytvára rovnak˝ siteswap æonglovan˝

slovom so zamenen˝mi písmenami OOI. Typ hodu záleæí od polohy ruky a spätn˝m

chodom zrejme vædy vytvoríme reverzné slovo t˝mto spôsobom.

Príklad 2.13 (Obrázok 7359). Ukáæeme si eπte jeden klasick˝ príklad, a to hádzaním

vnútorného hodu z jednej a vonkajπieho hodu z druhej ruky. Vznikne slovo IO, ktoré

aplikujeme na siteswap 423. Vπimnime si, æe pri hode v˝πky 2 neovplyvní typ hodu

v˝sledn˝ vrkoË. Vzor sa zopakuje po 6 úderoch.

58Príloha A - /siteswapy/30 3 iio.jml, /siteswapy/30 3 ooi.jml
59Príloha A - /siteswapy/31 423 io.jml
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Obr. 73: VrkoË siteswapu 423 hádzaného pomocou slova IO.

Obr. 71: Luke Wilson,
1976 - 2012.

Zdroj: http://www.lukewilson.de

Æonglovanie dané vrkoËom Pokúsme sa Ôalej uká-

zaª, æe kaæd˝ vrkoË sa dá „zaæonglovaªˇ. Túto netra-

diËnú vetu dokázali Devadoss a Mugno v Ëlánku (4).

Autori vπak na rozdiel od nás pouæívajú fyzikálny mo-

del60 na základe spoËítania v˝πky hodu v danom mo-

mente a veµmi vysok˝ „vnútorn˝ˇ hod tak môæe vytvoriª

trajektóriu loptiËky, ktorá prejde ponad vπetky ostatné

πnúrky. Pre lepπie pochopenie pouæívame doprovodné ob-

rázky z ich πtúdie. Viac o fyzike æonglovania sa Ëitateµ

dozvie v Ëlánku (12). Dôkaz vety pozostáva z troch Ëastí.

Najprv je zadefinovaná æonglovacia postupnosª, ktorá vytvára triviálny vrkoË. œalej

sú vytvorené siteswapy vrkoËov˝ch generátorov a napokon je pomocou nich zosta-

vená æonglovacia postupnosª µubovoµného vrkoËu.

Obr. 74: VrkoË v anulo-
ide.

PoËas dôkazu tvrdenia budeme pracovaª s minimálnou

æonglovacou postupnosªou, ak je dÂæka periódy p párna.

Ak je p nepárne, tak kvôli pouæitiu oboch rúk budeme

uvaæovaª æonglovaciu postupnosª na 2p úderoch. Æonglo-

vacia postupnosª je nezávislá na cyklickej zámene, jej

vrkoË na danej dÂæke periódy sa vπak takouto zámenou

môæe zmeniª. VrkoË preto uzavrieme spojením zaËiatoË-

n˝ch a koncov˝ch bodov. Tak˝to objekt sa v matematike naz˝va vrkoË v anulo-

ide61 (Obrázok 74). Môæeme si predstavovaª, æe æonglér sa nepohybuje po priamke,

60Zámerom náπho textu nie je presn˝ fyzikálny popis, preto ho nebudeme podrobne rozoberaª.
61Anglicky „solid torus braidˇ.
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ale po kruænici. Vzªah medzi vrkoËmi a vrkoËmi v anuloide popísal Markov nasle-

dovne.

Definícia 2.1. N -vrkoËe !
1

,!
2

2 Bn sa naz˝vajú konjugované, ak existuje ↵ 2 Bn

také, æe !
1

= ↵!
2

↵�1.

Takto definovaná konjugácia vrkoËov je zrejme reláciou ekvivalencie a jej bloky

naz˝vame triedami konjugácie. Môæeme preto písaª nasledovné tvrdenie, ktoré uvá-

dzame bez dôkazu.

Veta 2.5 (Markovova, ((10), Veta 3)). 62 Triedy konjugácie vrkoËovej grupy Bn

sú vrkoËe v anuloide.

Najprv zostrojíme æonglovaciu postupnosª, ktorá odpovedá triviálnemu vrkoËu

v anuloide. Nech je dan˝ch b πnúrok (loptiËiek). Prvú loptiËku vyhodíme na úder

t = 0 a priradíme jej v˝πku hodu h
0

= 3. Vædy keÔ loptiËka dopadne, tak je znovu

vyhodená do rovnakej v˝πky. Druhá loptiËka je vyhodená na úder t = 1 do v˝πky h
1

=

3

3 a pri dopade sa opakuje rovnak˝ hod. Nech Ôalej ↵
1

= 0 a ↵k = 3

0

+3

2

+· · ·+3

2(k�2)

pre k 2 {2, . . . , b}. Kaædá k-ta loptiËka je vyhodená na úder t = ↵k do v˝πky

ht = h↵k
= 3

2k�1. ZároveÚ pre t 6= ↵k je ht = 0. Odpovedajúca dopoadová funkcia

potom bude (Obrázok 75)

�b(t) =

8
<

:
t+ 3

2k�1 ak t ⌘ (↵k +m3

2k�1

) mod 3

2b�1

t inak

kde k 2 {1, 2, . . . , b} a m 2 Z.

Veta 2.6 ((4), Veta 6). {ht}
3

2b�1�1

t=0

je æonglovacia postupnosª.

Dôkaz. Tvrdenie nebudeme technicky dokazovaª, plynie vπak z Vety 1.4 o skúπke

permutácie.

62Uvádzame len tú Ëasª vety, ktorú budeme potrebovaª.
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Obr. 75: VrkoËové diagramy �
1

,�
2

a �
3

.

Zdroj: arxiv.org/pdf/math/0602476

Rebríkov˝ diagram, ktor˝ vznikne æonglovaním podµa funkcie �b vytvorí triviálny

vrkoË. Dôkaz tohto tvrdenia taktieæ neuvádzame, je moæné ho nájsª v (4), Veta 7.

Kaædá v poradí k-ta πnúrka prejde ponad vπetky j-te πnúrky, kde j < k a popod j-te

πnúrky pre j > k. KeÔæe najvyππí hod 32b�1 je nepárny, budeme operovaª na perióde

2 · 3

2b�1. Uvedomme si, æe práve v tomto prípade sú v˝πky vπetk˝ch hodov veµmi

rozdielne a preto je moæné vyhodiª loptiËku ponad vπetky ostatné.

œalej pre µubovoµné pevne zvolené k 2 {1, . . . , b � 1} nájdeme pomocou operácie

zámeny strán æonglovaciu postupnosª, ktoré odpovedajú generátorom �k a �
�1

k . Inak

povedané vytvoríme kríæenie k-tej πnúrky popod i ponad πnúrku k+1. Postup je zná-

zornen˝ na Obrázku 76, kde sú kvôli prehµadnosti zakreslené len k-ta a k + 1.-vá

πnúrka.

Kríæenie k-tej πnúrky ponad πnúrku k + 1 vytvoríme nasledovne:

Zvoµme údery i+k = ↵k+1

a j+k = ↵k + 3

2k+1. Platí, æe

hi
+
k
+ i+k = 3

2k+1

+ ↵k + 3

2k > 3

2k+1

+ ↵k = j+k
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©núrka k je znázornená Ëiernou a πnúrka k + 1 Ëervenou farbou.
��

Kríæenie ponad.

� �

Kríæenie popod.

Obr. 76: Vytvorenie generátorov pomocou zámeny strán.

Zdroj: arxiv.org/pdf/math/0602476

a sú tak splnené predpoklady Vety 1.8 pre operáciu zámeny strán. Odpovedajúca

dopadová funkcia bude:

Ck,b(t) =

8
>>><

>>>:

�b(j
+

k ) + (j+k � i+k ) ak t ⌘ i+k mod 2 · 3

2b�1

�b(i
+

k )� (j+k � i+k ) ak t ⌘ j+k mod 2 · 3

2b�1

�b inak

Dá sa ukázaª ((4), Lemma 9), æe æonglovaním podµa tejto dopadovej funkcie získame

generátor �k.

Kríæenie k-tej πnúrky popod πnúrku k + 1 vytvoríme nasledovne:

Zvoµme údery i�k = ↵k+1

a j�k = ↵k + 3

2k�1. Platí, æe

hi
�
k
+ i�k = 3

2k+1

+ ↵k + 3

2k > 3

2k�1

+ ↵k = j�k

a sú tak splnené predpoklady Vety 1.8 pre operáciu zámeny strán. Odpovedajúca

dopadová funkcia bude:

C�1

k,b (t) =

8
>>><

>>>:

�b(j
�
k ) + (j�k � i�k ) ak t ⌘ i�k mod 2 · 3

2b�1

�b(i
�
k )� (j�k � i�k ) ak t ⌘ j�k mod 2 · 3

2b�1

�b inak

Podobne ako v predoπlom prípade sa dá ukázaª ((4), Lemma 10), æe æonglovaním

podµa tejto dopadovej funkcie získame generátor ��1

k .
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DÂæka takto definovan˝ch æonglovacích postupností je 2 · 32b�1.

S takto vytvoren˝mi generátormi môæeme prejsª ku konπtrukcii µubovoµného

vrkoËu na anuloide.

Veta 2.7. Pre kaæd˝ vrkoË na anuloide existuje æonglovacia postupnosª, ktorá sa naÚ

zobrazí.

Náznak dôkazu. Nech je n-vrkoË na anuloide ! zapísan˝ vrkoËov˝m slovom

! = �l1
k1
�l2
k2
. . . �lr

kr
, kde li 2 {+1,�1} pre i 2 {1, . . . , r}. œalej nech i+k , i

�
k , j

+

k , j
�
k

majú rovnak˝ v˝znam ako v predoπlom texte. Definujme funkciu

�!
b (t) =

8
>>><

>>>:

�b(j
lq
kq
) + (j

lq
kq
� i

lq
kq
) ak t ⌘ i

lq
kq
+ 2(q � 1)3

2b�1

mod (2r32b�1

)

�b(i
lq
kq
)� (j

lq
kq
� i

lq
kq
) ak t ⌘ j

lq
kq
+ 2(q � 1)3

2b�1

mod (2r32b�1

)

�b(t) inak

priËom exponenty chápeme v prípade li = 1 ako „+ˇ a v prípade li = �1 ako „�ˇ.

Dá sa ukázaª ((4), Veta 4), æe æonglovaním podµa tejto dopadovej funkcie získame

vrkoË !.

Ak vrkoË v anuloide rozreæeme v nejakom mieste a „vyrovnámeˇ tak dostaneme

klasick˝ vrkoË. VÔaka tomu sa vyhneme nezávislosti siteswapu na cyklickej zámene.

Vπimnime si, æe takto vybudovan˝ siteswap je prakticky nemoæné æonglovaª, keÔ-

æe sú ako v˝πky hodov pouæité mocniny Ëísla tri63. Tento nedostatok si uvedomujú

aj autori, no napriek tomu je táto konπtrukcia zaujímavá prepojením vzªahov medzi

matematickou teóriou æonglovania a teóriou uzlov.

63Alebo µubovoµného prvoËísla väËπieho ako dva.
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Záver

Cieµom tejto práce bolo predstaviª metódy matematického popisu æonglovania

a sprístupniª ich v˝sledky pre πirπiu verejnosª. Práca poukazuje na súvislosti æon-

glovania a teórie grafov zavedením a uæívaním cyklického diagramu. Za zaujímav˝

a netriviálny povaæujeme najmä dôkaz vzorca pre poËet generátorov æonglovacích

postupností uæívajúc základy teórie grup. Dôkladne, na mnoh˝ch príkladoch, sú pre-

berané vzªahy medzi æonglovaním a teóriou uzlov. »itateµovi je poskytnut˝ mate-

matick˝ popis pohybu loptiËiek pri æonglovaní pomocou vnútorn˝ch a vonkajπích

hodov. Okrem toho je, ako v˝razn˝ v˝sledok v tejto oblasti, prevedená konπtrukcia

µubovoµného vrkoËu pomocou æonglovacích postupností.

Ako to uæ vo vede b˝va, kaædá zodpovedaná otázka otvára priehrπtie nov˝ch.

Za problémy otvorené v tejto práci povaæujeme dopoËítanie poËtu vπetk˝ch æonglova-

cích postupností dan˝ch podmienok z generátorov, Ëi vyjadrenie µubovoµného vrkoËu

pomocou zadefinovan˝ch vnútorn˝ch a vonkajπích hodov, æonglovaním fyzicky reál-

nych siteswapov. Okrem toho by bolo veµmi zaujímavé popísaª æonglovanie a vrkoËe

pri kríæení rúk. Matematick˝ch odvetví, ktor˝ch sa æonglovanie dot˝ka je mnoho

a záujem æonglérov o workshopy, Ëi matematikov o pochopenie tohto javu podnecuje

k Ôalπej práci v tejto oblasti.

83



Literatúra

[1] ARTIN, E.: Theory of braids. In: Annals of mathematics, Jan., 1947, Second

Series, Vol. 48, No. 1, p. 101-126.

Dostupné z URL: http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/artinbraids.

pdf

[2] BEEK, J. - LEWBEL, A.: The Science of Juggling. Scientific American,

1995, vol. 273, no. 5, p. 92-97.

Dostupné z URL: https://www2.bc.edu/~lewbel/jugweb/science-1.html

[3] BUHLER, J. - EISENBUD, D.- -GRAHAM, R. - WRIGHT, C.: Juggling

drops and descents. In: Amer. Math. Monthly, 1994, vol. 101, no. 6, p. 507-519.

Dostupné z URL: http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1274973

[4] DEVADOSS, S. L., MUGNO, J.: Juggling Braids and Links. The Mathe-

matical Intelligencer, Jan., 2007, vol 29, Issue 3, p. 15-22.

Dostupné z URL: http://arxiv.org/pdf/math/0602476.pdf

[5] DEHORNOY, P.: A Fast Method for Comparing Braids. In: Adv. Mat., 1997,

vol.125, p. 200-235.

Dostupné z URL: http://www.math.unicaen.fr/~dehornoy/Papers/Dfo.pdf

[6] HALL, M.: A combinatorial problem on abelian groups. In: Proc. Amer. Soc.,

1950-, vol. 3, p. 584-587.

Dostupné z URL: http://www.ams.org/journals/proc/1952-003-04/

S0002-9939-1952-0050579-7/S0002-9939-1952-0050579-7.pdf

[7] HALL, M.: Combinatorial theory. New York: John Wiley & Sons, 1986, ISBN

0-471-09138-3

84

http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/artinbraids.pdf
http://www.maths.ed.ac.uk/~aar/papers/artinbraids.pdf
https://www2.bc.edu/~lewbel/jugweb/science-1.html
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1274973
http://arxiv.org/pdf/math/0602476.pdf
http://www.math.unicaen.fr/~dehornoy/Papers/Dfo.pdf
http://www.ams.org/journals/proc/1952-003-04/S0002-9939-1952-0050579-7/S0002-9939-1952-0050579-7.pdf
http://www.ams.org/journals/proc/1952-003-04/S0002-9939-1952-0050579-7/S0002-9939-1952-0050579-7.pdf


[8] KARTTUNEN, A.: A061417. The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences

[online]. c2001

Dostupné z URL: http://oeis.org/A061417

[9] LEWBEL, A.: Research in Juggling History [online]. c1995, last revision March

2002

Dostupné z URL: https://www2.bc.edu/~lewbel/jugweb/history-1.html

[10] LAMBROPOULOU: Solid torus links and Hecke algebras of B-type. In: Pro-

ceedings of the Conference on Quantum Topology, D. N. Yetter ed.World Scien-

tific Press, 1994.

Dostupné z URL: http://www.math.ntua.gr/~sofia/publications/A1%

20yet-my%20pdf.pdf

[11] MACAULEY, M.: Braids and Juggling Patterns. Claremont, 2003. 51 p. Senior

thesis, Harvey Mudd College. Advisor: Michael Orrison

Dostupné z URL: http://www.math.hmc.edu/seniorthesis/archives/2003/

mmacaule/mmacaule-2003-thesis.pdf

[12] MAGNUSSON, B., TIEMANN, B.: The physics of juggling. In: Physics Te-

acher, 1989, vol. 27, p. 584-589.

Dostupné z URL: http://www.jugglingevent.com/images/physics_of_

juggling.pdf

[13] MAYS, A.: Combinatorial aspects of juggling. Melbourne, 2006. 60 p. Honours

thesis, Departments of Mathematics and Statistics, University of Melbourne.

Supervisor: Dr. Peter Forrester

Dostupné z URL: http://www.ms.unimelb.edu.au/~amays/juggling%

20thesis_Mays.pdf

[14] MORAN, S.: The Mathematical Theory of Knots and Braids. Amsterdam:

Elsevier Science Publishers B.V., 1983. 295 p., ISBN 0-444-96714-7

85

http://oeis.org/A061417
https://www2.bc.edu/~lewbel/jugweb/history-1.html
http://www.math.ntua.gr/~sofia/publications/A1%20yet-my%20pdf.pdf
http://www.math.ntua.gr/~sofia/publications/A1%20yet-my%20pdf.pdf
http://www.math.hmc.edu/seniorthesis/archives/2003/mmacaule/mmacaule-2003-thesis.pdf
http://www.math.hmc.edu/seniorthesis/archives/2003/mmacaule/mmacaule-2003-thesis.pdf
http://www.jugglingevent.com/images/physics_of_juggling.pdf
http://www.jugglingevent.com/images/physics_of_juggling.pdf
http://www.ms.unimelb.edu.au/~amays/juggling%20thesis_Mays.pdf
http://www.ms.unimelb.edu.au/~amays/juggling%20thesis_Mays.pdf


[15] MURASUGI, K.: Knot Theory. Boston: Birkhäuser, 1996. 341 p., ISBN 3-

7643-3817-2

[16] POLSTER, B.: The Mathematics of Juggling. New York: Springer - Verlag,

2003. 226 p., ISBN 0-387-95513-5

[17] SHANNON, C.E. - SLOANE, N. - WYNER, A.: Scientific aspects of jugg-

ling. In: Claude Elwood Shannon: Collected papers. New York: IEEE Press, 1993,

p. 850-864.

[18] STANOVSK›, D.: Základy algebry. Praha: MATFYZPRESS, 2010. 153 p.,

ISBN 978-80-7378-105-7

[19] TAWNEY, J.: Jugglinks, Master’s Thesis, The Ohio State University. Máj,

2001.

[20] TAYLOR, G.: A juggling theorem [online]. c2011

Dostupné z URL: http://tartarus.org/gareth/maths/stuff/juggling_

theorem.pdf

[21] ZIETHEN, K.H. - SERENA, A.: Virtuosos of juggling: From the Ming

Dynasty to Cirque du Soleil. China: Palace Press International, 2003. 156 p.,

ISBN 0-9741848-0-2

Webové stránky zaoberajúce sa problematikou matematiky æonglovania:

http://www.juggling.org/jw/

http://www.siteswapgeneration.com/

Webové stránky zaoberajúce sa teóriou uzlov vo Wolfram Mathematica:

http://katlas.math.toronto.edu/

kniænica uæitá pre vytvorenie vrkoËov˝ch diagramov: KnotTheory‘

Newsgroup:

groups.google.com/group/rec.juggling/

86

http://tartarus.org/gareth/maths/stuff/juggling_theorem.pdf
http://tartarus.org/gareth/maths/stuff/juggling_theorem.pdf
http://www.juggling.org/jw/
http://www.siteswapgeneration.com/
http://katlas.math.toronto.edu/
groups.google.com/group/rec.juggling/


Zoznam príloh

Príloha A: CD médium

K diplomovej práci je priloæené CD médium s nasledovn˝m obsahom:

• software JugglingLab-0.6.1 v rovnomennom súbore obsahujúc originálny návod

k inπtalácii a pouæívaniu a dokumentáciu

• animácie siteswapov pouæit˝ch v texte, v zloæke /siteswapy/, cesty k súborom

sú poznaËené v poznámkach pod Ëiarov pri danom siteswape

• cykl diagram.nb: Program je vytvoren˝ v programe Wolfram Mathematica 9

for Students potrebnom rovnako pre spustenie súboru. Po spustení notebooku

zadáva uæívateµ siteswap. Postupnosª je potrebné písaª do mnoæinov˝ch zátvo-

riek, oddeµujúc kaædé Ëíslo Ëiarkou (pre v˝πky hodov väËπie neæ 10 pouæívame

taktieæ Ëíselné znaËenie). Po kliknutí na Menu ! Evaluate ! Evaluate Note-

book sa po prepoËte vytvorí cyklick˝ diagram.
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