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Uvod

Tato diplomova praca vznikla ako pokracovanie prace bakalarskej s rovnomen-
nym nazvom. Pojednéva o matematickych stvislostiach a principoch v Zonglovani

a prehlbuje tak pomerne mladi ,,Matematickt teériu zonglovania“.

V zaujme stuvislosti textu boli z bakalarskej prace prevzaté s minimalnymi ko-
rekciami a kontextovymi ipravami nasledovné casti: 1.1, 1.2, 1.3.1, 1.3.2, 1.4.1, 1.4.2,
1.5.4. Nové casti prvej kapitoly st venované znazorneniu zonglovania pomocou cyklic-
kého diagramu, z toho vyplyvajicim generujicim vlastnostiam a prepojeniam na te-
ériu grafov. Podstatnt ¢ast textu prvej kapitoly tvori vypocet vsetkych generatorov
zonglovacich postupnosti predpisanej dizky pomocou Burnsideovej vety. Tt vopred
stru¢ne pripominame, aby bol text zrozumitelny i pre Citatela bez predoslych zna-
losti v tejto oblasti.

Druhé kapitola poukazuje na silné vizby medzi zZonglovanim a tedriou uzlov, ob-
zvl4st Specidlneho pripadu vrkocov. Na mnozstve praktickych prikladov podéva ma-
tematickl definiciu pohybu lopti¢iek pri prevadzani vnutornych a vonkajsich hodov.
Pre hlbsie skimanie Zonglovacich postupnosti je uzitoény pojem vrkocovej grupy
a jej generatorov. Za pouzitia rebrikového diagramu a jeho realneho modelu st popi-
sané vztahy medzi siteswapmi a vrkocémi. Na zaver je uvedeny naznak dokazu vety,
ze kazdy uzol sa dé teoreticky Zzonglovat pomocou zonglovacich postupnosti.

Vsetky pouzité zonglovacie postupnosti si simulované v Juggling Lab 0.6.1. Na vy-
tvorenie diagramov bol vyuzity software Wolfram Mathematica 9 for Students. Pre dal-

sie grafické upravy boli vyuzité programy Geogebra 4.2 a GIMP 2.8.3.

Motivaciou k vytvoreniu a rozsirovaniu tejto prace bola, okrem osobného za-
nietenia v Zonglovani, najmi komplexnost Zonglovania ako javu a zarover jeho prie-
hladnost pri matematickych aplikacidch. Okrem vzajomného prispievania zonglova-

nia a matematiky k ich samostatnému rozvoju je Zonglovanie mozné pouzit ako di-



daktick(i metddu pre rozvoj intelektuélnej i fyzickej stranky stcasne. Atraktivnost
zonglovania a jeho matematickych vlastnosti je okrem iného i vhodnym nastrojom

pre popularizaciu matematiky.



1 Siteswapovy zapis

Napriek tomu, zZe pojem zonglovanie chapeme obsirnejsie, jeho matematické sku-
manie viac odpoveda lexikografickej definicii vyhadzovania véc¢sieho poctu predme-
tov. Nie v8ak tplne, nakolko budeme popisovat aj Zonglovanie s jednym, s dvoma,
alebo dokonca so ziadnym objektom v trividlnom pripade. Za objekt si zvolime lop-
ticku, akykolvek iny predmet by vlastnosti popisu nezmenil. Zavedieme si idealny
matematicky model, v ktorom budeme velké mnoZstvo fascinujtcich Zonglérskych
kiskov vynechavat. Zonglér bude vyhadzovaf a chytaf lopticky vzdy z rovnakého
miesta v priestore a budeme sa vyhybat rozdielnosti pri hodoch za chrbtom, popod
nohu a podobne. Cely priebeh Zonglovania zapiSeme postupnostou, z ktorej vieme
jednoznacne zistit o aké Zonglovanie ide, aky vzor Zonglér hidze a pocet lopticiek
v danom Zonglovani. Kazdy ¢len postupnosti bude popisovat hod lopticky a pozi-
cia tohto ¢lenu bude oznacovat dany tder - moment v ¢ase. Pre jednoduchost za-
vedieme c¢as na vyhodenie, chytenie a ¢as medzi chytenim a naslednym vyhodenim
ako nulovy. Hody st vykonavané vzdy v nejaky ¢asovy moment, ktory nazveme tder.
Zaujimavym pozorovanim je, ze medzi jednotlivymi tidermi vo vSeobecnosti nemusi
byt rovnaky ¢asovy rozdiel. My v8ak tento ¢asovy rozdiel budeme pre jednoduchost
povazovat za konstantnt jednotku ¢asu. Tento princip je velmi prirodzeny a nazorny,
ukazeme si, ze zongléri tak napriklad ¢islom 3 vyjadruju klasickt kaskadu s tromi
loptickami.

Definicia 1.1. Kazdému hodu priradime ¢islo h € N, tak, ze h oznacuje pocet iderov

v &ase, za ktoré lopti¢ka dopadne. Cislo h nazveme vyska hodu.

Vyska hodu h = 1 teda znamena, ze lopticka dopadne za 1 ider. Vyska hodu 0
znamend, Ze ziadna lopticka v ruke nie je (nedopadla), a preto sa nevykona ziaden

hod na dany tuder.

Akékolvek dalsie fyzikalne javy ako ozajstnd vySka hodu a rychlost lopticky,

nas nebudi zaujimat a vplyvy ako gravitacné zrychlenie a podobne budeme zane-



dbavat. NavySe budeme predpokladat, Ze zonglér vzdy Zongloval a bude Zonglovat
do nekonec¢na. Predideme tak neprijemnostiam pri zaciatku a konci zonglovania,
ked mé Zonglér v rukach viac loptic¢iek. Definicie a vety tejto kapitoly sa opieraju
predovSetkym o ¢lanok BUHLER - EISENBUD - GRAHAM - WRIGHT (3)
a publikiaciu POLSTER (16).

1.1 Prosté Zonglovanie

Pre jednoduchost za¢neme s popisom zonglovania, pri ktorom Zonglér vzdy vy-

hodi nanajvys jednu lopticku na kazdy uder. Takéto zonglovanie nazveme prosté.

Definicia 1.2. Vlastnosti prostého zZonglovania:

(i) Lopticky st zonglované do konstantnych tiderov, a teda zaciatky hodov odpo-

vedaju diskrétnym momentom v cCase.
(ii) Uvazujeme, zZe zonglér vzdy Zongloval a nikdy neprestane.

(iii) Na kazdy tder je chytend a hodend najviac jedna lopticka. Ak je lopticka

chytena, je nasledne aj hodena.

V tomto okamihu je vhodné si uvedomit, Ze nami popisané Zonglovanie je ne-
zavislé na pocte ruk. Mozeme predpokladat, Ze Zonglér vyhadzuje kazda lopticku
z jednej a tej istej ruky. Bezny Zonglér vSak Zongluje dvomi rukami, a preto je pre
nazornost dobré si predstavit, Ze na kazdy tder prebieha hod z inej ruky. Pri hode
o neparnej vyske teda vyhadzujeme lopticku z jednej ruky a po danom pocte iiderov
dopadne do ruky druhej. Naopak pri parnych vyskach hodov vyhadzujeme i chytame

lopticku do rovnakej ruky.



1.2 Zonglovacia postupnost a funkcia

Zongléri obyc¢ajne popisuji siteswapmi jednotlivé triky - vzory. Siteswap je jed-
noduché postupnost viSok hodov' a sktseni zongléri dokédzu v mysli, v priebehu Zon-
glovania, bez problémov skladat tieto postupnosti ¢isel za sebou tak, ako im to vyho-
vuje. Na druhi stranu, vznik siteswapov podnietil vyvoj novych trikov v zZonglovani.
Taktiez je tento popis prinosny pri tréningu, pretoze zonglér, uvedomujuic si rytmus,
dokéze ¢asom pomerne presne hodif konkrétnu ,,vySku“. Napriklad pri Zonglovani
so Styrmi loptickami sa moze ucit hody pre Sest lopticiek. Ukézeme si, ako sa takéato
postupnost konstruuje, a ¢o pre fiu musi platif, aby spliiala jednotlivé podmienky
zonglovania. Nasledne si vyjadrime pocet lopticiek, s ktorymi Zonglujeme pri danej

postupnosti. Na jednoduchom diagrame si zndzornime priebeh zonglovania.

Vezmime si konstantni postupnost hodov o vyske 3 na kazdy uder (Obrazok 1).

...333333. ..
0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Obr. 1: Kaskada s tromi loptickami.

Kazda lopticka, ktora dopadne je znovu vyhodena a dopadne za 3 udery. V Zonglo-
vani tejto postupnosti st 3 lopticky, pretoze medzi vyhodenim a dopadom jednej

lopticky prebehnu 2 dalsie tidery, na ktoré dopadnt a do vysky 3 buda vyhodené

.....

abecedy (10 = a,11 =b,...). Je to z toho doévodu, ze napriklad ¢islo 11, by sme mohli interpretovat
v postupnosti ako dva hody o vyske 1, preto miesto 11 piseme b. Hody, ktoré by presiahli abecedu
sa zvycCajne nevyskytuja v redlnych pripadoch. Tato konvencia plati aj pre zonglérsky software.



Obr. 2: Kaskada s 3 a fontana so 4 loptickami, pri pohlade na Zongléra spredu.
Zdroj: www.cecm.sfu.ca/organics/papers/buhler/paper/html/

2 lopticky. KonsStantni postupnost o vyske vSetkych hodov n nazyvame trivialna
a Cislo n zaroven odpoveda poctu lopticiek v nasom zonglovani.
Zongléri nazjvaju takéto zonglovanie pre neparne vysky hodov kaskdda® a pre parne
vysky fontdna® (Obrazok 2). Plynie to z toho, ze pri zonglovani dvomi rukami
sa na kazdy uder strieda ruka, z ktorej lopticky vyhadzujeme. Pri kaskade zonglér
hadze lopticky oblikmi vzdy do druhej ruky a pri fontane dopadne lopticka do ruky,
z ktorej bola vyhodena. Kaskada je prvy Zonglérsky vzor, ktory sa ucia zacinajuci
zongléri. Taktiez vzdy, ked sa Zonglér pri svojom tréningu u¢i zonglovat viac lopti-
¢iek, zacina kaskadou alebo fontanou.
Doporucujeme ¢itatelovi pouzit software Juggling Lab *, ktory okrem iného simuluje
zonglovanie vstupnej postupnosti.
Definicia 1.3 (Prosta Zonglovacia funkcia). Nech je dané funkcia ¢ : Z — Ny, ktora
Vi € Z priradi v§sku hodu (7). Dalej definujme dopadovii funkciu ¢ : Z — Z
tak, ze ¥(i) = i 4+ (i). Ak ¥ je permutéciou celych ¢isel, hovorime, Ze v je prosta
zonglovacia funkcia a nekone¢né postupnost:

B2 (P2)E)

moze byt Zonglovana.

Priloha A - /siteswapy /01 _kaskada.jml

*Priloha A - /siteswapy/01_fontana.jml

4Juggling Lab je prilozeny na CD médiu, vid Priloha A, alebo je mozné ho spustit online
na http://jugglinglab.sourceforge.net/. V tom pripade odporti¢ame ¢itatelovi vybrat ,,Full Applet*,
do pola ,Pattern® sa vklad4 Zonglovacia postupnost
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Rozdelme Zonglovanie na mensie Casti a budeme skimat jednotlivé vzory, sek-
vencie hodov, ktoré Zonglér vykonéva. V dalSom texte sa budeme venovat kone¢nym
postupnostiam a vlastnost (ii) zachovame tym, Ze postupnost sa bude periodicky

opakovat.

Definicia 1.4 (Prosta Zonglovacia postupnost (siteswap)). Nech {hk}i;é je konecna
postupnost nezapornych celych ¢isel, potom tato postupnost sa nazyva prostd zon-
glovacia postupnost, alebo siteswap prave vtedy, ked funkcia ¢ : Z — N, ktora
priradi Vi € Z : ¢(i) = h; mod p, j& Prosta zZonglovacia funkcia.

Siteswap zapisujeme v tvare:
hohy .. hy_y

Je zrejmé, Ze kazdé prosta zonglovacia postupnost je tvorené prostou Zonglovacou
funkciou. Naopak to vSak neplati. Nie kazda prostd Zonglovacia funkcia vznikne

z prostej zonglovacej postupnosti (siteswapu).

Priklad 1.1. Majme dant postupnost hodov {hi}’i’:_g, kde p =5ah, =i+1
(Obrazok 3).

ho hi hy hs hy
1 2 3 4 5

Vytvorili sme postupnost hodov®, ktoré splituji vlastnosti prostého zonglovania. Této

postupnost zaroveti spliia definiciu Zonglovacej postupnosti. Nekoneéné Zonglovanie

Obr. 3: Siteswap 12345.

®Priloha A - /siteswapy/02_12345.jml



dostaneme periodickym opakovanim tejto postupnosti.

Prislusna zonglovacia funkcia je ¢(i) = h; wmod p:

hoy h_y h_y hy hy hy hs hy hy hy hy hy
3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4

Dopadova funkcia ¢(i) = ¢(i) + i je permutaciou celych ¢isel:
...024135796810...
Vsimnime si, Ze aj postupnost:
1234512345

je zonglovacou postupnostou a prinalezi jej rovnaka Zonglovacia funkcia, vzhladom

na periédu.
Definicia 1.5. Zonglovaciu postupnost, ktord ma najmensiu periédu pri jej Zonglo-
vani nazveme minimalna zonglovacia postupnost, alebo Zonglovaci vzor, ¢i len vzor.

Na zépis zonglovacej postupnosti nam postaci jej vzor, ktorym je postupnost

jednoznacne dand a periodicky sa opakuje.

Definicia 1.6. Vsetky hody jednej lopticky v danych tideroch vytvaraju orbitu danej
lopticky.

Kazda lopticka v nasom zonglovani je nekone¢ne mnoho krat chytena a zZonglo-
vana. Orbita je v diagrame zndzornena navézujucimi oblikmi.
Veta 1.1 ((16), s. 10). Pocet orbit je rovny poctu lopticiek v Zonglovani.

Dokaz. Dokaz plynie priamo z definicie orbity. O]

Priklad 1.2 (Obrazky 4,5 a 6). V nasom priklade Zonglovacej postupnosti 12345 vi-
dime ze lopticka, ktora dopadne na tider 0 je hodena do vysky 1 a dopadne na tuder 1,
nasledne je hodena do vysky 2 a dopadne na uder 3, vyhodena je do vysky 4, a do-

padne na uder 7, v ktorom je vyhodena do vysky 3 a dopadne na uder 10, v ktorom
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je vyhodend opit do vysky 1 a hody v jej orbite sa dalej opakuju. Podobnt, akurat
posunutt orbitu opisuje lopticka, ktora dopadne na tder 2 . Lopticka, ktora dopadne
na uder 4 je hodend do vysky 5 a dopadne na tder 9, ked je znova hodena do vysky 5
a tieto hody sa opakuju.

Orbita prvej lopticky®
OI: h0:1h1:2h3:4h7:3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 0 4 0 0 0 3 0 0 1 2 0
I
Obr. 4: O

Orbita druhej lopticky
O":hy=3hs=1hg=2hg=4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 0 3 0 0 1 2 0 4 0 0 0 3
Obr. 5: O"
Orbita tretej lopticky”
oM hy =5
Veta 1.2 (O aritmetickom priemere, (16), s. 15). Pocet lopticiek potrebnijch pre Zon-
p—1 h
glovanie daného siteswapu {hk}i;é je rovny jeho aritmetickému priemeru @.
p

Priloha A - /siteswapy/02_01_12345.jml
"Priloha A - /siteswapy/02_03_12345 jml



Obr. 6: 0!

Dokaz. Vezmime si najvyssi hod v danej postupnosti (vyska hodu je ohranicend)
H = max{h|k €0,...,p—1}. Vyberme si v nasom zonglovani interval uderov I
taky, ze |I| > H. Takyto interval je dostato¢ne Siroky pre to, aby tam dopadol
aj najvyssi hod H. Ak by bol hod o tejto vyske hodeny na posledny uder pred za-
¢iatkom intervalu, jeho dopad by patril ideru v intervale I. Kazda lopticka teda
dopadne v danom intervale I aspon raz a pocet orbit o je konec¢ny. Stcet vysok ho-
dov h; na intervale I patriacich jednej orbite ohrani¢ime zdola. Ak by sme opét volili
najvyssi hod na posledny tder pred zaciatkom intervalu a po jeho dopade volime
vysky hodov v orbite tej istej lopticky ako 1 dostdvame dolnti hranicu |I| — H + 1.
Naopak hornt hranicu |I| + H — 1 dostaneme ak volime orbitu lopticky tak, Ze pre-
chadza prvym uderom intervalu [ a zaroven na posledny tder je prevedeny hod
o vyske H (Obréazok 7). Pre Vi € Z, uvazujtic postupnost periodicky sa opakujicu,
mozeme pisat:

hi
O(’]| — H+ 1) < k=(¢ mod p);iel < O(|I| + H — 1)
1| B 1| N 1|

Obr. 7: Dolné hranica a horna hranica.
o([I| + H—-1)

Il-H+1
a pre |I| — oo je lim o] 1 = o, rovnako tak lim = o.
=0 Wi |10 ||

Interval I si rozdelime na r podintervalov dlzky p, #e r € Z, priom nam ostane

nejaky zvySok na ,konci“ intervalu, ktory je ale v limitnom pripade zanedbatelny
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(mensi ako p) a mozeme vyjadrit:
p—1 p—1
Yooy r> b S h
= ; : k=0 _ k=0

|| —00 || RS P

Aritmeticky priemer postupnosti je teda rovny poctu orbit.

O

Téato vlastnost siteswapov je jedna z najdolezitejSich pre zonglérov. Rychlo si vdaka
nej dokézu zratat potrebny pocet lopticiek pre dany siteswap, respektive im to po-
moze pri vymyslani novych siteswapov, ktoré hladaji tak, aby aritmeticky priemer

bol celociselny.

Veta 1.3 (Skuska aritmetického priemeru, (16), s. 16). Ak je konecnd postupnost ne-
zdpornych celych cisel Zonglovacia postupnost, potom jej aritmeticky priemer je celé
cislo.

Dokaz. Plynie bezprostredne z Vety o aritmetickom priemere. O]

Priklad 1.3. Siteswap 12345, ktorému sme sa venovali pri orbitach mé %5*4*5 =3

lopticky.

Dolezitym pozorovanim je, zZe celociselny aritmeticky priemer nie je postacuju-
cou podmienkou pre validny siteswap, takZe obratena veta neplati. Ze tomu tak je

si ukazeme na priklade:

Priklad 1.4 (Obrazok 8). Majme postupnost 54321, ktord mé aritmeticky priemer
3 rovnako ako v predoslom pripade, avSak kazdy hod by dopadol na piaty uder a to je

v rozpore s vlastnostou (iii) prostého zonglovania.

Dokéazeme si vSak podobni vetu, ktord je z matematického hladiska netrividlna
a hra dolezitu tlohu v tedrii konecnych grup. Uvedieme dokaz pre konecné postup-
nosti. Vetu dokézal Marshall Hall (6) v roku 1952 na Kalifornskej univerzite. Este
pred tym je vSak vhodné poukézat na spravanie siteswapov, ak vysky hodov budeme

miesto zo Z brat zo Z,, kde p je dlzka siteswapu.
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0 1 2 3 4 5

5 4 3 2 1 5

Obr. 8: Postupnost spliiujica podmienku aritmetického priemeru, ale v rozpore
s vlastnostami prostého Zonglovania.

Priklad 1.5. Vezmime si pre ilustraciu opif postupnost 12345, o ktorej vieme,
7e je platny siteswap. Dlzka siteswapu je p = 5. Ak by sme vysku hodu hy = 1
zvicsili o dizku periédy na 1 + 5 = 6, tak miesto toho, aby dopadla na tder 1,
do hodu h,, dopadne na tder 6, do hodu hg, z konstrukcie Zonglovacej postupnosti
je vyska hodu hg = hg 0q 5 = hi. Lopticka teda dopadne na tder, v ktorom sa na-
chédza rovnaky hod, ako pred zmenou. Hod, ktory mal dopadnit na tder 6 bol hs,
jeho dopad sa vsak vdaka periodickému opakovaniu postva az na uder 11. Podobne
aj vSetky dalsie adery 0+ k - p, Vk € Z. Ukézali sme si teda, ze kazdému hodu v na-
Som siteswape mozZzeme pripocitat periédu a stdle méame splnené vlastnosti prostého

zonglovania (Obrazok 9)°.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
0 6 2 8 4 0 6 2 8 4 0 6 2

Obr. 9: Siteswap 62840 vytvoreny z 12345 pri¢itanim periédy k 1. a 3. hodu a oddi-
tanim (pre zdévodnenie vid text za Vetou 2.5) periédy od posledného hodu.

Definicia 1.7. Generatorom zonglovacej postupnosti nazyvame postupnost

{h mod p}} ;.

Veta 1.4 (Skaska permutécie, (16), s. 22). Nech {hk}ﬁ;é je postupnost nezdpornyjch

®Priloha A - /siteswapy/03_62840.jml
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celych ¢isel dizky p, potom tdto postupnost je Zonglovacou postupnostou prave vtedy,
ked funkcia ¢ : Z, — Z, definovand predpisom ¢(k) = (k + hy) mod p,k € Z,

je permutdciou v Z,,.

Dékaz. 7 definicie zonglovacej postupnosti {h; }2_¢ je hned vidiet, Ze prosta zonglo-
vacia funkcia ¢(k) = hy moa , Pre k € Z tou tvorend, musi mat dopadovi funkciu
d(k) = hy moa » + k, ktord vytvara permutaciu v Z, teda dopady hodov st rozne.
Pozrime sa blizsie na interval {0, ...,p — 1}. Dopad kazdého z hodov tejto postup-
nosti musi byt na ind poziciu niektorej z dalsich postupnosti. Ak by sme totiz mali
dva hody na tdery k € {0,...,p — 1}, ktoré by dopadli na rovnaka poziciu neja-
kych dalsich postupnosti, tak mozu nastat dve moznosti: bud dostaneme dva dopady
na rovnaki poziciu jednej postupnosti, alebo dopady na rovnaké pozicie dvoch roz-
nych postupnosti. Prvy pripad vedie okamzite k sporu. V druhom pripade by sa do-
pady lisili len o nasobok periédy p, presnejsie hod na tder k£ dopadne na tuder hj + k
a hod na tder [ dopadne na hy, + k + np, kde k,l € {0,...,p— 1} an € Z, a taktiez
by sme dosli k sporu s tretou vlastnostou prostého Zonglovania, kedZe hod na -
der k + np by dopadol na rovnaky tder ako hod na tder [. Ukazali sme, ze zvysky
po deleni (hy, + k) mod p tvoria permutaciu na Z,.

Naopak, majme permutaciu ¢ : Z, — Z, dant predpisom ¢(k) = (k + hj,) mod p,
ktora odpoveda ¢asom dopadu loptic¢iek. Potrebujeme rozsirit tito funkciu tak, aby
sme nasli dopadova funkciu k prostej zonglovacej funkcii na celom Z. h, + k =
Rk mod p + k nadobida rézne celo¢iselné hodnoty pre k& € {0,...,p— 1} a zaro-
ven aj zvySky po deleni periédou p st rézne. Oznacme celt Cast podielu ¢isla k
periédou p ako n(k). RozSirenie kone¢nej postupnosti na celé Z vytvorime prave
naslednym pri¢itanim dlzky postupnosti. Vznikne nidm teda nekone¢na postupnost
Rt mod p+k+n(k)p = Ry, wmoa p+k = (k) pre k € Z, ktoré je permutéciou na celom Z.
To je hladand dopadova funkcia a hy 104 p, & € Z je prosta zonglovacia funkcia. Teda

{hy, }i;é je prosta zonglovacia postupnost. O]
Veta 1.5. Generdtor Zonglovacej postupnosti je Zonglovacia postupnost.
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Dokaz. Stacisi uvedomit, ze (h;, mod p+k) mod p = (hy+k) mod pprek € Z,.
KedZze podla predchadzajicej vety je (h, + k) mod p permutéciou, a teda aj
(hy mod p+ k) mod p je permutaciou. Z toho plynie, Ze h;, mod p je Zonglovacou

postupnostou. O

Dosledkom tejto vety je, Ze od hodov siteswapu moZeme periédu aj odéitat (hody
st nezaporné). To sa prevedie pouzitim generdtora a naslednym pric¢itanim periédy

k hodom.

Priklad 1.6 (Obrazok 10). Majme dant Zonglovaciu postupnost 7441°. Jej genera-

torom je postupnost 7441 mod 4 = 3001".

Obr. 10: Siteswap 7441 a jeho generator 3001 (Cervend).

Veta 1.6 (,,Obratena“ veta o aritmetickej postupnosti). Nech je dand postupnost
nezdpornyjch celych cisel {h, Yoy, tak, Ze jej aritmeticky priemer je celé &islo, potom

existuje permutdcia tejto postupnosti, ktord je Zonglérskou postupnostou.

Veta a dokaz st obdobou dokumentu TAYLOR (20).
Dokaz sa skladd z dvoch ¢asti. Najprv musime dokézaf nasledovné Lemma, ktoré

neskor aplikujeme.

Lemma 1.7. Nech je dand postupnost nezdapornych celych cisel, ktorda moze byt pre-

usporiadand na prosti Zonglovaciu postupnost. Ak zamenime dva cleny postupnosti

9Priloha A - /siteswapy/04_7441.jml
1%Priloha A - /siteswapy/04_gen_3001.jml
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tak, Ze aritmeticky priemer novej postupnosti je celé c¢islo, potom tdto postupnost

moze byt opdt preusporiadand na Zonglovaciu postupnost.

Dokaz. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze vstupnd postupnost je uz
usporiadané na zonglovaciu postupnost. Z Vety o sktske permutéaciou plynie, Ze po-
stupnost ¢(k) mod p = (hy+k) mod p, Yk je permutaciou v Z,. Dosledkom uvede-
nej vety st aj dalsie vypocty, v ktorych uzivame celo¢iselny zvysok po deleni (mod).
Uvedend tabulka ukazuje po zmene stav, v ktorom sme zmenili vysku hodov, ale este

nebola prevedena zmena ich dopadov.

ader 0 | p—1 0 ... i i p—1
vigkahodu hy  hy ...  h,y, = hy ...z ootz by
dopad $(0) #(1) ... o(p—1) p(0) ... (&) ... o) ... ép—1)

Zmenme vysku hodov h; a h; na 1x2~ a 1xj tak, ze aritmeticky priemer novej po-
stupnosti je celé ¢islo. Potom plati:

(h; +h;) mod p = (‘a; + lxj) mod p,

(¢(i) + ¢(j)) mod p = (h;+i+h;+j) modp=

((h; +h;) mod p+i+j) modp=("z; +'z;) modp+i+j) modp=

(‘z; +i+'z;+ ) mod p.

Nasledujtcim sposobom preusporiadame novi postupnost na zonglovaciu postup-
nost:

Dopadova funkcia ¢(k) sa zobrazi na '¢(k), kde ¢(k) =" #(k) pre k # 4,7 a pre

k =1, j rozoberieme pripady jednotlivo.

i) Ak ('z; +4) mod p = ¢(i) mod p potom aj (lxj + j) mod p = ¢(j) mod p,
tak dostdvame platny siteswap a nemusime ni¢ menit, '¢(i) = ¢(i) a '¢(j) = ¢(5),
potom '¢(k) je zrejme permutaciou pre k € L.

ii) Ak ('z; +i) mod p = #(j) mod p, tak polozime '¢(i) = ¢(j) a ‘() = B(3).

iii) Ak (‘z; +j) mod p = ¢(j) mod p, tak polozime '¢(i) = ¢(i) a '¢(j) = ¢(j)

. 1 1
ale zamenime hody "z; s "z;.
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iv) Ak 'z; + j = #(i), tak polozime '¢(i) = ¢(j) a '¢(j) = ¢(i) a zaroveii zamenime
1 1
T; S T
Po kazdej z tychto vymen sa nam pre tudery iné ako ¢ a j ni¢ nezmenilo, nemusime
ni¢ viac oSetrit, a teda dostdvame spravnu zonglovaciu postupnost. Ak by ani jeden
pripad nenastal, tak hody vysok 'z, a lxj dopadnt zaroven s inym hodom siteswapu

a musime oSetrif dalsie hody postupnosti nasledovne:

v) Polozme 'd = (¢(i) — 'z;) mod p, potom 'd # i,j (ostatné pripady sme uz totiz
oSetrili) a 'd je tderom, na ktory musi byt vykonany hod vysky 'z, tak, aby dopadol
na uder ¢(1), respektive na poziciu ¢(i) mod p v novom siteswape. Preusporiadame
jednotlivé hody nasledovne: hod o vyske 'z; s dopadom na tuder ¢(i) sa vykond
na tder 'd, teda '¢('d) = ¢(i). Hod o viske hi, presunieme do ¢asu i a priradime
mu ¢as dopadu '¢(i) = ¢(j). Dopad na tder ¢('d) priradime hodu vykonanemu
v Gase j, a teda '@(j) = ¢('d). V tabulke je uvedeny predoly stav a zmena na stav

v preusporiadanej postupnosti.

O U i i 1q
1.’1,‘1- 1:13]- hld AP G hld 1a:j 1xi
o) ... oj) ... o(td) ... o) L tely) o te(ta)

Na tder 'd méme teda z konstrukeie spravny hod aj ¢as dopadu a ostdva ndm osetrit
udery i a 7. Zo vztahov:

(6(1) + ¢(4)) modp = ("z;+i+"z;+j) modpa'd=e('d)—h,=(¢(i) - z;)
mod p dostavame sc¢itanim a tpravou

(6(4) + ¢(*d)) mod p = (hi,+i+'z;+j) mod p

a pre udery i a j je teda splneny prvy vztah pre hody hi, a 13:'j. Pokracujeme dalej

rovnakymi operaciami pre tieto hody.

Je potrebné ukazat, ze nads postup v pripade v) je konecny, a teda naozaj vedie
k vytvoreniu novej Zonglovacej postupnosti. Ak by sme sa dostali do pripadov i-iv),
tak by sme previedli prislusné preusporiadanie a proces by sme ukoncili. Postu-

pujme teda dalej, za predpokladu, Ze sme sa nedostali do Ziadneho jednoduchého

16



pripadu, polozme *z; = hi, a volime novy tuder ’d = ("¢(i) — *z;) mod p. Kedze
= ¢('d) — by = ¢('d) = *w; = "0(j) = *; a '¢(i) # '¢(j), tak 'd # *d. Hod
*z,; teda presunieme do tderu *d a dopadu k tomuto tderu priradime *¢(*d) = '¢(i)
(analogicky ako pri presuvani hodu '2; v predoslom pripade). Ak by sme sa nasledne
v nejakom dalSom kroku n dostali do stavu, kde by v preusporiadanej postupnosti

na tder i platilo pre nejaké "¢; a "z; : ("¢; — "x;) mod p = 'd, tak po prevedeni

vymeny'!
i i v .. i j .
", ... 1xj Yz, Y Yoo L 1acj U
o) ... "e() ... "e(*d) ... e L me(td) L (D)

dostévame ("¢('d) +" ¢(j)) mod p = (4(i) + "¢(j)) mod p =

("z; +i+ 'z, +7) mod p= (¢(i) + #(j)) mod p a musi platit "¢(j) mod p =
®(j) mod p. Tento pripad ale nemdZe nastat, nakolko hod s dopadom na pozi-
ciu ¢(j) mod p je prevedeny na uder %d. Rovnakou tvahou by sme pokracovali
pre vSetky tudery a ziaden krok sa teda nemoze zopakovat. Z predpokladanej konec-

nosti zonglovacej postupnosti je Lemma dokazané. O]

Dokaz vety 2.6. Nech je dand postupnost hg...h, ; s celociselnym aritmetickym
priemerom a trividlny siteswap o dlzke p pozostavajici z nulovych hodov. Zame-
nou prvej 0 za hy a druhej 0 za p — hy dostaneme postupnost, ktort vieme podla
Lemmy preusporiadat na siteswap. Vymenime teraz ¢len p — hy za h; a tretiu 0

za p — hy — hy. Takto postupujeme az kym vymenime predposlednt 0 za h,_, a os-

tala ndm posledné 0, ktort zamenime za p — hy—hy —... —h,_5, o sa ale v Z, musi
p—1

rovnat h,_;, nakolko Z hi je delitelny p, kedze postupnost {h,}?_f ma celo&iselny
k=0

priemer. ]

Pre aplikdciu v Zonglovani je tato veta velmi prinosnd. Zonglér sa tak pri uceni

.....

Hy poslednom kroku tabulky schvélne nepiSeme nové indexovanie v kroku n + 1, ponechédvame
znacenie z predoslého kroku, z ktorého je dokaz lahsie ¢itatelny.
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$im poc¢tom. Stadi mu od jedného z hodov odéitat dizku siteswapu alebo pozmenit
dva hody tak, aby mu vysiel celoc¢iselny aritmeticky priemer. Napriklad siteswap 7531
so Styrmi loptickami sa moze uéit pomocou siteswapov 3531, ¢i 7131 (v oboch pripa-
doch sme od¢itali 4 od jedného z hodov). Taktiez si méze pretvorit danti postupnost
dvomi novymi ¢islami alebo rovno vytvorit z vybranej lubovolnej postupnosti hodov

splniujucej celoc¢iselny aritmeticky priemer novy siteswap.

Priklad 1.7 (Obrazok 11). Majme dany platny siteswap 85201232, Budeme si po-
stupne volit ¢isla, ktoré zmenime a vytvorime si tak, na zéklade dokédzanej Lemmy,

novy siteswap.

[J [ ) [ )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
8 5 2 0 1 2 3 8 5 2 0 1 2 3 8 5 2 0 1 2

Obr. 11: Siteswap 8520123.

8+5+2+0+1+2+43

- = 3. Na zonglovanie su potrebné

Aritmeticky priemer siteswapu je
3 lopticky. Pri zonglovani 2 rukami je hod 2 prakticky len podrzanie lopticky a na
hod 0 sa ni¢ nestane. Pokiisime sa ich vymenit tak, aby sme mali 4 lopticky. Zmerime

0 zo Stvrtej pozicie na 4 a 2 zo Siestej pozicie na 5 (Obrazok 12).

i 01 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6
h; 8 52 01 2 3 — 8 5 2 41 5 3
(i) |1 6 4 3 5 0 2 1 6 4 3 5 0 2

Dostali sme sa do jednoduchého pripadu, ked (podla Lemmy) x; + i = ¢(j) a staci
nam zamenit ¢(i) za ¢(j). Urobme dalej zamenu hodu 5 za 1 a hodu 2 za 6. Pocet

lopticiek sa ndm nezmeni (Obrazok 13).

Priloha A - /siteswapy/05_1.8520123.jml, /siteswapy/05_2_8524153.jml,
/siteswapy/05-3_3864115.jml
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Obr. 12: Siteswap 8524153.

i |01 2 3456 0123456
h, |8 52 4153 —=81E641 5 3
(@) |1 6 4 0 5 3 2 1 6 4005 3 2

Ani jedna z jednoduchych moznosti na vymenu medzi idermi 1 a 2 nenastava. Mu-
sime oSetrit hod d = 6 — 1 = 5, opit sa dostaneme do netrividlneho pripadu a po-

kracujeme k dalsiemu kroku, d =4 —5=6,d" =0

01 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6
8 6 4113 =83 6 4115 —= 386 4115
1 4 3 0 5 6 2 1 3 2 0 5 6 4 32 1 0 5 6 4

az sa napokon dostavame do pripadu, ked nemusime uz ni¢ menit. Vysledny siteswap

nam vysiel 3864115.

Obr. 13: Prechod pri zmene zonglovacej postupnosti.
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1.3 Grafické skusky platnosti siteswapu

Ukézali sme si niekolko dolezitych vlastnosti pre Zonglovacie postupnosti. Ok-
rem toho sme si dokazali skisku platnosti siteswapu pomocou aritmetického prie-
meru a najmé skusku permutécie. V dalSej podkapitole sa budeme snazit vytvarat
vlastné siteswapy jednoduchymi operaciami. Aby sme si dokazali rychlo skontrolo-
vat, ¢i je nami vytvoreny siteswap mozné zonglovat, ukidzeme si eSte predtym zopar
jednoduchych grafickych sktsok spravnosti, bezprostredne plyntcich z predchadza-

jucej Casti. Samotni zongléri tieto skusky casto pouzivaju.

1.3.1 Zakladny diagram

Zakladny diagram (Obrazok 14)13 pouzivame intuitivne uz v predoslych od-
stavcoch. Jeho vytvorenie je velmi jednoduché, body na pomyselnej priamke s ce-
lo¢iselnou osou uréujic ¢as (tdery), obluky oznacuju hody. To priamo odpoveda

vlastnosti (i) a (ii) prostého zonglovania.

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
13 11 9 7 5 3 1 13 11 9 7 5 3 1

Obr. 14: Siteswap db97531 o siedmich loptickach s vyznacenim priesecnikov s orbi-
tami lopticiek.

Ak do bodu (tderu ¢) vedie oblik (dopadne lopti¢ka), musi z neho oblik aj vyché-
dzat (lopticka je vyhodena do vysky h; a dopadne do tderu ¢ + h;). Ak do bodu
ziaden oblik nevedie, ziaden oblik z neho nevychadza (h; = 0). Do kazdého bodu
vedie nanajvys jeden obliuk. Tym je splnena aj vlastnost (iii).

Kazdy oblik odpovedéa trajektorii (orbite) jednej lopticky. Trajektoria je suvisla, ob-

liky na seba navizuja.

3 Priloha A - /siteswapy/06_db97531.jml
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Ak prelozime grafom zvisla priamku, neprechadzajicu priese¢nikom dvoch oblikov,
tak pocet priesecnikov danej priamky s oblikmi nam urcuje pocet lopticiek daného
zonglovania.

Ak existuje priese¢nik dvoch oblukov, tak lopticky prechédzaju rovnakou vyskou.
Lopticka, ktord prechadza c¢asfou oblika dalej od osi prechadza vyssie.

Graf je velmi uzitocny pri rieseni matematickych problémov, avSak len pre kratke
postupnosti, nakolko st iidery na priamke.

Pre praktické Zonglovanie dvomi rukami je vSak graf pomerne fazko ¢itatelny, ne-
poukazuje na, pre zonglérov, podstatné idaje, ako napriklad, do ktorej ruky lopticka

dopadé (parne/nepéarne hody).

1.3.2 Rebrikovy diagram

Grafické znazornenie zonglovania, ktoré je pre Zon- 7
gléra velmi intuitivne, ndm podéava rebrikovy diagram 49
(Obrazok 15)*. Zonglovanie zobrazujeme na dvoch 4
priamkach, ktoré reprezentuju ¢asové osi iderov pre hody h .
v oboch rukach. Cas plynie zdola hore a prechadzame 24
udery pravej a lavej ruky, pricom tusecky znacia hod a

do druhej ruky (o neparnej vyske) a obliky hod do ruky 491
tej istej (o parnej vyske).
7 kazdého bodu, do ktorého vchadza tsecka alebo obluk

44

hodu, vychadza tisecka alebo oblik hodu nasledovného. a
Ak do bodu nevchadza ziaden hod, ziaden z neho ani ne- Obr. 15: Rebrikovy dia-
vychadza. Kazda lopticka ma teda zrejme vlastna spojita gram siteswapu 74414.
trajektdriu vytvorent z oblikov a tseciek. Ak pretneme rebrikovy graf horizontalnou

priamkou, neprechadzajicou priesecnikom tseciek, alebo oblikov reprezentujtcich

hody, tak pocet priesecnikov s grafom je rovnaky ako pocet lopticiek.

“Priloha A - /siteswapy/07_74414.jml
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Rebrikovy graf je velmi nazorny pre zonglérov prave kvoli tomu, Ze rozliSuje hody
z oboch rik. Stred tsecky, ¢i obliku je najvyssim bodom v danom hode. Rebrikovy

. , il N . L . 15
diagram pre nas bude uzito¢nou pomockou pri vytvarani vrkocov ".

1.3.3 Cyklicky diagram

Cyklicky diagram (Obrazok 16a) 10 je grafické zobrazenie Zonglovania, ktoré sa d4
jednoducho interpretovat v tedrii grafov. Je preto z matematického hladiska zauji-
mavy a my sa mu budeme tieZ venovat v SirSich stuvislostiach. Diagram nam vo svojej
zékladnej forme zobrazuje generator zonglovacej postupnosti. Zostavenie je podobné
ako u zadkladného diagramu. Na rozdiel od priamky ho vsak zobrazujeme na kru-
znici. Body na kruznici odpovedaji tiderom. Budeme ich nazyvat vrcholy a ich po-
et je rovny dlzke periddy p. Zvolime si ader 1 a orientdciu'’. Hodom o vyskach h;
priradime orientované Sipky - hrany, zacinajice v danom vrchole V; prisliichajicemu
tderu i € {1,...,p} a konciace vo vrchole V}, ;. V konstrukeii siteswapu sme uvazo-
vali interval aderov {0,...,p — 1}, aby sme s tym neboli v rozpore, tak stotoZnime
tidery 0 a p. Ak hod presiahne dizku periédy, postupujeme dalej po kruznici. Koncovy
vrchol hrany bude teda vrchol Viy, i) mod p na kruznici. DIzkou hrany z vrcholu V;

je ¢islo h; mod p.

(1) (Y
{/ ;\\‘/ NS | /77\\ /\\7 /
N \ \_/ \
\/ A \/ N
\_/ N
\’/;\\ \’/77\\
A AT
\_/ \_/

(a) Cyklicky diagram site-

swapu 63641.

(b) Generétor siteswapu
63641.

Obr. 16

Byig kapitola Zonglovacie vrkode.
Priloha A - /siteswapy/08_63641.jml, /siteswapy/08_gen_13141
17 i S . : , s

V texte pouzivame orientaciu v protismere hodinovych ruciciek.
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Aby sme zabezpedili podmienku (iii) z vlastnosti prostého zonglovania, musi opit
platit, Ze ak z jedného tderu - vrcholu hrana vychédza, musi doni hrana aj vchéa-
dzat. To plati v tomto pripade aj pre nulové hody (hod je reprezentovany sluckou
vychadzajicou aj vchadzajucou do toho istého uderu). Do kazdého bodu cyklického
diagramu vchadza prave jedna Sipka a jedna sSipka z neho vychadza.

Kazda orbita siteswapu (takze i generatoru) tvori v diagrame cyklus, pricom sluc¢ku
povazujeme tiez za cyklus. V dalSom vyklade bude nutné precizne rozlisit cyklicky
diagram a generator. Kazdému cyklickému diagramu vieme jednoznacne priradit ge-
nerator. Generator je vSak nezavisly na otoceni (posunuti v ¢ase) a preto mu prinalezi
cela trieda cyklickych diagramov, ktoré sa liSia len otocenim. V grafickom znézorneni
preto generator zobrazujeme ako rovinny orientovany graf, ktory pozostava len z cyk-

lov (Obrézok 16b). Cyklicky diagram ma navysSe ocislované vrcholy (Obrazok 16a).

1.3.4 Cyklicky diagram s ohodnotenymi hranami vyskami hodov

To, ze cyklicky diagram zobrazuje len generator sa modze v niektorych aplika-
cidch, najmi v praktickom Zonglovani, javit ako zdsadné nevyhoda voéi ostatnym
znézorneniam. Uvedieme si ohodnotenie hran diagramu, ktoré ndm ulah¢i précu.

Ohodnotenie znazortiujeme popisom na hrane.

Aby sme jednoznacne zobrazili cely siteswap, ohodnotime kazdu hranu zadci-
najicu vo vrchole V; vyskou hodu h;. Siteswap je rovnako ako generator nezavisly
na otoceni grafu, preto ho zobrazujeme s neoznacenymi vrcholmi. Takyto diagram
nam podava navysSe informéciu o presnych vyskach hodov. Vdaka tomu mozeme
analyticky spocitat pocet lopticiek kazdej orbity, a tiez celkovy pocet lopticiek site-
swapu. Vezmime si jeden uzavrety cyklus v diagrame, vsetky ostatné hody zmenime
na nulové. Ostal ndm cyklus, ktory reprezentuje aspon jednu orbitu a stale je zonglo-
vacou postupnostou, nakolko nulové hody tvoria v diagrame slucky. Pomocou vety

o aritmetickom priemere spocitame pocet lopticiek b opisujucich rovnaké orbity.
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Obr. 17: Cyklicky diagram 63641 s hranami ohodnotenymi vyskou hodu.
Priklad 1.8 (Obrazok 17). V cyklickom diagrame siteswapu 63641 mame 2 cykly'®.
Pomocou vety o aritmetickom priemere spocitame pocet prekryvajacich sa orbit.
V cykle prechadzajicom vrcholmi 1 — 2 — 5 spocitame sticet hodndét hran a ostat-

nym hrandm priradime hodnotu 0. Pocet orbit v danom cykle je

b(O') = G300 — o

Rovnakym spdsobom dopocitame pocet prekryvajicich sa orbit cyklu nad vrcholmi

3 a 4. Dostavame
IT\ _ 040404644 _ :
b(O") = R = 2 orbity.
Celkovy pocet lopticiek daného siteswapu je b(O") + b(O") = 4.

Cyklické diagramy st vybornym prostriedkom pre hladanie generatorov zonglo-
vacich postupnosti o danej periéde. Na vytvorenie generdtora nam staci pospéajat
vrcholy hranami tak, aby sme splnili podmienku jednej vchédzajicej a vychadzaju-
cej hrany. NavySe ich nakreslenie je velmi jednoduché a rychle pre akokolvek dlhé
zonglovacie postupnosti. Nevyhodou je, ze pocet lopticiek u vSeobecného siteswapu
nie je okamzite viditelny. Tento nedostatok, vSak vieme lahko odstranit ohodnote-
nim hran. Pre zongléra je nevyhodou aj to, ze priamo nevidi, z ktorej ruky prave
vyhadzuje lopticku. Ak na zmenu vopred neupozornime, tak v dalsich aplikidciach

vyuzivame ohodnotenie hran pomocou ich vysky.

"®Priloha A - /siteswapy/08_01_63641.jml, siteswapy/08_02_63641.jml
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1.4 Generovanie siteswapov

Bruce ,,Boppo“ Tiemann pri komentovani vzniku siteswapu hovori o tom, Ze slovo
siteswap (z anglického , site“: strana a ,swap“: zamenit) pochadza z pozorovania tri-
kov, pri ktorych sa meni poradie, v akom lopticky dopadaju do ruk. Ako priklad
uvéadza siteswap 531, kde méame tri farby lopti¢iek: modri, ¢ervent, zelent. Modrt
vyhodime do vysky 5, nasledne ¢erventt do vysky 3 a zelent do vysky 1. Na dalsi
uder je na rade zelenad do vysky 5, ¢ervena do vysky 3 a napokon modra do vysky 1.

Vidime, ze poradie lopticiek sa nam obratilo.

1.4.1 Operacie so siteswapmi

V nadchadzajicej Casti si ukazeme, ako zonglovacie postupnosti vytvarat obme-
nou uz znamych postupnosti pomocou operacii. Nasledne, vdaka takto definovanym
operaciam pouzijeme takzvany vyhladzovaci algoritmus na generovanie vsetkych zon-

glovacich postupnosti o nami zvolenych podmienkach.

Veta 1.8 (Zémena stran® | (16), s. 19). Nech h = {h;}2_4 je postupnost nezdporngch
celijch ¢isel dlzky p > 2.4 a j si tddery v danej postupnosti také, Ze ¢(i) > j. Potom
pre novi postupnost x, v ktorej je vyska hodu na ider i rovnd xr; = h;+j —1i a vyska

hodu na tder j rovnd x; = h; +1i — j, plati ekvivalencia:
(i) x je siteswapom prdve vtedy, ked’{hk}ﬁ;é je siteswapom.
(ii) Aritmeticky priemer x je rovnaky ako aritmeticky priemer h.
(111) Pocet lopticiek Zonglovanych v x je rovnaky, ako pocet lopticiek pre h

a takto definovani operdciu nazyjvame zamena stran v uderoch i a j.

priloha A - /siteswapy/09-531.jml

20Glovom siteswap oznacujeme Zonglovaciu postupnost (tak ako aj zonglérska komunita v prak-
tickom Zzonglovani), v niektorej literattre sa tak oznacuje aj operacia, ktor v tomto texte nazyvame
zamena stran.
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Dokaz. (i) je zrejmé tvrdenie, staci si uvedomit, ze x; +4i = h; +j a x; +j = h; + 1.
(ii) plynie zo vztahu h; + h; = (h; +j — i) + (h; +i — j) = x; + x;. (iii) je zrejma

z (ii), kedZe pri zachovani aritmetického priemeru je pocet lopti¢iek rovnaky.

T (4
NI N

)

Obr. 18: Zamena stran 2. a 5. hodu. Hodom na tdery 2 a 5 sme zamenili tdery,
v ktoré dopadnu.

Priklad 1.9 (Obrazok 18*'). Nech je dany siteswap 4567123. Prevedieme zdmenu

stran v aderoch 1 a 4.

01 2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6
_)

4 5 6 7 1 2 3 4 4 6 7 2 2 3

Veta 1.9 (Cyklicka zamena, (16), s. 19). Nech h = {h,}'_0 je postupnost nezdpor-
nych celych cisel diZky p > 2. Pre postupnost o' = hy_1hohy ... h,_o plati ekvivalen-

cla:

(i) z’ je siteswapom prave vtedy, ked’{hk}i;é je siteswapom.

(ii) Aritmeticky priemer 2’ je rovnaky ako aritmeticky priemer h.
(iii) Pocet lopticiek Zonglovanych v o' je rovnaky, ako pocet lopticiek pre h.
A takto definovani operdciu nazyvame cyklicka vymena.

Dokaz. (i) plynie zo skisky permutécie, (ii) a (iii) st zrejmé. O

*'Priloha A - /siteswapy/10.1.4567123.jml, /siteswapy/10_2_4467223.jml
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Cyklickd zdmena nam dovoluje zacat siteswap ktorymkolvek hodom. Cyklické
diagramy zonglovacich postupnosti su pri cyklickej zamene rovnaké.
Priklad 1.10 (Obrazok 19%%). Cyklickd zdmena siteswapu 6824.

0 1 2 3 0 1 2 3
_>

6 8 2 4 8 2 4 6

/7\

r// \
k\;,,},/‘j \/\ /

8/_?;\‘ / \64 "/ B \‘ / \/_2\/ \
Qf/ i/ N \ /\6—/\ /
3 7N

N/ 4
\ /

Obr. 19: Cyklickd zamena. Sposobuje otocenie diagramu.
Veta 1.10 (Vertikdlna zdmena, (16), s. 23). Nech h = {hk}i;é je postupnost ne-

zapornych celych éisel, d je celé cislo také, Ze d > —min(hy, ..., hy). Postupnost h
je Zonglovacou postupnostou prdve vtedy, ked h' = {h; + d}i;é je Zonglovacou po-
stupnostou. Takto definovani zdmenu medzi h a b nazjvame vertikdlna zamena

o velkosti d.

Dokaz. Vertikdlna zdmena je priamym dosledkom skusky permutacie. O]
V praxi si tak pri¢itanim konstanty d vieme vytvorit novy siteswap. Pocet lopti-

¢iek sa podla vety o aritmetickom priemere zmeni o velkost d.

Priklad 1.11 (Obrazok 20%*). Vertikilna zdmena siteswapu 67895 o velkosti —3 vy-
tvara siteswap 34562. Zo siteswapu pre 7 loptic¢iek sme vytvorili siteswap pre 4 lop-

ticky.

**Priloha A - /siteswapy/11_6824.jml
*3Priloha A - /siteswapy/12.1_67895.jml, /siteswapy/12_2_34562.jml
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Obr. 20: Vertikalna zamena. Vytvara otoceny diagram.

1.4.2 Vyhladzovaci algoritmus

Vytvorili sme si dostatok nastrojov na to, aby sme plynule prechadzali medzi si-
teswapmi. Vezmime si teraz lubovolnt Zonglovaciu postupnost o dlzke p, na ktori po-
trebujeme n loptic¢iek. Budeme sa snazit ju upravovat do nejakého zékladného tvaru
tak, aby sa nadm pocet lopticiek, ani periéda nezmenili. Cyklickd zamena, ani za-
mena stran nam pocet lopticiek, ani periédu nijak neovplyvnili, takze ich mozeme
Tubovolne pouzivat. Za zakladny tvar si vezmime konstantni postupnost (fontanu,
alebo kaskadu) o periéde p. Ukézeme si algoritmus, ktory ndm dant Zonglovaciu
postupnost ,,vyhladi“ do tohto tvaru. Navyse, ked si uvedomime, Ze zdmena stran
sa d& pouzit aj naopak a cyklickd vymena aplikovanim p krét posunie postupnost

do povodného stavu, zistime, Ze dosledkom tohto algoritmu je nasledovna veta:

Veta 1.11 (Veta o generovani vietkych zonglovacich postupnosti, (16), s. 21). Zon-
glovacia postupnost moze byt prevedend na akukolvek Zonglovaciu postupnost o rov-

nakom pocte lopticiek a diZke pouZitim operdcii zamena stran a cyklickd vymena.

Dokaz. Plynie priamo z viet o zdmene stran a cyklickej zdmene pri pouziti Vyhla-

dzovacieho algoritmu popisaného nizsie. O]

Vyhladzovaci algoritmus ((16), s. 20)

Majme dant vstupni postupnost h = {hk}i;é nezapornych celych ¢isel o dizke p > 1.
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1. Ak A je konStantnd postupnost, ukon¢i program a vystupom je tato postup-

nost. Inak pokracuj

2. preved cyklické zameny tak, aby hod s najvic¢sou vyskou bol na tder 0 a hod
s mensou, nez najvacsou vyskou bol na uder 1. Ak sa vysky hodov hg a h; lisia
len o 1, ukondi program a vystupom je tato postupnost, ktora nie je siteswapom.

Inak pokracuj

3. preved zdmenu stran hodov hy a h; a h prepi$ na nova postupnost. Vrat sa

na krok 1.

Dokaz funkcénosti algoritmu. Konecnost algoritmu je zaistena krokom 3, nakolko za-
mena stran znizuje vysku najvyssieho hodu. Ak je na vstupe dana Zonglovacia po-
stupnost tak zo zavedenia zadmeny stran a cyklickej zdmeny plynie, Ze na vystupe
bude taktiez Zonglovacia postupnost (plynie z (i) vo vetach o zdmene stran a cyk-
lickej zdmene) o rovnakej dizke a pocte lopticiek (plynie z (ii) vo vetach o zdmene
stran a cyklickej zadmene). Rovnako, ak je na vstupe nezonglovacia postupnost, tak aj

na vystupe dostaneme postupnost nezonglovaciu. O

Priklad 1.12. Vezmime si napriklad postupnost 4174** dlzky 4.

4174 — 7441 — 5641 — 6415 — 5515 — 5155 — 2455 — 5245 — 3445 — 5344 —
4444

Algoritmus prebehol do konca a zistili sme, Ze na vstupe bola Zonglovacia postupnost

o 4 loptickach.

Priklad 1.13. Vezmime si postupnost 124. Je zjavné, Ze nebude Zonglovacou, kedze
nespliia ani nutnt podmienku celo¢iselného aritmetického priemeru.
124 — 412 — 232 — 322

Na vystupe sme dostali nekonstantni postupnost, ¢o je o¢akavany vysledok.

**Priloha A - /siteswapy/13_4174.jml

29



Vygenerujme si teraz vietky zonglovacie postupnosti pre 3 lopticky® s perié-
dou 3 (Obrazok 21). Vezmime si najvyssi mozny hod pre n lopti¢iek v siteswape peri-
6dy p. Bude nim hod n-p v postupnosti (n-p)00...0. V nasom pripade je to siteswap
900. Zacneme najvyssim hodom a postupnym prevadzanim zameny stran a cyklic-

kych zdmen prejdeme vSetkymi moznostami, az po vyhladent postupnost 333.

Obr. 21: Graf prechodu vsetkych moznosti Zonglovacich postupnosti pre 3 lopticky
na peridode 3. Jednotlivé vrcholy st Zonglovacie postupnosti, hrany spajaju mozny
prechod medzi postupnostami uZitim zameny stran a cyklickych zémen.

1.5 Pocet Zonglovacich postupnosti

Jednou z hlavnych otazok v matematike zonglovania je pocet vSetkych zonglova-
cich postupnosti, ktoré moze zonglér predvadzat. Pocet lopticiek, dlzka Zonglovacej
postupnosti, maximalna vyska hodu. To vSetko ovplyviiuje vysledok tejto tilohy. Sa-
mozrejme, ak by sme neobmedzili ani jeden z tychto vplyvov, odpoved by bola neko-

necno. Ak by sme obmedzili len jeden faktor, stale by existovalo nekonec¢ne vela mo-

*Priloha A - /siteswapy/18_3lopticky/
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znosti (v pripade vynechania trividlnych moznosti ako pocet lopti¢iek 0 a podobne).
Rovnako, vysledok nekonecno obdrzime, ak by sme obmedzili maximalnu vysku hodu
a pocet lopticiek (opit vynechame trividlne moZnosti). Pokiisme sa najprv spocitat

pocet vsetkych generatorov.

1.5.1 Vlastnosti generatorov zonglovacich postupnosti

V tejto podkapitole si uvedieme niekolko dalsich zaujimavych vlastnosti cyklic-
kych diagramov a generatorov a ukazeme si ako spocitat pocet vSetkych generatorov

zonglovacich postupnosti pre dani periodu.

Pri zostavovani zonglovacej postupnosti sme vyuzili permutacie aby sme spl-
nili podmienku dopadu jednej lopticky v jeden tder. Vdaka cyklickym diagramom
poukazeme na hlavni rolu permutéacie v zonglovani. Prosté zobrazenie konecnej mno-
ziny X do seba sa nazyva permutacia mnoziny X. Nech je X mnozina vrcholov
cyklického diagramu. Hrana diagramu priradi jednoznac¢ne kazdému zaciatocnému
vrcholu nejaky koncovy vrchol. V tomto ponimani moZeme brat cyklicky diagram
ako grafické znazornenie permutécie. Cyklom danej permutacie nazyvame postup-
nost prvkov Vi, ..., V,, pre ktoré plati n(V}) = Vo, n(Vy) = Vs, ..., w(V},) = V4. Sa
to teda vrcholy prepojené hranami. Kazdi permutéciu vieme rozlozit na disjunktné

cykly a pomocou cyklov ju zapisaf.

Priklad 1.14 (Obrazok 22°%). Cyklicky diagram siteswapu 97531 (s ohladom na po-

radie hodov) znézornuje permutéciu

1 2 3 45
5> 4 3 21

ktort zapiSeme pomocou cyklov ako (15)(24)(3).

*Priloha A - /siteswapy/14.97531.jml
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Obr. 22: Cyklicky diagram siteswapu 97531.

Pocet vsetkych cyklickych diagramov o n vrcholoch spoc¢itame ako pocet n-prvko-
vych permutécii. Je ich preto n!. Pocet permutécii n objektov rozlozenych do m orien-
tovanych cyklov dokdzeme spoéitat pomocou Stirlingovych ¢isel 1. druhu®’. Budeme
ich znacit S;(n, m). Stirlingové ¢islo teda udéava pocet cyklickych diagramov na n vr-
choloch obsahujtucich m cyklov. V Tabulke 1 st uvedené Stirlingove ¢isla 1. druhu

pre niekolko zaciato¢nych hodnét.

| 1[2][3]4]5].m
1] 1
211
3231
1] 6 |11 I
52450 | 35|10 1
n

Tabulka 1: Stirlingove ¢isla 1. druhu S;(n,m).

Cisla S;(n, m) mdzeme zadaf pomocou rekurentného vztahu:

Si(n+1,m) =nS;(n,m) + Si(n,m —1).

.....

me graf o n vrcholoch o dalsi vrchol V' na pozicii n + 1, tak V' sa bude nachadzat
bud v nejakom cykle, alebo sdm bude tvorit cyklus (slucku). Mame préve n moznosti
ako ho vlozit za niektory z n vrcholov grafu. Ak je novy vrchol sluckou, tak sdm tvori
m - ty cyklus a staci ndm ho priradit ku grafu o n vrcholoch a m — 1 cykloch, preto

Si(n,m — 1). Spolu dostavame S;(n + 1,m) = nS;(n,m) + S;(n,m — 1).

*"Pouzivame Stirlingove ¢isla v absolitnej hodnote.
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Obr. 23: S;(4,2) vytvorené z S(3,2) a S1(3,1).
Stucet Stirlingovych éisel 1. druhu pre n prvkov cez vetky cykly m je velmi jedno-

duché spocitat.
Veta 1.12. Plati, Ze

Z Si(n,m) =nl.

me{l,...,n}
Dokaz. Dokaz je trividlny, staci si uvedomit, ze s¢itame pocet n-prvkovych permu-
tacii cez vSetky rozlozenia do m cyklov. Celkovo ich musi byt rovnako ako vsetkych

n-prvkovych permutécii, teda n!. n

Zamyslime sa nad tym, ¢o sa stane ak zmenime orientaciu vSetkych hran v da-

nom diagrame (Obrazok 2428). Dostaneme novy cyklicky diagram, a teda aj novy

*®Priloha A - /siteswapy/1523122.jml, /siteswapy/15_33342.jml
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generator zonglovacej postupnosti. Nazvime ho opa¢nym generdtorom zonglovacej
postupnosti. Opac¢ny generator ziskame ako osovo stimerny obraz pévodného dia-

gramu.

Definicia 1.8. Nech g je generator zonglovacej postupnosti. Opacnym generdtorom g~
nazyvame generator, ktorého cyklicky diagram ma orientaciu vSetkych hran opacni

ako g.

\ /

Obr. 24: Generator 23122 a jemu opac¢ny generator 33342.

Pomocou opac¢nych generatorov mozu zongléri generovat siteswapy pomerne jed-
noducho a rychlo. Sta¢i nakreslit jeden generator a nésledne otocit vsetky hrany
diagramu, dostaneme tak rovno 2 generatory. Pocet cyklov v generatore a opacnom
generatore bude zrejme zhodny. Kazdy generator je Zonglovacou postupnostou a na-
kolko kazdy cyklicky diagram je reprezentovany nejakym generatorom, tak aj opac¢ny

generator bude Zonglovacou postupnostou.

Veta 1.13. Podiel sictu hodov generdtora g a opacného generdtora g~ ' s dizkou

periddy p generdtora je celociselny a rovny nanajvys dizke periody.

Dokaz. Nech p je periéda generatora g. Ku kazdej nenulovej hrane v cyklickom
diagrame existuje hrana opa¢nd. Ak méa hrana v ¢ dlzku k, tak hrana opacna
mé dlzku n — k a ich stéet k + (n — k) = n. Pocet nulovych hran generatora g
oznatme z. Stcet vietkych hodov g a g~ je n(n — z) a celkovy podiel je

nn—z _ .

n
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Veta 1.14. Podiel sictu hodov generdtora g a opacného generdtora g ' s dlzkou

periody p je rovny p — z, kde z je pocet nulovych hodov generdtora g.
Dokaz. Plynie bezprostredne z dokazu predoslej vety. O

Generator je reprezentant cyklickych diagramov, ktoré su identické az na oto-
¢enie. Pre niektoré diagramy plati, Ze zmenou orientacie hran na opacnt a otoce-
nim ziskame diagram pévodny. Pre generator reprezentujuci takyto diagram plati
g ~ g ', kde ~ znamen4, 7e jeden generator vieme previest na druhy cyklickou

zémenou (Obrazok 25°).

Definicia 1.9. Samodruznym generatorom nazyvame generator g, pre ktory plati

A v
e

Obr. 25: Samodruzny generator 1223.

-1
g~g

Vsetky generatory, ktoré pozostavaju zo sluciek a dvojcyklov st zrejme samod-
ruzné. Pomocou generdtorov a opacnych generdtorov vSak nie je mozné vyskiumat
pocet vSetkych moznosti. Ak by sme mali napriklad dva cykly, kazdy aspon o troch
prvkoch, tak st 4 moznosti ich vzajomnej orientacie. Aj tato myslienka sa da gene-
ralizovat. Pre m cyklov, kazdy aspon o troch prvkoch je 2" moznosti ich vzdjomnej

orientacie (Obrazok 26).

1.5.2 Burnsideova veta

Aby sme spocitali pocet vsetkych generatorov zonglovacich postupnosti, bude vhodné

reprezentovat ich cyklickymi diagrammi. Nésledne nasadime algebraické néastroje

*'Priloha A - /siteswapy/16_1223.jml
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Obr. 26: Vzajomné orientacie dvoch trojcyklov.

na vypocet vSetkych diagramov. V nasledujucich riadkoch nebudeme uvadzat do-
kazy vSetkych viet ani prisne definovat pojmy, to nie je cielom tohto textu, ide ndm
v podstate o intuitivne pochopenie a efektivne vyuzitie algebraického aparatu. Ci-
tatelovi so zdujmom o doslednejsi pristup doporucujeme napriklad Zaklady algebry

od Davida Stanovského (18), ktorymi bol inSpirovany aj nas postup.

Uvedme si pre zaciatok motivaény priklad, ktory na prvy pohlad so Zonglovanim

vobec nesuvisi, no pomoze nam pri interpretacii zlozitejsich pojmov.

Priklad 1.15 ((18), s. 102). Nech je dana Sachovnica 2 x 2. Zistite, kolkymi spo-
sobmi je mozné ofarbit policka Sachovnice dvomi farbami. Dve ofarbenia st totozné,
ak je mozné jedno z druhého dostat otodenim Stvorca.

Priklad sa d4 vyriesit velmi jednoducho zakreslenim vSetkych moznosti (Obrazok 27).

(L

Obr. 27: Ofarbenia Sachovnice 2 X 2 dvomi farbami.

S tymto rieSenim sa samozrejme neuspokojime. Poktsme sa najst vSeobecny po-
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stup pri rieSeni podobnych tloh. Asi nikomu by sa totiz nechcelo vykreslovat vSetky

moznosti pre Sachovnicu 4 x 4 ofarbent tromi farbami.

Mnozinu vsetkych ofarbeni dvomi farbami Stvorca z prikladu pomenujme X.
Uvazujme mnozinu symetrii G, ktoré zachovavaju Stvorec, a teda je mozné nimi vy-
tvorif jeho rovnaké ofarbenie. V naSom pripade® st to identita a otodenia o g, , 3%.
Definujme grupu G = (G, S 1), ktorej prvkami buda dané rotacie, s operaciou
skladania rotacii, opa¢nym prvkom otocenim o opac¢ny uhol a identitou ako jednot-
kovym prvkom.

MézZeme si predstavit, ze prvky grupy G hybu prvkami mnoziny X, inak povedané:
otacaju jednotlivé ofarbenia Sachovnice. Hovorime, ze grupa G posobi na mnoZine X.
Zavedme dalej relaciu ekvivalencie ~ na X tak, ze pre z,y € X jex ~y, ak dg € G
také, ze g(z) = y. Dva prvky st teda ekvivalentné ak je jeden mozné dostat pomo-
cou otocenia druhého. Mnozinu X vieme takto rozlozit na triedy ekvivalencie, ktoré

. 31 vz
nazveme orbity” a znacime

[z]={ye Xz ~y}

V nasom priklade ndjdeme celkovo 6 orbit, do ktorych sa mnozina vSetkych ofarbeni

rozpadne (Obrazok 28). Ak pre nejaky prvok x € X plati, Ze g(x) = z pri akcii

Obr. 28: Orbity ofarbenia Sachovnice 2 X 2 dvomi farbami.

30V zadani motivaénej lohy je uvedené, Ze totozné ofarbenia je mozné dostat otoéenim. Rovnako
to bude aj pri vysetrovani pripadov v cyklickych diagramoch. Pri vic¢sej vSeobecnosti by sme vsak
mohli tlohu jednoducho rozsirit aj o dalsie symetrie.
31 o . . o . . . .
Upozortiujeme na to, ze pojem orbita je na tomto mieste v inom zmysle ako orbita zZonglovacej
postupnosti (vid Definicia 1.6).
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(pdsobeni) nejakého prvku g € G, nazgvame ho pevngm bodom prvku g. Mnozinu

vsetkych pevnych bodov daného prvku g znacime
X, ={reX:g(x) =2z}

Identita zachovava vsetky ofarbenia, preto X,; = X. Pocet pevnych bodov zachova-
nyrch pri posobeni identity je | X4 = | X| = 2* = 16.

Otocenie o 7 zachovava ofarbenie vSetkych poli¢ok jednou farbou (¢iernou i bielou)
a ofarbenie diagondlnych policok (taktiez 2 moznosti) a | X;| = 4.

Otocenia o g a 3% st zachované len pri jednofarebnych ofarbeniach. Preto | X« | =

Xo| = 2.

vl

Kone¢ne mame zavedené vSetky pojmy na to, aby sme mohli sformulovat Burn-

sideovu vetu, vdaka ktorej dokdzeme tlohy podobného typu vyriesit.

Veta 1.15 (Burnsideova, ((18), Veta 19.4.)). Ak pdsobi konecnd grupa G na konecni

mnozinu X, potom

1

geG

kde X/~ je mnoZina vietkych tried ekvivalencie ~ (orbit).

Tvrdenie mozeme prelozit v priklade takto: ,Pocet roznych typov ofarbenia
je rovny priemernému poc¢tu pevnych bodov pri pdsobeni otoceni z grupy G*“. Rie-
Senie tlohy pouzitim Burnsideovej vety si na zaver znézornime v prehladnej tabul-

ke (Tabulka 2).

Dosadenim do vzorca dostavame pocet moznych ofarbeni:

1
—(1 2-244)=6.
1+2—|—1(6+ +4) =06

1.5.3 Pocet generatorov zonglovacich postupnosti

Pocet vsetkych generatorov spocitame pomocou Burnsideovej vety. Ozna¢me mno-

zinu vsetkych cyklickych diagramov Zonglovacich postupnosti danej dizky p ako X.
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g # | |X,]

or 1 4

Tabulka 2: V prvom stlpci st prvky grupy G, v druhom stipci pocet prvkov rovna-
kého typu, v tretom stipci je pocet pevnych bodov danych prvkov.

V reci tedrie grafov je X mnozina vsetkych rovinnych orientovanych grafov na p vr-
choloch, ktoré obsahuja len cykly a slucky. Dva cyklické diagramy sa ekvivalentné
ak jeden z druhého ziskame otocenim. To znamena, Ze posobiaca grupa G v nasom
pripade pozostava z otoceni o kz—ﬂ pre k € {0,...,p — 1}. Otocenia zna¢ime O k,
v pripade identity (pre k = 0) pfnechéme znacenie id. Budeme sa zaoberat hlada-
nim pevnych bodov pre dané otocenie. Pevnym bodom je kazdy diagram, ktory sa
pri danom otoceni nezmeni (nezmeni sa ani orientacia cyklov) pri zachovani poradia

vrcholov.

Priklad 1.16. Pre siteswapy o periéde 3 existuj prave 4 generatory. Ulohu mézeme

vyriesit opit jednoduchym vykreslenim vSetkych moznosti (Obrézok 29).

N N

~
J \,,/\ \,/\

N 2\ 2

(O @) ()

~ ‘/’*‘/ Ve ’\/

,//‘ J

/ /

G\ |
()
A/

“/" )
D
_/ \

Obr. 29: Generatory siteswapov o peridde 3.

N

Riesenie s vyuzitim Burnsideovej vety je nasledovné:

Grupa oto¢eni G pozostava z troch prvkov: {id, O 1, 2}.

Mnozina X, na ktort bude grupa G posobit pozostava zo vsetkych cyklickych dia-
gramov (Obrazok 30).

Pre id je kazdy diagram zaroven aj pevnym bodom. Pocet pevnych bodov identity
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Obr. 30: Cyklické diagramy o periode 3.
je tym padom |X;4| = | X| = 3. Pre obe rotécie O 1, 2 st pevnymi bodmi vSetky
diagramy, ktoré pozostavaju z rovnako dlhej hrany vychadzajicej z kazdého vrcholu.
Tie st prave tri: slucka, hrana dlzky 1 a hrana dizky 2. Preto plati | X, | = | X,| = 3.
Vytvorme opét tabulku pre nas vypocet (Tabulka 3):

g # | [ X]
id 1| 3!
O0L02| 2 3
Tabulka 3
Mozeme dosadit do vzorca a vypocitat pocet generatorov:
3l+2.
3+2-3 =4
3

Rovnakym spdsobom ako pre diagram o 3 vrcholoch by sme ale mohli pokracovat
pre Tubovolny graf o prvociselnom poéte vrcholov. Stadi si totiz uvedomit, Ze pevné
body pri akejkolvek rotacii roznej od identity st zachované len v pripade, Ze vSetky

hrany maji rovnaki dizku (Obrazok 31).

(@
@@@ 5 O]
® & O
P @ O

Obr. 31: Pevné body neidentickych rotacii pre diagramy o 7 vrcholoch.

Pozorovanie 1. Pocet generatorov dizky p, kde p je prvoéislo je (Tabulka 4)

pl+p-(p—1)
p

Pre zlozené cisla sa situacia znacne skomplikuje. UkéZeme si pouzitie Burnside-

=p-Dl+p-1

ovej vety pre diagramy o 6 vrcholoch. Vykreslenie vSetkjch moznosti tejto tlohy

by uz pozadovalo vyrazni davku entuziazmu a trpezlivosti.
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g # | 1X
1d 1 p!
OlL...,0p=1)|p—1] p

Tabulka 4
Priklad 1.17. Spocitajme pocet vSetkych generatorov periédy 6 (Tabulka 5).
Grupa rotacii G obsahuje id a otoc¢enia O 1,...,0 5.

Pre identitu je opit kazdy graf zaroven aj pevnym bodom, preto
| Xial = |X] =6l

Pre (9 1 st pevnymi bodmi vietky diagrami s hranami rovnakej dizky. Ak by sme to-
tiz oto¢ili graf pomocou O 1, tak v prvom vrchole musi byt rovnakd hrana, akd v iom
bola pred oto¢enim. V predoslom vrchole musi byt taktieZ rovnaka hrana ako pred oto-
¢enim. A toto plati pre kazdy vrchol. Tymto principom moézeme postupovat aj pre O 5,

staci si uvedomit, Ze to je O 1 v zdpornom zmysle.

| Xy = | X5] = 6.

®@ O© @ O

®
®
@

®@ © ® @
(a) ©2,04 (b) ©3
Obr. 32: Rozklady mnoziny vrcholov pre O 2,0 3,0 4.

Pre O 2 sa diagram rozdeli na dve trojice vrcholov: V; = {1,3,5} a V, = {2,3,6},
z ktorych musi smerovaf rovnaka hrana (Obrazok 32a). Hrana z prvého vrcholu
(respektive Tubovolného vrcholu z V) smeruje bud do V; alebo V;, a v oboch pripadoch
mé 3 moznosti kde skon¢i (Obrazok 33). Spolu je 2 - 3 moznosti umiestnenia hrany.
Tym sme ale vytvorili aj hrany z vrcholov 3 a 5. Potrebujeme este vytvorit hranu
z vrcholu 2 (respektive ITubovolného vrcholu z V;). T4 bude smerovat do mnoziny
vrcholov, v ktorej esSte nekonéi ziadna hrana (je to teda opa¢nd mnoZina oproti

prvému vyberu). Tu uz ostavaji len 3 moznosti vyberu koncového vrcholu. Spolu
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Pre Iubovolnt volbu V; — V; st dalSie 3 moznosti hrany z vrcholu 2 — V,
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Pre Iubovolnt volbu V; — V, st dalsie 3 moZnosti hrany z vrcholu 2 — V;

Obr. 33

dostavame 3 - 3 - 2 moznosti. Tym sme vytvorili aj hrany z vrcholov 4 a 6 a diagram

je kompletny. Rovnako by sa nam rozpadla mnozina vrcholov pre O 4. Preto
| Xo| = [X4] = 3.2

Pre O 3 rozlozime mnozinu vrcholov na tri dvojice: V; = {1,4},V, ={2,5} a V3 = {3,6}
(Obrazok 32b). Postupujeme podobne ako v predoslom pripade (Obrazok 34). Z vr-
cholu 1 vyberdame, do ktorej z podmnozin V;, V;, Vi bude hrana smerovat a v kazdej
podmnozine mame 2 moznosti vyberu koncového vrcholu. Rovnako dlh& hrana bude
vychédzat z vrcholu 4. Pre vrchol 2 mame uz len 2 moZnosti vyberu podmnoziny
a v kazdej podmnozine 2 vrcholy. Tym zaistime aj hranu vo vrchole 5. Pre 3. vrchol
a tym padom aj 6. vrchol ostala poslednd podmnozina a v nej 2 moznosti. Pevnych

bodov pre O 3 je celkovo™:
X5/ =(2-3)-(2-2)-2=2"-3!

Pomocou Burnsideovej vety spocitame pocet vSetkych generatorov:

6!+2~6+2-32-2!+23~3!_816_136
1+2+2+41 6

32 . . . . . 4 L. . ” . ,
Pravé strana rovnice sa dé prepisat aj ako 3-2%, no v stvislosti s dalsim postupom je uvedeny
zapis vhodnejsi.
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Vo=V, Vo=V
Pre Tubovolnu volbu V; — V; st dalSie 2 moznosti volby podmnozZiny vrcholov

pre hranu z vrcholu 2. Nésledne ndm ostavaji 2 moznosti pre volbu hrany z vr-
cholu 3.

&0 —0 (=0 0] NO)
o? e o ® ‘@ © Q@\\

@@ ©®—@ O--@ ®—@ ©—@
Vo=V Vo= 13
Pre Tubovolnt volbu V; — V, st dalSie 2 moznosti volby podmnoziny vrcholov

pre hranu z vrcholu 2. Nésledne ndm ostavaju 2 moZnosti pre volbu hrany z vr-
cholu 3.

@ ®\ Q? ®‘

@ @ @ -@
Vé -V
Pre Tubovolnu volbu V; — Vi st dalSie 2 moznosti volby podmnoziny vrcholov

pre hranu z vrcholu 2. Nésledne ndm ostavaji 2 moznosti pre volbu hrany z vr-
cholu 3.

Obr. 34

X,
6!
6
3%.9
2% . 3

g
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Tabulka 5
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Takyto postup mozeme zovSeobecnit a dokdzat vztah, ktorého autorom je Antti
Karttunen (8), avSak metdéda jeho postupu nam nie je zndma. Zadefinujme si vopred

eSte niekolko pojmov z tedrie grup.

Definicia 1.10. Hovorime, ze grupa G je generovand prvkom g € G ak jej nosna

mnozina G = {¢", n € N}.
Definicia 1.11. Grupa G sa nazyva cyklickd, ak je generovana jednym prvkom.

Grupa rotécii, s ktorou pracujeme je zrejme cyklicka, kedze je generované napri-
klad prvkom O 1. Zaroven je izomorfna aditivnej grupe Z,,, kde n je pocet prvkov
(dlzka periédy). Pre lepsiu nazornost si tak mézeme predstavit rotacie ako celé ¢isla
0,...,n —1, ich skladaniu v kladnom zmysle odpoveda operacia sc¢itania, v zapor-
nom zmysle operacia odc¢itania. Skladanie rotacii je zrejme komutativne. Grupa G

je teda abelovska.

Uvedomme si, ako sme spocitali v predoslom priklade pocet diagramov o 6 vr-
choloch napriklad pre rotaciu O 4 (Obréazok 32a). Jednoducho sme povedali, Ze tieto
diagramy zostavime rovnako ako pre rotaciu O 2. Rotacie O 2, O 4 a id tvoria podg-
rupu H grupy G generovantu O 2 alebo O 4. Prvky podgrupy st ,nasobkami® jeden
druhého a je teda zrejmé, ze budu uzavreté na operaciu skladania. Vo vSeobecnosti

mozeme uviest nasledovné tvrdenie, v ktorom vyuzijeme Bézoutovu rovnost.

Veta 1.16 (Bézoutova rovnost ((18), Veta 3.3.)). Pre kaZdi dvojicu prirodzengch

disel a,b existuji celé ¢isla u,v spliajice
NSD(a,b) = au + bv.
Veta 1.17 ((18), str. 86). Podgrupy grupy Z,, su prave aZ, ={az:z € Z,},a € Z.

Dokaz. Vdaka Bézoutovej rovnosti mame NSD(a,n) = au + nv = (au mod n)

a NSD(a,n) generuje podgrupu aZ,. ]
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Kazdéa podgrupa je tak generovand jednym svojim (nenulovym) prvkom, napri-
klad O 2 generuje podgrupu H v predoslom pripade. V cyklickych grupach totiz
plati:

Veta 1.18 ((18), Veta 15.5.). KaZdd podgrupa cyklickej grupy je cyklicka.

Definicia 1.12. Radom grupy G je pocet prvkov jej nosnej mnoziny. Znacime ho |G/|.
Definicia 1.13. Rddom prvku g v grupe G je pocet prvkov grupy generovanej tymto

prvkom. Znac¢ime ho ord(g).

Rad prvku ord(© 2) generujuceho podgrupu H v grupe rotacii nad mnozinou
{id,©® 1,...,0 b} je|H| = 3. Inak povedané, je to najmensie k také, ze k- O 2 = id.
Pre pocitanie radu prvku v cyklickych grupach sa pouziva Eulerova funkcia:

Definicia 1.14. Eulerova funkcia ¢(n) zna¢ipre n > 1 pocet Cisel intervalul, ..., n —1

nesudelitelnych s ¢islom n. Pre n = 1 definujeme ¢(1) = 1.

Veta 1.19 ((18), Tvrdenie 3.9.). Akn = p]flp];Q ... pFm e prvociselny rozklad islan > 1,
potom plati

o) =Py — Doy (e — 1) pkr T (g — 1).
Priklad 1.18. ¢(60) = <p(22 -3-5) = ol (2-1)- 30, (3-1)- 50. (5—1) = 16.

Veta 1.20 ((18), Déasledok 15.7.). Grupa Z,, obsahuje pre kazdé k také, Ze k|n prdve

(k) prvkov rddu k.

Vdaka tomuto tvrdeniu dokéZeme najst rotécie, ktoré maji rovnaké vlastnosti.
To znamena tie otocCenia, ktoré generuju rovnaké diagramy, a teda zachovavaju pocet

pevnych bodov.

Priklad 1.19 (Obrazok 35). Nech je dany cyklicky diagram o 60 vrcholoch. Zistite
pocet rotacii, ktoré zachovavaji rovnaky pocet pevnych bodov ako O 5.

Cislo 5 deli 60. Podla predoslej vety obsahuje grupa rotacii prave ¢(5) = 4 prvky.
St nimi {O 5, O 25,0 35, O 55}, ktoré generuji rovnaké podgrupy (Obrazok 35).
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Obr. 35: Podgrupa rotécii generovana {O 5, O 25,0 35, O 55}.
Po takejto dokladnej priprave dokdzeme spocitat pocet generatorov Iubovolne;j

periody.

Veta 1.21. Pocet generdtorov Zonglovacej postupnosti dizky p je:
o=, 30 (3) ()@
dlp
Dokaz. Nech je danéd grupa G pozostavajica z prvkov id, O 1,...,0 (p— 1) a mno-
zina X vSetkych cyklickych diagramov na p vrcholoch. Pri pésobeni grupy G na mno-
zinu X je X, mnozina pevnych bodov posobenia prvku g. Pouzitim Burnsideovej vety
dostavame pocet vsSetkych neidentickych cyklickych diagramov rovny

1 1
@Z |Xg| - EZ |Xg|-

geG geG
Postupujeme podobne ako v priklade pre generatory dlzky 6. Budeme hladat pevné
body pre dant rotéciu g. Kazda rotécia g, radu ord(g) = k ndm rozlozi graf na d = Z—lz
mnozin vrcholov. Vytvorenim hrany z 1. vrcholu si mézeme vybraf jednu z d mnozin
vrcholov a v kazdej z nich je £ moznosti, v ktorom vrchole hrana skonci. Pre prvy
vyber hrany mame k - d = p moznosti. Stcasne s prvou hranou vytvorime rovnaku
hranu z kazdého vrcholu v rovnakej rozkladovej mnozine. Pre vyber druhej hrany
z 2. vrcholu opét vyberame jednu z mnozin, do ktorych bude smerovat, v tomto
pripade nam ich ostalo volnych uz len d — 1 a v kazdej z nich opéf k& moZnosti konco-

vého vrcholu hrany. Rovnakym sposobom budeme pokracovat, az kym nevycerpame

vSetky hrany, celkovo teda d - krat. Spolu mame pre prvok g radu k

X, = kld! = Kk (%)' moznosti.
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Pocet prvkov rovnakého radu k spocitame pomocou Eulerovej funkcie ¢(k). Ak bu-

deme scitat vSetky prvky cez ich rad a dosadime do Burnsideovej vety, dostavame

Z—Qg;w = Yeb® (7)!

k|p

Prevedieme substitticiu &k = £ a dostdvame dokazovany vzorec
d

SNOTOE

Priklad 1.20. Ako sme mohli oc¢akavat, pocet generatorov bude pri zvic¢Sovani
periédy rast velmi rychlo. Silu vyjadreného vzorca si mozeme ukazaf na vysledku

pre spominanych 60 vrcholov grafu. Pocet generatorov periédy 60 je

138 683 118 545 689 835 737 939 019 720 389 406 345 907 623 657 512 698 795 667 111 474 180 725 129 470 672.
Pocet vsetkych cyklickych diagramov o 60 vrcholoch je 60!

8 320 987 112 741 390 144 276 341 183 223 364 380 754 172 606 361 245 952 449 277 696 409 600 000 000 000 000.

Podiel poctu diagramov a poc¢tu generatorov je priblizne 60, s odchylkou az na 39.

desatinnom mieste. To znamen4, Ze pocet generatorov je priblizne rovny 59!.

Na zéver este uvadzame tabulku vSetkych generatorov po periédu 5 (Obrazok 36),

ktort je mozné pouZzif pri vytvarani vlastnych siteswapov.
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1.5.4 Pocet zonglovacich postupnosti

Aj ked sa nam podarilo spocitat pocet generatorov pre dant periédu, tak apliko-
vat nas postup na vSetky zonglovacie postupnosti nie je jednoduché tloha. VyuZijeme
miesto toho Sikovni metédu za pomoci takzvanych zZonglovacich kariet. Rozmyslime
si vSak eSte predtym, aké obmedzujice podmienky je vhodné klast na siteswapy,
ktorych pocet chceme ziskat.

Ak mame dant Zonglovaciu postupnost dizky p, tak ohrani¢enim maximalnej vy-
sky hodu h dostavame nanajvys (h + 1)” moznosti, ¢o je pocet vSetkych p-tic vySok
hodov vratane nulového hodu. Maximalny pocet lopticiek bude zrejme podla vety
o aritmetickej postupnosti v tomto pripade h, kedZe postupnost s najvyssimi hodmi
by bola h...h.

Rovnako ohranicenim poctu lopticiek [ dostavame konecny pocet moznosti. Mozny
najvyssi hod by bol hod I-p v postupnosti (I:p)0. . . 0 a ako bolo uz ukézané, pre tento
pripad méme Zonglovacich postupnosti koneéne mnoho, nanajvys (I -p + 1)7.
Zafixovanim presného poc¢tu lopti¢iek ! pri postupnosti dizky p dostdvame taktie
samozrejme konecne mnoho moznosti. Je ich uréite menej ako moznosti pre maxi-
malne [ lopticiek.

Pocet zonglovacich postupnosti s ohrani¢enou dlzkou, po¢tom loptidiek a maximal-

nou vyskou hodu je tym padom taktiez konecny.

Oznac¢me pocet vSetkych siteswapov pre nanajvys [ loptic¢iek o periéde p ako
S(l,p). Na spocitanie presného vysledku pouzijeme princip Zonglovacich kariet (Ob-
razok 37). Zonglovaciu postupnost dlzky p o I loptickdch méZeme jednoznacne re-
prezentovat ako p-ticu zostavend z [ + 1 typov kariet a naopak, kazda takato p-tica
odpoveda zonglovacej postupnosti. Karty spolu vytvaraja diagram podobny tomu
zékladnému. Kazdé karta obsahuje prave jeden tider a vodorovné usecky, alebo ob-
liky smerom dole a hore, v celkovom pocte rovnakom ako pocet lopticiek (orbit).

Vsetky karty na seba navizuji. Do kazdého tideru moze viest len jedna orbita, a preto
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Obr. 37: Zonglovacie karty K,, K;, K, a K3 pre 3 lopticky.
moze mat kazd4a karta najviac jeden oblik zahnuty dole, do bodu oznac¢ujtceho tuder.
Oblik hore posuva lopticku vzdy o jeden stupen vyssie na nasledovnej karte. Uspo-
riadanie oblikov a priamok je na kartach nasledovné: najnizsie st po rade vsetky
obliky hore, potom nasleduje oblik dole a nad nim st vodorovné tsecky. Existuje (41
takychto kariet (sta¢i spocitat vSetky moznosti obliku dole a pric¢itat nulova kartu).
Nulovy hod bude obsahovat karta tsecéiek - nulova karta. Kazda iné karta obsahuje

nejaky hod.

Vytvorime na konkrétnom priklade z danej Zonglovacej postupnosti sibor Zon-

glovacich kariet.

GG e

5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

Obr. 38: Zakladny diagram siteswapu 12345 s vyznacenim priese¢nikov nad spatnym
oblikom z tderu 0.
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1 2 3 4 5

Obr. 39: Karty zonglovacej postupnosti 12345.

Priklad 1.21 (Obrazky 38 a 39). Vezmime si postupnost 12345. Na zakladnom
diagrame zistime kolko krat sa lopticka ,prepadla“ a ,stipla®. Pojdeme od daného
tderu (v Obrazku 38 vyberame tuder 0) naspét po obliku hodu, ktory prave dopadol
a poCitame priesecniky s ostatnymi oblikmi. Ak nami voleny obluk pretina iny oblik
a prechadza po spiatocnej ceste zvnuatra von, nakreslime cerveny bod, ak prechadza
do vnutra iného obliku, kreslime bod zeleny. S¢itame pocet ¢ervenych bodov ¢ a spo-
medzi kariet priradime danému tderu kartu K., ;. Hodu vysky nula priradime vzdy
kartu K.

Na uder 0 teda pouzijeme kartu K3, ideru 1 priradime kartu K, pokracujeme kar-

tami K3, KQ a Kg.
Nasledujtce vety plyni bezprostredne z predoslej konstrukcie.

Veta 1.22 ((16), s. 40). Pocet vsetkjch moznosti ako vytvorit Zonglovaciu postupnost
o dlzke p a nanajvys | loptickdch je:
S(l,p)=(1+1)
Vsimnime si, Ze ak by sme v kazdom fahu vybrali kartu obsahujicu aspor jednu
horizontalnu tsecku, nami vytvorena Zonglovacia postupnost by obsahovala menej

ako [ lopticiek.

Veta 1.23 ((16), s. 40). Pocet vsetkijch moZnosti ako vytvorit Zonglovaciu postupnost
o dizke p a l loptickdch je:

Slp)=5Up)—SU—-1p =1l+1)" =1
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V tomto vysledku st vsak stale obsiahnute moznosti, ktoré by zZongléra neuspo-
kojili. Pokusime sa teda nas vysledok vylepsit. V prvom rade obmedzime cyklicka
vymenu. Pre periodu postupnosti p jestvuje p cyklickych zamen danej postupnosti.
Taktiez nas nebudi zaujimat postupnosti, ktoré nie st vzorom. Napriklad 737373
je pre nas rovnaky siteswap ako jeho vzor 73*. Vietky minimalne podpostupnosti
nasej postupnosti st zrejme dlzky d takej, ze d deli p. M S(I, p) nazveme pocet vset-
kych minimalnych Zzonglovacich postupnosti bez cyklickej zameny dizky p o I lop-
tickach. Pocet vietkych Zonglovacich postupnosti dizky p o [ loptickach je rovny
suctu vsetkych takychto minimalnych podpostupnosti s pripoc¢itanim ich cyklickych
zamen. 7 toho plynie vztah:

S(lp)=(1+1—1"=> d-MS(l,d)
dlp
Pre vyjadrenie M S(l,d) pouzijeme Mobiovu inverziu:

Ak f a g st funkcie definované na N tak, ze
fp)=> g(d),¥peN

dlp
potom

p
gp) = u(5) f(d)
dlp
kde p je Mobiova funkcia:
1 ak g =1 alebo ¢ méa parny pocet rozdielnych prvociselnych delitelov

©#(q) =< —1 ak ¢ ma neparny pocet rozdielnych prvociselnych delitelov

0  ak ¢ obsahuje viacnasobné prvociselné delitele

Dékaz Mobiovej inverzie je mozné najst v HALL (7).

Veta 1.24 ((16), s. 40). Pocet minimdlnych Zonglovacich postupnosti dizky p ol lop-

tickach bez cyklickej zameny je:

MS(Lp) = S u)+ =)
dlp

%3 Priloha A - /siteswapy/17_737373.jml, /siteswapy/17_73.jml
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Dokaz. Plynie bezprostredne z predoslého textu. O]

Priklad 1.22. Zistime pocet vietkych Zonglovacich postupnosti dlzky p = 5 pre a) ma-
ximalne [ = 7, b) prave [ = 7 loptickich. c¢) pocitajme len minimélne postupnosti

o prave 7 loptickach bez cyklickych zdmen.
a) zo vztahu S(I,p) = (I 4+ 1)’ ndm okamzite plynie vysledok S(7,5) = 32768
b) pocitame S(7,5) = S(7,5) — S(6,5) = 32768 — 16807 = 15961

¢) vyjadrime si pre d = 1, 5;

u(?) = u(b) = —1, pretoze 5 mé len jedného prvociselného delitela a to sa-
mého seba.

W) =u() =1

MS(7,5) ZM ((7+ 1) 7d):%((—1)(8—7)+1(85—75)):3192

dj5

Pozrime sa este na spravanie M .S pri malych periédach:
MS(l,1) =1 je to jedine siteswap [

MS(1,2) =1 s to zrejme vSetky siteswapy:
(20)0, (20 — 1)1, (2l —2)2... (I + 1)(I — 1) jednoduchym vypoc¢tom pomocou vzorca

ziskavame hodnoty:
MS(1,3)=1(+1)

MS(1,4) = 1(I> +1+1)
MS(1,5) = 1(I° + 21° + 21 + 1)

bt

10 1
M =14+ 2P+ =P 420+ =
S(1,6) = 1(1 +2l + 31 + l+6)
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2 Zonglovacie vrkoce

w~Hutnost fenoménov okolo nés, rad, pravidelnost, cyklické opakovania a obnova
sa ku mne zacinaji prihovarat ¢im dalej tym silnejsie. Vedomie ich pritomnosti
mi prinasa upokojenie a poskytuje mi oporu. Vo svojich obrazoch sa snazim dosved-
¢it, ze Zijeme v krasnom, usporiadanom svete, a nie v chaose bez meritok ako sa obcas

zda.

M. C. Escher

5.3.1965, prihovor pri prilezitosti predavania kultiirnej ceny mesta Hilversum

Obr. 40: Drevorez ,,Uzol“ od M. C. Eschera z roku 1965.

Zdroj: hitp://uploads2.wikiart.org/images/m-c-escher/knots-colour.jpg
Nie, Escher pravdepodobne netravil svoj volny ¢as Zonglovanim, no bol mate-
matickym géniom, Co sa tyka grafickej kultury. Niet teda divu, Ze svoju pozornost
venoval pri umeleckej tvorbe aj uzlom. My sa taktiez nechame tedriou uzlov inspi-

o 4 . ’ /. . . v Ve Yot /. /.
rovat a poukadzeme na silné suvislosti so zonglovanim. Vratme sa preto na uplny
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zaCiatok, ked este nebol ani hypoteticky zonglér, ani ¢itatel, zatazeny siteswapovym

zapisom a budeme postupovat empirickym spésobom.

(a) Priemety trajektorii loptic¢iek pri zonglovani kaskady s tromi loptickami.

(b) Priestorovy vrko¢, ktory vznikne pri Zonglovani kaskddy s tromi loptickami.
Obr. 41

Predstavme si zongléra zonglujiceho s loptickami a kracajuceho smerom vzad
po rovine kon§tantnou rychlostou. Po pravej ruke a pred nim sa nachadzaju kolmé
steny. Budeme zaznamendavat trajektorie lopticiek v priestore. Mozeme si napriklad
predstavit, ze lopticky st horiace a zanechavaji dymovi stopu. Trajektorie lopticiek
vytvoria ststavu priestorovych kriviek, ktort nazgvame vrkoc®*. Premietneme né-
sledne vrko¢ kolmo do vSetkych troch rovin. Prvym priemetom - na zem (pddorysom)
je ndm uz znamy rebrikovy diagram, ktory presne odpoveda vrkocovému diagramu
Studovanému v tedrii vrkoc¢ov. Druhym priemetom - na bo¢ni stenu (narysom) je zé-
kladny diagram. A napokon tretim priemetom - na prednu stenu (bokorysom) bude

taktiez priemet uzlu.

34 . . , .. . . o
Anglicky ,braid“. Presnt definiciu vrko¢u uvddzame v casti 2.2.
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Priklad 2.1 (Obrazok 41). Na obrazku vidime ako sa zobrazuji jednotlivé trajek-

térie pri zonglovani kaskady s tromi loptickami.

Teodria vrkocov je relativne mlada matematicka disciplina. Jej priekopnikom je Emil
Artin a svoje vysledky zhrnul v praci ,Theory of braids® (1). V stvislosti so Zon-
glovanim je vrkocom venovanych niekolko préac, o ktoré sa budeme opierat aj my.
Sa to najmé, nami uz mnohokrat spominand, kniha Burkarda Polstera (16), dalej
,Braids and Jugling Patterns® od Macauleyho (11), ,Juggling Braids and Links*
autorov Devadossa a Mugna (4) a ,,Jugglinks“ od Tawneyho (19). V prvom rade bu-
deme sledovat, ako sa zonglovanie zobrazuje na vrkoce, a potom naopak, aké vrkoce

vieme Zonglovat.

2.1 Vnutorné a vonkajsie hody

Kazdy, kto sa snazi naucit zonglovat, sa po pochopeni rytmickej stranky zonglo-
vania dostane k podstatnej otazke - ako lopticky hadzat tak, aby sa vo vzduchu nezra-
zali. V siteswapovom modeli Zonglovania sme sa tejto problematike nemuseli venovat,
nemala by totiZz ziaden vplyv na dalSie Gvahy. V realite si nevystac¢ime s konstatova-
nim, ze kazdé lopticka je chytena a nasledne hodené z rovnakého miesta v priestore.
Takto hodené lopticky by sa stretavali na parabole, ktort opisuju ich drahy. Prave
preto je potrebné rozligif vnitorné a vonkajsie hody, ktoré dosiahneme miernym
pohybom rik. Pri Zonglovani zékladnej kaskady chytame lopticku v polohe ruky
odchylenej von od stredu tela, lopticku néasledne prenesieme rukou blizsie k stredu
tela a vyhodime. Tak§to hod sa naz§va vniitornym hodom (Obrazok 42a), ktory
je pre cloveka prirodzeny. Takto hodené lopticky sa vo vzduchu nestretni. Pri hadzani
siteswapov sa vSeobecne predpoklada, ze st haddzané vnutornymi hodmi, ak nie je po-
vedané inak. Ak by sme vsak robili opa¢né pohyby rukami, pri ktorych chytame
lopticku v polohe ruky blizsie k stredu tela a vyhadzujeme z polohy odchylene;j

% Priloha A - /siteswapy/18_hod_i.jml
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jemne von od tela, lopticky sa opif nestretnt. Takyto hod nazyvame vonkajsi*®

(Obrazok 42b°"). Kaskady a fontény hadzané vonkajsimi hodmi nazjvame reverzné.

e e

(a) Kaskdda s vnatornymi hodmi.  (b) Kaskada s vonkaj$imi hodmi.

Obr. 42
Vrko¢ kaskady s tromi loptickami, ¢i uz zakladnej alebo
reverznej zostavime pomerne jednoducho. Vznikne vrkoc
vSeobecne znamy a casto pouzivany napriklad pri ap-
rave vlasov - takzvany zapletany vrko¢ (Obrazok 43). Vr-
koc¢om prechddzame zlava doprava, pricom lava ruka je
v diagrame hore, prava dole. Zaujimavym pozorovanim

je, ze reverznu kaskadu dostaneme, ak budeme vrkoc¢om

prechadzat na opa¢nt stranu, teda sprava dolava (poloha
rik sa nemeni). Rovnako tak by platilo, Ze ak by sme Obr. 43: Zapletany vrkoc.
zongléra zonglujiceho zakladnt kaskaddu natocili na video a pustili ho v spdtnom

chode, tak by Zonglovany vzor bol reverznou kaskadou®®.

Priklad 2.2 (Obrazok 44*°). Popiseme si, ako bude vyzeraf vrko¢ pre kaskidu
s piatimi lopti¢kami (44a). VSetky hody kaskady st rovnakej vysky a ich trajektorie
st rovnaké, ako pri zonglovani troch lopticiek. Lopticky vyhadzujeme postupne: zlta,
tmavozelena, Cervena, biela a modra. Kazda lopticka chytend v danom okamihu

sa nachadza na okraji vzoru, teda Snirka reprezentujtca jej trajektoriu je na okraji

%Hovorovo zauzivané st aj anglické terminy ,inside“ a ,outside throws“. V Juggling Labe je
mozné pouzif nastavenie Hand movement — Inside/ Outside throws

*"Priloha A - /siteswapy/18_hod_o.jml

*Priloha A - /siteswapy/19_3_i.jml, /siteswapy/19_3_0.jml
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vrko¢u. Na prvy uder vyhadzujeme z lavej ruky zlta lopticku, té prechddza popod
¢ervenu a modru, ktoré postupne dopadni do Tavej ruky. Zelenti a bielu lopticku
sme postupne hadzali z pravej ruky a ich trajektorie pojdu popod trajektoriu zltej
lopticky. Rovnako postupujeme po dopade lopticky do pravej ruky. Reverzna kaskadu

. . /, / ’ v , . , 40
dostaneme opét spiatnym prechddzanim vrkocu, respektive rovinovou stimernostou™ .

(a) Vrko¢ kaskady pre 5 lopticiek s (b) Osovo stmerny vrko¢ kaskady
vnutornymi hodmi. pre 5 lopticiek s vonkajsimi hodmi.
Obr. 44

Fontana s dvomi loptickami zonglovanymi v dvoch rukach vytvori zrejme dve
priame trajektorie. Situacia so styrmi loptickami sa uz komplikuje. Popisme si ju preto

opét podrobnejsie.

Priklad 2.3. Pri fontane so §tyrmi loptickami** Zongluje zonglér 2 lopticky v kazdej
ruke a neprehadzuje ich do druhej ruky, to znamena, Ze vrko¢ sa nam rozdeli na dva
uzsie vrkoce, jeden pre prava a jeden pre lavi ruku. V zakladnej fontane st hody
z oboch rik vnatorné a predpokladajme, Ze zonglér hadze asynchrénne (raz jednou
a potom druhou rukou) (Obrazok 45). Prechddzanim vrkoca sprava dolava dostavame
reverzni fontanu (Obrazok 46). Ak si navySe uvedomime, Ze kazdy hod z pravej
ruky je nezavisly na hodoch z lavej ruky a opacne, tak ndm ni¢ nebrani pouzif rozne
kombinécie vnitornych a vonkajsich hodov pre kazdu ruku osobitne.

Moézeme si tak zvolit napriklad v lavej ruke vnatorné hody a v pravej ruke hody
vonkajsie (Obrazok 47). Spétné prechadzanie vrko¢a nam zameni orientéciu hodov
v rukach. To vsak stéle nie je vSetko. Pri Zonglovani dvoch lopticiek v jednej ruke mo-

zeme striedat vntutorné a vonkajsie hody, vysledny vzor sa v Zonglérskej terminolégii

40 . . [ . .
Osové rovina je kolméa k smeru prechadzania vrkoca.
“'Priloha A - /siteswapy/21_4i.jml, /siteswapy/21_4_0.jml, /siteswapy/21_4_c.jml,
/siteswapy/21_4_io.jml
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Obr. 45: Pohlad spredu a vrko¢ fontéany so 4 loptickami pri vntatornych hodoch.

i

Obr. 46: Pohlad spredu a vrko¢ fontany so 4 loptickami pri vonkajsich hodoch.

nazjva ,stipce*. Vrko¢, ktory vznikne pri Zonglovani stipcov sa sklad4 len z priamych

snarok (Obrazok 48).

iyl

Obr. 47: Pohlad spredu a vrko¢ fontany so 4 loptickami pri vnitornych hodoch v Tavej
a vonkajsich hodoch v pravej ruke.

Zéaroveii pri zonglovani stipcov v dvoch rukéch vieme rozlisit este dva rozne pri-
pady. Ak hadZeme postupne vnutorny, vnutorny, vonkajsi a vonkajsi hod, vznikne
iny zonglérsky trik ako pri Zonglovani vnutorny, vonkajsi, vonkajsi a vnutorny hod,
ak za¢iname Zonglovat na 1. tder rovnakou rukou. Pri takomto Zonglovani vSak
dostavame rovnaky vrkoc¢, preto ich nebudeme v dalSom texte rozliSovat. Celkovo
mame pri zonglovani fontany so Styrmi loptickami tri moznosti volby vntatornych
a vonkajsich hodov v kazdej ruke. Spolu teda 3* = 9 moznosti orientécie. Uvadzame

ich v Tabulke 6.

Ak by sme chceli podrobne $pecifikovat vSetky mozné Zonglovacie vzory, mo-

hli by sme ruke priradit tolko poléh v priestore, kolko loptic¢iek je Zonglovanych
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Obr. 48: Pohlad spredu a vrko¢ fontany so 4 lopti¢kami pri Zonglovani stipcov.

a k tomu v kazdej polohe uréit vntitorni a vonkajsiu poziciu. Tym by sme docielili

T (=

Il

Tabulka 6: 9 moznosti volby orientacie hodov.

napriklad vzor stipce s tromi loptickami v jednej ruke a vybocovalo by to z nasho
ramca vnutornych a vonkajsich hodov (Obrazok 4942). Ostanme zatial pre jednodu-

chost pri nami definovanom koncepte.

(a) Vnatorné hody. (b) Vonkajsie hody. (c) Stipce.

Obr. 49: Priklady vrkocov troch loptic¢iek zonglovanych v pravej ruke.

“Priloha A - /siteswapy/22_60_i.jml, /siteswapy/22.60_0.jml, /siteswapy/22_60_c.jml
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2.2 Uvod do matematickej tedrie vrkocov

Aby sme mohli bez komplikacii pokracovat v popisovani vztahu medzi Zonglo-
vanim a vrko¢mi, uvedieme v nasledovnej ¢asti ich matematicki definiciu a niekolko
dalgich vlastnosti. Citetelovi so zdujmom o hlbsie zoznadmenie sa s problematikou
vrkocov a uzlov vSeobecne doporu¢ujeme okrem uz spomenutej Artinovej prace (1)

napriklad Murasugi (15) alebo Moran (14), z ktorych sme ¢erpali i my.

Pri popise vrkoc¢u vychadzame z trojrozmerného priestoru, v ktorom sa na-

Obr. 50
chadzaji dve rovnobezné roviny (Obréazok 50). Vytkneme vo vrchnej rovine n bodov
P, P,, ..., P, rovnomerne rozdelenych na priamke a premietneme ich kolmo do dru-
hej roviny. Priemetmi st body P;, Py, ..., P.. Body Py, P,, ..., P, nazjvame zaciato-
¢né vrcholy, body Py, Ps, ..., P, koncové vrcholy vrkoca. Pre kazdé i € {1,2,...,n}
prepojime body P, a P;r(l-), kde 7 je permutécia mnoziny {1,2,...,n}, krivkou v pase

medzi danymi rovinami. Kazdu krivku nahradime lomenou ¢iarou tak, ze v kazdom
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horizontalnom reze rovinou sa pretni nanajvys dve takéto lomené Ciary a ziadna
Clara nepretina sama seba. Tato lomentu ¢iaru nazyvame snirkou. Vrko¢ vytvoreny
z n Snurok nazyvame n-vrkoc¢. Vrkoce zobrazujeme vo vrkocovom diagrame, ktory
je priemetom vrkocu do roviny, v ktorej sa nachadzaji jeho zaciatocné a koncové
body. Podla konvencie prechadzame vrkocovy diagram zhora dole, pri¢om indexy
bodov stipaju smerom doprava, alebo zlava doprava, pricom indexy bodov stipaji

smerom dole™ (Obréazok 51a). Trividlnym vrko¢om nazyvame vrkoc, ktorého $ntrky

/

(a) Vrko¢ kaskady s tromi loptickami. (b) Trividlny vrko¢.

Obr. 51
st priamky spajajice body P, a Py, P, a P, ..., P, a P, (Obrazok 51b). Dva vrkode
st ekvivalentné, ak existuje spojita deformécia jedného na druhy, to znamena pre-

rovnanie $nirok bez toho, aby sa v nejakom okamihu vzajomne pretli (Obrazok 52).

N AN /
/ AN N

Obr. 52: Dva ekvivalentné vrkoce.

Veta 2.1 ((15), str. 201). Ak su dva vrkoce ekvivalentné, tak permutdcie, ktoré

priradia ich zaciatocnym vrcholom koncové vrcholy st ekvivalentne.

Dokaz. Tvrdenie je zrejmé z definicie ekvivalentnych vrkocov. Ak by totiz neboli

koncové vrcholy zhodné, neexistovala by spojita deformacia jedného na druhy. [

43 s .
My sa v texte drzime varianty zlava doprava.
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Velmi intuitivne mozeme na vrkococh zaviest operaciu skladania. Nech je B,, mno-
zina vSetkych n-vrkocov, az na ekvivalenciu a o, 5 € B,,. Zlozenim vrkocov o rozu-
mieme vrkoc¢, ktory vznikne ,prilepenim“ koncovych bodov vrkoc¢u « k zaciatoénym

vrcholom vrkoc¢u 8 (Obrazok 53). VSimnime si, Ze mnozina B,, je uzavretd na ope-

ol

Q@ B
Obr. 53: Zlozenie dvoch vrkocov.

raciu skladania. Skladanie vrkocov je zrejme asociativne (Obrazok 54). Vysledkom

o O

& B
Obr. 54: Asociativita skladania vrkocov: a(f7v) = (af)y.

zloZenia vrkoc¢u « a trividlneho vrkocu € je ae = a = ear (Obrazok 55). Nech je vrko¢

(&% €

Obr. 55: Zlozenie vrkoca « s trividlnym vrkocom e.
o~ ! rovinovo stmerny k vrkocu « podla roviny, v ktorej sme definovali koncové vr-
choly vrkoc¢u « (vrkoc¢ovy diagram je osovo simerny podla priamky prechadzajtce;j
koncovymi vrcholmi o), potom zlozenim aa” ! atiez o o dostavame trividlny vrko¢

¢ (Obrazok 56). Nahliadnut sa to da zlahka deformovanim vrko¢u v mieste spojenia
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vz ’ v v -1
(v strede) a postupne dalsim deformovanim Snirok smerom na strany. Vrko¢ a

nazyvame opacny vrkoc k a.

-1
(6 (6]

Obr. 56: Zlozenie vrkocov aa ' je trividlny vrkod.

Veta 2.2 (Vrkocova grupa, ((15), str. 201-203).). MnoZina B,, vsetkyjch n-vrkocov

s operdaciou skladania tvori grupu B,,.
Dokaz. Tvrdenie vety je zrejmé z predoslého textu. O

Zékladnou vlastnostou, ktort skimame u grup je komutativita. VSimnime si,

ze vrkocova grupa nie je komutativna (Obrazok 57). Vrkocovi grupu vieme vygenero-

POy
T A

-
p o!

Obr. 57: Zlozenie vrkocov a3 a fa nie su ekvivalentné vrkoce.

vat a zaroven popisat pomocou dvoch typov vrkoc¢ov, ktoré nazyvame vrkocové gene-
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rétory™. V oboch vrko¢ovych generatoroch sa krizia $nirky na pozicii i a i+1, pri¢om
prvy znacime o; a prechadza v nom snurka z pozicie ¢ do pozicie ¢ + 1 ponad druhua
snirku (Obrazok 58a). V druhom type vrkocového generatora, znaéime o; ', precha-
dza $nurka z pozicie i do pozicie i+1 popod druht $ntarku (Obréazok 58b). Zrejme kaz-
dy n-vrko¢ dokézeme vygenerovat vrko¢mi o, a 0; !, prei € 1,2,...,n — 1. Formal-
nym zlozenim vrkocovych generatorov vytvorime zaroven takzvané vrkocové slovo,

ktorym vrko¢ jednoznacne ur¢ime (Obrazok 58c). Vsimnime si, ze vrkoc¢ové slovo

AN s
\ AN

-1 -1 -1
01 01 )0304 0401 02 03 O3

Obr. 58: Vrkocové generatory a vrkocCové slovo.

opacného vrkocu vznikne z pévodného opacnym skladanim vrkocovych generatorov
7 v 7 —1 , , . —1 —1 —1

a zaroven zamenenim o; a o; . Napriklad v Obrazku 56 je a« = 0,0, aa = 0,0,

Popis vrko¢ovymi slovami ndm umoznuje algebraicky upravovat a rozpoznéavat ekvi-

valentné vrkoce.
Veta 2.3 (Artinova, ((15), str. 207)). Vo vrkocovej grupe By, platia zdkladné rovnice:
(i) 0,0 = 0,04, pre |i —j| > 2,i,5 € {1,2,...,n}
(ii) 0;0;,10; = 0;110;0;.1, pret € {1,2,....,n —2}

Dokaz. Vetu nebudeme formalne dokazovat, z Obrazkov 59 a 60 je vidiet, Ze sa jedna

o intuitivne zrejmé tvrdenie. O]

Tieto rovnice vieme pouzit na tipravu vrkocov, otdzkou vsak stale ostava, ako roz-
poznat dva ekvivalentné vrkoce, ktoré st zapisané inym vrkocovym slovom. Inak po-

vedané, existuje algoritmus, ktorym vieme upravit vrkoce na rovnaky tvar? Situéciu

44V beznom kontexte sa pouZiva skrateny pojem generatory. Z dovodu, aby si éitatel nepomylil
pojmy generatora zonglovacej postupnosti a vrkocového generatora, budeme uzivat dlhsi tvar.
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Obr. 59: 0905 = 0509

/—X -
- - =

Obr. 60: 090309 = 030503
si zjednodu$ime tym, Ze budeme upravovat vrko¢ na trividlny tvar. Uviedli sme si,
7e zlozenim n-vrkofa aa™' dostdvame vrko¢ trividlny. Ak mame dalej o = 3, tak
musi taktiez platit, Ze zlozenim w = a8~ dostavame trividlny vrko¢. Navyse ak za-
¢iatofny vrchol $nurky zlozeného vrkoca w bol bod P, tak koncovy bod bude mat
rovnaky index, teda P/. Takyto vrko¢ nazyvame rydzi vrko&". Jednym z algorit-
mov, ktory dokaze zistit, ¢i je rydzi vrko¢ ekvivalentny trividlnemu vrkoc¢u vynasiel
uz Emil Artin a nazval ho ,¢esanie vrkoc¢u“. Autor vSak sdm na konci svojej prace (1)
odradza od ru¢ného testovania vrkocov za pomoci tohto algoritmu slovami: ,,Aj ked
sme dokézali, Ze kazdy vrko¢ moze byt deformovany do podobnej norméalovej formy,
autor je presvedcéeny, ze akykolvek pokus o uskutocnenie tejto prace Zivou osobou,
by viedol len k nasilnym protestom a diskriminécii proti matematikom.“ Ukazeme
si vyrazne rychlej$iu a mladsiu metédu, ktora predviedol Dehornoy v roku 1997 (5).
Algoritmus je zaloZeny na takzvanom odstrafiovani racok®®. Rucky st $pecidlne kri-
zenia dvoch typov. St orientované smerom hore a prechadzaju vzdy ponad, alebo
vzdy popod ostatné $nurky (Obrazok 61). Algoritmus opovedé na otazku, ¢i je dany
vrko¢ trividlny podla schémy na Obrazku 62. Nie je nasim cielom dokazovat kone-

¢nost ani spravnost algoritmu, uvedme si v8ak priklad jeho pouzitia.

Priklad 2.4 (Obrazok 63). Majme dany rydzi vrkoé¢ 0101 oy 03 tonoy tos0n.

45Anglicky ,pure braid“.
0 Anglicky ,handle®.
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Prvy typ racky (2. $nurka). Druhy typ racky (3. snarka).

Obr. 61

Odstran
prvu rucku

ANO

Obr. 62: Schéma Dehornoyovho algoritmu.
Odstranujeme postupne tie racky, ktoré koncia ako prvé. Prvy typ racky ,,vyrovna-
vame®, druhy typ ,,preto¢ime”. Sposob odstranenia je ukazany v postupnosti obraz-

kov.

-1 -1 -1 -1
0101 02 03 0209 0302
~ NN N g
T OO X
- N M

N\ N\

Obr. 63: Dehornoyova metdda odstranovania racok.
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Vrko¢ sme postupnymi tpravami dokézali pretvorit na trividlny. Je s nim teda ekvi-

valentny.

2.3 Vrkoce a zonglovanie

Po vycerpavajucej tedrii sa podme pustit do aplikicie tedrie vrkocov na Zon-
glovanie. V prvom rade sa budeme znovu obmedzovat na Zonglovacie triky (vzory),
ktoré st obmedzené koneénym poc¢tom hodov. Aby sme popisali cely vrkoé, ktory
takymto Zonglovanim vytvorime, musime trik opakovaf, az kym sa nedostaneme
vSetkymi loptickami do rovnakej pozicie z akej sme zacinali. Budeme preto vytvarat

a pouzivat len rydze vrkoce.

Jednoduchym tvrdenim je, Ze kazdu kaskddu a fontanu dokdzeme ,rozuzlit®
reverznou kaskadou a fontanou. Nakolko vzajomne reverzné kaskady a fontany vytva-
rajui opacné vrkoce, tak ich zlozenim dostavame trivialny vrkoc¢. VSimnime si rozdiel
medzi rebrikovym diagramom a vrkocovym diagramom trajektorii lopticiek. Vrko-
¢ovy diagram nam dava dodatocnd informéciu o tom, ¢i lopticka prechadza popod

alebo ponad nejaka int.

Zapis kaskad a fontan pomocou vrkocovych slov s vrkocovym diagramom uvéa-

dzame v Tabulke 7.

Pozorovanie 2. Vrkoce (zdkladnych a reverznych) kaskdd a fontan nie su ekvi-
valentné trividlnemu vrkocu. Ani v kaskédach ani vo fontanach nendjdeme Ziadnu
rucku a teda podla Dehornoyovho algoritmu nemozu byt ekvivalentné trividlnemu

vrkocu.

2.3.1 Vrkoce siteswapov

Pozrime sa na to, ako sa budt spravat vrkoce pri Zonglovani (prostych) siteswa-

pov. Opitf sa nechame inSpirovat rebrikovym diagramom. Este pred tym, nez pri-
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b vrkocové slovo vrkocovy diagram
-1 -1 —1
3 01 0901 09071 09
—1 —1
4 01 03017 O3
-1 =T -1 _—T
5 01 09 0403...01 O9 0403
-1 -1 -1 -1
6 01 O9 O0504...01 O9 0504
-1 —1T =1 -1 —1T =1
7 01 09 O3 0g0504...01 O9 O3 00504
-1 -1 -1 7
2n 01 0y ...0,.109, 109,_3...0,41 N-krat
-1 -1 -1 /
2n+1 01 Oy ...0p, 02n02n_1...0n+1 <2n+1)—krat

Tabulka 7: Vrkocové slova a digramy pre kaskady a fontany o b loptickach.
stipime k problému, musime upravit siteswapovy model Zonglovania, ktory budeme
vyuzivat v tejto ¢asti. Zonglér bude Zonglovat s dvomi rukami a lopticky budt vzdy
hadzané vnutornymi hodmi. Aby sme toho dosiahli, tak hod v dany tuder prebieha
tak, Zze lopticku chytame maly okamih pred tderom a vyhadzujeme maly okamih

po udere. Za¢neme jednoduchymi prikladmi vrkocov zapletenymi na rebriku.

Priklad 2.5 (Obrazok 64*7). Vytvorme vrko¢ a popisme jednotlivé snirky (orbity)
siteswapu 423 o troch loptickach. Vrko¢ zostaveny pomocou rebrikového diagramu
vidime na obrazku.

Z1t4 lopticka hodena do vysky 4 z pravej ruky prechadza popod éerveni lopticku

“"Priloha A - /siteswapy/23.423_i.jml
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Obr. 64: Vrko¢ siteswapu 423.

dopadajtcu do pravej ruky. Modra lopticka je hodend do vysky 2 z lavej ruky a ne-
krizi sa so ziadnou inou. Néasledne cervena lopticka je hodena do vysky 3 z pravej
ruky a prechadza popod zlta lopticku dopadajicu do pravej ruky. Modra lopticka
je hodena z Tavej ruky a prechddza popod cervenu lopticku dopadajicu do Tavej
ruky. Vsimnime si obzvlast hody o vyske dva, ktoré sa pocas svojho letu neprekrizia

so ziadnym inym.

Priklad 2.6 (Obrazok 65*®). Ukézme si dalej siteswap 51 alebo v Zonglérskej termi-
nolégii ,,sprchu“ s tromi loptickami. Hody o vyske 5 st vzdy hadzané z pravej ruky

a hody o vyske 1 z lavej ruky.

Obr. 65: Vrko¢ siteswapu 51.

Hody o vyske 1 budt vzdy prechadzat popod prebiehajtice hody o vyske 5, naopak
vSetky hody o vyske 5 prechadzaji ponad hody o vyske 1.

Pozorovanie 3. Zhriime doposial odpozorované vysledky. Cast $ntrky, ktora odpo-
veda hodu o vyske 1 bude krizif vietky ostatné $ntrky prechédzajic popod ne. Cast
snurky, ktord odpovedd hodu o vyske 2 nebude krizif Ziadnu Sntrku. Nakolko hod
o vyske 1 je najnizsi hod a hod o vyske 2 je najnizsi hod do rovnakej ruky a po nom
nemoze nasledovat hod o vyske 1 (z vlastnosti prostého Zonglovania), tak ziadna

dalsia lopticka nemoze byt vyhodena popod ne. Co sa praktického Zonglovania tyka,

“Priloha A - /siteswapy/24_51_i.jml
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tak hod vysky 2 je obycajne prevadzany ako podrzanie lopticky v ruke po dobu

dvoch tiderov a nie je to v ziadnom rozpore s nasim modelom.

Priklad 2.7 (Obrazok 66*). Zaujimavy diagram vytvori siteswap 531.

Obr. 66: Vrko¢ siteswapu 531.

Cervena lopticka je hodend do vysky 5 z pravej ruky a prechadza popod dopadajiicu
modri lopticku. ZIt4 lopticka je vyhoden4 z lavej ruky do vysky 3 a prechadza popod
uz vyhodent ¢ervent lopticku, ktora smeruje do Tavej ruky. Modra lopticka je hodena
do vysky 1 z pravej ruky a prebieha popod vsetky ostatné lopticky. VSimnime si,
7e v jednom momente sa vietky snarky prekrizia v jednom bode®. To znamen4,
ze v danom okamihu st nad sebou az tri lopticky. Ni¢ vsak nebrani tomu aby sme
vrko¢ mierne deformovali tym, Ze jednu $nirku posunieme stranou. Celkovy vrkoc

sa nezmeni.

Priklad 2.8 (Obréazok 67°"). V predoslych prikladoch sa vidy stalo, ze vyhadzovana
lopticka presla popod dopadajicu a za par uderov sa situacia u rovnakych dvoch

lopti¢iek vymenila. Ze to nie je pravidlo ukazuje vrko¢ siteswapu 9313 o 4 loptickach.

(¢
§ L
/ ?fﬁf/ﬁ/%fM/j/,jj

J ol
m » l
r\ -

Obr. 67: Vrkoc siteswapu 9313.

Na prvy uder je vyhodena cervena lopticka do vysky 9 z pravej ruky a dopadne

“Priloha A - /siteswapy/25_531_i.jml
50 . .

Rozumieme kolmy priemet.
*'Priloha A - /siteswapy/26_9313_i.jml
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az na posledny (10.) ader zobrazovaného tseku v obrazku. Ak budeme sledovat
modru loptic¢ku, tak bude prechadzat za tto dobu jeden krat ponad a tri krat popod

cervenu lopticku.

Sledovanim tjchto prikladov mozme dojst k popisu vrkocov®?, ktoré vznikaju si-

. , , . .53
teswapmi s vnatornymi hodmi.

Pravidla pohybu lopti¢ky pri pouziti vnutornych hodov

(i) Prave vyhodena lopticka vntitornym hodom prechddza popod vsetky lopticky,
ktoré boli vyhodené skor a dopadnu skor ako dana lopticka. Pricom uvazované

lopticky dopadaju do rovnakej ruky, z akej vyhadzujeme.

(ii) Prave vyhodend lopticka vnitornym hodom nepérnej vysky prechadza popod

vSetky lopticky, ktoré boli vyhodené skor a dopadnii neskor ako dana lopticka.

(iii) Préave vyhodend lopticka vnatornym hodom péarnej vysky prechddza popod
vSetky lopticky, ktoré boli vyhodené skor a dopadnii neskor ako dana lopticka.

Pricom uvazované lopticky dopadaju do rovnakej ruky, z akej vyhadzujeme.

Aby sme este pre uplni korektnost zamedzili logickej slucke, uvazujeme, Ze zonglér

zacal vyhadzovanim loptic¢iek v nekonecnej minulosti.

Aby sme mohli siteswapy a ich vrkoce skladat, potrebujeme vytvorit rydzi vr-
ko¢. Pre zobrazenie siteswapu na rydzi vrko¢ ho musime zopakovat tolkokrat, kym
sa nedostane do zaciatoc¢nej pozicie, ¢o sa poradia lopticiek a rik tyka. Pocet opa-
kovani spoc¢itame pomocou orbit Zonglovacej postupnosti o periéde p nasledovne:
Pocet period, ktoré ubehnii za cas, kym jedna lopticka prejde svojou orbitou a za-

¢ne sa opakovat dostaneme ako sucet vySok vSetkych hodov tejto lopticky, vydeleny

2 Tento model nie je fyzikalne presny, ak by sme chceli hody presne popisat, museli by sme zade-
finovat odchylky rik a dfzku drzania lopticky, pre jednoduchost sa uspokojime s danymi pravidlami.
Pre ,rozumné“, teda prakticky realizovatelné, vysky hodov nds model vyhovuje.

53Zongléri pouzivaju Specialny termin ,vanilla siteswaps®.
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periédou. Pocet ubehnutych periéd je teda rovny poctu lopticiek prechadzajicich po-
dobné orbity b(0O;). V jednom siteswape sa vSak mdze nachddzat viac roznych orbit,
a preto pocitame pocet ubehnutych periéod ako najmensi spolo¢ny nasobok poctov
lopti¢iek jednotlivych podobnych orbit NSN(b(O;),b(0,),...,b(0,,)). Ak je vsak
periéda siteswapu neparna, potrebujeme eSte oSetrit, aby vzor zacinal z rovnakej
ruky. To znamen4, Ze pocet ubehnutych tderov musi byt parny a preto hladame naj-
mensi spolo¢ny nasobok poctu lopticiek jednotlivych rovnakych orbit a ¢isla 2. Cel-
kovy pocet ubehnutych uderov je potom pre p parne p-NSN (b(O,),b(0,),...,b(0,,))
a pre p neparne p- NSN(2,06(0;),b(0,),...,b(0,,)).

Priklad 2.9 (Obrazky 68a a 68b54). Napokon este jeden priklad siteswapu 645 o pia-
tich loptickach.

9 _ ,, p Y
5= N - ? m o
- !5 “f/} 7= ))J ~/f/7f///}/

Vi
B il = -
(mﬂulft/lﬂ/ /fﬁ/@ Czoe

ﬂ
ﬂﬁﬂ”v W,./'/lﬂ

(a) Vrkoé¢ siteswapu 645.

(b) Rebrikovy diagram siteswapu 645. VSetkych 18 tuderov.
Obr. 68

Pocet opakovani siteswapu, kym by sa dostal do zaciatoc¢nej pozicie spoc¢itame po-
mocou navodu v texte vyssie. Hodu o vyske 6 odpovedajia b(O,) = g = 2 lopticky
a druhd trieda podobnych orbit je tvorend hodmi 4 a 5, ktorymi prebiehaji b(O,) =
% = 3 lopticky. Periéda siteswapu je neparna a dostavame NSN(2,3,2) = 6.
Potrebujeme tak p - NSN(2,3,2) = 18 uderov, kym sa lopticky vratia na rovnaki

poziciu v zonglovacej postupnosti.

*'Priloha A - /siteswapy/27_645_.jml, /siteswapy/27_01_6451.jml, /siteswapy/27_02_645_i.jml
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Takto vytvorené vrkoce siteswapov mozeme medzi sebou skladat v pripade, Ze po-
radie hodenych loptic¢iek na konci prvého siteswapu je zhodné s poradim hodenych
lopticiek na zaciatku druhého siteswapu tak, ze vSetky lopticky musia dopadnit a byt

vyhodené v rovnakom poradi.

Dalsou prirodzenou otézkou je, ¢i je opa¢ny vrko¢ daného siteswapu tiez si-
teswapom a ako st prevadzané jeho hody. Rebrikovy diagram sa zmeni na opacny
a je tak zrejme diagramom nejakého siteswapu. Otazkou ostava, ¢i st dané kriZzenia
jednotlivych $nirok spravne usporiadané na to, aby bolo mozné siteswap zonglovat.
Opit vyuZijeme ideu spétného prehravania videozéznamu. Poloha ruk pri vnutor-
nych hodoch prechadzala zvonku do vnitra tela. Pri spdtnom chode p6jde poloha

riuk zvnitra mimo telo a sta¢i nam pouzit vonkajsie hody.

Pravidla pohybu lopticky pri pouziti vonkajsich hodov

(i) Prave vyhodena lopticka vonkajsim hodom prechddza ponad vsetky lopticky,
ktoré boli vyhodené skoér a dopadnii skér ako dand lopticka. Pricom uvazované

lopticky dopadaju do rovnakej ruky, z akej vyhadzujeme.

(ii) Prave vyhodena lopticka vonkajsim hodom neparnej vysky prechéddza popod

vSetky lopticky, ktoré boli vyhodené skor a dopadnii neskor ako dana lopticka.

(iii) Préave vyhodené lopticka vonkajsim hodom pérnej vysky prechadza popod
vSetky lopticky, ktoré boli vyhodené skor a dopadnii neskor ako dana lopticka.

Pricom uvazované lopticky dopadaji do rovnakej ruky, z akej vyhadzujeme.
Vsimnime si, Ze oproti vnutornym hodom sa lisi len prvé pravidlo.

Veta 2.4. Nech je dand Zonglovacia postupnost h = {h, Y?_}. Postupnost h™", ktord
vznikne obrdtenim casovej osi je Zonglovacou postupnostou. Postupnost h™' nazy-

vame reverzna zonglovacia postupnost k postupnosti h.
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Obr. 69
Dokaz. Pouzijeme dopadova funkciu, ktort dostaneme periodickym opakovanim si-
teswapu ¢(i) = h; + 4. Udery vyhodenia lopti¢ky i sa pri obrateni ¢asu stant iidermi
dopadu a naopak. Hody budi prebiehat opacne, avSak ich vysky sa nezmenia. ¢ je
permutéaciou celych ¢isel, preto pre kazdé j € Z existuje i; € Z také, ze ¢(i;) = —j.
Definujme dalej hj = h;, a ¢'(j) = hj+j. Plati, ze ¢'(j) = b +j = by, — ¢(i;) = —i;
a ¢ je zrejme permutaciou. Rozdelenim postupnosti hodov {h;} na intervaly obdr-

zime zonglovaciu postupnost (Obrazok 69). O

Graficka skuska je pre nas dostatoénym ddkazom toho, ze reverzny siteswap je si-
teswapom, uvedeny dokaz mé vsak konstrukény charakter a presne popisuje postup-

nost, ktord vznikne.

W sessee

Siteswap 52413 zonglovany vonkajsimi hodmi.
Obr. 70: Vrko¢ a opac¢ny vrkoc.

Priklad 2.10 (Obrazok 70°°). Majme dany siteswap 12345 Zonglovany vnitornymi
hodmi.

% Priloha A - /siteswapy/28_12345_i.jml, /siteswapy/28_52413_0.jml
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7 01 2 3 4
h; 1 2 3 45
¢(i) mod5 |1 3 0 2 4
K nemu reverzny siteswap 52413 dostaneme podla predoslej vety.
J -4 -3 -2 -1 0
05 4 1 3 0 2
5 2 4 1 3
#(j) mod5| 1 4 2 0 3

Reverzny siteswap je hadzany vonkajsimi hodmi. Aby sme zobrazili cely vrko¢ po-
trebujeme 2 krat dizku periédy.
Nakolko zlozenim vrkoc¢u a opac¢ného vrkocu dostéavame trividlny vrkod, tak aj zlo-

zenim (rydzeho) vrkocu siteswapu a reverzného siteswapu je trividlny vrkoc.

Priklad 2.11 (Obrazok 64°°). Reverzny siteswap sa moze zhodovaf s povodngm
siteswapom (u kaskad a fontan je to zrejmé). Pripomerime si siteswap 423 hadzany

vnutornymi hodmi zo zaciatku tejto podkapitoly a vytvorme k nemu reverzniu po-

stupnost.
i 0 1 2 j 2 1 0
i; 2 0 1
hi 4 23 ¥ 34 2
(i) mod3 |1 0 2| ¢(j) mod3| 1 0 2

Reverznou Zonglovacou postupnostou bude rovnaka postupnost 423, hidzana vsak
vonkajsimi hodmi.

Héadzanie vnutornych a vonkajsich hodov je korenim siteswapov a zongléri ho radi
pouzivaju. Hody totiz nemusia byt v triku stale jedného typu, ale mozu sa lubovolne

obmiefiat. Typickym prikladom st obmeny kaskddy s tromi loptickami®’.

priloha A - /siteswapy/29_423 i.jml, /siteswapy/29.423_0.jml

57Hry s vonkaj$imi a vnatornymi hodmi mal v oblube vynikajaci Zonglér Luke Wilson (Obra-
zok 71). V roku 2010 sa autor textu na Eurdpskej Zonglérskej stretdvke (EJC) vo Finsku nechal
inSpirovat jeho workshopom. Bohuzial, Luke Wilson nas kvoli chorobe opustil v mladom veku.
I touto spomienkou chceme vyjadrit ¢est jeho pamiatke!
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Priklad 2.12 (Obrazok 72°®). Priradme kaskéde (siteswap 3) typ hodu v jednotlivé
udery. Vnutorny hod oznac¢ime pismenom [ a vonkajsi hod pismenom O, z ktorych
vytvorime slovo. Zaciatok slova odpoveda nultému tderu siteswapu a po skonceni
sa slovo dalej opakuje. Napriklad slovo 70 priradime siteswapu 3 a vytvorime tak

vzor nazyvany ,tenis“, jeho vrko¢ vidime na obrazku.

Obr. 72: Vrko¢ kaskaddy hadzanej pomocou slova 110.

Kym sa poradie lopticiek siteswapu dostane do zaciatocnej pozicie, ubehne cas
p- NSN(2,3) = 6 tderov. Za tento ¢as sa dané slovo taktiez dostane do za¢iatocnej
pozicie. Zonglovanie takto jednoduchého vzoru na 6 tiderov hravo zvladne kazdy
zaliato¢nik. Omnoho viac ststredenia je potrebné vynalozif ak dlzka slova nebude
delit pocet tiderov na zopakovanie triku. Pocet opakovani siteswapu, kym sa cely vzor
zopakuje aj vratane typu hodu spoéitame jednoducho pridanim dizky slova do naj-
mensieho spolo¢ného nasobku. Pri tomto priklade si este povSimnime, ze vytvoreny
vrko¢ je ekvivalentny trivialnemu vrkocu. Modra lopticka prechadza popod vsetky
ostatné, cervena lopticka prechadza vzdy popod zltu lopticku a zlta prechadza po-
nad vsetky ostatné lopticky. Reverzny vrko¢ vytvara rovnaky siteswap zonglovany
slovom so zamenenymi pismenami OOI. Typ hodu zalezi od polohy ruky a spatnym

chodom zrejme vzdy vytvorime reverzné slovo tymto spésobom.

Priklad 2.13 (Obréazok 73°%). Ukézeme si este jeden klasicky priklad, a to hddzanim
vnutorného hodu z jednej a vonkajsieho hodu z druhej ruky. Vznikne slovo IO, ktoré
aplikujeme na siteswap 423. Vsimnime si, ze pri hode vysky 2 neovplyvni typ hodu

vysledny vrko¢. Vzor sa zopakuje po 6 uderoch.

®Priloha A - /siteswapy/30_3_iio.jml, /siteswapy/30_3_0oi.jml
*Priloha A - /siteswapy/31.423_io.jml
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Obr. 73: Vrko¢ siteswapu 423 hadzaného pomocou slova 0.

Obr. 71: Luke Wilson,
1976 - 2012.

Zdroj: hitp://www.lukewilson.de

Zonglovanie dané vrkocom Pokiisme sa dalej uka-
zat, Ze kazdy vrko¢ sa da ,zazonglovat“. Tato netra-
di¢ént vetu dokéazali Devadoss a Mugno v ¢lanku (4).
Autori vsak na rozdiel od nas pouzivaju fyzikdlny mo-
del® na zaklade spoéitania vysky hodu v danom mo-
mente a velmi vysoky ,vnitorny“ hod tak moze vytvorit
trajektoriu lopticky, ktorda prejde ponad vsetky ostatné
snuarky. Pre lepsie pochopenie pouzivame doprovodné ob-
réazky z ich Studie. Viac o fyzike Zonglovania sa citatel

dozvie v ¢lanku (12). Dokaz vety pozostava z troch Casti.

Najprv je zadefinovana Zonglovacia postupnost, ktord vytvara trivialny vrkoé. Dalej

s vytvorené siteswapy vrkocovych generatorov a napokon je pomocou nich zosta-

vena zonglovacia postupnost fubovolného vrkocu.

Pocas dokazu tvrdenia budeme pracovat s miniméalnou

zonglovacou postupnostou, ak je dlzka periédy p parna.
Ak je p neparne, tak kvoli pouzitiu oboch rik budeme
uvazovaf zonglovaciu postupnost na 2p tideroch. Zonglo-
vacia postupnost je nezavisld na cyklickej zdmene, jej
vrko¢ na danej dlzke periédy sa viak takouto zadmenou

moze zmenit. Vrko¢ preto uzavrieme spojenim zaciatoc-

Obr. 74: Vrko¢ v anulo-
ide.

nych a koncovych bodov. Takyto objekt sa v matematike nazyva vrko¢ v anulo-

ide® (Obréazok 74). Mozeme si predstavovaf, Ze Zonglér sa nepohybuje po priamke,

607 4merom néagho textu nie je presny fyzikalny popis, preto ho nebudeme podrobne rozoberat.

61 Anglicky ,solid torus braid*.
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ale po kruznici. Vzfah medzi vrko¢mi a vrko¢mi v anuloide popisal Markov nasle-

dovne.

Definicia 2.1. N-vrkoce w;,wy € B, sa nazyvaju konjugované, ak existuje a € B,

- —1
také, ze w; = awya .

Takto definovana konjugacia vrkocov je zrejme relaciou ekvivalencie a jej bloky
nazyvame triedami konjugacie. MoZeme preto pisat nasledovné tvrdenie, ktoré uvéa-

dzame bez dokazu.

Veta 2.5 (Markovova, ((10), Veta 3)). % Triedy konjugdcie vrkocovej grupy B,

st vrkoce v anuloide.

Najprv zostrojime zonglovaciu postupnost, ktord odpoved4 trividlnemu vrkocu
v anuloide. Nech je danych b $ntrok (lopti¢iek). Prva lopticku vyhodime na uder
t = 0 a priradime jej vysku hodu hy = 3. Vzdy ked lopticka dopadne, tak je znovu
vyhodena do rovnakej vysky. Druha lopticka je vyhodena na ider ¢t = 1 do vysky h; =
3% a pri dopade sa opakuje rovnaky hod. Nech dalej a; = 0 a ay, = 3°+3%+- - +32(k=2)
pre k € {2,...,b}. Kazda k-ta lopticka je vyhodend na uder ¢t = a4 do vysky
hy = ho, = 3%~1 Zarovei pre ¢ # oy, je hy = 0. Odpovedajuca dopoadova funkcia

potom bude (Obrazok 75)

t+ 3% akt = (o +m3*") mod 3%
ou(t) =
t inak

kde k € {1,2,...,b} am € Z.
Veta 2.6 ((4), Veta 6). {ht}fibo_l_l je Zonglovacia postupnost.

Dokaz. Tvrdenie nebudeme technicky dokazovat, plynie vSak z Vety 1.4 o skuske

permutacie. O

%2Uvadzame len tu cast vety, ktort budeme potrebovat.
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& thrown at 1=0 ’4—»’ separation of 1 unit

(' longer one thrown at 7= 1 ’4—»‘ separation of 3% units

I

I i

L longest one thrown at 7= 10 ’4—»’ separation of 37 units

Obr. 75: Vrkocové diagramy ¢, ¢, a ¢s.

Zdroj: arziv.org/pdf/math/0602476

Rebrikovy diagram, ktory vznikne Zonglovanim podla funkcie ¢, vytvori trividlny
vrko¢. Dékaz tohto tvrdenia taktiez neuvadzame, je mozné ho najst v (4), Veta 7.
Kazda v poradi k-ta snirka prejde ponad vSetky j-te sSnarky, kde 7 < k a popod j-te
snurky pre j > k. KedZe najvyssi hod 32—t je neparny, budeme operovat na periéde

2. 37! Uvedomme si, ze prave v tomto pripade st vysky vSetkych hodov velmi

rozdielne a preto je mozné vyhodit lopticku ponad vSetky ostatné.

Dalej pre fubovolné pevne zvolené k € {1,...,b — 1} ndjdeme pomocou opericie
zameny stran zonglovaciu postupnost, ktoré odpovedaji generatorom oy, a ak_l. Inak
povedané vytvorime krizenie k-tej $Snurky popod i ponad snurku k+ 1. Postup je zna-

zorneny na Obréazku 76, kde st kvoli prehladnosti zakreslené len k-ta a k + 1.-v4

KriZenie k-tej Snarky ponad Snarku k + 1 vytvorime nasledovne:

Zvolme tdery i} = . a ji = ap + 3%+1 Plati, ze

. 2%k .
hzZ + Z]i_ = 32k+1 + (073 + 37" > 32k+1 + Qp = ]];i_
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» 4— separation of 322 ynits
l/./.\.\..... ..... I...A... o 0 0 0 0
%OVOOO OOOOO OOOOO\dOOU\O/UOOO
Snirka k je zndzornena ¢iernou a $nutrka k + 1 ¢ervenou farbou.

- looooo c.ooo oooc. ...A‘.... /'/\o oo.o/\oooomaoo/oncoo/
M\KOMOOMOOOO ooooo\({ooomoo MMOMOOONDOODOVOO o/og

Krizenie ponad. KriZenie popod.

Obr. 76: Vytvorenie generatorov pomocou zameny stran.
Zdroj: arziv.org/pdf/math/0602476

a su tak splnené predpoklady Vety 1.8 pre operaciu zameny stran. Odpovedajuca

dopadova funkcia bude:

o) + G — i) akt=4f mod2. 3%
Ck,b(t) = gbb(iz) — (]Ij — ZZ) ak t = jlj mod 2. 321
®p inak

D4 sa ukazaf ((4), Lemma 9), Ze Zonglovanim podla tejto dopadovej funkcie ziskame
generator oy,.
Krizenie k-tej sSnurky popod snurku k + 1 vytvorime nasledovne:

Zvolme udery i, = g, a j, = o + 3%~1 Plati, ze
hi- + i = o1 + 0y + 3% > 3gpq + o = i

a su tak splnené predpoklady Vety 1.8 pre operaciu zameny stran. Odpovedajica

dopadova funkcia bude:

o(j )+ (Jr, — i) akt=1i, mod?2- 32—t
(o —ip) akt=j, mod2-3%"!
O inak

2
o
~—~
~
S~—
I
ASH

SH
—
-~
|
N—
|

Podobne ako v predoslom pripade sa dé ukézat ((4), Lemma 10), Ze Zonglovanim

podla tejto dopadovej funkcie ziskame generator ok_l.
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Dlzka takto definovangch zonglovacich postupnosti je 2 - 3271,

S takto vytvorenymi generatormi mozeme prejst ku konstrukcii Tubovolného

vrkoc¢u na anuloide.

Veta 2.7. Pre kaZdy vrko¢ na anuloide existuje Zonglovacia postupnost, ktord sa nar

zobrazi.

Ndznak dokazu. Nech je n-vrko¢ na anuloide w zapisany vrkocovym slovom
w o= 02110222 . .02:‘, kde I; € {+1,—1} pre i € {1,...,r}. Dalej nech i}, i, 7, ir

maju rovnaky vyznam ako v predoslom texte. Definujme funkciu

¢b(]llci) + (j]lgi - iiqu) ak t = Z:icqq + 2((] o 1)32b—1 mod (2r32b—1)
b () = ¢b(’iigq) - (];l;z — Zifq) ak t = jllci +2(q — 1)326—1 mod (27"3%_1)
(1) inak
pricom exponenty chapeme v pripade /; = 1 ako ,+* a v pripade /; = —1 ako ,—*.

D4 sa ukéazat ((4), Veta 4), Ze Zonglovanim podla tejto dopadovej funkcie ziskame

vrko¢ w. O

Ak vrko¢ v anuloide rozrezeme v nejakom mieste a ,,vyrovname* tak dostaneme
klasicky vrko¢. Vdaka tomu sa vyhneme nezavislosti siteswapu na cyklickej zamene.
Vsimnime si, Ze takto vybudovany siteswap je prakticky nemozné Zonglovat, ked-
Ze st ako vysky hodov pouzité mocniny &isla tri®. Tento nedostatok si uvedomujt
aj autori, no napriek tomu je tato konstrukcia zaujimava prepojenim vztahov medzi

matematickou tedriou zonglovania a tedriou uzlov.

%3 Alebo Tubovolného prvoéisla vicsieho ako dva.
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Zaver

Cielom tejto prace bolo predstavit metédy matematického popisu Zonglovania
a spristupnit ich vysledky pre Sir§iu verejnost. Praca poukazuje na stvislosti Zon-
glovania a tedrie grafov zavedenim a uzivanim cyklického diagramu. Za zaujimavy
a netrivialny povazujeme najmé dodkaz vzorca pre pocet generatorov zonglovacich
postupnosti uzivajuc zaklady tedrie grup. Dokladne, na mnohych prikladoch, st pre-
berané vzfahy medzi zonglovanim a tedriou uzlov. Citatelovi je poskytnuty mate-
maticky popis pohybu lopticiek pri zonglovani pomocou vnutornych a vonkajsich
hodov. Okrem toho je, ako vyrazny vysledok v tejto oblasti, prevedena konstrukcia

Tubovolného vrkocu pomocou Zonglovacich postupnosti.

Ako to uz vo vede byva, kazda zodpovedana otazka otvara priehrstie novych.
Za problémy otvorené v tejto praci povazujeme dopocitanie poctu vsetkych zonglova-
cich postupnosti danych podmienok z generatorov, ¢i vyjadrenie lubovolného vrkocu
pomocou zadefinovanych vnitornych a vonkajsich hodov, zonglovanim fyzicky real-
nych siteswapov. Okrem toho by bolo velmi zaujimavé popisat Zonglovanie a vrkoce
pri krizeni rik. Matematickych odvetvi, ktorych sa zonglovanie dotyka je mnoho
a zaujem zonglérov o workshopy, ¢i matematikov o pochopenie tohto javu podnecuje

k dalSej praci v tejto oblasti.
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Zoznam priloh

Priloha A: CD médium

K diplomovej praci je prilozené CD médium s nasledovnym obsahom:

e software JugglingLab-0.6.1 v rovhomennom subore obsahujtc originalny navod

k instalacii a pouzivaniu a dokumentaciu

e animacie siteswapov pouzitych v texte, v zlozke /siteswapy/, cesty k siborom

su poznacené v poznamkach pod cCiarov pri danom siteswape

e cykl_diagram.nb: Program je vytvoreny v programe Wolfram Mathematica 9

for Students potrebnom rovnako pre spustenie siiboru. Po spusteni notebooku
zadéva uzivatel siteswap. Postupnost je potrebné pisat do mnozinovych zatvo-
riek, oddelujic kazdé ¢islo ¢iarkou (pre vysky hodov vicsie nez 10 pouzivame
taktiez ¢iselné znacenie). Po kliknuti na Menu — Evaluate — Evaluate Note-

book sa po prepocte vytvori cyklicky diagram.
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