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1 Úvod

V ina tcm at ick ó anal ýze hrají Jakobiány a Hessiány velkou roli. Pro t o j e přirozená

snaha hl edat vhodné definice těchto pojm ů použi t elné i pro funkce a zo brazen í,

j eji chž bodov é Jakobiány a Hessiány neex istuj í neb o nemají dobré vlastnosti .

Touto prob lematikou se zabývali např. T . Iwanicc 11 4], G. Albert i a L. Arnbrosio

121, .1 . rvI. Ball 131 , B . Dacorogna a F . Mu rrat [6], P. J. Olver 120] a dal ší.
.lcdn ím z možných přístupů j e například definova t J akobián a Hessián jako

d ist.ribuci, Takto definované poj my jsou zkou rnány i v této práci. Ukazuje se , že za
jis t ých podmínek kladený ch na zobrazen í 'LL existuje so uvis lost m ezi di stributivn ím
.lak obi áncm (":i Hcssiá ncm 'u, a bo dový m Jakobi ánem (věty 1.6 , 1.8).

D efinice 1. 1. \' ech f lV 2 2, O C }RN , lY - 1 <p < lY CL nechť buďto

k(le iV - I + 1 < 1. nebo
Jl 1/ - ,

Pllk cl('fiIIuj ('111o d is tri 1.)11t ivn í .1 a kobián u. j a ko d istribuci

Poz n árnka 1.2. P ro u E rľ LfJ( D; }RN) s ]J 2: j~: l platí díky větám o vnoření , že
N'2

/I E L I/ S 1\"- 1 -t- 1 < 1. rzn. Dct \lv, lze definovat pro každou 'LL E T/l/ 1
' N + 1 (rl;}RN).

/) 1/ -
Ji

POcilllÍllkll /I E 1,"I ,p lze zeslabit na podmínku cof \lu E L N- I .

Defin ice 1.3. \"('chf ~V 2 :2 . O C }RN a bud' N == 2 cl U E H!I ~~2 (D ; IR) , nebo
.Y :2 II /I E , \"1.1/(0 : IR) n " "'2 .fJ(D:IR) . kd e ~ + N-2 < 1 nebo 'LL E l IV2,N- 2(D', IR) rl

- ,I CI P-

1\ 'I. (O: IR) . Pak dofi nujom c d ist r ibu t ivnf Hcssi án u jako distribuci

1, /' ( 0 /1 odJ ou ou )('H II , o) :== - " I ~ sg ll l) der -o' \7u ,\7~,\7~, ... , \7~ (l:)dx,
.\ . I r- (.: • S2 ol Pl u.Lp '2 U. lt/) :3 U ]"P N

) - ,J.\'

k.lr: .s',\' .i (\ m nožin» \,š<, ('h pornun.acf mno žiny {l l ' . ' 1 J\T} .

\" :2
Poznárnka 1.4. P ro I) 2 .\" + '2 lze díky v čt ám o vnoření vždy zvolit q tak , aby
/I - I \ ' I .1/ ( ~ 2: ) II ~ ,\' - '2 < 1.

I I 1/



Poznámka 1.S. Jsou i jiné de fin ice slabého Hessi ánu , např v [14]. Ten , kt er ý
j sme definova li m y, se většinou nazývá velmi slabý Hessi án. V [111 se dočteme , že

p latí: j e-li u E VVl~~(n ; IR) s p ~ ::1 'pak

To budeme potřebovat pozděj i .

H 11, == D et \7(\711, ). (1.1)

Uveďme zd e tři tvrzení o di st ri buti vní ch det erminant ech. P rvní j e z článku

191 ·

Věta 1.6. Nechť 1 :S p < lV. Jestliže

u E Hí1 ,p (n ; IR N ) a cof \711, E Lq(n ;]R N X N) ,

kd e
1 1 1
- +- < 1+-
p q - N '

a jestl iže Det. \7l/' j e konečná R adonoua míra, pak

D et \7u == det \711,L N rn + Ms

s n ějakou uiirou l"s singulární vzhledem k L N. Speciálně, j estl iže D et \7u E L l ,
pak Dct \7 v, == d et \7 u .

Dal ší v č t.a je z č l á n ku [1 4], poslední z [111.

Věta 1.7. Neclil u E H !l~~) (r2 ; IR N
) , kde p ~ ::1' P ak pro s.v . :r EO j e

lim (Ju * rljJé)(x) == d et \7u(x).
e 0+

S/J eCÚilTU!; jestJiže J u j e Iliulonouo mira, pak její absolutn ě spoji tá čás t vzhledem
k lV -'I'O Z'ln ě'l'n é Lebesgu eově ni i i e j e d et \7 u .

Věta 1 .8 . N eclii JV == 2 (J, u E H/ 1,2(r2 ) n B 1/ 2(r2 ) nebo N 2 3 a u E llV 2
,p pro ně

ja /l : (~ fJ ~ .~:' ,'2 '2 ' '[cclit' {4'é}é>Oj e standardní rodina zhlazova čů (definice na začátku

kap il oly S) . Pak fJ'I'O s.u. :J' E r2 plat í (Hll. * 'ljJé) (.T) -+ det \721/,(.T); kd e \72lL j e ab
s oluliu: spojt t.« r.:ásl J] 2V uzhledeui k Lebesgueově miie na IR N . Spec i álně, j estl iže
Ji II je Rsulon oua niira, pak j ejí absolutně spojitá čás t vzhledem k TV - rozm ěrné

L (' bes.rrll,(~ () 'l }(! 'II1.í'F' C j e der \72'/1,.

\ 'e s\'('L1 c t čchto v č t JS Oll zaj ímav é dva výsledky z připravovaného č l ánku

11:21 ~ kt er{\ j sou o bsa he m tře tí a čtvrté kapitoly této práce. U kazuj í, že při porušení
po d III Í 11 (' k k1<-1 d eIl~'cll na fJ YC v ě t ě 1.7, resp . 1.8 , m ů ž e souvislost m ezi di stri bu
t ivnim det c-rm iua uto m Cl ho dovým d ctcnninant.cm se lhat .

Dal šim P OjIlI CIll studovaný m v této práci j e t zv. relaxace funkcion álu.
Pot ř( 'ha st ud ova t re lc-1X( )\ -C1 11{" funkcionály vzn ikla při stud iu funkcion ál ů , kt er é
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nejsou slabě sekvcnci á ln ě zdola polospojit é , a proto slabá konver gence minirnizu
j ící posloupnosti nezaručuje , že limita tét o posloupnosti j e minimiz órem danéh o

funkcion álu. Problem a tikou relaxovaných funkcionálů souvisej íc ích s J akobiány
se zabývali např. P. lVIarcell ini [18], G. Bouchitté, 1. Fonseca a J. Malý [4], 1.
Fonseca a .J. Malý 1101, 1. Fonseca a P . Marcellini [13], E. Acerbi a N. Fusco

111 Cl řada dal ších. Ukazuje se, že stejně jako za určitých podmínek se relaxace
dá podobn ě j ako di stribu tivní deterrninanty reprezentovat nějakou mírou . V t éto
práci j e mimo jiné zkoum án i případný vztah t éto míry a totá lní variace míry
rcp rozen t uj íci p říslušný c1 istr ibut ivn í determinant .

Ncchf U C }RN je o tevřená množina a J : E; Xd -+ }R je sp oj itá funkce,
I 1 E N x cl v • v I . k ~ I k l ' ~ ~ I b ~ TO> 1« e .J1.; ' oznaCllJ e prost or vsec 1 sy metr ie yc 1 " - m earmc 1 zo razeni z ~ c o
}RN . Uvaž ujm c funkcionál

F (u, U) :== ľ f (\lk U ( X ) ) dx . (1.2)
./U

Definice 1 .9. Nech ť 'LL E l/Vk ,P(U;}Rd). R elaxaci funkcionálu (1.2) definuj eme j ako

F (u , U ) :== inf {lirn inf F( v'n , U) : u., E COO (U), u.; ~ 'u ve lV k ,P(U;}Rd)} .
U, L n- , oo

P ro .lakobi án se bere k :== 1, d :== j\T a .f ( ~ ) :== Idet ~ I . Dost áváme tedy
n úslcd uj íc í defi nici:

Definice 1.10 . Nccht' u E Hí l,P(U : }RN) . Pak relaxaci absolu t n í hodn oty Jako
h i áuu II cl e f nuj cme j ak o

T I (U,U) :== inf{ lim inf ľ I det \lun(x )ldx : u., E COO (U),
u .. n --'t .JU

'1/,1/ ----' u ve W1 ,P(U;lRN ) } .

Poz.n árnka 1.11. P ro n ta kovou, že 0 00 zo brazení jsou hust á ve 1/V 1,N (rL) ,
1I111 Želll<' 1l1Íst O ""II E C l (B(O, R );JR N) požadovat u.; E 1/V 1,N (B(O, 1); }RN) . Vskutku,
nuuno-l : d ánu {Ull} C ll ' l .N (B(O, 1); JR N) t a kovou, že u.; ~ l l, ve l/V I,P(B (O, 1); }RN ) ,

i a k z hu stot, C " (B (O. R); }RN) ve l/V I ,N(B (O, R );JR N ) vyplý v á, že pro každé

/I E ~ cxist uj e it ; E (1 ,-, (13 (0, J7);JR N ) t ak , že

1
li l/ II - 'll n ll \\ ' I. :? ( 13 (O H):R :? ) < - .

' f 'lL

.1(\ S IJl1d llO "icit,t , Ž(' pak u; ~ 'll ve l V 1
•JJ (B (O, 1) ; JR2) a,zárove ň ( vý počet provedeme

p ro .\' == :2 )

j. _ j' ( ( OU7; OÚ';L ) ov:;
I dct V 1/,1/ (:I') - dct V Un Cr:) I cl:,; ::; ~ (1:) - ~. (.T) ~ (.T)

. Sl . rl U .0 1 U.I , 1 U .l" 2

( D II ~ .) _ Dij,~ (f')) aÚ}I( .) ( OU;.lf( ') _ éJiL;L( ,,)) O'LL}L( '). ( .J . .J, .T + .T. .t ,'L
D .J''.! D. J'L O.TI 0:C 1 O.T I 0:1:2

(
UlI }1 Dll}l ) af[,~ )-. . (.1") - -.. (. J') ~(.T) d.i: -+ O.
D .J '.! D .J'.! U .t l



Pro Hessián dosazuj eme k :== 2, d: == 1 a f (~) :== 1det ~ I. Vznikne násle
duj ící definice:

Definice 1.12. Nechť u E vV 2,P(U : IR). Pak relaxaci absolutní hodnoty Hessiánu
u d efinuj eme jako

Fil CU ,U) :== inf{ lim inf'/' 1 det \72un(X) Idx : Un E Coo(U) ,
U n n --too U

U n -' u ve W 2,T'(U; R) }.

Poznámka 1.13. Samozř ejmě i pro Hessián platí analogie poznámky 1.11.

Poznámka 1.14. V označení relaxace z předcházejících dvou defini c nefiguruj e
žád n ó ]J, ačko l i definovaný pojem na p závisí. Volba p bude vždy jasná z kontextu.

Z č l án ku [111 j e převzata t a t o věta:

Věta 1.15. Nechť u E T1V2,P(D;IR). Jestli že p > N - 1 a FH(u , rl ) < (0 ) pak
existuje Iio.donoua inira Rl! (u , .) taková) že pro každou otevřenou U c rl j e

R/1 (u,U) == FJ-[ (u,U).

.lcsiliže p > )~:2 a Fl! ClL, rl ) < (0) pak H u jo, Rado nova mira a ,její totální varia ce
sJJ liIuje u ero iniosi

\ 1 kapi tole 6 této práce j e ukázáno, že tato nerovnost může být i ostrá.
ť\akon cc u veďme j eš t ě jedno tvrzení, kt er é j e z č lánku [7].

Věta 1.16. Nechťv : (0,2íT) -7 ]R2 je křivka) kt erá j e vyjádřite lná ve tvaru r (t ) ==

/' U )( cos I , sin i )) kde 'r et ) j e po částech C 1
_ funk ce) 1'(0) == T( 2íT) a T(t) 2: TO > O

l J/'O v,'Jcch 'llJ/' l E (O, 271} . Nechť vr ,jezo brazení třídy T/V 1 ,P ( rl ; IR2 ) n T/V 1 , OO (D \ { 0 } ; IR2 )

pto 'IIJ~j (J,k rS- jJ E (1, 2). Nechť u: : (0,2 71) -7 (r) j e lipschitzovské zobrazení takové)
že ll ' (O) == u: (2íT) Cl, platí

lirn 11 'U,( \]j(r,.)) - lLJ( ·)lIu-'O((o 2/í)· JR2) == O.
1' - ,0 + ' , ,

sup r ' ~ 1' r IOTU(.TWd:r < 111
1' >0 .113 (0,1' )

,'oj n(~jak()'/I, kladnou konsiuuuni 1\1) pak

Fl (II. \2) = rI deI, V u(1:) Irl:r + ~ I r l[ ('W l (t)w; (t ) - W2 (t)1U; (t) )rlt I .

.In .Io
Zol )('('Il(\IlÍ t.óto v ň tv j e proveden o v kapi t ole 5 t ét o práce. \1 č l ánku 171 j e

dok c'l Zclll O oh do b n{) tvrzcu i i pr o d im en zi vyšší než 2.
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(2 .1)

2 Úmluvy a některá užitečná tvrzení

V t éto kapitole j sou uvedena některá t vrze ní, kt erá budem e v této prá ci potře

bovat. Nejprve však proveďme několik úmluv ohledně značení. V této práci bude
rl vždy otevřená podmnožina ]RN konečné N-rozměrné Lebesgueovy m íry. Dál e

budeme značit 'll (T, t) :== (T cos t, r sin t) (jde o převod d o p olárních souřadnic ) .

Pro zobrazení u : ]RN -+ ]Rl\;[ b ude 8T u (x ) označovat tzv. tangenciáln í

d erivaci 'U v bodě .T. Jedná se o derivaci restrikce ve smyslu stopy zobrazení u

na sféru 8B(O, I.TI), tedy p ro pevně zvolené x j e t o lineární zobrazen í z tečného

postoru k 8B(O, Ixl) do ]RN . Pro N == 2 pl a tí vzoreček

oTu(\If(r,t)) = ~ o(uoO \lf )(r,t) .
T t

Pro zobrazení 'U : ]RN -+ ]Rd budeme jednotlivé složky značit Ul , U2, ... , ud,

j en v případě , že zobrazení j iž ve svém symbolu do ln í in d ex má (například

j e-l i prvkem nějaké posloupnost i {Uk }kEN) , budeme j ed notlivé složky označovat

horn ími in d exy, t edy např. Uk ,rak, ... , 'U~ .

M áme-li spojitou křivku , (tím rozu mím e spoj ité zobrazení z int ervalu
nebo kružnice do ]R2) , pak pod označením Ind , z budeme rozumět ind ex bodu

z vzh ledem ke řť symbolem (,) budeme značit obraz křivky a Ué ( ( , )) bude

znamenat s -ove okolí (,) .

OJ ako argo j3 buderne značit spojitou větev argurnentu definovanou na množině
{r f/I: 'I' > 0, o: < t < ,8} s hodnotami v int erval u (a, ,8). Tam , kd e nebude záležet

na vol bč konkrétní větve argumentu (např. při skládání argumentu s vnější 27f
peri odickou funkcí) budeme ps át jen arg.

Sob olevovskou funkcí na rl budeme rozumět funkci z 1111~~1 (rl) , tedy fun kci ,
j( ~jí ž dis tribu tivn í derivace jsou l okálně integrovatelné funkce .

N áslcdujic: věta j e potřeba, v d ů kazu věty 5.2. Věta j e dokázána v [5].

Věta 2. 1. Nechť 'l n E N, rl C ]RTn j e otevřená množina, g : ]R -+ ]R j e nezá
poriui k.ouue imi [uuk ce. Jes tližc 'LL, u.; E l!Vl~~n (rl ; ]RTn ) a U n kon vergují k u slabě ve
11' 1,/)(0 ; JR III) pro lu~j (J,ké jJ > 'ln - I , pak

lim inf I' ,r; (cle t \7un ) (:r)ci:r 2 r g(det \7 'U) (:r)ci.T.
J/ - t .Jn .ln

Lemma 2.2 . Neclit 'T l , ~/'2 jsou spoji t é uzavřené křivky v rovině dejino uaru: na
i'fl, l eru (J,lu (() . 27f ) .

( ] ) .ff -l'i :r E JR '2 takové; že

pro k (J,žd(~ I E (O, 2íí), pa}; Iud.; :r == Incl' 2.1:.

(2) .fe- l?: h'2(1 ) - ' /1(Ol < E InD u šechrui t E (O , 27f), pak

9



pro každé x tt Ué ( (rl))'

Důko». Část 1) j e převzata z knihy [21], část 2) je jejím snadným důsledkem. O

Následuj ící věta a za ní následující poznámka jsou variantou znám é věty

o de rivování slože né ho zobrazení též známé jako řetízkové pravidlo. J e převzata

z článku [15], původně pochází z článku [19].

Věta 2.3. Mějme dánu borelovskou funk ci f : JRn ~ JR. Pak operáto r skládání

zobr-azuje H!l~~l , (IR N
; IRn) do Wl~~l (IRn;JR) ) právě kdy ž f j e lipschitzovská.

Poznámka 2.4. Serrin v [22] naví c dokázal , že kd yž f : IR -+ IR j e lip schitzovská,
pak pro ka ždou funkci u E T/VI~~l (IRn; IR) platí

\7 (f o 'U)(x) == f'( u(x))\7u( x) pro Ln s.v x E IRn.

Dal ší věta , kterou si v této kapitole uved eme, je variantou věty o substit uc i,
někdy se jí říká též arca forrnula. Lze ji nalézt například v [8].

Věta 2.5. Nechť O C IRN j e o tevřená m nožina a u E W I,N(O; JRN). P ak pro
každou, E ~ O m ěiit elnou množinu platí) že

LI det \7u(x)ldx = lN N (u, y, E) dy,

kd e N (u ,:u ,E) j e počet prvk'Ů množiny E n u-I(y) .

NCl závěr této kapi to ly si uveďme užitečné Beppo Leviho kri térium.

Věta 2.6. Nechť m ěiitclrui funk ce 'U : O -+ IR j e l okálně abso lutně spojitá na s.v.
rtnmob ěžlc á cli se souiadnůvn» osami a derivace u jsou l o kálně integrovatelné. P ak
u j e sobo lenouskti na rl. Naop ak, pro každou sobolevovskou u : O -+ JR exis tuje
reprezen tan t, kt erý j e lokáln ě absolutně spojitý na s.v. rovno běžkách se souiad
tun ui osami.

Poznámka 2.7. Platí i následující tvrzení. P ro každ ou sobolevovskou funkci ex
is tuj e reprezen tant , který je absolutně spoj itý vzhledem ke skoro všem kružni cím
se' st ředem v počá tku a navíc se na skoro všec h takovýchto kružni cích sho duje se
svou stopou. V této práci bud eme předpokládat , že všec hny so bolevovské funkce
JSOll tak to vhodn ě reprezen továny.
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3 Distributivní Jakobián

Funkci rtPl : }RN -t JR budeme nazývat zhlazovačem, pokud ?/Jl E c~ (JRN), O E

sp t rtPl a platí

r ?/Jl :== 1.
J~N

Pokud máme dán nějaký zhlazovač ?/Jl, pak de finujeme standardní rodinu zhla
zova č ů {rtPe}é>O jako systém funkcí daných vzorcem

Pod označením rtPe budeme vždy rozumět prvek nějaké standardní rodiny zh lazo
vačů.

Věta 3.1. Nechť N -1 ~ p < ::1 'P ak existuje omez ená u E Wl ,P(Q(O, 1), IRN
) ,

standardní rodina zhlazo ua čů 1/)é a měřitelná množina E c Q(O , 1) tak, že lEl>
O, u == O na E a přitom pro ka žd é x E E platí

limsup(Det \7u * ?/Jé)(x) > O.
e~O+

Děkaz. Zvolrn e si liché M E N, NI > 5 a označme' Q(z,r) :== {z} + (-r ,r) N
u zavřenou krychli v IR N se středem v bodě z a délkou hrany 2r , Qo :== Q(O , 1),

.) 2 ( k ) frq '== /\ /1 n - i: ' == M" +n R '== _ n• n . , tí' n . , n . N+l .
qn

Pro každé n E N rozdělme Qo na krychle o hraně délky 2 a označme Qn
qn

mn ožinu takových krychlí , te dy

Q" := {Q(z,qlJ :Izl < 1, :J ll , 000 ' IN E Z tak,

v 2li + 1 . }ze Zi == pro 'l == 1, ..., N .
qn

1);\ lc pro Q E Qn ozn a čme zQ střed Q a

P Q:==Q ( ZQ' -Af
1

) .
~ qn

I~ r .v chli Q E Qn nazvem e špa tnou, pokud exist uje Q' E U i<n Qi tak, že Q C J{QI ,

v opačn cm případě nazvem e krychli dobrou . Mno žinu všech dobrých krychlí z Qn

oz n a č íme Q;/.
Zafix uj me si zob razení f == (fl , ..·,fN) E C1(IRN;JRN) tak , aby splňovalo

II



!J(x) =°mimo Q(O, k),

1 1 !J(x)dx> °
Q(°'2)

fi( x)=xiProxEQ (O,k ), i=2, ...,N,

f(x) == Opro x ~ Q(O, 1),

a zhlazova č ?/J l E COO (IR N ; IR) tak, aby platilo

a

:~ (xl = K = konst. pro x E Q (O, k),
kd e I{ > O. Označm e

C1:= ľ fl (x)dx , C2:= max IV' 'l/J (x) I, C3 := max IV' f( x) I.JQ(o,~ ) xElRN xElRN

Pro každé n E N a každou krychli Q E Q~ položme

uQ (x) :== Rn f ((x - zQ)kn ) .

.Je jasn é, že spt (v,Q ) ~ I{Q. Dále položme

u.; == L u Q , v, == L U n ·

QEQ~ nEN

(3 .1)

(3.2)

(3 .3)

P rotože nosi če jedn otlivý ch uo se nep řekrývají , tak platí , že pro každé x E Qo
bud' v,(x) == O, neb o existuje n E N a Q E Q~ tak, že v,(x) == uQ(x) . Pak ale
IU(.T )I == IUQ(.T) / == Rn/f ((x - zQ)kn ) / ~ /f(( x - zQ)kn ) / , protože Rn < 1 pro
každ é n E N.
Z to ho plyn e, že u j e omezená . Dále platí , že pro Q E Qn* je

f. RPkP 1 RP kP
l\7uQ(x) IP d.T == ~lN n l\7f (y)Idy == C ;Nn

. /{ Q ti Q(O ,l ) n

a v kaž d órn Qn* je takových kr ychlí nejvýše q;;. Dostáváme t edy

12



takže u E WI ,p(QO; JRN ) .

yní zvolme n E N, Q E Q~ a y E p Q. Položme

4
tJ·=: 

. M qn '

Pak je Q(y, tJ ) c Q a u.; =: u Q na B( y, tJ ). Navíc K Q C Q(y, ~ ), protože p Q C

Q (y,~ ) a KQ C p Q. Dost áváme

(:JuQ * 'Ij;/j )(Y) = iNu~(x) det ('\/1/J/j (Y - x), V'u~ (x ) , 000' V'u~ (x)) dx =

=: j R;:k;:-l fl(( X - zQ)kn) det (\l 1/Jó(y - x), \l f2((X - zQ)kn), ...
J(Q

..., \7f N ( (x - ZQ)kn ) ) dx =:

R;:k!;!-l l ' ) ( ( knY - knzQ - v) . )
=: k N flN +t t.;.'1 (V de t \7'l/J k fl ' \lf 2 ( V ), .. . , \7 j N (v) dv =:

TL • Q(0 '2) TL

R
N 1 (lVi)N +l

=: k tJ~ +l I( fl(V)dv =: - CIK.
TL Q(o , ~) 4

Předposlední rovnost platí díky podmínkám (3.1) , (3.2) a (3.3) , protože
k nY- : :ózQ - v E Q (O ,~) pro každ é v E Q (O , ~) .

Pro i > n a Q' E Qi , Q' c Q je

I Q' r - .i Q' ( Q' Q' , )I(J ul * ~)ó ) ( y ) 1 - U l (x) det \7'l/Jó(Y - x), \lu2 (.T) , ..., \7uN (x) dx <
IR N

( )

N+ l ( ) N+ I ( ) N + I<C2R i(C3kiRit-l J,:qn i;" = C2(C3)N-l 11: ~:

Pro zvolené i > t i je takov ých krychlí Q' c Q nejvýše ( ~:) N , a tedy

Díky to rnu , že pr o i =1= j jsou nosiče ú, a U j disjunktní , dostáváme

I(J u * r~)ó ) ( y ) 1 == I(JuQ * 1/Jó)(y) + L (Jui * 1/Jó)(y)12
i>n

2 I(J 'U,Q * ó) (y) I - IL (J u, * 1/Js)(y)I 2
i> n

13



(
M)N +1 00

;:::: 4 (CIK - C2(C3)N-I 2: M n 2
-

i 2
) := a(n).

2=n+1

J e-li tedy y takové , že exist uje nekonečně mnoho n E N, že y E pQ pro nějakou

Q E Q~ , pak
lim sup(Ju * ?/Jó)(y) ~ lim sup a(n) > O.

ó---+ 0+ n---+ 00

Položme

E := {y E Qo : Y E U (PQ\ KQ ) pro nekonečně mnoho n E N} =
QEQ~

== lim sup U (pQ \ 1<Q).
n EN QEQ ~

Chcerne dokázat , že lEl > O. Platí

E = Qo\ [U U KQ U U n(U pQ) C] ,
n E N Q E Q ;L noEN n ?:.no Q E Q ~

p ři čem ž

Dál e j e

U n(U pQ)C = U{YE Qo : Vn > no YE( U PQ)C}.
n o E N n'2no Q EQ;1 n oE N QEQ~

Dokažm e, že pro libovoln é T~O E N je

I{YEQo :Vn;::::no YE ( U pQ)C} I =O.
QEQ~

(3.4)

o

Ozua čme
C

Wn := ( U PQ) .
Q EQ;l

Pro libovoln á no , '0" n' E N, 'o, > n' ~ no, Q E Q;1, ' Q' E Q;1,' , pl a tí , že Q j e buď

uvni t ř [>Q ' nebo vn č pQ' (1110ho u se prot ínat maximálně j eji ch hranice) . Proto j e

l/Vno n l+~l/ o + I n ... n Hín_1 == U{Q E Q;1, : Q C l/ll no n ... n l/Vn- l } \ lV,

H/no n Híl/
O

l n ... n w, == U{ Q \ p Q : Q E Q;1, ' Q C l/Vnon ... n l/Vn- I } \ N' ,

kde 11\ 1I == 0, 11\ 1'1 == O. Dostáv áme

IH/7/0 n ... n filínl == (1 - ;1) I{Q E Q;/: Q C l/Vno n ... n l/Vn- l } I

== (1 - AI/, ) IHíno n ... n Hln_11== ... == (1 - ;1)n-no Il/VnoI·
Tedy vid íme, že platí (3.4) a lEl > O.
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Poznámka 3.2. Ten t o příklad lze volně interpretovat tak , že abso l u tně spo
ji t á část di stributivního .J ak obiánu se liší od bodového Jakobiánu n a množin ě E
kladné m íry. 'f a to in terpret ace však není zcela přesná , neboť di stributivní J ako
biá n zkon struovan ch o zobrazení není míra , a t ud íž striktně vzato nem á absolutně

spoj itou čás t . P říklad , v něm ž by distributivní Jakobián byla míra a její absolutně

spoj itú část by se lišil a od bodového Jakobiánu , neexistuje , viz. [121 .

Náslcdující lemma je variantou lemmatu 38 z [7] .

Lemma 3 .3 . Nechť 'U E 1/V 1,P(B (O , 1); JR N) n H!l~: (B(O, 1) \ {O} ; JR N) pro nějaké

I) E (1 , j\T) . Jcsiližc

1 j'
]
--:> N - J IOTU(x)IPdx < lVI
1 1. 13 (O,R)

pro každé I? > O s n ějakou konstantou M > O, pak exis tuje konstan ta c (závis lá

iui I)) a posloup -nost m nožin E n taková, že

2. I1.:J /I I > O pro kažclé u E N)

S. '( yhe'l'e'lne-li pro každé u E N polom ěr R ; E Eu) pak u r oB(O, RnJ j e abso
luliu: sj)oji/'rl ) splývá se stopou 7L na oB (O , R n ) a polom ěr R n splňuje

(3.5)

(3 .6)

Uúk az. St čl tÍ mn ožinv L /I vvhra t ta k, aby by lo sp l n ěno 3.5 , prot ože ostatn í p od

uun kv plat Í pr o S. \'. polOlllřr,\' 17/1 ' Pro Jl, 2: 2 m áme

JH
21! ( N -p ) .

I 1

.::1 , II) lS < .:3k l
. u Tl/, (L _ 21l ( N - l - p ) '

. n l3(o .H /I )

I 1
0 . II) IS :3i\l

T ll ( , > '2 11( .\' - I - p ) '

. n l3 (O , /ľ/l)

15
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a tedy
2- n

{' dr (' 18y ulPdS > 2n (; ~~ -pl2nl+l > 2n (tT
_ p ) ,.12-n - 1 .1DB(O,r )

CO Z j e spo r. V íme, že 2- n - 1 :S Rn :S 2- n , takže (2- n )N- p- l < R,~ -p- l , j est liže

fJ 2 N - 1, a (2- n )N- p- l :S (2Rn )N- p- l, j estliže p < N - 1. Z (3.7) dost áváme

I' . 18 u IpdS < 3k l < cj'.;[RN - p - 1Jf T - 2n ( N - p - l ) - ri .
. DI3( O,Hn )

o

N áslr-rl uj ío! v ě ta n ám umož ňuj e urči t singu lá rn í část di stributivního J ako
biánu pro n čk tc rá zobrazení . To se n ám bude hodi t v kapi t ole 6.

Věta 3 .4 . Nechť lV 2 2 (J, D C }RN je otevřená množina. Nechť lY - 1 < P < lY a
u E lV \,jJ (O; }RN) n Hll~)~v (O' \ {O} ; }RN) . Nechť v : B (O , 1) ~ }RN j e lipschitzovské
zobrazeni takové; že

Ii ln v,(T z) == v (z ), z E 8B (O, 1)
1'- ,0 +

(3.8)

a

j' léJTu(,T)IPclT :S CRN-p .
, IJ(O.R )

(3.9)

(I) e t V ". (p) == I' (P(.J;) det V v,(.7; )da: + cP (O) r d e t \lv (T ) da: .
.ln .113 (0,1)

!Jii!t: az. \' ('('1Jl' I? /I je posloupn ost jako v lemmatu 3.3. Nej p rve doka žme, že z (3.8)
(1 (:3.D) plv n«. ž(' oxistuj « pod pos lou pnost posloupnosti Rn (b ud eln e ji značit opět

I l /l ) t akov.i. ž(' ,,(Ii /l ' ) =:: /, (-) na 8B(0, 1), když n ~ 00 . Skutečně , ozna čme s i

1/ 11 (.: ) : == II ( nl/":) p r() .: E DI] (O. 1). Dík,v volb Č R; dos t ane111e, že

S II Jl I1' 11(,r )j!' - ilit' IvlI (:r )l7':S ľ 1\7(IVn j!') 1dS :S
iJ/ i ((). I ) iJ/3(0 . 1) .l0 1)(0 ,1)

1 LJ..

_ JJ ľ 1\ 1'1/ " / '/1 I/J I clS:S jJ ( r. I\7vll lPdS ) JI ( r IvlIT'dS) JI

.liJ/ i(() . l l '/0 13 (0 , 1) '/a l3(O, I)

l (l k ; (, 1/
11

.j(' O IIl('Z (' ll('l \ ' (' ll" I./I(DI3 (O, 1): }RN) . O bs ahuje tedy p odpos lo upnos t , k terá

,j( ' s ldh(' kon\ ' ( ' r.t~ ( '1I t II í \'(' ll" 1./1(D13(O, 1); }RN) . Ta a le dí ky p ředp oklad u (3.8) ncm ů ž e

k Oll\ ' ('rg O\ '( ll k lli t ( 'lllll j i n óm u . !l C' ž k v í 813(0, 1). Označ irn e- l i 'Un(:I; ) :== r{j'n(:r ) 
1' ( .1' ) p r o .l' DI3 (() . I ). pak / '/1 ~ O ve lVI ,P(8B (0, 1); }RJV ) . Do kažm e, že Vn ~ O.
PI(ll í
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CL pro tože

dostáv áme

sup Ivn(x)IP:S j' IvnlPdS
0 13(0,1) 013(0,1 )

+ p ( ľ IVVnIPdS) ~ (j' IVnIPdS) "f -+ O
'/0 13 (0,1) . 8 13 (0,1)

pro 'll, ---7 . Dokázali jsme, že u., ~ V na 8B(0 , 1).
P()IOŽlll< ~

pro 1·1: 1> Rn ,

pro I~L < 11;1 < ti;

pro I·TI :S ~I,

kde' 1/11 (1' ) == O pro O :S r :::; 1:;1/ , 11n Cr) == 1 pro T ~ Ii.; 1]n j e Cl na (O , (0) a

() :::; '/:1 ( 1' ) :S 1/1/ pl' () všcellII a 'I' . -

~('.jIH\ ·(' doka žrn«, Ž(' pro každou cP E Ce (O; JR N) j e

lim (Der '/Ln , cjJ ) == (Dct \lu , cjJ ).
11 - > ~

Sk II t (' {-ll (\ PIa t í

St cl(í dukc'l/dt . /(' posled ní (h'{' liinirv se rovnaj í O. Pro (3.11) platí

k< h ·/ /I - ;. . prot (l/(' r. \ o.v ,' jsou v L ". P okud jde o (3.10), t a k platí

17
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< II \7(pll "oo ( I,L OyV2 C~; I) I+ Io.U,2 ( u; I~ I) I+ ,LI'U2 ( u; I~ I) ~ 'V2 ( I;~ I) I)...

... (I,L. Oy VN ( I ~ I) I+ Ioyu N ( u; I~ I) I+ li"I'11 N ( n; I~ I) - 'VN ( I~ I) I).
Dost áváme

::; CI(I 'ILJ 1+ I'ul DII /., oo (13(O,Un );IRN)II V'1>I IL ( I3(O,Hn) ;IR N )'

.j' /I ( I*Dy v ( I ~ I) IN - I +Ioy 1), ( u; I~ I) IN - 1+ liL,v,(tt; I~ I) ~ 'VC ~ I) iN - I ) dl;
. H(O,/ í /l )\ 13 (O' T )

::; C
1

1(IU II+ l'uII )IILOO (!3(0,Un );IR N )II V' 1> IIL ( 13( O, Hn); IR N )'

. [II~?~ I (j . 10y vIN-1rlS + Sllpiv,(u; I ;~I) - 'V (.7; ) I )
. DIJ(O,I ) :Z:E DI3(O,l )

+ ( j' IOy 'U,IPrlS) NI~ I ne: ~,- N RII] ---+ O.
. nl3 ( o./ť /l )

:'\ ,\'IlÍ s t l l{- Í clok áznt. že

Ii III (D('t \7 1/ 1/ ' r,\ ) = ľ ó(.1:) clct \7 '/I, ( :J: ) (L:!; + 1>(O) ľ clct \7v (:E)dx .
1/ - >- .J~ ~ '/ 13 (0,1)

(D(\t V III/' o) == I' qJ(.T) dct V 'LLn(:r )d.T ==.In

== I' 0(.1') dot V '/I.(.1;)d.T+
.J ~ 2 \ U t ( ) . /ť 1l )

- j' q)(:r) det V V"J :C)d:c+
. U ( O ./ť Il ) \H ( O. 4f- )

t, (J ( () ) j' cl ('t V li li (.I' )dl;+
. 13 (0. 1\'2 )

-j' [0(.1' ) - 1> (0)] dct \7u.; (:/:)(1:/; .
. ni« !{/ )

(3,12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

I j. 0( .1') d, '1 \ 1/ 1/ (r )d·1' 1< 11911 '." '(12) ľ . II I clct \7'U'1I (1;)Irh --t O.
. I I ( II . I ! " ) \ li lll. llj ' ) .!1J (O,l I,, )\ I3(O, T l



Platí

kd e Ol/ Ull značí derivaci podle vnější norrnály k oB(O, I.TI) v bodě .T. Pro integrál
(3 .13) te dy dostaneme

f' . I clet v«; (x) Idx <
. 13 (°,n; )\ 13 (o,B:f- )

< C' ; ;,/0' '' tlr j' ,i)uUJ - u(x)1 [18T vUJ 1+ 18T'U,(x)lr-
J

dS(x)
• ~LL • DIJ(O, Hll )

< C sup {lvUJ - u(:r)I}'
:I:ED13 (0,Hll)

,( j' [18TvUJ I+ 18T 'U (x)lr-
1
dS(x) --t O,

. DIJ(O, /(n )

kd\ 'ž /I CXJ . prot ože

Pr() i II t ('g ľ('ll v (:3.1-1 ) p1čl t í

I f' I ' [ J) (. 1" ) - o (() )] rlor \7 1/" ( :1" )da:I = I f' [4> ( '~' y) - 4> (°)] clet \7v (y)dyI <
. /1(0 . __~~} L ) . 13 (0.1)

< Il o- o(O)II/,X(15 (O .4p- )) f' Iclet \7v(y) ldy --t O,
- . /3(0 , I)

kd \') /I - 't - . protož(1 Ilo - 0 ( ()) 1 1 /_ ~(!) (0, ~ ) ) -+ O.

19
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4 Distributivní Hessián

Věta 4 .1 . Nech/! N - 2 :S ]J < ::2 ' Pak existuje u E Hl 2,P(Q(O , 1); IR) n
l F 1,00 ( (2 (O, 1); IR) , sttuul ardni rodina ztuazoua čů {1/Jé} a m ěiit cliui rnnožina E c
(2(0, 1) tak, že lEl> 0, 'u, == O na E a přitom pro ka ždé :r; E E platí

lirn sup(1-lu * rljJé)(x) > O.
é 0+

!JÚkaz. Zadchllll.illlc si (jn , kn, Qo , Qn, Q';1' ] ( Q , pQ stejně jako v důkazu věty 3.l.
Z\"OlIlle si [1'.2 funk ci .ľ : IR N --t IR takovou, aby spt(f) C Qo a

/
. ( a.ť . of Of )~ Sgll j) dct ~( :D )\l f (.T) , (1, O, ... , O), \l~(.T) , ..., \l~ (.7;) clx ==:

. . o u.L p I u X P3 u .T p nI)E ..... .v -1 )'2 = 1 I. ()

== : Co > O,

( t (d~ () \";l r-x istuj c podl e lcnuuat.u 4.3) a zhlazova č rljJ l tak, aby splňoval

sPt (0 ) c Q (O, 1):

U'.!. " . D')"
-. - :) == J\" > O" ._. (T) == O pro Ci: j ) -I- (1: 1),.1; E Q (O: &).o.; U.I' i D.I' j

Pr() každ {\ /I E N a ka Žc!011 (2E QII P OIOŽIrl C

~l

Ó :==-.- .
Jl (j il

:20



Zvolme l í n tak. aby
J . /

Co I{ lvf N+2R;: q;:+2
--- - - --.:...-- == 1.

4N+2 k,~,

Pro i > 'Jl, a (2' E Qi pla tí

ui\' N+ 2

kde .1(' d()hr {~ si uvědomi t. že '1 ~2 je konstan ta vzhled em k i . P oložim c-Ii opět
1

I:; :== {:tj E (20 : :u E U (pQ \ I{ Q) pro nekonečně rnno ho n E N} ==

Cd EQ;/

<l osl Cl } I(\ IlI( ' . ž(' p ro každ{\ U E 1:; platí

li lll Sll p(H II * 'l.\5 )(Y) ~ liln sup a (n ) > O.
á-tO + n -+ oo

o

Poznárnka 4 .2 . I na I (' III o pří k la d se vzt ahuj e pozn ámka a nalog ická pozn ámce
:),:2 . 1('<1 ,\ ' jr -v .1( ' 1l11l OŽJl {' Jl I ím . že dist ribut ivn í Hessi án nen í m íra.

ť .1'1<1 ('1 yL .ľ ( . l' ) d.r -# O.
.I~pt f

I, .fl ,j(1 (' ( liT{ ).

.) fl ~ U. fl ( s ) == () pro s > Jr l '

:21



pro x i= 0,

pro x == 0,

Po ložme

Pak

f( x) :== g(lx l)·

V f (J:) = { ~' ( I x l) I~I

a pro ;J; i= Oje tedy

\lLI"(:J;) == (1 " (I.TI)J;0,~I: + 9' (11;1) (1- J:0 x ) == (9" (I x I) - 9' (I xl)) x 0,x + I y' ( Ix l)
• .J I~I: 12 I~I: I IX 12 • Ix I IX 12 IT ! '

kde 0 znamcu á tenzorový součin a 1 je jednotková matice. Označíme- li si et i- tý
prvek kanonické báze tRN, dost áváme

I \ n I'(/.) - I \ ' (u'(I:r:I) -;-+ ( " (I/-I) _ 9' (,7;) ) ~ 9' (I ~1: I) 4 (" (I ďl) _ g' ( ~I:) ) ~( ct v. ,I, - ( ct l:cI C I + .rl .L Ix I x 1 IJ:12 , Ix I C2 + 9 x Ix I x 2 IX 12 , ...

9' (1:1;1)~ ("(1'1) g' (X) ) ď x ) _ (g' (x ) ) N.,. , - 1-:l:I-CN + .rl ,'L - lXf l -' N Ixl2 - lXf

+(,(;' (!.r:I) ) N - I ( "(1/'1) _ g' ( I ~I: I )) [xf + + x~ ] _ ( g'(IJ;I)) N- l "(1~I)
1:1:1 g .l- 11; 1 1:1:1 2 ... Ixl 2 - Ixl 9 1-, ,

()Zllcl("-lllC si

) (O'(s))N- l ,, ( )w(s :== _:1 .5-, 9 s .

( ' l!ce llle dok(\zat. ŽC .r~..\" Cv'(I :l;I ):l;Td:c > O. Víme, že

i~\ w(I :c l) d:r = ./IFIN clet V
2
f( x)d.T = O,

prot O Ž( \ .ľ.a led.\' i Vf nui konrpaktn í nosi č a det enninant lze zapsat v divergent
n im t va ru . \a.id{\lll( \ si I' tak. aby

ť :J:7clS (x) == p,IaB (o,R2 ) I·
.Inl3 (O,N'2 )

P(lk pro k(l Žd(\ I' > O.ie

ľ 11 11.5' (.1" ) = (ft(-l ľ Y~( fi) 2d.5' (y) = (fi) 2/-lIDB(0 ,T) I.
.IiJ/f(O,r ) .IDI3(O,l?)

D()st ('1\' á n }(\

jo . ,d 11"1 )1"1 11 1" = ľ W(I.Tlh T(iJ; + ľ . w(lxl )xTdx..:--.:\ .I I .r:I< /?-2 .I1;r:I> !R.2

/

" ! O ľ w ' (I" )11rI .5' (. I" )d1· + r ľ . w(T)xTd.5' (.T )dT
, II .In n (ll,r ) .I /? 2 .Ia B (O,r )

/' /,'!,w·(1" )I' ID}](O".) Idr + ľ w(1')I' IDB(O , T) IdT
. () .I /?'2

= I' i~ \ w(1:1:1 )d:r = O,

o
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5 R elaxace a Jakobián

Lem m a 5.1. Nechť B(O , R) C JR2, 1 < ]J < 2, u E 1/V 1,P(B (O, R) ;IR2), nechť

r : (O, 27r ) ---1 ]RL j e spoji tá uzavřená křivka a nechť existuje posloupno st množin
E II C JR -+- ioko uá, že

1. I l~n I > O pro každé n E N,

S. 1)'1'0 libovolnou posloupnost R n takovou, že R n E E n , platí, že tL (\I! (Rn , . ) ) =t
'"'I ( . ) na (O. 2Tl) : když TL ---+ 00 .

lim inf /' I det V'vn (l;)!dx 2: {' II nd? zldz .
u (X) , 13 (0)<) JfR2

Diil.az. Z \ ' 0 111l<' si e > O. Chceme dokázat , že

li lllil~lf /' Idct \7un (:1; )ld:1; > f,' IIne1" zldz - E
1/ - t ,13 (o.l n .Jt?2

(5.1)

L\'ollll(\ s i lihovolnou podposloupnost posloupnosti " Ln čl pro lepší přehlednost ji oz
II ah II ( ' o p(\t "1/ ' () Z !l (\ {- lil<' I' 1/ ( .1' ) :== LI1J:1; ) - u (:D) . Pak v t i ~ Ove llV 1 ,TJ ( B (O, 1); IR2

) .

!) Ok;l Žlll( ' nejprve. že pro S , \ ' , I' > O exist uje vybraná poclposloupnost { V n k}k EN

tak, že ('I/ k - () na DI3(0.1' ). Z v ě ty O kompaktním vnoření víme, že exist uje
poslO l l Pnoxt r<\;\ln ýtl: {- ÍS( \l o , ---1 X taková, že

/
' (Ol/I'07/ IP+ 1\7V n IP) tla: < C

, 13 (0.1< )

P OI O ŽIII< \

0" (I' ) :== j' (a l/ l'ulLl fJ + l\7v II IP)dS
, 0 13 (0 .1' )

/

' I o /I ( r)d,. < C
, O

pr () \ ' Š( I( ' ll llil /I - T Z ln t o uova k-nnnar.n dost ávám e. že

'\ /,1
I Ii I I I i II f Ol/ ( I' ) rlI' < Ii 111 i II f cP t i CI' )rl 'I' < C,

, l l 1/' 1/. o

li11I illl' o l/(I' ) < C( I') <
1/ •

pro S.Y. 'I' E (0, 1). (5.2)



ZVOlIllC si lib ovoln é i, pro kter é platí (5.2) , ajako nk si označme takovou posloup

nost , aby (Pni, ('I') < C(T) pro všechna k E N. Platí

1 E.::.!.-

::; JI I' IV'Vn,IIVnkI 1l-1dS::; P( I' IV'VnkllldS ) P(I' IvnklPriS ) P ,

'/nH(O.l' ) .JDB( O,T) .JDI3(O,r)

Cl pro t. ože

J}
- - -

fl -I
(\ 1/ k

1 p - l

( I' lV'u",.l l'dS) p ( I' I O~nk Vnk Il'dS) -P ---t O,
.Jn 13 (O.l' ) .JDB(O,T)

k<lvŽ /,' - , c. . kcl (' j S nu\ \',\' 11 ŽiIi om('zcII osti .I~ IJ(O,T) Io:n k Vti k IPclS.
l) ol,Jl z(di j xm:: l ('d ,\'. ž<, pro S.\' . 'I' E (0,1) ex istuje u n J.. tak, že

"I/ k r OIJ (O , 1' ) II r DI3(O . 1' ). I~ n ámi zvolen ému e existuje é } > O tak, že

I' Ind ., ul: < E .

.Ir~ l (h) )

~\ 'Olll l(' si posloupJl ost 1711 - , () tak . a bv RII E E; Cl z árove ň aby pro R n ex is tova la

podposl ollpll oSt II l1k r' OfJ(O . f t l/ ) =t u r 8B(O, Rn ) pro každ é t: E N (to lze díky
t() IlI I !. 1<' ,r'lI l > O (l t a t o poduu nka j (' s p l n č n a pro s.v. T > O). Existuj e no> O
L1k() \ '(·'. 1(' jJl'<) II 2: Il o .i<\ S ll P/ E ( ( l.~ ií ) 1 u(\]I (1711 : l)) - II(t )1< é } . Ocl jist ého ko E N
1( 'd ,\ ' 1J1l<!l' Si li)" 111 1/ 1( \1/( 17 1/ ' t) - ~/(t) 1 < E I ' Z lemma tu 2.2 vyplýv á, že oclo.'.! ;;- "

t ( ) lil )I () /1'I ) i> II d(,

Ind l/ l1 krn n (o.l' ) .: == Ind , :::

pr( ) kel /d(" ,: ~ t I ( ' : ) ) , Dosl (')\ '(1111('

> j' IInd, .:; Itl; 2: . /'''I:' ~ IInd, :rlr/:r - E .
• '~; ol \ r '. I ( \ -, \ ) l~,

\'; I z;1<\ '1 1k II .isI ll< ' si I ('d ,\' I\'() Ii Ii Iihovoln ou pod POSl Oll pn ost p oslou pnos ti u.; Cl

d()k;'lZ;t1i ,j SIIl<' . 1(' z 11Í L«: vvlna t pod posloupuost 'll lij... takovou. že pro ní pla tí

(.-). I l . '/. t () II< I \ ' .\ ' l '1,\'·\';'1. I (\ (:>. I ) Jl II11 Í pro ('('1()II PosIoIIPII oSr II I/. . O



Věta 5.2. Nechť 'U : B(O, 1) -+ IR2 je prosté lipschitzousk é zobrazení. Označme

r (t ) :== v (cos t ,sin t ) pro t E IR. Nechť rl C IR2, O E rl a f E Hl 1,2(0 ,2íT) -+ IR
sp lňuje f (2 íT ) - f (O) == Zqt: pro nějaké q E Z. Označme si u(t) :== r (f (t )). Mějme

dán o zobrazení u E vV1 ,P(rl; IR2 ) n l;lfl~;(rl \ {O}; IR2 } sp lňující

lim u(\lJ(r, t)) == u(t)
T~O+

pro každ é t E (O, 27f ) a

pro každé R > O s n ějokou konstantou 1\1 > O. Pak

:FJ(U,O ) == r Idet V'u (x )ldx + r I Indu zldz ..Jn JrR 2

(5.3)

(5.4)

1] 1''j)~ (J,Z . Ozn a čm e si En posloupnost mno žin z lemmatu 3.3. Nejprve dokažme, že z
(:1.3) a (5..:1) plyne, že exist uje podp osloupnost posloupnosti En (budeme ji znači t

o př t E1I ) t aková, že pro každou posloupnost poloměrů R; takovou, že H; E En

plat í

kd.\'Ž n . S k ute č n ě. oz na čme si 'llln(x) :== U(Rnl;), Uoo (.T ) :== u(arg(x)) pr o
.r E D/3((). 1). Z (5.4) dost a IIcnie, že

t (1k ž<' ii., j<' OIll('ZCllá \ ' (' l r l ~ p ( DB ( O , 1); ]R2) . Obsahuj e tedy podposloupnost , která
.j( \ slah{' kOIl \'(\rg('ntllí vo ll · l.P(DB (O, 1); ]R2). Ta ale dík y předpokladu (5.3) ncmů ž e

kOll \'(lrgo\'at k ni čemu jincm u , než k 'll . Ozna číme- l i vn(x ) :== fLn( X) - uoo(x)
pro .r E 0 13 (0. 1). pak "/I -----'" O ve IV1,P(DB(0, 1); ]R2) . Z kompaktnosti vnoření

ll · I·/J(DIJ (O. 1): 1R'2) do ('( 13(0, 1); ]R2) plyne, že u; ~ O,cožjslne chtě l i dokázat.

1) Doln í od had: ~I {ljll l( ' posloupn ost Un konverguj ící k LL s l abě ve l/Tl l,P(O; ]R2),
kd(' 1/

11
E lľ l · ~ ( O: ~) pro kažc! <" ll, E N. Chceme dokázat , že

lim inf r Id('( V/I ,, (:r) ld:r ::O: r I det v U(.T) ld.T + / I Induyldy.
/1 -' i. Jo .JrK 2

~\'Olll }(' si li l iovo lu ó 17 > () takovc, aby B (O ,R) c O. Podl e věty 2.1 je

Iilil i II f ľ I d('t V II" (:c)Id:c ::O: ľ Idet V 1/,(:c)Idx
/I' .Isl \ I>(O.h') J n \ 13 (O,H)



a podle poznámky (1.11) , kde za ! dosadím e u, j e

lirn inf.!' Idet Vun( x)ldx > r I Induy ldy,
n - HXJ B(O ,R) 1IR2

Zmeušuj cmc-li R k nule , dostaneme dokazované tvrzen í.

2) Horní od had : Chceme zkonstruovat posloupnost funkcí Un , kt erá slabě kon
verguj e k 'U, ve Hll ,P( D;}R2) a pro kt erou j e

lim rI clet V un(x)Idx = rIdet V u(x) Idx + r IInduyldy .
7L .Jfl Jn 1IR2

P ředpokládejm e b ez újmy na obecnosti, že 1(0 ) ::; 1(2 7r ), to jest 1(27f) == 1(0 ) +
2q7f , kde Cf E N U {O}. Ztotožn ěme si na chv ilku obvy klým způsobem }R2 s kom
plexní rovinou Cl položme

v(z) :== v (z(j )

pro Iz I < 1. Pak 'u j e lipschi tzovské a

j' I cle!'V 'u(x )ldx = r I IndvraB(o,l) yldy = r I Induy ldy,
. /3(0 , 1) .1fre. 2 l IR 2

prot.o ž:: Ind ; n n (O,I) :tJ == Indu y pro s.V. y E }R2. Položm e

T - Hll H n - r
.rl II CI', t) :== 4 R 4 .f(t ) + 4 2 R [I(O) + 2q7ft]

Tl ti

-;( \1/ ( ,1" t))o ff; , '

~I (,(j n(r, t))

, JII CI' )Ti (t) + [1 - 1]n ( T ) ]u (\ll (ti; t) )

'l /(W('I' . t)))

1) 1'0 O< T < Hn
- - 4 '

1) 1'0 H n < r < RIl

4 - - 2'

I)1'0 !lR < r < R ,2 - - Ti ;

pro r 2:: u;

kcl (I '/ 11 ( ,. ) == () p r() O ::; I' ::; 4t, nTl Cr) == 1 pro r 2:: Rn , 7]n j e CI na (O , CX)) a

,//(I' ) ::; -ji- p ro \'š('cII IIar.
Pa(~ s pou žití m v č rv 2.:3 snadno vid íme, že u.; j e sobolevovská na každé

z I 1111 () ži II 13 (O. ':'t ). 13 (O. 4t) \ B (O,~ ), B (O, Rn ) \ B (O, 1~1 ) a rl \ B (O, Rn ) .

Po uz ijo mr- li v úvod u z lllÍ llČ n(' Beppo Leviho krit érium , pak vzhledem k t orn u,

že' s to py "ll nčl hra nicích t. óchto mn ožin se shod uj í, vid íme, že u.; j e sobolevovská

n.: O. l)okčl Žlll< ' nejprve. že li li obsahuje podposloupnost konvergující s l abě ve

l\ · I. I ) ( ~ 2 : '2) k ll. ~I ~ll l1 < '

ť l l/II (. r ) - II ( :c) IJlda: < j' I'LL ( .T ) I]J c1x+
./0 . B (O ,HIl )
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+ j' ( II (Rn-IIXII) P + lu(arg( x)W) dx+
• 13 (O, ti ; )\ 13 (O, !f-) x

+II ,II ~(X)((0 ,27r); IR2) j' R dx < ( lu(xWdx + CR; -+ O,
13 (0,7 ) J13 (O ,Rn )

když Tl, -t 00 . Ted y u., -t II V LP(O;JR2) a stačí dokázat , že posloupnost "\lun je
omeze ná v LP(fl ;JR2) . Pro S.v. x E B(O , ~n) \ B(O, ~n) , X == w(r , t) platí díky
(2.1)

I (
fJ( , o g) 1 fJ( , o g) ) I

Iv 'au ( X ) I == fJr (r, t) , -:; fJt (r, t) <

< C L· ( lf (t)1+ If (O)1 + 2q1ft If '(t)1 + 2q1f)
_ Ip, + .

Rn r

S vy užitím tohoto vzo rce dost aneme

+,f".I:"117;,(TW(hU(t)) - u (\]i(Rn , t ))I)pTdTdH
2

+ j"hr1'11"laTU(\fJ (Rn,t)W rtlrdi + {2" { R" lu'(tW TdTdH
o liR Jo J&• • 2 • 2

CfL i p~ 1' ~il-j' 2 7í ( --;' lf (tW+ --;'(27fQt + If( O)1)P + ~1f' (tW + ~ (2Q7f )P) rdrdt
I . liR , o lí n R n r P TP

·1

< C,

kde k poslední ncrovnosti vv užijerne (3.5) a toho , že I,(f (t)) - II (Rn cos t, R; sin t) I

j(\ OllleZ(\It<' pro R; dost ma l á, Podob ně bychom snad no spočítali, že "\lun E

L/" (~2: IR2 ) . (l t(\d.,' lili E ll ' 1.2(D; JR2) .
Zl>.\"'"(l spo čítat lilll ll _ t .f~ ? I det "\lun(.'r )ldx . Pla tí

{ IdeI \711" (, r)Id.I: = ( I clet \7u(x ) ldx + ~ I clet \7ií(y)ldy+
.Jo .JO\ 13 (O,l?n ) . 13 (0,] )

/
' Idot V ll" (,1:) Idx + ( Iclet \7 u-, (.1:) Idx.

. U(O.li n ) \ IJ( O, f{2 ) .J I3 (O ,Et )\ B( O, !it )

St ll ( 'Í odltč1<lnol11 poslední dva integr ály. Pla tí
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== ~ 77:Jr) [Ul - 'lIl(w(Rn,t))], 77n(1')u~(t) + [1 - 77n(1')]8(U10Wi t(Rn ,t ))

T 'l7:Jr)[u2(t) - 'lI2(w(Rn,t))], 77n(1')u;(t) + [1 - 77n(1')] 8(U20
'lJi t(Rn ,t ))

a tedy pro první integrál dostaneme

f [det V'un(x)ldx <
./B (O,Hn)\B(O,~)

3 j .Hn l'27r [ 8 (\ll (R t)) ]< -fl dl' lu-u(\fJ (R" , t ))1 lu'(t)[+ u fJ n , dt
' 7L .!.!...LL o t' :2 •

< C sup { [u(t) - u(\fJ (Rn,t))I}·
u:(O,27r)

j'27r [1_'( )I 8'lI(w(Rn,t)) ] d. u t + 8 t ----+ 0,
. o t

kdy ž n ----+ , kde jsme vyu žili toho, že

j ' 27í 8u(w(Rn,t) ) (127r 8u(\ll(Rn,t)) ) *a clt ~ 8 pdt
. o t o t

= u; ( [' [oTu(:r)[1'dS(x) ) i < CRn.t.:«,
Pokud jde o druhý integrál. dokážeme, že det \1'lIn(:E) == °skoro všude na B(O, ~n)\
/] ( O~ ':,11 ), S k utc č n č, podl e pozn ámky 2.4 je pro s.V. x E B(O, ~n ) \ B(O, ~Il )

\7(" '(10 9 o W-l )(x ) ==

{
O. r~ v bodě g(w- 1(x)) neexistuj e ,

I ~ (.r;( \}/ -I (:1:))) \1(.<J o \II - I)(1;), r~ v bodě g(w -1(:r)) existuje .

,'t('jIl.\' \"Z01'( \(' pla tí i pro \7(, '2 O.<J o w- 1)(x), takže je vidě t , že pro s.V. x E

/3 (0. ~) \ /3 (0. ':t )JSO ll \7u;J .T) a \1U;L(.7;) lineárně závislé. O

Poz n árnka 5.3. 'Ta to y()ta zobec ň uje vě tu 1.1 6 . Skutečně , m ám e-li dáno r jako
\"(' \'(\t t, 1. LG . st a(í položit

Po l'ozšíl'(\llí ~,' pcriod irk v na cele IR exist uje lipschit zovsk á funkce f : (0,2 7i) ----+ IR
ta ková. Ž('

Ti (t) == rCf (t ) ) .

St a{'í toj iž položit

!I( \!>()t' Z(' ~1)('('ié 'l1!1ílIO t varu "', plv ne, že je bilipschitzovská . Z prostoty, spo j itosti
čl llZél \'!'<'!I()st i "': r (O. !.íf ) a ze spo j itost i a uzavřenos ti u vypl ýv á, že f (27r )

.ľ (() ) - !.(I II pl'() II {'.ié1kC' (I E Z .
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6 Relaxace a Hessián

Nás lcd ující větu p ot řebujeme v důkazu věty 6.2. J e zobecněn ím věty z článku [7].
Vyp lývá snad no z věty 3.4 .

Věta 6.1. Nechť N 2: 2 a rl C lRN je otevřená množina. Nechť N - 1 < P < N a
'll. E l/V1,]J(f2 ; lRN

) n l/Vl~: (D' \ {O} ; lRN ) . Nechť v : B(O, 1) -t lRN j e lipschit zovské
zobrazení lako vé; že

lim U(T Z) == v(z), z E 8B(0 , 1)
7' -10 +

(J,

pro ka žrlé R > O. Pak

I Drt V'nl = (' Iclct V'v,(:r;) ld.'/; + (' I clet V'v(x) ldx.
./o. ./B (0,1)

(6. :)

(6.2)

Věta 6.2. JVechľ 1 :::; ]J < 2. Ex istuje u E H/ 2,p(B (0, 1); JR) taková; že IHul -#
R I/ ( IJ . .) .

Uiiku.z. \' (I. jI )1 '\ ' (\ u\'('crme n čkol ik vzore čk ů kt er é budeme potřebovat:

Darg (.l' )

[J. l' 1 I I
')'.1' -

8arg(x)

8X2

1; 1 al,TI
Ixl 2

' 8:Ci
(6.3)

\ 'Z () l"(' (1 pr() č)rgu nlC 'lll plat í uvnit ř d efini čního oboru . M ějme dánu 21f-periodickou

Cf l Iunk('i o : IR čl POIO ŽIllC

{
O

11 (.1' ) :==
1.1' I(p(arg(:r))

pro .T == 0,

pro .T E JR2 \ {O} .

P ()t UJII " r: lľ 2 . 1 : - ~ (J3 ( () .I ): JR ) pro každ ó°< E < 1, tak že 'u E 1/V 2,P(B (0, 1) ; JR) a

Z i'll'() \'(l f l }l udl(1 ( 1.1) .j(1 'Hll == Dct v (v'U,). Platí, že V 'LL : B (O ,I ) -t JR2 j e 0
!I<>I11< )g( 'JIIl Í zu h r č)z (\ lJÍ . ( ) z ll at ll J('

~i (t ) :== V 'l/. (cos t. i Si II t )

I D (' l V(v lI l l(J3 (O.l )) = (' dct V'u.(x)(b; :
'/ 13 (0 , 1)

kcl (I II .i(I IiI )( )vUIII(I Iips('IIi t z()vSId' rozšířCII í V'l/. raB (O, 1) n Cl B (0, 1). PoIožrne

II (I' ('()sL.,. sin t) :== 'I'r (t. ).
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Díky vzorc ům (6.3) pl a tí

(

aú 1 (\lJ (r ,t))

\7'U, ( \]i (T , t)) == ar'a,tl'2(\lJ (1' ,t ))
ar '

aú 1( \lJ (r ,t ))
at

aÚ2( \lJ( r ,t))
at

) (

COS t - s in t )

sin t: C~ I, '

Ozuačim c-Ii první mati ci \7r,t'u' , dostaneme

j. 1 ,211" !n'11jh ul == dct \7iL (.T)cl:r; == - det \7r ,(U(\IJ (T , t) )TdTclt
. IJ (O,I ) • o ,o T

()p (,t \ 'z }d {'d (' l ll ke vzorc ům (6.3) dostaneme

o./,( ,( ()) X 2 ( ()) .T I-a,. :c) == -cP arg 1; -, 'I + cP arg :c -I 'I'
.t l x X

n« "( ()) .TI ( ()) .T 2
~(:l') == q) arg.T -I" + cP a rg 1; -I'"
u .I' 2 ,'L 1.1

.J ('-li (J !J t akov« . Ž(' o( {/) == (,)' ({/) == cP (b) == cP' (b) == O, pak

· ll 1 t'
= ~ ./ (0(1) - io' (I))(!;/'( t) + rjJ (L))dt = "2 ./(1 [rjJ2 (t) - rjJ'2(t )]rlt

{

l l ('os -ll
0(1) :== . .1 2{/ [1 ('OS ( } I + } 7I)]

I)1'0 t E / - ~ . 7!.- ) .
\ ·1 ' ,I '

I)ro t E / 7!.- 711").
\ ,I ' tl '

.l:'[, / (1) - o'~(I) ] rl t = l>(l+ ros clt f - 16 sin" 4t]dt+
1
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h r [ 2 ]2 ' 4 4 2 16 4 2+0.lf [1 + cos Ci + 37f ) ] - 9 sin' (3i+ 37f ) dt =

13 211
== --1f + CL -1f

4 12 '
a tedy existuj e hodnota CL taková, že se počítaný in tegrál (a tedy i 11-l'ul) rovná O,
ZVOhll C si toto CL větší než O.

Z lemmatu 5.1 vyplýv á, že

RII (u, B(O, 1)) 2: l' I Ind ,,! z ldz .
!lJJ ')

• !fu -

I~ dokon čen í d ůkazu vě ty te dy stačí najít bod Zo E IR2 , pro nějž Ind, Zo -I- O.
Z o te v ř e nost i muo žiny takov ých bodli pak totiž vyplyn e, že fIR2I Ind, z Idz > O.
POIO~ll}(\ ::0 :== (1, O). Protože platí

~/ (I ) == ei
I ( (p(t) + új/ (t )) == (cP (t) cos t - cP' (t) sin t , cP' (t) cos t + cP (t) sin t ), (6,4)

tak je ~/ ( - 1) == (O, O), r (O) == (2, O) a r ( ~ ) == (O, O) , P řitom však , ozna č ímc-Ii jako
(/ (t.) s po.i i t o II \ -i'tcv Cl rgu lneIIt II [ ~( (t)- (1, O)] a r(t) == Cll (t),{ 2(t)), j e { 2(t) > Opro
I E (- 1' O) cl r-!L (t) < O pro t. E (O, ~ ), takže a(O) - a( - ~) == 1f , CL( ~) - CL( O) == it .

'[ (\(h - ll1d - [(- ~ ~ ) ':o -I- O.
, :·1 ' ·1

n0 \ ' 11 i('(' (G.-1) se cl ú ta kó přepsat jako

r-ľ (t) == q)(l ) (' os t , sill t ) + +cP ' (t ) (- sin t, cos t ) .

Pro I E (~ . z ) .j( \ ó(/) > O. ó' (/) > O, a tedy

.) / . _ ) } { 2 () / t: 31f)}
~, (I) E {.I" E IR- : argO.Lií (:I' ) E \ t, t + ~ ~ :r E IR : a rgo,27í ·T E \ 4 ' 2 .

Pro I (Ii. I ~ ) .j(\ ó(t ) > O. ó' (l ) < CL C1 t edy

/ . J: i t: ) ) { ') () / Tl 7Tl ) }
\ ~. r ( - . - C C .1' E IR- : C1 r g o,27í 'z; E \ -:1,~ ,

·1 -1 éf

D

sLlr ( .\ / ) :== {n.I' ::r E /\/ . n E (O, I )}

\ ~ /iJ :== { (I' ('os 1. , I' siu r) : l' E (0, 1), i E (a, tJ ) } .
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Lemma 6.3. Nechť (a, b) c JR je interval délky 21f ; mějme dánu 21f-peTiodickou
funk ci rjJ : JR -t JR a D :== {a == to < t < 1 < ... < tk == b} dělení intervalu (a, b)
tak , že

• (p j e C'2((ti, t i + I ) ) pTO fl == 0, ..., k - I ;

• položiui e-li v (:r ) :== Ixl c/>(arg(x)) ; tak platí
f() E \/{/ '2 ,1 (B (O, 1) ; JR) n H!l~~2(B(O , 1) \ {O}; JR) ;

• oziuuiiine-li r (t ) :== V' v(cos t , sin t) ; pak pro každé i=::l ;... .k-L

a I , ť E (li, t i+ I ) ,

/, #- ť ; jJlat{s tar ({r(t)}) nstar({r(ť)}) == {O} .

j J("k
k-I

RII (v, B (O , 1)) < L Istar(r [(ti , ti+I)]) I·
i = O

!] r/j,kaz. \'cjprve doka žme, že v E H!2,p(B(O, 1) ; JR) pro každé 1 < ]J < 2. Platí , že
\7L'I ' jc (- l)- hoIllOgCllllí zobrazení , tedy že existuje 21f-perioclická funkce ( : IR ---t

·1 tak. ž(' \7LI'(./:) == 6 ( (arg(:r )) pro ,7; #- O. Dál e víme, že

j. 1 .) ; '
== -I -I') i( (arg(T)) I-d.T == . 1V'2 v(.x)12d:r < 00 .

. U ( O . ~ ) \I3 ( O. t ) .e - . 13 (O , ~ ) \I3 (O , t )

L l oh o d oSl (n'c'lI ll C. ŽC

j. IV 21'(.l') I/JrI.l' == j' L/I /.1~ 1((tWTdnlt = _,_1_ i2
11" 1((t)J1)rlt < 00. (6.5)

rl) ? - 1)
. U ( 0 . 1) . o . o - . o

~\'()]Ill<' si () > () Cl funkci II : IR ---t IR ta kovou, že h E C2 (IR) , h( O) == 0,°::;
II' _ I. Ii' (s ) == 1 na ( - . - n) U ((t, ), h'(s) == O na (-%, %), h' j e neklesající
11; \ (() . n) (\ ur-ros touci na (- rt. O), Ih" (s)l ::; *pr o všechna s E IR.

p()]()ŽIll<'

11' (.1' ) :== 11 (1'(.1')), :1; E B (O, 1).

PodlI ' ]( '111111(\1 II G.J je /I' \ ' C lrl~)~ .1 (B(O , 1); IR) . Doka žlllc, že ve skutcčnost i in E
ll '2··.! ( I3 (O. I ): IR). \L'1I11 ('

(\ PJ'(II() Ž( ' 1 1" ( I' ( .I' ) ) ~ (.l' ) T- ( .I' ) E 1..L (J3(O, 1), IR), tak s tač í doka zat. že
d ./ I I ./.1

11' (I· (.l' ) ) ~)i. I '). ; ' . (. 1') E 1.:2 ( /J (O. 1) : IR). Z to ho, že v je I-horuogcun í čl omezená, plyn e,
I . / 11.1./
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že exist uje T a > O takové, že Iv(x)1 < ~ (a tedy h'(V(.T)) == O) pro Ixl < T a '

Dost áváme

/
' 82 2 / ' 82 2

h'(v(:;;))o;Jx) dx = h'(v(x)) a; ( x) dx <
. H(O,I) X z xJ • 13 (0,1)\8 (0,1'0') x, XJ

j' 82v 2

< IIh' o vII I oo( B(o, I);IR) O X iOX j (x) dx < 00 .
13 (0,1 )\8 (0,1'0' )

Nakoncc doka žme, že

f.'i"+lIdet \72'w(x)ldx < Istar(-r[(ti , t i +1 )]) I,
.

1< to rnu budeme cht ít použít větu (2.5). Ověřme proto , že \Jw je lipschi tzovské
na 1 ' ~' i l l - I ' To plyne z toho; že w je C 2 na 1~ i t i + l' Označme si lvI :== \JW [1~it i + l ]'

Pak i11 C stal' f [(ti; t i + I)]' Zad efinujrn e množiny

J112 :== {y E lvI : N tv-» ,y ; 1~ i t i + J ) > I}.

ZYO l ll l(~ si :tj E J\ I'2 ' I latí , že je-li z: E (\JW)-l(y) n 1~ i t i + l ' pak det \J2W(X) ==

O. S k ute č n ě, exist uje .c' E 1J~J i +I; :r; ' I=- .T takové, že \Jw(.rr') == \JW(.T), tedy
vlastn é h'Ct'(:c))r (arg(:c)) == h'(V(l;')) r(arg(:c')) . Bud' je \Jlu(.rr) == O, pak ale v
kažcl óm okolí bodu :c exist uje bod X, v n ěm ž \Jw(x ) == O, a podle lemmatu 6.6
der V L'll' (. r ) == O; nebo h'( V(1:))r(a rg(1;)) == h' (v (x' ))r (arg(.1;')). Dík y podm ínce,
že sta r ({"'/(t )} ) n s ta r ( {,{ť ) } ) == (/) pr o t -# t' , dostáv áme argo,27í (X) == argo,27í (X').
Z to ho (1<\ le plvu «, Ž ( ~ h'(V( :l:)) == h'(v(.rr' )). Snadno je vidět , že pak h' (v(z)) ==

h' ( t' (. 1') ) pro všechna z ležící na úsečce xx' . Tedy v kavždem okolí bodu 1; leží
hod. v l1(\ lllŽ \l ll ; nabýv á stej n é hodn oty jako v 1; . Podle lemrnatu 6.6 je tedy
det V LlI'(.r ) == o. Dostá váme tedy 1 / ~' i l i 1 == UYEl\f

J
(v 'u )- I(Y)U UYEl\12(\JW)- 1(y) ~

U.tI _:\1 1(v ll' ) - 1(iJ) U {.i: E 1~ 1 l i I : det V 'W(x) == O}. Z to hop1yne s použit í111 Vě ty
2.5

== / ' w "(Vv' . y. 1~ i/ i 1)dy == li\11 1 < I sta,r( , /[(t i , t i + I )]) !.
. ,\ / 1

:\,\'l1Í si z\'ol ll}(\ POS1 0UP 11 ost ()'u kladný ch reálných číse l klesající k O a pro každé
II E si zkons: ruujmc funkci u i; podl e vý še uvedeného návodu. S tačí dokázat ,
Ž(' // ' /1 obsahuj« porlpodloupnost., která konverguj e s la bě ve Hl 2,P(B (0; 1) ; IR) k v
pro každ{' 1 < /) < :2. Ze vzore čk ů pro 'lUn , V 'lU n je snadno plyne , že

j' III',ll' ) - r (,I'W(!.I: -c> 0, l Iv«.(T) - \7v(:1:) IP tl.i. -c> O,
. /1( 0.1 ) . 13 (0 ,1)
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a z (6 .6) j e vidět , že

3
fJ
C 1 / ' • j' 3PC1 l 27f j'on::; - y- _ IVv (J: )12Prl.1:+C1 IV 2v(xWrlx = - P- - Ir(t)1 2

Pr drdt
O n . IJ(O,On ) B(O ,I ) Q n O O

+ C] I" IV 2v(xWrlx < C2 ,
.J 13 (0 ,1)

prot ože z v ň ty o vnoření pro sobolevovské funkce a z (6. 5) plyne, že \lv E

LLfJ ( J3 (O ~ 1); lRL ) . S p řih l édnutím k p ozn ámce (1.11) j e důkaz hot ov. D

Poznámka 6.4. \ í d ůkazu předchoz ího lemm atu jsm e dok ázali , že

. k - I

lim inf I I d et v: « (.1:)1dx < L 1star(V v [(t i , ti+ 1)]) I ·
II - t .J 13 (0 I ) ., z=O

\ oe S k ll t eČ' llost i pla t.í, že

lilii I" I dct v '«: (.1:) leh = ť 1star( V v [(ti, ti+Jl]) I·
/I - 't .J IJ(O, I) i= O

. ' k ll t<'('": Il (\ to . že c j e I- homogcunf zn amen á, že existuje f : (a~ b) -+ lR taková,

že l' (.I' ) == 1.1' If (arg(.I' )). Ozna čme si 11/ :== {.T E 1/titi+l ; f (arg(l;)) == O}. Pro s .v

.I' E .11 je V 1'(.1' ) == O ~ a tedy

\' ('('h t' .'J E st(lr ({Vl'(t ) : I E (ti~ l i I l ) ~ f(t) -/: O}) . P a k existuje x E VL iti 1 \ ~1 a
.-J > () t ak. Ž(I

I '~ x i s t uj .: " '1 E N tak. že pro všechna u ~ ny j e f (arg(x y)) > O:n ' P ak ale ex istuje

r;; > () Ll k. ž(I Ir.:; .l'uI ::; 1 a ll'(I: ( r .:; .1',Ij)) == ,B. P Cl k t ecly y E \lui., [Ví.i t i + 1 ] . Z toho
p 'I.\·Il(I. Ž{' \" {/ '/1 [ \ í,I,.t-I ] rosto u ke sta r({V'v(t) : t E (ti , t i+ 1 ) , f(t) -/: O} ) a tedy

L el11111a 6.5. JV(' ( ' h ť .Y == :2. JV/(!j llJ, C V E Hll;)~l ( B( O~ 1) ; lR) n L (B(O, 1); lR) a
1/ (' ~ ( ). e(Jk 1/ o I' E l rl~)~ .l ( /3( O~ 1) : JR) .
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Důkaz. Podle věty 2.3 a následuj ící poznámky platí

\7 (h o v ) (x ) == h' (v (x ))\7 v (x ).

P odle té že vě ty j e h' o v sobolevovská na B(O, 1), takže funkce h' o v a \7v lze

reprezentovat absolutně spoj itě na skoro všech rovnoběžkách se souřadnými os
(Hni. J e tedy vidět , že i \l (h ov) má zástupce (označme ho u) absolutně spoj itého
11a sko ro všech rovnoběžkách se souřadnými osami. P ro jeh o derivace p latí

takže j sou l okálně in tegrovatelné , protože z věty o vnoření plyne , že \7 v j e v L 2

a 11,' , h" jsou omezen é na oboru hodnot v . Podle Beppo Lev iho kr itéria je tedy
\7 (11, o 'i ) sobolevovské zobrazení. O

L ernma 6.6. Nechť 'v : IR2 -t IR2 rná totální diferenciál v bodě .TO E IR2 a nechť

clct \7D(:I:o) -I O. Pak e:Distuje prst encové okolí bodu 1;0; na němž j e V nenabývá
hodnoty (j(:ro) .

Diik uz. Ozn a čme si

lJ (.T) :== r(J(x) - V( .TO) - \lv(xo)(1; - .TO) '

Pa k z exis tellce t.ot.álního diferen ciálu v v bodě xo pl yne, že

Ii 111 11/ (.T) I == O.
:/: :1:0 I·T - :roI

Z to ho . že det, V i; (:I:o) -I o, vypl ýv á že \lD(xo) j e regulární matice , a t edy

:: :== lllin{I\7D(:z;o) . xl : Ixl == I} > O.

Exist ujo c5 > () ta k, že pro vscchua:r E P6(:J;0) j e 1//(x)1 < [ Ix - .Tol · Pro t aková x
j (\ cll ('

1'-'(.1' ) - i-' ( .1'o)I == IV'I'(:1;o)(:z: - :1:0) + // Cr) I 2 I\7v(xo) (1; - :ro) I - 1//(X ) I >

> E1.1' - :1;0 I - [ I·T - :roI == 0,

o

Věta 6 .7. iV('ch{ .V - 1 < jJ < j\T , U E Hí 2,P(B (O, 1); IR) n l/Vl~:T (B (O, 1) \ {O} ; IR)
jr' I -h(}]!/.(}.f/( ''II./I / [unkc«. /Vecll/ «i istuic ua E Hí 2

,N (B( O, 1); IR) n C l (B (O , 1); IR)
l ukot« ). ,:'(' lIo(.r) == lI (.r) (J, D/JlI o(.r) == OLJ'U)( :Z;) pro každé .1; E oB(O, 1) . Pak
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Diikaz. Pro každé n E N položme

{
-'-uo(nx)

'lLn (1;) :== 11

u(.T)
pro x E B(O, *),
pro 1; E B(O, 1) \ B(O , ~) .

S pou žit.ím Beppo Leviho kri t éria vidíme, že 'urJ x ) a V 'un jsou sobolevovsk é na
B (O, 1). .lc vidét., že

\7 , (t.) _ {\7 'LL o(nx )v un.t -
V 'LL (.T)

Nvn: dokažm e, že

pro .T E B(O, ~ ),

pro .T E B(O, 1) \ B(O , ~ ) .

RII (u, B (O, 1)) < j' I det \72uo(x )ld.T.
, 13 (0,1)

Proto že

j' I det \72'LL n (,'r) Itla: == j' I det \72uo(.T) Idx ,
, 13 (0 ,1 ) , 13(0 ,1)

t ak sta(í dok áza t. že u.; obsa huje pocl posloupnost konvergující k u slabě ve
\ \ ·L.fJ( /3(O . 1): IR) . l~ tom u stač í, aby u.; -t 'LL ve Hí 1,P(B (O, 1); JR) a aby poslou pnost
v : «, h,\'la OIlI( ~Z('Il :l v Li (B (O, 1); IR N X N ) . Máme

(1

o
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