Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Vaclav Pospisil

Jakobiany a Hessiany ve variacnim
poctu

Katedra matematické analyzy
Vedouel diplomové prace: Prof. RNDr. Jan Maly, DrSc.

Studijni program: matematika, matematicka analyza



Chtél bych podékovat prof. Janu Malému za neocenitelnou pomoc pii psani
této prace.

Prohlasuji. ze jsem svou diplomovou praci napsal samostatné a vvhradne
s pouzitim citovanych pramenu. Souhlasim se zapujcovanim prace.

\" Praze dne 7. 5 ey Vaclav Pospisil

A

Ay A *\

| | y q 1
9 Laelon b /7 )[



Obsah

D

Uvod

Umluvy a néktera uziteéna tvrzeni
Distributivni Jakobian
Distributivni Hessian

Relaxace a Jakobian

Relaxace a Hessian

3 B

20

23

29



Nazev prace: Jakobidny a Hessiany ve varia¢nim poctu

Autor: Viaclav Pospisil

Katedra (tstav): Katedra matematické analyzy

Vedouci diplomové prace: Prof. RNDr. Jan Maly, DrSc.

E-mail vedouciho: maly@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: \V této praci je studovan distributivni Jakobian, distributivni Hes-
sian a relaxace Jakobianu a Hessianu. Jsou zde uvedeny priklady zobrazeni, pro
néz “absolutné spojita ¢ast” distributivniho Jakobianu nebo Hessianu nesplyva s
bodovym Jakobianem nebo Hessianem. Dale je uvedena véta, umoznujici urcit
singularni ¢ast Jakobianu pro néktera zobrazeni. V dalsi ¢asti je zobecnéna véta,
umoznujici urcéit za urcitveh podminek relaxaci Jakobidnu, a véta, umoznujici
horni odhad relaxace Hessianu pro nékteré funkee.

Kli¢ova slova: distributivni Jakobian. distributivni Hessian, relaxace Jakobianu
a Hessianu.

Title: Jacobians and Hessians in the Calculus of Variations

Author: Vaclav Pospisil

Department: KN\

Supervisor: Prof. RNDr. Jan Maly, DrSe.

Supervisor’ s e-mail adress: maly@karlin.mff.cuni.cz

Abstract: In this thesis. distributional Jacobian and Hessian and relaxation of
Jacobian and Hessian is studied. There are given examples of mappings such that
the "absolutely continuous parts™ of their distributional Jacobian or Hessian do
not correspond to the pointwise Jacobian or Hessian. Then a result is proved.
which enables to determine a singular part of the Jacobian for certain mappings.
Further. the relaxation of the Jacobian is described under certain assumptions.
and the relaxation of the Hessian for a class of functions is estimated.
Keywords: distributional Jacobian. distributional Hessian. relaxation of Jaco-
bran and Hessian



1 Uvod

V matematické analyze hraji Jakobiany a Hessiany velkou roli. Proto je prirozena
snaha hledat vhodné definice téchto pojmu pouzitelné i pro funkce a zobrazeni,
jejichz bodove Jakobiany a Hessiany neexistuji nebo nemaji dobré vlastnosti.
Touto problematikou se zabyvali napf. T. Iwaniec [14], G. Alberti a L. Ambrosio
[2]. J. M. Ball [3], B. Dacorogna a F. Murrat [6], P. J. Olver [20] a dalsi.

Jednim z moznych pristupu je napriklad definovat Jakobian a Hessian jako
distribuci. Takto definované pojmy jsou zkoumany i v této praci. Ukazuje se, Ze za
Jistvceh podminek kladenych na zobrazeni u existuje souvislost mezi distributivnim
Jakobianem ¢ Hessianem u a bodovym Jakobianem (véty 1.6, 1.8).

Definice 1.1. Necht N > 2, QCc RY, N —1 < p < N a necht bud'to
we WPEQ:RY) N LI(Q; R,

N
kde TI . # < 1. nebo

u € WH= Q- RMYn L2 (: RY).

Pak definujeme distributivni Jakobian u jako distribuci

(Det Vu, ¢) := — / Z (_())—O(_r')u](,:')(('Uf\7”(.:‘))1,()’..“. ¢ € CZ(4:R).
Ja = 9%

Poznamka 1.2. Pro u € W'"?(Q:RY) s p > _\\_T plati diky vétam o vnoreni, ze

u€ LYs '};—] f i < 1. tzn. Det Vu lze definovat pro kazdou u € W'+ (Q: RVY).

; s . " . P
Podminku « € W 1ze zeslabit na podminku cof Vu € L¥-1.

Definice 1.3. Necht N > 2. Q ¢ RYN abud N =2 a u € W'?(:R), nebo

loc

N>2aueWHQR)NITP(Q; R), kde f; - ‘\';')'2 < 1lnebou e H'z“\""z(Q: R)N

7 (Q:R). Pak definujeme distributivni Hessian u jako distribuci

(Hu. ) = — N s;;llp/ det ( W oy -2 PR e )(.1")([.1'.

N! - Ja Oy, Oy Ol O0Zyy
o € CF (2 R),
kde Sy oje mnozina vsech permutaci mnoziny {1, ..., NV},
S8 3
Poznamka 1.4. Pro p > —\-'_\_',, lze diky vétam o vnoreni vzdy zvolit ¢ tak, aby
i € TRy a 2 82 < ],
> 5o



Poznamka 1.5. Jsou i jiné definice slabého Hessianu, napt v [14]. Ten, ktery
jsme definovali my, se vétSinou nazyva velmi slaby Hessian. V |11] se do¢teme, ze

plati: je-li u € W2P(;R) s p > NL:T, pak

Hu = Det V(Vu). (1.1)
To budeme potrebovat pozdéji.
Uvedme zde tfi tvrzeni o distributivnich determinantech. Prvni je z ¢lanku
9]
Véta 1.6. Necht'1 < p < N. Jestlize
w € WH(Q;RY) a cof Vu € LI(Q; RV*N),

kde
i £ 1 & it )
p q N’

a jestlize Det Vu je koneénd Radonova mira, pak
Det Vu = det Vul™ [ Q + pu,

s néjakou mirou p singuldrni vzhledem k LN . Specidlné, jestlize Det Vu € L',
pak Det Vu = det Vu.

Dalsi véta je z ¢lanku [14], posledni z [11].

2

Véta 1.7. Necht u € H',L'f’(Q: RN), kde p > \\Tl Pak pro s.v. x € Q je

lim (7, * ¢¥:)(z) = det Vu(z).

—04
Specidlne, jestlize Ju je Radonova mira, pak jeji absolutné spojitda cast vzhledem
k N-rozmmérné Lebesqueové mire je det Vu.

Véta 1.8. Necht N =2 aue WH(Q)NBV2(Q) nebo N > 3 au € WP pro né-
Juké p > :-\‘;\;_'-I:_;. Necht {¢. }.~o je standardni rodina zhlazovaci (definice na zacatku
kapitoly 3). Pak pro s.v. x € Q plati (Hu x ¢.)(x) — det VZu(z), kde V*u je ab-
solutne spojitd éast D*u vzhledem k Lebesgueoveé mive na RN . Specidlné, jestlize
Hu je Radonova mira, pak jeji absolutné spojita cdast vzhledem k N-rozmérné

. # . 2
Lebesqueove mire je det Vou.

Ve svotle tochto vét jsou zajimavé dva vysledky z pripravovaného ¢lanku
[12]. které jsou obsahem tieti a ¢tvrté kapitoly této prace. Ukazuji, Ze pii poruSeni
podminck kladenyeh na p ve vété 1.7, resp. 1.8, muze souvislost mezi distribu-
tivnim determinantem a bodovyvm determinantem selhat.

Dalsim pojmem studovanym v této praci je tzv. relaxace funkcionalu.
Potieba studovat relaxované funkeiondly vznikla pri studiu funkcionalu, které
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nejsou slabé sekvencialné zdola polospojité, a proto slaba konvergence minimizu-
jici posloupnosti nezarucuje, ze limita této posloupnosti je minimizérem daného
funkcionalu. Problematikou relaxovanych funkcionali souvisejicich s Jakobiany
se zabyvali napt. P. Marcellini [18], G. Bouchitté, I. Fonseca a J. Maly [4], I.
Fonseca a J. Maly [10], I. Fonseca a P. Marcellini [13], E. Acerbi a N. Fusco
[1] a fada dalsich. Ukazuje se, Ze stejné jako za uréitych podminek se relaxace
da podobné jako distributivni determinanty reprezentovat néjakou mirou. V této
praci je mimo jiné zkouman i pripadny vztah této miry a totalni variace miry
reprezentujici prislusny distributivni determinant.

¥ 5 v N . v P ik T . Wi

Necht U € RY je oteviena mnozina a f : Ei.\ “d 5 R je spojita funkce,
kde EY " oznacuje prostor viech symetrickych k-linearnich zobrazeni z RY do

C : ) ]
RY. Uvazujme funkcional
F(u,U) := [ f(V*u(z))dz. (1.2)
U
Definice 1.9. Necht u € W ?(U; R?). Relaxaci funkcionalu (1.2) definujeme jako
Flu ) = inf {lim inf F(tn, U) : un € CPU), un = u ve WP (U, R‘i)} .
(TS n—00

Pro Jakobian se bere £ := 1, d := N a f(£) := | det £|. Dostavame tedy
nasledujici definici:
Definice 1.10. Necht « € W'»(U : RY). Pak relaxaci absolutni hodnoty Jako-
bianu u definujeme jako

Flw, ) 5= in['{ ]iminf/ | det Vu,(z)|dz : u, € C*®(U),
b

Uy, — U ve II""’(L-’;R"\’)}‘

Poznamka 1.11. Pro Q takovou, ze C'* zobrazeni jsou husta ve W1V (Q),
muzeme misto u,, € C>*(B(0, R); RY) pozadovat u,, € WHV(B(0,1); RY). Vskutku,
mame-li danu {u,, } € WEN(B(0,1); RY) takovou, Ze u, — u ve W (B(0,1); RV),
tak z hustoty C*(B(0. R);RY) ve WI¥(B(0, R):RY) vyplyva, ze pro kazdé
n € N existuje @, € C=(B(0, R); RY) tak, Ze
Y 1
||H,, — H”||l,','1.'.'”;((;.;f]::_‘lzj < ‘;

Je snadno vidaot, ze pak @, — wve WH(B(0,1): R?) a zaroven (vypocet provedeme

pn:,Y = 2)
‘ ' ! T 3,2
| et Sy ) = et Vit ()] dr < /Q( (Z—)‘%('r) - 3‘7‘](;0 3’:2()’

[ o2 5~ o~ 1 0,2 =2 a1
(_ o ) Ay S )) dry ()| + or (%) dry () dro ()

Ou' Jﬁl Oﬁﬁ_ _
i () — —(r) ) =—"(x)| | de — 0.

O, ors ) Oz




Pro Hessian dosazujeme k := 2, d := 1 a f(§) := |det £|. Vznikne nasle-
dujici definice:

Definice 1.12. Necht u € W#?(U : R). Pak relaxaci absolutni hodnoty Hessianu
u definujeme jako

Pl ) = inf{ liminf [ |det V*u,(z)|dz : u, € C*(U),

Un n—ce S

Up — U Ve W”Q""(U;R)}.

Poznamka 1.13. Samoziejmé i pro Hessian plati analogie poznamky 1.11.

Poznamka 1.14. V oznadeni relaxace z predchazejicich dvou definic nefiguruje

zadné p, ackoli definovany pojem na p zavisi. Volba p bude vzdy jasna z kontextu.
Z ¢lanku |11] je prevzata tato véta:

Véta 1.15. Necht u € W#P(Q;R). Jestlize p > N — 1 a Fy(u,Q) < oo, pak

cristuje Radonova mira Ry (u,.) takovd, Ze pro kazZdou otevienou U C € je

R”(U., U) - FH(U, U)

Jestlize p > \\—+z a Fy(u, Q) < oo, pak Hu ja Radonova mira a jeji totalni variace

splnuje nerovnost
‘H'h'.‘ < .7";.;((!.._ )

\" kapitole 6 této prace je ukdzano, ze tato nerovnost muze byt i ostra.

Nakonec uvedme jesté jedno tvrzeni, které je z ¢lanku [7].
Véta 1.16. Necht'~ : (0.27) — R? je kifivka, kterd je vyjddritelnd ve tvaru y(t) =
r(t)(cost,sint), kde r(t) je po édstech C'- funkce, r(0) = r(27) a r(t) > ryp > 0
pro vsechnat € (0,27). Necht u je zobrazend tiidy WhP(Q; R2)NWhee(Q\ {0}; R?)
pro néjaké p € (1,2). Necht w : (0,27) — () je lipschitzovské zobrazeni takové,
e w(0) = w(2m) a plati

Ii1'1'1 | (¥(r,.)) = w(.)||Loo0.27):82) = 0.
F—2>U-
Jestlize tecnd derivace O,u (definice na zacdatku pristi kapitoly) splnugje

SUP = |0, u(x)[Pde < M
r>0 J B(0,r)
s néjakou kladnou konstantou M, pak
Pl (1) = / | det Vu(x)|dr + %‘ / (wy (H)wy(t) — walt)wi(t))dt|.
Jo Jo

Zobeenoni toéto vety je provedeno v kapitole 5 této prace. V ¢lanku |7] je
dokazano obdobné tvrzeni i pro dimenzi vvssi nez 2.
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2  Umluvy a néktera uziteé¢na tvrzeni

V této kapitole jsou uvedena nékterd tvrzeni, kterd budeme v této praci potie-
bovat. Nejprve vSak provedme nékolik imluv ohledné znaceni. V této praci bude
Q) vzdy oteviena podmnozina RV kone¢né N-rozmérné Lebesgueovy miry. Dale
budeme znacit W(r,t) := (rcost,rsint) (jde o prevod do polarnich soufadnic).

Pro zobrazeni u : RY — RM bude 0,u(x) oznacovat tzv. tangencidlni
derivaci u v bodé x. Jedna se o derivaci restrikce ve smyslu stopy zobrazeni u
na sféru 0B(0, |z|), tedy pro pevné zvolené z je to linearni zobrazeni z tecného
postoru k dB(0, |z|) do R¥. Pro N = 2 plati vzorecek

19(uo¥)
r Ot

Pro zobrazeni u : RN — R? budeme jednotlivé slozky znacit u,, us, ..., uy,
jen v pripadé, Ze zobrazeni jiz ve svém symbolu dolni index ma (naptiklad
je-li prvkem néjaké posloupnosti {ug }bren), budeme jednotlivé slozky oznacovat
hornimi indexy, tedy napt. uy, ug, ...,'u.f_.

Méame-li spojitou krivku v (tim rozumime spojité zobrazeni z intervalu
nebo kruznice do R?), pak pod oznac¢enim Ind, z budeme rozumét index bodu
z vzhledem ke 5, symbolem (v) budeme znacit obraz kiivky a U.((7)) bude

Oy u(W(r, 1)) = (r,1). (2.1)

znamenat =-ové okoli (7).

Jako arg, ; budeme znacit spojitou vétev argumentu definovanou na mnoziné
{re' :r > 0. a <t < 3}shodnotami v intervalu (a, 5). Tam, kde nebude zalezet
na volbé konkrétni vétve argumentu (napr. pii skladani argumentu s vnéjsi 27-
periodickou funkei) budeme psat jen arg.

Sobolevovskou funkei na Q budeme rozumét funkei z Wb (Q), tedy funkei,
jejiz distributivni derivace jsou lokdlné integrovatelné funkce.

Nasledujici véta je potfeba v dukazu véty 5.2. Véta je dokazana v [5].

Véta 2.1. Necht m € N,Q C R™ je oteviend mnoZina, g : R — R je nezi-

A > ;
"(Q:R™) a u, konverguji k u slabé ve

pornd konverni funkce. Jestlize u,u,, € W,

e (Q: R™) pro néjaké p > m — 1, pak
]imiuf/ g(det Vuy,)(x)dx > / g(det Vu)(z)dz.
JQ J 0

n—0C

Lemma 2.2. Necht 7,59 jsou spojité uzavicené krivky v roviné definované na
intervalu 0. 2m).
(1) Je-li ¥ € R* takové, Ze

[72(t) = n(t)] < |z —mn(t)]

pro kazdé t € (0, 2x), pak Ind,, x = Ind,, x.
(2) Je-li |yo(t) = 7 ()| < € pro vdechna t € (0, 27), pak

Ind,. # =Ind.,

9



pro kazdé x ¢ U.((71)).
Diikaz. Céast 1) je prevzata z knihy [21], ¢ast 2) je jejim snadnym dusledkem. O

Néasledujici véta a za ni nasledujici poznamka jsou variantou znamé véty
o derivovani slozeného zobrazeni téz znamé jako fetizkové pravidlo. Je prevzata
z ¢lanku [15], puvodné pochazi z ¢lanku [19)].

Véta 2.3. Méjme ddanu borelovskou funkci f : R™ — R. Pak operdtor skladani
ur fou

zobrazuje Wh (RN R"™) do W2 (R™; R), prdveé kdyz f je lipschitzovskd.

loc loc

Poznamka 2.4. Serrin v [22| navic dokazal, Zze kdyZ f : R — R je lipschitzovska,
pak pro kazdou funkei u € W2 (R?; R) plati

loc
V(fou)(z) = f'(u(xz))Vu(z) pro L™ s.v x € R".

Dalsi véta, kterou si v této kapitole uvedeme, je variantou véty o substituci,
nékdy se ji fika téz area formula. Lze ji nalézt naptiklad v [8].

Véta 2.5. Necht Q C RY je oteviend mnozina a v € WHN(Q;RY). Pak pro
kazdou I C Q) méritelnou mnozZinu plati, Ze

/ | det Vu(z)|dz = / N (u,y, E)dy,
JE RN

kde N (u,y. E) je pocet proki mnoZiny E N u='(y).
Na zaver této kapitoly si uvedme uzitecné Beppo Leviho kritérium.

Véta 2.6. Necht meéritelnd funkce u : 0 — R je lokdlné absolutné spojita na s.v.
rovnobézkdach se souradnymi osami a deriwace u jsou lokdlné integrovatelné. Pak
w je sobolevovskd na 2. Naopak, pro kaZdou sobolevovskou u : Q0 — R existuje
reprezentant. ktery je lokdlne absolutné spojity na s.v. rovnobézkdch se soutad-

nymi 0sami.

Poznamka 2.7. Plati i nasledujici tvrzeni. Pro kazdou sobolevovskou funkci ex-
istuje reprezentant, ktery je absolutné spojity vzhledem ke skoro vSsem kruznicim
se stiedem v pocatku a navic se na skoro vSech takovychto kruznicich shoduje se
svou stopou. ' této praci budeme predpokladat, ze vSechny sobolevovské funkce
jsou takto vhodné reprezentovany.
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3 Distributivni Jakobian

Funkci ¢ : RY — R budeme nazyvat zhlazovacem, pokud v, € C*(RV), 0 €

spt ¢, a plati
/ ’i,{)l =1
RN

Pokud mame dan néjaky zhlazova¢ 11, pak definujeme standardni rodinu zhla-
zovacu {1 }.~¢ jako systém funkeci danych vzorcem

1
(d"e(x) = e_N‘,[)l (f)

Pod oznacenim ¢, budeme vzdy rozumét prvek néjaké standardni rodiny zhlazo-
vacu.

" + 72 . . - r
Véta 3.1. Nechf N—1<p< K’f}:}j Pak ezistuje omezend u € W'P(Q(0,1),RN),
standardni rodina zhlazovaci 1. a méritelnd mnozina E C Q(0,1) tak, Ze |E| >
0, u=0 na E a pritom pro kazdé x € E plati

lim sup(Det Vu * 1)) (z) > 0.
e—0+4
Diikaz. Zvolme si liche M € N, M > 5 a oznaéme Q(z,7) := {z} + (—=r,r)V
uzavienou krychli v RY se stfedem v bodé z a délkou hrany 2r, Qo := Q(0,1),

L‘
G =M™, k= MY R = (-ési—,)

Y
qn

Pro kazdé n € N rozdélme )y na krychle o hrané délky qi a oznac¢me Q,

n

mnozinu takovveh krychli, tedy
Q, = {Q(z, LYzl <1, 30,...0n € Z tak,

20 + 1
Gn
Dale pro Q € Q, oznacme 2 stied QQ a

K@ = Q(::Q, —k—l"-)

7e z; =

prog =1, .., N}.

PQ R Q(ZQ, %q"')

Krychli Q € Q, nazveme Spatnou, pokud existuje Q' € J,_,, Qi tak, ze Q C K¢,
v opacném pripadeé nazveme krychli dobrou. Mnozinu vSech dobrych krychli z Q,,
oznac¢ime Q.

Zafixujme si zobrazeni f = (f1,..., fx) € CH(RY; RY) tak, aby spliiovalo



fi(z) = 0 mimo Q(o, %), (3.1)

filw)de >0
o

filz) = z; pro ¢ € Q(o, %), i=9..,N, (3.2)
f(z) =0proz ¢ Q(0,1),
a zhlazovac¢ ¢, € C*(R";R) tak, aby platilo
Spt(d)l) g. Q(Oa 1)1

a

oY

811
kde K > 0. Oznac¢me

—(x) = K = konst. pro z € Q( ) (3.3)

TeRN eRN

Cri= / fi(z)dz, Cy := max |Vy(z)|, Cs —mah|Vf( )|
Q(0.3)

Pro kazdé n € N a kazdou krychli Q € Q} polozme

u®(z) i= Ruf (& = 7)kn).

Je jasné, ze spt(u?) C K. Dale polozme

Wy = E uQ, u= E Bira

QeQ;, neN

Protoze nosice jednotlivych ug se neprekryvaji, tak plati, Ze pro kazdé z € @
bud u(z) = 0, nebo existuje n € Na Q € Q tak, ze u(z) = u?(z). Pak ale
lu(z)| = |u®(z)] = Ralf((x — 20)kn)| < |f((z — 2g)kn)|, protoze R, < 1 pro
kazdé n € N.

Z toho plvne, Ze u je omezena. Dale plati, Ze pro () € Q,,* je

' REKD RU K,
/ |V.‘:Q(_.")IP{)’_‘I.‘ =y / ]V.f(y)‘dy —(-rn PN
JKQ Q(0,1) n

n

a v kazdem Q,x je takovych krychli nejvyse ¢. Dostavame tedy

/U |Vaulz)|Pdz = Z Z f |Vu®(z)Pdae < C?Z(Rnkn)”

n=1QeQ; n=1

N
4
J

kN

1

N p{'\+1}

*i (q”) _ i MmN~ p(V+1) —
~1 —

T

I



takze u € WHP(Qo; RY).
Nyni zvolme n € N, Q € @ a y € P?. Polozme

4

0= .

Pak je Q(y,0) C Q a u, = u? na B(y,d). Navic K9 C Q(y,g), protoze P% C
Q(y, %) a K@ C P?. Dostavame

(Tu® % 15)(y) = f , u,?(a:) det (V@bﬁ(y — ), V’u?(m‘), Vu%(:z:)) dr =
RN
= /}\ R:{AT}:{ lfl(('l" e ZQ)kn) det (V%(?} ki 37): VfZ(('E Sy ZQ)kn)a

W Vin((z - zQ)kn))d:.c =

_ Rk kny — kn2zg — v
LN N+ /Q(U ) fi(v)det (Vzp ( Y - 5@ ) , Vfa(v), ---,VfN(’U)) dv =
n 8 12 n

R B
= kn()'N“h /Q(U,%)fl(u)d'b = (Z) C:K.

Predposledni rovnost plati diky podminkam (3.1), (3.2) a (3.3), protoze
Li_“_g_‘_ € Q(0,3) pro kazdé v € Q (0, 3).

Proi>na@Q € Qf, Q CQ je

(Tu® * ¢5)(y)| =

/ u? (x) det (V-tfba(:f;—:ﬁ),vuzf(-) V(@ ))dr T

2 [q N+1 N+1
< ey ()™ v _ oy (4) e

Pro zvolené i > n je takovych krychli Q' C @ nejvyse ( ) a tedy

: )a[ ey qn N—1 i‘l! A, 2 _:2
(T ui * 5) ()| < Ca(C3)N ! (—4—) (q_) = Cy(C3)" ™ (T) M n

Diky tomu, Ze pro ¢ # j jsou nosice u; a u; disjunktni, dostavame

(JTu* ) (y)| = |(.7UQ *U5)(y) + Z(J'u,; «Ps)(y)| >

i>n

> [(Ju? * ) )| — | D_(Twi* ¢5)(y)| >

1>n

13



I\ N+1 o) -
2 (%{) (CII( — Cy(C3)" 1 Z M"”z*iz) = 1a(n).

i=n+1
Je-li tedy y takové, Ze existuje nekone¢né mnoho n € N, ze y € P¥ pro néjakou
Q € 9, pak
lim sup(Ju * ¥5)(y) > limsupa(n) > 0.

S0+ n—00
Polozme
E={yeQ:ye€ U (PQ \ KQ) pro nekone¢éné mnoho n € N} =
Qe
= lim sup U (PPN K%).
nelN QcQ;,

Chceme dokazat, ze |E| > 0. Plati

E=o\U U x%ulU N(U Y

neN QeQ;, noENn>ng QEQ;,
pricemz
YU lsE(E) - S -
neN QeQr, n=1 n=1
Dale je
U ﬂ U P“’ U {y €Qo:Vn>ngy€( U PQ)C}.
noEN n>np QeQ;, no€N Qe

Dokazme, ze pro libovolné ng € N je

{y EQo:Vn>ngy 6( U PQ)C}‘ =0, (3.4)
QEQF.J
Oznacme ;
W, ::( U PQ) |
QeQ;

Pro libovolna ng.n,n' € N, n>n' > ny, Q € Q;, Q' € Q,, plati, ze @ je bud
uvniti P9 nebo vné P9 (mohou se protinat maximalné jejich hranice). Proto je

Wio N Wt Mo MWy = | HQ € @ :Q € Wi .. 0 Wy g} N,
W N Wigs1 N AW, = U{Q \P2:Q€ Q,QC Wp,N..nNWp,_1}\ N,
kde |[N| = 0,|N'| = 0. Dostavame
Wae Ne. MW= (1= ){Q € Qn: Q CWygN.oN Wiy }
= (1 = L)Wy oo "Wt = = (1 = ﬁ)”‘”‘"|ll',,_(,|.
Tedy vidime, ze plati (3.4) a |[E| > 0. O
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Poznamka 3.2. Tento priklad lze volné interpretovat tak, ze absolutné spo-
Jita ¢ast distributivniho Jakobianu se 1isi od bodového Jakobianu na mnoziné E
kladné miry. Tato interpretace vSak neni zcela presné, nebot distributivni Jako-
bian zkonstruovaného zobrazeni neni mira, a tudiz striktné vzato nema absolutné
spojitou ¢ast. Priklad, v némz by distributivni Jakobian byla mira a jeji absolutné
spojita cast by se lisila od bodového Jakobianu, neexistuje, viz. [12].

Nasledujici lemma je variantou lemmatu 38 z |7].

Lemma 3.3. Necht u € Wh2(B(0,1); RN)nW.LY (B(0,1)\ {0}; RY) pro néjaké
p € (1,N). Jestlize
1 .

e |0, u(z)[Pdz < M
RA=v, B(0,R)

pro kazdé R > 0 s néjakou konstantou M > 0, pak ezistuje konstanta ¢ (zdvisla
na p) a posloupnost mnozin E, takovd, Ze

1. E, C (27" 27" pro kazdé n € N,

0o

|E,| > 0 pro kaZdé n € N,

3. vybereme-li pro kaidé n € N polomér R,, € E,,, pak u | 0B(0, R,,) je abso-
lutneé spojitd. splyvd se stopou u na 0B(0, R,) a polomér R, spliugje

l

N—=1-p
I

/ |0-u (z)|" dS(z) < eM (3.5)
JoB(0.R )

(1

/ |- u (r)|\ a5{z):< 1o, (3.6)
JaB(0.R,)

Dikaz. Staci mnoziny E, vvbrat tak, aby byvlo splnéno 3.5, protoze ostatni pod-
minky plati pro s.v. poloméry R,. Pro n > 2 mame

/ dr / |()‘ ”'.-”(IS S / |(.)Tl‘lll“f.].|" S ZT“%!_T
S JiaB(0.r) J B(0,2—1)

Proto existuje £, € (27" 1.27") kladné miry takova. Ze pro kazdé R, € E,, plati

/ !('),.u|“rf3 ‘S W{—_UT__J,‘ (3_{')
JABOR,) )

INdvby toto neplatilo. pak by pro s.v. v € (27"71,27") muselo byt

| ¢ ‘f’ Yy _{1:"
/ :()F”| f/._L? > oan(N—1-p)»
JAB0R)



a tedy

'2—N .
’ P 3M 1 A
/ d! / [a‘rru‘l (is > on(N—1—p) an+l > gn(N-—p)?
Jo—n-1 JIB(0,r)

ca? je spor. Vime, %e 2771 < R, < 27" takde (2-V)V-2-1 = RY=P1 jostliZe
p=N=10(2™F-P-1< OR)YPT jestlize p < N — 1. Z (3.7) dostavame

o P 3M . N—-p-1
/ |C)TU.‘ dS < nN—p=1) < Cﬂ[Rn :
JOB(0,R,)

O
Nasledujici véta nam umoznuje urcit singularni ¢ast distributivniho Jako-

bianu pro néktera zobrazeni. To se nam bude hodit v kapitole 6.

Véta 3.4. Necht N 22 a ) C RY je oteviend mnozina. Necht N—1<p< N a
u € WO RY) NN (Q\ {0};RY). Necht v : B(0,1) — RY je lipschitzovské

zobrazeni takové. zZe

lilll]l u(rz) =wv(z), z € 0B(0,1) (3.8)
r—0+
fl .
/ |0,u(x)[Pde < CRN7P. (3.9)
J B(0.R)

pro kazde R > 0. Pak

(Det Vu. o) = / o(r) det Vu(x)dr + (D(O)/ det Vu(x)dzx.
S0

B(0,1)
Dukaz. Necht R, je posloupnost jako v lemmatu 3.3. Nejprve dokazme, Ze z (3.8)
a (3.9) plvne. ze existuje podposloupnost posloupnosti R, (budeme ji znacit opét
R,) takova. ze u(R,-) = v(-) na 9B(0,1), kdyz n — oo. Skutecné, ozna¢me si
i,(z) ;== u(R,z) pro = € 9B(0.1). Diky volbé R,, dostaneme, Ze

/ "}' "_';n { :)
JOB(0.1)

takze i, je omezena ve 1WH2(0B(0.1): RY). Obsahuje tedy podposloupnost, kterd
jeslabe konvergentni ve W2(0B(0. 1): RY). Ta ale diky predpokladu (3.8) nemiize
konvergovat k nicemu jinému. nez k v [ 9B(0,1). Ozna¢ime-li v, (x) := u,(x) —
¢(r) pro o € OB(0.1). pak v, — 0 ve W(9B(0, 1); RY). Dokazme, Ze v, = 0.
Plati

PdS =

— / |R.8;u(2)|PdS < eM,
Ry =" JaBo,r,)

sup |ea(x)? — inf !t',,(.r')|”§/ IV (|v,|P)]| dS <
aB(0,1)

Af3(0.1) a12(0,1)

1 p—=1
L}

: . ! : ;
< p / Vo, llea?'dS < p (/ |V(',,|”d5) (/ |f',,|”d$)
Jan. Jop(o.1) JaB(0,1)

16



a protoze

: L[
inf |v,(z)P < - / |va|PdS,
dB(0,1) i aB(0,1)

dostavame

sup [u(@)P < [ o,
JaB(0,1)

aB(0,1)

. 1 p=1
+p (/ |V1.',,]”(IS) (f jv,J”dS) =0
JOB(0,1) aB(0,1)

pro n — no. Dokazali jsme, ze @, = v na 9B(0,1).
Polozme

u(x) pro |z| > R,,

i) =< sl .r'|)u(l?,,%) + (1 — I}“(l.l?l))‘t.‘(ﬁ:-i) pro & < |z| < R,,
z(f;—‘) pro |z| < %L

kde n,(r) = 0 pro 0 < r < ‘i_,'t a(r) = 1 pror > R,, 1, je C* na (0,00) a
0 <, (r) < 7= pro viechna r.

Nejprve dokazme. ze pro kazdou ¢ € CX(Q: RY) je

lim (Det u,,.0) = (Det Vu, 9).

—30C

Skutecne, plati

lim (Det Vu,,.0) = — lim / up () det(Vo, Vus, ..., Vuy) (x)dx—
A= =200 FONBI0Ri)
— lim / ul (r) det(Vo. V2, ..., Vul ) (z)da— (3.10)
NS B0, )\ B0, B )
lim / 'l (x) det(Vo, Vul, ..., Vu) (2)dz. (3.11)
H—2 J 110, .f."!i \

Staci dokazat. ze posledni dvé limity se rovnaji 0. Pro (3.11) plati

/ ul () det(Vo, Vi, ..., Vul ) (z)dz =
S 030, “II'- )

NN
’:l\’ !Hﬂ | / o1 () det (\—(.':(%;;‘]. Vua(y), o5 Vf';\-(g,r))rf_.'; — 0.
= LT o 10,1

kdvz n

~. protoze . Vo. Ve jsou v LX. Pokud jde o (3.10), tak plati

det (Vo. Vs . ... V) )(zx)| < IVo(2)||Vui (2)]...| Vul (z)| <

17



< |Vl = (‘??I_;Oru(l_i_lﬂ -+ I@T'u,z(}?nﬁ)‘ B %!'I.!g(Rnﬁ) - :g(ﬁ”)

..(|?;Ta,-,‘f\..(|f;;|)\ 4

Dostavame

Orun (Rurf)| + 2 Jun (Ruty) — vn ()],

uh (z) det(Vo, V2, ..., Vu)(z)|dx

n? T

./u(u.u,. )\ B(0,2n)

3 (‘|(|H-|1 + |*’-‘| l)”Lx-(u(n,;e.,.):_:w\-"’}“fo?Hqus(o,nn}:&f\')‘

./;;cn‘h'.,} 130, %) (

< C'|(|”|| < |f‘| |J“L*(H{Uﬁ,.):?‘:")”V(fbHJ’.*(B((}.!i’"};i&»“'}'

U1 | bt T Lty ) N
Ed"“(m)‘ s af“'(R”I.«T'I)i +‘—'1L(R,,_m)_u(|7)‘ )dar

iy |

: [f—:é-\—.( / 10:v|Y"'dS + sup |'U,(R”%) = (!(J.’)|)
“ JaB.1) P

redB(0,1)

N—1 p+H1=N

+( / |01-H‘bd5) A Rn 4 Rn] o4 U
JAB0R,)

Nvni staci dokazat. ze

lim (Det Vu,.0) = / o(r)det Vu(x)dr + ¢(0) / det Vou(z)dzx.

11
H-—+x il JB(0,1)

Protoze u, € WY (Q:RY). plati

(Det Vuy,. 0) = / o(x) det Vu, (z)dxr =

Ja
= / o(r)det Vu(x)dr+ (5:12)
JOBRL)
, / o(xr) det Vu,, (r)dr+ (3.13)
S BORG) .")'L[I.-h_‘_;" |
Fo(0) / det Vu, (r)dr+ (3.14)
J B(0. 8
. / (o() — 0(0)] det Vu, (x)da. (3.15)
o 13 ||,“' )

[ntegral v (3.12) konverguje k [“ o(r)det Vu(r)dr. Pro integral v (3.13) plati

/ o) det Y, (r)dr
YRR R 11_”__'-

S |.!(;J“,-'_x{§z) / |([p1 v””(.f')l(h" S [].
. H{u..-'e,,)\.-';{u.iﬁjl_}

18



Plati
| det Vu, (z)] < |0- (2 )|N '\8,,“,,,( 41 8

kde du, zmaci derivaci podle vngjsi normély k dB(0, |z|) v bodé z. Pro integral
(3.13) tedy dostaneme

/ | det Vu, (z)|dz <
J B(0,R,)\B(0, Bn)

R, :
<c [ arf ) -ue@ o
o JOB0R,)
<C sup {|;(%)_u(s)|}

r€IB(0,R,)

( )J+[0u \]N_IrlS(m)

: e
( / “()ﬂ(ﬁ:)l + iafu(;r)|] I(ZS(:I.') — 0,
JoBo.r,)

kdvz n — ~. protoze

. . N . . ‘ .]' _\_TI__[ (N—1 ) L‘,__"\"
10, u()|¥1dS (x) < ( 10, u(z)” dS(z ) B ® 20
AaBoR,,) dB0R,)

Pro integral v (3.11) plati

' / [o(r) — o(0)] {icl\—r;”{:}rh = ' / h”, ) — ¢(0)] det Vu(y)dy| <
R TR B(0, |)

< |lo—0(0)] L (B0 8uy) / | det v:"(y)|rf’f} — 0,
20 B0))

kdvz v — ~. protoze [[o — o(0) |1 (B0, B y) = 0. O
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4  Distributivni Hessian

Véta 4.1. Necht N — 2 < p < “\%E Pak ezistuje u € W2*P(Q(0,1);R) N
WEX(Q(0,1); R), standardni rodina zhlazovaci {1.} a mé¥itelnd mnozina E C

Q(0,1) tak, zZe |E| >0, u =0 na E a pFitom pro kaZdé x € E plati

limsup(Hu * 1. )(z) > 0.

e—0+4

Dukaz. Zadefinujme si g, k,, Qo, Qn. Q5. K@, P? stejné jako v dikazu véty 3.1.
Zvolme si C*? funkei f: RY — R takovou, aby spt(f) C Q a

: of of of ‘
> sgl}p./%dvl (Urm( r)V f(z), (1,0, ...,0), Va:m( v), ....va}_p” (J.—)) dx

PESNpa=I
= C‘U > 0._
(takova existuje podle lemmatu 4.3) a zhlazovac¢ 1, tak, aby splhoval

spt() € Q(0, 1),

ol
-);‘. )‘.’ ;
P9 _ 1o g, O
r).rT r ()!

(x) =0 pro (i,j) # (1,1),2 € Q(0,3).
Pro kazde n € N a kazdou Q € Q,, polozme

R R,
A L

)
u{‘{:

f ( == :(2)’1":1)-

kde 17, bude uptesnéno pozdéji. Zvolmesin e NJQ € Q) ay € P? a polozme

AL
- Mgy

Pro libovolne € N9 je 5 € (0. E} a tedy dostaneme

['Hu * P5)(y) =

== ! Du's () & : E)”Q (')”Q
! S de - AV T i Vo G lx
o L Sen g /’ fot (,').f-;_{’}\—” (). T( A (y — x), é)-l.;J,g(F) f)‘i',.,_\.(l) da
- - of | |
_l\l‘!n( >_‘ g /! Htlt't (”»f';» (Bl —20) )V FIR:Z = 2g) )2 Ui 0
peSa o | 1A A |
af Colx MN+2 R;‘\. f[,‘!\‘ ke
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Zvolme R, tak, aby
@ b KA 1N+2RNQ’;;\ +2

AN+2}:2 = 1.
Proi>na Q' € QF plati
Wi CLRNgN+2
[(Hu? » g)(y)| < T,
a tedy
N ~ pN, N+2 N N+2 :
. ¢\ CiRq R q n
(Huxvs)(y)| = 1- (—) — =1 —= | =] =:a(n),
s M i) L i vt

. s - . L RNVgNt? . i . 5
kde je dobré si uvedomit., ze '—’fiy— je konstanta vzhledem k i. Polozime-li opét

1

E={yeQ,:ye U (I’Q \KQ) pro nekonec¢né mnoho n € N} =
QeQ

= limsup U (P9 Y K9),

nel: ()‘ o

T - =7

dostaneme. ze pro kazdé y € E plati

limsup(Hu * v5)(y) > limsupa(n) > 0.

Ol 1n—0C
O

Poznamka 4.2. [ na tento priklad se vztahuje poznamka analogicka poznamce
3.2, tedy jev je umoznen tim. ze distributivni Hessian neni mira.

Lemma 4.3. Eristuje funkce [ € ('r]. (R'\.: R)N ‘1'2"\'(]R‘\': R) takovd, zZe
/ v det V= f () dx # 0.
J 5pl Jr

Dukaz. Zyvolme si Iy > [y > 0 a g : R — R takovou, ze
1. ¢ je C(R).
2o < L ) () pro s > Iy,

3. ¢ (0) — 0. ¢ je rostouci na (0. Ry) a klesajici na (Ry. Ry).



Polozme

flz) = g(lz|).

z oz 0
i@ < [90EDE  proz#0,
0 pro x = 0,

Pak

a pro x # 0 je tedy
V—’f(;) = "f” | I Jr 7 fr|}(1 - ‘rw"‘) — ( ”("Tl) g9'(|=]) ):r:o@f 4 Iy"ﬂx[)’

|| |=|? Irl B |}

i o T LA B
kde @ znamend tenzorovy souéin a I je jednotkova matice. Oznacime-li si e; -ty
prvek kanonicke baze RY, dostavame

det Vf (1) = det ("’ f_'_""}(_’|>+(_r;”(|.1:|)—""’{m)).’L‘li., gr(:ll'”?g}-l-(g"(\:c|)—' I:*;;: );1:2|,—f]§,

=
-

—

e

q'(|r N-—1 allr I 3y q'( |z N-1
(D)™ (o)~ ) [ + - + ] = (S (e
Oznacme si ”
N-1
w(s) = (L) g"(s).

Cheeme dokazat, ze [, w(|x|)aide > 0. Vime, ze

/ w(|z|)dx = / det V*f(z)dx = 0,

protoze f.a tedy i Vf ma kompaktni nosi¢ a determinant lze zapsat v divergent-
nim tvaru. Najdeme si p tak, aby

/ r1dS(x) = p|dB(0, Ry)|.
B0 R
Pak pro kazdé r >0 je

/ 2dS(r) = (£)" / v (%) dS(y) = (&) uloB(0,r)|.
AR, JOB(0.R)

Dostavame
/ wla))aide = / w(|z|)xidx +/ w(|z|)zide
-, r|< ks |z|>Ra

vlin
/ / () atdS(x)dr + / / x1dS(x)dr
30 Ry JaB(0,r)

/ () p|loB0,r)|dr -r-/ w(r)ploB(0,r)|dr

. \‘-J

= ji / w(|z|)dz = 0,

coz jsme chreli dokazat, O



5 Relaxace a Jakobian

Lemma 5.1. Necht B(0,R) C R?,1 < p < 2,u € W' (B(0, R);R?), necht
v : (0,27) — R? je spojitd uzaviend kFivka a necht existuje posloupnost mnozin
E, C R takovd, Ze

l.

E,

> 0 pro kazdé n € N,
2. sup £, = 0, kdyz n — oo,

3. pro libovolnou posloupnost R, takovou, Ze R, € E,, plati, Ze u(V(R,,.)) =
v(.) na 0,27), kdyZ n — cc.

Pak pro kazidou {u, },ers € C> takovou, Ze u, — u ve W'P(B(0, R); RQ), je

lim inf / | det Vu,(x)|dx > / Ind, z| dz.
J B(0.R) R?

n—0OC

Dukaz. Zvolme si = > 0. Cheeme dokazat, ze

lim inf / | det Vu, (x)|dx > / |Ind, z|dz — € (5.1)
JB(0.R) JR2?

H—2C

Zvolme si libovolnou podposloupnost posloupnosti u,, a pro lepsi prehlednost ji oz-
nacme opet o, Oznacme v, (1) := u,(2) —u(z). Pak v, — 0 ve WH?(B(0,1); R?).
Dokazme nejprve. ze pro s.v. r > 0 existuje vybrana podposloupnost {v,, }ren
tak. z¢ ¢, = 0 na dB(0.r). Z véty o kompaktnim vnoreni vime, Ze existuje
posloupnost realnveh ¢isel a,, — o takova, ze

/ (an|vnlf + |Vou|P)dz < C
J B0.R)

Polozime

f-"n{f'}l = / ((l”f!'”|'” =5 |VIIH|P)”}S
JaB(0.r)
Plati ll‘tl_\'. 70
.
/ dp(r)dr < €
JA)

pro vsechna o € N. Z Fatouova lemmatu dostavame, ze

il +
/ lim inf o, (r)dr < liminf / on(r)dr < C,
JA) J 0

S e n—+0c
7 ¢cchoz plyne. ze

liminf o, (r) < c¢(r) < oo pro s.v.r € (“. 1) (5.

X

o
[
p——
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Zvolme si libovolneé r, pro které plati (5.2), a jako ny si ozna¢me takovou posloup-
nost, aby o, (r) < ¢(r) pro vsechna k € N. Plati

sup |vg, (2)|? — inf |u,, (2)|P < / IV (|vp, P)| dS <
aB(0.r) aB(0,r) JaB(o,r)
p=1

. i) .
P P
S }) / |v."'”k|l."”k|.")—1(15 S I) (/ IVU?““p(ﬂs) (/ |'f"n;\-|p"l5)
JOB(0.r) JAB(0,r) JaB(0,r)

a protoze

5 s |
inf oy, (2)P £ —/ |04, PSS,
H“{”J‘} T ‘ 08(0.!')

tak dostavame

1 _
sup |Un ()P £ — |an, vn, [PAS+
aB0.r) PGy JoaB(o.r)

. 1 g=1
)“ e P 2 : p
A s |V, [PdS |on, Vs, [PAS — 0,
(b, JOB0,r) JOB(0,r)
P R (I Y 2L [ o ey i : )
kdvz b — ~. kde jsme vvuzili omezenosti -’HH[U.;') |an, vn, [PdS.

Dokazali jsme tedy. ze pro s.v. r € (0.1) existuje u,, tak, Ze
iy, | OB(0.r) = u | dB(0.r). K nami zvolenému ¢ existuje £; > 0 tak, 7e

/ Ind, 2dz < €.
JU.. (7))

Zvolme si posloupnost R, — 0 tak, abv I, € E, a zaroven aby pro R, existovala
podposloupnost w,, [ 0B(0.R,) = u [ 0B(0. R,) pro kazdé n € N (to lze diky

tom. ze [ E,] > 0 a tato podminka je splnéna pro s.v. r > 0). Existuje ng > 0
takove, ze pro n > ng je sup, o | 0(Y (R t)) — y(t)] < 1. Od jistého ky € N
tedy bude sup,. go- [t (VR t) = (1) < £1. Z lemmatu 2.2 vyplyva, Ze od

tohoto f.‘“ bhude
Ind,, oo 2 =Ind, 2

pro kazdoe - ¢ fis S ) Dostavame

linninf / det Yu,, (@r)|de > li:ninl'/ | Ind,,, o080, 2|dz >
JdI00

[ * N o 5=

» / Ind zldz = / | Ind,, x|dx — .
v { +Y) JR?

Na zacatkn jsme siotedy zvolili libovolnou podposloupnost posloupnosti u,, a
dokizali jsme. ze 2 ni lze vybrat podposloupnost u,,, takovou. ze pro ni plati
(5.1). Z toho vyplyva. ze (5.1) plati pro celou posloupnost u,. O
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Véta 5.2. Necht v : B(0,1) — R? je prosté lipschitzovské zobrazeni. Oznacme
v(t) := v(cost,sint) prot € R. Necht @ C R20 € Q a f € WH%(0,27) = R
splivuge f(27) — f(0) = 2qm pro néjaké q € Z. Oznacme siu(t) = vy(f(t)). Méjme
ddno zobrazeni u € W' (Q; R?) N WLA(Q\ {0}; R?} spliugict

loc
.li%ﬁr u(U(r,t)) = u(t) (5.3)
pro kazdé t € (0,27) a
: f 10, u()Pdz < M (5.4)
: Lu(z)|Pde < M 5.
R*P Jpo.R)

pro kaZdé R > 0 s néjakou konstantou M > 0. Pak

Fi(u,9Q) |d(’tVu( r]’r+/ | Indy z|dz.

J 82

Dukaz. Oznacme si E, posloupnost mnozin z lemmatu 3.3. Nejprve dokazme, Ze z
(5.3) a (5.4) plyne, ze existuje podposloupnost posloupnosti E,, (budeme ji znacit
opét E,,) takova. ze pro kazdou posloupnost poloméru R, takovou, ze R, € E,
plati

W Ry )) ST

kdvz n — ~. Skuteéné, oznacme si 4, (x) = u(R,x), Ux(x) := U(arg(z)) pro
r e 0B(0.1). Z (5.4) dostaneme, ze

' . _ 1
/ |0, 1, |PdS = — |R,0,ulPdS < cM,
Adi3(0,1) 08{0 Hn)

takze @, je omezena ve WHP(0B(0, 1): R?). Obsahuje tedy podposloupnost, ktera
je slabe konvergentni ve 1WH(9B(0, 1); R?). Ta ale diky predpokladu (5.3) nemize
konvergovat k nicemu jinému. nez k . Oznacime-li v,(x) = () — oo (2)
pro o+ € 0B(0.1). pak ¢, — 0 ve W'(9B(0,1); R?). Z kompaktnosti vnofeni
W20, 1): R?) do C(B(0,1);: R?) plyne, ze v, = 0,coZjsme chtéli dokazat.

1) Dolni odhad: Méjme posloupnost u, konvergujici k u slabé ve WP (Q; R?),
kde u, € W (Q: R?) pro kazdé n € N. Chceme dokazat, ze

| det Vu(x)|dx + / | Indg y|dy.

JQ JR2

llmml / | det Vu, (r)|dr >

Zvolme si libovolné R > 0 takové, aby B(0, R) C Q. Podle véty 2.1 je

lim inf / | det Vuy,(x)|de > / | det Vu(z)|dx
O\B0R)

Hsx O\B(0,R)



a podle poznamky (1.11), kde za v dosadime 7, je

n—oQ

lim inf / | det Vu,(z)|dz > | Indgz y|dy.
J B(0,R) JRe

Zmensujeme-li R k nule, dostaneme dokazované tvrzeni.

2) Horni odhad: Chceme zkonstruovat posloupnost funkei wu,, ktera slabé kon-
verguje k u ve W?(Q; R?) a pro kterou je

n—00 i SZ

lim [ |det Vu,(z)|dz = f | det Vu(z)|dz + / | Indz y|dy.
Q R?

Predpokladejme bez jmy na obecnosti, Zze f(0) < f(27), to jest f(2m) = f(0) +
2qm. kde ¢ € NU {0}. Ztotoznéme si na chvilku obvyklym zpisobem R? s kom-
plexni rovinou a polozme

pro |z| < 1. Pak ¢ je lipschitzovské a

/ [(1{‘1 Vf(;)|r[1 = / ‘Indfrde(U,l} yldy = / |Indgy|dy,
J13(0.1) R2 R2

protoze Ind; apo.n y = Indgy pro s.v. y € R% PoloZzme

_ Ry Bo_ o

G lpot]i= -l( R,,‘l f(t)+4 21?” [f(O) -+ 2q?rt]
a
:(kll(,,—’f’—t)) pro0 <r < &a
Y (gn(r.1)) pro Za < p < Ba
Rl na (1)(t) + [1 = nu(r)]u (¥(R,,t))  pro %’L S sl
u(W(r.t))) pror=> R,

Ry Al aniy - £ ;

kde ,(r) = 0 pro 0 < r < &2 m(r) = 1L pror 2 Ry, n, je C na (0,00) a
m,(r) < 4 pro vsechna r.

Pak s pouzitim véty 2.3 snadno vidime, Ze u, je sobolevovska na kazdé

- ; Ir- [l'.- R: .
z mnozin (0, i'l‘—"). B(0. f‘%ﬁ,—‘) \ B{0, =), B(O, R,) \ B0, -EJ-) a Q\ B(0,R,).
Pouzijeme-li v nvodu zminéné Beppo Leviho kritérium, pak vzhledem k tomu,
7¢ stopy w, na hranicich téchto mnozin se shoduji, vidime, ze u,, je sobolevovska
na . Dokazme nejprve. ze u, obsahuje podposloupnost konvergujici slabé ve
W e R?) k u. Mame

/. luy, () — u(x)Pdx < / lu(x)[Pda+

J B(0,Ry)
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p

A [ﬁ(arg(.r))\”) ot

+ / ( U (Rni)
J B(0,R.)\B(0, 2n) ]|

Hmomery [, @< [ ful@Pds+ ORE =0
B(0, ) B(0,Rn)

kdyz n — oo. Tedy u, — u v LP(Q;R?) a staci dokazat, Ze posloupnost Vu, je
omezena v LP(Q;R?). Pro s.v. x € B(0, '—‘;&) \ B(0, —4'1), x = Y(r,t) plati diky

(2.1)
o (v o

Vit (2 |_’( 9l J)(r,t),%%g—)(r,t))’g

< cLp, (1L01+ 1+ 20m L0+ 2mm)

== gl Rn r :

S vvuzitim tohoto vzorce dostaneme

2_

/ |Vu,(z)Pdx < [Vu r)|Pdx + Rz / |Vo(z)[Pdz+
Ja 45~F B(0,1)

27 prRy
+/ /H [ () P([Y(f (1)) = w (¥ (Ry, t))|)Prdrdt+

Ry
O, u (V(R ld! dt + w( p?d!df+
l
H“

i, ¢
SRR e S s R ) L aan e ang ny ik g
+C" Lip” _/""1.'. ./“ (Ff: ()7 + 7 — (27qt + | f(0)|)P + ;[f (t)|P + r—p(2q7r)”) rdrdt

<G,

kde k posledni nerovnosti vyuzijeme (3.5) a toho, ze |[y(f(t)) — u (R, cost, R, sint)|
je omezen¢ pro R, dost malda. Podobné bychom snadno spocitali, ze Vu, €
L%(§2: R?), a tedy u, € W2(Q; R?).

Zbyva spocitat lim, ., [, | det Vuy (z)|dz. Plati

/ det Vu, () |de = / |det Vu(z)|dx + / | det Vo (y)|dy+
JO O\B(0,Rn)

B(0,1)

i / | det Vu, (z)|dx + / | det Vu, (z)|dz.
1300, 1,0\ B0, By

J B(0, 22 )\B(0, Bn)

Staci odhadnout posledni dva integraly. Plati

1 Hu,o¥)  OuyoV) .
det Vu, (¥(r,t)) = ;d('t sudow) odewy | (¥(nt)) =

ar at



n(r) [ —wa (W(Ra, 1)), () (1) + [L = ()] 222t

M (1) [ (t) — o (W (R, t))], na(r)uh(t) + [1 — ,}n(,)] uzw (n,. t)

a tedy pro prvni integral dostaneme

/ | det Vg, (z)|dr <
B(0,Rn)\B(0,%1)

SF/"/ - @ o) [0+ |20 ]

ot
< C sup {|H(z‘) - U(‘I’(Rmt)”}'

te(0,27)
27 ’ 8'11-(\11(1%111 t))
. u(t
J o+ 255

kdvz n — oo, kde jsme vyuzili toho, Ze

/2 Qu(¥ (B, 1)) 1\ ('[zﬂ

ot
= h’{:( / |c'),u.(.1.‘]|”a'5(;1:)) 2 < CR;.
IB(0,Ry)

=
__.‘r

?

] dt — 0,

Qu(¥ (R, 1)) | \»
ot pdt)

Pokud jde o druhy integral, dokazeme, ze det Vu, () = 0 skoro viude na B(0, %L)\
B30, L) Skutecénd, podle poznamky 2.4 je pro s.v. x € B(0, &L) \ B(0, &L)
V(vogoU ) () =

v} v bodé g(¥~!(x)) neexistuje,

().
{".’[(;;(\IJ "))V (go ¥ 1) (x), 7 v bodé g(¥~1(z)) existuje .

Stejny vzoree plati i pro V(v 0 g o U1 (z), takZe je vidét, Ze pro s.v. x €
B(0. %)\ B(0. %) json Vu),(x) a Vui(x) linearné zavisleé. O

Poznamka 5.3. Tato véta zobeenuje vétu 1.16. Skuteéné, mame-li dano v jako
ve vete 1.16. staci polozit

v(¥(r, t)) = ry(1).
Po rozsiteni ~ periodicky na celé R existuje lipschitzovska funkce f : (0,27) — R
takova, ze

u(t) =~(f(1)).

Staci totiz polozit

Flt)y= v (m(e));
nebot” ze specialniho tvaru 4 plyne. ze je bilipschitzovska. Z prostoty, spojitosti
a uzavienosti 7 [ (0.27) a ze spojitosti a uzavienosti u vyplyva, ze f(27) =
f(0) + 2g7 pro nejaké g € Z.



6 Relaxace a Hessian

Nasledujici vétu potfebujeme v ditkazu véty 6.2. Je zobecnénim véty z ¢lanku |7].
Vyplyva snadno z véty 3.4.

Véta 6.1. Necht N > 2 a Q C RN je oteviend mnozina. Necht N—1<p < N a
w€ W RN) nWhN(Q \ {0}; RY). Necht v: B(0,1) — RN je lipschitzovské

loc
zobrazeni takové, Ze

lim u(rz) = v(2), z € 9B(0,1) (6.2)
fl .
/ |0, u(z)[Pdz < CRN™P, (6.2)
JB(0,R)

pro kazdé R > 0. Pak

J 0

| Det Vu| = / | det Vu(x)|dx + / | det Vu(z)|dz.
¢ B(0,1)

Véta 6.2. Necht 1 < p < 2. Ezistuje u € W2P(B(0,1); R) takovd, Ze |Hu| #
R 1 ( i, )

Dukaz. Nejprve uvedme nekolik vzorecku které budeme potiebovat:

,  darg(x) z; dlz] =
_ = = =, 6.3
P e P On -

Jdarg(r) 'y

()J'[ |.‘

\'zorce pro argument plati uvnit definiéniho oboru. Méjme danu 27-periodickou
(" funkei 0 : R = R a polozme

() o= 4 0 pro x =0,
nee r|o(arg(x))  prox € R*\ {0}

Potom u € W2 (B3(0.1): R) pro kazdé 0 < ¢ < 1, takze u € WP (B(0, 1):R) a
zavovenn podle (1.1) jo Hu = Det V(Vu). Plati, ze Vu : B(0,1) — R? je 0-

homogennt zobrazeni. Oznac¢me
() s= NV (cost;sint)

Podle very 6.1 _}l'

Det V(Vau)|[(B(0.1)) =

/ det Via(x)dr| .

J B(0,1)

kde a je libovolne lipschitzovske rozsiveni Vu | dB(0.1) na B(0,1). Polozme
i(rcost,rsint) := ry(t).
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Diky vzorcum (6.3) plati
duy (W(rt))  duy(¥(r.t)) cost. —sint
Va(¥(r,t)) = ( 0uy(¥(rt)  0ma(¥r) ) ( sing, ot ) '
ar ! at
Oznacime-1i prvni matici V, a2, dostaneme
/ det Va(z)dx —det V. yu(¥(r, i))?‘d?”di} =
J B(0,1) T

‘/ /’[“ )75 (t) = v2(t) 7 (t)]drdt| =

/ [v1(t)75(t) — y2(t)v1(¢)]dt| = ‘— zdz|.

Opet vzhledem ke vzorcum (6.3) dostaneme

2w
[Hul =

1
2

ou HaraleN 22 + dlarelz)) L
E(J) = —0 (dlg(.?))lﬂ . @(d.lg(.l))l:rl,
Jdu To

—(r) = o’(arg(.:r))— + o(arg(a ))——,
i || r|
coz se da zapsat jako
~(t) = Vu(re') = e (o(t) + id'(t)).
Jo-li a < b takové. 7ze o(a) = o'(a) = o(b) = ¢'(b) = 0, pak

LA (3

b
! / 5ds = )l-_ / e Mo(t) —id'(1)e' [ (t) + ia"{t) + ip(t) + i*¢'(t)]dt =
20 reaid 2

_1) /‘J{om — o' (1)) (0" () + o(t))dt = = / [02(t) — ¢ (t)]dt.

Nyl |n>|n)l||t'

{| + cos 4t prot € (=%, 2},
o) ;= . ,

os (4 2 <: :z:)
.«.-Ll 'r-(l)h(:{f—{-xu)] Prot€ (=)
kde o bude upresneno pozdeji. Pak

/' [oR() — o ()]dt = / | [(1 + cos4t)? — 16sin® 4t]dt+
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ks
i

+{12 /

4

1 4 cos %1‘+gﬂ 2—E"in2 ﬂf—kgﬂ') dt =
=3 T3 g ~ VBT =

43 511
= —zfr +a® ﬁ?r
a tedy existuje hodnota a takova, Ze se poc¢itany integral (a tedy i [Hu|) rovna 0.
Zvolme si toto a votsi nez 0.
Z lemmatu 5.1 vyplyva, Ze

Ry (u, B(0,1)) > / | Ind., z|dz=.
R2

K dokonceni dukazu véty tedy staci najit bod zg € R?, pro néjz Ind, zy # 0.
Z otevienosti mnoziny takovych bodu pak totiz vyplyne, Ze [, |Ind, z|dz > 0.
Polozme z; := (1,0). Protoze plati

V(1) = e"(o(t) + i0'(t)) = (o(t) cost — ¢'(t) sint, @' (t) cost + ¢(t)sint), (6.4)

0) ay(5) = (0,0). Pritom vSak, oznac¢ime-li jako
(£)—(1, U)] ay(t) = (m(t),72(t)), je v2(t) > 0 pro
0.

tak je v(—) = (0,0),7(0) = (2,
[
1), takze a(0) — a(=%) =7, a(F) —a(0) = 7.

a(t) spojitou vétey argumentu
te (—5.0)av(t) <0prote(
Tedy Ind., 2 1) 29 )
Rovnice (6.4) se da také prepsat jako
N(t) = o(t)(cost.sint) + + ¢'(t)(—sint, cost).

Pro t € (} ) je o(t) > 0,0'(t) > 0, a tedy

N
S
—_

(1) € {r € R?  argg,.(2) € (t,t+5)} C{z € R? : argg . () € {

Prot € (7.72) je o(t) > 0.¢/(t) < 0. a tedy

1
=1
1

|

—
LS
"

(1) € {x € R? : argyq.(z) € (-

o |
H=

takze celkove je

(~ | {"1 ‘;)) € € {zER* qargss. (2) € (-

Tedy Ind,; 2 z2y2p =0a Ind., zy # 0.

.J—-‘l =
.s_| =
S
—

\" nasledujicim textu budeme znacit pro M C R?

star(M) :={ax:x € M, a € (0,1)}

a pro a.b € (0.2%)

Vow i= {(rcost,rsint) : r € (0,1), t € (a,b)}.

31



Lemma 6.3. Necht (a,b) C R je interval délky 2m, méjme ddnu 27 -periodickou
Junkci ¢ :R - RaD:={a=ty<t<1l<..<t=>b} déleni intervalu (a,b)
tak, Ze

o ¢ je C*((ti,tiv1)) proi =0,...5k — 1,

o poloZime-li v(x) := |x|p(arg(x)), tak plati
v € W21(B(0,1); R) N f (B(0,1)\ {0}:R),

e oznacime-li v(t) := Vu(cost,sint), pak pro kazdé i=1,...,k-1
at,t' € (t;,ti1),
t #t', plati star({~(t)}) Nstar({y(¢')}) = {0}.

Pak
R”(:". ” 1

M’"

| star(y[(t:, tiv1)])]-

=

Dukaz. Nejprve dokazme, ze v € WP(B(0,1); R) pro kazdé 1 < p < 2. Plati, ze
V2o je (—1)-homogenni zobrazeni, tedy Ze existuje 2m-periodicka funkce ¢ : R —
R? tak, ze Vu(z) = %C[arg(r)) pro = # 0. Dale vime, Ze

. 2 ) 27 -—; 1 S
I 3/ |IC(t)| dt = / / —|¢(%)|*rdrdt =
Jo Jo JLTT

' 1 : ; ;
= / —|¢(arg(z))|*dz = [ |V20(z)|*dx < .
JB(0.7)\B(0.7) |z[? J B(0,$\B(0,7)

Z toho dostavame. ze

. 7 v ] l 1 27
/ 920 () [Pl = / / Z1C() Prdrdt = - / IC(#)Pdt < o0. (6.5)
J (0.1 Jo Jo 1P 2—-pJo

Zvolme si a > 0 a funkei h : R — R takovou, ze h € C*(R), h(0) = 0,0 <
B < 1. W(s) =1 na (=, —a) U {a,00), h'(s) = 0na (=5, 5). ' je neklesajici
na (0.a) a nerostouci na (—a.0), |[h"(s)] < 2 pro vSechna s € R.

Polozime

wiz) = h(v(zx)), z € B(0,1).
Podle lemmatu 6.5 je w ve H'ti‘l_l(B((].l):R). Dokazme. ze ve skutecnosti w €
2280, 1): R). Mame
O° e dv ov d%v

= )+ h'(v(x
r'i.r,f'?,:‘_( i “(!))()J & )().'J,( k) }(f“))(').r,(').r_}

(), (6.6)

a protoze h”{:‘{,;'}}I':%(J“Jj%(,!‘] € L*(B(0.1),R), tak staci dokazat, ze

W (e(r)), ) e L2(B(0.1):R). Z toho. ze v je 1-homogenni a omezena., plyne,

Lo,
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v(z)] < 2 (a tedy W' (v(z)) = 0) pro |z] < 7q.

ze existuje r, > 0 takove, zZe 5

Dostavame

d*v : : 0%v
h'(v(z)) T d:L‘:/ h(v(z (2} d<
-/mlu} D 0’:( ) BO01)\B(0,r0) o ))33-'3'5’73 )
3 82 2
<A ow o / dz < oo
lmons [, |

Nakonec dokazme, ze

| det V2w (z)|dz < |star(y[(ti, tiy1)])]-

'l.'ir,_H
]

K tomu budeme chtit pouzit vétu (2.5). Ovéfme proto, ze Vw je lipschitzovské
na Vi, . To plyne z toho, #e w je C? na V. Oznadme si M := Vw[V;,,,]-
Pak M C starv[(t;. t;+1)]. Zadefinujme mnoziny

M= {y e M: N(Vw,y, Viu,,,) = 1},

M, :={ye M: NVw,y, Vi) > 1}.

Zvolme si y € M,. Plati, ze je-li € (Vw) '(y) N Viy,,,, pak det Viw(z) =
0. Skutecné, existuje ' € Vj,..,.@' # z takové, ze Vw(z') = Vw(z), tedy
vlastné AW'(v(x))y(arg(x)) = h'(v(z'))y(arg(z’)). Bud je Vw(z) = 0, pak ale v
kazdém okoli hn(lu r existuje bod &, v némz Vw(z) = 0, a podle lemmatu 6.6
det V2w (. ') = 0. nebo h'(v(z))y(arg(x)) = h'(v(a'))y(arg(z’')). Diky podmince,
ze star({~( } ) Nstar({7(t')}) = @ pro t # t', dostavame arg,,(z) = argg . (2').
Z toho dale plyne, ze h'(v(xr)) = h'(v(2’)). Snadno je vidét , 7e pak h(v(z)) =

h'(e(r)) pro viechna z leziei na usecce xa’. Tedy v kavzdém okoli bodu z lezi

bod. v nemz YV nabyva stejné hodnoty _]al\u V Pndlo lemmatu 6.6 ]0 tedy
det V2w () = 0. Dostavame tedy V.., = UUC Ut(Vu HY)UU, yenn (V)" (y) €
Uyens, (Vo) Hy)u {z € V., = det Vu = 0}. Z toho plyne s pouzitim véty
2.5

/ | det V2w (x)|de = / | det V2w (x)|de =
o ';'.__.”] . {.ri‘-'_-l}l,-i_l_l:TH'(J‘}EJH}

= N(Vw,y. Vi, )dy = | M| < |star(y[(2:, tis1)])]-

Jaty
Nvni si zvolme posloupnost a,, kladnych redlnych ¢isel klesajici k 0 a pro kazdé
e N osi zkonstruujme funkei w, podle vyse uvedeného navodu. Staci dokazat,
7¢ w, obsahuje 1m(lpml]ml])nmt ktera konverguje slabé ve 1W727(B(0.1);R) k v
pro ]mf:l: | < p < 2. Ze vzorecku pro w,. Vw, je snadno plyne. ze

/ |l (2) — vlz)|Pde =0, / \Vw,(r) = Vo(x)|Pdr — 0,
10,1 J B(0,1)
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az (6.6) je videt, ze

/. | V2w, (: |‘“<C,/ (|0 (v(z))P|Vo(2)|? + |W (2)|P|Vu(z)|P)dx
JB(0,1)

B(0,1)

:}p(r . ) d ) 3 C 2n pn
S / |Vr:(.r)|2”d.r:+C1/ |V2u(z)|Pdz = 1/ / (t)|*rdrdt
n - JB(0,a0) J B(0,1) o

e / [V20(z)[Pdz < Cy,
B(0,1)

protoze z véty o vnoreni pro sobolevovské funkce a z (6.5) plyne, ze Vv €
L?(B(0.1); R?). S piihlédnutim k poznamece (1.11) je ditkaz hotov. O

Poznamka 6.4. V dukazu predchoziho lemmatu jsme dokazali, ze

. k-1
lim inf / | det V2w, (z)|dx < Z | star(Vo[(t, tis1)])|-
R=reY B i=0
\'e skutecnosti plati, ze
; k-1
lim / | det V2w,(z)|dz =) " | star(Vo[(t;, ti)))].
S B(0.1) i=0

‘-s'kult “né. to. ze ¢ je l-homogenni, znamend, Ze existuje f : (a.b) — R takova,
ze v(r) = |r|f(arg(x)). Oznaéme si M = {z € Vi,,.,; f(arg(z)) = 0}. Pro s.v
€ M je Vuo(r) =0, a tedy

| star(Ve[(titici)])| = |star({Vu(t) : t € (4, tiga), f() # 0})].

Necht y € star({Ve(t) « t € (ti.tiv1), f(t) # 0}). Pak existuje x € V..., \ M a
3 >0 tak: Ze

Y = .)’V."(.J‘H).
xistuje n, € N tak. ze pro vSechna n > ny je f(arg(r,)) > a,. Pak ale existuje
r" > 0 tak. ze |rl'ay,] < 1ab'(v(ryx,)) = B. Pak tedy y € Vwy[Vi.,,]. Z toho

i Ui

plyne. 7¢ Ve, [V ] rostou ke star({Vue(t) : t € (ti.ti1), f(t) # 0}) a tedy

/' bt it = | Vit = st Bt DI
SN s

Lemma 6.5. Necht N = 2. Méjme v € H,:,;l(B([}. 1);R) N L*>*(B(0,1);:R) a
h e C*(R). Pakhouv € H'fi;_l{ B(0.1):R).
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Diikaz. Podle véty 2.3 a nésledujici poznamky plati
V(hov)(z) = b'(v(z))Vov(z).

Podle téze véty je h' o v sobolevovskd na B(0,1), takze funkce h' o v a Vv lze
reprezentovat absolutné spojité na skoro viech rovnobézkach se souradnymi os-
ami. Je tedy vidét, ze i V(how) ma zastupce (ozna¢me ho u) absolutné spojitého
na skoro vSech rovnobézkach se soufadnymi osami. Pro jeho derivace plati

%(;Jf)

< W (u(x)) V20 ()| + 1" (v(2)) ||V o(@) |,

takze jsou lokidlné integrovatelné, protoze z véty o vnoreni plyne, ze Vv je v L?
a h'. h" jsou omezené na oboru hodnot v. Podle Beppo Leviho kritéria je tedy
V(h o v) sobolevovské zobrazeni. O

Lemma 6.6. Necht © : R? — R? md totdlni diferencidl v bodé o € R* a necht
det Vi(arg) # 0. Pak existuje prstencové okoli bodu xy, na némz je v nenabijvd
hodnoty v(.rg).

Dukaz. Oznacme si
v(z) := v(z) — v(xg) — V(zg)(z — 20).-

Pak z existence totalniho diferencidlu © v bodé ¢ plyne, ze

lim M =)
Iy l.l' = LI‘[)]

7 toho. ze det V() # 0. vyplyva, ze Vio(xg) je regularni matice, a tedy
¢ := min{|V(z) - 2| : |2| =1} > 0.

Existuje 0 > 0 tak, ze pro vsechna @ € Ps(xg) je |v(x)| < g|x — x¢|. Pro takova x

je ale

|#(r) = 0(rp)| = [VE(xo)(x — x0) + v(2)| = |VE(20) (2 — 20)| — |v(2)| >
> :.|J' — .f'{]l - :“.3' = .f'(]| = ﬂ
a tedy () # v(ry). U

Véta 6.7. Necht N — 1< p < N,yu € W»P(B(0,1); R) n W2N(B(0,1) \ {0}; R)

loc

Je 1-homogenni funkee. Necht exvistuje wg € W2N(B(0,1);:R) n C'(B(0,1); R)

takovd. ¢ ug(r) = u(x) a Oyup(r) = dyu(x) pro kazdé x € 0B(0,1) . Pak

Ru(u. B(0.1)) < / | det V2ug(x)|dz.
J(B(0,1))
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Diikaz. Pro kazdé n € N polozme

() = Lug(nz)  pro z € B(0, Ly,
in\ L) : H(;-}-) pro z € B( 1 \B

S pouzitim Beppo Leviho kritéria vidime, Ze u,(z) a Vu, jsou sobolevovské na
B(0.1). Je vidét, ze

Vu, () = Vug(nz) proz € B(0, 1),
" V() pro z € B(0,1) \ B(0, %).

n

Nvni dokazme, ze
Ru(u, B(0,1)) < / | det V*ug(x)|da.
B(0,1)

Protoze : ’

/ | det VZu, (x)|dx = / | det Vug(z)|dx,

J B(0,1) B(0,1)
tak staci dokazat. ze wu, obsahuje podposloupnost konvergujici k u slabé ve
H=22(B(0.1): R). K tomu staci, aby u,, — u ve W(B(0,1):R) a aby posloupnost
VZu, byvla omezena v LP(B(0.1): RY*Y). Mame

/ |, () — u(x)|Pdx = / lup(x) — u(z)|Pde =
JB(0.1) . !;{n.ﬁ}

P
dy — 0,

1 1
v ‘—“u(!i] — —u(y)
e JBo.) | 1 n

/ IVu,(r) — Vu(z)|Pde = / |Vu, (x) — Vu(x)|Pdx =
13(0.1 B(0. 1)

l

= —l_— / |\Vuy(y) — Vu(y)|Pdy — 0
13(0.1)

H\

b

' 5 : ' . n’ [ ) : '
/ Veou, (2)|Pdr < / IV2u(x)|Pda + = / |V2u(z)|Pde < C.
13(0.1 B(0.1) e JBo,1)
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