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náhodných množin
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Vedoućı diplomové práce: prof. RNDr. Jan Rataj, CSc.
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Autor: Bc. Filip Dohnálek
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Vedoućı diplomové práce: prof. RNDr. Jan Rataj, CSc., Matematický ústav UK
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1.1.1 L2-diferencovatelnost náhodného pole . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Varieta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Použ́ıvané symboly

N množina přirozených č́ısel
N0 N ∪ {0}
Z množina celých č́ısel
Rd d-rozměrný Euklid̊uv prostor
R množina reálných č́ısel
R≥0 množina nezáporných reálných č́ısel
B systém borelovských množin
B0 systém omezených borelovských množin
K systém kompaktńıch a konvexńıch množin v Rd

K′ systém neprázdných kompaktńıch a konvexńıch množin v Rd

C systém kompaktńıch množin v Rd

S rozš́ı̌rený konvexńı okruh v Rd

F systém uzavřených množin v Rd

N(0,1) normované normálńı rozděleńı
uα α-kvantil normovaného normálńıho rozděleńı
U(a,b) rovnoměrné rozděleńı na intervalu [a,b]
Cf kovariančńı funkce náhodného pole f
l.i.m. limita v prostoru L2

(M,g) Riemannova varieta
TtM tečný prostor množiny M v bodě t
S(TtM) množina všech jednotkových tečných vektor̊u prostoru TtM
α normálový Morseho index
Hd Hausdorffova d-rozměrná mı́ra
Bi(x,r) koule se středem x o poloměru r v prostoru Ri

κi objem jednotkové koule Bi(0,1)
ωi povrch jednotkové koule Bi(0,1)

Graffd
k systém všech afinńıch k-dimenzionálńıch podprostor̊u množiny Rd

Cd jednotková krychle [0,1]d

Cd
0 jednotková polootevřená krychle [0,1)d

∂+Cd Cd \ Cd
0

dist(x,X) vzdálenost bodu x od množiny X
⊕ Minkovského suma
1A indikátorová funkce množiny A
M◦ vnitřek množiny M

M ∁ komplement množiny M
M⊥ ortogonálńı doplněk množiny M
〈·,·〉 skalárńı součin
Id identické zobrazeńı[
n
k

] (
n
k

)
κn

κn−kκk
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Úvod

Dovolte mi na samém začátku seznámit Vás s d̊uvody napsáńı této diplomové
práce. Uvažujme, že máme neprázdnou kompaktńı a konvexńı množinu K ⊂ Rd

v d-rozměrném Eukleidovském prostoru. Známý Steiner̊uv vzorec ř́ıká, že pro
libovolné ǫ > 0 plat́ı rovnost

Vd(Kǫ) =
d∑

i=0

ǫiκiVd−i(K),

kde Kǫ :=
{
x ∈ Rd : dist(x,K) ≤ ǫ

}
, Vi : K′ → R jsou funkcionály definované na

systému neprázdných konvexńıch a kompaktńıch množin v Rd a κi znač́ı objem
jednotkové koule v prostoru Ri. Pro soubor funkcionál̊u {Vi}di=0 nebo soubor
vhodně normovaných funkcionál̊u se uchytilo několik pojmenováńı. Můžeme
se setkat s pojmem Minkovského funkcionál, Steiner̊uv funkcionál př́ıpadně
s názvem integrál křivosti. Po zralé úvaze jsem se přiklonil ke krásnému českému
názvu a nadále budeme mluvit o vnitřńıch objemech. Toto označeńı má své
opodstatněńı. V př́ıpadě dvourozměrného prostoru je hodnota V2(K) rovna
objemu množiny K a hodnota 2V1(K) je rovna obvodu množiny K. V př́ıpadě
trojrozměrného prostoru plat́ı analogie. Objem množiny K je roven hodnotě
V3(K). Povrch množiny K je roven 2V2(K) a středńı š́ı̌rka množiny K je rovna
hodnotě 1/2V1(K). Pro doplněńı V0(K) jest Eulerova charakteristika množiny K,
což pro konvexńı a kompaktńı množinu je vždy rovno jedné. Vnitřńı objemy se
nedefinuj́ı pouze pro neprázdné konvexńı a kompaktńı množiny, ale postupným
rozšǐrováńım se zavád́ı pro daleko bohatš́ı systémy množin.

Necht’ Z je stacionárńı náhodná uzavřená množina. Definujeme hustoty
vnitřńıch objemů předpisem

V k(Z) := lim
r→∞

E {Vk(Z ∩ rK)}
Vd(rK)

, k ∈ {0, . . . ,d} ,

pouze pokud limita existuje a je nezávislá na K. V textu se někdy bude ob-
jevovat mı́sto hustota označeńı intenzita vnitřńıch objemů. Teoretická hodnota
hustot vnitřńıch objemů z̊ustává pro mnohé množiny neznámá. Výjimkou z̊ustává
Booleovský model, který bude představen v kapitole 1.6 a kompletńı informace
o něm nalezneme v knize [12]. Naj́ıt jiný model, pro který budeme znát intenzitu,
byl jeden z ćıl̊u této práce. Moje bádáńı se zaměřilo na nadúrovňové množiny.
Představme si, že f je reálné náhodné pole na prostoru T ⊂ Rd. Definujme
náhodnou uzavřenou množinu předpisem

Au(f,T ) := {t ∈ T : f(t) ≥ u} ,
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kde u ∈ R je parametr nadúrovňové množiny. Problematice nadúrovňových
množin generovaných náhodným polem na varietách se zabývá kniha [1], odkud
bereme základy pro vybudováńı teorie v následuj́ıćıch kapitolách. Na tuto
teorii jsem úspěšně navázal a podařilo se mi vypracovat takzvaný nadúrovňový
model, u kterého známe teoretické hodnoty hustot vnitřńıch objemů respektive
Minkovských funkcionál̊u. Nechyb́ı ani tvrzeńı a následné odvozeńı vlastnost́ı
nadúrovňového modelu.

Druhým zaj́ımavým úkolem, kterého jsem se zhostil, bylo pokusit se im-
plementovat odhady objevuj́ıćı se v článćıch [6] a [7] pro hustoty vnitřńıch
objemů na nově objeveném modelu. Jak už bylo uvedeno výše, jsou známy
hustoty vnitřńıch objemů pouze pro Booleovský model. To znamená, že pro vy-
hodnoceńı odhadu mělo smysl použ́ıvat odhad pouze na tento model. Objeveńım
nového modelu rozšǐrujeme pole p̊usobnosti použit́ı odhadu. Nav́ıc v článku [5]
se objevuje simulačńı studie pro Booleovský model v trojrozměrném prostoru. Ze
závěru článku plyne, že odhad hustoty Eulerovy charakteristiky pro Booleovský
model v prostoru nevykazuje př́ılǐs dobré výsledky. Nastává otázka, jak se bude
odhad chovat pro nadúrovňový model. Speciálně bude-li odhad hustoty Eulerovy
charakteristiky pro trojrozměrný prostor taktéž problematický. Z těchto d̊uvod̊u
jsem provedl simulačńı studii. Pro výsledky a diskuzi s komentáři je vyhrazena
závěrečná část diplomové práce.
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Kapitola 1

Teoretická část

Nebude-li uvedeno jinak, tak v celém textu explicitně pro hodnotu dimenze
odpov́ıdaj́ıćıho prostoru použ́ıváme symbol d ∈ N.

1.1 Náhodné pole

Definice. Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor a budǐz T ⊂ Rd.
Pak soubor reálných náhodných veličin {f(t) : t ∈ T} definovaných na
pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P) nazveme reálným náhodným polem na T .

Definice. Reálné náhodné pole f nazveme Gaussovským polem, jestlǐze
všechna jeho konečně rozměrná rozděleńı jsou normálńı, tj. pro každé n ∈ N

a t1, . . . ,tn ∈ T má vektor
(
f(t1), . . . ,f(tn)

)T
n-rozměrné normálńı rozděleńı.

Poznámka :

Gaussovské náhodné pole f je jednoznačně určeno středńımi hodnotami

m(t) := E {f(t)} , t ∈ T

a kovariančńı funkćı

Cf (s,t) := cov
(
f(s),f(t)

)
= E

{(
f(s) −m(s)

)(
f(t) −m(t)

)}
, s,t ∈ T.

U reálných náhodných poĺıch lze rozlǐsovat takzvanou striktńı a slabou staciona-
ritu. My si však vystač́ıme pouze s pojmem stacionarity a uvedeme definici, aby
nedocházelo k nejasnostem.

Definice. Řekneme, že reálné náhodné pole f s konečnými momenty je sta-
cionárńı, jestlǐze středńı hodnota m(t) je konstantńı pro všechny t ∈ T a ko-
variančńı funkce je invariantńı v̊uči posunut́ı, tj. Cf (s + h,t + h) = Cf (s,t) pro
všechny s,t ∈ T a h ∈ Rd splňuj́ıćı s+ h,t+ h ∈ T .

V př́ıpadě stacionárńıho náhodného pole f se dopoušt́ıme zjednodušeńı zápisu
kovariančńı funkce Cf (s− t) = Cf (s,t), kde prvńı Cf (·) je funkce jedné proměnné
na Rd.

Definice. Řekneme, že reálné stacionárńı náhodné pole f je izotropńı, pokud
Cf (s,t) = Cf (s′,t′) pro všechny s,t,s′,t′ ∈ T splňuj́ıćı |s− t| = |s′ − t′|.

V př́ıpadě izotropńıho náhodného pole f se analogicky jako ve stacionárńım
př́ıpadě dopoušt́ıme zjednodušeńı zápisu kovariančńı funkce Cf (|s− t|) = Cf (s,t),
kde prvńı Cf (·) je tentokrát funkce na R≥0.
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1.1.1 L2-diferencovatelnost náhodného pole

Neńı-li explicitně uvedeno jinak, mluv́ıme-li o reálném náhodném poli, máme
vždy na mysli centrované náhodné pole na Rd s konečnými druhými momenty
a někdy mı́sto pojmu náhodné pole použijeme pojem náhodný proces.

Definice. Řekneme, že reálné náhodné pole f s konečnými druhými momenty
má L2-parciálńı derivaci řádu k ∈ N v bodě t ∈ Rd, a to ve směru t′ = (t′1, . . . ,t

′
k),

kde t′i ∈ Rd pro všechny i ∈ {1, . . . ,k}, pokud existuje následuj́ıćı limita v L2

Dk
L2f(t,t′) := l.i.m.

h1,...,hk→0

1
∏k

i=1 hi
F
(
t,(h1t

′
1, . . . ,hkt

′
k)
)
,

kde funkce F je dána předpisem

F
(
t,(h1t

′
1, . . . ,hkt

′
k)
)

:=
∑

s∈{0,1}k

(−1)k−
∑k

i=1
sif

(
t+

k∑

i=1

sihit
′
i

)
.

Prvńı suma v definici F procháźı přes všechny posloupnosti velikosti
k sestávaj́ıćı se ze samých nul a jedniček a limita je myšlena postupná.
L2-parciálńı derivaci řádu k v bodě t, a to ve směru t′ znač́ıme výše uvedeným
symbolem Dk

L2f(t,t′).

Bude-li mı́t reálné náhodné pole L2-parciálńı derivaci řádu k pro všechny
body t, a to pro všechny směry t′, pak zkráceně řekneme, že reálné náhodné
pole f je L2-diferencovatelné řádu k. L2-diferencovatelná reálná náhodná pole
tvoř́ı širš́ı škálu proces̊u, než budeme potřebovat. Zaměř́ıme se pouze na procesy
maj́ıćı L2-parciálńı derivaci.

Definice. Mějme k ∈ N a i1, . . . ,ik ∈ {1, . . . ,d}. Budǐz f reálné náhodné pole,
které má ve všech bodech t ∈ Rd L2-parciálńı derivaci řádu k, a to ve směru
t′ = (ei1 , . . . ,eik), kde eij je kanonický vektor. Tj. s jedničkou na ij-té pozici
a s nulami na ostatńıch pozićıch vektoru. Definujme reálné parciálńı náhodné
pole fi1···ik předpisem

fi1···ik(t) =
∂kf

∂ti1 · · · ∂tik
(t) := Dk

L2f
(
t,(ei1 , . . . ,eik)

)
, t ∈ Rd.

Lemma 1. Bud’ f reálné náhodné pole s kovariančńı funkćı Cf ∈ C2k pro pevné
k ∈ N. Bud’ i1, . . . ,ik ∈ {1, . . . ,d} a necht’ existuje reálné parciálńı náhodné pole
fi1···ik . Potom pro kovariančńı funkci Cfi1···ik

plat́ı rovnost

Cfi1···ik
(s,t) =

∂2kCf

∂si1∂ti1 · · · ∂sik∂tik
(s,t) ∀s,t ∈ Rd.

Je-li nav́ıc náhodný proces f stacionárńı, je taktéž proces fi1···ik stacionárńı a plat́ı

Cfi1···ik
(s,t) = Cfi1···ik

(s− t) = (−1)k
∂2kCf

∂2hi1 · · · ∂2hik
(h)

∣∣∣∣
h=s−t

∀s,t ∈ Rd.
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D̊ukaz. Bud’ s,t ∈ Rd, pak

Cfi1···ik
(s,t) = E

{
∂kf

∂si1 · · · ∂sik
(s)

∂kf

∂ti1 · · · ∂tik
(t)

}

= E

{
l.i.m.

h1,...,hk→0

1
∏k

j=1 hj
F
(
s,(h1ei1 , . . . ,hkeik)

)

× l.i.m.
ĥ1,...,ĥk→0

1
∏k

j=1 ĥj
F
(
t,(ĥ1ei1 , . . . ,ĥkeik)

)}

∗
= lim

h1,...,hk,ĥ1,...,ĥk→0

1
∏k

j=1 hjĥj
E

{
F
(
s,(h1ei1 , . . . ,hkeik)

)

× F
(
t,(ĥ1ei1 , . . . ,ĥkeik)

)}

= lim
h1,...,hk,ĥ1,...ĥk→0

1
∏k

j=1 hjĥj
E




∑

b∈{0,1}k

(−1)k−
∑k

j=1
bj

× f

(
s+

k∑

j=1

bjhjeij

)
∑

a∈{0,1}k

(−1)k−
∑k

j=1
ajf

(
t+

k∑

j=1

ajĥjeij

)


= lim
h1,...,hk,ĥ1,...ĥk→0

1
∏k

j=1 hjĥj

∑

c∈{0,1}2k

(−1)2k−
∑

2k
j=1

cj

× Cf

(
s+

k∑

j=1

cjhjeij ,t+
2k∑

j=k+1

cjĥjeij

)

=
∂2kCf

∂si1∂ti1 · · · ∂sik∂tik
(s,t).

Měli bychom od̊uvodnit záměnu limit u rovnosti s hvězdičkou. To však neńı
žádný problém. Pro jednoduchost předpokládejme, že {Xn}n∈N a {Ym}m∈N jsou
systémy centrovaných náhodných veličin s konečnými druhými momenty. Necht’

dále plat́ı
l.i.m.
n→∞

Xn = X a l.i.m.
m→∞

Ym = Y,

kde X,Y jsou náhodné veličiny s konečnými druhými momenty. Výsledkem je
nerovnost
∣∣E {XnYm} − E {XY }

∣∣ =
∣∣E {(Xn −X +X)(Ym − Y + Y )} − E {XY }

∣∣
≤ E {|(Xn −X)(Ym − Y )|} + E {|(Xn −X)Y |}

+E {|(Ym − Y )X|}
≤

√
E {(Xn −X)2}E {(Ym − Y )2} −−−−→

n,m→∞
0

+
√
E {(Xn −X)2}E {Y 2} −−−→

n→∞
0

+
√
E {(Ym − Y )2}E {X2} −−−→

m→∞
0.

Dokázali jsme zjednodušenou modifikaci čtvrté rovnosti

lim
n,m→∞

E{XnYm} = E{ l.i.m.
n→∞

Xn l.i.m.
m→∞

Ym }.
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Je-li f stacionárńı, sled rovnost́ı vycháźı následovně

Cfi1···ik
(s,t) =

∂2kCf

∂si1∂ti1 · · · ∂sik∂tik
(s,t)

= lim
h1,...,hk,ĥ1,...ĥk→0

1
∏k

j=1 hjĥj

∑

c∈{0,1}2k

(−1)2k−
∑

2k
j=1

cj

×Cf

(
s+

k∑

j=1

cjhjeij ,t+
2k∑

j=k+1

cjĥjeij

)

= lim
h1,...,hk,ĥ1,...ĥk→0

1
∏k

j=1 hjĥj

∑

c∈{0,1}2k

(−1)2k−
∑

2k
j=1

cj

×Cf

(
s+

k∑

j=1

cjhjeij − t−
2k∑

j=k+1

cjĥjeij

)

= (−1)k lim
h1,...,hk,ĥ1,...ĥk→0

1
∏k

j=1 hj(−ĥj)
∑

c∈{0,1}2k

(−1)2k−
∑

2k
j=1

cj

×Cf

(
s− t+

k∑

j=1

cjhjeij +
2k∑

j=k+1

cj(−ĥj)eij

)

= (−1)k
∂2kCf

∂2hi1 · · · ∂2hik
(h)

∣∣∣∣
h=s−t

.

Předchoźı lemma nám udává vztah mezi Cf a Cfi1···ik
. Dále jsme implicitně

schopni vyjádřit funkci stacionárńıho procesu. Vyvstává otázka, jak se chová
izotropńı náhodné pole. Bohužel izotropie f nám neimplikuje izotropii fi1···ik , jak
je vidět z následuj́ıćıho př́ıkladu. Bud’

Cf (h) = e−|h|2 = e−(h2
1
+···+h2

d), h ∈ Rd.

Potom pro libovolné i ∈ {1, . . . ,d} a s,t ∈ Rd plat́ı

Cfi(s,t) = −∂
2Cf

∂2hi
(h)

∣∣∣∣
h=s−t

= 2e−|s−t|2 − 4(si − ti)
2e−|s−t|2 .

Daľśı zaj́ımavou poznámkou je skutečnost, že pokud náhodné pole f je Gaus-
sovské a existuje parciálńı náhodné pole fi1···ik , pak náhodné pole fi1···ik je taktéž
Gaussovské.

1.2 Varieta

V následuj́ıćıch kapitolách o varietách vycháźıme z teoríı vybudovaných
v knihách [4], [1], [3] a [9], kde nalezneme i hlubš́ı teoretické výsledky. Nebude-li
v následuj́ıćım textu uvedeno jinak, předpokládáme, že k,l ∈ N0 ∪ {∞}.

Definice. Budǐz M Hausdorff̊uv topologický prostor se spočetnou báźı otevřených
množin.
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1. Prostor M nazveme varietou dimenze d nebo též d-varietou, jestlǐze pro
všechny t ∈ M existuje otevřená množina U ⊂ M obsahuj́ıćı t, otevřená
množina V ⊂ Rd a homeomorfizmus ϕ : U → V.

2. Prostor M nazveme d-varietou s hranićı, jestlǐze pro všechny t ∈ M exis-
tuje otevřená množina U ⊂ M obsahuj́ıćı t, otevřená množina V ⊂ Hd

a homeomorfizmus ϕ : U → V , kde Hd :=
{

(x1, . . . ,xd) ∈ Rd : xd ≥ 0
}
.

Poznámka :

• Pro pojem variety dimenze d se někdy použ́ıvá pojem d-varieta bez hranice.

• Pro hodnotu dimenze variety už́ıváme symbol dim(M).

• Nebude-li hodnota dimenze variety d̊uležitá, označeńı dimenze vy-
necháváme.

• Primárńım př́ıkladem pro d-variety je prostor Rd.

• Máme-li d-varietu s hranićı, lze ukázat, že ji lze rozložit na (d− 1)-varietu
∂M a d-varietu IntM , které jsou navzájem disjunktńı.

• Pozor: V př́ıpadě ∂M se nejedná o hranici variety M v topologickém slova
smyslu.

Pro daľśı práci s varietami uvedeme poměrně širokou škálu definic, které se poj́ı
s pojmem varieta.

Definice. Budǐz M d-varietou. Zavedeme následuj́ıćı pojmy:

1. Dvojici (U,ϕ) z definice variety nazveme mapou variety M . To jest, U ⊂M
je otevřená množina a ϕ : U → V = ϕ(U) je homeomorfizmus.

2. Množinu S ⊂ M nazveme vnořenou podvarietou dimenze m ∈ {0, . . . ,d},
jestlǐze pro všechny p ∈ S existuje mapa (U,ϕ) obsahuj́ıćı p a ϕ(S ∩ U) je
m-řezem množiny ϕ(U). Tedy p ∈ U a ϕ(S ∩ U) je tvaru

ϕ(S ∩ U) =
{

(x1, . . . ,xm,xm+1, . . . ,xd) ∈ ϕ(U) : xm+1 = cm+1, . . . ,xd = cd
}

pro nějaké konstanty cm+1, . . . ,cd ∈ R.

3. Řekneme, že mapy (U,ϕ) a (W,ψ) jsou Ck-kompatibilńı, jestlǐze U ∩W = ∅
nebo zobrazeńı ψ ◦ ϕ−1, definované předpisem

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩W ) → ψ(U ∩W ),

je Ck-difeomorfizmus1.

4. Atlasem variety M rozumı́me systém map A := {(Ui,ϕi)}i∈A, kde
M = ∪i∈AUi.

1Homeomorfizmus ψ ◦ ϕ−1 a k němu existuj́ıćı inverzńı homeomorfizmus ϕ ◦ ψ−1 jsou řádu

Ck.
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5. Řekneme, že atlas A = {(Ui,ϕi)}i∈A variety M je maximálńım Ck-atlasem
variety M , jestlǐze jsou splněny tyto podmı́nky:

i. Pro všechny i,j ∈ A takové, že i 6= j, jsou (Ui,ϕi) a (Uj,ϕj)
Ck-kompatibilńı.

ii. Pokud mapa (U,ϕ) variety M je Ck-kompatibilńı s (Ui,ϕi) pro všechny
i ∈ A, pak plat́ı (U,ϕ) ∈ A.

6. Dvojici (M,A) nazveme Ck-varietou, pokud A je maximálńım Ck-atlasem
variety M .

Pro jednoduchost se u Ck-variety nevypisuje struktura A a Ck-varieta se znač́ı
pouze symbolem M . Muśıme mı́t však na paměti, že nadále pracujeme s varietou
M a s mapami (U,ϕ) náležej́ıćımi do struktury A.

1.2.1 Tečný prostor

Definice. Necht’ M je Ck-varieta a l ≤ k. Řekneme, že funkce f : M → R je
tř́ıdy C l, jestlǐze pro všechny t ∈ M existuje mapa (U,ϕ) obsahuj́ıćı t takové, že
funkce f ◦ϕ−1 : ϕ(U) → R je řádu C l. Množinu všech funkćı na M s předcházej́ıćı
vlastnost́ı označme C l(M).

Pro lepš́ı představu nejdř́ıve zkonstruujeme tečný prostor pro bod y ∈ Rd

v prostoru Rd. Symbolem vy označme vektor vycházej́ıćı z bodu y. Vektor lze
zapsat ve tvaru vy =

(
(y1,v1e

1), . . . ,(yn,vne
n)
)
, kde {ei}1≤i≤d je báze prostoru Rd.

Přirozeným zp̊usobem definuje operátor Dvy : C1(Rd) → R předpisem

Dvy(f) = Dvf(y) :=
d∑

i=1

vi
∂f

∂xi
(y).

Operátor splňuje součinové pravidlo Dvy(fg) = f(y)Dvy(g)+g(y)Dvy(f) a jsou-li
f,g funkce shodné na okoĺı bodu y, pak Dvy(f) = Dvy(g). To nám dává návod
definovat tečný prostor v bodě y.

Definice. Necht’ máme bod y ∈ Rd. Pak prostor všech lineárńıch zobrazeńı
Dy : C1(Rd) → R splňuj́ıćıch součinové pravidlo

Dy(fg) = f(y)Dy(g) + g(y)Dy(f) ∀f,g ∈ C1(Rd),

nazveme tečným prostorem bodu y a znač́ıme symbolem TyR
d.

Analogicky zadefinujeme tečný prostor pro varietu.

Definice. Necht’M je Ck-varieta a t ∈M . Pak systém všech lineárńıch zobrazeńı
Dt : C1(M) → R splňuj́ıćıch

Dt(fg) = f(t)Dt(g) + g(t)Dt(f) ∀f,g ∈ C1(M),

nazveme tečným prostorem variety M v bodě t a znač́ıme TtM .

10



V knize [3] je ukázáno, že TtM je vektorový prostor dimenze dim(M) vzhledem
k operaćım definovaných předpisem

(
Xt + Yt

)
(f) := Xt(f) + Yt(f),

(
cXt

)
(f) := c

(
Xt(f)

)

pro Xt,Yt ∈ TtM , f ∈ C1(M) a c ∈ R.

Zároveň je-li (U,ϕ) mapa Ck-variety M obsahuj́ıćı bod t ∈ M , pak lineárńı
zobrazeńı ϕ−1

∗,t : Tϕ(t)R
d → TtM dáno předpisem

(
ϕ−1
∗,t (Dϕ(t))

)
(f) := Dϕ(t)(f ◦ ϕ−1)

je izomorfizmus. Že se opravdu jedná o izomorfizmus, se můžeme přesvědčit
v knize [4].

Definice. Necht’ M je Ck-varieta. Pak:

1. Disjunktńı sjednoceńı

T (M) :=
⋃

t∈M

TtM

všech tečných prostor̊u ve všech bodech M nazveme tečným fibrovaným pro-
storem.

2. Na tečném fibrovaném prostoru T (M) definujeme projektivńı zobrazeńı
π : T (M) →M , kde každému vektoru ν ∈ TtM přiřad́ıme bod t ∈M .

3. Zobrazeńı X : M → T (M) takové, že π◦X = Id naM , nazveme vektorovým
polem na M .

To jest, vektorové pole X bodu t ∈ T přǐrad́ı tečný vektor Xt z vekto-
rového prostoru TtM . Vektorové pole pro diferencovatelnou funkci f přirozeným
zp̊usobem definuje novou funkci Xf : M → R předpisem

(
Xf
)
(t) := Xt(f), t ∈M.

Předt́ım, než se vrhneme do definováńı množin se složitěǰśı strukturou, zadefi-
nujeme Riemannovu varietu. Doted’ totiž nemáme po ruce žádný nástroj k určeńı
velikosti vektor̊u a samotné vzdálenosti na varietě M .

Definice. Tenzorovým polem typu (0,q) na varietě M pro q ∈ N rozumı́me zobra-
zeńı T , které každému bodu t ∈M přiřazuje q-lineárńı formu Tt ∈ T q(T ∗

t M), kde
T q(T ∗

t M) je vektorový prostor generovaný všemi q-lineárńımi formami na TtM .

Definice. Riemannovou metrikou na varietě M rozumı́me tenzorové pole g typu
(0,2) takové, že pro všechny t ∈M je bilineárńı forma

gt : TtM × TtM → R

symetrická a pozitivně definitńı.
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Riemannovou Ck-varietou budeme rozumět dvojici (M,g), kde M je
Ck-varieta a g je Riemannova metrika na M . Implicitně předpokládáme, že
zobrazeńı g je nejvyšš́ı možné tř́ıdy Ck−1.

Př́ıklad :

Nejd̊uležitěǰśım př́ıkladem Riemannovy metriky je Eukleidovská metrika g na
Rd. Pro bod y ∈ Rd a vektory v,w ∈ TyR

d je metrika dána skalárńım součinem
vektor̊u. To jest

gy(v,w) = 〈v,w〉 :=
d∑

i=1

viwi.

Na Riemannovu metriku nemůžeme nahĺıžet jako na metriku v metrickém pro-
storu. Na druhou stranu Riemannova metrika generuje metriku definovanou jako
nejmenš́ı délka křivky spojuj́ıćı dva body viz kniha [4].

1.2.2 Whitneyho stratifikovaný prostor

Výhoda Whitneyho stratifikovaného prostoru je ta, že pokrývá širokou škálu
prostor̊u s jednoznačně definovanou Eulerovou charakteristikou. Nav́ıc se využije
modifikovaná Morseho věta pro stratifikovaný prostor ve větě 1, pro vyjádřeńı
Eulerovy charakteristiky pomoćı rozkladu prostoru a Morseho funkćı na tomto
prostoru.

Definice. Bud’ M̃ Ck-varieta a l ≤ k. Budǐz M ⊂ M̃ s lokálně konečným rozkla-
dem podmnožin Z. Pak dvojici (M,Z) nazveme stratifikovanou C l-varietou v M̃ ,
pokud jsou splněny dvě podmı́nky:

1. Každá Z ∈ Z je vnořená C l-podvarieta M̃ .

2. Jestlǐze R,S ∈ Z a R ∩ S̄ 6= ∅, pak R ⊂ S̄.

Poznámka :

• Pomoćı druhé podmı́nky zavedeme relaci uspořádáńı ≤ pro rozklad Z. Pro
R,S ∈ Z bud’ R ≤ S, jestliže R ∩ S̄ 6= ∅.

• M je po částech C l-hladká varieta. To znamená, že sama o sobě neńı
C l-varietou. Na druhou stranu obsahuje rozklad na C l-podvariety.

• M může mı́t několik rozklad̊u.

Definice. Necht’ (M,Z) je stratifikovaná varieta v M̃ . Necht’ t lež́ı v M a bud’

(U,ϕ) mapa variety M̃ obsahuj́ıćı t. Řekneme, že (M,Z) splňuje Whitneyho
podmı́nku v bodě t, jestlǐze pro všechny T,S ∈ Z takové, že T ≤ S a t ∈ T plat́ı
toto:

Máme-li dvě posloupnosti {tn ∈ T}n∈N a {sn ∈ S}n∈N splňuj́ıćı následuj́ıćı tři
podmı́nky:

1. Posloupnost bod̊u tn konverguje k t a posloupnost sn konverguje k t.

12



2. Posloupnost úseček ϕ(tn)ϕ(sn) ⊂ Rd konverguje v projektivńım prostoru
k př́ımce l.

3. Posloupnost tečných prostor̊u TsnS konverguje k tečnému podprostoru

τ ⊂ TtM̃ .

Pak ϕ−1
∗,t (l) ⊂ τ .

Whitneyho stratifikovaná varieta (M,Z) v M̃ je stratifikovaná varieta v M̃
splňuj́ıćı Whitneyho podmı́nku v každém svém bodě.

Právě jsme definovali Whitneyho podmı́nku, která bývá v odborné literatuře
označována jako Whitneyho podmı́nka (B). Existuje i Whitneyho podmı́nka (A),
která má však slabš́ı předpoklady než podmı́nka (B). V knize [9] nalezneme
d̊ukaz tvrzeńı, že Whitneyho podmı́nka je nezávislá na volbě mapy.

Vzorovým př́ıkladem, který splňuje Whitneyho podmı́nku, je jednotková
krychle I = [0,1]d v Rd s přirozeným rozkladem na fasety krychle. To jest na
vrcholy, otevřené hrany a postupně až k otevřené množině I◦.

1.2.3 Vnitřńı objemy Whitneyho stratifikovaného pro-

storu

Pro detailněǰśı a hlubš́ı analýzu všech pojmů a symbol̊u v této kapitole neńı
v této diplomové práci prostor, proto odkazuji na knihu [1]. Zastav́ıme se však
u pojmu fádnost Whitneyho stratifikované variety.

Definice. Bud’ K ∈ N. Uzavřenou Whitneyho stratifikovanou varietu (M,Z)

v (M̃,g̃) nazveme K-fádńı, jestlǐze jsou splněny podmı́nky:

1. Pro všechny S ∈ Z má kolekce tečných prostor̊u

{
lim
tn→t

TtnS : t ∈ ∂S

}

Hausdorffovu dimenzi menš́ı než dim(S).

2. Pro všechny t ∈ M a všechny směry νt plat́ı, že je-li normálový Morseho
index definovaný, pak

|α(νt,M)| ≤ K.

Předcházej́ıćı definice je ryze technického rázu a je potřeba pro definici
mı́ry křivosti pro stratifikované variety. Naše studované množiny tuto podmı́nku
splňuj́ı. Zároveň budeme vynechávat hodnotu K a explicitně mluv́ıme o fádńı
Whitneyho stratifikované varietě.

Zastav́ıme se ještě u pojmu normálového Morseho indexu, který se objevil
v předchoźı definici. Pro t ∈ M bud’ νt ∈ T⊥

t S jednotkový vektor, kde S ∈ Z
a T⊥

t S je ortogonálńı doplněk vektorového prostoru TtS v M̃ . To jest

T⊥
t S :=

{
Xt ∈ TtM̃ : g̃(Xt,Yt) = 0 ∀Yt ∈ TtS

}
.
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Nyńı zafixujeme dostatečně malé δ0 > 0 a ǫ0 > 0, tak aby pro všechny 0 < δ < δ0
a 0 < ǫ < ǫ0 se neměnila topologie množiny

ϕt (Ut ∩M)
⋂{

x ∈ Rdim(M̃) :
〈
x− ϕ(t),ϕ∗,t(νt)

〉
= −ǫ

}⋂
Bdim(M̃)

(
ϕ(t),δ

)
.

Je-li definována Eulerova charakteristika pro předchoźı množinu, označ́ıme ji
předpisem χ(νt), pak normálový Morseho index variety M v bodě t ve směru
νt definujeme předpisem

α(νt,M) := 1 − χ(νt).

Dostáváme se k daľśımu bodu podkapitoly, a to k definici měr křivosti, námi tak
složitě definované Whitneyho stratifikované variety.

Definice. Necht’ M je d-dimenzionálńı, Whitneyho fádńı stratifikovaná
C2-varieta v Riemannově varietě (M̃,g̃). Definujme mı́ru křivosti M předpisem

Li(M,U) :=
d∑

j=i

(2π)−(j−i)/2

⌊ j−i
2

⌋∑

m=0

(−1)mC(d− j,j − i− 2m)

m!(j − i− 2m)!

×
∫

∂jM∩U

∫

S(T⊥
t ∂jM)

TrTt∂jM
(
R̃mS̃j−i−2m

νd−j

)

×α(νd−j)Hd−j−1(dνd−j)Hj(dt)

pro i ∈ {0, . . . ,d− 1} a

Ld(M,U) := Hd(M ∩ U).

Definujeme vnitřńı objem M předpisem

Li(M) := Li(M,M)

a Minkovského funkcionály předpisem

Wi(M) :=
κiLd−i(M)(

d
i

)

pro i ∈ {0, . . . ,d}.

Jak už bylo řečeno, neńı zde prostor definovat všechny pojmy v předchoźı
definici, a proto odkazuji na knihu [1], kde přij́ımáme i odpov́ıdaj́ıćı konvence
v poznámkách 10.5.2 a 10.7.1. Pro přehlednost si alespoň telegraficky řekneme
význam symbol̊u.

1. Hausdorffovu i-rozměrnou mı́ru vzhledem k metrice generované Riemma-
novou metrikou g̃ znač́ıme předpisem Hi.

2. Funkce C : N0 × N0 → R je definována předpisem

C(m,i) :=

{
(2π)i/2

ωm+i
, m+ i > 0

1 m = 0.
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3. Prostor S
(
T⊥
t ∂jM

)
je prostor všech normovaných vektor̊u z prostoru

T⊥
t ∂jM . To jest

S
(
T⊥
t ∂jM

)
:=
{
ν ∈ T⊥

t ∂jM : g̃(ν,ν) = 1
}
,

kde ∂jM :=
⋃

S∈Z:dim(S)=j S a

T⊥
t ∂jM :=

{
Xt ∈ TtM̃ : g̃t(Xt,Yt) = 0 ∀Yt ∈ Tt∂jM

}
.

4. Symbolem R̃ znač́ıme Riemann̊uv tenzor křivosti a je definovaný předpisem

R̃ (X,Y,Z,W ) := g̃
(
∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − [X,Y ]Z,W

)

pro vektorová pole X,Y,Z a W , kde ∇̃ je Levi-Civita konexe a [X,Y ] je
Lieova závorka. Dodejme jen, že pro prostor Rd vybaven Eukleidovskou
metrikou je R̃ = 0.

5. Symbolem S̃ν znač́ıme druhou skalárńı fundamentálńı formu prostoru ∂jM

v M̃ , kde pro vektorové pole X,Y ∈ T (∂jM) a jednotkové vektorové pole

ν ∈ T (M̃) splňuj́ıćı vt ∈ T⊥
t (∂jM) pro všechna t ∈ ∂jM je definována druhá

skalárńı fundamentálńı forma předpisem

S̃ν(X,Y ) := g̃
(
S(X,Y ),ν

)
,

kde S(X,Y ) znač́ı druhou fundamentálńı formu prostoru ∂jM v M̃ .

6. Pro kompaktńı a konvexńı množinu v Rd s C2-hladkou hranićı je definice
vnitřńıch objemů ekvivalentńı s definićı vnitřńıch objemů definovaný v in-
tegrálńı geometrii.

1.3 Náhodné pole na varietách

Definice. Řekneme, že reálné náhodné pole f na T ⊂ Rd splňuje podmı́nku hlad-
kosti, jestlǐze jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

1. Proces f je centrované Gaussovské pole.

2. Proces f je L2-diferencovatelný řádu alespoň dvě.

3. Pro všechny t ∈ T je rozděleńı
(
fi(t),fij(t)

)
i,j=1,...,d

nedegenerované.

4. Existuj́ı α,β > 0 a 0 < K <∞ takové, že plat́ı

max
i,j∈{1,...,d}

∣∣Cfij(t,t) + Cfij(s,s) − 2Cfij(s,t)
∣∣ ≤ K∣∣ ln |t− s|

∣∣1+α (1.1)

pro všechny s,t ∈ T takové, že |t− s| ≤ β.

Bude-li náhodný proces f na Rd splňovat podmı́nku hladkosti na T při speci-
fickém výběru T , pak trajektorie náhodného procesu f jsou skoro jistě Morseho
funkce na T .
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To jest:

1. f ∈ C2 na otevřeném okoĺı T ,

2. kritické body f|∂kT jsou nedegenerované pro všechny k ∈ {0, . . . ,d} ,

3. f|∂kT nemá kritické body na množině ∪k−1
j=0∂jT pro všechny k ∈ {1, . . . ,d}.

Kritickým bodem rozumı́me bod, ve kterém je gradient ∇f nulový. Bod označ́ıme
nedegenerovaným, pokud je determinant Hessovy matice v tomto bodě nenulový.
Na Morseho funkce f se aplikuje vybudovaná Morseho teorie, která se využije
v následuj́ıćı větě. Nejdř́ıve však zadefinujeme regulárńı varietu.

Definice. Necht’ M je Whitneyho stratifikovaná C2-varieta v C3-varietě (M̃,g̃).
Necht’ M je též C2,1-kuželový prostor libovolné hloubky a bud’ M K-fádńı pro
nějaké konečné K. Pak M nazveme regulárńı stratifikovanou varietou v M̃ .

Definici C2,1-kuželového prostoru libovolné hloubky nalezneme v knize [9],
odkud j́ı převzal autor knihy [1]. V knize je taktéž ukázáno, že krychle
tuto podmı́nku splňuje. Autor se zároveň zamýšĺı nad t́ım, že podmı́nka
C2,1-kuželového prostoru libovolné hloubky neńı stěžejńı a pravděpodobně neńı
nutná.

Věta 1. Necht’ M je d-dimenzionálńı regulárńı stratifikovaná varieta v M̃ . Necht’

f je náhodný proces na M̃ splňuj́ıćı tyto body:

1. Proces f je centrované Gaussovské pole.

2. Cf (t,t) = 1 pro všechny t ∈M.

3. Pro libovolný spočetný atlas A = {(Uα,ϕα)}α∈A variety M̃ plat́ı, že Gaus-
sovské pole fα := f ◦ ϕ−1

α na ϕα(Uα) ⊂ Rd splňuje podmı́nku hladkosti pro
všechny α ∈ A.

Potom pro libovolné u ∈ R plat́ı rovnost

E
{
L0

(
Au(f,M)

)}
=

d∑

i=0

Li(M)ρi(u), (1.2)

kde:

1. Vnitřńı objemy Li jsou definované vzhledem k regulárńı stratifikované va-
rietě s Riemannovou metrikou g generovanou náhodným polem f předpisem

gt(Xt,Yt) := E {Xt(f)Yt(f)} , t ∈M, Xt,Yt ∈ TtM̃, (1.3)

2.
Au(f,M) := {x ∈M : f(x) ≥ u} = f−1 ([u,∞)) ∩M,

3.

ρj(u) :=
1

(2π)
j+1

2

Hj−1(u)e−
u2

2 , j ∈ N0,
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4.

H−1(u) :=
√

2πe
u2

2

(
1 − P(X ≤ u)

)
, X ∼ N(0,1),

5.

Hk(u) := k!

⌊ k
2
⌋∑

q=0

(−1)quk−2q

q!(k − 2q)!2q
, k ∈ N0.

D̊ukaz. Důkaz nalezneme v knize [1] viz věta 12.4.2.

Speciálńım př́ıpadem je kompaktńı a konvexńı množina M maj́ıćı po částech
C2-hladkou hranici v prostoru Rd. Z předchoźı poznámky vyplývá, že Riemannova
metrika g záviśı na procesu f . Převedeme vyjádřeńı vzorce (1.3) následovně

gt(Xt,Yt) = XsXtC(s,t)
∣∣∣
s=t
.

To znamená, že vnitřńı objemy záviśı na kovariančńı funkci C náhodného procesu
f . Speciálně pro izotropńı náhodný proces s Cfi(t,t) = λ se metrika redukuje na
tvar

gt(Xt,Yt) = λ〈Xt,Yt〉.
Odvozeńı bychom našli v knize [1]. Bereme-li za λ = 1, poté proces f generuje
metriku totožnou s Eukleidovskou metrikou. Pro obecné λ převod mezi vnitřńımi
objemy neńı složitý. Vycháźıme ze vzorc̊u (12.2.22) a (7.4.9) v knize [1], a proto
pro náhodný proces plat́ı

∫

A

Hg(dt) =

∫

A

|det Λt|1/2 dt, A ⊂ Rd,

kde matice Λt je tvořena prvky

λt(i,j) =
∂2C

∂ri∂sj
(r,s)

∣∣∣∣
(r,s)=(t,t)

.

Bude-li za f izotropńı proces, pak Λt = λI, kde I je jednotková matice a to vede
ke vzorci

Li(M) = λi/2Vi(M) ∀i ∈ {0, . . . ,d}, (1.4)

kde vnitřńı objem na levé straně je poč́ıtán vzhledem k metrice generované
izotropńım procesem f a vnitřńı objem na pravé straně je poč́ıtán vzhledem
k Eukleidovské metrice.

1.4 Hustoty vnitřńıch objemů

Našim úkolem bude odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem definovat hustoty vnitřńıch ob-
jemů množiny M generované reálným náhodným polem f . Budeme postupo-
vat analogicky jako v knize [12], kde pracuj́ı s náhodnou stacionárńı uzavřenou
množinou Z, která je skoro jistě z rozš́ı̌reného konvexńıho okruhu a zároveň je
vybavena podmı́nkou integrovatelnosti. Hustota je v knize definována předpisem

V i(Z) := lim
r→∞

E {Vi(Z ∩ rK)}
Vd(rK)
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pro i ∈ {0, . . . ,d}, K ∈ K′ : Vd(K) > 0. V knize [12] je taktéž dokázáno, že
předcházej́ıćı limity existuj́ı a jsou pro všechny i ∈ {0, . . . ,d} rovny

V i(Z) = E
{
Vi(Z ∩ Cd

0 )
}

:= E
{
Vi(Z ∩ Cd) − Vi(Z ∩ ∂+Cd)

}
, (1.5)

kde Cd
0 := [0,1)d a ∂+Cd := Cd \ Cd

0 .

My budeme muset být o něco opatrněǰśı s podmı́nkami vzhledem k náhodné
uzavřené množině a pr̊unikové množině K. Naš́ı hlavńı zbrańı bude modifikovaná
věta 13.2.1 z knihy [1]. Napǐsme jej́ı plné zněńı.

Věta 2. Bud’ f náhodné pole na Rd, které splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. f na Rd splňuje podmı́nku hladkosti,

2. f je izotropńı,

3. Cf (0) = 1,

4. Cfi(0) = λ pro všechny i ∈ {1, . . . ,d}, kde 0 < λ <∞.

Dále předpokládejme, že množina M ⊂ Rd:

i) je kompaktńı regulárńı stratifikovaná varieta v Rd,

ii) pro všechny k ∈ {0, . . . ,d− 1} je množina M ∩ V taktéž kompaktńı regulárńı
stratifikovaná varieta v Rd pro skoro všechny V ∈ Graffd

k. Symbolem Graffd
k

znač́ıme množinu všech afinńıch k-dimenzionálńıch podprostor̊u Rd.

Potom pro všechny u ∈ R a všechny j ∈ {0, . . . ,d} plat́ı rovnost

E
{
Vj
(
Au(f,M)

)}
=

d−j∑

l=0

[
j + l

l

]
λ

l
2ρl(u)Vj+l(M), (1.6)

kde vnitřńı objemy na levé i pravé straně jsou poč́ıtány vzhledem k Eukleidovské
metrice a kde: [

n

k

]
:=

(
n

k

)
κn

κn−kκk
, k,n ∈ N0 : k ≤ n.

D̊ukaz. Budeme postupovat analogicky jako v knize [1]. Pozor však na to, že
v d̊ukazu knihy [1] se objevuje chyba, která se projevuje ve špatném vzorci pro
vyjádřeńı středńı hodnoty pro vnitřńı objemy nadúrovňových množin viz vzorec
(1.6).

Důkaz rozděĺıme do dvou krok̊u. Zafixujme j ∈ {0, . . . ,d} a u ∈ R:

1) Předpokládejme, že λ = 1. Pokud j = 0, potom tvrzeńı plyne př́ımo
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z věty 1. Pro nenulový index j plat́ı

E
{
Vj
(
Au(f,M)

)} 1
=

∫

Graffd
d−j

E
{
V0
(
Au(f,M) ∩ V

)}
λdd−j(dV )

=

∫

Graffd
d−j

E
{
V0(Au

(
f,M ∩ V )

)}
λdd−j(dV )

2
=

∫

Graffd
d−j

d∑

l=0

ρl(u)Vl(M ∩ V )λdd−j(dV )

=

∫

Graffd
d−j

d−j∑

l=0

ρl(u)Vl(M ∩ V )λdd−j(dV )

=

d−j∑

l=0

ρl(u)

∫

Graffd
d−j

Vl(M ∩ V )λdd−j(dV )

3
=

d−j∑

l=0

[
j + l

l

]
ρl(u)Vj+l(M).

V rovnosti č́ıslo 3 využ́ıváme Crofton̊uv vzorec pro stratifikovanou varietu,
jež má vyjádřeńı

∫

Graffd
d−k

Vq(W ∩ V )λdd−k(dV ) =

[
k + q

q

]
Vk+q(W )

pro kompaktńı Whitneyho fádńı stratifikovanou varietu W ⊂ Rd, kde vzorec
plat́ı pro libovolné k ∈ {1, . . . ,d} a q ∈ {0, . . . ,d−1} : k+q ≤ d. Aby nedošlo
k žádnému omylu, mı́ru λdk na prostoru Graffd

k normalizujeme následovně

λdk
{
V ∈ Graffd

k : V ∩ Bd(0,1) 6= ∅
}

=

[
d

d− k

]
κd−k, k ∈ {0, . . . ,d− 1}.

Bud’ q = 0 a k ∈ {1, . . . ,d}. Dosad’me do Croftonova vzorce

Vk(W ) =

[
k + 0

0

]
Vk+0(W ) =

∫

Graffd
d−k

V0(W ∩ V )λdd−k(dV ).

Předcházej́ıćı vzorec se nazývá Hadwiger̊uv a využijeme ho právě v rovnosti
č́ıslo 1. Věta 1 nás opravňuje použ́ıt rovnost č́ıslo 2.

2) Necht’ λ ∈ R. Předcházej́ıćı úvahy z̊ustávaj́ı v platnosti a plat́ı rovnost

E
{
V λ
j (Au(f,M))

}
=

d−j∑

l=0

[
j + l

l

]
ρl(u)V λ

j+l(M), (1.7)

kde však vnitřńı objemy na levé i pravé straně jsou poč́ıtány vzhledem
k metrice generované procesem f a jsou závislé na λ. Proces f je izotropńı
a pomoćı vzorce (1.4) přeṕı̌seme vzorec (1.7) do tvaru

E

{
λ

j
2Vj
(
Au(f,M)

)}
=

d−j∑

l=0

[
j + l

l

]
ρl(u)λ

j+l
2 Vj+l(M),
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kde už vnitřńı objemy jsou poč́ıtány vzhledem k Eukleidovské metrice. To
znamená, že plat́ı rovnost

E
{
Vj
(
Au(f,M)

)}
=

d−j∑

l=0

[
j + l

l

]
ρl(u)λ

l
2Vj+l(M).

T́ım je d̊ukaz hotov.

Věta 3. Necht’ náhodné pole f a množina M ⊂ Rd splňuj́ı podmı́nky věty 2.
Necht’ nav́ıc Vd(M) 6= 0 a Vj(M) < ∞ pro všechny j ∈ {0, . . . ,d}. Bud’ u ∈ R.
Pak pro všechny j ∈ {0, . . . ,d} existuje limita

lim
r→∞

E
{
Vj
(
f−1([u,∞)) ∩ rM

)}

Vd(rM)
,

jej́ı̌z hodnota je nezávislá na množině M .
Označme ji předpisem V j

(
f−1([u,∞))

)
. Plat́ı vzorec

V j

(
f−1([u,∞))

)
=

[
d

d− j

]
λ

d−j
2 ρd−j(u).

D̊ukaz. Zafixujme j ∈ {0, . . . ,d}. Využijeme věty 2 a rovnost (1.6). Pro jednodu-
chost označme

Konst(u,λ,l,j) :=

[
j + l

l

]
λ

l
2ρl(u), l ∈ {0, . . . ,d− j}

a poč́ıtejme

lim
r→∞

E
{
Vj
(
f−1([u,∞)) ∩ rM

)}

Vd(rM)
= lim

r→∞

E
{
Vj
(
Au(f,rM)

)}

Vd(rM)

= lim
r→∞

∑d−j
l=0 Konst(u,λ,l,j)Vj+l(rM)

Vd(rM)

=

d−j∑

l=0

Konst(u,λ,l,j) lim
r→∞

Vj+l(rM)

Vd(rM)

=

d−j∑

l=0

Konst(u,λ,l,j) lim
r→∞

rj+lVj+l(M)

rdVd(M)

=

d−j∑

l=0

Konst(u,λ,l,j)
Vj+l(M)

Vd(M)
lim
r→∞

rj+l

rd

= Konst(u,λ,d− j,j)
Vj+d−j(M)

Vd(M)

=

[
d

d− j

]
λ

d−j
2 ρd−j(u).
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d = 1d = 1d = 1 d = 1d = 1d = 1 d = 3d = 3d = 3

V 0V 0V 0
λ1/2

2π
e−

u2

2
λu

(2π)3/2
e−

u2

2
λ3/2(u2−1)

(2π)2
e−

u2

2

V 1V 1V 1 P(X > u) λ1/2

4
e−

u2

2
2λu

(2π)3/2
e−

u2

2

V 2V 2V 2 P(X > u) λ1/2

π
e−

u2

2

V 3V 3V 3 P(X > u)

Tabulka 1.1: Přehled intenzit nadúrovňového modelu s parametrem u ∈ R

a 0 < λ <∞ vzhledem k dimenzi d = 1, d = 2 a d = 3, kde X ∼ N(0,1).

To znamená, že jsme schopni explicitně vyjádřit hustotu náhodné uzavřené
množiny generované náhodným reálným procesem. Pro představu si vyṕı̌seme
intenzity pro dimenze nižš́ıch řád̊u. Bud’ X náhodná veličina s normovaným
náhodným rozděleńım. V tabulce 1.1 jsou rozepsány intenzity V 0,V 1,V 2 a V 3

pro dimenze d = 1,d = 2 a d = 3.

Naš́ım daľśım úkolem bude zjistit, jaký vliv maj́ı parametry λ a u na in-
tenzity V i pro i ∈ {0, . . . ,d}. Pozorováńı rozděĺıme do tř́ı krok̊u. Nejdř́ıve
hodnotu α-kvantilu normovaného normálńıho rozděleńı označme symbolem uα
a vypoč́ıtejme hustotu objemu

p := V d = 1 − P(X ≤ u).

Parametr u jednoznačně určuje intenzitu objemu p, která je nezávislá na
parametru λ. Zafixováńım pevného 0 < p < 1 źıskáme jednoznačné určeńı
parametru u = u1−p.

Daľśım krokem je výpočet intenzity povrchu

V d−1 =

[
d

1

]
λ1/2ρ1(u) =

[
d

1

]
λ1/2e

−u2

2

2π
.

Při zafixovaném p intenzity objemu množiny máme zafixovaný parametr u
a parametr λ bude mı́t vliv na intenzitu povrchu množiny. S rostoućı λ roste
intenzita povrchu při pevné intenzitě objemu. Docháźı k tomu, že při pevně
stanoveném parametru u rostoućı λ rozmělňuje nadúrovňové množiny, aby
zachovaly sv̊uj objem, ale přitom zvýšily sv̊uj povrch. Na obrázku 1.1 je tato
vlastnost viditelná.

Neńı to zat́ım př́ılǐs zřejmé, ale tuto skutečnost si muśıme uvědomit při
pozděǰśı simulaci náhodného procesu. Simulujeme vždy na diskrétńı mř́ıžce
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Obrázek 1.1: Realizace nadúrovňového sinusového modelu s pevnou objemo-
vou intenzitou p = 0.5 postupně s parametrem λ = 0.2, λ = 0.02, λ = 0.002
a λ = 0.0002. Z obrázku je patrné, že s klesaj́ıćım parametrem λ roste hladkost
množiny.
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o pevném počtu pixel̊u. Větou 2 máme sice zaručenou hladkost nadúrovňových
množin, ale pro př́ılǐs vysoké λ se hladkost ztráćı, a to právě z d̊uvodu rastru
mř́ıžky. Voĺıme tedy λ s dostatečným citem pro uchováńı hladkosti množiny, aby
nedošlo k př́ılǐs velkému rozdrobeńı nadúrovňové množiny.

Posledńı zaj́ımavost jsem našel v symetrii intenzit. Pro j ∈ {0, . . . ,d − 1}
na ρd−j nahĺıžejme jako na funkci a pro přehlednost si opět naṕı̌seme jej́ı
vyjádřeńı

ρd−j(u) =
1

(2π)
d−j+1

2

Hd−j−1(u)e−
u2

2 , u ∈ R.

Funkce e
−u2

2 je nepochybně sudou funkćı. Zaměř́ıme se tedy na

Hd−j−1(u) = (d− j − 1)!

⌊ d−j−1

2
⌋∑

q=0

(−1)qud−j−1−2q

q!(d− j − 1 − 2q)!2q
.

Bude-li mı́t d − j − 1 lichou hodnotu, bude Hd−j−1 lichou funkćı a odtud i ρd−j

zděd́ı lichost. Naopak pro sudé č́ıslo d− j− 1 budou funkce Hd−j−1 i ρd−j sudými
funkcemi.
Zafixujme pevné λ a bud’ p1,p2 ∈ (0,1) hustoty objemů takové, že p1 + p2 = 1.
Fixováńım hustot objemů źıskáme parametry u1 a u2. Pak tedy

u1 = u1−p1 = −up1 = −u1−p2 = −u2.

To však znamená, že

V
1

j = V
2

j ∀j ∈ {0, . . . ,d− 1}, pokud d− j − 1 ∈ 2Z

a
V

1

j = −V 2

j ∀j ∈ {0, . . . ,d− 1}, pokud d− j − 1 ∈ 2Z + 1,

kde V
1

j a V
2

j znač́ı intenzitu nadúrovňového modelu se společným parametrem λ
a parametrem u1 respektive u2.

Jak už jsem zmı́nil na začátku podkapitoly, postupujeme analogicky jako
v knize [12]. Nastává otázka, je-li možné intenzitu vyjádřit i pomoćı rovnice (1.5).
Odpověd́ı je nám následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 4. Za předpokladu věty 3 plat́ı rovnost

V j

(
f−1([u,∞))

)
= E

{
Vj
(
f−1([u,∞)) ∩ Cd

0

)}
∀j ∈ {0, . . . ,d}. (1.8)

D̊ukaz. Zafixujme j ∈ {0, . . . ,d} a u ∈ R. Začněme s výpočtem pravé strany

23



rovnice (1.8). Využijeme větu 2

E
{
Vj
(
f−1([u,∞)) ∩ Cd

0

)}
= E

{
Vj
(
Au(f,Cd)

)}
− E

{
Vj
(
Au(f,∂+Cd)

)}

=

d−j∑

l=0

[
j + l

l

]
λ

l
2ρl(u)Vj+l(C

d)

−
d−j∑

l=0

[
j + l

l

]
λ

l
2ρl(u)Vj+l(∂

+Cd)

=

[
d

d− j

]
λ

d−j
2 ρd−j(u)Vd(C

d)

+

d−j−1∑

l=0

[
j + l

l

]
λ

l
2ρl(u)Vj+l(C

d)

−
d−j−1∑

l=0

[
j + l

l

]
λ

l
2ρl(u)Vj+l(∂

+Cd).

To znamená, že rovnice (1.8) je ekvivalentńı s rovnost́ı

Vj(C
d) = Vj(∂

+Cd) ∀j = 0, . . . ,d− 1. (1.9)

Důkaz předcházej́ıćı rovnice (1.9) rozlož́ıme do několika krok̊u. Mějme na paměti,
že nyńı fixujeme j ∈ {0, . . . ,d− 1}:

1. Vyjádřeńı levé strany rovnice (1.9) nalezneme např́ıklad v knize [11]. Plat́ı
jednoduchý vzorec

Vj(C
d) =

(
d

j

)
.

Pěkný d̊ukaz se objevuje i v již zmı́něné knize [1].

2. Složitěǰśı je vyjádřeńı pravé strany (1.9). Zaměřme se na to, z čeho se skládá
množina ∂+Cd. De facto se jedná o fasety krychle maj́ıćı společný bod
[1, . . . ,1]. Každá faseta je zároveň krychle odpov́ıdaj́ıćı své dimenzi. Suma
sumárum množina ∂+Cd obsahuje

(
d

d− 1

)
faset dimenze d− 1,

(
d

d− 2

)
faset dimenze d− 2,

...(
d

1

)
faset dimenze 1,

(
d

0

)
faset dimenze 0.
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3. Neńı žádné tajemstv́ı, že funkcionál Vj je aditivńı. Spolu z předcházej́ıćımi
úvahami vyplývá, že plat́ı rovnost

Vj(∂
+Cd) =

(
d

d− 1

)(
d− 1

j

)
−
(

d

d− 2

)(
d− 2

j

)
+

(
d

d− 3

)(
d− 3

j

)

−
(

d

d− 4

)(
d− 4

j

)
· · · (−1)d−j+1

(
d

j

)(
j

j

)

=

d−j∑

i=1

(−1)i+1

(
d

d− i

)(
d− i

j

)
.

4. V posledńım kroku d̊ukazu využijeme binomické věty k rozvoji výrazu
(1 − 1)d−j

d−j∑

i=1

(−1)i+1

(
d

d− i

)(
d− i

j

)
=

d−j∑

i=1

(−1)i+1 d!

(d− i)!i!

(d− i)!

(d− i− j)!j!

=

d−j∑

i=1

(−1)i+1 d!

(d− j)!j!

(d− j)!

(d− i− j)!i!

=

(
d

j

) d−j∑

i=1

(−1)i+1

(
d− j

i

)

=

(
d

j

)[d−j∑

i=0

(−1)i+1

(
d− j

i

)
+ 1

]

=

(
d

j

)[
1 −

d−j∑

i=0

(
d− j

i

)
1d−j−i(−1)i

]

=

(
d

j

)[
1 − (1 − 1)d−j

]
=

(
d

j

)
.

T́ım je d̊ukaz dokončen.

1.5 Funkce splňuj́ıćı podmı́nku hladkosti

V této kapitole si uvedeme př́ıklady izotropńıch kovariančńıch funkćı, které
splňuj́ı podmı́nku věty 2. Nalezl jsem několik kandidát̊u, kteř́ı splňuj́ı podmı́nku
hladkosti. Pro naše uvedené př́ıklady nedokazuji všechny podmı́nky věty, ale
zabývám se pouze d̊uležitými částmi.

Př́ıklad 1:

Prvńı př́ıklad je kovariančńı funkce s exponenciálńım vyjádřeńım. Probereme
ho podrobněji, jelikož v následuj́ıćıch kapitolách budeme simulovat data pomoćı
Gaussovského pole s kovariančńı funkćı s exponenciálńım vyjádřeńım. Následně
data využijeme pro odhady hustot vnitřńıch objemů.

Necht’ pro pevné 0 < a <∞ je funkce Cf dána předpisem

Cf (h) = e−a|h|2 = e−a(h2
1
+···+h2

d), h ∈ Rd.
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Že se jedná o izotropńı kovariančńı funkci, se přesvědč́ıme v knize [10]. Naše prvńı
zjǐstěńı je rovnost

E{f 2(t)} = Cf (0) = 1.

Dle lemmatu 1 vypoč́ıtáme kovariančńı funkce Cfi , Cfii a Cfij pro libovolné
i,j ∈ {1, . . . ,d} a h ∈ Rd takové, že i 6= j. Tyto funkce rozeṕı̌seme do v́ıce tvar̊u:

Cfi(h) = 2ae−a|h|2 − 4a2h2i e
−a|h|2 ,

Cfii(h) = 4a2e−a|h|2(3 − 12ah2i + 4a2h4i )

= 4a2e−a|h|2
(
(2ah2i − 3)2 − 6

)
,

Cfij(h) = Cfji(h)

= 4a2e−a|h|2(1 − 2ah2i − 2ah2j + 4a2h2ih
2
j)

= 4a2e−a|h|2
(
(1 − 2ah2i )(1 − 2ah2j)

)
.

Budeme-li vycházet z konvence značeńı věty 2, dostáváme

E{f 2
i (t)} = Cfi(0) = 2a = λ ∀i ∈ {1, . . . ,d}.

Základńı pozorováńı:

1. Existuje β1 > 0 takové, že pro všechny h ∈ Rd splňuj́ıćı |h| ≤ β1 plat́ı

0 ≤ 3 − 12ah2i + 4a2h4i ≤ 3 ∀i ∈ {1, . . . ,d}.

2. Existuje β2 > 0 takové, že pro všechny h ∈ Rd splňuj́ıćı |h| ≤ β2 plat́ı

0 ≤ (1 − 2ah2i ) ≤ 1 ∀i ∈ {1, . . . ,d}.

3. Plat́ı nerovnost
1 − e−ah2 ≤ ah2 ∀h ∈ R.

4. Existuje β3 > 0 takové, že pro všechny h ∈ Rd \ {0} splňuj́ıćı |h| ≤ β3 plat́ı

|h| ≤ 1∣∣ ln |h|
∣∣ .

Odvozeńı základńıch pozorováńı:

1. Plyne jednoduše z vlastnost́ı polynomických funkćı.

2. Plyne opět z vlastnost́ı polynomických funkćı.

3. Funkce na levé i pravé straně jsou spojité. Problém převedeme na nerovnost
1−e−q ≤ q pro všechny q ≥ 0. Zderivujeme na levé i pravé straně a źıskáme
e−q ≤ 1, což plat́ı pro libovolné nezáporné q, a t́ım je předchoźı nerovnost
dokázána.

4. Plyne ze znalosti limity
lim
x→0

x ln(x) = 0.
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Definujme β := min(β1,β2,β3), α := 1 a K := 120a3. Pro libovolné
h ∈ Rd \ {0} splňuj́ıćı |h| ≤ β plat́ı

∣∣2Cfii(0) − 2Cfii(h)
∣∣ =

∣∣∣24a2 − 8a2e−a|h|2(3 − 12ah2i + 4a2h4i )
∣∣∣

1
= 24a2 − 8a2e−a|h|2(3 − 12ah2i + 4a2h4i )

≤ 24a2(1 − e−a|h|2) + 96e−a|h|2a3h2i
3

≤ 24a3|h|2 + 96a3h2i
≤ (24a3 + 96a3)|h|2
4

≤ K∣∣ ln |h|
∣∣2 =

K∣∣ ln |h|
∣∣1+α

a

∣∣2Cfij(0) − 2Cfij(h)
∣∣ =

∣∣∣8a2 − 8a2e−a|h|2(1 − 2ah2i − 2ah2j + 4a2h2ih
2
j)
∣∣∣

2
= 8a2 − 8a2e−a|h|2(1 − 2ah2i − 2ah2j + 4a2h2ih

2
j)

≤ 8a2(1 − e−a|h|2) + e−a|h|2(16a3h2i + 16a3h2j)
3

≤ 8a3|h|2 + 16a3h2i + 16a3h2j

≤ (8a3 + 16a3)|h|2
4

≤ K∣∣ ln |h|
∣∣2 =

K∣∣ ln |h|
∣∣1+α ,

kde č́ısla nad rovnostmi a nerovnostmi nálež́ı k bod̊um základńıch pozorováńı.
Našli jsme požadované konstanty α, β > 0 a 0 < K <∞, pro které plat́ı

max
i,j∈{1,...,d}

∣∣Cfij(t,t) + Cfij(s,s) − 2Cfij(s,t)
∣∣ ≤ K∣∣ ln |t− s|

∣∣α+1

pro ∀s,t ∈ Rd : |t−s| ≤ β a tedy máme splněnou podmı́nku (1.1) pro kovariančńı
funkci Cf .

Př́ıklad 2:

Funkce, kterou budeme nyńı vyšetřovat, je tvaru

Cf (h) =

(
1 +

|h|2
2

)−1

, h ∈ Rd.

Budeme postupovat analogicky jako v předchoźım př́ıkladě. Předně se jedná
o izotropńı kovariančńı funkci viz kniha [10] a zároveň

Cf (0) = 1.

Dle lemmatu 1 vypoč́ıtáme kovariančńı funkce Cfi , Cfii a Cfij pro libovolné
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i,j ∈ {1, . . . ,d} a h ∈ Rd takové, že i 6= j:

Cfi(h) = −4
(
4h2i − |h|2 − 2

)
(
|h|2 + 2

)3 ,

Cfii(h) =
48
(
5h4i − 10h2i (zi + 2) + (zi + 2)2

)
(
|h|2 + 2

)5 ,

Cfij(h) = Cfji(h)

= −16
(
5h4i + 5h4j − 38h2ih

2
j + 8h2i + 8h2j + 4zij(h

2
i + h2j) − (zij + 2)2

)
(
|h|2 + 2

)5 ,

kde zi := |h|2 − h2i a zij := |h|2 − h2i − h2j .

Základńı pozorováńı:

1. Plat́ı rovnosti

Cf (0) = 1 = λ, Cfii(0) = 6 a Cfij(0) = 2.

2. Existuj́ı 0 < K1 < ∞ a β1 > 0 takové, že pro všechny h ∈ Rd splňuj́ıćı
|h| ≤ β1 plat́ı

|6 − Cfii(h)| ≤ K1|h|2.

3. Existuj́ı 0 < K2 < ∞ a β2 > 0 takové, že pro všechny h ∈ Rd splňuj́ıćı
|h| ≤ β2 plat́ı

|2 − Cfij(h)| ≤ K2|h|2.

4. Existuje β3 > 0 takové, že pro všechny h ∈ Rd \ {0} splňuj́ıćı |h| ≤ β3 plat́ı

|h| ≤ 1∣∣ ln |h|
∣∣ .

Definujme β := min(β1,β2,β3), K := 2 max(K1,K2) a α := 1. Podobně jako
v prvńım př́ıkladu jednoduše plat́ı, že s těmito koeficienty je splněna podmı́nka

max
i,j∈{1,...,d}

∣∣Cfij(t,t) + Cfij(s,s) − 2Cfij(s,t)
∣∣ ≤ K∣∣ ln |t− s|

∣∣α+1

pro ∀s,t ∈ Rd : |t− s| ≤ β.

Př́ıklad 3:

Daľśıho vhodného kandidáta jsem nalezl v sinusovém vyjádřeńı kovariančńı funkce
danou předpisem

Cf (h) =
sin(a|h|)
a|h| 1(0,∞)(|h|) + 1{0}(|h|), h ∈ Rd

pro pevné a ∈ R \ {0} a d ≤ 3. Dle knihy [2] se jedná o izotropńı kovariančńı
funkci. Nasimulovaná data pomoćı sinusového modelu ukazuj́ı, že nadúrovňové
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množiny maj́ı oproti exponenciálńımu modelu hezč́ı strukturu. To by se mohlo
projevit v lepš́ım odhadu intenzit vnitřńıch objemů. Na druhou stranu, jak se sami
přesvědč́ıme, nedokazuji d̊uležitou podmı́nku (1.1) pro hladkost nadúrovňových
množin. Jedná se jen o předpoklad, o který se oṕıráme. Pro jednoduchost budeme
pracovat pouze s jednodimenzionálńım procesem. Nejdř́ıve se muśıme ujistit, že
se jedná o spojitou funkci. Vypoč́ıtáme následuj́ıćı limitu

lim
h→0

sin(a|h|)
a|h| = 1.

Zjevně plat́ı Cf (0) = 1. Předpokládejme, že h ∈ R \ {0} a vypoč́ıtejme
následuj́ıćı derivace

∂2Cf

∂2h1
(h) = −(a2h2 − 2) sin(a|h|) + 2a|h| cos(a|h|)

a|h|3

a

∂4Cf

∂4h1
(h) =

4a|h|(a2h2 − 6) cos(a|h|) + (a4h4 − 12a2h2 + 24) sin(a|h|)
ah4|h| .

Taktéž vypoč́ıtáme jejich limity

lim
h→0

−(a2h2 − 2) sin(a|h|) + 2a|h| cos(a|h|)
a|h|3 = −a

2

3

a

lim
h→0

4a|h|(a2h2 − 6) cos(a|h|) + (a4h4 − 12a2h2 + 24) sin(a|h|)
ah4|h| =

a4

5
.

To znamená, že Cf1 a Cf11 maj́ı pro h ∈ R následuj́ıćı tvary

Cf1(h) =
(a2h2 − 2) sin(a|h|) + 2a|h| cos(a|h|)

a|h|3 1(0,∞)(|h|) +
a2

3
1{0}(|h|)

a

Cf11(h) =
4a|h|(a2h2 − 6) cos(a|h|) + (a4h4 − 12a2h2 + 24) sin(a|h|)

ah4|h| 1(0,∞)(|h|)

+
a4

5
1{0}(|h|).

Nakonec vypoč́ıtáme hodnotu λ z věty 2

E
{
f 2
1 (t)

}
= Cfi(0) =

a2

3
= λ.

1.6 Booleovský model

V této kapitole budeme využ́ıvat koncepci a značeńı vybudované v knize [12].
Necht’ X je bodový proces na F ′. Definujme mı́ru intenzity procesu X předpisem

Θ(A) := E {X(A)} , A ∈ B(F ′),
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kde předpokládáme, že plat́ı

Θ(FC) <∞ ∀C ∈ C ′. (1.10)

Množina FC je definována předpisem

FC := {F ∈ F : F ∩ C 6= ∅}
a podmı́nka (1.10) nám zaručuje, že Θ je lokálně konečná. Bodový proces X, pro
kterou plat́ı Θ(F ′\C ′) = 0, nazveme částicovým procesem. Bez újmy na obecnosti
vždy předpokládáme, že mı́ra intenzit je nenulová. Následně definujme zobrazeńı

c : C ′ → Rd,

které neprázdné kompaktńı množině C ∈ C ′ přǐrad́ı jednoznačně určený střed
nejmenš́ı koule obsahuj́ıćı C. Prostor všech zrn pro částicový proces rozumı́me
množinu

C0 := {C ∈ C ′ : c(C) = 0} .
Věta 5. Necht’ X je stacionárńı částicový proces s intenzitou mı́ry Θ, pro kterou
plat́ı Θ 6= 0. Potom mı́ra intenzity je invariantńı vzhledem k posunut́ı a existuje
jednoznačně určená hodnota γ ∈ (0,∞) a jednoznačně určená pravděpodobnostńı
mı́ra Q na C0 takové, že

Θ(A) = γ

∫

C0

∫

Rd

1A(x+ C) dxQ(dC) ∀A ∈ B(C ′).

Je-li nav́ıc X izotropńı, je mı́ra Q invariantńı vzhledem k otočeńı.

D̊ukaz. Důkaz nalezneme v knize [12] viz věta 4.1.1.

Definice. Bud’ X stacionárńı částicový proces z předchoźıho tvrzeńı. Hodnotu
γ z téhož tvrzeńı nazveme intenzitou částicového procesu X. Pravděpodobnostńı
mı́ru Q nazveme rozděleńı zrna a náhodnou množinu s rozděleńım Q nazveme
typickým zrnem procesu X.

Pro jednoduchost budeme jev C ∈ supp(X) zkráceně značit C ∈ X, kde pro
obecnou celoč́ıselnou náhodnou mı́ru µ na E definujeme nosič supp(µ) mı́ry µ
předpisem

supp(µ) := {x ∈ E : µ({x}) ≥ 1}.
Dle věty 4.1.3. v knize [12] pro libovolné A ∈ B(C0) a pro libovolné
B ∈ B(Rd) : 0 < Vd(B) <∞ plat́ı

γQ(A) =
1

Vd(B)
E





∑

C∈X,c(C)∈B

1A

(
C − c(C)

)


 .

To nám dává d́ılč́ı výsledek

γ =
1

Vd(B)
E





∑

C∈X,c(C)∈B

1



 =

1

Vd(B)
E
{

# {C ∈ X : c(C) ∈ B}
}
.

Intenzitu γ lze interpretovat jako středńı počet částic částicového procesu v okně
s jednotkovým objemem. Zároveň body c(C), C ∈ X přirozeným zp̊usobem de-
finuj́ı bodový proces X0 :=

∑
C∈X δc(C) na Rd a jedná se o stacionárńı bodový

proces s intenzitou γ.
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Definice. Necht’ X je Poisson̊uv částicový proces. Potom náhodnou uzavřenou
množinu definovanou předpisem

Z :=
⋃

K∈X

K

nazveme Booleovským modelem.

Z věty 3.6.2. z knihy [12] plyne, že předchoźı definice je korektńı. Nav́ıc je-li
X stacionárńı respektive izotropńı, pak taktéž náhodná uzavřená množina Z je
stacionárńı respektive izotropńı.

Dostáváme se k nejd̊uležitěǰśı větě této kapitoly.

Věta 6. Necht’ Z je Booleovský model generovaný stacionárńım a izotropńım
Poissonovým konvexńım částicovým procesem. Pak limita

V j(Z) := lim
r→∞

E {Vj(Z ∩ rK)}
Vd(rK)

existuje pro libovolné K ∈ K′ : Vd(K) > 0. Dále plat́ı

V j(Z) = e−V d(X)


V j(X) − d!κd

j!κj

d−j∑

s=2

(−1)s

s!

d−1∑

m1,...,ms=j+1
m1+···+ms=(s−1)d+j

s∏

i=1

mi!κmi

d!κd
V mi

(X)




pro všechny j ∈ {0, . . . ,d− 1} a

V d(Z) = 1 − e−V d(X),

kde

V j(X) := γ

∫

K0

Vj(K)Q(dK) ∀j ∈ {0, . . . ,d}.

D̊ukaz. Důkaz nalezneme v knize [12] viz věta 9.1.4. Pouze upozorńım, že v knize

[12] došlo pravděpodobně k překlepu př́ıpadně k chybě a výraz cmi
j :=

mi!κmi

j!κj

muśıme nahradit výrazem cmi
d :=

mi!κmi

d!κd
a zároveň došlo k vynecháńı koeficientu

cdj = d!κd

j!κj
před prvńı sumou.

Označme typické zrno Booleovského modelu symbolem Z0. Konvexńım
částicovým procesem rozumı́me částicový proces, kde rozděleńı typického zrna
Z0 žije pouze na prostoru K0. Dostáváme tedy rovnost

V 0(X) = γ

∫

K0

V0(K)Q(dK) = γ

∫

K0

1Q(dK) = γ.

Tak jako v kapitolách o intenzitě vnitřńıch objemů generovaných nadúrovňovými
množinami znač́ıme hustotu objemu náhodné uzavřené množiny ṕısmenem p
a z předchoźı věty plyne

p = V d(Z) = 1 − e−V d(X) = 1 − e−γE{Vd(Z
0)}.
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Odvod́ıme si hustoty vnitřńıch objemů Booleovského modelu pro dvourozměrný
a trojrozměrný př́ıpad. Necht’ se pohybujeme v prostoru R2 a jsou splněny
předpoklady věty 6. Vypoč́ıtejme hustotu V 1(Z)

V 1(Z) = e−V 2(X)


V 1(X) − 2!κ2

1!κ1

1∑

s=2

(−1)s

s!

2−1∑

m1,...,ms=1+1
m1+···+ms=(s−1)2+1

s∏

i=1

mi!κmi

2!κ2
V mi

(X)




=
(

1 −
(

1 − e−V 2(X)
))

V 1(X)

= (1 − p) γE
{
V1(Z

0)
}
.

Daľśım úkolem je vypoč́ıtat intenzitu Eulerovy charakteristiky

V 0(Z) = e−V 2(X)


V 0(X) − 2!κ2

0!κ0

2∑

s=2

(−1)s

s!

2−1∑

m1,...,ms=1
m1+···+ms=(s−1)2

s∏

i=1

mi!κmi

2!κ2
V mi

(X)




= (1 − p)


γ − 2π

2

1∑

m1,...,m2=1
m1+···+m2=2

2∏

i=1

mi!κmi

2κ2
V mi

(X)




= (1 − p)

[
γ − π

1

(
1!κ1
2κ2

V 1(X)

)2
]

= (1 − p)

[
γ − π

1

(
2

2π
V 1(X)

)2
]

= (1 − p)

[
γ − γ2

π

(
E
{
V1(Z

0)
})2
]
.

Přejděme k dimenzi d = 3. Analogicky jako v předchoźım textu, vypoč́ıtáme
postupně hustoty vnitřńıch objemů V 2(Z),V 1(Z) a V 0(Z) :

V 2(Z) = e−V 3(X)


V 2(X) − 3!κ3

2!κ2

1∑

s=2

(−1)s

s!

2∑

m1,...,ms=3
m1+···+ms=(s−1)3+2

s∏

i=1

mi!κmi

3!κ3
V mi

(X)




= (1 − p)
(
γE{V2(Z0)}

)
,
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V 1(Z) = e−V 3(X)


V 1(X) − 3!κ3

1!κ1

2∑

s=2

(−1)s

s!

2∑

m1,...,ms=2
m1+···+ms=(s−1)3+1

s∏

i=1

mi!κmi

3!κ3
V mi

(X)




= (1 − p)


V 1(X) − 8π

4

2∑

m1,...,m2=2
m1+···+m2=4

2∏

i=1

mi!κmi

8π
V mi

(X)




= (1 − p)

[
V 1(X) − 8π

4

(
2!κ2
8π

V 2(X)

)2
]

= (1 − p)
[
γE{V1(Z0)} − π

8
γ2
(
E{V2(Z0)}

)2]
,

V 0(Z) = e−V 3(X)


V 0(X) − 3!κ3

0!κ0

3∑

s=2

(−1)s

s!

2∑

m1,...,ms=1
m1+···+ms=(s−1)3

s∏

i=1

mi!κmi

3!κ3
V mi

(X)




= (1 − p)


γ − 8π




1

2

2∑

m1,...,m2=1
m1+···+m2=3

2∏

i=1

mi!κmi

8π
V mi

(X)

−1

6

2∑

m1,...,m3=1
m1+···+m3=6

3∏

i=1

mi!κmi

8π
V mi

(X)







= (1 − p)

[
γ − 8π

(
1!κ12!κ2

(8π)2
V 1(X)V 2(X) − 1

6

(
2!κ2
8π

V 2(X)

)3
)]

= (1 − p)

[
γ − 8π

(
1

16π
V 1(X)V 2(X) − 1

6

(
1

4
V 2(X)

)3
)]

= (1 − p)

[
γ − γ2

2
E{V1(Z0)}E{V2(Z0)} +

πγ3
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(
E{V2(Z0)}

)3
]
.

Do této doby jsme pracovali s Booleovským modelem maj́ıćım typické zrno, které
je s.j. konvexńı a kompaktńı množinou. Nadešel čas omezit se na model, se kterým
pracuj́ı v článku [6]. Jedná se o model, kde Booleovský model má typické zrno
v podobě koule, kde poloměr koule r má rovnoměrné rozděleńı na intervalu [a,b]
pro 0 < a < b < ∞. Tento model má tu dobrou vlastnost, že má své uplatněńı
a dobře se simuluje. Intenzity vnitřńıch objemů Booleovského modelu s typickým
zrnem v podobě koule již nebudeme odvozovat, ale pouze uvedeme v tabulce 1.2.
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E r = a+b
2

E r = a+b
2E r = a+b
2
, E r2 = a2+ab+b2

3
E r2 = a2+ab+b2

3E r2 = a2+ab+b2

3
, E r3 = a3+a2b+ab2+b3

4
E r3 = a3+a2b+ab2+b3

4E r3 = a3+a2b+ab2+b3

4

d = 2d = 2d = 2 d = 3d = 3d = 3

γγγ − ln(1−p)
πE r2

−3 ln(1−p)
4πE r3

V 0V 0V 0 (1 − p)γ [1 − γπ(E r)2] (1 − p)γ
[
1 − 4γπE rE r2 + γ2π4

6
(E r2)3

]

V 1V 1V 1 (1 − p)γπE r (1 − p)γ
[
4E r − γπ3

2
(E r2)2

]

V 2V 2V 2 2(1 − p)γπE r2

Tabulka 1.2: Přehled intenzit Booleovského modelu maj́ıćı typické zrno v podobě
koule s poloměrem r ∼ U(a,b) pro 0 < a < b < ∞, kde z praktického hlediska
fixujeme objemovou intenzitu 0 < p < 1.
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Kapitola 2

Numerická část

V kapitole týkaj́ıce se praktické části zužitkujeme konstrukci vybudovanou
v předchoźı teoretické části. Pokuśıme se aplikovat postupy pro odhady hustot
vnitřńıch objemů a výsledky porovnat s teoretickými hodnotami. Neklademe si za
ćıl vytvořit nový postup pro odhadováńı intenzit. Využijeme odhady již vytvořené
v článku [6] a pomoćı simulačńı studie vyhodnot́ıme vlastnosti modelu a srovnáme
s publikovanými výsledky odhad̊u aplikovaných na Booleovský model.

2.1 Popis algoritmu

Použ́ıváme aparát, který byl vytvořen v článćıch [6] a poté vylepšen v [7].
V základńıch rysech si nast́ıńıme ideu postupu pro odhad hustot. Upozorňuji, že
se jedná pouze o nástin nikoliv o korektńı definici postupu.
Necht’ máme množinu X ⊂ Rd, která je z rozš́ı̌reného konvexńıho okruhu. Ve
zkratce řečeno, jedná se o množinu, pro kterou plat́ı, že množinu K ∩X lze ro-
zepsat jako konečné sjednoceńı konvexńıch a kompaktńıch množin pro všechny
konvexńı a kompaktńı množiny K. Bud’ ǫ > 0. Označme Xǫ := X ⊕ b(0,ǫ) na-

fouklou množinu X o ǫ a pracujme s uzávěrem jej́ıho doplňku X∗
ǫ :=

(
(Xǫ)∁

)
.

Množina X∗
ǫ je množina s kladným dosahem. To znamená, že pro každý bod

vněǰśıho okoĺı hranice X∗
ǫ existuje jednoznačně nejbližš́ı bod z množiny X∗

ǫ . Této
vlastnosti následně využijeme. Zobrazeńı přǐrazuj́ıćı bod vněǰśıho okoĺı množiny
k jednoznačně nejbližš́ımu bodu množiny označme ξ.
Necht’ dále máme testovaćı borelovskou omezenou množinu B ∈ B0 s kladným
objemem a děleńı ∆ = {0 < δ1, . . . ,δn < ǫ} intervalu [0,ǫ], kde předpokládáme
n ≥ d. Označme vektor

V (X,ǫ,∆,B) :=
(
v(X,ǫ,δ1,B), . . . ,v(X,ǫ,δn,B)

)T
,

kde v(X,ǫ,δi,B) := Vd

((
(X∗

ǫ )δi \X∗
ǫ

)
∩ ξ−1

X∗
ǫ

(B)
)
/Vd(B) pro i ∈ {1, . . . ,n}. Defi-

nujme matici

M∆ :=




δ1κ1 δ2κ1 · · · δnκ1
δ21κ2 δ22κ2 · · · δ2nκ2

...
...

. . .
...

δd1κd δd2κd · · · δdnκd



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a označme Σd diagonálńı (d × d)-matici s prvky na diagonále Σd(i,i) = (−1)i−1

pro všechny i ∈ {1, . . . ,d}. Výsledný odhad se poté definuje předpisem

V̂ (X,ǫ,∆,B) := Σd(M∆M
T

∆)−1M∆V (X,ǫ,∆,B).

Věta 7. Necht’ Ξ je stacionárńı náhodná uzavřená množina v Rd s hodnotami
v rozš́ıřeném konvexńım okruhu S, která splňuje podmı́nku integrovatelnosti. Tj.

E

{
2N(Ξ∩Cd)

}
<∞,

kde N(Ξ∩Cd) znač́ı počet množin k nejmenš́ımu možnému rozkladu Ξ∩Cd. Necht’

B ∈ B0 : Vd(∂B) = 0 a Vd(B) > 0. Pak

lim
ǫ→0

V (Ξǫ) = V (Ξ)

a
lim
ǫ→0

lim
max∆→0

E

{
V̂ (Ξ,ǫ,∆,B)

}
= V (Ξ),

kde V (Ξ) :=
(
V d−1(Ξ), . . . ,V 0(Ξ)

)T
.

D̊ukaz. Důkaz nalezneme v článku [6] viz věta 1.

Pro prostor R2 existuje dokonce silněǰśı tvrzeńı.

Věta 8. Necht’ Ξ splňuje podmı́nky z předchoźıho tvrzeńı pro d = 2. Bud’

B ∈ B0 : V2(B) > 0 a q > 0, pak plat́ı rovnost

lim
ǫ→0

sup
∆⊆(0,ǫ)
q(∆)≤q

∣∣∣E
{
V̂ (Ξ,ǫ,∆,B)

}
− V (Ξ)

∣∣∣ = 0,

kde

q(∆) :=
(
∑

i δ
2
i )(
∑

i δ
4
i ) + (

∑
i δ

3
i )2

(
∑

i δ
2
i )(
∑

i δ
4
i ) − (

∑
i δ

3
i )2

.

D̊ukaz. Důkaz nalezneme v článku [7] viz věta 2.3.

Pro náhodnou uzavřenou množinu Ξ budeme intenzity vnitřńıch objemů od-
hadovat pomoćı vektoru V̂ (Ξ,ǫ,∆,B). Naš́ı snahou je minimalizovat ǫ, abychom
minimalizovali chybu odhadu. Na druhou stranu potřebujeme dostatečně jemné
děleńı pro lineárńı regresi určuj́ıćı odhad V̂ . Tyto dvě podmı́nky samozřejmě
jdou proti sobě. V článku [6] našli optimum v hodnotě n = 14 pro dimenzi d = 2
a v článku [5] je určeno n = 22 pro d = 3. Problém rastru kouĺı do mř́ıžky
a volba hodnot δ1, . . . ,δn a ǫ jsou již řešené a uvedené v již zmı́něných článćıch
a nebudeme se tomuto problému v́ıce věnovat.

2.2 Dosavadńı výsledky

Vedle výše zmı́něného a posléze použ́ıvaného algoritmu existuj́ı i jiné algo-
ritmy pro odhad intenzit vnitřńıch objemů. Založeny jsou na př́ımém výpočtu
bez použ́ıváńı nafukováńı doplňku studované množiny.
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V následuj́ıćıch textech a tabulkách budeme symbolem V značit teoretické
hodnoty intenzit vnitřńıch objemů. Bud’ Ṽ pr̊uměr z odhad̊u źıskané po-
moćı vyhodnoceńı výše zmiňovaného algoritmu. Podobně Ṽ S znač́ıme pr̊uměr
odhad̊u źıskané pomoćı algoritmu, který vymysleli profesor Volker Schmidt
spolu s profesorem Evgeny Spodarevem. Výsledky publikovali v článku [13].
Posledńı zmiňovaný postup pro odhad intenzit množiny se objevuje v knize [8]

a analogicky znač́ıme pr̊uměry tohoto odhadu symbolem Ṽ O.

Pro možnost porovnáváńı teoretických hodnot s odhadovanou hodnotou
přeb́ıráme v již zmı́něných článćıch použ́ıvanou mı́ru v podobě relativńı chyby,
která je dána předpisem δα,β := β−α

α
· 100%, kde α je teoretická hodnota a β

je odhadovaná hodnota. V pozděǰśı diskuzi však zjist́ıme, že se nejedná o př́ılǐs
štastný výběr a doporučil bych použ́ıt kompatibilněǰśı porovnáváńı. Směrodatnou
odchylku, vypov́ıdaj́ıćı o kvalitě odhadu, znač́ıme SD a pro středńı čtvercovou
chybu odhadu jsme si vyhradili symbol MSE.

V tabulce 2.1 jsou uvedeny odhady intenzit dvourozměrného Booleovského
modelu s typickým zrnem v podobě koule o poloměru r ∼ U(20,40) pomoćı
r̊uzných algoritmů. Odhad se źıskával z 200 realizaćı na pozorovaćım okně
B = [1000]2.

Pro trojrozměrný prostor již př́ılǐs simulaćı nenalezneme. Uvedeme pouze ta-
bulku 2.2 s výsledky vydané v článku [5] pro odhad V̂ Booleovského modelu
s typickým zrnem v podobě koule o poloměru r ∼ U(40,80). Odhad se źıskával
z 50 realizaćı na pozorovaćım okně B = [0,1000]3.

2.3 Realizace 2D

Ve výpočetńı studii pro dvourozměrný prostor jsme postupně v programu
R generovali modely nadúrovňových množin pomoćı centrovaného Gaussovského
izotropńıho procesu f s kovariančńı funkćı

Cf (h) = e−a|h|2 , h ∈ R2.

Ověřili jsme si již, že splňuje podmı́nky věty 2 a známe teoretické hodnoty intenzit
viz tabulka 1.1. Hodnotu a źıskáme z odvozeného vzorce

E{f 2
i (t)} = Cfi(0) = 2a = λ,

kde λ je parametr modelu. Pro parametr λ jsme postupně brali hodnoty
0,002; 0,001 a nakonec 0,0003. Druhý parametr u nadúrovňového modelu urč́ıme
ze vztahu u = u1−p, kde fixujeme objemovou intenzitu p. Hodnoty objemových
intenzit oproti článk̊um jsme pozměnili a bereme v úvahu hodnoty 0,2; 0,45
a 0,7. Má to sv̊uj prozaický d̊uvod. Předně pro p = 0,5 je hodnota parametru
u = 0 a intenzita Eulerovy charakteristiky je taktéž rovna nule. Nemůžeme proto
definovat relativńı chybu δV 0,Ṽ0

. V druhém př́ıpadě v́ıme z diskuze v kapitole 1.4,
že pro p = 0,8 jsou intenzity vnitřńıch objemů až na znaménko rovny intenzitám
vnitřńıch objemů pro p = 0,2.
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Pro každý model nadúrovňových množin jsme vygenerovali 100 re-
alizaćı na diskrétńı mř́ıžce [0,1000]2. Následně jsme odhadovali hus-
toty vnitřńıch objemů pomoćı programu WinEiv2d, který vytvořil
doc. RNDr. Tomáš Mrkvička, Ph.D. a nalezneme ho na webové stránce
http://home.ef.jcu.cz/~mrkvicka/EIV/EIV2D.htm. Program odhaduje hus-
toty vnitřńıch objemů množin pomoćı výše zmı́něného postupu. Menš́ı problém
nastal v tom, že program pracuje pouze se soubory ve formátu PBM tvaru P4.
Našim úkolem tedy bylo nejen nasimulovat nadúrovňové množiny, ale následně
i výsledek uložit do formátu PBM tvaru P4. Algoritmus, který jsem pro tento
účel vytvořil v programu R, nalezneme v př́ıloze 1 na stránce 47. Výsledky
celkového počinu nalezneme v tabulkách 2.3; 2.4 a 2.5.

2.4 Realizace 3D

Analogicky jako pro 2D jsme postupovali při realizaci v trojrozměrném pro-
storu. Jako primárńı generátor nadúrovňových množin jsme si opět zvolili cent-
rované Gaussovské izotropńı pole se stejnou kovariančńı funkćı

Cf (h) = e−a|h|2 , h ∈ R3.

Snažili jsme se postupovat podobně jako v článku [5]. Pro uspokojivé vyhod-
noceńı odhad̊u jsme generovali 50 realizaćı. Museli jsme se však spokojit s re-
alizaćı pouze na diskrétńı mř́ıžce pozorovaćıho okna B = [0,310]3 na rozd́ıl
od článku [5], kde se použ́ıvalo okno B = [0,1000]3. Ozřejmı́me d̊uvod to-
hoto rozd́ılu. Při generováńı pseudonáhodných nadúrovňových množin pomoćı
náhodného procesu je časově náročněǰśı než generovańı Booleovského modelu.
Při realizaci Booleovského modelu nejdř́ıve vygenerujeme Poisson̊uv bodový pro-
ces s potřebnou intenzitou a následně pro každý bod bodového procesu nezávisle
vygenerujeme poloměr koule s potřebným rozděleńım. Na druhou stranu při ge-
nerováńı náhodného pole vyhodnocujeme chováńı každého pixelu vzhledem ke
svému okoĺı. V př́ıpadě dvourozměrného prostoru neńı rozd́ıl tak markantńı, ale
v trojrozměrném prostoru jsme již museli zmenšit pozorovaćı okno. Výsledky od-
had̊u V̂ pro naš́ı realizaci nalezneme v tabulce 2.6. Pro odhady hustot vnitřńıch
objemů pro trojrozměrný prostor jsme použili program WinEiv3d opět vy-
tvořený doc. RNDr. Tomášem Mrkvičkou, Ph.D. a nalezneme ho na webové
stránce http://home.ef.jcu.cz/~mrkvicka/EIV/EIV3D.htm. Algoritmus vy-
tvořený v programu R pro simulaci řez̊u nadúrovňových množin a následného
ukládáńı do formátu PBM ve tvaru P4 nalezneme v př́ıloze 2 na stránce 50.

2.5 Diskuze

Dovolte mi závěrečnou diskuzi rozdělit do několika krok̊u.

1. Pust́ıme se do vyhodnocováńı výsledk̊u, které jsou nad očekáváńı
dobré. Předevš́ım podotkneme, že odhad z článku [6] je použitelný pro
nadúrovňové modely. Dokonce v naš́ı simulaci vykazujeme podobné
výsledky jako pro Booleovský model.
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V dvourozměrném modelu si můžeme povšimnout dvou zaj́ımavost́ı.
Za prvé pro parametr p = 0,45 jsou odhady Eulerovy charakteristiky
horš́ı než pro zbylé parametry p. Avšak odhady intenzit V 1 pro p = 0,45
jsou na druhou stranu lepš́ı než pro p = 0,2 nebo p = 0,7, a to nezávisle
na parametru λ. Je otázkou, č́ım je to zp̊usobeno. Rozd́ıl však neńı zas
tak velký a pro adekvátńı odpověd’ bychom potřebovali v́ıcero simulaćı.
Druhý pozorovatelný trend je jasněǰśı. S rostoućı λ se jednoznačně zhoršuje
odhad. Jak už jsme podotkli, s rostoućı λ se nám rozmělňuje nadúrovňová
množina a při tom se ztráćı jej́ı hladkost. To se právě projevuje v horš́ım
odhadu.

U trojrozměrného modelu jsme si nemohli dovolit př́ılǐs simulaćı. Pro
představu jedna realizace nadúrovňového modelu na pozorovaćım okně
[0,310]3 trvala téměř 30 minut. Z tohoto d̊uvodu jsme realizovali model
pouze pro jeden parametr λ. Analogicky jako pro dvourozměrný př́ıpad by
se z mého pohledu projevil trend, kdy při zvětšuj́ıćım se λ by se zhoršoval
odhad. Porovnáme-li naše výsledky pro nadúrovňový model s výsledky pro
Booleovský model, můžeme s potěšeńım konstatovat, že jsme opět źıskali
hezký odhad.

2. Dále bych zmı́nil problém souvisej́ıćı s předpoklady věty 7. Ve větě 7
vyžadujeme, aby náhodná uzavřená množina byla skoro jistě z rozš́ı̌reného
konvexńıho okruhu. Je to předpoklad, který náhodné uzavřené nadúrovňové
množiny nesplňuj́ı. Jedná se na prvńı pohled o poměrně závažný problém.
Na druhou stranu výsledky ukazuj́ı, že tento předpoklad pro naše genero-
vané nadúrovňové množiny neńı př́ılǐs zásadńı. Od̊uvodněńı by mohlo být
následuj́ıćı. Odhad z věty 7 je založen na tom, že se množina z rozš́ı̌reného
konvexńıho okruhu převede pomoćı nafouknut́ı a následného doplňku na
množinu s kladným dosahem a následně se pracuje s touto množinou.
Uvědomme si, že množiny nadúrovňového modelu maj́ı skoro jistě kladný
dosah a převedeńım pomoćı nafouknut́ı a následného doplňku dostáváme
opět skoro jistě množinu s kladným dosahem. Nav́ıc při realizaci docháźı
k rastrováńı obrazu, a tud́ıž předpoklad ve větě 7 v našem př́ıpadě nebude
mı́t zásadńı vliv na odhad V̂ .

3. V daľśım bodu diskuze bych se zabýval možným vylepšeńım odhadu V̂
objevuj́ıćım se v článku [7]. Laicky řečeno ve vylepšeném odhadu stále na-
fukujeme studovanou množinu pomoćı děleńı ∆ s t́ım, že povolujeme i za-
kousnut́ı se do studované množiny. V tabulce 2.7 jsou uvedeny výsledky pro
nadúrovňový model s intenzitou λ = 0,002 pro dvourozměrný př́ıpad, kde
parametr δǫ uvád́ı počet diskrétńıch kouĺı použ́ıvaný k vněǰśımu nafouknut́ı.
Pro δǫ = 14 se jedná o klasický odhad V̂ . Z výsledk̊u lze vypozorovat, že
relativńı chyba δV 1,Ṽ1

klesá vzhledem ke klesaj́ıćı hodnotě δǫ. Na druhou
stranu se neobjevuje žádný trend v podobě vylepšeńı odhadu pro Eule-
rovu charakteristiku. Nastává otázka, jak si tento jev vysvětlit. Důvod bude
pravděpodobně následuj́ıćı. Nadúrovňový model na rozd́ıl od Booleovského
modelu může obsahovat malé ostr̊uvky viz obrázek 2.1. Vynecháńı těchto
malých ostr̊uvk̊u při výpočtu odhadu nebude mı́t př́ılǐs vliv na odhad inten-
zity V1, ale velmi může ovlivnit odhad intenzity Eulerovy charakteristiky.
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Z tohoto d̊uvodu bych doporučoval s rozmyslem použ́ıvat vylepšený odhad
objevuj́ıćı se v článku [7] pro model nadúrovňových množin.

4. V posledńı části diskuze se dotkneme problému vyhodnocováńı výsledk̊u
pomoćı relativńı chyby definované předpisem δα,β = β−α

α
· 100%, kde α je

teoretická hodnota a β je odhadovaná hodnota. Pokud si vzpomı́náme na
úvodńı slovo této práce, jedńım z d̊uvod̊u napsáńı a nalezeńı nového mo-
delu se známými hustotami vnitřńıch objemů byl ten, že odhad Eulerovy
charakteristiky Booleovského modelu v trojrozměrném př́ıpadě objevuj́ıćı
se v článku [5] se jevil jako špatný. Ano, našli jsme model, pro který odhad
Eulerovy charakteristiky je lepš́ı v trojrozměrném prostoru. Měli bychom
se však zamyslet, proč odhad pro Booleovský model neńı tak dobrý. Od-
pověd’ je poměrně jednoduchá. V definici relativńı chyby si všimněme, že
děĺıme teoretickou hodnotou. To znamená, že pokud se teoretická hodnota
bĺıž́ı nule, pak jakákoliv odchylka od teoretické hodnoty se projevuje velmi
výrazně. A to se právě stalo v př́ıpadě Eulerovy charakteristiky pro troj-
rozměrný prostor. Při zafixováńı objemové intenzity p = 0,2 je teoretická
hodnota Eulerovy charakteristiky už řádu 10−8 a z tohoto d̊uvodu je rela-
tivńı chyba tak velká, ačkoliv je odhad z mého pohledu dobrý. Doporučoval
bych proto lepš́ı mı́ru pro porovnáváńı odhad̊u hustot vnitřńıch objemů.
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Obrázek 2.1: Realizace nadúrovňového exponenciálńıho modelu s pevnou obje-
movou intenzitou p = 0,5 a parametrem λ = 0,002.
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p = 0,2p = 0,2p = 0,2 p = 0,5p = 0,5p = 0,5 p = 0,8p = 0,8p = 0,8

V 0 × 105V 0 × 105V 0 × 105 4,7782 3,9195 -6,0593

Ṽ0 × 105Ṽ0 × 105Ṽ0 × 105 4,1964 1,5353 -6,7906

Ṽ S
0 × 105Ṽ S
0 × 105Ṽ S
0 × 105 4,3487 1,555 -1,08

Ṽ O
0 × 105Ṽ O
0 × 105Ṽ O
0 × 105 4,3125 1,5956 -1,0672

δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
% -12,18 -60,83 12,07

δV 0,Ṽ S
0

%δV 0,Ṽ S
0

%δV 0,Ṽ S
0

% -8,99 -60,33 78,22

δV 0,Ṽ O
0

%δV 0,Ṽ O
0

%δV 0,Ṽ O
0

% -9,75 -59,29 76,13

SD(Ṽ0) × 106(Ṽ0) × 106(Ṽ0) × 106 4,4929 8,3423 8,1626

MSE(Ṽ0) × 1010(Ṽ0) × 1010(Ṽ0) × 1010 0,5403 6,3806 1,2010

2V 1 × 1022V 1 × 1022V 1 × 102 1,1476 2,28 2,0693

2Ṽ1 × 1022Ṽ1 × 1022Ṽ1 × 102 1,2077 2,0598 1,4850

2Ṽ S
1 × 1022Ṽ S
1 × 1022Ṽ S
1 × 102 1,2123 2,3402 2,1547

2Ṽ O
1 × 1022Ṽ O
1 × 1022Ṽ O
1 × 102 1,1361 2,1947 2,022

δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
% 5,24 -7,55 -28,23

δV 1,Ṽ S
1

%δV 1,Ṽ S
1

%δV 1,Ṽ S
1

% 5,64 5,04 4,13

δV 1,Ṽ O
1

%δV 1,Ṽ O
1

%δV 1,Ṽ O
1

% -1,0 -1,5 -2,29

SD(2Ṽ1) × 103(2Ṽ1) × 103(2Ṽ1) × 103 1,1 0,728 0,936

MSE(2Ṽ1) × 105(2Ṽ1) × 105(2Ṽ1) × 105 0,157 0,336 3,5

Tabulka 2.1: Teoretické a odhadované hodnoty hustot vnitřńıch objemů
Booleovského modelu s typickým zrnem v podobě koule o poloměru r ∼ U(20,40)
při realizaćıch na pozorovaćım okně B = [0,1000]2. Tabulka je převzata z článku
[6].
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p = 0,2p = 0,2p = 0,2 p = 0,5p = 0,5p = 0,5 p = 0,8p = 0,8p = 0,8

V 0 × 107V 0 × 107V 0 × 107 0,7402 -1,8589 -4,2946

δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
% -1890,32 1265,026 359,23

SD(Ṽ0) × 107(Ṽ0) × 107(Ṽ0) × 107 0,704 0,802 1,16

V 1 × 105V 1 × 105V 1 × 105 3,4101 3,1377 -3,3917

δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
% -32,2 -93,06 62,44

SD(Ṽ1) × 106(Ṽ1) × 106(Ṽ1) × 106 1,11 2,46 2,34

V 2 × 103V 2 × 103V 2 × 103 4,1653 8,0867 7,5107

δV 2,Ṽ2
%δV 2,Ṽ2
%δV 2,Ṽ2
% 9,48 -1,92 -17,77

SD(Ṽ2) × 104(Ṽ2) × 104(Ṽ2) × 104 1,3 1,12 1,35

Tabulka 2.2: Teoretické a odhadované hodnoty hustot vnitřńıch objemů
Booleovského modelu s typickým zrnem v podobě koule o poloměru r ∼ U(40,80)
při 50 realizaćıch na pozorovaćım okně B = [0,1000]3. Tabulka je převzata
z článku [5].

p = 0,2p = 0,2p = 0,2 p = 0,45p = 0,45p = 0,45 p = 0,7p = 0,7p = 0,7

V 0 × 105V 0 × 105V 0 × 105 7,5001 1,5832 -5,8038

Ṽ0 × 105Ṽ0 × 105Ṽ0 × 105 7,207 1,0706 -6,2308

δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
% -3,9079 -32,379 7,3577

SD(Ṽ0) × 106(Ṽ0) × 106(Ṽ0) × 106 6,4804 9,7995 7,5472

MSE(Ṽ0) × 1011(Ṽ0) × 1011(Ṽ0) × 1011 4,1576 9,5069 5,6391

2V 1 × 1022V 1 × 1022V 1 × 102 1,5692 2,2185 1,9488

2Ṽ1 × 1022Ṽ1 × 1022Ṽ1 × 102 1,7924 2,2641 1,7967

δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
% 14,223 2,0581 -7,8048

SD(2Ṽ1) × 104(2Ṽ1) × 104(2Ṽ1) × 104 9,0609 5,858 8,3421

MSE(2Ṽ1) × 107(2Ṽ1) × 107(2Ṽ1) × 107 8,1279 3,3973 6,8894

Tabulka 2.3: Teoretické a odhadované hodnoty hustot vnitřńıch objemů
nadúrovňového modelu s parametrem λ = 0,002 při 100 realizaćıch na pozo-
rovaćım okně B = [0,1000]2.
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p = 0,2p = 0,2p = 0,2 p = 0,45p = 0,45p = 0,45 p = 0,7p = 0,7p = 0,7

V 0 × 105V 0 × 105V 0 × 105 3,75 0,7916 -2,9019

Ṽ0 × 105Ṽ0 × 105Ṽ0 × 105 3,8378 0,8245 -3,0172

δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
% 2,3393 4,151 3,9731

SD(Ṽ0) × 106(Ṽ0) × 106(Ṽ0) × 106 4,731 6,7153 6,1434

MSE(Ṽ0) × 1011(Ṽ0) × 1011(Ṽ0) × 1011 2,2158 4,4644 3,7364

2V 1 × 1022V 1 × 1022V 1 × 102 1,1096 1,5687 1,378

2Ṽ1 × 1022Ṽ1 × 1022Ṽ1 × 102 1,2268 1,6157 1,312

δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
% 10,561 2,996 -4,7909

SD(2Ṽ1) × 104(2Ṽ1) × 104(2Ṽ1) × 104 8,3958 5,6351 8,183

MSE(2Ṽ1) × 107(2Ṽ1) × 107(2Ṽ1) × 107 6,9785 3,1437 6,6291

Tabulka 2.4: Teoretické a odhadované hodnoty hustot vnitřńıch objemů
nadúrovňového modelu s parametrem λ = 0,001 při 100 realizaćıch na pozo-
rovaćım okně B = [0,1000]2.

p = 0,2p = 0,2p = 0,2 p = 0,45p = 0,45p = 0,45 p = 0,7p = 0,7p = 0,7

V 0 × 105V 0 × 105V 0 × 105 1,125 0,2375 -0,8706

Ṽ0 × 105Ṽ0 × 105Ṽ0 × 105 1,147 0,1585 -0,8621

δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
% 1,9566 -33,239 -0,9673

SD(Ṽ0) × 106(Ṽ0) × 106(Ṽ0) × 106 2,6608 4,3311 3,2322

MSE(Ṽ0) × 1011(Ṽ0) × 1011(Ṽ0) × 1011 0,7009 1,8571 1,0343

2V 1 × 1022V 1 × 1022V 1 × 102 0,6077 0,8592 0,7548

2Ṽ1 × 1022Ṽ1 × 1022Ṽ1 × 102 0,6352 0,8757 0,7425

δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
% 4,5177 1,913 -1,63

SD(2Ṽ1) × 104(2Ṽ1) × 104(2Ṽ1) × 104 8,9539 5,7081 7,3991

MSE(2Ṽ1) × 107(2Ṽ1) × 107(2Ṽ1) × 107 7,9371 3,2256 5,42

Tabulka 2.5: Teoretické a odhadované hodnoty hustot vnitřńıch objemů
nadúrovňového modelu s parametrem λ = 0,0003 při 100 realizaćıch na pozo-
rovaćım okně B = [0,1000]2.
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p = 0,2p = 0,2p = 0,2 p = 0,45p = 0,45p = 0,45 p = 0,7p = 0,7p = 0,7

V 0 × 107V 0 × 107V 0 × 107 -1,6396 -7,8217 -5,0614

Ṽ0 × 107Ṽ0 × 107Ṽ0 × 107 -26,7035 -16,6858 5,8396

δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
% 1528,7 113,328 -215,375

SD(Ṽ0) × 107(Ṽ0) × 107(Ṽ0) × 107 5,7516 9,2743 7,3523

MSE(Ṽ0) × 1013(Ṽ0) × 1013(Ṽ0) × 1013 3,2419 8,4293 5,2976

V 1 × 105V 1 × 105V 1 × 105 7,5001 1,5831 -5,8038

Ṽ1 × 105Ṽ1 × 105Ṽ1 × 105 5,5552 -0,4696 -6,0448

δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
% -25,932 -129,661 4,1537

SD(Ṽ1) × 105(Ṽ1) × 105(Ṽ1) × 105 1,129 1,7866 0,9803

MSE(Ṽ1) × 1010(Ṽ1) × 1010(Ṽ1) × 1010 1,2491 3,1281 0,942

V 2 × 103V 2 × 103V 2 × 103 7,0638 9,9867 8,7728

Ṽ2 × 103Ṽ2 × 103Ṽ2 × 103 7,9985 10,0422 7,8948

δV 2,Ṽ2
%δV 2,Ṽ2
%δV 2,Ṽ2
% 13,2327 0,5556 -10,0075

SD(Ṽ2) × 104(Ṽ2) × 104(Ṽ2) × 104 6,7903 4,0866 7,5336

MSE(Ṽ2) × 107(Ṽ2) × 107(Ṽ2) × 107 4,5186 1,6366 5,562

Tabulka 2.6: Teoretické a odhadované hodnoty hustot vnitřńıch objemů
nadúrovňového modelu s parametrem λ = 0,001 při 50 realizaćıch na pozoro-
vaćım okně B = [0,310]3.
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δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
%δV 0,Ṽ0
% δV 1,Ṽ1

%δV 1,Ṽ1
%δV 1,Ṽ1
%

δǫδǫδǫ p = 0,2p = 0,2p = 0,2 p = 0,45p = 0,45p = 0,45 p = 0,7p = 0,7p = 0,7 p = 0,2p = 0,2p = 0,2 p = 0,45p = 0,45p = 0,45 p = 0,7p = 0,7p = 0,7

1 7,3719 32,889 -0,7985 5,0223 1,7758 0,187

2 10,693 31,247 4,4639 6,3134 1,9111 -0,7414

3 0,3061 6,8339 0,226 7,2775 1,8887 -1,705

4 4,4866 10,082 3,9986 8,6438 2,083 -2,5466

5 8,7376 12,385 8,2372 9,8655 2,1224 -3,6464

6 -6,1971 -18,146 1,5199 9,4848 1,9059 -3,775

7 9,3826 16,913 5,9471 10,984 2,342 -4,1996

8 -2,0096 -12,503 4,1212 10,852 2,119 -4,5746

9 2,6813 -6,9676 7,1722 12,124 2,1926 -5,5983

10 3,605 -2,122 4,6206 13,212 2,3542 -6,2477

11 -8,5793 -37,872 4,8637 12,962 2,0006 -6,7959

12 15,447 22,051 8,7576 14,733 2,604 -7,1094

13 7,3709 -1,8388 8,8176 14,448 2,4006 -7,2675

14 -3,9079 -32,379 7,3577 14,223 2,0581 -7,8048

Tabulka 2.7: Hodnoty relativńıch chyb δV 0,Ṽ0
a δV 1,Ṽ1

pro odhady nadúrovňového
modelu s parametrem λ = 0,002 při 100 realizaćıch na pozorovaćım okně
B = [0,1000]2. Relativńı chyby s hodnotou δ14 jsou totožné s relativńımi chybami

při odhadech Ṽ0 a Ṽ1 viz tabulka 2.3.
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Př́ıloha 1

library(RandomFields)

# Knihovna pro generovani realnych nahodnych procesu v prostoru

library(stringr)

# Vyuziti funkce str_length v ukladani 0001.pbm

library(GA)

# Funkce binary2decimal pro prevod binarniho cisla do deximalniho

velx<-1000

vely<-1000

# Velikost x,y,z-tove hrany pozorovaneho okna

x <- seq(0,velx-1, length=velx)

y <- seq(0,vely-1, length=vely)

# Mriz o velikosti velx x vely

n<-100

# Pocet simulaci

p<-0.45

# Objemova intenzita p

u<-qnorm((1-p), mean=0, sd=1)

# Parametr u nadurovnoveho modelu

lam<-0.002

# Parametr lambda

s<-sqrt(2/lam)

# Potrebne znormovani pro exponencialni model

# s<-sqrt(1/(3*lam))

# # Potrebne znormovani pro sinusovy model

model <- RMgauss(var=1,scale=s)

# Exponencialni model

# Pozor! Spravne znormovat s pro kazdy model zvlast.

# model <- RMwave(var=1,scale=s)

# # Sinusovy model

umi<- "C:/Users/Filip/Desktop/Data/"

# Umisteni souboru pro ukladani souboru .pbm

dir.create(umi)

# Vytvori soubor v pripade, kdy neexistuje.

PrevodBin<-function(x)

# Pomocna funkce pro prevod matice x do tvaru P4 souboru pbm,

# ktery pak ukladame do souboru .pbm

{

M<-x

# Pracujeme s matici M

if ( ncol(M)%%8!=0)
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# Pokud nam na konci chybi ocasek.

# Chceme aby velikost radku byla nasobnosti 8.

{

Nulmatice<-matrix(0, nrow=nrow(M),ncol=(8-ncol(M)%%8))

# Vytvorime si nulovou matici, kde velikost sloupce bude jako matice

# a velikost radku je pocet chybejiciho ocasku

M<-cbind(M,Nulmatice)

# Nyni je velikost radku nasobnosti 8

} # Konec if

M<-as.vector(t(M))

# Transponujeme matici a prevedeme do vektoru

q <- matrix(M,8,length(M)/8)

# Matice vytvorena pro funkci apply,

# kde v sloupci je 8 cisel hodnot 0,1, ktere prevadime do decimalniho tvaru

vysledek <- apply(q,2,binary2decimal)

# Prevedeme pomoci funce binary2decimal

PrevodBin<-return(as.integer(as.vector(vysledek)))

# Vysledek jako posloupnost ziskanych hodnot

} # Konec PrevodBin

for ( i in 1:n)

# n krat vygenerujeme nadurovnovy model

{ # Nejdrive prevedeme hodnoty procesu do 0,1-kove matice,

# kde 1 je pro hodnoty vetsi nez u a 0 opak

RFoptions(seed=sample(1000000)[1])

# Novy generator nahodnych cisel

S2D <- RFsimulate(model=RPgauss(model), x=x,y=y,grid=T,n=1)

# Nasimulujeme nahodne Gaussovske pole na 2D mrizce

a<-matrix(data = 0, nrow = nrow(as.matrix(S2D[1]))

, ncol = ncol(as.matrix(S2D[1])))

# Nulova matice

a[as.matrix(S2D[1])>u]<-1

# Kdyz hodnota procesu preskoci u tak prepiseme na 1

a<-t(a)

# Tento krok muzeme vynechat. Matice ma hodnoty 0,1,

# kde nadurovnova mnozina je reprezentovana hodnotou 1.

# Nasledujici funkce switch vytvori nazev souboru, kam budeme ukladat

switch(str_length(i), "1" = {

# Mame ciselnou promenou i ( napriklad 10 )

# a vytvorime nazev souboru C:/Users/Filip/Desktop/Pokus/00010.pbm

# tak aby pocet cislic byl stale 5

file<-umi

file<-paste(file,"0000",sep="")

file<-paste(file,i,sep="")

file<-paste(file,".pbm",sep="")

}, "2"= {

file<-umi
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file<-paste(file,"000",sep="")

file<-paste(file,i,sep="")

file<-paste(file,".pbm",sep="")

}, "3"= {

file<-umi

file<-paste(file,"00",sep="")

file<-paste(file,i,sep="")

file<-paste(file,".pbm",sep="")

}, "4"= {

file<-umi

file<-paste(file,"0",sep="")

file<-paste(file,i,sep="")

file<-paste(file,".pbm",sep="")

}, "5"= {

file<-umi

file<-paste(file,i,sep="")

file<-paste(q,".pbm",sep="") })

# Konec switch

con <- file(file, open = "wb")

# Otevreme cestu do pozadovaneho souboru

writeChar(paste("P", 4, "\n", sep = ""), con = con,eos = NULL)

# Soubor musi byt typu P4

writeChar(paste(ncol(a)," ",nrow(a),"\n", sep = ""), con = con,eos = NULL)

# Musi se zadat velikost obrazku v pixlech

writeBin(PrevodBin(a), con, size = 1)

# Vlozime hodnoty, to jest, nejdrive prevedeme napriklad posloupnost 11111111

# na cislo 255 a pak cislo 255 na odpovidajici znak ASCII

close(con)

# Uzavreme cestu k souboru

} # Konec for cyklu pro ukladani souboru
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Př́ıloha 2

library(RandomFields)

# Knihovna pro generovani realnych nahodnych procesu v prostoru

library(stringr)

# Vyuziti funkce str_length v ukladani 0001.pbm

library(GA)

# Funkce binary2decimal pro prevod binarniho cisla do deximalniho

pixelx<-310

pixely<-310

pixelz<-310

# Velikost x,y,z-tove hrany pozorovaneho okna

x <- seq(0,pixelx-1, length=pixelx)

y <-seq(0,pixely-1, length=pixely)

z <- seq(0,pixelz-1, length=pixelz)

# Mriz o velikosti pixelx x pixely x pixelz

n<-50

# Pocet simulaci

p<-0.2

# Objemova intenzita p

u<-qnorm((1-p), mean=0, sd=1)

# Parametr u nadurovnoveho modelu

lam<-0.001

# Parametr lambda

s<-sqrt(2/lam)

# Potrebne znormovani pro exponencialni model

# s<-sqrt(1/(3*lam))

# # Potrebne znormovani pro sinusovy model

model <- RMgauss(var=1,scale=s)

# Exponencialni model

# Pozor! Spravne znormovat s pro kazdy model zvlast.

# model <- RMwave(var=1,scale=s)

# # Sinusovy model

umi<- "C:/Users/Filip/Desktop/Data3D/"

# Umisteni slozky pro ukladani vysledku

dir.create(umi)

# Vytvori soubor v pripade, kdy neexistuje.

PrevodBin<-function(x)

# Pomocna funkce pro prevod matice x do tvaru P4 souboru pbm,

# ktery pak ukladame do souboru .pbm
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{

M<-x

# Pracujeme s matici M

if ( ncol(M)%%8!=0) # Pokud nam na konci chybi ocasek.

# Chceme aby velikost radku byla nasobnosti 8.

{

Nulmatice<-matrix(0, nrow=nrow(M),ncol=(8-ncol(M)%%8))

# Vytvorime si nulovou matici, kde velikost sloupce bude jako matice

# a velikost radku je pocet chybejiciho ocasku

M<-cbind(M,Nulmatice)

# Nyni je velikost radku nasobnosti 8

} # Konec if

M<-as.vector(t(M))

# Transponujeme matici a prevedeme do vektoru

q <- matrix(M,8,length(M)/8)

# Matice vytvorena pro funkci apply,

# kde v sloupci je 8 cisel hodnot 0,1, ktere prevadime do decimalniho tvaru

vysledek <- apply(q,2,binary2decimal)

# Prevedeme pomoci funkce binary2decimal

PrevodBin<-return(as.integer(as.vector(vysledek)))

# Vysledek jako posloupnost ziskanych hodnot

} # Konec PrevodBin

for ( i in 1:n) # # n krat vygenerujeme nadurovnovy model a ulozime

{

soubor<-umi

switch(str_length(i),

# Vytvoreni slozek pro ukladani jednotlivych simulaci

"1" = {

soubor<-paste(soubor,"0",sep="")

soubor<-paste(soubor,i,sep="")

},

"2"= {

soubor<-paste(soubor,"",sep="")

soubor<-paste(soubor,i,sep="")

}) # Konec switch

soubor<-paste(soubor,"/",sep="")

dir.create(soubor)

RFoptions(seed=sample(1000000)[1])

# Novy generator nahodnych cisel

S2D <- RFsimulate(model=RPgauss(model), x=x,y=y,z=z,grid=T,n=1)

# Nasimulujeme nahodne Gaussovske pole na 3D mrizce

for ( j in 1:pixelz)

{ # Jednotlive rezy vyhodnotime a ulozime do souboru

b<-matrix(S2D@data[((j-1)*pixelx*pixely+1):((j-1)*pixelx*pixely+pixelx*pixely),]

,nrow=pixelx, ncol = pixely)

# V promenne b mame rez j ze souboru S2D
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a<-matrix(data = 0, nrow = pixelx, ncol = pixely)

# Nulova matice

a[b>u]<-1

# Kdyz hodnota procesu preskoci u tak prepiseme na 1

a<-t(a)

# Tento krok muzeme vynechat

file<-soubor

# Nasledujici funkce switch vytvori nazev souboru, kam budeme ukladat

switch(str_length(j), "1" = {

# Mame ciselnou promenou ( napriklad 10 )

# a vytvorime nazev souboru C:/Users/Filip/Desktop/Pokus/00010.pbm

# tak aby pocet cislic byl stale 5

file<-paste(file,"00",sep="")

file<-paste(file,j,sep="")

file<-paste(file,".pbm",sep="")

}, "2"= {

file<-paste(file,"0",sep="")

file<-paste(file,j,sep="")

file<-paste(file,".pbm",sep="")

}, "3"= {

file<-paste(file,"",sep="")

file<-paste(file,j,sep="")

file<-paste(file,".pbm",sep="")

}) # Konec switch

con <- file(file, open = "wb")

# Otevreme cestu do pozadovaneho souboru

writeChar(paste("P", 4, "\n", sep = ""), con = con,eos = NULL)

# soubor musi byt typu P4

writeChar(paste(ncol(a)," ",nrow(a),"\n", sep = ""), con = con,eos = NULL)

# Musi se zadat velikost obrazku v pixlech

writeBin(PrevodBin(a), con, size = 1)

# Vlozime hodnoty, to jest, nejdrive prevedeme napriklad 11111111

# na cislo 255 a pak cislo 255 na odpovidajici znak ASCII

close(con)

# Uzavreme cestu k souboru

} # Konec for cyklu ukladani rezu

} # Konec for cyklu pro generovani n procesu S2D
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and space. Inżynieria Materia lowa 29 (2008), 392–395.
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