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Uvod

Dovolte mi na samém zac¢atku seznamit Vas s duvody napsani této diplomové
prace. Uvazujme, Ze méme neprazdnou kompaktni a konvexni mnozinu K C R¢
v d-rozmérném FEukleidovském prostoru. Znamy Steineruv vzorec iika, ze pro
libovolné € > 0 plati rovnost

Va(Ko) =Y eriVai(K),

1=0

kde K. := {z € R?: dist(z,K) < €}, V; : K’ — R jsou funkcionély definované na
systému neprazdnych konvexnich a kompaktnich mnozin v R? a x; znaci objem
jednotkové koule v prostoru RY. Pro soubor funkcionali {Vi}?zo nebo soubor
vhodné normovanych funkcionali se uchytilo nékolik pojmenovani. Muzeme
se setkat s pojmem Minkovského funkciondal, Steineruv funkcional piipadné
s nazvem integral kiivosti. Po zralé tivaze jsem se ptiklonil ke krasnému ¢eskému
nazvu a nadéale budeme mluvit o vnitinich objemech. Toto oznaceni ma své
opodstatnéni. V piipadé dvourozmérného prostoru je hodnota V,(K) rovna
objemu mnoziny K a hodnota 2V;(K) je rovna obvodu mnoziny K. V piipadé
trojrozmérného prostoru plati analogie. Objem mnoziny K je roven hodnoté
V3(K). Povrch mnoziny K je roven 2V5(K) a stfedni siftka mnoziny K je rovna
hodnoté 1/2V;(K). Pro doplnéni Vy(K) jest Eulerova charakteristika mnoziny K,
coz pro konvexni a kompaktni mnozinu je vzdy rovno jedné. Vnitini objemy se
nedefinuji pouze pro neprazdné konvexni a kompaktni mnoziny, ale postupnym
rozsitovanim se zavadi pro daleko bohatsi systémy mnozin.

Necht Z je staciondrni ndhodnd uzaviend mnozina. Definujeme hustoty
vnitinich objemu predpisem

Vi(Z) := lim E{Vi(ZOrK)}

k 0,...,d
r—00 ‘/d(T‘K) ’ 6{7 ’}’

pouze pokud limita existuje a je nezavislda na K. V textu se nékdy bude ob-
jevovat misto hustota oznaceni intenzita vnitinich objemu. Teoretickd hodnota
hustot vnitinich objemu zustava pro mnohé mnoziny neznama. Vyjimkou zustava
Booleovsky model, ktery bude predstaven v kapitole a kompletni informace
o ném nalezneme v knize [[2]. Najit jiny model, pro ktery budeme znét intenzitu,
byl jeden z cilu této prace. Moje badani se zamérilo na naddroviiové mnoziny.
Piedstavme si, Ze f je realné nahodné pole na prostoru T C R?. Definujme
nahodnou uzavienou mnozinu pfedpisem

Au(fT) ={t €T : f{t) = u},
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kde u € R je parametr naduroviové mnoziny. Problematice naduroviiovych
mnozin generovanych ndhodnym polem na varietdch se zabyva kniha [I], odkud
bereme zaklady pro vybudovani teorie v nésledujicich kapitolach. Na tuto
teorii jsem uspésné navazal a podafilo se mi vypracovat takzvany naduroviovy
model, u kterého zndme teoretické hodnoty hustot vnitinich objemu respektive
Minkovskych funkcionalt. Nechybi ani tvrzeni a nésledné odvozeni vlastnosti
naduroviového modelu.

Druhym zajimavym tkolem, kterého jsem se zhostil, bylo pokusit se im-
plementovat odhady objevujici se v ¢lancich [6] a [7] pro hustoty vnitinich
objemu na nové objeveném modelu. Jak uz bylo uvedeno vyse, jsou znamy
hustoty vnitinich objemu pouze pro Booleovsky model. To znamend, ze pro vy-
hodnoceni odhadu mélo smysl pouzivat odhad pouze na tento model. Objevenim
nového modelu rozsifujeme pole pusobnosti pouziti odhadu. Navic v ¢lanku [5]
se objevuje simulacni studie pro Booleovsky model v trojrozmérném prostoru. Ze
zaveru c¢lanku plyne, ze odhad hustoty Eulerovy charakteristiky pro Booleovsky
model v prostoru nevykazuje prilis dobré vysledky. Nastava otazka, jak se bude
odhad chovat pro naduroviiovy model. Specidlné bude-li odhad hustoty Eulerovy
charakteristiky pro trojrozmérny prostor taktéz problematicky. Z téchto duvodu
jsem provedl simula¢ni studii. Pro vysledky a diskuzi s komentaii je vyhrazena
zavérecna ¢ast diplomové prace.



Kapitola 1

Teoreticka cast

Nebude-li uvedeno jinak, tak v celém textu explicitné pro hodnotu dimenze
odpovidajiciho prostoru pouzivame symbol d € N.

1.1 Nahodné pole

Definice. Nechf (Q,AP) je pravdépodobnostni prostor a budiz T C RZ
Pak  soubor redlngch ndhodniyjch wvelicin {f(t):t €T} definovanych na
pravdépodobnostnim prostoru (2, A,P) nazveme redlnym ndhodnym polem na T.

Definice. Redlné ndhodné pole f nazveme Gaussovskym polem, jestlize
vsechna jeho konecné rozmérnd rozdéleni jsou mormdlni, tj. pro kaZdé n € N
aty,...t, €T md vektor (f(t1),... ,f(tn))T n-rozmérné normdlni rozdélend.

Poznamka :
Gaussovské nahodné pole f je jednoznacéné urceno stiednimi hodnotami

m(t) =E{f(t)}, teT

a kovarianéni funkeci
Cylsit) == cov(f(s),f(t)) = E { (£(s) = m(s)) (F(t) = m(t)) } steT.

U redlnych nadhodnych polich 1ze rozliSovat takzvanou striktni a slabou staciona-
ritu. My si vSak vystacime pouze s pojmem stacionarity a uvedeme definici, aby
nedochézelo k nejasnostem.

Definice. Rekneme, Ze rediné ndhodné pole f s konecnymi momenty je sta-
ciondrni, jestlize stredni hodnota m(t) je konstantni pro vSechny t € T a ko-
varianéni funkce je invariantni vici posunuti, tj. C¢(s + h,t + h) = C(s,t) pro
vsechny s,;t € T a h € R? splriugici s + ht+h € T.

V pripadé stacionarniho nahodného pole f se dopoustime zjednoduseni zapisu
kovarianéni funkce Cy(s —t) = Cy(s,t), kde prvni Cf(-) je funkce jedné proménné
na R?.

Definice. Rekneme, Ze rediné staciondrni ndhodné pole f je izotropni, pokud
Cr(s,t) = Cp(s',t') pro vSechny s,t,s'.t' € T spliugjici |s —t| = |s' —t'|.

V pripadé izotropniho ndhodného pole f se analogicky jako ve stacionarnim
piipadé dopoustime zjednoduseni zépisu kovarianéni funkce Cr(|s—t|) = Cy(s,t),
kde prvni C¢(-) je tentokrat funkce na Rxg.
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1.1.1 L*-diferencovatelnost ndhodného pole

Neni-li explicitné uvedeno jinak, mluvime-li o redlném ndhodném poli, mame
vzdy na mysli centrované nahodné pole na R? s koneénymi druhymi momenty
a nékdy misto pojmu nahodné pole pouzijeme pojem nahodny proces.

Definice. Rekneme, Ze rediné ndhodné pole f s konecnymi druhgmi momenty
md L?-parcidlni derivaci fidu k € N v bodé t € R?, a to ve smérut = (t),... t,),
kde t, € R pro vsechny i € {1,... k}, pokud existuje ndsledujici limita v L>

D f(tt) = lim.

/ /
h1,...,th0Hf:1 hiF(t?(hltla <o 7hktk>)7

kde funkce F je ddna predpisem

k
=1

se{0,1}*

Prvni suma v definici F' prochézi pres vSechny posloupnosti velikosti
k sestavajici se ze samych nul a jednicek a limita je mysSlena postupna.
L?-parcidlni derivaci fadu k v bodé ¢, a to ve sméru ' znacime vyse uvedenym
symbolem D%, f(t,t').

Bude-li mit redlné ndhodné pole L2-parcidlni derivaci fddu k pro vSechny
body t, a to pro vSechny sméry t', pak zkriacené fekneme, Ze redlné nahodné
pole f je L2-diferencovatelné fadu k. L2-diferencovatelnd redlnd nadhodnd pole
tvori §irsi skdlu procesu, nez budeme potiebovat. Zaméiime se pouze na procesy
majici L?-parcidlni derivaci.

Definice. Méjme k € N a iy, ..., € {1,...,d}. Budiz f redlné ndhodné pole,
které md ve viech bodech t € RY L?-parcidlni derivaci vddu k, a to ve sméru
t" = (ei,..-,€i), kde ey je kanonicky vektor. Tj. s jednickou na i;-té pozici
a s nulami na ostatnich pozicich vektoru. Definugme redlné parcidlni ndhodné
pole fi, ..., predpisem

ak
lelk (t) = a f (t) = Dlzzf(t,(eil, N 76%))’ te Rd.

tiy - Oty
Lemma 1. Bud f redlné ndhodné pole s kovariancni funkci Cy € C** pro pevné
k € N. Bud iy,...,i € {1,...,d} a necht existuje redlné parcidlni ndhodné pole
firewiy,- Potom pro kovariancni funkci C'y, ., -~ plati rovnost

azk Cf

L (st) = t t € R%
szl---zk (8’ ) 8S7jlati1 L. 88%8{/_% (87 ) VS, €

Je-li navic ndhodny proces f staciondrni, je taktéz proces f;, ..., staciondrni a plati

2k
07Cy (h) Vs,t € RY.

o (38) = Cpy (s = 1) = (1) o
Cf”...lk(sa) Cf11~-zk<3 )= )02hi1"‘62hik h=s—t



Diikaz. Bud s,t € R?, pak

" f ok f
Oy (88) = E{@sil---asik ) g0, -, (t)}

2.1...

. 1
= E {hl%f.l.;frbiléoné?zl th(s,(hleil, . ,hkeik))

o o 3
X R llm ?F<t7(hlei17 s 7hkeik)> }

R,y Ekﬁo Hj:l h,]
1

lim —E F(s,heil,...,h €; )
Ry B Pt oo h—0 Hle hjh; { (B i)

X F(t,(ﬁleil, . ﬁk%)) }

Il %

1 k
_ im - E (—1)FZimit
Ri,ee b Pty o —30 H?Zl hjh; be%}k
k . B
x f <S+ijhj€z’j> Y (FnfRmay <t+zajhj€ij>
J=1 ac{0,1}* j=1

. 1 2%
- am o L 3 e
hi,..., hkvhlv---hkﬁo szl h]hj CE{O,l}Qk

k 2%
X Cf (S + chhjeij,t + Z thjeij>
j=1 j=k+1
o C
= ! (s,t).
8Silati1 cee 8Sikatik
Meéli bychom oduvodnit zdménu limit u rovnosti s hvézdickou. To vsak neni

zadny problém. Pro jednoduchost predpokladejme, ze {X, }nen @ {Yin fmen jsou
systémy centrovanych ndhodnych veli¢in s koneénymi druhymi momenty. Necht
déle plati

lLim. X, =X a lim.Y, =Y,

n—oo m—r0o0
kde XY jsou ndhodné veli¢iny s konetnymi druhymi momenty. Vysledkem je
nerovnost

|E{X,Y,} —E{XY}]

E{(X, - X+X)(Y,,—- Y +Y)} —E{XY}]
E{[(Xn = X) (Vi = Y)[} + E{|(X - X)Y[}
+EA{[ (Yo = Y) X[}

VE{(X, = X)FE{(Yy — Y)?} ——— 0

n,m—00

HVE{(X, - XFE{S — 0

IN

IN

+VE{(Y,, - Y)2}E{X2} —— 0.
m—ro0
Dokazali jsme zjednodusenou modifikaci ¢tvrté rovnosti

lim E{X,Y,}=E{ 17.11_.>r<£10. Xn lml_{go Yo }

n,M—00
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Je-li f stacionarni, sled rovnosti vychézi nasledovné

*Cy

1 2k
= lim T —— <—1)2kizj=1 “
h1,...,hk,/]'\bl,.../ﬁk—)0 H?‘:l h]h Z

J ce{0,1}2k
k 2k
XCf <S + Z thj@ij,t + Z thjeij>
j=1 j=k+1

= lim ;A Z (_1)%—2?21%’

=L k
hl,...,hk,hl,...hk%o Hj=1 h]h] CG{O,I}Qk

k 2k
XCf <S + chhjeij —t— Z Cjﬁjﬁ@)

j=1 j=k+1

S S — S (R

hl,.“,hk,/ﬁl,.‘./ﬁkﬁo H‘l;‘:l h]<_hj) CE{O,I}Qk

k 2k
XCf (S —t+ chhjeij + Z Cj<_hj)€ij>
j=1

j=k+1
azkcf
= (- ——""L__(n)
82h;, - - - Ohy,

h=s—t

]

Ptfedchozi lemma nam udéva vztah mezi C a Cfil“‘ik. Déle jsme implicitné
schopni vyjadfit funkci stacionarniho procesu. Vyvstava otazka, jak se chova
izotropni ndhodné pole. Bohuzel izotropie f nam neimplikuje izotropii f;,..;, , jak
je vidét z néasledujiciho pitkladu. Bud

Ci(h) = ¢ M = =i+l e RY,
Potom pro libovolné i € {1,...,d} a s,;t € RY plati

0°C;

— W] =2 (s — )P

h=s—t

Cr(st) =

Dalsi zajimavou poznamkou je skutec¢nost, ze pokud nahodné pole f je Gaus-
sovské a existuje parcidlni nahodné pole f;,..;,, pak ndhodné pole f;,..;, je taktéz
Gaussovské.

1.2 Varieta

V' naésledujicich kapitoldch o varietach vychédzime z teorii vybudovanych
v knihach M, [, B] a [@], kde nalezneme i hlubsi teoretické vysledky. Nebude-li
v nésledujicim textu uvedeno jinak, predpoklddame, ze k,l € Ny U {o0}.

Definice. Budiz M Hausdorffuv topologicky prostor se spocetnou bdzi otevienyjch
Mmnozin.



1. Prostor M nazveme varietou dimenze d nebo tézZ d-varietou, jestliZe pro
vsechny t € M existuje otevirend mnozina U C M obsahugici t, otevrend
mnozina V. .C R? a homeomorfizmus ¢ : U — V.

2. Prostor M nazveme d-varietou s hranici, jestlize pro vsechny t € M exis-
tuje oteviend mnozina U C M obsahujici t, oteviend mnoZina V C H?
a homeomorfizmus ¢ : U — V, kde H? := {(xl, cTg) € R : g > 0}.

Poznamka :

e Pro pojem variety dimenze d se nékdy pouziva pojem d-varieta bez hranice.
e Pro hodnotu dimenze variety uzivime symbol dim(M).

e Nebude-li hodnota dimenze variety dulezitd, oznaceni dimenze vy-
nechidvame.

e Primarnim piikladem pro d-variety je prostor R.

e Méme-li d-varietu s hranici, lze ukdzat, ze ji lze rozlozit na (d — 1)-varietu
OM a d-varietu IntM | které jsou navzajem disjunktni.

e Pozor: V pripadé OM se nejednd o hranici variety M v topologickém slova
smyslu.

Pro dalsi praci s varietami uvedeme pomérné sirokou skalu definic, které se poji
S pojmem varieta.

Definice. Budiz M d-varietou. Zavedeme ndsledujici pojmy:

1. Dvojici (U,p) z definice variety nazveme mapou variety M. To jest, U C M
je oteviend mnozina a ¢ : U — V = p(U) je homeomorfizmus.

2. Mnozinu S C M nazveme vnorenou podvarietou dimenze m € {0,...,d},
jestlize pro vsechny p € S existuje mapa (U,p) obsahujici p a o(SNU) je
m-rezem mnoziny @(U). Tedyp € U a o(SNU) je tvaru

p(SNU) = {(xl, Ty Tty - Za) € O(U)  Tig1 = Cg1y - - - Tg = cd}
pro néjaké konstanty cpy1,...,cq € R.

3. Rekneme, ze mapy (U,p) a (W) jsou C*-kompatibilni, jestlize UNW = ()
nebo zobrazeni 1 o 0=t definované predpisem

Yoy lipUNW) = p(UNW),
je C’k—difeomorﬁzmuﬂ.

4. Atlasem wvariety M rozumime systém map A = {(Ui,i)},cq, kde
M = UiEAUi'

1

'Homeomorfizmus 7 o ¢! a k nému existujici inverzni homeomorfizmus ¢ o ¢~ jsou fadu

C*.



5. Rekneme, ze atlas A = {(Uj,i)}ica variety M je mazimdlnim C*-atlasem
variety M, jestliZe jsou splnény tyto podminky:

i. Pro vSechny i,j € A takové, Ze i # j, jsou (Uypi) a (Ujp))
C*-kompatibilni.

ii. Pokud mapa (U,p) variety M je C*-kompatibilni s (Uy,p;) pro viechny
i € A, pak plati (Uyp) € A.

6. Dvojici (M, A) nazveme C*-varietou, pokud A je mazimdlnim C*-atlasem
variety M.

Pro jednoduchost se u C*-variety nevypisuje struktura A a C*-varieta se znaci
pouze symbolem M. Musime mit vSak na paméti, ze nadale pracujeme s varietou
M a s mapami (U,p) nélezejicimi do struktury A.

1.2.1 Tecny prostor

Definice. Necht M je C*-varieta a | < k. Rekneme, Ze funkce f : M — R je
tridy C', jestlize pro vsechny t € M existuje mapa (U,p) obsahugici t takové, Ze
funkee foe™: p(U) — R je Fdadu C'. Mnozinu viech funkci na M s predchdzejici
vlastnosti oznacme C'(M).

Pro lepsi predstavu nejdifve zkonstruujeme teény prostor pro bod y € R?
v prostoru R?. Symbolem v, ozna¢me vektor vychézejici z bodu y. Vektor lze
zapsat ve tvaru v, = ((yl,vlel), o ,(yn,vne”)), kde {e'}1<i<q je bdze prostoru R%
Prirozenym zpusobem definuje operédtor D,, : C*(R%) — R piedpisem

Do, () = Duf(0) = Y- uig )

Operdtor spliiuje soucinové pravidlo D, (fg) = f(y)Dy,(9) +9(y)D,,(f) a jsou-li
[.g funkce shodné na okoli bodu y, pak D, (f) = D,,(g). To ndm dava navod
definovat tecny prostor v bodé .

Definice. Necht mdme bod y € R®. Pak prostor viech linedrnich zobrazeni
D, : CY(R?) — R spliugicich soucinové pravidlo

Dy(fg) = f(y)Dy(9) +9(W)Dy(f)  Vfge C'RY),
nazveme teénym prostorem bodu y a znacime symbolem T,R%.
Analogicky zadefinujeme tecny prostor pro varietu.

Definice. Necht M je C*-varieta at € M. Pak systém vsech linedrnich zobrazeni
D, : CY(M) — R spliugicich

Di(fg) = [(t)Di(g) +g(t)Du(f)  Vf.g € CH(M),

nazveme tecnym prostorem variety M v bodé t a znacime T, M.
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V knize [3] je ukazéno, ze T, M je vektorovy prostor dimenze dim(M ) vzhledem
k operacim definovanych predpisem

(Xe +Y2) (f) = Xo(f) + Yi(f),
(eXi)(f) = e(Xi(f))
pro XY € 1M, f € CY(M) aceR.

Zéroven je-li (U,p) mapa C*F-variety M obsahujici bod t € M, pak linedrn{
zobrazen{ ¢y : T,R? — T,M ddno predpisem

(021 (Do) (f) = Doy (f o ™"

je izomorfizmus. Ze se opravdu jednd o izomorfizmus, se muzeme presvedcit

v knize [M].
Definice. Necht M je C*-varieta. Pak:

1. Disjunktni sjednocent
T(M):= .M
teM

vSech teényjch prostori ve vsech bodech M nazveme tecnym fibrovangm pro-
storem.

2. Na teéném fibrovaném prostoru T(M) definujeme projektioni zobrazeni
7:T(M)— M, kde kazdému vektoru v € T, M priradime bod t € M.

3. Zobrazeni X : M — T'(M) takové, ze moX = Id na M, nazveme vektorovgm
polem na M.

To jest, vektorové pole X bodu t € T pritadi tecny vektor X; z vekto-
rového prostoru T; M. Vektorové pole pro diferencovatelnou funkci f pfirozenym
zpusobem definuje novou funkci X f : M — R predpisem

(XF)(t) = Xu(f), teM

vvvvvv

nujeme Riemannovu varietu. Doted totiz neméame po ruce zadny ndstroj k urceni
velikosti vektori a samotné vzdéalenosti na varieté M.

Definice. Tenzorovym polem typu (0,q) na varieté M pro g € N rozumime zobra-
zeni T', které kazZdému bodu t € M prirazuje q-linedrni formu T, € TU(Ty M), kde
TUT;M) je vektorovy prostor generovany véemi q-linedrnimi formami na Ty M.

Definice. Riemannovou metrikou na varieté M rozumime tenzorové pole g typu
(0,2) takové, Ze pro viechny t € M je bilinedrni forma

gt:EMXTtM—)R

symetrickd a pozitivné definitni.

11



Riemannovou C*-varietou budeme rozumét dvojici (M,g), kde M je
Ck-varieta a ¢ je Riemannova metrika na M. Implicitné piedpokladdme, Ze
zobrazeni ¢ je nejvyssi mozné tiidy C*—1.

vvvvvv

R?. Pro bod y € R? a vektory v,w € T,R? je metrika ddna skaldrnim sou¢inem

vektoru. To jest
d

gy(v) = () = > v,

i=1
Na Riemannovu metriku nemuzeme nahlizet jako na metriku v metrickém pro-
storu. Na druhou stranu Riemannova metrika generuje metriku definovanou jako
nejmensi délka kiivky spojujici dva body viz kniha [E].

1.2.2 Whitneyho stratifikovany prostor

Vyhoda Whitneyho stratifikovaného prostoru je ta, ze pokryva Sirokou skalu
prostoru s jednozna¢né definovanou Eulerovou charakteristikou. Navic se vyuzije
modifikovand Morseho véta pro stratifikovany prostor ve vété [Il pro vyjadreni
Eulerovy charakteristiky pomoci rozkladu prostoru a Morseho funkei na tomto
prostoru.

Definice. Bud M C*-varieta al < k. Budiz M C M s lokdlne konecnym rozkla-
dem podmnozin Z. Pak dvojici (M,Z) nazveme stratifikovanou C'-varietou v M,
pokud jsou splnény dvée podminky:

1. Kazdd Z € Z je vnorend C'-podvarieta M.
2. Jestlize R,S € Z a RNS #0, pak R C S.

Poznamka :

e Pomoci druhé podminky zavedeme relaci usporadani < pro rozklad Z. Pro
R,Se Zbud R< S, jestlize RN S # 0.

e M je po castech C'-hladkd varieta. To znamend, ze sama o sobé neni
C'-varietou. Na druhou stranu obsahuje rozklad na C'-podvariety.

o M muze mit nékolik rozkladi.

Definice. Nechl (M,Z) je stratifikovand varieta v M. Nechf t lezi v M a bud

(Uyp) mapa variety M obsahugici t. Rekneme, Ze (M,Z) spliuje Whitneyho
podminku v bodé t, jestlize pro vsechny T,S € Z takové, ze T < S at €T plati
toto:

Mdame-li dvé posloupnosti {t, € T}, . a {sn € S}, ey spliugict ndsledugict ti
podminky:

1. Posloupnost bodu t, konverguje kt a posloupnost s, konverguje k t.
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2. Posloupnost tisecek ¢(t,)e(s,) C Re konverguje v projektivnim prostoru
k primce 1.

3. Posloupnost tecnych prostoru T, S konverguje k tecnému podprostoru
T CT,M.

Pak ¢, (1) C .
Whitneyho stratifikovand varieta (M,Z) v M je stratifikovand varieta v M
splniugici Whitneyho podminku v kaZdém svém bodé.

Pravé jsme definovali Whitneyho podminku, kterda byva v odborné literature
oznacovana jako Whitneyho podminka (B). Existuje i Whitneyho podminka (A),
kterd ma vsak slabsi pfedpoklady nez podminka (B). V knize [@ nalezneme
dukaz tvrzeni, ze Whitneyho podminka je nezavisld na volbé mapy.

Vzorovym prikladem, ktery spliuje Whitneyho podminku, je jednotkova
krychle I = [0,1] v R? s pfirozenym rozkladem na fasety krychle. To jest na
vrcholy, oteviené hrany a postupné az k oteviené mnoziné I°.

1.2.3 Vnitirni objemy Whitneyho stratifikovaného pro-
storu
Pro detailnéjsi a hlubsi analyzu v8ech pojmu a symbolu v této kapitole neni

v této diplomové préci prostor, proto odkazuji na knihu [IJ. Zastavime se vsak
u pojmu fadnost Whitneyho stratifikované variety:.

Definice. Bud' K € N. Uzavienou Whitneyho stratifikovanou varietu (M,Z)

v (M,g) nazveme K-fadni, jestlize jsou splnény podminky:

1. Pro vsechny S € Z md kolekce tecnych prostori
{lim T,,S:te 85}
tn—t

Hausdorffovu dimenzi mensi nez dim(5).

2. Pro vSechny t € M a vsechny sméry vy plati, Ze je-li normalovy Morseho

index definovany, pak
la(v, M)| < K.

Predchéazejici definice je ryze technického razu a je potieba pro definici
miry kiivosti pro stratifikované variety. Nase studované mnoziny tuto podminku
spliuji. Zaroven budeme vynechévat hodnotu K a explicitné mluvime o fadni
Whitneyho stratifikované varieté.

Zastavime se jesté u pojmu normélového Morseho indexu, ktery se objevil
v piedchozi definici. Pro t € M bud v; € T;-S jednotkovy vektor, kde S € Z
a T:-S je ortogondlni doplnék vektorového prostoru T3S v M. To jest

ThS = {Xt e M : §(X.,Y:) = 0 VY, € TtS} .
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Nyni zafixujeme dostateéné malé 6y > 0 a ¢y > 0, tak aby pro vSechny 0 < § < g
a 0 < € < g se neménila topologie mnoziny

o (U, M) m {x e RAmOD . (x— o(t), () = e} ﬂ peim(D) (¢(t),6).

Je-li definovdna Eulerova charakteristika pro predchozi mnozinu, oznacime ji
predpisem x(v;), pak normélovy Morseho index variety M v bodé ¢ ve sméru
v, definujeme predpisem

a(vy, M) :=1— x(1).

Dostavame se k dalsimu bodu podkapitoly, a to k definici mér kiivosti, nami tak
slozité definované Whitneyho stratifikované variety.

Definice. Necht M je d-dimenziondlni, Whitneyho fadni stratifikovand
C?-varieta v Riemannové varieté (M,g). Definujme miru krivosti M predpisem

i—i

—

d

L(MU) = Z(%) v Z (_Dmc((jd - zj ’ ;ni)_ =

Tta M m ] i—2m
/ / (R Vdq—j )
9;MNU J S(T;-0; M)

X (Vg—j) Ha—j—1(dva—;) H;(dt)

proi € {0,...,d—1} a
Ly(MU) :=Haq(MNU).
Definujeme vnitini objem M predpisem
Li(M) := L;(M,M)
a Minkovského funkciondly predpisem

li,;[,d_i<M)

Wi M) = d
T
proi € {0,...,d}.

Jak uz bylo feceno, neni zde prostor definovat vSechny pojmy v predchozi
definici, a proto odkazuji na knihu [I], kde pfijiméme i odpovidajici konvence
v poznadmkach 10.5.2 a 10.7.1. Pro prehlednost si alespon telegraficky rekneme
vyznam symboli.

1. Hausdorffovu i-rozmérnou miru vzhledem k metrice generované Riemma-
novou metrikou g znac¢ime predpisem H,.

2. Funkce C' : Ny x Ny — R je definovana predpisem

(2m)i/2 .
C(m,i) = { == Zif 0
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3. Prostor S (TtlﬁjM ) je prostor vSech normovanych vektoru z prostoru
T0; M. To jest

S(T;-0;M) == {v e T;-0;M : g(v,y) =1},

kde 0; M := USeZ:dim(S):j Sa

Tro;M 1= { X, € T.M : §u(X,.Y;) = 0 WY, € T,;M }.

4. Symbolem R znaéfme Riemanniv tenzor kiivosti a je definovany ptredpisem

R(XY,ZW) = § (%X%YZ VyVxZ — [X)Y] Z,W)

pro vektorovd pole X,Y,Z a W, kde V je Levi-Civita konexe a [X,Y] je
Lieova zavorka. Dodejme jen, ze pro prostor R? vybaven Eukleidovskou
metrikou je R = 0.

5. Symbolem S, znaéfme druhou skaldrn{ fundamentalni formu prostoru 0; M
v M, kde pro vektorové pole XY € T(9;M) a jednotkové vektorové pole

v € T(M) spliwjici v, € T;-(0;M) pro viechna t € 9;M je definovdna druhd
skalarni fundamentélni forma predpisem

SUXY) = g(S(X.Y)w),
kde S(X,Y) znaci druhou fundamentélni formu prostoru 0; M v M.

6. Pro kompaktni a konvexni mnozinu v R? s C2?-hladkou hranici je definice
vnitinich objemu ekvivalentni s definici vnitfnich objemu definovany v in-
tegralni geometrii.

1.3 Nahodné pole na varietach

Definice. Rekneme, e redlné ndhodné pole f na T C R¢ spliiuje podminku hlad-
kosti, jestlize jsou splnény ndsledujici podminky:

1. Proces f je centrované Gaussovské pole.

2. Proces f je L2-diferencovatelny rddu alespori dvé.

77777

4. Bzistuji a,f >0 a 0 < K < 0o takové, Ze plati
K

max |Cy, (t,t) + Cy,(s,5) = 20y, (s,t)| £ ——— = (1.1)
ij€{1,..., d}| 4 d 4 | |ln|1§—s||1Jr

pro vSechny s,t € T takové, Ze |t — s| < .

Bude-li ndhodny proces f na R spliiovat podminku hladkosti na 7' pii speci-
fickém vybéru T, pak trajektorie ndhodného procesu f jsou skoro jisté Morseho
funkce na T'.
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To jest:
1. f € C? na otevieném okoli T,
2. kritické body fis,r jsou nedegenerované pro vsechny k € {0,...,d},
3. fla,r nema kritické body na mnoziné U?;éajT pro vechny k € {1,...,d}.

Kritickym bodem rozumime bod, ve kterém je gradient V f nulovy. Bod oznacime
nedegenerovanym, pokud je determinant Hessovy matice v tomto bodé nenulovy.
Na Morseho funkce f se aplikuje vybudovand Morseho teorie, kterd se vyuzije
v nasledujici vété. Nejdiive vsak zadefinujeme regularni varietu.

Definice. Necht M je Whitneyho stratifikovand C?-varieta v C3-varieté (1/\\4/,57).
Necht M je téz C*'-kuzelovy prostor libovolné hloubky a bud M K-fddni pro
néjaké konecné K. Pak M nazveme requldrni stratifikovanou varietou v M.

Definici C%!-kuzelového prostoru libovolné hloubky nalezneme v knize [,
odkud ji prevzal autor knihy [I]. V knize je taktéz ukdzéno, ze krychle
tuto podminku spliuje. Autor se zaroven zamysli nad tim, Ze podminka
C?!-kuzelového prostoru libovolné hloubky neni stézejni a pravdépodobné neni
nutna.

Véta 1. Necht M je d-dimenziondini requldrni stratifikovand varieta v M. Necht
f je ndhodny proces na M splnujici tyto body:

1. Proces [ je centrované Gaussovské pole.
2. Cy(t,;t) =1 pro vsechny t € M.

8. Pro libovolny spocetny atlas A = {(Uq,0a)},ca variety M plati, Ze Gaus-
sovské pole fo = fo ! na 0o (Uy) C R spliiuje podminku hladkosti pro
vsechny o € A.

Potom pro libovolné u € R plati rovnost

d

i=0
kde:

1. Vnatrni objemy L; jsou definované vzhledem k reguldrni stratifikované va-
rieteé s Riemannovou metrikou g generovanou ndahodnym polem f predpisem

g(Xe,Yy) = E{X(f/)Y:(f)}, te M, XY, € T M, (1.3)

2.
AFM) = (o € M f(2) 2w = §7 (100) 1 M,
3. . ,
pj(u) = (QW)%Hj_l(u)e 7, j € Ny,
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H_y(u) := Vame's (1-P(X <u), X~ N(0,1),

5.
LIRn—
H =kly —— k € Ny.
(1) q!(k —2q)!29 € Mo
q=0
Diikaz. Dukaz nalezneme v knize [I] viz véta 12.4.2. O

Specialnim pripadem je kompaktni a konvexni mnozina M majici po ¢astech
C?2-hladkou hranici v prostoru R%. Z piedchozi pozndmky vyplyva, ze Riemannova
metrika g zavisi na procesu f. Prevedeme vyjadieni vzorce ([L3]) ndsledovné

gt(Xt,Y;f) = XthC<37t) —
To znamend, ze vnitini objemy zavisi na kovarianéni funkci C' ndhodného procesu
f. Specialné pro izotropni nahodny proces s C',(t,t) = A se metrika redukuje na
tvar

gt(XtaYt) - A<)(t7Yt>

Odvozeni bychom nasli v knize [I]. Bereme-li za A = 1, poté proces f generuje
metriku totoznou s Eukleidovskou metrikou. Pro obecné A prevod mezi vnitinimi
objemy nenf slozity. Vychazime ze vzorcu (12.2.22) a (7.4.9) v knize [, a proto
pro ndhodny proces plati

/’H,g(dt):/|detAt|1/2dt, ACRY,
A A

kde matice A; je tvorena prvky

. 0*C
/\t(zu.]) = ar'asl(hs)
L)

(r,s)=(t,t)

Bude-li za f izotropni proces, pak A; = A\I, kde [ je jednotkova matice a to vede
ke vzorci

Li(M)= X2V (M)  Vie{o,...d}, (1.4)

kde vnitini objem na levé strané je pocitan vzhledem k metrice generované
izotropnim procesem f a vnitini objem na pravé strané je pocitan vzhledem
k Eukleidovské metrice.

1.4 Hustoty vnitinich objemu

Nagim tkolem bude odpovidajicim zptusobem definovat hustoty vnitinich ob-
jemu mnoziny M generované realnym nahodnym polem f. Budeme postupo-
vat analogicky jako v knize [I2], kde pracuji s ndhodnou stacionérni uzavienou
mnozinou Z, ktera je skoro jisté z rozsiteného konvexniho okruhu a zaroven je
vybavena podminkou integrovatelnosti. Hustota je v knize definovana predpisem

V2 e i EGZOE)}
Vil =B TR
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proi € {0,...,d}, K € K' : V4(K) > 0. V knize [I2] je taktéz dokazéno, ze
predchézejici limity existuji a jsou pro vsechny i € {0,...,d} rovny

Vi(Z)=E{Vi(ZnC)} =E{Vi(ZnCh —Vi(znotCch},  (1.5)
kde C¢ :=[0,1)? a 97C? := €4\ CY.

My budeme muset byt o néco opatrnéjsi s podminkami vzhledem k nahodné
uzaviené mnoziné a prunikové mnoziné K. Nasi hlavni zbrani bude modifikovana
véta 13.2.1 z knihy [I]. Napisme jeji plné znéni.

Véta 2. Bud f ndhodné pole na R, které spliuje ndsledujici podminksy:
1. f na R? spliuje podminku hladkosti,
2. f je izotropni,
3. Cr(0) =
4. Cr(0) = X pro vsechny i € {1,...,d}, kde 0 < X\ < 0.
Ddle predpoklddejme, Ze mnozina M C R?:
i) je kompaktni requldrni stratifikovand varieta v R?,

ii) pro vsechny k € {0,...,d—1} je mnoZina M NV taktéz kompaktni requldrni
stratifikovand varieta v R? pro skoro vsechny V € Graffi. Symbolem Graffz
znacime mnoZinu viech afinnich k-dimenziondlnich podprostori R?.

Potom pro vsechny u € R a vsechny j € {0,....,d} plati rovnost

d—j

B ()} =3 T v (16)

kde vnitrni objemy na levé i pravé strané jsou pocitany vzhledem k Fukleidovské
metrice a kde:
n n K
= L kn e Ngy:k<n.
M <’f) Fon—khik v

Diikaz. Budeme postupovat analogicky jako v knize [I]. Pozor vsak na to, ze
v dukazu knihy [I] se objevuje chyba, ktera se projevuje ve Spatném vzorci pro
vyjadreni stfedni hodnoty pro vnitini objemy naddrovinovych mnozin viz vzorec

(C4).

Diikaz rozdélime do dvou kroku. Zafixujme j € {0,...,d} au € R:

1) Predpoklddejme, ze A = 1. Pokud j = 0, potom tvrzeni plyne piimo
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z véty [Il. Pro nenulovy index j plati
E{V;(AJ(f,M))} = /G " E{Vo(Au(fM) NV)} A @v)
Ta; d—

:/ E{Vo(Au(f-MNV))} AL_;(dV)
Graffj]

2 /G Zpl V(M N V)XY, (dV)

raffdjlo
d—j

- / > V(M N V)X (V)
Graffg_; 1_¢

d—

= Yoat [ IV a)

.

&N
&»O

3 {‘7 Jlr l} pr(u)Vip (M).

=0

V rovnosti ¢islo 3 vyuzivame Croftonuv vzorec pro stratifikovanou varietu,
jez ma vyjadieni

L v v = [ o)

pro kompaktni Whitneyho fadnf stratifikovanou varietu W C R?, kde vzorec
plati pro libovolné k € {1,...,d} aq € {0,...,d—1} : k+q < d. Aby nedoslo
k zadnému omylu, miru A¢ na prostoru Graff! normalizujeme nésledovné

d

AAV € Graff{ : VN BY0,1) # 0} = [d L

:|’fd—ka k’E{O,...,d—l}.

Bud ¢=0ak € {1,...,d}. Dosadme do Croftonova vzorce

k+0}

i) =

Vieo(W) = / VoW A V)AL (dV).

Graﬁgik

Predchazejici vzorec se nazyva Hadwigertuv a vyuzijeme ho praveé v rovnosti
¢islo 1. Veéta [l nds opraviuje pouzit rovnost ¢islo 2.

Necht A € R. Piedchdzejici tivahy zustavaji v platnosti a plati rovnost

e} =3 [ fawvaon. an

kde vsak vnitini objemy na levé i pravé strané jsou pocitany vzhledem
k metrice generované procesem f a jsou zavislé na A. Proces f je izotropni
a pomoci vzorce (L)) prepiseme vzorec (L) do tvaru

&

B (A0} = 3 7 |,

Il
o
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kde uz vnitini objemy jsou pocitany vzhledem k Fukleidovské metrice. To
znamena, ze plati rovnost

B (G (AA)) =Y T | torivian,

Tim je dukaz hotov. m

Véta 3. Necht ndhodné pole f a mnozina M C R spliuji podminky véty 2
Necht navic V(M) # 0 a V;(M) < oo pro vSechny j € {0,...,d}. Bud u € R.
Pak pro vsechny j € {0, ... ,d} existuje limita

. E {Vj(f_l([u,oo)) N rM)}
r—00 Vd(r]\/[) ’

jejiz hodnota je nezavisld na mnoziné M.

Oznacme ji predpisem V;(f~*([u,00))). Plati vzorec

Vi (f ([u,00))) = Llij] N paj(w).

Diikaz. Zafixujme j € {0,...,d}. Vyuzijeme véty @l a rovnost (LL6). Pro jednodu-
chost ozna¢me

|+
Konst(u,\,l,j) := [‘7 Jlr ])\épl(u), 1€{0,....d—j}
a pocitejme

E{V;(f~*([u,00)) NrM)} E{V;(Au(frM))}

I j —
ro00 Va(rM) rooo Va(rM)
L S Koust(uA L) Via(rM)
o T—00 Vd(TM)
Vi(rM)
_ K lim RNV
lz; onst(u,\,1,7) lim Va(r M)
d—j rity,
N i+ (M)
- ZKonst w,A\, L) ILOOW
d—j i+l
V(M) | opit
— Konst (u,\,1,j)~2~—2 lim —-
; ons (ua 77]) V'd<M> ri}I{olo Td

V}-Fd ](M)

= Konst(u,\,d — j,j) V(M)
d

= {dijbd;jpdj(u)-
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d=1 d=1 d=3

37 12 _u? w vl 3/2(y2—1) _u?
VO )\2—7r€ 2 @ﬁwe 2 %6 2
T Avz 2 2w
Vi P(X > u) TR Gnpz€ ?
_— w2
Vs P(X > u) NE oty
Vs P(X > u)

Tabulka 1.1: Prehled intenzit naduroviiového modelu s parametrem u € R
a0 < A < oo vzhledem k dimenzi d =1, d=2a d =3, kde X ~ N(0,1).

To znamena, ze jsme schopni explicitné vyjadiit hustotu ndhodné uzaviené
mnoziny generované nahodnym redlnym procesem. Pro pfedstavu si vypiSeme
intenzity pro dimenze nizsich fddi. Bud X néhodnd velicina s normovanym
nahodnym rozdélenim. V tabulce [l jsou rozepsany intenzity Vo,V ,Vy a Vs
pro dimenze d = 1,d =2 a d = 3.

Nasim dalsim tkolem bude zjistit, jaky vliv maji parametry A a u na in-
tenzity V; pro i € {0,...,d}. Pozorovdni rozdélime do tii krokt. Nejdiive
hodnotu a-kvantilu normovaného normalniho rozdéleni ozna¢me symbolem wu,,
a vypocitejme hustotu objemu

pi=Va=1-P(X < u).

Parametr u jednozna¢né urcuje intenzitu objemu p, kterd je nezavisla na
parametru A. Zafixovanim pevného 0 < p < 1 ziskdme jednoznacné urceni
parametru u = uq_p.

Dalsim krokem je vypocet intenzity povrchu

{ d } AV2e =8

_ d
V1= A2 =
d-1 [1] plu) =1 =5,

Pii zafixovaném p intenzity objemu mnoziny mame zafixovany parametr u
a parametr A bude mit vliv na intenzitu povrchu mnoziny. S rostouci A roste
intenzita povrchu pfi pevné intenzité objemu. Dochazi k tomu, ze pii pevné
stanoveném parametru w rostouci A rozmélnuje nadiroviiové mnoziny, aby
zachovaly svuj objem, ale pritom zvysily svuj povrch. Na obrazku [L1] je tato
vlastnost viditelna.

Neni to zatim prilis zfejmé, ale tuto skutecnost si musime uvédomit pri
pozdéjsi simulaci ndhodného procesu. Simulujeme vzdy na diskrétni miizce

21



Obrazek 1.1: Realizace naduroviového sinusového modelu s pevnou objemo-
vou intenzitou p = 0.5 postupné s parametrem A = 0.2, A = 0.02, A = 0.002
a A = 0.0002. Z obrazku je patrné, ze s klesajicim parametrem A roste hladkost
mnoziny.
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o pevném poctu pixelu. Vétou 2] mame sice zarucenou hladkost naduroviovych
mnozin, ale pro prilis vysoké A se hladkost ztraci, a to pravé z duvodu rastru
miizky. Volime tedy A s dostate¢nym citem pro uchovani hladkosti mnoziny, aby
nedoslo k prilis velkému rozdrobeni nadiroviiové mnoziny.

Posledni zajimavost jsem naSel v symetrii intenzit. Pro j € {0,...,d — 1}
na pg—; nahlizejme jako na funkci a pro piehlednost si opét napiSeme jeji
vyjadieni

pa—j(u) = Hyja(u)e” =, uweR

7’“'2 . ~ /7 v~/
Funkce e~ je nepochybné sudou funkci. Zaméiime se tedy na

14—
2 (_1)qudfjflf2q

Hd—j—l(u) = (d —J— 1)! Z q!(d —j—1- 2q)!2q'

q=0

Bude-li mit d — j — 1 lichou hodnotu, bude H,_;_; lichou funkei a odtud i pg—;
zdédi lichost. Naopak pro sudé ¢islo d — j — 1 budou funkce Hy_;_; i pg—; sudymi
funkcemi.

Zafixujme pevné A a bud py,pa € (0,1) hustoty objemu takové, ze p; + ps = 1.
Fixovanim hustot objemu ziskame parametry u; a us. Pak tedy

Uy = Ur—p, = —Up, = —Ur—p, = —U2.
To vsak znamena, ze

S — . :
V,=V; Vi €{0,...,d—1}, pokud d—j—1€2Z

—1 =2

J

Vje{0,....d—1}, pokud d—j—1€2Z+1,

71 772 <s . , .y <
kde V; a V; znadi intenzitu naduroviiového modelu se spolecnym parametrem A
a parametrem wu, respektive us.

Jak uz jsem zminil na zacidtku podkapitoly, postupujeme analogicky jako
v knize [I2]. Nastdava otdzka, je-li mozné intenzitu vyjadrit i pomoci rovnice (LHl).
Odpovédi je nam nasledujici tvrzeni.

Véta 4. Za predpokladu véty (3 plati rovnost

Vi(fH([w.00)) =E{V; (/T ([wo0)) N Co)}  Vied{0,...d}. (L8

Diikaz. Zafixujme j € {0,...,d} a u € R. Zatnéme s vypoctem pravé strany
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rovnice ([L8). Vyuzijeme vétu

E{Vi(f 7 ([woo) NG} = E{Vi(Au(f.CY)} —E{V;(Au(f,07C")}

+ i {jjl] A2 pr(u) Vi (C)

i—1
AR
- {‘7 l }Aépmvm(amd»
0

To znamend, ze rovnice ([L§)) je ekvivalentni s rovnosti
V;(ch =Vv;(0tC?  V¥ji=0,....d—1. (1.9)

Dukaz predchazejici rovnice ([L9]) rozlozime do nékolika kroka. Méjme na paméti,
ze nyni fixujeme j € {0,...,d —1}:

1. Vyjadfeni levé strany rovnice (L9) nalezneme napiiklad v knize [II]. Plati

jednoduchy vzorec
d
Wi(e) = (y)

Pékny dukaz se objevuje i v jiz zminéné knize [I].

2. Slozitéjsi je vyjadieni pravé strany (L9). Zaméime se na to, z ¢eho se sklada
mnozina OTC¢. De facto se jednd o fasety krychle majici spoleény bod
[1,...,1]. Kazd4 faseta je zaroven krychle odpovidajici své dimenzi. Suma
sumarum mnozina 0TC? obsahuje

d :
(d B 1) faset dimenze d — 1,

(b

faset dimenze d — 2,

Q=

faset dimenze 0.

(d) faset dimenze 1,
(o)
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3. Neni zadné tajemstvi, ze funkciondl V; je aditivni. Spolu z pfedchazejicimi
uvahami vyplyva, ze plati rovnost

srer = ()L ()
L)) )

- S (1))

4. V poslednim kroku dukazu vyuzijeme binomické véty k rozvoji vyrazu

(1 —1)d-d

i(_l)iﬂ <d d— @) (d J_ %) - d_j A (d —d!z')!@'! (d (—d@'_—i;!)!ﬂ

= dj(_l)iﬂ d" . (d — j)!
= (d— )t (d—i—j)h!
- ()
()
- ([ -]
- (]
Tim je ditkaz dokoncen. .

1.5 Funkce splnujici podminku hladkosti

V této kapitole si uvedeme piiklady izotropnich kovarianénich funkci, které
splnuji podminku véty 2l Nalezl jsem nékolik kandidatu, ktefi splnuji podminku
hladkosti. Pro naSe uvedené piiklady nedokazuji vSechny podminky véty, ale
zabyvam se pouze dulezitymi ¢astmi.

Priklad 1:

Prvni ptiklad je kovariancni funkce s exponencidlnim vyjadienim. Probereme
ho podrobnéji, jelikoz v néasledujicich kapitolach budeme simulovat data pomoci
Gaussovského pole s kovarianéni funkei s exponencidlnim vyjadienim. Nasledné
data vyuzijeme pro odhady hustot vnitinich objemn.

Necht pro pevné 0 < a < oo je funkce Cy dédna predpisem

Cf(h) _ €—a|h|2 _ e—a(h%-ﬁ-"'—&-hﬁ), h e R%.
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Ze se jednd o izotropni kovarianéni funkei, se piesvédéime v knize [I0]. Nase prvni
zjisténi je rovnost
E{f*()} = C4(0) = 1.

Dle lemmatu [ vypocitdme kovarianéni funkce Cy,, Cy, a Cfy, pro libovolné
i,j € {1,...,d} a h € R? takové, Ze i # j. Tyto funkce rozepiseme do vice tvari:

Cr(h) = 2ae~ " — 442 p2e— M’

Cr,(h) = 42~ (3 — 12ah? + 4a2h?)
= da?e™ " ((2ah? - 3)% - 6),

Cfij (h) = Cf]z(h)
= da?e= "’ (1 = 2ah? — 2ah3 + 4a’hih3)
= 4a’e "’ (1 —2ah?)(1— 2ah§)).

Budeme-li vychéazet z konvence znaceni véty 2l dostavame
E{f}(t)} =C;(0)=2a=X Vie{l,...d}.
Zakladni pozorovani:

1. Existuje 8, > 0 takové, Ze pro viechny h € R? spliujici |h| < B plati

0 <3—12ah} +4a’h} <3  Vie{l,....d}.

2. Existuje 3; > 0 takové, Ze pro viechny h € R? spliiujici |h] < B, plati
0<(1—2ahi) <1 Vie{l,...d}.

3. Plati nerovnost

1 — e b’ < ah?® Vh € R.
4. Existuje 33 > 0 takové, Ze pro vsechny h € R?\ {0} splitujici |h| < B3 plati

<
‘ In |h||

Odvozeni zakladnich pozorovani:
1. Plyne jednoduse z vlastnosti polynomickych funkeci.
2. Plyne opét z vlastnosti polynomickych funkei.

3. Funkce na levé i pravé strané jsou spojité. Problém prevedeme na nerovnost
1—e79 < ¢ pro vSechny ¢ > 0. Zderivujeme na levé i pravé strané a ziskdame
e~ 1 <1, coz plati pro libovolné nezaporné ¢, a tim je piredchozi nerovnost
dokézana.

4. Plyne ze znalosti limity

lim z In(z) = 0.

z—0
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Definujme B := min(f,0,03), a := 1 a K := 120a3. Pro libovolné
h € R4\ {0} spliujici |h| < B plat

|20f“(0) - 20fii<h)| - ’24@2 - 8a26_a‘h‘2(3 — 12ah? + 4a’hy)

= 24a® — 8a%e M (3 — 12ah} + 4a*hy)
24a*(1 — ey 4 96e =" 43 2
24a’|h|* + 96a°h;

(24a® + 96a°)|h|?
K K

[ [h]* |]n|]

VAL VAN VAN VAN

14+«

1201, (0) — 2, ()] ‘8@2 — 8a%e~ " (1 = 2ah? — 2ah? + 4a*h2h?)

[[e

8a? — 8a?e M (1 — 2ah? — 2ah? + 4a’hih3)
8a2(1 — e~y 4 e~ (1642 + 16a°h2)
8a’|h|? + 16a°h] 4 16a°h?

(8a* + 16a°) ||
K K

[mia " |In Al

(VA VAR VANCSRN VAN

14+a?

kde ¢isla nad rovnostmi a nerovnostmi nalezi k bodum zakladnich pozorovani.
Nasli jsme pozadované konstanty o, f > 0 a 0 < K < oo, pro které plati

K
max (Cy . (t,t) + Cp . (s,5) —2C), (s,t)| L ————————
ije{l,..., d}| s (11) Fi (8:9) fi )| |1n|t_s||a+1

pro Vst € R : |t —s| < 8 a tedy mdme splnénou podminku (LII) pro kovarianéni
funkei Cfy.

Priklad 2:
Funkce, kterou budeme nyni vysetrovat, je tvaru

AP\ a
Cf(h): 1+T ) h € R*.

Budeme postupovat analogicky jako v predchozim piikladé. Predné se jedna
o izotropni kovarianéni funkei viz kniha [I0] a zaroven

C4(0) = 1.

Dle lemmatu [ vypocitame kovariancni funkce Cfy,, Cy, a Cy,, pro libovolné
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i,j € {1,...,d} a h € R? takové, Ze i # j:

44k — |h)? - 2)

Ol — 48(5h} — 10h2 (2 + 2) + (2 + 2)?)
fn'( ) _ (|h|2 +2)5 )

Cfij (h) = ijz(h)
16(5h} + 5k — 38h3h3 + 8hZ 4 8h3 + 4z;;(h? + h3) — (25 + 2)?)
(Ih2 +2)°

)

kde z; := |h|> = hi a z;; == |h[> = hi — h3.

Zakladni pozorovani:

1. Plati rovnosti

Cf(()) =1= Cfu<0) =6 a Cfij (0) =2.

2. Existuji 0 < K; < oo a f; > 0 takové, 7ze pro viechny h € R? spliiujici
|h| < f1 plati
16 — Cr, (h)| < Ka[h].

3. Existuji 0 < Ky < oo a 3, > 0 takové, Ze pro vsechny h € R? spliujici
|h| < B> plati
|2 - Cfij(h)| < K2|h|2'

4. Existuje 83 > 0 takové, Ze pro viechny h € R\ {0} spliwujici |h| < B3 plati

< —
‘ln\hH

Definujme 5 := min(f;,52,03), K := 2max(K;,K3) a a := 1. Podobné jako
v prvnim piikladu jednoduse plati, Ze s témito koeficienty je splnéna podminka

K
max (Cy (t,t) + C.(s,5) —2C), (s,t)| £ —————
i,je{l 7777 d}| f’Lj( ) fj( ) fj( )| |ln|t_8‘|a+1

pro Vst € R%: |t —s| < .

Priklad 3:
Dalsiho vhodného kandidata jsem nalezl v sinusovém vyjadieni kovarianéni funkce
danou predpisem

sin(alh|)

Cy(h) = Tl

Looo)(IR]) + 10y (JR]), heR?

pro pevné a € R\ {0} a d < 3. Dle knihy [2] se jednd o izotropni kovarian¢ni
funkci. Nasimulovand data pomoci sinusového modelu ukazuji, ze naduiroviiové
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mnoziny maji oproti exponencialnimu modelu hezéi strukturu. To by se mohlo
projevit v lepsim odhadu intenzit vnitinich objemu. Na druhou stranu, jak se sami
presvédéime, nedokazuji dulezitou podminku (IT]) pro hladkost nadiroviiovych
mnozin. Jedna se jen o predpoklad, o ktery se opirame. Pro jednoduchost budeme
pracovat pouze s jednodimenziondlnim procesem. Nejdfive se musime ujistit, ze
se jedna o spojitou funkci. Vypocitame nasledujici limitu

lim sin(alh|)

=1.
h—0 a\h|

Zjevne plati Cr(0) = 1. Predpokladejme, ze h € R\ {0} a vypocitejme
nasledujici derivace

(920f( )= - (a*h* — 2) sin(a|h|) + 2a|h| cos(a|h])
O?hy alh3
a
84Cf( ) = 4alh|(a*h® — 6) cos(al|h|) + (a*h* — 12a*h? + 24) sin(a|h|)
Othy v ah?|h) '

Taktéz vypocitame jejich limity

i — (a®h?® — 2)sin(alh|) + 2alh|cos(alh]) — a®
h—0 a]h]3 B 3

. dalh|(a*h? — 6) cos(alh|) + (a*h* —12a°h* + 24) sin(alh]) _ o*

li :
ho ah*|h| 5

To znamend, ze Cy, a Cy, maji pro h € R nasledujici tvary

(a*h? — 2)sin(a|h|) + 2a|h| cos(alh a?
Calh) = Jotnfalb) % 2aRLeostaltD o hl) + S 10 (18]
alh| 3
a
4alh|(a?h* — 6) cos(alh|) + (a*h* — 12a?h* + 24) sin(alh
oy~ talhl = 0 cos(alh) + psntaltl)

YRy
CL4
+31{0}(W)-

Nakonec vypocitame hodnotu A z véty

E{f}()} = Cr(0) = % =

1.6 Booleovsky model

V této kapitole budeme vyuzivat koncepci a znaceni vybudované v knize [12].
Necht X je bodovy proces na F'. Definujme miru intenzity procesu X predpisem

O(A) :=E{X(A)}, AcBF),
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kde predpokladame, ze plati
O(Fc) < 0 vC e('. (1.10)
Mnozina F¢ je definovana predpisem
Fo:={FeF: FNC #0}

a podminka ([I0) ndm zarucuje, ze O je lokalné koneénd. Bodovy proces X, pro
kterou plati ©(F’\C’) = 0, nazveme ¢asticovym procesem. Bez jmy na obecnosti
vzdy predpokldadame, ze mira intenzit je nenulova. Néasledné definujme zobrazeni

c:C' — RY,

které neprazdné kompaktni mnoziné C' € C’' pritadi jednoznacéné urceny stied
nejmensi koule obsahujici C. Prostor vSech zrn pro ¢asticovy proces rozumime
mnozinu

Co:={C el :c(C)=0}.

Véta 5. Necht X je staciondrni édsticovyj proces s intenzitou miry ©, pro kterou
plati © # 0. Potom mira intenzity je invariantni vzhledem k posunuti a existuje
jednoznacné urcéend hodnota v € (0,00) a jednoznaéné urcend pravdépodobnostni
mira Q na Cy takové, Ze

O(A) = y/c /R La(z+C)deQC) VA€ B(C).

Je-li navic X izotropni, je mira Q invariantni vzhledem k otocend.
Diikaz. Dukaz nalezneme v knize [12] viz véta 4.1.1. O

Definice. Bud X staciondrni ¢dsticovj proces z predchoziho tvrzeni. Hodnotu
v z téhoZ turzeni nazveme intenzitou cdsticového procesu X . Pravdépodobnostni
miru Q nazveme rozdéleni zrna a ndhodnou mnozinu s rozdélenim Q nazveme
typickym zrnem procesu X.

Pro jednoduchost budeme jev C' € supp(X) zkracené znacit C' € X, kde pro
obecnou celo¢iselnou ndhodnou miru g na E definujeme nosi¢ supp(p) miry pu
predpisem

supp(p) = {z € E: p({z}) = 1}.
Dle véty 4.1.3. v knize [I2] pro libovolné A € B(Cy) a pro libovolné
B € B(R?) : 0 < Vy4(B) < oo plati

7Q(4) L g Y 1,4(C =)

V;j(B) CeX,c(C)eB
To nam dava diléi vysledek
v = ! E Z 1 :;E{#{CEX:C(C)GB}}.
Va(B) Va(B)

CeX,c(C)eB

Intenzitu ~ 1ze interpretovat jako stredni pocet ¢astic ¢asticového procesu v okné
s jednotkovym objemem. Zaroven body ¢(C),C € X ptirozenym zpusobem de-
finuji bodovy proces X° := >,y dc(c) na R? a jednd se o stacionarni bodovy
proces s intenzitou +y.
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Definice. Necht X je Poissoniv Edsticovyj proces. Potom ndhodnou uzavienou
mnozinu definovanou predpisem

:UK
KeX

nazveme Booleovskym modelem.

Z véty 3.6.2. z knihy [I2] plyne, ze predchozi definice je korektni. Navic je-li
X staciondrni respektive izotropni, pak taktéz nahodna uzavienda mnozina 7 je
stacionarni respektive izotropni.

------

Véta 6. Necht Z je Booleovsky model generovany staciondrnim a izotropnim
Poissonovym konvexnim cdsticovym procesem. Pak limita

Ta .. E{Vi(ZnrK)}
V)= R

ezistuge pro libovolné K € K': Vy(K) > 0. Ddle plati

= — d\ky ‘ (—1)® mz'mmz
Vil2) = e T V0 = S > I
J =2 mi,...,ms=j+1 i=1

mi+-+ms=(s—1)d+j
pro viechny j € {0,....d—1} a
Va(Z)=1—e Va),

Vi(X) :=7/K Vi(K)Q(dK)  Vje{o0,...,d}.

Diikaz. Dikaz nalezneme v knize [I2] viz véta 9.1.4. Pouze upozornim, ze v knize
mi!nmi

Jlk;

[[2] doslo pravdépodobné k pieklepu piipadné k chybé a vyraz cj* =

mi!nmi

d'kg
pred prvni sumou. [l

musime nahradit vyrazem c)" := a zaroven doslo k vynechani koeficientu

d dﬁld
C] =

Ozna¢me typické zrno Booleovského modelu symbolem Z°. Konvexnim
¢asticovym procesem rozumime Casticovy proces, kde rozdéleni typického zrna
Z° 7ije pouze na prostoru Ky. Dostdvame tedy rovnost

To(X) = /K Vo(K) Q(E) = / 1 Q) =

Tak jako v kapitolach o intenzité vnitinich objemu generovanych nadiroviiovymi
mnozinami znacime hustotu objemu ndhodné uzaviené mnoziny pismenem p
a z predchozi véty plyne

p=VaeZ)=1- e Va0 — 1 _ o vE{Va(29)}
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Odvodime si hustoty vnitinich objemu Booleovského modelu pro dvourozmérny
a trojrozmérny piipad. Necht se pohybujeme v prostoru R? a jsou splnény
predpoklady véty [6l Vypocitejme hustotu V4(Z2)

Vl(Z) _ 6—VQ(X) Vl(X) 2!/122(—1)5 Z H /lev )

T ! !
A me=141 21Ky

= (1= (1= O Vix)

= (1-pE{V(Z")}.

Dalsim tkolem je vypocitat intenzitu Eulerovy charakteristiky

Vo(2) = e V2(X) Vo(X) — 21, Z (=1)° Z H m;! oy 77 (x)

2'&2

= (1-p [ - 7;2 (E{‘G(ZO)})Q] :

Prejdéme k dimenzi d = 3. Analogicky jako v predchozim textu, vypocitdme
postupné hustoty vnitinich objemt V5(Z),V1(Z) a V(Z) :

1

Vo(2) = e V3 VQ(X)_?’!’%Z(—US > ﬁmz-!ﬁmivmxx)

21Ky 2 s!
s§=
mi+-+ms=(s—1)342

= (1-p) (VE{V2(Z")})
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2 M ,eney ms=2 i=1
mi+-+ms=(s—1)3+1

SN LE SR S | (et eN

mi,...,ma2=2 i=1
i My fmo=4

- a-p |- (B2 <X>)2]

87T2

= (1-p) PEMI(Z)} - 5 (B(a(2"})’].

_ - 3lis o (—1)° 2 S r—
VO(Z) _ e—Va(X) V()(X) . K3 Z ( ) Z H mi:K val(X)
s=2 =1

mi,...,m3=1 i=1

— (1—p)|y—8r (—“&ﬁfzvl()()%()() _ é <%VQ(X)) >]

— (1-p) |- (ﬁWX)VQ(X)—%(}lVQ(X)) )]

- (1-p |- TEGEDEWE) + T B0

Do této doby jsme pracovali s Booleovskym modelem majicim typické zrno, které
je s.j. konvexni a kompaktni mnozinou. Nadesel ¢as omezit se na model, se kterym
pracuji v ¢lanku [6]. Jednd se o model, kde Booleovsky model méa typické zrno
v podobé koule, kde polomér koule r mé rovnomérné rozdéleni na intervalu [a,b]
pro 0 < a < b < oo. Tento model ma tu dobrou vlastnost, ze ma své uplatnéni
a dobfe se simuluje. Intenzity vnitinich objemu Booleovského modelu s typickym
zrnem v podobé koule jiz nebudeme odvozovat, ale pouze uvedeme v tabulce [[.2]
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20 3 ’ 4
d=2 d=3
In(1— In(1—
,Y - 71'(Ié7‘§) _347T(Iér§j)

Vo | (1=py[1=9m(Er)? | (1=p)y [l - 4y7ErEr® + T2 ()]

Vi (1 —p)yrEr (1 —p)y [4ET — %(E 7’2)2]

Vs 2(1 — p)yrEr?

Tabulka 1.2: Pfehled intenzit Booleovského modelu majici typické zrno v podobé

koule s polomérem r ~ Uf(a,b) pro 0 < a < b < oo, kde z praktického hlediska
fixujeme objemovou intenzitu 0 < p < 1.
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Kapitola 2
Numericka cast

V kapitole tykajice se praktické ¢asti zuzitkujeme konstrukei vybudovanou
v predchozi teoretické casti. Pokusime se aplikovat postupy pro odhady hustot
vnitinich objemu a vysledky porovnat s teoretickymi hodnotami. Neklademe si za
cil vytvorit novy postup pro odhadovani intenzit. Vyuzijeme odhady jiz vytvorené
v ¢lanku [@] a pomoci simulaéni studie vyhodnotime vlastnosti modelu a srovndme
s publikovanymi vysledky odhadu aplikovanych na Booleovsky model.

2.1 Popis algoritmu

Pouzivame aparat, ktery byl vytvoren v ¢lancich [6] a poté vylepsen v [1].
V zakladnich rysech si nastinime ideu postupu pro odhad hustot. Upozornuji, ze
se jedna pouze o nastin nikoliv o korektni definici postupu.
Necht mdme mnozinu X C RY ktera je z rozsifeného konvexniho okruhu. Ve
zkratce Teceno, jedna se o mnozinu, pro kterou plati, Ze mnozinu K N X lze ro-
zepsat jako konecné sjednoceni konvexnich a kompaktnich mnozin pro vSechny
konvexn{ a kompaktni mnoziny K. Bud e > 0. Oznac¢me X, := X @ b(0,¢) na-

fouklou mnozinu X o € a pracujme s uzavérem jejiho doplnku X := ((XG)C).
Mnozina X} je mnozina s kladnym dosahem. To znamend, ze pro kazdy bod
vnéjsiho okoli hranice X! existuje jednoznacné nejblizsi bod z mnoziny X}. Této
vlastnosti nasledné vyuzijeme. Zobrazeni ptitazujici bod vnéjsiho okoli mnoziny
k jednoznacné nejblizsimu bodu mnoziny oznacme &.

Necht dale méme testovaci borelovskou omezenou mnozinu B € By s kladnym
objemem a déleni A = {0 < dy,...,0, < €} intervalu [0,¢], kde predpokladdme
n > d. Oznacme vektor

V(X,6,A,B) := (v(X,e01,B),. .. v(X,6,6,,B))",

kde v(X,e.0,,B) := V (((X:)éi \X7) Néy! (B)) JVa(B) proi € {1,....n}. Defi-

nujme matici

O1k1 Oak1 -+ Opky

5%/’{,2 5%%2 tee 5%/{2
Mp = . .

5(11/4,0{ (Sglﬂld cee (ngid
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a oznatme Yy diagondlni (d x d)-matici s prvky na diagonale 4(i,i) = (—1)""!

pro vechny i € {1,...,d}. Vysledny odhad se poté definuje predpisem
V(X,e,AB) := Sg(MaAMX) " MAV (X ,e,A,B).

Véta 7. Necht = je staciondrni ndhodnd uzaviend mnozina v R? s hodnotami
v rozsireném konvexnim okruhu S, kterd splnuje podminku integrovatelnosti. Tj.

E {QN(EmCd)} < 00,

kde N(ENC?) znaéi poéet mnozin k nejmensimu moznému rozkladu ZNC?. Necht
B e By:Vy(0B) =0 aVyB)>0. Pak

i, i BV B0 B} =V )
kde V(E) = (Vai(2),... . Vo(@)".
Diikaz. Dukaz nalezneme v ¢lanku [0 viz véta 1. O

Pro prostor R? existuje dokonce silnéjsi tvrzeni.

Véta 8. Necht = spliuje podminky z predchoziho tvrzeni pro d = 2. Bud
B € By:Vo(B) >0 aq >0, pak plati rovnost

lim sup |E {?(E,E,A,B)} —-V(=)| =0,
e—0 AQ(O,E)
a(A)<q
hde 2 4 3)2
g(A) = (22, 07) (32 07) + (32, 67) ‘
(220 (32 08) — (32, 67)°
Diikaz. Dukaz nalezneme v ¢lanku [7] viz véta 2.3. O

Pro ndhodnou uzavienou mnozinu = budeme intenzity vnitinich objemu od-
hadovat pomoci vektoru V(=Z,e,A,B). Nasi snahou je minimalizovat €, abychom
minimalizovali chybu odhadu. Na druhou stranu potrebujeme dostatecné jemné
déleni pro linearni regresi urcujici odhad V. Tyto dvé podminky samoziejmeé
jdou proti sobé. V élanku [6] nasli optimum v hodnoté n = 14 pro dimenzi d = 2
a v ¢lanku [0 je uréeno n = 22 pro d = 3. Problém rastru kouli do mfizky
a volba hodnot d1,...,0, a € jsou jiz TeSené a uvedené v jiz zminénych ¢lancich
a nebudeme se tomuto problému vice vénovat.

2.2 Dosavadni vysledky

Vedle vySe zminéného a posléze pouzivaného algoritmu existuji i jiné algo-
ritmy pro odhad intenzit vnitinich objemu. Zalozeny jsou na ptimém vypoctu
bez pouzivani nafukovani dopliku studované mnoziny.
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V' nasledujicich textech a tabulkdch budeme symbolem V znadit teoretické
hodnoty intenzit vnitinich objemu. Bud V prumeér z odhadu ziskané po-
moci vyhodnoceni vy$e zmiilovaného algoritmu. Podobné V¥ znacime priimér
odhadu ziskané pomoci algoritmu, ktery vymysleli profesor Volker Schmidt
spolu s profesorem Evgeny Spodarevem. Vysledky publikovali v ¢clanku [I3].
Posledni zminovany postup pro odhad intenzit mnoziny se objevuje v knize [§]
a analogicky znac¢ime prumeéry tohoto odhadu symbolem Vo,

Pro moznost porovnavani teoretickych hodnot s odhadovanou hodnotou
prebirame v jiz zminénych ¢lancich pouzivanou miru v podobé relativni chyby,
kterd je ddna piedpisem 0,3 := % - 100%, kde « je teoretickd hodnota a f3
je odhadovand hodnota. V pozdéjsi diskuzi vsak zjistime, Zze se nejedna o prilis
Stastny vybér a doporucil bych pouzit kompatibilnéjsi porovnavani. Smérodatnou
odchylku, vypovidajici o kvalité odhadu, zna¢ime SD a pro stiedni ¢tvercovou
chybu odhadu jsme si vyhradili symbol MSE.

V tabulce 21 jsou uvedeny odhady intenzit dvourozmeérného Booleovského
modelu s typickym zrnem v podobé koule o poloméru r ~ U(20,40) pomoci
ruznych algoritmu. Odhad se ziskaval z 200 realizaci na pozorovacim okné
B = [1000].

Pro trojrozmeérny prostor jiz prilis simulaci nenalezneme. Uvedeme pouze ta-
bulku s vysledky vydané v ¢lanku [B] pro odhad V' Booleovského modelu
s typickym zrnem v podobé koule o poloméru r ~ U(40,80). Odhad se ziskdval
z 50 realizac{ na pozorovacim okné B = [0,1000]°.

2.3 Realizace 2D

Ve vypocetni studii pro dvourozmérny prostor jsme postupné v programu
R generovali modely nadiroviovych mnozin pomoci centrovaného Gaussovského
izotropniho procesu f s kovarian¢ni funkci

Cs(h) =e " heR

Overili jsme si jiz, ze spliuje podminky véty 2 a zname teoretické hodnoty intenzit
viz tabulka [[L1 Hodnotu a ziskdme z odvozeného vzorce

E{ff ()} = C,(0) = 2a = ),

kde A\ je parametr modelu. Pro parametr A jsme postupné brali hodnoty
0,002; 0,001 a nakonec 0,0003. Druhy parametr v nadtirovinového modelu uréime
ze vztahu u = uy_,, kde fixujeme objemovou intenzitu p. Hodnoty objemovych
intenzit oproti ¢lankum jsme pozménili a bereme v tuvahu hodnoty 0,2;0,45
a 0,7. M4 to svuj prozaicky duvod. Predné pro p = 0,5 je hodnota parametru
u = 0 a intenzita Eulerovy charakteristiky je taktéz rovna nule. Nemuzeme proto
definovat relativni chybu (5707‘70. V druhém piipadé vime z diskuze v kapitole [1.4],
ze pro p = 0,8 jsou intenzity vnitinich objemu az na znaménko rovny intenzitam
vnitinich objemu pro p = 0,2.
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Pro kazdy model nadiaroviovych mnozin jsme vygenerovali 100 re-
alizaci mna diskrétni mifzce [0,1000]?. Nasledné jsme odhadovali hus-
toty  vnitinich objemu pomoci programu WinEiv2d, ktery vytvoril
doc. RNDr. Tom&as Mrkvicka, Ph.D. a mnalezneme ho na webové strance
http://home.ef.jcu.cz/~mrkvicka/EIV/EIV2D.htm. Program odhaduje hus-
toty vnitinich objemt mnozin pomoci vyse zminéného postupu. Mensi problém
nastal v tom, ze program pracuje pouze se soubory ve formatu PBM tvaru P4.
Nasim tkolem tedy bylo nejen nasimulovat naduroviové mnoziny, ale nasledné
i vysledek ulozit do formatu PBM tvaru P4. Algoritmus, ktery jsem pro tento
ucel vytvoril v programu R, nalezneme v piiloze 1 na strance @7 Vysledky
celkového pocinu nalezneme v tabulkach 2.3t 2.4] a

2.4 Realizace 3D

Analogicky jako pro 2D jsme postupovali pii realizaci v trojrozmérném pro-
storu. Jako primarni generator naduiroviiovych mnozin jsme si opét zvolili cent-
rované Gaussovské izotropni pole se stejnou kovarianéni funkci

Ci(h) =e " heR?

Snazili jsme se postupovat podobné jako v élanku [B]. Pro uspokojivé vyhod-
noceni odhadu jsme generovali 50 realizaci. Museli jsme se vSak spokojit s re-
alizac{ pouze na diskrétn{ miizce pozorovactho okna B = [0,310]*> na rozdil
od ¢ldnku [B], kde se pouzivalo okno B = [0,1000]*. Ozfejmime duvod to-
hoto rozdilu. Pti generovani pseudonahodnych nadiroviovych mnozin pomoci
Pri realizaci Booleovského modelu nejdiive vygenerujeme Poissontuv bodovy pro-
ces s potfebnou intenzitou a nasledné pro kazdy bod bodového procesu nezavisle
vygenerujeme polomeér koule s potfebnym rozdélenim. Na druhou stranu pii ge-
nerovani ndhodného pole vyhodnocujeme chovani kazdého pixelu vzhledem ke
svému okoli. V piipadé dvourozmérného prostoru neni rozdil tak markantni, ale
v trojrozmeérném prostoru jsme jiz museli zmensit pozorovact okno. Vysledky od-
hadi V' pro nasi realizaci nalezneme v tabulce 2.6 Pro odhady hustot vnitinich
objemu pro trojrozmérny prostor jsme pouzili program WinEiv3d opét vy-
tvoreny doc. RNDr. Tom&asem Mrkvickou, Ph.D. a nalezneme ho na webové
strance http://home.ef.jcu.cz/~mrkvicka/EIV/EIV3D.htm. Algoritmus vy-
tvofeny v programu R pro simulaci fezu nadiroviovych mnozin a néasledného
ukladani do formatu PBM ve tvaru P4 nalezneme v pfiloze 2 na strance G0

2.5 Diskuze

Dovolte mi zdvérecnou diskuzi rozdélit do nékolika kroku.

1. Pustime se do vyhodnocovani vysledku, které jsou nad ocekavani
dobré. Predevsim podotkneme, ze odhad z ¢lénku [@] je pouzitelny pro
naduroviové modely. Dokonce v nasi simulaci vykazujeme podobné
vysledky jako pro Booleovsky model.
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V dvourozmérném modelu si muzeme povsimnout dvou zajimavosti.
Za prvé pro parametr p = 0,45 jsou odhady FEulerovy charakteristiky
horsf nez pro zbylé parametry p. Aviak odhady intenzit V; pro p = 0,45
jsou na druhou stranu lepsi nez pro p = 0,2 nebo p = 0,7, a to nezavisle
na parametru A. Je otdzkou, ¢im je to zpusobeno. Rozdil vSak neni zas
tak velky a pro adekvatni odpovéd bychom potfebovali vicero simulaci.
Druhy pozorovatelny trend je jasnéjsi. S rostouci A se jednoznacné zhorsuje
odhad. Jak uz jsme podotkli, s rostouci A se ndm rozmélnuje nadiroviiova
mnozina a pii tom se ztraci jeji hladkost. To se pravé projevuje v horsim

odhadu.

U trojrozmérného modelu jsme si nemohli dovolit pftilis simulaci. Pro
predstavu jedna realizace naduroviiového modelu na pozorovacim okné
[0,310]3 trvala téméF 30 minut. Z tohoto ditvodu jsme realizovali model
pouze pro jeden parametr A. Analogicky jako pro dvourozmérny piipad by
se z mého pohledu projevil trend, kdy pti zvétsujicim se A by se zhorsoval
odhad. Porovname-li nase vysledky pro naddrovinovy model s vysledky pro
Booleovsky model, muzeme s potésenim konstatovat, ze jsme opét ziskali
hezky odhad.

. Dale bych zminil problém souvisejici s predpoklady vety [l Ve véte [1
vyzadujeme, aby ndhodna uzaviend mnozina byla skoro jisté z rozsiteného
konvexniho okruhu. Je to predpoklad, ktery nahodné uzaviené naduroviové
mnoziny nespliiuji. Jednéd se na prvni pohled o pomérné zavazny problém.
Na druhou stranu vysledky ukazuji, ze tento predpoklad pro nase genero-
vané naduroviové mnoziny neni prilis zasadni. Oduvodnéni by mohlo byt
nasledujici. Odhad z véty [0 je zaloZzen na tom, Zze se mnozina z rozsiteného
konvexniho okruhu prevede pomoci nafouknuti a nasledného doplinku na
mnozinu s kladnym dosahem a nasledné se pracuje s touto mnozinou.
Uvédomme si, ze mnoziny naddroviiového modelu maji skoro jisté kladny
dosah a prevedenim pomoci nafouknuti a nasledného doplnku dostavame
opét skoro jisté mnozinu s kladnym dosahem. Navic pri realizaci dochazi
k rastrovani obrazu, a tudiz predpoklad ve vété [1l v naSem pripadé nebude
mit zasadni vliv na odhad V.

.V dalsim bodu diskuze bych se zabyval moznym vylepSenim odhadu 1%
objevujicim se v ¢lanku [7]. Laicky feceno ve vylepseném odhadu stale na-
fukujeme studovanou mnozinu pomoci déleni A s tim, ze povolujeme i za-
kousnuti se do studované mnoziny. V tabulce 2.7 jsou uvedeny vysledky pro
nadiroviovy model s intenzitou A = 0,002 pro dvourozmérny piipad, kde
parametr o, uvadi pocet diskrétnich kouli pouzivany k vnéjsimu nafouknuti.
Pro 0. = 14 se jedné o klasicky odhad V. Z vysledku lze vypozorovat, ze
relativni chyba 571"71 klesa vzhledem ke klesajici hodnoté d.. Na druhou
stranu se neobjevuje zadny trend v podobé vylepseni odhadu pro Eule-
rovu charakteristiku. Nastava otazka, jak si tento jev vysvétlit. Duvod bude
pravdépodobné nésledujici. Nadiroviiovy model na rozdil od Booleovského
modelu muze obsahovat malé ostruvky viz obrazek 2.1l Vynechani téchto
malych ostruvku pii vypoctu odhadu nebude mit ptilis vliv na odhad inten-
zity V1, ale velmi muze ovlivnit odhad intenzity Eulerovy charakteristiky.
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7 tohoto duvodu bych doporucoval s rozmyslem pouzivat vylepseny odhad
objevujici se v ¢lanku [7] pro model nadiroviiovych mnozin.

.V posledni ¢ésti diskuze se dotkneme problému vyhodnocovani vysledku
pomoci relativni chyby definované predpisem 6,5 = B?T" - 100%, kde « je
teoreticka hodnota a [ je odhadovana hodnota. Pokud si vzpominame na
uvodni slovo této prace, jednim z duvodu napsani a nalezeni nového mo-
delu se zndmymi hustotami vnitinich objemu byl ten, ze odhad Eulerovy
charakteristiky Booleovského modelu v trojrozmérném piipadé objevujici
se v ¢lanku [B] se jevil jako spatny. Ano, nasli jsme model, pro ktery odhad
Eulerovy charakteristiky je lepsi v trojrozmérném prostoru. Méli bychom
se vSak zamyslet, pro¢ odhad pro Booleovsky model neni tak dobry. Od-
povéd je pomérné jednoduchd. V definici relativni chyby si v§imnéme, Ze
délime teoretickou hodnotou. To znamend, ze pokud se teoreticka hodnota
blizi nule, pak jakékoliv odchylka od teoretické hodnoty se projevuje velmi
vyrazné. A to se praveé stalo v pripadé Eulerovy charakteristiky pro troj-
rozmérny prostor. Pii zafixovani objemové intenzity p = 0,2 je teoreticka
hodnota Eulerovy charakteristiky uz fddu 10° a z tohoto divodu je rela-
tivni chyba tak velka, ackoliv je odhad z mého pohledu dobry. Doporucoval
bych proto lepsi miru pro porovnavani odhadu hustot vnitinich objemu.
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Obrazek 2.1: Realizace nadurovinového exponencidlniho modelu s pevnou obje-
movou intenzitou p = 0,5 a parametrem A = 0,002.
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Vo x 10° 4,7782 | 39195 | -6,0593
Vo x 10° 4,1964 | 1,5353 | -6,7906
VS x 10° 43487 | 1,555 | -1,08
VO x 105 4,3125 | 1,5956 | -1,0672
6,70 -12,18 -60,83 12,07
JVOW% -8,99 | -60,33 78,22
857, 570 % 9,75 | -59,29 76,13
SD(Vp) x 108 4,4929 | 83423 | 18,1626

MSE(Vp) x 10 | 05403 | 6,3806 | 1,2010

2V, x 102 1,1476 | 2,28 2,0693
2V, x 102 1,2077 | 2,0598 | 1,4850
2VS x 102 1,2123 | 2,3402 | 2,1547
2VP x 102 1,1361 | 2,1947 | 2,022
Sy, 7, % 5,24 755 | -28,23
6V1J~;ls% 5,64 5,04 4,13
by, 0% -1,0 -1,5 -2,29
SD(2V3) x 103 1,1 0,728 | 0,936

MSE(2V;) x 105 | 0,157 | 0,336 | 3,5

Tabulka 2.1: Teoretické a odhadované hodnoty hustot wvnitfnich objemu
Booleovského modelu s typickym zrnem v podobé koule o poloméru r ~ U(20,40)
pii realizacich na pozorovacim okné B = [0,1000]?. Tabulka je pfevzata z ¢lanku

[6].
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p=0,2 p=0,5 p=0,8

Vo x 107 0,7402 |  -1,8589 | -4,2946
87,57 -1890,32 | 1265,026 | 359,23
SD(Vp) x 107 0,704 0,802 1,16

V1 x 10° 3,4101 3,1377 | -3,3917
by, % -32,2 -93,06 62,44
SD(V4) x 108 1,11 2,46 2,34

V, x 103 4,1653 8,0867 | 17,5107
87,9, % 9,48 1,92 | -17,77
SD(V3) x 10 1,3 1,12 1,35

Tabulka 2.2: Teoretické a odhadované hodnoty hustot wvnitfnich objemu
Booleovského modelu s typickym zrnem v podobé koule o poloméru r ~ U(40,80)

pii 50 realizacich na pozorovacim okné B = [0,1000]3. Tabulka je pievzata
z ¢lanku [
p=02 | p=045 | p=0,7
Vo x 10° 7,5001 | 1,5832 | -5,8038
Vo x 10° 7,207 1,0706 | -6,2308
87,75 % -3,9079 | -32,379 | 7,3577
SD(Vp) x 108 6,4804 | 19,7995 | 7,5472
MSE(Vp) x 101 | 4,1576 | 9,5069 | 5,6391
2V, x 102 1,5692 | 2,2185 | 1,9488
2V; x 102 1,7924 | 2,2641 | 1,7967
0,7, %o 14,223 2,0581 | -7,8048
SD(2V4) x 10* || 9,0609 | 5,858 | 83421
MSE(2V4) x 107 || 8,1279 | 13,3973 | 6,8894

Tabulka 2.3: Teoretické a odhadované hodnoty hustot vnitinich objemu
nadiroviiového modelu s parametrem A = 0,002 pii 100 realizacich na pozo-

rovacim okné B = [0,1000]%.
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p=02 | p=045 | p=0,7

Vo x 10° 3,75 10,7916 | -2,9019

Vo x 10° 3,8378 | 0,8245 | -3,0172

8, i % 2,3393 | 4,151 3,9731

SD(V,) x 106 4,731 | 6,7153 | 6,1434

MSE(Vp) x 10 || 22158 | 4,4644 | 3,7364
2V x 102 1,1096 | 1,5687 | 1,378
2V; x 102 1,2268 | 1,6157 | 1,312

S, 7, % 10,561 | 2,996 | -4,7909
SD(2V;) x 10* || 8,3958 | 5,6351 | 8,183

MSE(2V;) x 107 | 6,9785 | 3,1437 | 6,6291

Tabulka 2.4: Teoretické a odhadované hodnoty hustot vnitfnich objemu
naduroviového modelu s parametrem A = 0,001 pii 100 realizacich na pozo-
rovacim okné B = [0,1000]%.

p=02|p=045|p=0,7

Vo x 10° 1,125 0,2375 | -0,8706

Vo x 10° 1,147 0,1585 | -0,8621

85, 7% % 1,9566 | -33,239 | -0,9673

SD(Vp) x 108 || 2,6608 | 4,3311 | 3,2322

MSE(Vp) x 10 || 0,7009 | 1,8571 | 1,0343

2V, x 102 0,6077 0,8592 | 0,7548

2V; x 102 0,6352 | 08757 | 0,7425
Sy, 7. % 45177 | 1,913 |-1,63

SD(2V;) x 10* || 8,9539 | 5,7081 | 7,3991
MSE(2V;) x 107 || 79371 | 3,2256 | 5,42

Tabulka 2.5: Teoretické a odhadované hodnoty hustot wvnittnich objemu
nadurovinového modelu s parametrem A = 0,0003 pii 100 realizacich na pozo-
rovacim okné B = [0,1000]?.
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p=0,2 p=045 | p=0,7
Vo x 107 -1,6396 | -7,8217 | -5,0614
Vo x 107 26,7035 | -16,6858 5,8396
87, 5% 1528,7 113,328 | -215,375
SD(V,) x 107 5,7516 9,2743 7,3523
MSE(Vp) x 103 3,2419 8,4203 5,2976
V1 x 10° 7,5001 1,5831 | -5,8038
Vi x 10° 55552 | -0,4696 | -6,0448
&, % -25,932 | -129,661 4,1537
SD(V;) x 10° 1,129 1,7866 0,9803
MSE(V;) x 10 1,2491 3,1281 0,942
V, x 103 7,0638 9,9867 8,7728
Va x 103 7,9985 | 10,0422 7,8948
87,7, %0 13,2327 0,5556 | -10,0075
SD(V3) x 10* 6,7903 4,0866 7,5336
MSE(V3) x 107 4,5186 1,6366 5,562

Tabulka 2.6: Teoretické a odhadované hodnoty hustot wvnittnich objemu
nadurovinového modelu s parametrem A = 0,001 pii 50 realizacich na pozoro-
vacim okné B = [0,310]°.
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070,770 Oy, %

0 | p=02 | p=045 | p=07| p=02 [ p=045 | p=0,7
1 7,3719 | 32,889 | -0,7985 5,0223 | 1,7758 0,187
2 || 10,693 | 31,247 | 44639 | 6,3134 | 1,9111 | -0,7414
31 03061 | 68339 0,226 | 72775 | 1,8887 |-1,705
4 4,4866 | 10,082 3,9986 8,6438 | 2,083 -2,5466
5 8,7376 | 12,385 8,2372 9,8655 | 2,1224 -3,6464
6 || -6,1971 | -18,146 1,5199 9,4848 | 1,9059 -3,775
7 9,3826 | 16,913 5,9471 || 10,984 | 2,342 -4,1996
8 || -2,0096 | -12,503 41212 || 10,852 | 2,119 -4,5746
9 2,6813 | -6,9676 | 7,1722 || 12,124 | 2,1926 -5,5983

10 3,605 -2,122 4,6206 || 13,212 | 2,3542 -6,2477

11 || -8,5793 | -37,872 4,8637 || 12,962 | 2,0006 -6,7959

12 || 15,447 22,051 8,7576 || 14,733 | 2,604 -7,1094

13 || 7,3709 | -1,8388 | 8,8176 || 14,448 | 2,4006 | -7,2675

14 || -3,9079 | -32,379 7,3577 || 14,223 | 2,0581 | -7,8048

Tabulka 2.7: Hodnoty relativnich chyb dy 3 a oy, ¢ pro odhady nadiroviiového
modelu s parametrem A = 0,002 pii 100 realizacich na pozorovacim okné
B = [0,1000]2. Relativni chyby s hodnotou 814 jsou totozné s relativnimi chybami
pii odhadech Vj a V; viz tabulka 23
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Priloha 1

library (RandomFields)

# Knihovna pro generovani realnych nahodnych procesu v prostoru
library(stringr)

# Vyuziti funkce str_length v ukladani 0001.pbm

library(GA)

# Funkce binary2decimal pro prevod binarniho cisla do deximalniho

velx<-1000
vely<-1000
# Velikost x,y,z-tove hrany pozorovaneho okna

x <- seq(0,velx-1, length=velx)
y <- seq(0,vely-1, length=vely)
# Mriz o velikosti velx x vely

n<-100

# Pocet simulaci
p<-0.45

# Objemova intenzita p
u<-gqnorm((1-p), mean=0, sd=1)

# Parametr u nadurovnoveho modelu
lam<-0.002

# Parametr lambda

s<-sqrt(2/lam)

# Potrebne znormovani pro exponencialni model
# s<-sqrt(1/(3*lam))

# # Potrebne znormovani pro sinusovy model

model <- RMgauss(var=1,scale=s)
# Exponencialni model
# Pozor! Spravne znormovat s pro kazdy model zvlast.
# model <- RMwave(var=1,scale=s)
# # Sinusovy model

umi<- "C:/Users/Filip/Desktop/Data/"

# Umisteni souboru pro ukladani souboru .pbm
dir.create(umi)

# Vytvori soubor v pripade, kdy neexistuje.

PrevodBin<-function(x)
# Pomocna funkce pro prevod matice x do tvaru P4 souboru pbm,
# ktery pak ukladame do souboru .pbm
{
M<-x
# Pracujeme s matici M
if ( ncol(M)%%8!=0)
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# Pokud nam na konci chybi ocasek.

# Chceme aby velikost radku byla nasobnosti 8.

{

Nulmatice<-matrix (0, nrow=nrow(M),ncol=(8-ncol(M)%%8))
# Vytvorime si nulovou matici, kde velikost sloupce bude jako matice
# a velikost radku je pocet chybejiciho ocasku

M<-cbind (M,Nulmatice)
# Nyni je velikost radku nasobnosti 8
} # Konec if

M<-as.vector(t(M))

# Transponujeme matici a prevedeme do vektoru

q <- matrix(M,8,length(M)/8)

# Matice vytvorena pro funkci apply,

# kde v sloupci je 8 cisel hodnot 0,1, ktere prevadime do decimalniho tvaru

vysledek <- apply(q,2,binary2decimal)

# Prevedeme pomoci funce binary2decimal
PrevodBin<-return(as.integer(as.vector(vysledek)))
# Vysledek jako posloupnost ziskanych hodnot

} # Konec PrevodBin

for ( i in 1:n)
# n krat vygenerujeme nadurovnovy model

{ # Nejdrive prevedeme hodnoty procesu do 0,1-kove matice,
# kde 1 je pro hodnoty vetsi nez u a O opak

RFoptions (seed=sample (1000000) [1])
# Novy generator nahodnych cisel

S2D <- RFsimulate(model=RPgauss(model), x=x,y=y,grid=T,n=1)
# Nasimulujeme nahodne Gaussovske pole na 2D mrizce

a<-matrix(data = 0, nrow = nrow(as.matrix(S2D[1]))
, ncol = ncol(as.matrix(S2D[1])))
# Nulova matice

alas.matrix(S2D[1])>ul<-1

# Kdyz hodnota procesu preskoci u tak prepiseme na 1
a<-t(a)

# Tento krok muzeme vynechat. Matice ma hodnoty 0,1,

# kde nadurovnova mnozina je reprezentovana hodnotou 1.

# Nasledujici funkce switch vytvori nazev souboru, kam budeme ukladat
switch(str_length(i), "1" = {

# Mame ciselnou promenou i ( napriklad 10 )

# a vytvorime nazev souboru C:/Users/Filip/Desktop/Pokus/00010.pbm

# tak aby pocet cislic byl stale 5

file<-umi
file<-paste(file,"0000",sep="")
file<-paste(file,i,sep="")
file<-paste(file,".pbm",sep="")
}’ non= {

file<-umi
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file<-paste(file,"000",sep="")
file<-paste(file,i,sep="")
file<-paste(file,".pbm",sep="")
}, "3"={

file<-umi
file<-paste(file,"00",sep="")
file<-paste(file,i,sep="")
file<-paste(file,".pbm",sep="")
}, 4= {

file<-umi
file<-paste(file,"0",sep="")
file<-paste(file,i,sep="")
file<-paste(file,".pbm",sep="")
}, "B"={

file<-umi
file<-paste(file,i,sep="")
file<-paste(q,".pbm",sep="") })
# Konec switch

con <- file(file, open = "wb")
# Otevreme cestu do pozadovaneho souboru
writeChar(paste("P", 4, "\n", sep = ""), con = con,eos = NULL)

# Soubor musi byt typu P4

writeChar(paste(ncol(a)," ",nrow(a),"\n", sep = ""), con = con,eos = NULL)
# Musi se zadat velikost obrazku v pixlech

writeBin(PrevodBin(a), con, size = 1)
# Vlozime hodnoty, to jest, nejdrive prevedeme napriklad posloupnost 11111111
# na cislo 255 a pak cislo 255 na odpovidajici znak ASCII

close(con)

# Uzavreme cestu k souboru
} # Konec for cyklu pro ukladani souboru
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Priloha 2

library(RandomFields)

# Knihovna pro generovani realnych nahodnych procesu v prostoru
library(stringr)

# Vyuziti funkce str_length v ukladani 0001.pbm

library(GA)

# Funkce binary2decimal pro prevod binarniho cisla do deximalniho

pixelx<-310
pixely<-310
pixelz<-310
# Velikost x,y,z-tove hrany pozorovaneho okna

x <- seq(0,pixelx-1, length=pixelx)
y <-seq(0,pixely-1, length=pixely)
z <- seq(0,pixelz-1, length=pixelz)
# Mriz o velikosti pixelx x pixely x pixelz

n<-50

# Pocet simulaci
p<-0.2

# Objemova intenzita p
u<-qnorm((1-p), mean=0, sd=1)

# Parametr u nadurovnoveho modelu
lam<-0.001

# Parametr lambda

s<-sqrt(2/1lam)

# Potrebne znormovani pro exponencialni model
# s<-sqrt(1/(3*lam))

# # Potrebne znormovani pro sinusovy model

model <- RMgauss(var=1,scale=s)

# Exponencialni model

# Pozor! Spravne znormovat s pro kazdy model zvlast.
# model <- RMwave(var=1,scale=s)

# # Sinusovy model

umi<- "C:/Users/Filip/Desktop/Data3D/"

# Umisteni slozky pro ukladani vysledku
dir.create(umi)

# Vytvori soubor v pripade, kdy neexistuje.

PrevodBin<-function(x)

# Pomocna funkce pro prevod matice x do tvaru P4 souboru pbm,
# ktery pak ukladame do souboru .pbm
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{
M<-x
# Pracujeme s matici M

if ( ncol(M)%%8!=0) # Pokud nam na konci chybi ocasek.

# Chceme aby velikost radku byla nasobnosti 8.

{
Nulmatice<-matrix(0, nrow=nrow(M),ncol=(8-ncol (M)%%8))
# Vytvorime si nulovou matici, kde velikost sloupce bude jako matice
# a velikost radku je pocet chybejiciho ocasku

M<-cbind (M,Nulmatice)
# Nyni je velikost radku nasobnosti 8
} # Konec if

M<-as.vector (t(M))

# Transponujeme matici a prevedeme do vektoru

q <- matrix(M,8,length(M)/8)

# Matice vytvorena pro funkci apply,

# kde v sloupci je 8 cisel hodnot 0,1, ktere prevadime do decimalniho tvaru

vysledek <- apply(q,2,binary2decimal)

# Prevedeme pomoci funkce binary2decimal
PrevodBin<-return(as.integer(as.vector(vysledek)))
# Vysledek jako posloupnost ziskanych hodnot

} # Konec PrevodBin

for (i in 1:n) # # n krat vygenerujeme nadurovnovy model a ulozime

{

soubor<-umi

switch(str_length(i),

# Vytvoreni slozek pro ukladani jednotlivych simulaci
o= {

soubor<-paste (soubor,"0",sep="")
soubor<-paste(soubor,i,sep="")

1,

non= {

soubor<-paste (soubor,"",sep="")
soubor<-paste(soubor,i,sep="")

}) # Konec switch

Soub0r<—paste (soubor s n/n , Sep=" ")
dir.create(soubor)

RFoptions (seed=sample (1000000) [1])

# Novy generator nahodnych cisel

S2D <- RFsimulate(model=RPgauss(model), x=x,y=y,z=z,grid=T,n=1)
# Nasimulujeme nahodne Gaussovske pole na 3D mrizce

for ( j in 1:pixelz)
{ # Jednotlive rezy vyhodnotime a ulozime do souboru

b<-matrix(S2D@datal((j-1)*pixelx*pixely+1):((j-1)*pixelx*pixely+pixelx*pixely),]

,arow=pixelx, ncol = pixely)
# V promenne b mame rez j ze souboru S2D
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a<-matrix(data = O, nrow = pixelx, ncol = pixely)

# Nulova matice

al[b>ul<-1

# Kdyz hodnota procesu preskoci u tak prepiseme na 1
a<-t(a)

# Tento krok muzeme vynechat

file<-soubor

# Nasledujici funkce switch vytvori nazev souboru, kam budeme ukladat
switch(str_length(j), "1" = {

# Mame ciselnou promenou ( napriklad 10 )

# a vytvorime nazev souboru C:/Users/Filip/Desktop/Pokus/00010.pbm

# tak aby pocet cislic byl stale 5

file<-paste(file,"00",sep="")
file<-paste(file,j,sep="")
file<-paste(file,".pbm",sep="")
}, "2v={
file<-paste(file,"0",sep="")
file<-paste(file,j,sep="")
file<-paste(file,".pbm",sep="")
}, "3r=A{
file<-paste(file,"",sep="")
file<-paste(file,j,sep="")
file<-paste(file,".pbm",sep="")
}) # Konec switch

con <- file(file, open = "wb")
# Otevreme cestu do pozadovaneho souboru
writeChar(paste("P", 4, "\n", sep = ""), con = con,eos = NULL)

# soubor musi byt typu P4

writeChar (paste(ncol(a)," ",nrow(a),"\n", sep = ""), con = con,eos = NULL)

# Musi se zadat velikost obrazku v pixlech

writeBin(PrevodBin(a), con, size = 1)

# Vlozime hodnoty, to jest, nejdrive prevedeme napriklad 11111111
# na cislo 255 a pak cislo 255 na odpovidajici znak ASCII

close(con)
# Uzavreme cestu k souboru

} # Konec for cyklu ukladani rezu

} # Konec for cyklu pro generovani n procesu S2D
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