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Uvod

Tématem této bakalarské prace jsou pravidelné mnohostény, jejich historie,
klasifikace, vlastnosti a vyskyt. Je uréena nejen studentiim a ucitelim, ale také priznivcdm
matematiky a geometrie. Pro pochopeni této prace se kromé stredoskolské matematiky
nepozaduji Zadné specialni znalosti.

Hlavnim cilem prace je blize Ctenare seznamit s témito télesy a pokusit se ukazat
jejich vyjimecnost a krasu.

Prace je rozdélend do péti kapitol. V prvni kapitole se sezndamime nejdfive
s mnohostény obecné, dale zavedeme mnohostény pravidelné, které jsou naplni celého
textu. V druhé poloviné prvni kapitoly se dozvime néco o historii Platonovych téles, od
nejstarsich nalezl pres vyznamné starovéké matematiky a myslitele az po stredovéké védce,
ktefi byli témito péti télesy také fascinovani. A v zavéru prvni kapitoly je uveden jednoduchy
dlkaz o poctu Platénovych téles. Kapitola druha je jadrem této bakalarské prace, kazdé
téleso je v ni klasifikovano. Treti kapitola se vénuje jedné ze zajimavych vlastnosti
pravidelnych mnohostén( a to dualité. Ve ¢tvrté kapitole se dozvime, kde se s pravidelnymi
mnohostény miZeme setkat v prirodnich védach, v uméni, architekture, modé a pfi hrani
her. Pata a posledni kapitola se vénuje sitim téchto péti téles.

Vsechny kapitoly jsou doplnény rfadou obrazk( a nazornych fotografii. Obrazky byly
tvoreny v matematickych softwarech GeoGebra a Cabri 3D. Obrdzky a fotografie prevzaté
z knih, ¢i internetu maji v seznamu literatury vidy uveden zdroj. U nekéterych obrazkd,
zvlasté u obrazkl téles vnorenych do jiného télesa, neni z dlivodu lepsi nazornosti striktné
dodrZena viditelnost.

Myslim si, Ze na stfednich Skolach se Zaci s Platonovymi télesy mnohou setkat jen
v hodinach stereometrie a to velmi zfidka. Je to Skoda, protozZe toto téma je velice zajimavé,
ma bohatou historii, dokaZze zaujmout a zpestfit vyuku. Studenti si také mohou zkusit
odvozovani vztahU a praci se vzorci pro objem a povrch na celkem netypickych télesech, jako
jsou osmistén, dvacetistén a dvanactistén.

Vérim, ze tato bakalafska prace zaujme ctendre nejen vybérem tématu, ale Ze mu
také lépe umozni porozumét a pochopit krasu téchto téles.



1. Pravidelné mnohostény

Platon: Biih cini vidy geometricky.

1.1 Mnohostén

Na Uvod price pripomeneme nékolik zakladnich pojmd, kterymi jsou mnohouhelnik,
mnohostén a konvexni Utvar.

Mnohothelnikem nazveme ¢&ast roviny ohraniéenou uzavienou lomenou ¢arou, kterda sama
sebe neprotina.

Prikladem mnohouhelniku je ¢tverec, obdélnik, trojuhelnik, obecné n-uhelnik.

Téleso, jehoz hranice je tvorena mnohouhelniky nelezicimi vjedné roviné, nazveme
mnohostén, nebo také polyedr.

Mezi télesa radime napfiklad krychli, hranol, valec, kouli. Krychle a hranol patfi i mezi
zastupce mnohosténa.

Konvexnim utvarem nazveme takovy geometricky Utvar, ktery s libovolnou dvojici svych
bod( obsahuje i usecku, spojujici tyto dva body.
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Obr. 1.1: Konvexni, nekonvexni mnohouhelnik

Prikladem konvexnich atvard vroviné je obdélnik, kruh, trojuhelnik, v prostoru to je
napriklad krychle nebo koule.

Mnohostén je tedy ¢ast prostoru ohrani¢ena nékolika mnohouhelniky, tyto mnohouhelniky
nazyvame stény mnohosténu. Vrcholy mnohouhelnik( jsou téz vrcholy mnohosténu a jejich
strany jsou hranami mnohosténu. V kazdé hrané se stykaji dvé stény a kazda hrana obsahuje
dva vrcholy. V kazdém vrcholu se sbihaji nejméné tfi hrany, tj. také tfi stény.

Mnohostény délime na:
- pravidelné (vSechny stény jsou shodné pravidelné mnohouhelniky)




- polopravidelné (stény tvofi pravidelné mnohouhelniky, které ovSsem nemusi mit
stejny tvar)
- nepravidelné

Vtéto praci se dale budeme zabyvat mnohostény pravidelnymi, které nazyvame
mnohostény platénskymi.

1.2 Pravidelné mnohostény

Pravidelnym mnohosténem (nebo téz platonskym, Ci Platonovym télesem) nazveme konvexni
mnohostén, jehoz vSechny stény jsou shodné pravidelné mnohouhelniky a v kazdém jeho
vrcholu se styka stejny pocet hran.

Pro pravidelné polyedry je charakteristické, Ze stény tvofi pravidelné shodné
mnohouhelniky. VSechny hrany jsou proto stejné dlouhé a vsechny vnitini Ghly jsou shodné,
v kazdém vrcholu se styka stejny pocet stén a hran. MUZeme jim opsat i vepsat kulovou
plochu, resp. sféru, pficemz plati, Ze stfed télesa ma stejnou vzdalenost od jeho vrcholt
(stfed kulové plochy opsané) a stejnou vzdalenost od jeho stén (stfed kulové plochy
vepsané).

Pravidelné mnohostény jsou obdobou pravidelnych mnohouhelnik(i v roviné. Zatimco
pravidelnych mnohouhelnikl mame nekonec¢né mnoho (pravidelny mnohouhelnik existuje
pro vSechna n > 3), pravidelnych téles existuje pravé pét. ProC je jich pravé pét, bude
vysvétleno v kapitole 1.4.

Nazvy téchto péti téles v rectiné oznacuji pocet stén:

- tetraedr: Ctyrstén, sténami jsou Ctyfi rovnostranné trojuhelniky

- hexaedr: Sestistén, krychle, sténami je Sest Ctvercu

- oktaedr: osmistén, sténami je osm rovnostrannych trojuhelnik

- dodekaedr: dvanactistén, sténami je dvanact pravidelnych pétithelnik(
- ikosaedr: dvacetistén, sténami je dvacet rovnostrannych trojuhelnik

Dalsi zajimavou vlastnosti je dualita. Spojenim stfedl sousednich stén platénského télesa
useckami, vzniknou hrany jiného pravidelného mnohosténu. Takto wvzniklé téleso
oznacujeme jako dudlni ktélesu plvodnim. Dualita pravidelnych mnohostén( bude
podrobnéji vysvétlena v kapitole 3.




1.3 Historie pravidelnych mnohostént
1.3.1 Nejstarsi nalezy

Pocatky a objeveni pravidelnych mnohosténli nemuizieme presné urcit, ovsem podle
archeologickych nalezd vime, Ze tato télesa byla znama jiZz ve starovéku. Ve Skotsku byla
objevena télesa pfipominajici pravidelné mnohostény vytesana z kamene, jejich stari se
odhaduje asi na 2000 let pf. n. I., nékterd jsou dokonce oznacena ¢arami naznacujicimi hrany
pravidelného mnohosténu (obr. 1.2, 1.3).

Obr. 1.2: Kamenné mnohostény ze Skotska

Obr. 1.3: Prifazeni ndlez( k mnohosténiim

1.3.2 Pythagorejci, Platén

Tato télesa byla podrobnéji popsana v dobé velkych starofeckych matematikd na pocatku
4. stoleti pr. n. |, ktefi vnich hledali fad a podstatu svéta. Zajimali se o né hlavné
pythagorejci, ktefi jejich dokonalost, jez byla témto télesim pfipisovana kvali jejich symetrii,
zaznamenali do magického pentagramu — ve vrcholech bylo pravé 5 dokonalych téles a ve
stfedu byl veskery prostor, cely vesmir (obr. 1.4).



Obr. 1.4: Magicky pentagram

Pravidelné mnohostény vsak nesou jméno antického filosofa a matematika Platéna (427-
347 pf. n. l.), ktery ve svém dile Timaios dokonce popisuje konstrukce téchto mnohostén(
prikladanim jednotlivych mnohouhelnikd k sobé a fikd, Ze stény Ize rozloZit do trojuhelnikd,
znichz kazdy je tvofen dvéma trojuhelniky pravouhlymi [3]. Navazuje na uceni
Empedokla o existenci Ctyf zakladnich Zivli (zemé, ohen, voda, vzduch). Platén fika, zZe
podstata svéta musi byt stvorfena z dokonalych téles, proto zemi pfifadil krychli, ohen
Ctyfsténu, vzduch osmisténu, vodu dvacetisténu a dvanactistén byl prestavitel jsoucna -
vseho, co existuje.

Octahegrom
Tetrahegron . Dodecahedron Iﬁnwgﬁerun air

Fire the Universe

Obr. 1.5: Prifazeni pravidelnych mnohosténa Zivlim

1.3.3 Luca Bartolomeo de Pacioli (1445 - 1514/1517)

Luca Bartolomeo de Pacioli byl italsky frantiskansky mnich a vyznamny matematik. Je bran za
zakladatele ucetnictvi. Prednasel na univerzité v Perugii, poté presidlil do Benatek, kde
dokondil svoé nejrozsahlejsi dilo Summa. Poté odjizdi vyucovat na univerzitu do Milana, kde
se setkava s Leonardem da Vincim. Paciolli zacne pracovat na knize O boZském poméru (De
Divina Proportione). V této knize se zabyva proporcemi zlatého fezu na platénskych télesech,
zvlasté na dvanactisténu [2] a ilustruje ji sam Leonardo da Vinci.



1.3.4 Johannes Kepler (1571 - 1630)

Propojovani geometrie a filosofie nebylo obvyklé jen pro starovék, platonska télesa
inspirovala také Johanna Keplera. Podle jeho zkoumani se tehdy Sest znamych planet
pohybovalo okolo Slunce po kulovych plochach opsanych &i vepsanych pravidelnym
mnohosténlim (opét idea, Ze dokonalost pravidelnych mnohostén(i se musela projevit v fadu
svéta). Napriklad Zemé obihala po kulové plose dotykajici se stfedd stén pravidelného
dvanactisténu (vepsana kulovd plocha) a Mars po kulové plose prochazejici vrcholy
pravidelného dvanactisténu (opsana kulova plocha). Keplerova teorie ztroskotala, kdyz se
zjistilo, Ze vzdalenost kulovych ploch neodpovida skute¢nym vzdalenostem planet od Slunce.
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Obr. 1.6: Keplertiv model vesmiru

1.3.5 Leonhard Euler (1707 - 1783)

Leonhard Euler byl Svycarsky matematik, fyzik a astronom. Je povazovdn za jednoho
z nejlepSich matematikl 18. stoleti. Také jeho fascinovaly pravidelné mnohostény.
Formuloval vztah pro pocet stén, vrcholll a hran, ktery plati pro kazdy konvexni mnohostén.
Tento vztah je znamy pod nazvem Eulerova véta.

Pokud v konvexnim mnohosténu secteme pocet vrchol( v a pocet stén s, zjistime, Ze je tento
soucet roven poctu hran h zvétSenému o Cislo dvé. Symbolicky zapis ma tedy tvar:

s+v=h+2

Jednalo se o empiricky objeveny vztah, ktery byl pozdéji matematicky dokazan [3].




1.4 Pocet pravidelnych mnohosténa
Proc pravé 5 dokonalych téles?

Z definice pravidelného mnohosténu vime, Ze plast pravidelného mnohosténu tvofi shodné
pravidelné mnohouhelniky, z nichz zadné dva nelezi ve stejné roviné. Aby nam vznikla
hranice télesa spojenim nékolika téchto mnohouhelnik(i, musi byt soucet GhlG u vrcholu,
u kterého se nam stény sbihaji, mensi nez 360°. U kazdého vrcholu mnohosténu se musi
sbihat alespon 3 stény - ze dvou rovinnych Utvarl neni mozné vytvofit prostorové téleso.

1.4.1 Stény rovnostranné trojuhelniky

Pokud stény naSeho pravidelného mnohosténu predstavuji nejjednodussi pravidelné
mnohouhelniky, rovnostranné trojahelniky (vnitini Ghly maji velikost 60°), pak se v kazdém
vrcholu mohou sbihat tfi (Ctyrstén), ¢tyri (osmistén) nebo pét (dvacetistén) stén (soucty uhld
u vrcholG pak budou 180°, 240° nebo 300°). Sest stén a vice uz by bylo v rozporu s vyse
uvedenou podminkou.

B=180° y = 240° & =300°

a =60

Obr. 1.7: Stény rovnostranné trojuhelniky

1.4.2 Stény pravidelné ctyruhelniky

Vezmeme-li v uavahu mnohostén se cCtvercovymi

1IN

sténami (vnitfni Uhly maji velikost 90°), jsou nade 6= 270° /
podminky splnény pouze jednou a to v pfipadé, Ze se
ve vrcholu stykaji stény tfi (3-90° = 270°). “zgof

Pravidelnym mnohosténem, jehoz stény tvofri

pravidelné Ctyfuhelniky, je krychle. Obr. 1.8: Stény pravidelné ctyfihelniky



1.4.3 Stény pravidelné pétiuhelniky

U stén tvorenych pravidelnymi pétidhelniky '.
(vnitfni uhly maji velikost 108°), jsou podminky

splnény také pouze pro tfi stény sbihajici se
v jednou vrcholu (3-108° = 324°).
Pravidelnymi pétithelniky je tvoren

dvanactistén.

Obr. 1.9: Stény pravidelné pétiuhelniky

1.4.4 Stény pravidelné Sestiuhelniky

Nenajdeme vsak zadné jiné téleso, jez by bylo

pravidelnym mnohosténem, v jehoZz vrcholech

by se sbihaly minimdlné 3 stény a soudet ‘
vnifnich Uhli u sbihajicich se stén by byl mensi B = 240°
nez 360°. V pravidelném Sestithelniku je

velikost vnitiniho Uhlu rovna 120°, spojenim tfi '

stén, dostaneme (3-120° = 360°) opét

rovinny Udtvar. Totéz plati i pro pravidelné

, , N . R Obr. 1.10: Stény pravidelné Sestithleniky
mnohouhelniky s vy$S§im poctem vrchold.

A proto v prostoru nemuZe existovat vice nez pravé téchto 5 pravidelnych mnohostén.



2. Klasifikace pravidelnych mnohosténi

V nasledujici kapitole klasifikujeme vSechna Platonova télesa. Shrnuti vlastnosti je
zaznamenano v tabulkach. Uhlem u vrcholu rozumime Ghel u vrcholu v jedné sténé.

2.1 Pravidelny Ctyfstén — tetraedr

Uvazujeme pravidelny Ctyistén o hrané délky a.

Tabulka 1:
Tetraedr
Sténa trojuhelnik
Pocet vrcholu 4
Pocet hran 6
Pocet stén 4
Uhel u vrcholu 60°
Objem V= a’v2
12
Povrch S =a%/3
Polomér kulové ave6
plochy opsané =
Polomér kulové ave6
plochy vepsané P =7 Obr. 2.1: Cty¥stén

Pravidelny ctyfstén (tetraedr) je trojrozmérné téleso, jehoz povrch je tvorfen Ctyimi
shodnymi rovnostrannymi trojuhelniky, ma Ctyfi vrcholy. Pravidelny Ctyfstén fadime mezi
pravidelné trojboké jehlany. Zajimavé je, Ze vzdalenost kazdych dvou vrcholll ve Ctyfsténu je
stejna, na rozdil od ostatnich platdnskych téles. Podle Platéna je tetraedr symbolem ohné.

Vyska v ctyisténu je na vypocet ndrocnéjsi. Vime, Ze sténovd vyska
. V3 yviviy v v 1s 'y N
tetraedru je vg = — Tézisté stény déli tuto vySku v poméru 2:1, z

toho gvs = %g a podle Pythagorovy véty miZeme vypocitat télesovou

vysku:

Obr. 2.2: Vyska Ctyfsténu




Polomér r kulové plochy (sféry) opsané tetraedru je roven

vVvev

vzdalenosti tézisté télesa T od libovolného vrcholu télesa. Tézisté

pravidelného Ctyrsténu se nachazi v i jeho vysky. Polomér je tedy:

_3 _3a\/€_a\/g
T2V 7T 173 4

Obr. 2.3: Ctyfstén, sféra opsana

Polomér p kulové plochy (sféry) vepsané pravidelnému ctyrsténu
je vzdalenost d tézisté télesa T od libovolné stény. Dotykové body
vepsané sféry jsou stfedy stén. Vezmeme pravouhly trojuhelnik
TDS, kde T je tézisté, D je vrchol Etyfsténu a S je tézisté jedné stény,
mdZeme pouZit Pythagorovu vétu  d? + t? = s?
a6 , _2aV3 _aV3

, pricemz

s=r = ,t=
4 3 2 3

Odtud d:p:\/(a_ﬁ)z_(a_ﬁ)zz @ _als

4 3 24 12 °

Obr. 2.4: Ctyfstén, sféra vepsana

Povrch S tetraedru vypocitdme jako soucet obsah( jednotlivych stén,
které jsou tvoreny rovnostrannymi trojuhelniky. Obsah jedné stény

a3

P =

. Ctyfstén ma stény Ctyfi, proto vysledny povrch bude roven
Ctyfndsobku P, tedy
S =4P = a*V3.

a

Obr. 2.5: Povrch Ctyfsténu
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Objem V pravidelného ¢tyisténu spocitdme jako obsah podstavy

nasobeny télesovou vyskou vydéleny tfemi, kde obsah podstavy

a3
Sp ==

Ted uZ jen dosadime do vztahu pro vypocet objemu jehlanu:

1 1a’V3aVv6 a3
V=c=8Sv=— — =12
3 3 4 3 12

2.1  Pravidelny Sestistén — hexaedr

UvaZujeme pravidelny Sestistén o hrané délky a.

Obr. 2.6: Objem Ctyfsténu

Tabulka 2:
Hexaedr
Sténa Ctverec
Pocet vrcholl 8
Pocet hran 12
Pocet stén 6
Uhel u vrcholu 90°
Objem V=a
Povrch S=6a?
Polomér kulové av3
plochy opsané ==
Polomér kulové _
plochy vepsané p= 2 Obr. 2.7: Krychle

Nejznameéjsi nadzev pro pravidelny Sestistén (hexaedr) je krychle. Platén toto téleso, jehoz

stény jsou tvoreny shodnymi ¢tverci a které ma osm vrcholl a dvanact hran stejné délky,

pfifazoval elementu zemé.
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Délka us sténové uhlopricky je délkou uhlopricky étverce a podle
Pythagorovy véty plati:

u; = Vaz+a? = a2 s

a

Obr. 2.8: Sténova uhlopricka krychle

Délku u; télesové uhlopfricky lze vypocitat pomoci strany ¢tverce

a sténové uhlopficky také podle Pythagorovy véty:

u = Jus? +a? = (a\/i)2+a2 =/3a% = aV3

Polomér r kulové plochy (sféry) opsané je u Sestisténu roven
poloviné délky télesové uhlopficky, ktera prochazi sttedem télesa.
Tedy:

Polomér p kulové plochy (sféry) vepsané krychli je roven
vzdalenosti stfedu télesa od libovolného stiedu stény:

Obr. 2.11: Krychle, sféra vepsana
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Povrch S krychle vypocitame jako soucet obsah(l jednotlivych stén.

Tento pfipad je nejjednodussi, nebot kazda

¢tvercem. Obsah jedné stény P = a?. Krychle ma stén celkem 6,

proto:

Objem V krychle dokaZzeme také vypocitat velice snadno. Vime
totiz, Ze vySka odpovida hrané, proto se objem vypocita:

V=ad3

2.3 Pravidelny osmistén — oktaedr

Uvazujme pravidelny osmistén s hranou délky a.

Tabulka 3:
Oktaedr
Sténa Trojuhelnik
Pocet vrchold 6
Pocet hran 12
Pocet stén 8
Uhel u vrcholu 60°
3
Objem = a*V2
3
Povrch S = a?2v/3
Polomér kulové av?2
plochy opsané r= 2
Polomér kulové a6
plochy vepsané P =%

13

sténa je tvorena

a

Obr. 2.12: Krychle, povrch

o——" .7
-
a a

Obr. 2.13: Krychle, objem

Obr. 2.14: Pravidelny osmistén



Stény pravidelného osmisténu (oktaedru) jsou tvoreny osmi shodnymi rovnostrannymi

trojuhelniky. Osmistén ma Sest vrcholl. Podle Platdna symbolizoval element vzduchu.

Délka u; télesové uhlopficky je stejnd jako Uhlopticka Ctverce se

stranou a:

u; = av2

Polomér r kulové plochy (sféry) opsané se rovna poloviné délky
télesové uhlopricky, ktera prochazi stftedem télesa, tedy:

_ut_a\/i
"TTo T

Polomér p kulové plochy (sféry) vepsané se rovnd vzdalenosti
tézisté (stredu) télesa od libovolné stény. Dotykové body kulové

v vev

plochy jsou tézisté stén osmisténu

ax/iz a\/§2 a? aVé
[T

14

a

Obr. 2.15: Télesova uhlopficka osmisténu

93068

5z
9,

i 0’0’000
D ,‘

Obr. 2.17: Osmistén, sféra vepsana



Povrch S osmisténu vypocitdme jako soucet obsahl vSech stén.

Stény jsou tvofeny rovnostrannymi trojuhelniky se stranou délky a,

2
tedy obsah jedné stény P = %\/§.

o

2
Vysledny povrchje S =8P = 8%\/5 = 2a%/3.

Obr. 2.18: Osmistén, povrch

Objem V osmisténu ziskdme, secteme-li objemy dvou shodnych
jehlan( se spole¢nou ctvercovou podstavou a vyskou r. VySka r nam

_ a2

také udava polomér kulové sféry opsané: 1 = >

5 o 1 1 ,aVv2 a2
Objem osmisténu vypoéitame: V = ZESPr = 2§a2 —=

Obr. 2.19: Osmistén, objem
2.4 Pravidelny dvanactistén — dodekaedr

Uvazujme pravidelny dvandctistén s hranou délky a.

Tabulka 4:
Dodekaedr
Sténa pétiuhelnik
Pocet vrcholl 20
Pocet hran 30
Pocet stén 12
Uhel u vrcholu 108°
3
Objem vV = M

4

Povrch S = 3a /25 +10V5

Polomér kulové a\/§(1 + \/§)
plochy opsané r= 4

Polomér kulové aJlO(ZS + 11\/§)
plochy vepsané | p =

20 Obr. 2.20: Pravidelny dvanactistén
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Stény dvanactisténu tvori shodné pravidelné pétidhelniky. Platon tomuto télesu pfirazoval
vesmir neboli vSe kolem nas (jsoucno).

Délku us uhlopticky pravidelného pétiuhelniku vypocitame, nebot
vime, Ze prlsecik dvou Uhlopfi¢ek déli kazdou z nich v poméru zlatého
fezu [2].
a(1+V5)
a

Odtud: Us = ——
Obr. 2.21: Uhlopf¥itka pétithelniku

Polomér r; kruinice opsané pravidelnému pétithelniku muizeme
vypocitat, kdyz si pétidhelnik rozdélime na pét shodnych
rovnoramennych trojuhelnikd se zakladnou a a rameny rs. Pro jakykoliv z

téchto trojuhelnik( plati kosinova véta: A

a’ =12 + 1,2 — 21,1,c0872° a

Obr. 2.22: Pétiuhelnik, polomér r

1
1+v5°

s ey oy s . . . _ |e?(1+V5) _ a
UZ mlzZeme vyjadfit 7y v zavislosti na délce strany : 7, = ’T =3 /(5 + \/3)10

Polomér p; kruznice vepsané pravidelnému pétidhelniku mizeme
vypocitat pomoci pravouhlého trojuhelniku s pfeponou rs a odvésnami
ps a % .V tomto trojuhelniku mulzZeme aplikovat Pythagorovu
2
vétu: 12 = ps + (%)
a

Tedy: ps = \/T 2 _ (2)2 — a?(1+v5) _a? _a 2V5+5 Obr. 2.23: P&tithelnik, polomér p,
) S S 2 2v5 4 2 5

Z [2] vime, Ze cos72° =
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D
Ozna¢me vzdalenost D, X jako g (obr. 2.24). D je vrchol a
pravidelného pétidhelniku a X stfed uhlopfricky C, E pravidelného E c
pétidhelniku. Odvésnu g pravouhlého trojuhelniku DXE potom
2
muaZeme vypoditat Pythagorovou vétou: a? = (%) + g2
Vyjadfime g :
A B

\2 2 2 J10-2v3
g= \/az - (u?) = \/az - (%) (1+ ‘/g) = *25 Obr. 2.24: Vzdalenost g

Kvypoétu poloméru kulové plochy vepsané pravidelnému
dvandctisténu musime znat odchylku w jeho sousednich stén. Tu
zjistime, kdyZz z dodekaedru odfizneme pravidelny trojboky jehlan
(obr. 2.25). Hrany jeho podstavy maji délku uhlopficky pétiuhelniku
Us a bocni hrany jsou hranami dodekaedru. Takto vznikly jehlan
poté fizneme rovinou kolmou k jeho bo¢ni hrané, prochazejici

hranou podstavy. Rezem je rovnoramenny trojihelnik s rameny x a
zékladnou us (obr. 2.26). Délku x vypocitdme zrovnosti obsaht ~ Obr.2.25: Odchylka sousednich stén
trojuhelniku:

Délka x je tedy: x = %(1 +V5)V10 — 2V5

Diky znalosti x miZzeme urcit odchylku w sousednich stén,
kterou vypocitame:

Ug a
sin(g):z: 4(1+\/§) — 2
22 % Z(1+VE)W10-2v5 V10-2V5

%z 58°17" w ~ 116°34°

Obr. 2. 26: Odchylka sousednich stén
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Obr. 2.27: Odchylka sousednich stén

Polomér p kulové plochy (sféry) vepsané dokazeme

vypocditat, nebot stfed této sféry lezi v tézisti T dodekaedru a
polomér je roven vzddlenosti tézisté od stfedu libovolné

ﬁﬂﬁ@%&
23 A

25
%
%S

- XSS

ST AN

4&®ww§k?

QNN

R N

stény. Zjistime jej tedy diky pravouhlému trojuhelniku TSY,
kde T je stfed dodekaedru, S stfed stény a Y je stfed hrany

4

téze stény. Pak odvésna SY (ps) svira s pfeponou TY Uhel % a

druha odvésna TS je hledany polomér p.

w p
tan (%) = £
27 ps
w
A tedy: p = ps-tan (;) Obr. 2.28: Dvanactisté&n, sféra vepsand

) 2 w 6—2+5
Kde sin (;) = —10_2\/3 ; cos (;) = /—10—2«/3
2
a ’2\/3_'_ 5 Jlo_2/5 «a 5(2V5 + 5) 5 a\/10(25 +11V5)
p== . - _. . -
2 5

2 5 20
6—245 6—2V5

10 — 2v5

p aﬁ@:{’
7 AN '\\

753000

Polomér r kulové plochy (sféry) opsané vypocitame pomoci
Pythagorovy véty v trojuhelniku s pfeponou r a odvésnamip a .

2 2

a/10(5+\/§) a 10(25+11v5) 22570
r= | =) ==

Obr. 2.29: Dvanastistén, sféra opsana
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awAaste @BJ(1+V5) 4y3(1+5)
B 4 B 4 B 4

Ted mlzeme dopocitat i délku u; télesové uhlopficky, ktera prochazi stredem télesa a je
dvojnasobkem r:

av3(1++v5) av3(1++5)
B 2

Povrch S dvanactisténu je soucet obsahl dvanicti
shodnych pravidelnych pétithelnikd, obsah
pétithelniku je roven souctu obsahl péti shodnych
rovnoramennych trojuhelnikl se zdkladnou a a
vyskou ps.

Obsah pétiuhelniku:

P_5a2 2V5+5 a? [25(2V5+5)
T4 5 4 5 B
a2
=_— [25+10V5 .
4 Obr. 2.30: Dvanactistén, povrch

Povrch dvanactisténu:

a2
S=12P = 12T /25 + 10V5 = 3a? /25 +10V5

Objem V dodekaedru zjistime na zakladé znalosti poloméru
kulové plochy vepsané. Vypocitame ho jako soucet objem(
dvandcti shodnych pravidelnych pétibokych jehlant, jejichz
podstavy tvofi stény dvandctisténu a vysky jsou rovny poloméru
kulové plochy vepsané.

Obr. 2.31: Dvanictistén, objem
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Objem jehlanu V;.

3

_ 1a?V25+10V5 aJlO(Z
= .

5+ 11V5)
20 -

T 12-20

\/(10\@ +25)10(25 + 11V5) =

~12-20

3

5 3
a J470+210V§=Z—8 225 + 210V5 + 245 =

=g /(15 +7V5) =g(15 + 7V5)

A tedy objem celého dvanactisténu:

(13

2.5 Pravidelny dvacetistén — ikosaedr

UvaZzujme pravidelny dvacetistén s hranou délky a.

Tabulka 5:
Ikosaedr
Sténa trojuhelnik
Pocet vrcholl 12
Pocet hran 30
Pocet stén 20
Uhel u vrcholu 60°
3
Objem vV = M
12
Povrch S = 5a%V3
Polomér kulové a /2(5 +/5)
plochy opsané r = B E—
Polomér kulové a\/§(3 + \/E)
plochy vepsané p = 20

20

3
V=12V, = 1248(15+7\/§) =%(15+7\/§)

Obr. 2.32: Pravidelny dvacetistén



Pravidelny dvacetistén je téleso, jehoz stény tvofi dvacet shodnych rovnostrannych
trojlihelnikd. lkosaedr ma 12 vrcholG a 30 hran. Podle Platéna byl pravidelny dvacetistén
symbolem vody.

Vypocet poloméru p kulové plochy (sféry) vepsané je narocnéjsi. Nejdrive musime zjistit
odchylku sousednich stén.

Odchylku w sousednich stén vypocitame, fizneme-li
dvacetistén rovinou tak, aby vznikl pravidelny jehlan s
podstavou pravidelného pétithleniku. Dale jehlan
fizneme rovinou kolmou kboéni hrané jehlanu
protinajici podstavu ve sténové Uhlopficce.Vznikly

rovnoramenny trojuhelnik srameny v; a zakladnou us Obr. 2.33: Odchylka sousednich stén
bude srameny trojlhelniku svirat odchylku w.
Odchylku tedy spocitame:

(o) _ 2 20+V5) 145
n(g)- -2

W EE e
Obr. 2.34: Odchylka sousednich stén

w
— =~ 69°05",w = 138°11°

2
Polomér p kulové plochy vepsané je roven vzdalenosti fa
Cvivey s " . P .y - w
tézisté télesa od stfedu libovolné stény a vypoclitame jej ps
pomoci pravouhlého trojuhelniku s odvésnami p a ps.
tan (2) = £ g
2] 1’3—5 | Obr. 2.35: Polomér kulové sféry vepsané
, , N . (w 1++/5
Dale vime, Ze: sin (—) =
2 2V3

S (20X
o057

7 "‘00‘ >
A tedy podle goniometrického vzorce: /{‘ 5}?:”3:3’;30

sin®x + cos’x =1

, . . w 3—/5
zname i velikost cos(Z) =% -

Obr. 2.36: Dvacetistén, sféra vepsana
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1++/5

mn(g): 2v3  _ (1+V5)V6 v3-+v5 (1+V5)V2V3-+5 3++5 _
22 [3-v5 2v3/3-+5 V3-5 23-v5)  3+V5

6

PV’ G-V8) Jsremes GHVD 34
2 B 2 B 2 B

2

Polomér p kulové plochy vepsané je tedy:

wy v 3+V5 a3 a\/§(3+\/§)
p:m"(i)'?: 2 6 12

Polomér r kulové plochy (sféry) opsané je roven délce

y .y ., , " . 2
pfepony pravouhlého trojuhelniku s odvésnami p a 3 Vs Jeto
vlastné vzdalenost stfedu dvacetisténu k libovolnému vrcholu.

K vypoctu vyuZijeme Pythagorovu vétu:

2

2
r? = (—vs) + p?

3
Dosadme:
2 _a? | 3a?(3+V5)? _ a? ( 9+6«/§+5) _a?15+3y5 Obr. 2.37: Dvacetistén, sféra opsand
re=—+——--—=—(1+ =—
3 122 3 16 3 8
@2(15+3V5) aV15+3y5 4 2(5+V5)
’r = = =
3-8 2V2V3 4
Délka u; télesové uhlopricky je dvojndsobek poloméru kulové D"
sféry opsané r: 4
a\/2(5+\/§) a\/2(5+\/§)
U =2r=2 2 = >

Obr. 2.38: Dvacetistén, délka télesové uhlopficky
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Povrch S télesa tvori dvacet shodnych rovnostrannych
trojuhelnikd se stranou délky a, obsah jedné stény

2
P = aT\/g, tedy povrch celého dvacetisténu:

2
a
S =20P = 207\/5 = 5a2V3

Obr. 2.39: Dvacetistén, povrch

Objem V dvacetisténu vypocitame jako soucet objeml
dvaceti shodnych pravidelnych trojbokych jehlan,
jejichZz podstavy jsou stény dvacetisténu a vysSkami je
polomér kulové plochy vepsané. Takovy jehlan ma
objem:

1

1a?
V.==Pp==—1+3
j=3rP 34\/_

av3@B++5)  a*(3+V5)
12 B 48

Objem celého dvacetisténu tedy je:

P B+V5) _ 5

V=20V = 2 33 +5
j 48 2% +V5)

Obr. 2.40: Dvacetistén, objem
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3. Dualita pravidelnych mnohostént

Ke kazdému pravidelnému mnohosténu existuje mnohostén jemu dudlni, jehoz vrcholy lezi
ve stfedech stén mnohosténu plvodniho.

Jestlize se tedy stredy stén daného pravidelného mnohosténu stanou vrcholy, které spojime
useckami, pak tyto Usecky budou hranami mnohosténu nového. Takto ziskany mnohostén se
nazyva dudlni mnohostén k mnohosténu vychozimu.

V nasledujici tabulce jsou charakterizovany pravidelné mnohostény podle poctu stén,
vrcholl a hran.

Tabulka 6:
Pocet Pocet hran
. . . . u jednoho | vjedné
Nazev mnohosténu stén vrcholl hran
vrcholu sténé
s v h
m n
Ctyrstén (tetraedr) 4 4 6 3 3
krychle (hexaedr) 6 8 12 3 4
osmistén (oktaedr) 8 6 12 4 3
dvanactistén (dodekaedr) 12 20 30 3 5
dvacetistén (ikosaedr) 20 12 30 5 3

Vsimnéme si, Ze vySe uvedenou definici spliuji i Platdnova télesa, zatimco krychle ma Sest
stén a osm vrcholli, u osmisténu je tomu pravé naopak. Proto fikdme, Ze krychle je
k osmisténu dudlni. Obdobné je tomu i u dvandactisténu (12 stén, 20 vrcholll) a dvacetisténu
(20 stén a 12 vrchold), zbyly ¢tyrstén (4 stény, 4 vrcholy) je dualni sam k sobé.
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3.1 Dualita ¢tyisténu

Dualnim mnohosténem k ¢tyfsténu je opét Ctyrstén.

Obr. 3.1: Dualita Ctyfsténu

3.2 Dualita krychle - osmistén

Krychle je dualni s pravidelnym osmisténem a naopak.

Obr. 3.2: Dualita krychle - osmistén
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3.3 Dualita dvanactistén - dvacetistén

Pravidelny dvandactistén s pravidelnym dvacetisténem jsou taktéz dudlni.

Obr. 3.3: Dualita dvanactistén - dvacetistén

4. Vyskyt pravidelnych mnohostén

Podle Platéna a dalSich starovékych ucencl jsou pravidelné mnohostény podstatou vseho.
S vyvojem védy a techniky se mGzeme divat stale hloubé&ji do struktury latek. Pfekvapenim
je, ze pfiroda a svét kolem nds jsou Casto tvoreny latkami, jejichz stavebni jednotky maiji
tvary pfiblizné platénskym (dokonalym) télestm.

4.1 V mediciné a pfirodé

Mnoho virl ma kapsidy (bilkovinné plasté obklopujici virovou nukleovou kyselinu) priblizné
podobné dvacetisténu. Mezi nejznaméjsi takové viry patfi viry détské obrny, herpes viry,
dokonce i viry HIV (obr. 4.1).

Obr. 4.1: Obrazek viru HIV
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Také néktefi prvoci nazyvani MriZzovci (Radolaria) wvytvari spletité kostry ve tvaru
dvacetisténl s ostny. Tyto kostry mlzeme najit na dnech ocednl. Podle nalezl schranek
Mrtizovcl vznikl také vytvarny smér inspirovany pravé dvacetisténem (obr. 4.13)

Obr. 4.2: Schranky M¥izovcl

V pfirodé se nejcCastéji setkdvame s pravidelnymi mnohostény u krystald minerdld. Krystaly
podobné krychli ma naptiklad sl kamennd (halit) a kfistaly, s osmisténnou mfizkou se
setkdvame u krystald magnetitu, podobné dvanactisténu jsou krystaly pyritu. Uhlik
(nejvyskytovanéjsi prvek v prirodé) krystalizuje v nékolika formdach, napftiklad v diamantu ma
krystalova mtizka strukturu krychle a tfeba fulleren ma mrizku podobnou dvacetisténu.

Obr. 4.3: Krystal soli kamenné (krychle)
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Obr. 4.4: Magnetit (osmistén)

Obr. 4.5: Krystal pyritu (dvanactistén)

4.2 V chemii a fyzice

V chemii se spravidelnymi mnohostény setkavame zvlasté u sloucenin. Tetraedrické
usporadani odpovida hybridizaci sp3. Centralni atom je umistén ve stfedu tetraedru, ligandy
jsou umistény v jeho vrcholech. Vazebné uhly jsou 109,5°. Tvar tetraedru najdeme napft. i u
molekul vody nebo amoniaku. V pripadé vody jsou ve dvou vrcholech tetraedru atomy
vodiku a do zbyvajicich vrcholli sméfuji volné elektronové pary. Diky tomu je stavba
molekuly vody lomend. Podobné to vypada i u amoniaku, kde jsou ve vrcholech 3 atomy
vodiku a do ¢étvrtého vrcholu sméfuje 1 volny elektronovy par. U organickych sloucenin se
s tetraedrem setkavame napftiklad v methanu (obr. 4.6).
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Methan

Obr. 4.6: Usporadani do tetraedru v molekule methanu

S vyvojem nanotechnologii si mUZzeme vSimnout, Ze také mnohé nanocdstice maji tvary
pravidelnych mnohostén( (obr 4.7).

Obr. 4.7: Tvary pravidelnych mnohosténu v nanocasticich

4.4 V architektufe, uméni a modé

Jisté jste si vSimli, Ze nékteré pyramidy maji tvar poloviny pravidelného osmisténu a to proto,
Ze vybudovat tento tvar neni slozité.

Obr. 4.8: Chefrenova pyramida v Gize
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Pravidelné mnohostény inspirovaly také mnohé vyznamné umélce minulych dob. Florentsky
malit Paolo Ucello navrhl v poloviné 15. stoleti v benatské bazilice sv. Marka dlazbu, ve které
je znazornén maly hvézdicovy dvandctistén (polopravidelné téleso).

Obr. 4.9: Vzor v dlazbé v bazilice sv. Marka

Tajemnost platénskych téles vnimal i Leonardo da Vinci. Nejdfive si pravidelné mnohostény
vyrabél ze dreva. Poté proved| jejich rozsahlou studii, kdyZz se uvolil ilustrovat knihu
vyznaného matematika Luca Pacioliho O boZském poméru (De Divina Proportione). Tato
kniha se vénovala boZzskym télestim a proporcim lidského téla. Najdeme v ni 59 kolorovanych

kreseb mnohosténd (obr. 4.10).
€ SR ot

Obr. 4.10: llustrace Leonarda da Vinciho v knize De Divina Proportione
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V roce 1948 vytvofil M. C. Escher podle kresby Leonarda da Vinciho v Pacioliho knize obraz
s ndzvem Hvézda, opét si mUzeme vSimnout (obr. 4.11), Ze pro vSechna geometricka
vyobrazeni byl zakladem pravidelny dvanactistén.

Obr. 4.11: M. C. Escher, Hvézda

Pravidelny dvanactistén je symbolem jsoucna. Toho vyuzil i Salvator Dali ve svém dile
Posledni vecefe zroku 1955, na kterém muzZete vidét JeZiSe a aposStoly obklopené ¢asti
dvanastisténu.

Obr. 4.12: Salvator Dali, Posledni vecere
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Nalezy schranek Mrizovcl (obr. 4.2) inspirovaly umélce ke vzniku vytvarného sméru.
V obrazech je dullezité zachytit tvar dvacetisténu (obr. 4.13).

Obr. 4.13: Barbara West, radiolarianské uméni

V roce 2011 vznikla také médni kolekce propojujici stereometrii a extravaganci. Autorkou je
Amily Hrustic, kterd pravidelné mnohostény prenasi na pétici Sata.

Obr. 4.14: Amily Hroustic, Dvandctistén
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4.5 Ve hrach

Nejstars$i znamou hrackou ve tvaru pravidelného mnohosténu je etrusky dodekahedron
nalezeny ve Skotsku. Stari této hracky se odhaduje priblizné na 500 let pf.n.l.

Obr. 4.15: Etruska hracka

Velmi vyuzivanou herni pomuckou je kostka. Hraci kostka ma nejcastéji tvar krychle, ale pro
razné hry existuji i kostky ve tvarech vSech péti mnohosténa (obr. 4.16).

[ R e,

X

Obr. 4.16: Role-play kostky
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Dalsi znamou logickou hrou je Rubikdv hlavolam, ktery je také nejznaméjsi ve tvaru krychle.
| u Rubikova hlavolamu se oviem muzZeme setkat s nékolika rozdilnymi tvary.

Obr. 4.17: Rubikovy hlavolamy

5. Sité pravidelnych mnohosténu

Siti mnohosténu rozumime zakresleni vSech stén mnohosténu do jedné roviny tak, aby stény
tvorily souvisly celek. Ke kazdému platonskému télesu si uvedeme jednu sit. Sité byly
vytvoreny grafickym programem Cabri3D, ktery pro kazdy mnohostén generuje stale stejnou
sit.

- Ctyistén

Obr. 5.1: Sit ¢tyfsténu
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- Krychle

Obr. 5.2: Sit krychle

- Osmistén

Obr. 5.3: Sit osmisténu
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- Dvanactistén

Obr. 5.4: Sit dvanactisténu

- Dvacetistén

Obr. 5.5: Sit dvacetisténu
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Zaver

Cilem préace bylo sezndmit SirSi okruh ctenard s pravidelnymi mnohostény, s jejich
historii, vlastnostmi, vyskytem, ale také s rlznymi nazvy pro tyto mnohostény jako jsou
Platonova, Ci platonska télesa. V dnesSni dobé se tato problematika na Skolach spise
neprobira a ucitelim staci, kdyz studenti znaji krychli, nékdy jsou seznameni i se ¢tyrsténem.
Ke zbylym téleslim si vétSinou musi najit cestu sami, coz je skoda.

Dle mého nazoru v sobé maji Platonova télesa veliké kouzlo. Myslim si, Ze praveé proto
jimi byli inspirovani jedni z nejvétsich mysliteld davnych dob.

Diky této praci jsem také lépe porozuméla matematickym programim GeoGebra a
Cabri3D.
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Seznam zkratek

a: délka strany pravidelného n-uhelniku
us: sténova uhlopficka mnohosténu

us: télesova uhlopricka télesa

Vs: vySka ve sténé

v: télesova vyska

w: odchylka sousednich stén

r: polomér kulové plochy (sféry) opsané
p: polomér kulové plochy (sféry) vepsané
P: obsah mnohouhelniku

S: povrch mnohosténu

Sp: obsah podstavy télesa

Vj: objem jehlanu

V: objem mnohosténu
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