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Uvod

Markovove refazce obvykle slizia k opisu ndhodnych procesov s diskrétnymi
stavmi a diskrétnym casom, pre ktoré plati, ze pravdepodobnost prechodu do
nasledujiceho stavu n + 1 zdvisi iba na stic¢asnom stave n, v ktorom sa retazec
nachadza a nezavisi na minulych stavoch. Pouzivaju sa napriklad vo financnej
sfére pri modelovani zmien ratingov, v genetike, pri predpovedani pocasia a v
mnohych d’alsich oblastiach redlneho Zivota. V praxi sa stéva, Ze pravdepodob-
nosti prechodu nepozname, ale mame k dispozicii data z minulosti, na zaklade
ktorych by sme radi tieto pravdepodobnosti odhadli a zistili ich intervaly spolahli-
vosti.

Cielom tejto prace bude ukdzat metédy vhodné na ziskanie nezndmych prav-
depodobnosti prechodu a ich intervalov spolahlivosti.

V kapitole 1 zavedieme zakladné pojmy, definicie a tvrdenia tykajice sa Mar-
kovovych retazcov.

V druhej kapitole si ukdazeme vypocet odhadov pravdepodobnosti prechodu
metodou maximalnej vierohodnosti a popiSeme asymptotické rozdelenie takto
ziskanych odhadov.

V tretej kapitole uvedieme zakladné charakteristiky metdédy bootstrap. Tato
metdda je vhodnd na odhadovanie parametrov a najdenie konfidencnych inter-
valov pre parametre, ktoré su funkciou neznameho rozdelenia v situdcii, kedy
méame ndhodny vyber z tohto rozdelenia. Preto ju mozeme pouzit aj na odhad-
nutie pravdepodobnosti prechodu, ak mame k dispozicii realiziciu Markovovho
refazca.

Vo stvrtej kapitole popiseme dve bootstrapové metédy vhodné pre odhadova-
nie pravdepodobnosti prechodu, konkrétne sa jedna o podmieneny a Standardny
bootstrap. Ukazeme asymptotické rozdelenie takto ziskanych odhadov a porovna-
me s asymptotickym rozdelenim maximalne vierohodnych odhadov.

Na numerickej studii ukazeme aplikdciu spomenutych metéd na odhady prav-
depodobnosti prechodu a vypocet konfidenénych intervalov pre tieto odhady.
Déta ziskame vygenerovanim Markovovho retazca v programe Wolfram Mathe-
matica 9.0 Student Edition. Porovname jednotlivé metédy a uréime zaver nasej
studie.



Pouzité znacenie

stacionarne rozdelenie Markovovho retazca

mnozina stavov Markovovho refazca

matica pravdepodobnosti prechodu

maximalne vierohodny odhad matice P

pocet prechodov zo stavu i v realizdcii Markovovho retazca
pocet prechodov zo stavu i do stavu j v realizacii Markovov-
ho retazca

multinomické rozdelenie s K priehradkami a parametrami n
ap

Kroneckerovo delta

matica n x n, ktorej prvky na diagondle si 1 a prvky mimo
diagondly si 0

diagonalna matica, ktorej prvky na diagondle si aq,...,a,
a prvky mimo diagondly su 0

K-rozmerné normalne rozdelenie so strednou hodnotou u
a kovarian¢nou maticou X

rovnost distribuénych funkeif
konvergencia v distribucii

konvergencia v pravdepodobnosti



Kapitola 1

Z.akladné definicie a tvrdenia o
Markovovych retazcoch

V tejto kapitole zavedieme zakladné pojmy, definicie a vety tykajuce sa Mar-
kovovych retazcov podla Prdskovéd a Lachout| (2012).

Definicia 1 (Markovov retazec). Postupnost celociselngjch ndhodngch velicin
{X,,n € Ny } sa nazgva Markovov retazec s diskrétnym casom a mnoZinou
stavov S, ak

P(XnJrl = .7|Xn - Z-,anl - 7;”,1, o 7XO == Zo) == P(Xn+1 - len = ’l) (11)

pre vSetky n = 0,1... a vSetky i,j,in_1,...,00 € S takéze P(X, = i,X,_1 =
in-1,---,X0 =10) > 0. O mnozine stavov S predpokladdme, Ze i € S prdve vtedy,
ak existuje n € Ny také, ze P(X, =1) > 0.

Vztah vyjadruje markovskt vlastnost; znamend, Ze pravdepodobnost
vysledku v budiicom ¢ase n+1, ak pozname vysledok v pritomnom ¢ase n a vysledky
z minulych éasov n — 1,n — 2,...,0 je rovnaks, ako ked poznime vysledok len
v pritomnom case.

Podmienené pravdepodobnosti

P(Xo1 = jlXn = i) = piy(n,n + 1)

nazyvame pravdepodobnosti prechodu zo stavu ¢ v case n do stavu j v ¢ase n+ 1,
niekedy pravdepodobnosti prechodu 1. rddu. Podmienené pravdepodobnosti

P(Xpim = j| X5, = 1) = pij(n,n +m)

pre prirodzené m > 1 sa nazyvaju pravdepodobnosti prechodu m-tého radu. Mar-
kovov retazec sa nazyva homogénny, ak pravdepodobnosti prechodu p;;(n,n+m)
nezavisia na casovych okamihoch n a n+m, ale len na ich rozdiele m. V takomto
pripade ich budeme znagcit pgn).

Uvazujme homogénny Markovov retazec {X, }. Pravdepodobnosti prechodu
P(X,4+1 = j|X, = i) st v tomto pripade nezdvislé na case n, oznac¢ime ich p;;
a vynechdme privlastok 1. rddu. Vsetky tieto pravdepodobnosti moZeme zostavit

do stvorcovej matice P = {p;;,i,j € S}, kedze p;; si definované pre vsetky
i,j € S. Zrejme pre kazdé n € Ny plati
pij > 0,ij € S;) pij=1i€S (1.2)
jes



Stvorcova matica majica vlastnost (1.2) sa nazjva stochastickd matica, matica
P je teda stochasticka a nazyva sa matica pravdepodobnosti prechodu.

Oznacme
pi = P(Xo=1),i € 5.
Plati:
pi>0i€Sy pi=1 (1.3)
i€

Pravdepodobnostné rozdelenie p = {p;,i € S} sa nazyva pociatocné rozdelenie
Markovovho retazca.

Veta 1. Nech {X,,, n € No} je ndhodny proces s mnozinou stavov S = {0,1,...},
nech p je vektor spl/ﬁajzicz' a P = {p;j,ij € S} je matica, ktord spl/ﬁa
. Potom {X,,, n € Ny} je homogénny Markovov retazec s pociatocngm roz-
delenim p a maticou pravdepodobnosti prechodu P vtedy a len vtedy, ked vsetky
konecnerozmerné rozdelenia tohto procesu su v tvare

P(Xo =10,X1 = t1,...,. Xk = ) = DipPivis - - - Pin_1in
pre vsetky ig,i1, ... ix € S a vietky k € Ny.
Dékaz vety 1 je uvedeny v (Praskova a Lachout| (2012), veta 2.1).

Definicia 2. Stav Markovovho retazca j je dosiahnutelny zo stavu i, ak existuge
n € Ny také, Ze pgz) > 0. Retazec, ktorého vsetky stavy su vzdjomne dosiahnutelné,
sa nazyjva nerozlozitelny.

Definicia 3 (Trvaly nenulovy stav). PoloZme
7;(1) = inf{n > 0: X,, = j}

s konvenciou inf{Q} = oco. Oznacme P(.|Xy = j) = P;(.). Stav j Markovovho
refazca sa nazjva trvalyy, ak refazec, ktoryj vychddza z §, sa do j vrdti s pravdepo-
dobnostou 1 po konecne mnoho krokoch, tj.

P(ry(1) < 00) = 1.
Trvaly stav definujeme ako nenulovy, ak E;(7;) < oo, kde E;(.) = E(.|Xo = j).

Definicia 4. Nech d; je najvicsi spolocny delitel ¢isel n > 1, pre ktoré pg»?) > 0.
Ak jed; > 1, hovorime, Ze stav j je periodicky s periddou d;, ak d; = 1, hovorime,

Ze stav 7 je neperiodicky.

Definicia 5 (Staciondrne rozdelenie). Nech {X,,n € Ny} je homogénny retazec
s mnozinou stavov S a maticou pravdepodobnosti prechodu P. Nech I1 = {m;,j €
S} je nejaké pravdepodobnostné rozdelenie na mnozine S, tj. m; > 0,5 € S, Z]ES
m; = 1. Potom II sa nazgva staciondrne rozdelenie daného retazca, ak plati

IIm=11"~P (1.4)
alebo

T = ZM%J €5,
kes

ked wvazujeme stl})cové vektory.



Veta 2. V nerozlozitelnom retazci s koneéne mnoho stavmi st vsetky stavy trvalé
nenulové.

Veta 3. Ak si vsetky stavy nerozloZitelného Markovovho retazca trvalé nenulové,
potom staciondrne rozdelenie existuje a je jediné.

Dokazy viet 2 a 3 st uvedené v (Praskova a Lachout| 2012).

Veta 4. Nech {X,} je Markovov retazec s konecne mnoho stavmi a maticou
pravdepodobnosti prechodu P, kde p;; > 0V 7,j € S. Potom si vsetky stavy
trvalé, nenulové a nepertodické.

Dokaz. Z p;; > 0 pre vsetky 4,7 vyplyva, Ze vsSetky stavy st vzajomne do-
siahnutelné, teda refazec je nerozlozitelny. Podla vety 2 st potom vsetky stavy
trvalé nenulové. Kedze p;; > 0V 4,5 € S, tak aj pj; > 0 pre vSetky j € S, z ¢oho
vyplyva, ze vSetky stavy su neperiodické.



Kapitola

Odhady pravdepodobnosti
prechodov

2.1 Maximalne vierohodny odhad pravdepodob-
nosti prechodu

Nech X = {X},Xy,...,X,;n € N} jerealizadciou homogénneho nerozlozitelného
neperiodického Markovovho refazca pozorovaného do ¢asu n s koneénou mnozinou
stavov S = {1,2,...,K} a nami nezndmou maticou pravdepodobnosti prechodu
P = (pij,i,j = 1,...,K), ktori chceme odhadnit na zdklade dét (realizdcie Mar-
kovovho retazca). TaktieZ chceme zistit asymptotické rozdelenie tohto odhadu.
V tejto praci budeme vzdy uvazovat homogénny nerozloZitelny neperiodicky Mar-
kovov retazec. Budeme predpokladat, ze p;; > 0V 4,j € S, ¢o ndm podla vety 4
zaruci vietky tieto pozadované vlastnosti Markovovho retazca.

Pravdepodobnost realizdcie (X1, ...,X,) je podla vety 1

P(Xl = a17X2 = Qag,. .. 7Xn = an) = Pa1Paias - - - Pan_1an = Pay H Hp;fl;]’

i=1 j=1
kde p,, = P(X;1 = a1) a n;; je pozorovany pocet prechodov zo stavu i do stavu

j v retazei {Xq,...,.X,}, tj. ny = i I[ Xy, = i,Xx11 = j|. Pozorovany pocet
k=1

prechodov zo stavu ¢ v retazci { X1, ..., X, } oznacime ako n;, tj. n;, = > I[X; =
K
i) = >0 g,

=1

Odhad P matice P spocitame metédou maximélnej vierohodnosti (anglicky
MLE-maximum likelihood estimation). Vierohodnostna funkcia vyzera nasledovne:

L(pij,izl,...,K,jzl,... pmHHpU.

=1 j=1

Jej zlogaritmovanim ziskame logaritmicki vierohodnostnu funkciu

log L(pij, i =1,...,K, j=1,...,K) =logp,, +ZZnijlogpij.

i=1 j=1



KedZe maximélne vierohodny odhad je taky odhad, ktory maximalizuje hod-
notu vierohodnostnej funkcie a ked'ze log L nadobiida maximum v rovnakom bode
ako L (pretoze logaritmus je rydzo rastiica funkcia), budeme chciet maximalizo-

vat logaritmickd vierohodnostni funkciu vzhladom k p;;, 4,5 = 1,...,K za pod-
K

mienok ) p;; = 1 pre vSetky ¢ = 1,...,K. Pouzijeme metédu Lagrangeovych
j=1

multiplikdtorov, chceme teda ndjst maximum funkcie

h<pij> Za] = 17"'aK; Ala"'a)\ 1nga1 +Zznz] Ingzj Z)\ me )

=1 j=1
(2.2)
Derivdciou funkcie (2.2)) podla jednotlivych p;;, i,j =1,...K a \;,
1 =1,... K, a polozenim kazdej derivacie rovnej nule dostavame sistavu rovnic
oh ii
N =0, i5=1,... K,
Opij  pij
K
oh .
5 ;pw 1=0, i=1,...,K.

Upravou ziskame

pij:)\—]prez,jzl,...K.

Scitanim tejto sustavy rovnic cez vsetky 7 = 1,...,K nam vychadza

K

Zpij = Z—i

j=1

K

Vyuzitim faktu, ze Y p;; =1, i =1,...,K, dostaneme \; =n; prei =1,... K.
j=1

Maximalne vierohodny odhad p;; pravdepodobnosti prechodu p;; teda vychadza

Piy=—L ij=1,... K. (2.3)
Aby sme oSetrili pripady, kedy n; = 0, definujeme odhad p;; ako
. 7;—:, akjen; >0, i,j=1,... K,
Pij = 6, akmn;=0ij=1,... K.
2.2 Asymptotické rozdelenie odhadu matice prav-
depodobnosti prechodu

Radi by sme zistili, aké je asymptotické rozdelenie \/5(13 — P).

Definujme §;; = % i,j=1,...,K avektor & = (&1,....&x)T,i=1,..., K.



Veta 5. Rozdelenie K?-rozmerného ndhodného vektora & = (€],... €))7 kon-

verguje pre n — oo ku K?-rozmernému normdlnemu rozdeleniu s kovariancnou
. . D
maticou %, tj. &€ —— Ng2(0,X), kde
n—oo

;1 0 0
s—| % , (2.4)
0
0 0 XYXg
pricom
(1 - pil) Di1 —DPi1Pi2 te —PiiPik
n —PigPi1 (1 - pi?) Di2 ce —DigDiK
i = . . . .
—PikDi1 ce —PikPiK—1 (1 - piK) Dik

V nasledujicich riadkoch tejto prace bude X vzdy oznacovat varianéni maticu
definovant ako ([2.4)).

Predtym, ako dokdzeme vetu 5, si uvedieme dve vety, ktoré pri jej dokaze
vyuzijeme.
Veta 6. V nerozloZitelnom refazci s trvalymi nenulovimi stavmi plati

n; , N
— > m, prin — oo s pravdepodobnostou 1 pre kazdé i € S, (2.5)
n

kde 7; znaci j-ti zloZku staciondrneho rozdelenia.
Dokaz vety 6 sa nachddza v (Praskova a Lachout, (2012)), veta 2.28).
Veta 7. Nech Z = (Zy,...,Zk)T ~ Multk(n,p), kde p = (p1,...,px). Potom

1 5 _
%(Z —np) — Nk (0,X),

kde 3 je matica, ktord md na diagondle prvky o;; = p;(1 —p;), 7 =1,... K
a mimo diagondly prvky o,; = —pip;, 1 <4, < K, i # j.

Dokaz. Nech X = (X3,..., Xg)T ~ Mg(n;p1,...,px). Polozme

Xi —np;
np;

Y, = L i=1,...K, Y=(,.. Y

Potom podla vety 12.4 v (Andél, 2011) pre n — oo plati Y D, Nk(0,Q), kde

matica Q = Ix — uuT a vektor w = (\/p1,...,/Px)T. Polozme Z; = Xi\;gpi =

VpiYi a D = Diag{\/p1,...,\/px}. Potom Z = (Z,,...,Zx)T = DY . Zo vzfahu
y % Nk (0,Q) mame Z 2, Nk (0,DQDT), pricom DQDT™ = 3.

Dékaz vety 5 (spracovany podla (Billingsley, [1961)). Dokaz je zalozeny
na reprezentacii Markovovho refazca pomocou nezavislych ndhodnych veliéin.




O Markovovom retazci {X;, t = 1,...,n} mozeme predpokladat, Ze bol gene-
rovany nasledujicim sposobom. Majme nezavisly vyber nahodnych velicin X;
awpy, t=12,...,K, n=12,... takych, ze

Predstavme si veli¢iny w;, usporiadané do pola nasledovne:

W11 Wiz -+ Wip
W21 W22 -+ Wap
WK1 WK2 -°°'* WKn

Najprv sa vytvori zlozka X;. X, sa nasledne definuje ako w,,; a dalsie zlozky
vytvarame rekurentne, teda ak mame definované X, ... X;, potom X, je de-
finované ako wy,,,, kde m — 1 je pocet takych [, 1 < [ < ¢, pre ktoré X; = X;.
Potom plati

PXy=ar, 1<k<n, ap € S]=P[Xy=0a1,Way_m, =0k, 2<k<mn, a, €]

= Ta1Paras + + - Pan_1an>

(2.6)

kde prvéa rovnost vyplyva z definicie procesu na zdklade ndhodnych velicin w;,
a druha z nezavislosti nahodnych velicin X7 a w;,.

KedZe proces vygenerovany tymto sposobom m4 zdruZzené rozdelenie dané
, ktoré zodpoveds zdruzenému rozdeleniu velicin Markovovho retazca podla
vety 1, mozeme ho pouzif na vypocet rozdeleni n;;. Z definicie jednotlivych wy,
je zrejmé, ze z ndhodnych velicin(w;i, . . . ,w;,,) moézeme ziskat ndhodné veliciny
(n;1, - .. ,nix) nasledovne

g =Y Iwg=j] pre ij=1,... K.
k=1

Pretoze sa zaoberame asymptotickym rozdelenim, na zéklade ([2.5) mozeme nahodné
veli¢iny (n;1, . .. ,nix) porovnat s ndhodnymi veli¢inami (g;1, . . . ,gir ), ktoré ziskame
totoznym sposobom z (w1, . . . ,Wjjnx,) ). Definujme nahodny vektor v = (v], ... ,vg)T,
kde v; = (v1,...,vix)T pre i = 1,... K, obsahujici K2 ndhodnych veli¢in
ot — n7r. ..
vy — i = nmilpg) o e

nm;

7Z mnezavislosti pola ndhodnych veli¢in {w;,, i = 1,...,K, n > 1} a centrdlnej
limitnej vety pre multinomické vybery (vid veta [7)) potom vyplyva

v —25 Ng2(0,%).

n—00
Podla sekcie 20.6 v (Cramér, [1946) m& K*2-rozmerny ndhodny vektor
n= m,...ng)7, kde m; = (n;1,....mix)" prei=1,... K a

_ (g —nipy;)
Nijg = ——F/—
nm;
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rovnaké asymptotické rozdelenie ako v, ak ukazeme, ze pre fixné i a j plati

9ij — [nmilpi;  mij — napy 2

v v

Dokaz tejto konvergencie v pravdepodobnosti je uvedeny na stranach 20 a 21
v (Billingsley, [1961) a teda

n 2 Ne2(0,3).

Ked'ze plati &;; i n;; na zaklade 1' mé (podla sekcie 20.6 v (Cramér, [1946]))

nahodny vektor & rovnaké asymptotické rozdelenie ako m, tj. & ECEN Y x2(0,3).
n—oo

Z asymptotického rozdelenia & si lahko odvodime asymptotické rozdelenie

pre /n(P — P). Upravme si &;; nasledovnym spoésobom

5- o nij — nzp” _ n; n; Dij
W N

_ \/ﬁ%(@j py) = V; (VG5 — i),

Deﬁnujme ’191']' = \/ﬁ(@] — pz’j)a tJ ﬁij =4/ n%&vj' Polozme vektor

’19 = (19{, Ce ,19TK)T, kde ’192 = (192'1, Ce ,192‘K)T,

a K? x K?-rozmernt maticu

LI 0 - 0
P 0
0 - 0 /g

Plati 9 = L&. Z vety (2.5) a z vety o spojitej transformdcii (vid [Andeél (2011)),
. . n P11 , -
veta B.9) vieme, ze  — —. Z toho vyplyva, ze

1
LIx 0 -~ 0
L5 9
: L. 0
1
0 O | \/ﬁIK

Vieme, ze & D, €, kde £ ~ Nk2(0,%).
Z Cramérovej-Sluckého (vid |[Andeél (2011), veta B.10) vety potom mozeme
odvodit

\/%IK o -.. 0
o=—r1e-25| © £
0 0 -LIg

11



To vedie na vztah

(2.8)

=0 0
- 0 =2
kde ¥ = 2 : (2.9)
. 0
o --- 0 2=k
TK

¢im dostavame pozadované asymptotické rozdelenie pre \/ﬁ(l? — P).
Poznamka: V literatire (Athreya a Fuh||1992) je matica 3 uvedend chybne.
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Kapitola 3

Zaklady metédy bootstrap

3.1 Popis metédy bootstrap

Metoda bootstrap patri medzi intenzivne pocitacové metddy pre Statisticku
analyzu dét. Casto sa pouziva na néjdenie standardnych chyb pre odhady, konfi-
dencnych intervalov pre nezname parametre alebo ndjdenie p hodnot pre testové
Statistiky za platnosti nulovej hypotézy. V tejto kapitole vysvetlime zdkladné
vlastnosti tejto metddy(podla [Praskoval (2004))).

Majme nezavislé rovnako rozdelené nahodné veliciny X, ...,X,,, ktorych dis-
tribuéna funkcia F nie je blizsie $pecifikovana. Nech 6 = 0(F') znaci nejaku cha-
rakteristiku rozdelenia F. Tento parameter nepozndme a chceme ho odhadnit
na zaklade realizacie nahodného vyberu.

Nech 0,, = 0(X1,...,X,) je statistika pre odhad parametru 0 a statistika R,, =
R, (X1, ...,X,) je jej vhodne standardizovand verzia, napriklad R, = /n(6, —0).
Distribuénu funkciu R,, si oznac¢me ako:

H,(z) = P[Ro(X1,. ... X, F) < a].

V pripade, Ze nevieme explicitne vyjadrit rozdelenie H, alebo je vyjadre-
nie priliZz obtiaZne, rieSenfim moze byt pouzitie metédy bootstrap. Tato metdda
kombinuje tzv. substitu¢ny princip a metédu Monte Carlo. Vysvetlime si najprv
substituény princip. Neznamu distribuént funkciu F nahradime nejakym jej odha-
dom F},. Najcastejsie sa ako odhad pouziva empiricka distribu¢na funkcia zalozend
na ndhodnom vybere X, ..., X, tj.

Fu(z) = % > 10 < a).

Pri danych hodnotach Xi,...,X,, je F,, zndma funkcia.

Nech X7, ..., X} je nezavisly nahodny vyber z F),. Pri danych pozorovaniach
Xi,...,X, st X7,..., X (podmienene) nezavislé, rovnako rozdelené ndhodné
veli¢iny, z ktorych kazd4 nadobtda hodndt X, ...,X, s pravdepodobnostou %
Stubor X7,...,X sa nazyva bootstrapovy vyber. Nahradenim povodného vyberu
bootstrapovym vyberom a neznamej distribué¢nej funkcie F empirickou distribuc¢nou

funkciou F,, dostavame parameter 6* = 0(F,,) a Statistiku R} = R, (X7, ..., X} F,).

13



Zadefinujeme tzv. teoretické charakteristiky

BB — / Ra(@1, . 0n)d(Fa() ... Fu(a),
var R — / (Ro(z1, ... o) — B RE2A(Fo(z1), - Fa(z))

ziskané metodou bootstrap a teoretickd distribuénu funkciu

H;(2) = P*(Ra(X}, ... X0\ Fn) < @)

n»tn

= P(Ro(X?,... X3 F) <z | Xi,....X,)

ziskanu metédou bootstrap.

NajcastejSie sa metoda pouziva tak, ze na bootstrapovy vyber X7,... X}
a znamu distribuénu funkciu F, aplikujeme metédu Monte Carlo. T4 spociva
v tom, ze sa mnohokrat (B-krdt) generuje nezévisly nezavisly ndhodny vyber
z rozdelenia F,,, zakazdym sa spocitaju hodnoty statistik 67, R, stanovi sa z nich
aritmeticky priemer a dostaneme tak bootstrapové odhady povodného rozdelenia
a povodnych charakteristik.

Takto mozeme odhadnit napriklad H,, tj. distribuéni funkciu statistiky R,
ako:

B
A* 1 * *
Hi(x) = 5 > I[Ra(X7p . X0y) < al,

kde { X7, ..., X}, 0= 1,...,B, st nezédvislé vybery z F,.

3.2 Konzistencia metédy bootstrap
Povieme, ze H}(x) je konzistentny odhad H,(z), ak
p(H! H,) — 0 ked n — oo

v pravdepodobnosti (slaba konzistencia) alebo skoro iste (silnd konzistencia), kde
p je nejakd metrika na priestore distribu¢nych funkcii. Najcastejsie sa pouziva
supremalna metrika:

poo(GH) = sup |G(z) — H(z)|.

zeR

Obvykle sa konzistencia bootstrapového rozdelenia dokazuje nasledovnym
sposobom. Dokézeme,ze

sup |H,(z) — ¢(x)| — 0 pre n — oo
zeR

sup |H(x) — ¢(x)| = 0 pre n — oo v pravdepodobnosti alebo skoro iste.
zeR
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Ak je toto splnené, bootstrapovy odhad je potom konzistentny, pretoze plati

poo(HnaH;D = sup |Hn(x) - H:;(:E)|

SN

< sup (Hn(z) — ¢(x)| + [H;(2) — ¢(2)])

< sup | Hy(z) = ¢(2)] + sup |H, (z) = ¢(z)] = 0

z€R

v pravdepodobnosti alebo skoro iste. Funkcia ¢ obvykle byva distribucna funkcia
normalneho rozdelenia.

3.3 Bootstrapové intervaly spolahlivosti

3.3.1 Studentizované intervaly spolahlivosti

Oznaéme 6, odhad parametru 0 a uvazujeme studentizovant Statistiku

0, —0
R, =
Sn
a jej bootstrapovi verziu
0 — 0
RS = — :
S

Oznacme (3, p-kvantil distribucnej funkcie statistiky R, 8, p-kvantil distribucne;
funkcie statistiky R, spocitany ako 8, = Rip,, tj. vyberovy kvantil spocitany
z usporiadaného vyberu Rz‘l), e ,R’(“B). Potom interval spolahlivosti pre 6 s koefi-
cientom 1 — « je

<9n - Blf%Snaen - ﬁ%sn)
Bootstrapovy interval spolahlivosti s koeficientom 1 — a vyzerd

(B — B7_s S, — B5S).

3.3.2 Percentilové intervaly

Této metéda pocita intervalovy odhad parametru ¢ pomocou kvantilov dis-
tribucnej funkcie nestandardizovanej statistiky 67, tj. z distribucnej funkcie
G (z) = P*(0; < x). Dostaneme intervalovy odhad s koeficientom 1 — «

(G356 a=3).

3.3.3 Hybridné intervaly
Ak je H,(z) = P(\/ﬁ(é\n —0) < z), potom interval spolahlivosti pre 6 s koefi-

cientom 1 — « je
~ 1

1
(en - Cl—% \/ﬁ’

6, —c

)7

[N][e)
B
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kde ¢, je kvantil distribu¢nej funkcie H,,.

Ak je H,(z) =~ H(z) = P*(v/n(0; — @\n) < z), mozeme nezname kvantily ¢,
nahradit odpovedajticimi kvantilmi ¢, distribucnej funkcie H, a dostaneme tak
interval spolahlivosti s koeficientom 1 — «

(6, — c’{_% Tn

16



Kapitola 4

Aplikacia metédy bootstrap na
odhady pravdepodobnosti
prechodu

V tejto kapitole si ukazeme dve bootstrapové metody pre odhadovanie prav-
depodobnosti prechodu v Markovovom retfazci s koneénym poc¢tom stavov. Pr-
vou metédou je podmieneny bootstrap, ktory pouziva multinomické rozdele-
nie, pricom berie margindlne pocetnosti kazdého stavu v pévodnom vybere ako
fixné. Druhou metdédou je Standardny parametricky bootstrap, pri ktorom su
pravdepodobnosti prechodu brané ako parametre modelu. Ukazeme, ze podmie-
nené zdruzené asymptotické rozdelenie bootstrapovych odhadov pravdepodob-
nosti prechodu za danej realizacie X1, ...,X, ma rovnaké rozdelenie ako zdruzené
asymptotické rozdelenie maximdlne vierohodnych odhadov (vid .

Budeme podobne ako v kapitole 2 predpokladat, Ze mdme realiziciu ho-
mogénneho nerozlozitelného neperiodického Markovovho retazca X = {X1,Xo,
..., Xu;n € N} pozorovaného do ¢asu n s koneénou mnozinou stavov S =
{1,2,...,K} a maticou pravdepodobnosti prechodu P = (p;;,i,j = 1,...,K),
kde p;; > 0 pre vSetky i,j = 1,... K.

4.1 Podmieneny bootstrap

Prvou bootstrapovou metodou, ktoru si ukazeme, je podmieneny bootstrap.
Predtym, ako si ju ukazeme, si zavedieme pre nas vhodnu reprezentaciu Marko-
vovho refazca {X;;t = 1,...,n} podobne ako v dokaze vety 5 v odstavci 2.2. Nech

U Wy, o=1,...,K, t > 1s10 nezavislé ndhodné veli¢iny s pravdepodobnostnymi
funkciami

PlU=jl=m;, j=1,... K, kde ; je j-ta zlozka staciondrneho rozdelenia
a

Definujme proces X = (Xl, ..., X,) ako

Xi=U,Xo=Wg,,.... X = Wg k> 2, (4.1)

k—1m)
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kde m — 1 je pocet X, v {Xl, . ,Xk_g} takych, ze X, = X;_;. Potom
(X1, X)) 2(X1,....X0), (4.2)

ak je pociatocné rozdelenie pociatoéného stavu X; definované stacionarnym roz-

delenim. Symbolom 2 oznacujeme rovnost distribuénych funkeii.
7 (4.2)) vyplyva, ze

n—1 n—1
nig =Y Xy = ill[Xp1 =412 Y IXy = ilI[ X1 = j], ij =1,... K,
k=1 k=1
¢o sa rovna poctu takych Wy, medzi Wi, ... Wiz, ze Wy, = 7, pricom n; je pocet
takych Wy, v realizécii , ze k=1,t.n; = nil I[X, =1].
Potom plati =
ni; 2 Z I[Wi, = 7] a n; 27 (4.3)
k=1

Z (4.3) mozeme vidiet, ze pozorované pocty prechodov ngj, i,j = 1,...,K,
. s e ) ., . ’ o~ , ’ ~ ’ ’
v realizacii Markovovho retazca majui rozdelenie su¢tu ndhodného poctu nahodnych
velicin, ktoré maju alternativne rozdelenie s parametrom p;;.

Nahradenie povodného vyberu bootstrapovym vyberom spocéiva v tom, ze
povodné nezavislé ndhodné veliciny W;; nahradime ndhodnymi velicinami W},
ktoré su za danych X1,...,X, podmienene nezavislé a maju nasledovnu pravde-
podobnostnu funkciu

PW;=34lX1,.... X, =Dy, 1<ij<K, t>1.

kde p;; je odhad p;; vypocitany metédou maximéalnej vierohodnosti (vid .
Teraz mozme zadefinovat bootstrapové odhady n;; ako

n?j:ZI[Wizzj]v 1<ij<K. (4.4)
k=1

7 (4.4) si mdzeme vsimnut, ze za podmienky X1, ..., X,, majinadhodné veliciny
n}; binomické rozdelenie B(n;,pi;).
Pre ¢ # j st vektory

(njlv s 7n;kK> a (n;‘(b s 7n;K)
podmienene nezavislé a pre vsetky ¢ € S plati, ze za podmienky X;,...,X, maju
ndhodné vektory (nf, ... ,nl;) multinomické rozdelenie Multy(n;,pi, - - - Dir)-

Této metéda generovania ny; sa nazyva podmieneny bootstrap, pretoze nj; su
podmienené pozorovanymi n;.
Definujme

*

pij = n_J7 1 S 2¥] S K. (45>

)
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Veta 8. Definujme ndhodné veliciny &; ako

g = M TPy T T s K
1] \/n—l \/m ) 9. ) 9

a ndhodny vektor & ako

&=, 8%)T, i=1,... K.

Potom pre ndhodny K?-rozmerny vektor € = (&17, ... .&x)7 plati

' L, Ng2(0,%) pre takmer vietky vgbery X, ..., X,.
n—oo
Dokaz vety 8 je uvedeny v (Basawa a kol., |1990)).
+; sl mozme prepisat nasledovne

n*

6 =0y — ) = | — )

Definujme
0 =Vl — by), 1j=1,... K.

Polozme vektor 9* = (937,... 9%)7, kde 97 = (95,... ,0ix)T prei = 1,... K.
K? x K?rozmernt maticu L definujme rovnako ako v kapitole 2 (vid . Potom
v =L&*. 7 vieme, ze nﬂz — 7; s pravdepodobnostou 1. Rovnakym postupom
ako v podkapitole 2.2 dospejeme ku nasledovnému asymptotickému rozdeleniu

~

Vn(P* — P) EZN Ng2(0,3) s pravdepodobnostou 1,
n—oo
kde je matica dana |D 7 toho vyplyva, ze asymptotické rozdelenie \/5(13 -
P) mdzeme aproximovat asymptotickym rozdelenim /n(P* — P).

4.2 Metoda standardného boootstrapu

Druha bootstrapova metoda, ktoru si ukazeme, je standardna bootstrapova
metoda. Pri podmienenom bootstrape boli n;; generované za podmienky n;.
Avsak pri tradicnom parametrickom bootstrape berieme odhady parametrov, ako
keby boli skutocnymi hodnotami parametrov. Pri tejto metode si n; nahradené

K
n; = Zl ny;.
]:

Aby sme sa vyhli tomu, Zze odhadovana matica pravdepodobnosti prechodu

moze byt periodicka alebo rozlozitelnd, definujeme

1

flij:nij‘f'?, ij=1,...Kan=n;+1, 1=1,... K.

Definujme

Piy=—2ij=1,... K.

i
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Oznaéme staciondrne rozdelenie matice P = {pij, 4, =1,...,K} ako 1= (7,
., Tk ). PouzZijeme podobni reprezentdciu generovania Markovského retazca ako
pri podmienenom bootstrape.
Nech U, W;; su za danych Xy, ... X, podmienene nezavislé ndhodné velic¢iny
a majui nasledovné pravdepodobnostné funkcie

P[U:J|X177Xn]:ﬁ'], jzl,,K

PWy =jlXy,.... X =0, t,=1,... . K,t > 1.
Potom definujeme bootstrapovii realizaciu Markovského refazca ako
XT=UX;=Wx:1,..., X, = Wxs_m,
pricom princip generovania je rovnaky ako pri podmienenom bootstrape (vid

11).

Teraz mozeme definovat bootstrapové odhady n;; ako

I1X;=il[X}, =3), ij=1,...K

S
Il

Bootstrapové odhady pravdepodobnosti prechodu p;; ziskame ako

*

Py = e 1, =1,....K.

(2

Ak nj = 0 definujeme p;; = 0;; pre vietky j € S. Pocetnosti nj; mozeme zapisat

aj ako nj; = Z:I[I/Vit = J].
t—

Veta 9. Definujme ndhodné veliciny &; ako

* * =
« g — 14 Dij
&=

*
V1Y

prei,j =1,... . K

a nahodny vektor &; ako

E::(ggkl’...,€;kK)T7 izl,...,K.

Potom pre ndhodny vektor &€ = (&7, ... ,&)T plati

& ECEN Ng2(0,X) s pravdepodobnostou 1.

n—oo
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Dokaz vety 9 ndjdeme v (Basawa a kol., [1990).
Opit si mozme odvodit

Definujme

* * ~ /n * P

Polozme vektor 9* = (97, ...,0% )7, kde 97 = (95,... 0k ) prei = 1,... K.
Podla lemmy 3.1 v (Basawa a kol., [1990) plati

*

n.: * s .
i m; s pravdepodobnostou 1 pre i =1,... K, (4.6)
n

¢o znamena, ze pre vSetky € > 0 a pre skoro vSetky vybery X;,X5,... plati

*

P[|:Z — 1| > e|Xy,...,X,] = 0 pre n — oc.

7

Z vety o spojitej transformdcii mdme , /% LN \/%? s pravdepodobnostou 1

pret=1,... K.
Definujme K? x K?-rozmernt maticu

/%IK o ... 0
0 :

M:

: RN 0
0 - 0 /n’iK I
Moézeme sa presvedcit, ze plati 9* = M&*. Rovnakym postupom ako v pod-
kapitole 2.2 si potom moézeme odvodit asymptotické rozdelenie

pre /n(P* — P). Konkrétne

Vn(P* — P) SN Ng2(0,%) s pravdepodobnostou 1.

n—oo

Rozdelenie \/ﬁ(ﬁ — P) mdzeme teda aproximovat rozdelenim /n(P* — P).
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Kapitola 5
Numericka studia

V tejto kapitole uvedieme odhady matic pravdepodobnosti prechodu spoc¢itané
metédou maximalnej vierohodnosti a metédou bootstrap a intervaly spolahlivosti
spocitané na zaklade tychto odhadov. Porovndme vysledky ziskané jednotlivymi
metodami.

Déta, tj. realizdciu Markovského retazca budeme generovat v programe Wolf-
ram Mathematica 9.0 Student Edition. Prislusny kéd sa nachadza na prilozenom
CD.

5.1 Priklad

Generujeme realizaciu homogénneho nerozlozitelného neperiodického Marko-
vovho retazca X = (Xi,...,Xj00) dlzky 100 s maticou pravdepodobnosti pre-
chodu

05 0.2 0.3
P=1 05 035 0.15
0.3 043 0.27

Pociatocné rozdelenie p si uréime ako p = Il, kde II je staciondrne rozdelenie
refazca X.
Staciondrne a teda zéroven aj pociatoéné rozdelenie retazca vychadza

II = (m,m,m3) = (0.4505,0.3022,0.2473).

Na zaklade realizacie X vypocitame odhad P matice P, ktory sme si uviedli,
ze vychadza (vid [2.3)
~ Ni; ..
pij:—] 1,7 =1,...,K.
n

5.1.1 Asymptoticky interval spolahlivosti

Z odvodeného asymptotického rozdelenia pre \/ﬁ(l3 — P) (vid vieme, ze
pre jednotlivé p;; plati

~ D pij(1 — pij .
Vn(Dij — pij) ‘N(O, i ])), 1,7 =1,....K.
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To si mozme s vyuzitim (2.5) a Cramérovej-Sluckého vety prepisat na
~ D
Vi(Dij — pij) —— N(0.pi;(1 — pij)).-
n—ro0
Teraz ukézeme, 76 ——L 5 1 Podla vety o spojitej trans-
v/ Pii (1-Dij) Pij(1=pij) Y POJIE
formdcii stac{ dokézat, ze p;; i pij- To ukdzeme nasledovne. Oznactme Z, =
V(D — pij) a ¢p = \/Lﬁ Vieme, 7e Z, = Z, kde Z ~ N(O,M). Potom
z Cramérovej-Sluckého vety mame ¢, 7, 2, 0, ¢o implikuje, ze ¢, Z, 200, Kedze
. , - P
CnZn = Dij — Dij, dostavame p;; — p;; — 0.
S vyuzitim tejto konvergencie v pravdepodobnosti dostaneme

P {UO,OZS < \/EM < Uo,975} — 0.95,
pij(1 = Dij) n oo

kde w,, znaci p-kvantil rozdelenia N(0,1). Po uprave
Pi;(1 — pyj) Dij(1 = py)

95%-né intervaly spolahlivosti pre jednotlivé pravdepodobnosti prechodu p;;
su potom v tvare

. v@(l—@j)u A+v1/)z§(1—@j)u
_\/n_l \/n—z 0.975

P [ﬁz‘j — U975 < Dij < pij + U0.975} — 0.95.

Dij — 0.975 5 Dij

Ukézeme si typy intervalovych odhadov, ktoré budeme pocitat.

5.1.2 Percentilovy interval spolahlivosti

95%-ny percentilovy interval je podla (3.3.2) v tvare
(G (0.025),G5 7 (0.975)),

kde v nasom pripade Gji;l (cv) je empiricky a-kvantil, ktory definujeme ako k, -ti

poriadkovu statistiku nahodného vyberu pj;y, ... .pj;p, kde
T aB, ak aB je celé cislo,
“ |laB| +1, ak aB nie je celé &slo

a piy, znact bootstrapovy odhad pravdepodobnosti prechodu p;; ziskany z b-
tej realizacie bootstrapového vyberu. B oznacuje celkovy pocet bootstrapovych
vyberov.

5.1.3 Hybridny interval spolahlivosti
Ked'ze sme si ukazali, ze rozdelenie /n(p;; — pij) mézeme aproximovat rozde-
lenim \/n(p;;—pi;), ziskame podla (3.3.3)) 95%-ny bootstrapovy interval spolahlivosti
pre p;; ako
- . 1 . 1
(pij - 00.975%71%‘ - Co.o25%)»
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kde ¢}, je empiricky a-kvantil, ktory poc¢itame rovnako ako u percentilového inter-
valu s vynimkou, ze tentokrat vyberame k,-ti poriadkovi Statistiku ndhodného
vyberu \/n(pjj; — Dij)s - - - /1 (Pijp — Dij) -

Z tohto si mdzeme odvodit nasledovny 95%-ny hybridny interval pre p;;

(21%' — Co.975 5 2Dij — 60.025);

kde ¢, je empiricky a-kvantil spocitany z ndhodného vyberu pj;y, ... p;;p-
Najprv si ukdzeme porovnania matic spoc¢itanych jednotlivymi metédami. Bo-
otstrapovy odhad matice pravdepodobnosti prechodu P ziskame tak, ze budeme
generov/z}t’ 1000 realizacii Markovovho refazca s maticou pravdepodobnosti pre-
chodu P, pre kazdu realizaciu spocitame bootstrapovy odhad matice P metodami
uvedenymi v kapitole 4 a konecny bootstrapovy odhad matice dostaneme ako arit-
meticky priemer zo vSetkych bootstrapovych odhadov pre jednotlivé realizécie.
Teda ak oznacime bootstrapovy odhad matice P ako P* = {p;kj, 1=1,...,3, j=
1000
1,...,3}, potom pj; = Wloo 17231 pyjp- Bootstrapové odhady P* matice P spocitané
podmienenou metdédou, resp. Standardnou metédou oznacime ako Pg, resp. Pg.
Pripomenme si povodni maticu pravdepodobnosti prechodu

05 02 0.3
P=1] 05 035 0.15
0.3 043 0.27

Maximalne vierohodny odhad matice pravdepodobnosti prechodu nam vysiel

R 0.4792 0.2292 0.2917
P = | 0.6429 0.2143 0.1429
0.3043 0.4783 0.2174

Odhad matice pravdepodobnosti prechodu ziskany metédou podmieneného
bootstrapu vysiel

0.4757 0.2311 0.2932
P = 06411 0.2127 0.1462
0.302 048 0.2179

Nakoniec sme spocitali odhad matice pravdepodobnosti prechodu ziskany
metddou Standardného bootstrapu

0.4687 0.2286 0.2929
P; = 0.6385 0.2056 0.146
0.3051 0.4748 0.209

Vidime, ze odhad P matice P spocitany metodou maximaéalnej vierohodnosti
nevysiel z realizacie diiky 100 uplne presne. Preto sa aj bootstrapové odhady
matice P odlisuji od povodnej matice, kedZe ich pocitame na zdklade realizécii
Markovovych refazcov s maticou pravdepodobnost{ prechodu P.

7 tabuliek, kde méme udané intervaly spolahivosti pre jednotlivé pravde-

podobnosti prechodu (Vigl’ , , , , vidime, ze vysledné intervaly

nevysli najpresnejsie a dlzky jednotlivych intervalov st dost velké. Pri pohlade
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na graf vidime, Ze jednotlivé intervaly spolahlivosti si si dost podobné
a 7 nasej numerickej stidie sa nedd povedat, Ze by bola niektord metéda vhod-
nejsia na odhadnutie intervalov spolahlivosti pre p;;. Z grafu (5.2) taktiez vidime,
7ze jednotlivé intervaly spolahlivosti pokryvaji skutoéné hodnoty pravdepodob-
nosti prechodu, avsak v pripade pravdepodobnosti prechodu pss sa skutocnd hod-
nota nachadza aZ pri hornej hranici intervalov spolahlivosti. Mozeme teda ustdit,
ze realizacie diiky 100 nie su dostato¢né pre presny odhad pravdepodobnosti pre-
chodu a intervalov spolahlivosti a na ich presnejsie uréenie by sme potrebovali
dlhsie realizécie. Problémom bootstrapovych vyberov je to, ze pri takejto ma-
lej dizke Markovovho retazca bude odhad pravdepodobnosti prechodu spocitany
metodou maximalnej vierohodnosti casto nie iplne presny, ¢o ovplyvni vysledky
bootstrapovych odhadov, pretoze maximalne vierohodné odhady pravdepodob-
nosti prechodu vyuzivame pri generovani bootstrapovych realizacii Markovovho
retazca.

Z grafu , v ktorom porovnavame empirické distribuéné funkcie pre pqq
a normalne rozdelenie N (O,I%:p”)) je vidno, ze bootstrapové rozdelenia y/n (p;‘j—
Pij) oboch bootstrapovych metéd aproximuji rozdelenie /n(p;; — pi;) lepsie ako
normalne rozdelenie. Pri prehliadnuti ostatnych grafov vidime, Ze bootstrapové
empirické distribuéné funkcie aproximuju empiricku distribu¢ni funkciu povod-
ho rozdelenia pre tisic bootstrapovych realizacii Markovovho retazca diZky 100
velmi dobre.

7 grafu je zrejmé, ze zvacSenim dfiky Markovovho retazca na 350 sa
intervaly spolahlivosti pre p;; zretelne skrétia.

Podla grafu (5.3)), ako aj podla ostatnych grafov vygenerovanych v programe
Wolfram Mathematica, vidime, ze bootstrapové rozdelenia aproximuju poévodné
rozdelenie s pribudajicou dizkou Markovovho refazca este lepsie.

Zvacsenim deky Markovovho retazca na 1000 uz dostdvame vyrazne lepsie
vysledky. Grafy bootstrapovych rozdeleni takmer splyvaju so skutotnym rozde-
lenim, ¢o mozme vidiet z obrazku (5.5)).

Jednotlivé intervaly spolahlivosti pre p;; vychddzaju taktiez lepsie, dfiky jed-
notlivych intervalov sa skratili priblizne na tretinu oproti intervalom spolahlivosti
pocitanym pre Markovove refazce diZky 100.

Parameter Interval spolahlivosti Skuto¢énd hodnota parametru

P11 (0.3379 , 0.6205) 0.5

Pi2 (0.1103 , 0.3481) 0.2
Pis (0.1631 , 0.4203) 0.3
Por (0.4654 , 0.8204) 0.5
P2 (0.0623 , 0.3663) 0.35
P (0.0133 , 0.2725) 0.15
P31 (0.1163 , 0.4923) 0.3
P32 (0.2742 , 0.6824) 0.43
P33 (0.0488 , 0.3860) 0.27

Tabulka 5.1: Asymptotické intervaly spolahlivosti
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—— ECDF standardneho bootstrapu
ECDF podmieneneho bootstrapu
—— ECDF skutocna

Obr. 5.1: Porovnania distribuénych funkeii pre p;; pre Markovov retazec diZky
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Obr. 5.2: Intervaly spolahlivosti pre jednotlivé pi1, ... ,pss pre Markovov refazec
dizky 100
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Obr. 5.3: Porovnania distribuénych funkeii pre p;; pre Markovov retazec dfiky
350
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Obr. 5.5: Porovnania distribu¢nych funkcii pre p;; pre

.p33 pre Markovov retfazec
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Obr. 5.6: Intervaly spolahlivosti pre jednotlivé piy, ...

dizky 1000
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Parameter Interval spolahlivosti Skutoénd hodnota parametru

P11 (0.3333 , 0.6250) 0.5

Pi2 (0.1250 , 0.3542) 0.2
Pis (0.1667 , 0.4375) 0.3
Por (0.4643 , 0.8214) 0.5
P22 (0.0714 , 0.3571) 0.35
P (0.0357 , 0.2857) 0.15
P31 (0.1304 , 0.4783) 0.3
P32 (0.3043 , 0.6957) 0.43
P33 (0.0435 , 0.3913) 0.27

Tabulka 5.2: Percentilové intervaly spoé¢itané metédou podmieneného bootstrapu

Parameter Interval spolahlivosti Skutoénd hodnota parametru

P11 (0.3171 , 0.6071) 0.5

Pio (0.1176 , 0.3478) 0.2
Pis (0.1754 , 0.4286) 0.3
P2 (0.4583 , 0.8182) 0.5
Pas (0.0476 , 0.3636) 0.35
D3 (0.0286 , 0.2857) 0.15
P31 (0.1154 , 0.5000) 0.3
P32 (0.2727 , 0.6875) 0.43
P33 (0.0500 , 0.3750) 0.27

Tabulka 5.3: Percentilové intervaly spocitané metédou standardného bootstrapu

Parameter Interval spolahlivosti Skutoéna hodnota parametru

P (0.3333 , 0.6250) 0.5
P12 (0.1250 , 0.3542) 0.2
Pis (0.1667 , 0.4375) 0.3
a1 (0.4643 , 0.8214) 0.5
Pas (0.0714 , 0.3571) 0.35
D3 (0.0357 , 0.2857) 0.15

( )

( )

( )

D31 0.1304 , 0.4783 0.3
D32 0.3043 , 0.6957 0.43
D33 0.0435 , 0.3913 0.27

Tabulka 5.4: Hybridné intervaly spo¢itané metédou podmieneného bootstrapu
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Parameter Interval spolahlivosti Skutoénd hodnota parametru

P11 (0.3513 , 0.6413) 0.5

Pio (0.1106 , 0.3408) 0.2
Pis (0.1548 , 0.4080) 0.3
Par (0.4676 , 0.8275) 0.5
Pas (0.0650 , 0.3810) 0.35
D3 (0.0001 , 0.2572) 0.15
P31 (0.1086 , 0.4932) 0.3
P32 (0.2691 , 0.6839) 0.43
P33 (0.0598 , 0.3848) 0.27

Tabulka 5.5: Hybridné intervaly spo¢itané metédou standardného bootstrapu
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Zaver

V teoretickej ¢asti prace sme uviedli postupy, ako odhadnit pravdepodobnosti
prechodu, ak mame k dispozicii realizaciu homogénneho nerozlozitelného neperi-
odického Markovovho retazca pozorovaného do ¢asu n s koneénou mnozinou sta-
vov. Odvodili sme asymptotické rozdelenie odhadov pravdepodobnosti prechodu
a zistili, ze odhady ziskané metodou maximalnej vierohodnosti maji rovnaké
asymptotické normalne rozdelenie ako bootstrapové odhady. Preto mozme ich
rozdelenie aproximovat bootstrapovym rozdelenim.

V poslednej kapitole sme si odvodili intervaly spolahlivosti ziskané jednot-
livymi metdédami a spocitali ich na simulovanych datach. Zistili sme, ze intervaly
spolahlivosti spo¢itané z asymptotického rozdelenia st priblizne rovnaké ako bo-
otstrapové intervaly spolahlivosti pri pravdepodobnosti pokrytia 0.95. Rovnako aj
odhady matic pravdepodobnosti prechodu su si podobné pre jednotlivé metdody.
Podla grafov distribuénych funkcii v numerickej $tudii sme ale zistili, Zze apro-
ximdcia bootstrapovym rozdelenim je dost presnd. Pri vyberoch vicsej diZky
sme zistili, ze bootstrapové odhady pravdepodobnosti prechodu st dostatocne
presné.

Na zéklade vysledkov nasej prace mozeme skonstatovat, Ze oproti odhadom
spocitanym metédou maximdlnej vierohodnosti a oproti intervalom spolahlivosti
spocitanym z asymptotického rozdelenia tychto odhadov nepriniesol bootstrap
pozorovatelne lepsie vysledky, avsak ukézal svoje opodstatnenie pri odhade nami
nezndmeho rozdelenia /n(p;; — pij), ked sa ukdzalo, ze ho aproximuje presnejsie
ako normalne rozdelenie.
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