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Úvod 

 
Momentová teorie jako matematický obor stojí na práci Čebyševa, Markova, 

Stieltjese či Hamburgera.
[1]

 Ve fyzice se začala uplatňovat kolem roku 1960. Existují 

totiž fyzikální problémy, které není možné řešit přímo, ale mohou být převedeny na 

takzvaný momentový problém. Jednou z metod, pomocí kterých lze následně 

momentový problém řešit, je Stieltjes imaging. Tato metoda se využívá v oblasti 

atomové a molekulové fyziky a lze ji aplikovat například na výpočet fotoionizačního 

účinného průřezu atomů a molekul, rezonančních šířek, dále na popis 

fotoabsorpčních a disperzních jevů. 

Cílem této práce je studovat vlastnosti metody Stieltjes imaging a navržené 

alternativní metody, která je založena na přímém rozkladu do báze ortogonálních 

funkcí. Za tímto účelem budeme obě metody aplikovat na problém rekonstrukce 

analytické funkce z jejích spektrálních momentů a na výpočet rezonanční šířky 

metastabilního iontu CH3F(2s
-2

)
2+

 z dat získaných z ab initio kvantově-chemických 

výpočtů. 

V první kapitole se budeme zabývat jednokanálovým rozpadem metastabilního 

iontu. Ukážeme, jak lze výpočet rezonanční šířky převést na momentový problém. 

Následně popíšeme postup pro řešení momentového problému metodou Stieltjes 

imaging a přímého rozkladu do báze ortogonálních funkcí. Ve druhé kapitole 

budeme studovat vlastnosti obou metod na příkladu analytické funkce. V poslední 

kapitole tyto metody aplikujeme na výpočet rezonanční šířky iontu  CH3F(2s
-2

)
2+

. 
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1. Teoreticko-metodologická část 

 
Jednou ze základních charakteristik metastabilního stavu atomu nebo molekuly 

je rezonanční šířka 

 



 , 1 

kde   je střední doba života stavu. Rezonanční šířka   vyjadřuje, až na faktor ,  

pravděpodobnost na jednotku času, že se stav rozpadne, tj. atom přejde do stavu 

s nižší energií. 

Uvažujme jednokanálový rozpad metastabilního iontu A
+
 na A

2+
 a elektron 

v kontinuu e
-
. Rezonanční šířka je v tomto případě dána vztahem 

 ),(ˆ2
2

EEH dEd    2 

kde d  je kvadraticky integrabilní vlnová funkce reprezentující počáteční 

metastabilní stav A
+
 o energii dE . E  je vlnová funkce koncového stavu systému 

o energii E, popisující atomární iont A
2+

 a elektron v kontinuu. E  tedy není 

integrabilní a je normována k energii. Vlnové funkce d  a E  nejsou vlastními 

funkcemi hamiltoniánu Ĥ . Pro zjednodušení teorie ale předpokládáme vzájemnou 

ortogonalitu 

 0 Ed   a 0´ EE  . 3 

V případě použití standardních programových balíků pro kvantovou chemii, 

založených na gaussovských bázích, není možné vztah (2) aplikovat přímo. 

Důvodem je nemožnost reprezentovat vlnovou funkci z kontinua E  v integrabilní 

bázi. Řešením je zobecnit formalismus zavedením energeticky závislé rezonanční 

šířky
[2],[3]

 

  
2

ˆ2 Ed HE    4 

a převedení úlohy na redukovaný momentový problém.
[4]-[6]

 

Pro energeticky závislou rezonanční šířku zavedeme spektrální momenty vztahem 

 dEHHEdEEEkS dEEd

kk   ˆˆ2)()(  . 5 
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Použití kvadraticky integrabilní gaussovské báze vede k reprezentaci kontinua 

diskrétním spektrem stavů i  s energiemi iE , neboť je ekvivalentní uzavření 

systému do boxu konečné velikosti. Za předpokladu, že uvnitř tohoto boxu s dobrou 

přesností platí 

 i

i

iEE dE    , 6 

můžeme diskrétní spektrum využít k aproximaci spektrálních momentů (5) jako  

    
i

id

k

i HEkS
2

ˆ2  , 7 

čímž je úloha převedena na takzvaný redukovaný momentový problém.  

Na tomto místě je třeba zdůraznit, že výraz 
2

ˆ2 id H    neodpovídá hodnotě 

 iE  rozpadové šířky pro tuto energii iE . Vlnové funkce i  jsou totiž 

kvadraticky integrabilní a tedy normovány na 1, zatímco funkce E  v rovnici (4) 

pro  E  jsou normovány k energii. Správná renormalizace je jedním z hlavních 

přínosů rekonstrukce hledané funkce ze spektrálních momentů. 

Ze znalosti hodnot 






 

2
ˆ2, idi HE   tedy můžeme určit spektrální 

momenty )(kS  a následně řešit redukovaný momentový problém. Rezonanční šířku 

  z rovnice (2) pak určíme jako hodnotu )( dEE  . 

Redukovaný momentový problém:
[1],[7]

 Jsou dány momenty ),(kS  

12,...,1,0  rk . Nalezněte nezápornou funkci )(xf , která pro 12,...,1,0  rk  

splňuje 

 .)()( 
b

a

k dxxfxkS  8 

Pokud funkci )(xf  vyjádříme pomocí neklesající distribuční funkce )(xF  

 ´,´)()(,
)(

)( dxxfxF
dx

xdF
xf

x

a

  9 

můžeme momenty )(kS  vyjádřit jako 

 
b

a

k xdFxkS ).()(  10 
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Dále budeme požadovat, aby všech r2  momentů nabývalo konečných hodnot.
[1] 

Momentový problém (8) budeme řešit metodou Stieltjes imaging a přímého rozkladu 

do báze ortogonálních funkcí. 

 

1.1 Řešení momentového problému metodou Stieltjes imaging 

Stieltjes imaging je metoda pro řešení redukovaného momentového problému 

(8). Jedná se o shlazovací metodu, která nedokáže postihnout jemné struktury 

studovaných veličin, například ostrá maxima v účinných průřezech. Metoda Stieltjes 

imaging tak poskytuje informaci pouze o globálním charakteru hledané funkce. 

Algoritmus, který podrobně popíšeme níže, využívá záporné momenty )( kS  , 

,0k  definované vztahem 

 .)()( 


b

a

k dxxfxkS  11 

Důvodem je, že v některých aplikacích kladné momenty )(kS  (8) divergují. 

Příkladem je výpočet fotoionizačního účinného průřezu v atomu vodíku.
[6]

 Dalším 

důvodem je obecně lepší numerické chování )( kS   oproti kladným spektrálním 

momentům. V určitých aplikacích je však nutné pracovat i s kladnými momenty 

)(kS , v tom případě je nutné algoritmus upravit. 

Metodu Stieltjes imaging lze shrnout do několika kroků. Nejprve nalezneme 

rekurentní relaci pro polynomy, které jsou určené ze záporných momentů )( kS   a 

ortogonální vůči zatím neznámé funkci )(xf . Pomocí těchto polynomů získáme 

uzlové body a váhy Gaussovy kvadratury a nalezneme Stieltjesovu distribuci, která 

je aproximací k distribuční funkci (9). Numerická derivace Stieltjesovy distribuce 

pak vede na aproximaci hledané funkce )(xf , čímž je vyřešen redukovaný 

momentový problém (8). 

Momenty )( kS  , ,12,...,1,0  rk  určují posloupnost ortogonálních polynomů 

v proměnné x/1
[1],[8]

 

    



n

i

ii

nn xQxQ
0

/1/1  12 

stupně 0 až r. Polynomy jsou ortogonální na intervalu ],[ ba s váhovou funkcí )(xf  
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     nmn

b

a

mn NdxxfxQxQ  )(/1/1  13 

a splňují rekurentní relaci
[1] 

 

 

 

       ,/1/1/1/1

/1/1

1/1

211

11

0

xQbxQaxxQ

axxQ

xQ

nnnnn  
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kde koeficienty na , 1nb  jsou dány vztahy
[1]

 

 

    

   dxxfxQ

dxxfxQx

a
b

a

n

b

a

n

n

)(/1

)(/1/1

2

1

2

1









  15 

 

  

  
.

)(/1

)(/1

2

2

2

1

1









 
b

a

n

b

a

n

n

dxxfxQ

dxxfxQ

b  16 

Alternativně lze koeficienty na , 1nb  zapsat jako
 

     









1

1

1

110

)(/1/1
...

1 n

l

l

b

a

n

n

n

n adxxfxQx
bbb

a  17 

     ,)(/1/1
...

1
1

1

210

1 dxxfxQx
bbb

b

b

a

n

n

n

n  





   18 

kde 

    .)(/1...
2

1110 dxxfxQbbb

b

a

nn     19 

Vztahy (15) a (17), resp. (16) a (18), jsou ekvivalentní. Důkaz viz reference [1]. 

V numerické implementaci budeme momenty (11) aproximovat pomocí 

uzlových bodů ix/1  a vah iw  

 



iN

i

i

k

i wxkS
1

)(  20 

a integrál ve vztahu (17) pak vyjádříme jako 

         ./1/1)(/1/1
1

11 i

N

i

in

n

i

b

a

n

n
wxQxdxxfxQx

i




   21 

Rekurentní relace v této aproximaci nabývá tvaru 
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11
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s rekurentními koeficienty 

 

   

    ./1/1
...

1

/1/1
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1
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1

1

210
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1

11

1

110

i

N

i

in
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i

n

n

n

l
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N

i

in

n

i

n

n

wxQx
bbb

b

awxQx
bbb

a

i

i
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Výše popsaný algoritmus pro generování ortogonálních polynomů  in xQ /1  se 

pro vysoká n stává nestabilním, neboť velmi rychle akumuluje zaokrouhlovací chyby 

dané rozdílem velkých čísel. Při využití 64-bitové přesnosti dává algoritmus dobré 

výsledky do řádu přibližně n = 15, při využití 128-bitové přesnosti až do řádu 

přibližně n = 25.
[1]

 V této práci byla použita implementace metody Stieltjes imaging, 

vyvinutá Averbukhem
[5]

, která pracuje se 128-bitovou přesností. 

Nyní již máme rekurentní relaci pro generování ortogonálních polynomů 

 in xQ /1  řádů rn ,...,1,0 , které jsou určené pomocí r2  momentů )( kS  . Dále 

budeme hledat uzlové body ix  a váhy iw  příslušné Gaussovy kvadratury.  

Gaussova kvadratura:
[7]

 Uvažujme následující vztah pro výpočet integrálu 

 )],([)()()()]([
1

xgIxgwdxxfxgxgI N

b

a

N

i

ii   
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kde )(xf je váhová funkce, ][gI  a ][gI N  jsou lineární funkcionály. Řekneme, že 

kvadraturní vzorec ][gI N  je Gaussův, jestliže ],[][ nn

N xIxI   pro všechna 

.12,...,1,0  Nn  

Uzlové body ix/1  pro n-bodovou kvadraturu jsou nulovými body ortogonálních 

polynomů  in xQ /1  

   .,...,2,10/1 nixQ in   25 

Váhy obdržíme pomocí polynomů stupně nižších než n 

 

  
.

/1

1
1

0

2




























m

n

m

im

i
N

xQ

w  26 
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Veškeré uzlové body leží uvnitř intervalu ],[ ba , váhy jsou nezáporné. Dále platí, že 

mezi dvěma uzlovými body, které příslušejí kvadratuře řádu n-1, leží vždy pouze 

jeden uzlový bod příslušející kvadratuře řádu n. Uzlové body a váhy příslušející      

n-bodové kvadratuře reprodukují prvních n2  momentů. 

Pro určení uzlových bodů ix/1  můžeme využít téměř jakoukoli numerickou 

metodu pro nalezení kořenů polynomů.
[9]

 Obecně však nelze využít metody založené 

na dobrém počátečním odhadu kořenů, jako je například Newtonova-Raphsonova 

metoda, protože o  in xQ /1  nemáme žádnou apriorní informaci. Zde uvedeme 

metodu, pomocí níž obdržíme uzlové body ix/1  jako vlastní hodnoty tridiagonální 

matice. 

Sadu ortogonálních polynomů   xQn /1  můžeme vyjádřit pomocí 

ortonormálních polynomů   xRn /1  

 ),/1()1()/1( 2/1 xRNxQ nn

n

n   27 

kde    xRn /1  splňují relaci ortonormality 

  

b

a

mnmn dxxfxRxR .)()/1()/1(   28 

Rekurentní relace (14) pak nabývá tvaru 

 
)/1()/1()/1()/1()/1(

)/1()/1()/1()/1(

2111

01110

xRbxRaxRbxRx

xRaxRbxRx

nnnnnnn  
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Rekurentní relaci (29) vyjádříme pro polynomy do řádu n v maticovém zápisu 
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 8 

Pro kořeny ix/1  polynomu )/1( xRn , a tedy také polynomu )/1( xQn , poslední 

vektor z rovnice (30) zcela vymizí a rovnice tak přejde na tvar 
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Uzlové body ix/1  pak obdržíme jako vlastní hodnoty této reálné symetrické 

tridiagonální matice. 

Pomocí získaných uzlových bodů a vah Gaussovy kvadratury zkonstruujeme 

aproximaci Stieltjesovy distribuce )()( xF n  řádu n
[1],[10],[11]

 

 

.)0()(
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xxSwxF

xxxwxF
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32 

Z výše uvedeného vztahu je zřejmé, že Stieltjesova distribuce je definovaná a také 

spojitá všude kromě bodů ix , proto dodefinujeme hodnotu )()(

i

n xF  jako průměr 

jednostranných limit v bodě ix  

  .)0()0(
2

1
)( )()()(  i

n

i

n

i

n xFxFxF  33 

Nakonec numerickou derivací Stieltjesovi distribuce )()( xF n  dané vztahy (32) a 

(33) získáme aproximace n-tého řádu )()( xf n  hledané funkce )(xf  jako 
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čímž je redukovaný momentový problém (8) vyřešen. Vztahy (34) představují tzv. 

hlavní reprezentaci hledané funkce. 

 

1.2 Řešení momentového problému metodou přímého rozkladu do báze 

ortogonálních funkcí 

Hledanou funkci )(xf  z rovnice (8) lze rozvinout do báze ortogonálních funkcí 

)(xk  jako 

 .)()(
0







k

kk xcxf  35 

Zde  



0

)(
kk x  je sada funkcí splňující relaci ortogonality 

  

b

a

klklk Ndxxx .)()(   36 

Aproximace řádu n hledané funkce )(xf  je pak rozvoj 

 .)()(
0

)( 



n

k

kk

n xcxf  37 

Definujme zobecněné spektrální momenty )(
~

kS  jako
 

 .)()()(
~

 

b

a

k dxxxfkS  38 

Pokud do tohoto vztahu dosadíme výraz (37), získáme vztah mezi koeficienty 

rozvoje a zobecněnými momenty 

 ,)()()(
~

0

 



n

l

kk

b

a

kll cNdxxxckS  39 

kde kN  je normalizační konstanta (36). Zde jsme využili záměny sumy a integrálu. 

Pro numerickou implementaci rozvoje známé funkce )(xf  je výhodné vyjádřit 

momenty )(
~

kS  pomocí vhodné Gaussovy kvadratury (24) 
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iN

l

lkll xxfwkS
1

)()()(
~

 40 

kde iN

llw 1}{ 
 jsou váhy a iN

llx 1}{ 
 uzlové body této kvadratury. Pomocí vztahů (39) a 

(40) potom vyjádříme koeficienty rozvoje kc  

 



iN

l

lkll

k

k xxfw
N

c
1

)()(
1

 41 

a po dosazení do vztahu (35) získáme aproximaci funkce )(xf . 

V případě neznámé funkce )(xf  nelze ale tento postup využít, neboť neumíme 

vyčíslit tuto funkci v libovolně zvoleném bodě 
lx . Konkrétně v případě aplikace 

rozvoje na výpočet energeticky závislé rozpadové šířky (4) z diskrétní reprezentace 

kontinua i  máme z ab initio výpočtů k dispozici pouze sadu dat 







 

2
ˆ2, idi HE  , kde 

2
ˆ2 id H    dokonce ani není rovno hodnotě hledané 

funkce  E  v bodě .iE  Podobně jako ve vztahu (7) ale můžeme zobecněné 

momenty aproximovat jako 

  
2

ˆ2)(
~

id

i

ik HEkS     42 

a z nich pomocí vztahu (39) opět přímo získat koeficienty rozkladu rozpadové šířky 

 E  do báze  .Ek  

V porovnání s metodou Stieltjes imaging je tento postup výrazně jednodušší a 

nevyžaduje 128-bitovou přesnost. Jeho stabilita a rychlost konvergence může být 

ovšem výrazně ovlivněna volbou ortogonální báze  .xk  V kontextu aplikace na 

výpočet rozpadových šířek má navíc zjevný nedostatek ve skutečnosti, že nezaručuje 

nezápornost získané funkce  .E  Metoda přímého rozkladu do tří různých bází 

ortogonálních funkcí, odvozených z Legendreových polynomů, je implementována 

v programu Legendre (viz přiložené CD), který pracuje s 64-bitovou přesností. 

V následujících dvou kapitolách provedeme podrobnější srovnání na konkrétních 

aplikacích. 
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2. Studium metod na příkladu analytické funkce 

 
V této kapitole se zabýváme studiem metod Stieltjes imaging a přímého 

rozkladu do báze ortogonálních funkcí a jejich srovnáním. Pro analýzu metod jsme 

zvolili nezápornou analytickou funkci 

 ,)( 32 xexxf   43 

která přibližně odpovídá charakteristické závislosti rozpadových šířek na energii. 

Na intervalu )3,0(I  jsme vygenerovali iN -bodovou Gaussovu-Legendreovu 

kvadraturu s uzlovými body ix  a vahami .iw  (viz Příloha č. 1) Hodnotu iN  jsme 

zvolili jako .100iN  Po určení funkčních hodnot v kvadraturních bodech )( ixf  

jsme získali dvojice iN

iii Fx 1},{  , kde ).( iii xfwF   Dvojice iN

iii Fx 1},{   jsou vstupními 

hodnotami programů Stieltjes imaging a Legendre. Faktor iw  v hodnotách iF  

zajišťuje, že spektrální momenty funkce )(xf  získáme přímou sumací 

 



iN

i

i

k

ik FxS
1

 44 

stejně jako v případě dat získaných z ab initio výpočtů (srovnej s rovnicí č. (7)). 

Programy tedy můžeme beze změny použít na oba typy problému. 

 

2.1 Studium metody Stieltjes imaging 

Funkční hodnoty v uzlových bodech hlavní reprezentace )()(

i

n xf  (34) pro řády 

}30,..,5{n  získané metodou Stieltjes imaging jsou vykresleny v grafu č. 1. Je 

zřejmé, že po dosažení určitého řádu n již všechny hodnoty )()(

i

n xf  leží na jediné 

hladké křivce. Tato křivka představuje aproximaci hledané funkce )(xf . 

V kapitole 1.1 jsme uvedli, že stabilita programu Stieltjes imaging klesá se 

zvyšujícím se řádem n. Budeme tedy hledat nejmenší řád n takový, že funkční 

hodnoty v uzlových bodech hlavní reprezentace )()(

i

n xf  všech následujících řádů n 

již leží na téže křivce. Z kapitoly 1.1 dále víme, že u dvou po sobě jdoucích řádů 

metody Stieltjes imaging dochází k separaci kvadraturních bodů, tj. mezi dvěma 

kvadraturními body, které příslušejí řádu ,1n  leží právě jeden kvadraturní bod 

příslušející řádu n.
[1]

 Je tedy výhodné použít k interpolaci výsledky několika po sobě 

jdoucích řádů jako jediné sady dat, neboť tak získáme jemnější vzorkování funkce 
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než z každého řádu zvlášť. Proto zavedeme interpolační křivky )()( xn , které 

prokládají funkční hodnoty v uzlových bodech hlavní reprezentace )()(

i

n xf  tří po 

sobě jdoucích řádů n až .2n  V této práci používáme interpolaci kubickými spliny, 

standardně se ovšem používají Hermitovy kubické spliny, které zachovávají 

monotonii funkce.
[12]

  

 

Graf č. 1: Funkční hodnoty )()(

i

n xf  v bodech hlavní reprezentace pro různé řády n 

metody Stieltjes imaging. 

V grafu č. 2 jsou vykresleny křivky ),()5( x  ),()8( x  ),()14( x  )()18( x a ).()19( x  

Se zvyšujícím se řádem n interpolační křivky )()( xn  konvergují k hledané funkci 

)(xf . Z grafu je patrné, že interpolační křivky )()18( x  a )()19( x  již vizuálně dobře 

splývají. Konvergence k hledané funkci )(xf  tedy byla dosažena v řádu ,18n  což 

odpovídá 18-ti bodové kvadratuře a aproximaci polynomem řádu 35 v proměnné 

./1 x  

Metoda Stieltjes imaging umísťuje více kvadraturních bodů tam, kde dochází 

k rychlé změně křivky, a méně tam, kde křivka vykazuje pouze pozvolné změny.
[1]

 

Tato vlastnost je z grafu č. 2 dobře patrná. Vidíme, že hustota bodů hlavní 

reprezentace je znatelně vyšší v oblasti 8,0x , kde funkce )(xf  rychle roste. Po 

dosažení maxima klesá funkce pomaleji, a proto je v této části grafu nižší hustota 
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kvadraturních bodů. Pro 2x  kvadraturní body v nižších řádech metody dokonce 

zcela chybí. 

V případě aproximace známé analytické funkce )(xf  je také možné studovat 

maximální absolutní chybu 

   )(max )(

i

n

Ixn xffe
i

 
, 45 

danou jako maximum rozdílu analytické funkce )(xf a aproximativních hodnot 

)()(

i

n xf  v bodech hlavní reprezentace. Závislost maximální absolutní chyby ne  na 

řádu n metody Stieltjes imaging je vykreslena v grafu č. 3. Z grafu je zřejmé, že 

maximální absolutní chyba ne  systematicky klesá až do nejvyššího řádu ,30n  kde 

metoda dosahuje maximální přesnosti přibližně .107 4  Řád, ve kterém jsme určili 

konvergenci pomocí vizuálního kritéria, tedy ,18n aproximuje funkci )(xf  

s přesností asi .105,1 3  Relativní chyba se tedy pohybuje v řádu jednotek procent. 

 

Graf č. 2: Interpolační křivky )()( xn  určené pomocí tří po sobě jdoucích řádů n 

metody Stieltjes imaging. 

Metoda Stieltjes imaging zachovává pozitivnost aproximované funkce, neboť 

tato hraje roli váhové funkce v relaci ortogonality (13) pro posloupnost ortogonálních 

polynomů )./1( xQn Nevýhodou je obvykle nízká hustota kvadraturních bodů hlavní 

reprezentace, ve kterých je aproximace hledané funkce vyčíslena. Další problém 
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představuje určení konvergence. V případě neznámé funkce máme k dispozici pouze 

vizuální kritérium dosažení hladké křivky napříč co největším počtem řádů. Obvykle 

také nevíme, je-li vyšší řád vynucen skutečně významem vysokých momentů )( kS   

nebo „řídkostí“ kvadraturních bodů pro nízké řády. Metoda Stieltjes imaging navíc 

ani v případě analytické funkce a přesných spektrálních momentů nedosahuje vysoké 

přesnosti, a to jednak z důvodu nestability algoritmu, ale především v důsledku 

použití numerické derivace Stieltjesovy distribuce (34). 

 

Graf č. 3: Závislost maximální absolutní chyby ne  na řádu n metody Stieltjes 

imaging. 

 

2.2 Studium metody přímého rozkladu do báze ortogonálních funkcí 

Metodu přímého rozkladu do báze ortogonálních funkcí jsme popsali v kapitole 

1.2. Pro analýzu metody jsme zvolili funkce )(x , )/1( x  a ),(arctan x které jsme 

odvodili příslušnou substitucí z Legendreových polynomů )(xL  (viz Příloha č. 1). 

Tyto funkce jsou ortogonální na obecném intervalu ).,( ba  Funkce   v substituci 

x/1  jsme zvolili proto, že efektivně využívají záporné momenty (38) a metoda 

přímého rozkladu do báze )/1( x  je tak ekvivalentní metodě Stieltjes imaging. 

Substituce xarctan  byla zvolena na základě faktu, že průběh funkce xarctan  je 



 15 

v okolí bodu 0x  téměř lineární, zatímco pro velká x se mění velmi pomalu. Toto 

chování může být výhodné v kapitole 3.1 pro určení rezonanční šířky   jako 

),0(  dEE  neboť zvýší citlivost metody v okolí relevantních energií na úkor 

vysokoenergetické části spektra. 

V grafu č. 4 jsou zobrazeny aproximace )()( xf n  (37), zkonstruované pomocí 

bázových funkcí )/1( x . Se zvyšujícím se řádem n je patrná konvergence 

aproximací k funkci )(xf  (43). Aproximace řádů vyšších než 11n  v rozlišení 

tohoto grafu již zcela splývají a nelze je od sebe vizuálně odlišit. Vizuální 

konvergence k hledané funkci )(xf  tedy byla dosažena v řádu asi 11n .  

 

Graf č. 4: Konvergence aproximací )()( xf n zkonstruovaných pomocí bázových 

funkcí )/1( x . 

Grafy aproximací zkonstruovaných pomocí bázových funkcí )(x  a 

)(arctan x  vypadají analogicky a pro úsporu místa je neuvádíme. Vizuální 

konvergence k funkci )(xf  s využitím bázových funkcí )(x  nebo )(arctan x  

byla dosažena v obou případech přibližně v řádu .14n  Nalezení konvergence 

pouhým vizuálním porovnáním křivek )()( xf n  je ovšem nepřesné. Lepší informaci o 

rychlosti konvergence získáme studiem koeficientů rozkladu nc  (41). 
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V grafu č. 5 je vyobrazena závislost koeficientů nc  na řádu n v logaritmické 

škále, a to pro koeficienty určené pomocí všech tří typů bázových funkcí. Z grafu je 

patrné, že absolutní hodnoty koeficientů nc  klesají k hodnotám 10
-16

, kde se pokles 

zastaví. Pro vysoká n dále oscilují kolem této hodnoty. Toto je dáno použitím        

64-bitové přesnosti v numerické implementaci s relativní chybou 16102  . Řád 

potřebný k dosažení požadované úrovně přesnosti aproximace z grafu odečteme tam, 

kde hodnoty koeficientů nc  poklesnou pod danou hodnotu. 

Křivky zobrazené v grafu č. 5 se výrazně liší rychlostí poklesu. Do řádu 7n  

nejrychleji klesají koeficienty pro ),(arctan x  poté se ovšem nejrychleji 

konvergentní metodou stává báze  )./1( x  Koeficienty bázových funkcí 

)(arctan x  od řádu 10n  klesají naopak nejpomaleji. Maximální numerické 

přesnosti je dosaženo v řádu 20n  pro bázové funkce )/1( x , 25n  pro bázové 

funkce )(x  a 36n  pro bázové funkce ).(arctan x  

 

Graf č. 5: Průběh koeficientů nc  pro tři studované substituce. 

Maximální absolutní chyba aproximace známé analytické funkce )(xf  

   )(max )( xffe n

Ixn    46 

je dána jako maximum rozdílu analytické funkce )(xf a aproximace )()( xf n  na 

daném intervalu I. 
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Graf č. 6 znázorňuje v logaritmické škále maximální absolutní chybu ne  pro 

řády }.60,..,0{n  Při použití bázových funkcí )(x  nebo )/1( x  lze funkci )(xf  

aproximovat s přesností řádově až 10
-15

, které je dosaženo v řádu ,24n  resp. 

18n . Při použití )(arctan x  je maximální přesnost přibližně o řád nižší, navíc až 

pro vysoký řád aproximace .35n  Křivka maximální absolutní chyby aproximace 

se substitucí xarctan  klesá nejrychleji až do řádu 5n , od řádu n = 8 klesá naopak 

nejpomaleji. Od řádu 5n  je nejrychleji konvergentní aproximací rozvoj do 

)/1( x . Pro vysoká n lze pozorovat pozvolný nárůst chyb ne , a to od řádu n, kde 

bylo dosaženo maximální přesnosti. Další zvyšování řádu aproximace zde vede 

pouze k akumulování zaokrouhlovací chyby, neboť načítáme členy, které jsou v dané 

numerické přesnosti zanedbatelné a jsou tedy touto chybou dominovány. 

 

Graf č. 6: Závislost maximální absolutní chyby ne  na řádu n pro tři studované 

substituce. 

Graf č. 7 je souhrnem dvou předešlých grafů a zobrazuje porovnání poklesu 

koeficientů nc  a maximálních absolutních chyb ne  pro dané báze. Je zřejmé, že 

přesnost n-té aproximace řádově odpovídá hodnotě n-tého koeficientu, což umožňuje 

určení konvergence na požadované úrovni přímo na základě hodnot koeficientů 

rozvoje, jak bylo navrženo výše. 
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Graf č. 7: Závislost koeficientů nc  a maximální absolutní chyby ne  na řádu n 

pro bázové funkce  )(x , )/1( x  a )(arctan x . 

Důvodem snížené přesnosti rozkladu do báze )(arctan x  je horší stabilita 

numerické integrace pomocí zvolené Gaussovy kvadratury, která je odvozena 

z polynomů )(x  a je tedy pro tuto bázi optimalizována. Příčina tohoto problému je 

demonstrována v grafech č. 8 a 9, v nichž jsou znázorněny průběhy bázových funkcí 

)(x  a )(arctan x  na intervalu )3,0(),( ba . Kořeny bázových funkcí )(x  jsou 

symetricky rozmístěné kolem bodu 5,1x . Kořeny bázových funkcí )(arctan x  

jsou rozmístěné asymetricky a hromadí se v okolí bodu a. Zde dochází k rychlejší 

oscilaci funkcí než v okolí bodu b. To způsobuje nárůst chyby při numerické 

integraci, neboť pro vyšší n je stobodová kvadratura k integraci funkcí )(arctan xn  

v okolí bodu a nedostatečná. Abychom dosáhli stejné numerické přesnosti jako při 

rozkladu do bázových funkcí )(x  nebo )/1( x , museli bychom zvýšit řád 

kvadratury přibližně na .300iN  
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Graf č. 8: Průběh bázových funkcí )(xn . 

 

Graf č. 9: Průběh bázových funkcí )(arctan xn . 

Graf č. 10 zobrazuje vliv náhodné chyby ve vstupních datech iN

iFx 1},{   na 

hodnoty koeficientů nc  a maximálních absolutních chyb ne  určených pomocí 

bázových funkcí )./1( x  Náhodný šum s amplitudou 810A  jsme aplikovali na 
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hodnoty x nebo F. Z grafu lze vyčíst, že pokud aplikujeme náhodný šum na hodnoty 

F, pokles koeficientů nc  se nezmění, a to až do řádu daného amplitudou šumu A. Po 

dosažení této hodnoty nastává u koeficientů cn oscilace stejného charakteru jako při 

dosažení strojové přesnosti pro čistá vstupní data (srovnej graf č. 5). Také rychlost 

poklesu maximálních absolutních chyb ne  se vlivem šumu nemění, minimum a 

následný pozvolný nárůst chyby ovšem nastává již o dva řády dříve než je řád 

amplitudy šumu. Náhodný šum v hodnotách x se projeví analogicky, rychlost 

poklesu maximální absolutní chyby ne  se však změní až v řádu daném amplitudou 

šumu A. Ke stejnému závěru dospějeme i pro bázové funkce )(x  a )(arctan x , 

příslušné grafy pro úsporu místa neuvádíme. 

 

Graf č. 10: Závislost koeficientů nc  a maximálních absolutních chyb ne  na řádu n 

pro bázové funkce  )/1( x  při zašumění vstupních dat. 

 

2.3 Porovnání výstupů obou metod 

 

Řád konvergence metody Stieltjes imaging jsme určili jako ,18n  což 

odpovídá polynomiální interpolaci řádu 35 v proměnné ./1 x  Dosažená přesnost 
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aproximace funkce )(xf  je přibližně .1015 4  U této metody máme ovšem 

k dispozici pouze vizuální posouzení konvergence, na rozdíl od rozkladu do 

ortogonální báze, kde můžeme zkoumat chování koeficientů rozvoje .nc  

Nejvhodnější substitucí metody rozkladu do báze ortogonálních funkcí je x/1 , neboť 

ze všech tří studovaných bází dosahuje maximální numerické přesnosti nejrychleji, a 

to v řádu .20n  Nejméně vhodnou metodou je rozklad do báze ),(arctan x  

protože konverguje až pro relativně vysoký řád .36n  Rozklad do báze )(x  

konverguje v řádu .25n  Metodou rozkladu do všech tří studovaných ortogonálních 

bází lze dosáhnout přesnosti řádově až .10 15  Nevýhodou metody přímého rozkladu 

je, že na rozdíl od metody Stieltjes imaging obecně nezachovává pozitivnost 

aproximované funkce. Tato vlastnost se projeví ovšem až v kapitole 3. 

V grafu č. 11 jsou znázorněny křivky získané jak metodou Stieltjes imaging, tak 

přímým rozkladem do báze ortogonálních funkcí ),(x  )/1( x  a ),(arctan x  které 

příslušejí řádům, ve kterých bylo dosaženo konvergence k funkci )(xf  (43). 

V tomto grafu jsou dále zobrazeny body hlavní reprezentace metody Stieltjes 

imaging pro řády ,20,19,18n  které pro přehlednost značíme .SIn  

 

Graf č. 11: Porovnání aproximací metody Stieltjes imaging a přímého rozkladu do 

báze )(x , )/1( x  a )(arctan x , ve kterých bylo dosaženo konvergence k funkci 

).(xf  



 22 

3. Aplikace metod na výpočet rezonanční šířky iontu 

CH3F(2s
-2

)
2+ 

 

3.1 Metoda Stieltjes imaging 

V této kapitole aplikujeme metodu Stieltjes imaging na výpočet rezonanční šířky 

iontu CH3F(2s
-2

)
2+

 z ab initio dat, získaných metodou Fano-ADC.
[5],[13]

 Podrobnosti 

těchto výpočtů neuvádíme, neboť jdou za rámec práce a zde pouze poskytují příklad 

realistických dat. Energie E byla ve vstupních datech posunuta tak, že energie dE  

metastabilního stavu odpovídá nulové energii. Hodnoty hlavní reprezentace )(E  

pro řády }30,..,5{n  získané metodou Stieltjes imaging jsou vykresleny v grafu     

č. 12. 

 

Graf č. 12: Hodnoty hlavní reprezentace )(E  pro různé řády n metody Stieltjes 

imaging. 

Pro nalezení nejmenšího řádu n metody Stieltjes imaging, ve kterém je dosaženo 

konvergence k hledané funkci ),(E  jsou v grafu č. 13 zobrazeny interpolační 

křivky ),()( En  které prokládají funkční hodnoty tří po sobě jdoucích řádů n (srovnej 

s  )(n  v grafu č. 2). Se zvyšujícím se řádem n interpolační křivky )()( En  dobře 

konvergují k jediné funkci )(E  a je patrné, že interpolační křivky )()10( E  a 
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)()11( E  již vizuálně dobře splývají. Konvergence k hledané funkci )(E  tedy byla 

dosažena přibližně v řádu ,10n  což odpovídá 10-ti bodové kvadratuře, respektive 

aproximaci polynomem řádu 19n  v proměnné ./1 E  Hodnoty hlavní reprezentace 

)(E  nabývají pouze kladných hodnot, což je v souladu s fyzikálními hodnotami 

rezonančních šířek. 

 

Graf č. 13: Interpolační křivky )()( En  určené pomocí tří po sobě jdoucích řádů n 

metody Stieltjes imaging. 

Pro většinu aplikací je důležitá hodnota rozpadové šířky pro energii počátečního 

stavu d  z rovnice (2), kde ).0(  dE  Závislost rozpadové šířky   na řádu n 

interpolační křivky )()( En  je znázorněna v grafu č. 14. Od řádu 14n  rozpadová 

šířka   osciluje kolem hodnoty 3106,6   Ha. Výslednou hodnotu rozpadové šířky 

jsme tak určili jako 310)1,06,6(   Ha. To odpovídá střední době života 

6,3 fs. 
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Graf č. 14: Závislost rozpadové šířky   na řádu aproximace n. 

 

3.2 Metoda přímého rozkladu do báze ortogonálních funkcí 

V této sekci využijeme k rekonstrukci rozpadové šířky )(E  pro iont    

CH3F(2s
-2

)
2+

 z ab initio dat metodu přímého rozkladu do báze ortogonálních funkcí  

)(x , )/1( x  a )(arctan x . 

Dle vztahu (37) jsme zkonstruovali aproximace )()( En  hledané funkce )(E  

pro řády }65,..,0{n  pro tři uvažované báze. V grafu č. 15 jsou znázorněny 

aproximace )()( En  zkonstruované rozkladem do bázových funkcí )(x . Vizuální 

posouzení grafu svádí k závěru, že konvergence je dosaženo v řádu 21n , neboť 

interpolační křivka příslušející tomuto řádu splývá s křivkami následujících řádů 

(srovnej graf č. 4). Při dalším zvyšování řádu n ovšem dochází k výrazné změně 

průběhu aproximačních křivek (křivky )()36( E  a )()49( E ). Z grafu je dále zřejmé, 

že aproximace )()49( E  přechází pro 8E Ha do záporných hodnot, což je 

v rozporu s fyzikálními vlastnostmi rezonančních šířek. Je to způsobeno přílišnou 

volností metody, neboť pozitivnost )(E  není na rozdíl od Stieltjes imaging přímo 

vynucována. 
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Graf č. 15: Aproximace )()( En  zkonstruované pomocí bázových funkcí )(x . 

 
Graf č. 16: Aproximace )()( En  zkonstruované pomocí bázových funkcí )/1( x . 

V grafu č. 16 jsou zobrazeny aproximace )()( En  získané rozkladem do báze 

)./1( x  Dobré vizuální konvergence bylo dosaženo v řádu .18n  Opět však 

dochází k překmitu aproximací do záporných hodnot. Aproximace zkonstruované 

rozkladem do báze )(arctan x  jsou vykresleny v grafu č. 17. Pro tuto substituci 
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bylo dosaženo konvergence již v řádu .11n  Zatímco u metody rozkladu do báze 

)(x  se při zvyšování řádu n po dosažení konvergence mění charakter křivky 

v okolí 0E Ha, u rozkladu do báze )/1( x  nebo )(arctan x  se pouze zvětšují 

oscilace pro 3E  Ha, které jsou fyzikálně méně relevantní. Tento problém 

potvrzuje skutečnost, že pouhé vizuální posouzení aproximativních křivek různých 

řádů neposkytuje informaci dostatečnou k vyhodnocení kvality a charakteru 

konvergence. 

 
Graf č. 17: Aproximace )()( En  zkonstruované pomocí bázových funkcí 

)(arctan x . 

Lepší informaci o charakteru konvergence opět získáme studiem koeficientů 

rozkladu nc  (srovnej graf č. 5). V grafu č. 18 je zobrazena závislost absolutních 

hodnot koeficientů rozkladu nc  na řádu n pro bázové funkce )./1( xn  V tomto grafu 

je znatelný systematický pokles koeficientů nc  až do řádu .20n  Hodnoty 

koeficientů ,nc  20,...,0n , jsme proložili lineární regresní křivkou ).20,0(regL  U 

vyšších řádů je patrná oscilace stejného charakteru jako při aplikaci náhodného šumu 

na vstupní data u analytické funkce (srovnej graf č. 10). Koeficienty nc  pro 

20n zde oscilují kolem hodnoty 4105 A  Ha. V kapitole 2.2 jsme ukázali, že 

chyba ve vstupních datech se promítne do koeficientů rozvoje nc  přibližně stejného 
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řádu, jako je amplituda šumu. Graf č. 18 lze tedy interpretovat tak, že vstupní ab 

initio data jsou zatížena chybou přibližně 310 Ha. Koeficienty nc  systematicky 

klesají až k této hodnotě. Řád n, ve kterém bylo dosaženo konvergence a maximální 

možné přesnosti, tedy můžeme odečíst tam, kde lineární regresní křivka )20,0(regL  

protne tuto hranici. Pro bázové funkce )/1( x  se jedná o hodnotu .17n  

 

Graf č. 18: Průběh koeficientů nc  pro bázové funkce )/1( x . 

Analogicky jsme určili řád konvergence metody přímého rozkladu do báze 

),(arctan x  což je znázorněno v grafu č. 19. Lineární regresní křivku jsme 

zkonstruovali z hodnot koeficientů ,nc .15,...,0n  Konvergence byla dosažena 

v řádu aproximace .10n  

Závislost koeficientů nc  na stupni n pro bázové funkce )(xn  jsme vykreslili 

v grafu č. 20, a to až do vysokého řádu .80n  V tomto případě je velice obtížné 

nalézt konvergenci, neboť závislosti nc  dominuje periodický charakter a nevýrazný 

systematický pokles pozorujeme až do velmi vysokých řádů. Pro regresní křivku 

jsme tedy použili všechny řády až do .80n  Hranice chyby odhadnuté výše jako 

4105 A  Ha je takto dosažena až v řádu .63n  Tuto hodnotu jsme dále použili 

pro srovnání s ostatními metodami. Je ovšem zřejmé, že graf č. 20 demonstruje spíše 

selhání metody založené na rozkladu do báze ).(x  Periodičnost závislosti 
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koeficientů 
nc  na stupni n je také znatelná z grafu č. 21, kde je tato závislost 

zobrazena v logaritmické škále. 

 

Graf č. 19: Průběh koeficientů 
nc  pro bázové funkce )(arctan xn . 

 

Graf č. 20: Průběh koeficientů 
nc  pro bázové funkce )(xn . 
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Graf č. 21: Průběh koeficientů 
nc  v logaritmické škále pro bázové funkce )(x , 

)/1( x  a )(arctan x . 

Závislost rozpadové šířky   na řádu n je zobrazena v grafu č. 22. Z grafu je 

zřejmé, že od jistého řádu n křivky pro bázové funkce )/1( x  a )(arctan x  oscilují 

kolem hodnoty 3107   Ha. Algoritmus je v okolí bodu )0(  dE  stabilní a 

nedochází k velkým rozkmitům interpolačních křivek pro jednotlivé řády n. Hodnotu 

rozpadové šířky jsme tedy určili jako 310)17(   Ha, což je v souladu 

s výsledkem metody Stieltjes imaging. Také graf č. 22 potvrzuje selhání rozkladu do 

báze )(x . 
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Graf č. 22: Závislost rozpadové šířky   na řádu n. 

 

3.3 Porovnání výstupů obou metod 

V této kapitole jsme studovali energeticky závislou rozpadovou šířku )(E  (4) 

pro metastabilní iont CH3F(2s
-2

)
2+

. V předchozích sekcích jsme zjistili, že metoda 

Stieltjes imaging konverguje k hledané funkci )(E  v řádu ,10n  což odpovídá 

aproximaci polynomem stupně 19 v proměnné ./1 E  Metoda rozkladu do báze 

)/1( x  konverguje v řádu 17n  a do báze )(arctan x  v řádu 10n . Rozklad do 

báze )(x  v tomto případě selhává. Aproximativní křivky příslušející řádům, ve 

kterých bylo dosaženo konvergence, jsou vykresleny v grafu č. 23. Hlavní maximum 

)(E  v intervalu )1,1(E  je rekonstruováno všemi metodami, byť tvar a hodnota 

maxima se pro Stieltjes imaging, rozklad do báze )/1( x  a )(arctan x  mírně liší. 

Pro bázové funkce )(x  je maximum již výrazně širší a nižší. Metoda Stieltjes 

imaging dává nejhladší křivku, naopak rozklady do )(x  a )/1( x  pro vyšší energie 

výrazně oscilují. Rozklad do báze )(arctan x  nejvíce odpovídá metodě Stieltjes 

imaging a i pro vyšší energie monotónně klesá a zůstává kladný. 
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Graf č. 23: Aproximace )()( En  řádů n, ve kterých bylo dosaženo konvergence. 

Rozpadová šířka   (2) určená metodou Stieltjes imaging je 

310)1,06,6(  Ha,  metoda přímého rozkladu do báze ortogonálních funkcí dává 

310)17(  Ha. I zde se projevuje stabilita metody Stieltjes imaging, neboť dává 

přibližně o řád přesnější hodnotu rozpadové šířky než metoda přímého rozkladu do 

báze ortogonálních funkcí.  
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Závěr 

 
V první kapitole této práce jsme ukázali, jak je možné převést výpočet 

rezonančních šířek metastabilních stavů atomů a molekul na řešení redukovaného 

momentového problému. Hlavní náplní potom bylo studium numerických metod pro 

jeho řešení, konkrétně metod Stieltjes imaging a přímého rozkladu do báze 

ortogonálních funkcí. Metody byly v první kapitole podrobně popsány a v 

následujících kapitolách aplikovány na problém rekonstrukce známé analytické 

funkce z jejích spektrálních momentů a na určení rezonanční šířky metastabilního 

iontu CH3F(2s
-2

)
2+

 z diskretizovaného kontinua získaného z ab initio výpočtů. Pro 

metodu přímého rozkladu do báze ortogonálních funkcí jsme zkonstruovali tři sady 

funkcí, a to z Legendreových polynomů pomocí substitucí x , x/1  a xarctan . 

Na příkladu analytické funkce jsme studovali přesnost aproximace v závislosti 

na jejím řádu, který je primárně určen počtem využitých spektrálních momentů. 

Ukázali jsme, že metodou přímého rozkladu do báze ortogonálních funkcí je možné 

dosáhnout přesnosti až 1510 , což odpovídá téměř strojové přesnosti dané 64-bitovou 

aritmetikou. Naopak pomocí metody Stieltjes imaging není možné dosáhnout 

relativní přesnosti lepší než řádově jednotky procent. Důvodem je zřejmě především 

numerická derivace Stieltjesovy distribuce na poměrně řídké sítí kvadraturních bodů 

tzv. hlavní reprezentace hledané funkce. Další nevýhodou metody Stieltjes imaging 

je problém určení konvergence, neboť obecně není k dispozici jiné kritérium než 

vizuální porovnání změny rekonstruované funkce se zvýšením řádu aproximace. V 

případě metody přímého rozkladu do báze ortogonálních funkcí můžeme naopak 

velmi přesnou informaci o úrovni konvergence a přesnosti aproximace získat 

studiem chování jednotlivých koeficientů rozkladu a jejich poklesu s rostoucím 

stupněm bázové funkce. Ukázali jsme, že přesnost n-té aproximace řádově odpovídá 

hodnotě n-tého koeficientu. Pro zvolenou analytickou funkci nejrychleji konverguje 

rozklad do báze )/1( x , naopak rozklad do báze )(arctan x  dosahuje maximální 

přesnosti až v téměř dvojnásobném řádu. Tento výsledek může být ovšem závislý na 

konkrétním průběhu aproximované funkce, zde jsme volili funkci, která svým 

charakterem odpovídá typické závislosti rozpadových šířek na energii. 

Ve třetí kapitole jsme aplikovali studované metody na výpočet rozpadové šířky 

)(E  iontu CH3F(2s
-2

)
2+

. Metoda Stieltjes imaging i přímého rozkladu do bázových 
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funkcí )/1( x  nebo )(arctan x  konvergovala v relativně nízkém řádu. Metoda 

rozkladu do báze )(x  v tomto případě selhala, neboť závislost koeficientů rozkladu 

na stupni polynomu vykazovala spíše oscilační charakter než systematický pokles a 

rozpadová šířka se i ve velmi vysokých řádech aproximace výrazně liší od výsledku 

ostatních tří metod. Metodou Stieltjes imaging jsme získali nejhladší křivku, naopak 

rozklad do báze )/1( x  pro vyšší energie výrazně osciloval a přecházel do 

záporných hodnot, což je v rozporu s fyzikálními vlastnostmi rezonančních šířek. 

Výsledku metody Stieltjes imaging tak nejvíce odpovídal rozklad do báze 

),(arctan x  neboť i pro vyšší energie zůstával kladný a monotónně klesal. Toto 

chování je zřejmě odrazem skutečnosti, že báze )(arctan x  je v okolí nulové energie 

výrazně flexibilnější než pro energie vyšší. Díky tomu je možné hlavní maximum 

)(E  reprodukovat již v nízkých řádech aproximace, aniž by došlo k nežádoucím 

oscilacím pro vysoké energie. Výslednou hodnotu rozpadové šířky   jsme určili 

metodou Stieltjes imaging jako 310)1,06,6(  Ha, metoda přímého rozkladu do 

báze ortogonálních funkcí dává 310)17(  Ha. Metoda Stieltjes imaging tedy 

dává přibližně o řád přesnější výsledek, než přímý rozklad do báze ortogonálních 

funkcí. 

 Z výše uvedeného vyplývá, že metoda Stieltjes imaging dosahovala v případě 

přesných spektrálních momentů menší přesnosti než metoda přímého rozkladu do 

bázových funkcí. V případě nepřesných vstupních dat, jako například výše zmíněná 

data z ab initio kvantově-chemických výpočtů, se ovšem projevila stabilita a 

robustnost tohoto algoritmu. Výhodou Stieltjes imaging také je, že zachovává 

pozitivnost hledané energeticky závislé rozpadové šířky ),(E  na rozdíl od metody 

přímého rozkladu do bázových funkcí, která je v tomto případě méně stabilní a má 

tendence k oscilacím. Nevýhodou metody Stieltjes imaging je nízká hustota 

kvadraturních bodů hlavní reprezentace, ve kterých je aproximace hledané funkce 

vyčíslena. Další problém představuje nalezení konvergence, neboť v případě 

neznámé funkce máme k dispozici pouze vizuální kritérium. Metoda přímého 

rozkladu do bázových funkcí nám oproti metodě Stieltjes imaging umožňuje 

analyzovat konvergenci na základě koeficientů rozkladu, což vede k odhadu chyby 

vstupních dat a stupně polynomu v x/1 , potřebného k rekonstrukci rozpadové šířky 

).(E  Metoda Stieltjes imaging je tedy vhodnější pro určení rozpadové šířky   než 
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metoda přímého rozkladu do bázových funkcí. Rozklad do báze )/1( x  ovšem 

usnadňuje analýzu konvergence Stieltjes imaging. 
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Přílohy 

Příloha č. 1: Legendreovy polynomy )(xL
n

 

Legendreovy polynomy )(xLn  jsou definovány vztahem 
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Základní vlastnosti 

 Legendreovy polynomy jsou ortogonální na intervalu [-1,1] s váhovou funkcí 

1)( xw  

 Relace ortogonality 
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 Normalizační podmínka 
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 Derivace 
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 Kořeny a váhy n-tého polynomu Gaussovy-Legendreovy kvadratury n-tého 

řádu 
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Odhad kořenů (52) je v numerické implementaci použit pro určení přesné hodnoty 

pomocí Newtonovy metody. 

Báze na obecném intervalu ],[ ba  
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 Bázové funkce 
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 Bázové funkce pro Legendreovy polynomy v substituci /1  

 )/1(
11

112

1

11

12
)( x

ba

ba
L

ba

n
nn 































  55 

 Bázové funkce pro Legendreovy polynomy v substituci arctan  
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