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Abstrakt: Diplomova prace je zaffena na vytvieni webovych stranek pro vyuku
kombinatoriky na $ednich Skolach. V da@bpsani této prace existovaly jen neulplné nebo
velmi striené webové stranky k tomuto tématu &Sina z nich nevyuzivala dosténe
moznosti Internetu — stranky byly statické a matovazané odkazy. Stranky v anglickém
jazyce byly vtomto ohledu zpracované &@m lépe. Hodnocenim ¢kolika existujicich
stranek se zabyva prviast této diplomové prace. Druhoasti jsou nové webové stranky.
K jejich vytvoreni jsem pouzila jazyk HTML, skripty jsou napsangnmci JavaScriptu
a graficka Uprava stranek jétginou definované v externich CSS souborech.

Stranky jsou ufeny spiSe pro samostudium, ale daji se vyuiit vjuce. Obsahuji vyklad
latky, reSené fiklady a ulohy k procveni. Vysledky jednotlivych Uloh je moZzné zobrazit
kliknutim na utenou ikonu. U 8kterych (zejména obtiZjsich) Uloh Ize zobrazit napédu
nebo cely postupeseni.
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Abstract: The main task of this thesis was to create welegpdgr teaching High School
combinatorics. During working on the thesis, thesese only incomplete or, very brief web
pages with this theme on the Internet and manyeimtdid not exploit it's possibilities. The
web pages were static and there were very fewardes to the other pages. This was more
exploited on the English web pages. Some of thstiegi web pages are classified in the first
part of this thesis. The second part contains nel pages. The pages are constructed using
HTML language, the scripts are made in JavaScngtthe graphic layout is defined mainly
in the extern CSS files.

The pages are intended for self-studying, but ialso possible to use them in school
education. The pages contain the explanation of bawetorics, solved examples and
exercises. By clicking the specified icon it is gibte to show the answers to the exercises.
Some of them (mainly the more difficult ones) havdden hints or contain the whole
solution.
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1. Uvod

Hlavnim Ukolem této diplomové prace bylo wyiteni novych webovych stranek pro vyuku
kombinatoriky. Toto téma jsem jsi zvolila Zkolika divoda. Jednak r zaujal samotny cil,
kterym je praktické vyuziti mé diplomové prace ypyuce matematiky naigdnich Skolach,
a dalSim dvodem byla moZnost vyhodného upkath poznatk z obou mych aprolgaich
prednEta, matematiky a informatiky.

V prvni casti této prace je hodnoceniékolika existujicich stranek énujicich se
kombinatorice. B hledani a prohlizeni zminych stranek se ukazalo, Ze stranky, které se
vénuji kvalitné a podrobs danému tématu afippm jsou zpracované didakticky spré&vpro
potreby vyuky stedoSkolak, v podstat neexistuji. Druhowasti diplomové prace tedy jsou
nové webové stranky pro vyuku kombinatoriky. Tyteasky se od tignhych webnic lisi
hlavns tim, Ze jsou do nich ¥azeny interaktivni skripty, které usnmgi pochopeni latky,
umoZiuji provadt neékteré zakladni vypsly, zobrazuji napasdu k nar@néjSim uloham,
odkryvaji vysledky uUloh a podobn Z tohoto dvodu doporduji prohlizet stranky

v elektronické podabna gilozeném CD.

K prohlizeni stranek neni geba pipojeni k Internetu ani Zzadné specialni vybaveritpde,
stranky se daji oté&it v béZném internetovém prohli&e (soubor index.htm). Pro jejich
prohlizeni doportuji prohlizeée Mozilla 1.7.5 a Internet Explorer 6.0 nebo &éiz Ve starsi
verzi internetového prohliZe se nezobrazovalygkteré specialni znaky spravn



2. Hodnoceni sou €asnych stranek o kombinatorice

K tématu kombinatorika existuje pémé velké mnozstvi webovych stranek, adlasto se
tykaji jen utité ¢asti kombinatoriky, nap pouze permutaci nebo Pascalova trojuhelniku.
Stranek, které seéwmuji celé kombinatorice nebo alesipgeji vetSi casti, je v dnesSnim
internetu malo; #Sinou se jednad o maturitnighledy bez vysstleni latky. Stranky maji
casto velmi jednoduchou grafiku, nejsou interaktigsniela kombinatorika byva probrana na
jediné internetové strance.

V dalSim textu uvadim hodnoceni¢kolika webovych stranek, které jsoué¢novany
kombinatorice. Mezi kritéria hodnoceni jsem faadila odbornou spravnost, rozsah
zpracovanych témat (které pojmy jsou na strancacgwény, jestli stranka obsahuje vyklad
pojmi a @iklady), dale pehlednost a grafické zpracovani stranek. fddnoceni obsahu
a rozsahu stranek jsem vychazelacehnice Calda, Duga Matematika pro gymnazia —
Kombinatorika, pravébodobnost, statistika.



2.1 Ceské stranky v énované kombinatorice
Pavel Jost — Stranky pro Gymnazium a SPgS Liberec,  Jeronymova

Kombinatorika(http://pj.wz.cz/mat_4r/kombinatorika.html)

Tato webova strdnka obsahuje v3echny zé&kladniidefan ¢ty stedoSkolské kombinatoriky
i malou poznamku o historii. Latka jerghledré rozclend, jednotlivé pojmy jsou vyragn
barevié oznaeny, takZze se student na strankdch snadno zoeemtujychle najde, co
pottebuje. Neni zde vystleni pojmi ani ilustr&ni priklady — stranka slouzi spisS studeng
ktefi problematice rozumi a pgebuji jen pipomenout gktery pojem nebo vzorec.

10. Binomicka véta

Véta (o numerickych koeficientech v mnohoélenu po umocnéni dvojélenu):

Pro viechna &isla @,% alafdé plirozené Eislo 5 platl:
[a+b) = I B TR g e I R S L Y [ YR B R
0 1 2 4 n—1 n

(a+sf = g[:Ja’H’bk |

nebeli

Pozm. 1 (pojmenovani koeficienti):
Dané tiselné koeficienty, co¥ jsou kombmatn! Hsla = fady Pascalova tropthelnilu, se té% nékdy nazyva , bmomické

koeficienty™.

Pozn. 2 (ozmateni umocnéni dvojélenn):
Danému umocnéni podle binomicke vty se fika , rozvinut] podle bmnemicke vety™ neboli | wytvofend binomického
M

rozvoje podle vyram (cx +b)

Pom. 3 (uréeni k-tého Elenu hinomického rozvoje):

& -t €len binomickeho rozvoije wirazu (@ + b mé trar
) | - 1
k-1 )

P¥. {ufiti binomické véty):
Vzhledem k tomu, Ze (] + 1)“ B

Obr. 1



Studijni materialy Katedry matematiky a deskriptivn i geometrie
VSB — Technické univerzity Ostrava

V predmétu Pravépodobnost a statistikéttp://homen.vsb.cz/~s1m30/cdpastji) Uvodni pedna-
Ska zc¢asti wnovana kombinatorice.

Z menu vede gkolik odkazi na stranky, které se tykaji kombinatoriky:

studijni texty(http://homen.vsb.cz/~s1m30/cdpastl/soubory/kapagiphtm)

piiklady 1 (http://homen.vsh.cz/~s1m30/cdpastl/soubory/zdtojabin.htm)

piiklady 2 (http://homen.vsb.cz/~s1m30/cdpastl/soubory/zdBeC01/CVICO1.HTM),

ieSené fiklady (http://homen.vsb.cz/~s1m30/cdpastl/soubory/zcesgetikl/resprl.htm)

Na strancestudijni textyje striény piehled rkterych pojnii kombinatoriky, ale latka neni
vyswtlena. U pojni variace, permutace a kombinace jsou odkaziegené fiklady. Stranka
obsahuje pojmy variace, permutace a kombinace pakowvani i s opakovanim, kombima
¢islo, vlastnosti kombinmich ¢isel. Neobsahuje kombinatoricka pravidla &aua sodinu,
Pascalv trojuhelnik, ani binomickou &u. K procvieni latky je tu pes 40 piklada, ke
kterym jsou na jiné strance vysledky.

Pojmy variace, permutace a kombinace jsou t&ané jinak neZ na ostatnich prohlizenych
strankach; neni tu klasické rateni na skupiny bez opakovani a s opakovanim, soa |
zminény nejprve oba druhy variaci (viz obr. 2), pak dibahy permutaci a nakonec oba druhy
kombinaci.

Stranka neni graficky dée navrzena, ma hodrsyté pozadi, takZze barevny text jérédn
citelny. Nejsou zde Zadné ilustrd obrazky.

Kombinatorika
Zlkouma skupiny (podmnofing) prvld wwhrandch = jisté zAldadnd mnofny.
FPodle toho, zda se prvky v jednotlivych skupinach moheou £ nemehon

opakovat, rozdelyeme skupiny prvkd na skupiny = opakovanim a skupiny
bez opalkovan.

Fozlifujeme 1 zdkladnd zplisoby wibény:

1. Variace &-té tfidy = 2 prvlil
- uspofadané skupiny po & prvcich z danych 2 prold
Fotet vanaci k-té tHidy z # prvkd bez opakovani
I

Plrr)= =kl

Potet variacl k-té tHidy z 2 prvld 5 opakovinim
Vi () =n"
Frtklady - variace

Obr. 2



Mathes

Kombinatorika(http://www.mathes.cz/ucebnice/kombinatorika.aspx)

Tato strdnka se od ostatnich vyra#isi: neobsahuje totiz seznam definic a matemgtick
vét, ale souvisly text. Vyklad je spiS neodborny, abatematicky spravny (aZz na par
pieklepi), proto je stranka vhodna i pro studenty ke s timto tématem zatim nesetkali
nebo kterym stréné odborné formulace k pochopeni latky nésta

Graficky je tato stranka velmi jednoducha. Keetpedrini nebo zvyrazéni textu pouziva
autor Gzné velikosti &ezy pisma, ale Zadné barvy ani obrazkslicdl cary a podob&
Matematické wty vétSinou nejsou nijak ozgané a zvyrazimé, jsou Vtextu spoieé

s vys\tlenim jejich vyuziti, pipadré odvozenim.

Stranka obsahuje kombinatoricka pravidla &oua sodinu, permutace bez opakovani,
faktoridl, variace bez opakovakgst&né kombinace bez opakovaiéSené fiklady. Stranky
jsou nedokoené, ale autor na nich planuje dale pracovat.

Treti priklad

Meijme n riznobarevnych koralkd, které budeme navlikat na nit’. Jeji
konce poté svéZeme, takfe dostaneme kruh (néco jako nahrdelnik). Kolika
zplsoby lze koralky do kruhu uspofadat? Tzn. uspofadani, které se [i57 jen
otofenim kruhu nepovazujeme za rizné.

Redeni

Mejdfive uréime pocet viech usporadant. Tedy jake bychom koralky
navlikali do fady, nikeli do kruhu. Téch je nl Owviem nékolik uspofadani je
kruhu shodmych. Provedme nasledujici dvahu. Uvazujme néjake usporadani
v kruhu a zvolme i libovolny koralek, o kterém prohlasime, Ze je prvni a
ostatni koralky ofislujeme treba ve sméru hodinowych rudicek. Ted celé
usporadani pootocime ve sméru hodinovych rucicek o jeden koralek (takZze
prvni se dostane na misto druhého, druhy na misto tretiho, atd.), &¢imz
dostaneme shodné uspofadani. Takto miZeme uspofadani pootodit n krét a
vzdy dostaneme shodné usporadani. Kdyz jsme ale koralky navlikali do rady,
viechna tato shodna usporadani jsme zapocitali. Vysledek tedy je

al_wa-Tr-2) 21 =(r-Dr-2)..2 1=(n-"1l

» Eed

Pro nazornost jesté uvedeme shodna usporadani v kruhu pro Styri koralky:

iz 41 a4 23
33 32 =21 14
Obr. 3



Univerzita TomaSe Bati ve Zlin &, Fakulta technologicka

Kurz opakovani vybranych kapitolretioSkolské matematiky:

Kapitola 12. Kombinatorik#http://www.ft.utb.cz/czech/um/ostravsk/kurzmatSS8kap12.htm)

Na této strance najdete kombinatoricka pravidlac¢sowa sodinu, faktorial, variace,
permutace a kombinace bez opakovani, kondningslo a jeho vlastnosti. Pojmy jsou pouze
definovany, nejsou vice vy&ieny, takZe stranka je uzttea ot spiS pro studenty, Kkie
latce rozumi a chiji si ji jenom rychle ppomenout. Do textu je ¥azeno také zadani
n¢kolika piiklada, ale nejsou k nim uvedeny vysledky. Chybi zde poyariace, permutace
a kombinace s opakovanim, Pagedtojuhelnik, binomicka &ta.

Orientaci na strankach usnage pravy okraj, kde jsou vedlail@zitych ¢asti textu obrazky,
piipadre kratky text. Naopak v hlavnim textu jsou nadpis§lonvyrazné.

Stranka se zobrazujeiar¢ v Exploreru a v Mozille, rozdil je napv kvalitt zobrazeni
matematickych symboi v Exploreru jsou indexyitelné dolse, v Mozille €zko. Vzhledem
k tomu, Ze jsou vyrazy tw¥eny obrazky, neda se pismo ve vyrazecktSitv béZnym
zpasobem.

Permutaci (pofadi) » prvlcd je kafdi »— Elennd variace z danjch 2 prokil permutace bez
neboli kaZdd uspofadand »— tice sestavend z téchto » prvic. opakiovan
Potet viech takovych permutaci se mnati (#) (resp. F(#,%) ).

Vzorce o pottu variaci a permutaci bez opakovani jsou uvedeny v Tab, 12.1. . ﬁ]
Pro pofet V" (k) viech k— Elennjch varaciz »# prokil (k7€ N &k =<x) plat
VEOITE Pro
Eoter uréeni pottu
| Flhn)=n(n-1)(n-2)(n-k+1) vatiaci a
nebok permutac bez
 (den) = zl opakovani
T (n=k)
Pro potet P[Pﬂ) viech permutaci (pofadi) 2 prvkil platl vzorec:
Pln)=nl
Tab. 12.1
Priklad 12.3. Piiklad

Jsou dany 4 barwy. Eolik vlajek je mofné sestavit z téchto barev, v pHipad®, Ze kafda
vlajka ma pouze 2 pruby? Eolk vlajek je mofné wytvofit, v pipadé, Ze kafda vlagka
ohzahuje praveé 3 pruhy? Eolik v piipadé pravé 4 pruhfl?

Obr. 4
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www.vysokeskoly.cz

Maturitni otazky — Matematikénttp://system.vysokeskoly.cz/index.php?clanek=3104
Odkaz vede na seznam zpracovanych téfaat@né abeceda setidény.
S kombinatorikou souvisi nasledujicicciémata:

1. Variace, permutace, kombinace
(http://mwww.vysokeskoly.cz/maturitniotazky/otazkydtematika/VariacePermutaceKombinace.htm)

2. Kombin&ni ¢islo, vlastnosti, rovnice s kombi&r@mi ¢isly
(http://www.vysokeskoly.cz/maturitniotazky/otazkydtematika/KombinacniCislo.htm)

Strdnky obsahuji pojmy faktorial, variace, permataa kombinace bez opakovani
I s opakovanim (ale geklepem v ndzvu — viz obr. 5), kombémécislo, Pascdiv trojuhelnik

a binomicka ¥ta. U w&tSiny pojmi je nekolik feSenych fikladi, ale jsou v nich alas
pieklepy nebo chyby. U vzorce pro gg permutaci s opakovanim neni wtino, co
znamenaji symboly 1K ko, ..., k. Chybi zde vyklad latky, stranky jsoucené jen pro
opakovani.

Grafické zpracovani je ¢pvelmi jednoduché, nejsou tu Zadné ilustiiaobrazky. Stranky se
dohre zobrazuji v Internet Exploreru, ale v Mozille iaefoxu jsou Spath zobrazeny &ékteré
specialni znaky (n&pznak implikace nebaittecky), coz je zfisobené tim, Ze stranky jsou
generované aplikaci Microsoft Word. Ze stranek ggn@ stahnouttwodni dokument.

Variace hez opakovani:
Variace l-té tfidy zn prvki s opakovanim je usporadana k-tice sestavena

Z téchto prvki tak, #e ka¥dy prvek se v ni vyskytuje nejvyie k-krat.
Viln)=nk

Permutace hez opakovani:
Permutace s opakovanim z n prvki je k-tice uspoiadana z téchto prvki tak, ze
ka¥dy se v ni vyskytuje aspoii jednou.
ke, +lky +ly +oa k)
ke begl k!

Ple kg kg by )= (

Kombinace hez opakovéani:
Kombinace k-té tiidy zn prvkd s opakovani je ka¥da neuspofadana k-tice

sastavena z t&chto prvki tak, ¥e ka¥dy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.

(n+k-1J_(n+k-1)l

Gl)=" Tl 1)

Obr. 5
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2.2 Stranky v angli ¢tin é vénované kombinatorice
MATH—-abundance

Counting problemghttp://iwww.ping.be/~ping1339/tel.htm)

Solved problems about countittgtp://www.ping.be/~ping1339/Pcount.htm)

Na strance Counting problems jéepled ¥tSiny zakladnich pojin kombinatoriky, chybi
pouze PascaV trojuhelnik. Binomicka #ta je uvedena i siflazem. Nejsou zde klasické
definice, pojmy jsou vysitleny obecnym nebo konkrétnimiildadem:

Variations without repetition: Take a set A of rifelient elements. Choose p elements in
a specific order.

Permutations with repetition: Take 3 red marbled)l@e marbles, and 5 yellow ones. Place
this marbles in a specific order.

Dale jsou piklady reSeny a tatdeSeni vedou ke vzaoim pro pd@et variaci, permutaci, resp.
kombinaci.

Druhy uvedeny odkaz vede na stranku, ktera obsdt@upklada k tématu i eSenimi.

Jak je vidt z obrazku, graficky jsou tyto stranky velmi jedinghé. Zvyrazéné jsou jen
nadpisy a zadanirixladi. Cela stranka obsahuje pouze text, nejsou tu Zadréky ani jiné
objekty. Ani vzorce nejsou vkladané jako obrazlgk fomu byva na jinych strankach, ale
jsou tvaeny vicgadkovym textem.

Combinations

Take a set & of n different elements. Choose a subset of p elements.

Zuch choice 15 called a combination of n elements choose p.

We write the number of such combinations as Cih,p).

Each of the Vin,p) vanations of n elements choose p, can be constructed as follows.

a) Take a subset { a combination) of p elements from the n elements. This can be done in Cin,p) ways.
b} Take that subset and choose a particular order of the p elements.

This can be done in p! ways.

From this we have Vinp) = Clnp) . p!

Or, Clnp)=Vinp) /¢! Since Vinp) =nn-10.(0-2). ... (n-p+1), we have

n.(n-1).{n-2). ... .(n-p+i)
CiR,p) = ———— e
p!
n.in-11.{n-2). ... .in-p+l).(n-p). ... .1
<=> €in,p) = ————- = = =
p! . (n-p). ... .1
n!
T=F Cin,p) = ————————————
p!. (n-p)!
Obr. 6
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Oswego City School District Regents Exam Prep Cente  r

Kombinatorika je zde pouze ststi stranek o pra¥godobnosti:

Uncertainty (Probabilityjnttp://regentsprep.org/Regents/math/math-a.cfm#a6)

Odtud vedou odkazy na stranky tykajici se kombuilato

The Counting Principl¢kombinatorické pravidlo s@inu)
(http://regentsprep.org/Regents/math/math-topic2dfopicCode=counting)
Factorial(http:/regentsprep.org/Regents/math/math-topic2dfapicCode=factnof)

Permutationgvariace a permutace)
(http://regentsprep.org/Regents/math/math-topic2dfopicCode=permut)
Combinationghttp://regentsprep.org/Regents/math/math-topic2@fapicCode=combin)

PrestozZe na Uvodni strance (http://regentsprep.ergyg¢deno ,The goal of this nonprofit site
is to help high school students ..“, tedy Ze $yamsou uteny pro stedoSkolaky,
kombinatorika je probrana jen velmi jednoduSékiBdy jsou pouze s konkrétnindisly,
dokonce ani u faktorialu neni zréro n!, prestoze se objevi u variaci a kombinaci.

Mezi pojmy, které se zde daji alegptast&né najit, tedy pai: kombinatorické pravidlo
sowinu, faktoriél, variace (jsou zminy jako permutace(n, r)), permutace a kombinace bez
opakovani, permutace s opakovanim. Chybi kombiit&tdrpravidlo sottu, variace a
kombinace s opakovanim, kombéné ¢islo, Pascdlv trojuhelnik, binomicka &a. Celko¥
jsou tyto stranky proieské stedoskolaky spis nedostate, ale mohou byt dobré jako
motivace v nizSich &micich.

Kazdé téma je zpracovano né&alika samostatnych strankach. Tyto stranky js@@znamu
ozna&eny bul' L =Lesson (vyklad), P = Practice ifldady s vysledky ifeSenim), nebo
T = Teacher Resource (néiy pro Witele). Stranky tedy mohou vyuZit nejen student, a
také «itelé zde mohou najit inspiraci do hodin matematiky

Tyto stranky vyuZivaji moznosti internetu podstatrice, nez vSechny ostatni uvedené
stranky. Latka je rozflena do vice malych stranek, takze student nenmtsivat dlouhym
textem, ale fes odkaz v obsahuigjde hned k tématu, které ho zajinkeseni piklada je
schované za odkazy a zobrazuje se ve vilastnim, aigbo je skryté v rozbalovacim menu.
Pro zajimayjsi grafiku vyuZili autéi i pohyblivé obrazky, kteréipprohlizeni stranekisobi
SpIS rusi¥.

S Practice Examples 5
?Q Permutations

1. Ewvaluate 4! {answer)
2. Evaluate 9Pz {answer)
3. Evaluate 0! {answer)
4. Evaluate 6! {answer)

sP2

3. How many different 5-letter arrangements are there of the
letters in the word  digit ?  (answer)

6. If a three digit number is formed from the digits
1,23.4,5.6, and 7, with no repetitions, tell how many
of these three digit numbers will have a number value
between 100 and 500. {answer

Obr. 7
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Drexel University — The Math Forum

Souwasti tohoto matematického fora jsou nejen jedndtliotazy a odpa@di na &, ale v sekci
Frequently Asked Questiongttp:/mathforum.org/dr.math/fag/jsou zvlag zpracovana &ktera
matematicka témata. Mezt pati

Permutations and Combinatioghp:/mathforum.org/dr.math/fag/fag.comb.perm.htm

a Pascal's Trianglg@ttp://mathforum.org/dr.math/fag/faq.pascal.trinigtml).

Pojem Permutations zde zahrnuje pouze variace, ytac@ jako specialniiipad variaci tu
nejsou wibec zmigny. Variace i kombinace (bez opakovani) jsou nejpvysvtleny na
konkrétnim pikladu, potom je vzorec zobesn Pascdiv trojuhelnik je v této kapitole
zmirgn v souvislosti s kombinacemi, ale je ménevana také samostatna stranka, kde je
popsano &kolik jeho zajimavych vlastnosti. Na konci obou derych stranek jsou odkazy
na souvisejici dotazy z féra, mezi kterymi lze inayajit dotaz na binomickowtu (Binomial
Expansions and Pascal‘s Triangleebo gkolik piikladi: Telephone Number Possibilities
Handshakes at a Partwlonkeys Typing Shakespeare: Infinity Theomgbo Binomial
Theorem(Find the fourth term of (2a — 6b)"11).

Stranky se souvisejicimi tématy jsou navzajem prama odkazy, takZze sgen& snadno
dostane k informacimizné Urovi a zandteni.

Graficky jsou stranky aft velice jednoduché a také obrazky se tu objewaniyyjimeng.
Vzorce jsou ,kreslené” textem, podabjako u MATH-abundance.

Pascal's Triangle

We can also use Pascal's Tnangle to find combmations:

Row 0O 1

Row 1 1 1

Row 2 1 2 1

Row 3 1 €] €] 1

Row 4 1 4 3 4 1
Row 5 1 5 10 10 5 1
Row 6 1 & 15 =Zz0 15 & 1

Pascal's Tnangle continues on forever - it can have an mfimte number of rows. Each number 15
the sum of the two numbers just abowe it For the 1 at the begimning of each row, we imagne
that Pascal's triangle is surrounded by zeros: to get the first 1 in any row except row 0, add a
zero from the upper left to the 1 above and to the nght. To get the 3 mrow 4, add the 1 left and
abowve to the 2 right and above.

To find the number of combinations of two objects that can be taken from a set of three
objects, all we need to do 15 lock at the second entry in row 3 (remember that the 1 at the top
of the triangle 15 always counted as row zero and that a 1 on the lefthand side of the tnangle 15
always counted as entry zero for that row).

Looking at the tnangle, we see that the second entry in row 3 15 3, which 15 the same answer we
got when we wrote down all the two-letter combmations for the letters m the word CAT.

Row
Row
o
Row

WMo O
=
H

Obr. 8
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2.3 Prehled hodnoceni odborné spravnosti a rozsahu

kombinatoricka pravidla

soutu a sodinu

variace, permutace a

kombinace bez opakovani

variace, permutace a

kombinace s opakovanim

Pavel Jost — Stranky pro Gymnaziufn

a SPgS Liberec

©

® | Pascalv trojuhelnik

© |binomicka wta

Studijni materialy Katedry
matematiky a deskriptivni geometrie
VSB — Technickda univerzita Ostravq

®© | O

Mathes

Univerzita TomasSe Bati ve Zkn
Fakulta technologicka

© O

www.vysokeskoly.cz

MATH-abundance

O®

OO

Oswego City School District Regent
Exam Prep Center

()

®

Drexel University — The Math Forunp

CINCHICHCINCRCI N @)

®

Znadeni

Stranka obsahuje dané pojmy:

© celé a sprav

© jenc¢asté&ne nebo s drobnymi népsnostmi,

® s chybami;

— stranka dané pojmy neobsahuje.

2.4 Celkové hodnoceni

Pavel Jost — Stranky pro Gymnéazium a SPgS Libereg¢

Studijni materidly Katedry matematiky a deskriptivn

geometrie, VSB — Technicka univerzita Ostrava

Mathes

Univerzita Tomase Bati ve ZEnFakulta technologickal

www.vysokeskoly.cz

MATH-abundance

Oswego City School District Regents Exam Prep Ceter

Drexel University — The Math Forum

OEIO|®B|I6| © O
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3. Webové stranky

Stranky jsou rozéleny do ¢ty zékladnich kapitol: Zakladni kombinatoricka praaid

Variace, permutace a kombinace bez opakovani, &&rigpermutace a kombinace
s opakovanim, Kombigai cisla. Tyto kapitoly se dale¢d na podkapitoly s vykladem
jednotlivych kombinatorickych pojtna alohami.

Resené fiklady jsou ¥tsinou z#azeny do vykladu, takZe studentovi uriajf pochopit
souvislost mezi teorii (definici, vzorcem, pravidl@pod.) a konkrétnimrikladem. Nekteré
z nich jsou doplény o ilustrativni skripty.

Ulohy jsou na samostatné strance vzdy k celé Kapittsou usp@dany podle témat a na
konci stranky jecast nazvana ,S#s", ktera obsahuje kompleg8i tlohy. U kazdé ulohy je
skryty vysledek, ktery se zobrazi po kliknuti n&esmou ikonu; student tedy nemusi nikde
listovat a hledat, ktery vysledek piak praw reSené uloze. Udkterych narongjSich uloh je
mozné zobrazit nap&du, gipadré cely postugeseni.

Skripty ugené k jednoduchym vygtim jsou vytvdeny tak, aby nespravné hodnoty zadané
uzivatelem nahradily hodnotou nul&jgadre ¢islo zaokrouhlily.

Stranky jsou napsané v XHTML 1.0 Strict, vSechnyipi jsou vytvdené v jazyce
JavaScript, grafika jefpvazré definovana v externich CSS souborech. Jak jiz bgiengno
v avodu prace, Kk prohlizeni stranek dopoilu prohlize&ée Mozilla 1.7.5 a Internet
Explorer 6.0 nebo n@§si.
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Uvod

Pri feSeni mnoha praktickych problérse setkavame s tlohamij gterych utvdime skupiny
z prvki n¢jaké kon€né mnoziny. Napklad mame sestavit rozvrh hodin z danyébdoreta,
pottebujeme rozhodnout, které tymy budou v turnaji prati sol&, nebo chceme rozdat
nékolik druhi cen mezi dastniky zavoduReSenimdchto Gloh se zabyva kombinatorika.

Kombinatorika je tedy obor matematiky, ktery seyzabuspdadanim danych prikpodle
urcitych pravidel do ufitych skupin.

Z&kladnim pojmem v kombinatorice je pojekapfvkova)skupina, nebo také-tice prvki.
Jestlize \k-tici zalezi na ptadi prvki, mluvime ousparddanychk-ticich, jestlize na piadi
prvki v k-tici nezalezi, mluvime aeuspd-adanychk-ticich. Dale rozliSujeme, jestli se
prvky v k-tici mohou opakovat. Pokud se kazdy prvekimvk-tici vyskytnout nejvyse
jednou, mluvime o skupinadiez opakovanj jestlize se raze libovolny prvek \k-tici
vyskytnout vicekrat (nejvySekrat), mluvime o skupinachopakovanim

S naznaky kombinatoriky se setkavame jiz u s&aloych matematik Patatky hlubsiho
studia otdzek spojenych s kombinatorikou vSak gpddaobdobi 16. stoleti. Zajem

0 kombinatoriku podnitily v té détrizné hazardni hry, néglad vrchcaby neboli hra
v kostky. Matematici se Zali zabyvat otazkami, jak& mozZn& seskupeni mohetanhgi
hazeni utitého patu hracich kostek, jaké jsou praypddobnosti vyher, pozd i jinymi
otazkami, a tak se postupwyvijel obor, ktery v sotasné dob naléza uplaténi v teorii
pravdpodobnosti, v teorii informaci, ve statistice aaldiich oborech.

lkony

Cehichid . pri najeti mysi neboipkliknuti na tyto ikony se zobraziipadré schova) postup
reSeni.

[chd.. pii Kliknuti na tyto ikony se zobraziifjpadré schova) vysledek k dloze.
E} pri najeti mySi na tuto ikonu se zobrazi naavk Uloze.

[chdy.. pri Kliknuti na tyto ikony se zobraziifpadré schova) dkaz wty.

Tyto stranky jsou optimalizovany pro prohkigeMozilla 1.7.5 a Internet Explorer 6.0 a pro
rozliSeni 1 280 x 1 024 pixel

K prohlizeni stranek dopatuji pouzit prohlizé Mozilla Firefox, ktery je vola ke staZeni
na strance www.mozilla.com/firefax/
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Zakladni kombinatoricka pravidla

Kombinatorické pravidlo soucinu

Toto pravidlo pouzivame whném Zivot zcela automaticky. NeZ uvedeme jeho
matematickou formulaci, ukaZzeme si jeho vyuZitptiladu.

Pfiklad

U stanku nabizefityti druhy zmrzliny ait polevy. Kolik miznych zmrzlin s polevou Ize
vytvorit, jestlize nechceme michat vice didmni vice polev?

Reseni

Nasledujici diagram zobrazuje vSechny moznosti:

dokaladand o levra

oFiEkovd polea

ovochd poleva

coknladod polea

jahodvd

ofEkond polea

orocnd polesa

cokoladord poleva

etk

ofiEkod poleva

ovochd poleva

cokoladond poleva

citrdnomned oFiEkiod polessa

AN SN IV N

orvochd poleva

Ke kazdému zétyr druhi zmrzliny mizeme pidat jednu zeif polev, celkem je proto mozné
vytvorit 4 - 3 = 12raznych zmrzlin s polevou.

18



Zobecrinim predchozi avahy dojdeme k nasledujicimu pravidlu:

Patet vSech uspadanychk-tic, jejichZ prvniclen Ize vybran; zpisoby, druhylen
po vybkiru prvnihoclenun, zpisoby atd. ak-ty ¢len po vykéru vSech pedchazejicich
¢lent ng zpasoby, je rovemy - ny - ... Nk

V uvodnim gikladeé jsme hledali usp@dané dvojice druh — poleva, jejichZ preken (druh)
Ize vybratétyfmi zpisoby a druhglen (polevu) Ize vybratémi zpisoby. Tedyk =2,n; = 4,
n=3:n-mp=12.

Kombinatorické pravidlo sa@inu miZzeme pouzit také fpadt, kdy nékolikrat (k-krat)
opakujeme vy¥r z uritych prvki a zajima nas, kolikiznych pdadi mize vzniknout. Nap
kdyz hazime minci, jde o opakovany ¥ylze dvou prvk (orel, panna). Pae¢ch hodech
maZe vniknout2 - 2 - 2 = 8aznych vysledk:

Prvni hod Druhy hod Treti hod
]
] orel — orel — orel 1
]
B [=] [=]
orel — orel — panna 2
]
] B ]
orel - panna—orel 3
]
] ]
orel — panna — panna 4
]
=l panna — orel —orel 5
]
B [=] [=]
panna — orel — panna 6
]
] B ]
panna — panna - orel 7
]
] ]
panna — panna - pant 8

19



Priklad

Kolik raznych usptadanych dvoji¢isel mizeme dostat, kdyZ hodime dvakrat kostkou
s jednim az Sesti oky na jednotlivyclirgich?

=] =]

(Kliknuti na kostku znamena novy hod.)
Reseni
V prvnim hodu niZze padnout jedno ze Sesisel, tj.n; = 6, ke kazdému z nichitbe ve

druhém hodu afi padnout jedno ze Sestsel, tj.n, = 6. P@et niznych dvojic k = 2) je tedy
6 - 6 =36.

Dalsi stranka: Kombinatorické pravidlo st

Kombinatorika > Z&kladni kombinatoricka pravidl&smbinatorické pravidlo sainu
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Zakladni kombinatoricka pravidla

Kombinatorické pravidlo souctu

Takeé toto pravidlo v Ziveétcasto vyuzivame, aniz si to édomujeme. Jestlize mame riafpi
Zluté, d¥ modré atyti zelené pastelky, umi kazdy snadno&tad, Ze dohromady mame
3 + 2 + 4 =9 pastelek. Matematicky se toto pravidrmuluje takto:

Jsou-li A, Ay, ..., Ay kong&né mnoziny, které maji p@ad p1, pz, ..., pn prvka,
a jsou-li kazdé dvdisjunktni, pak p&et prviii mnoziny A 0 A, O ... O An
je rovenpy +pz + ... +pn.

Pfiklad

Do tridy chodi 28 Zak Dewt z nich jezdi do Skoly autobusemiiavozi do Skoly rodie
autem. Kolik zak z této tidy chodi do Skoly §sky, jestlize nikdo nepouziva na cedb
Skoly jiny dopravni progedek?

Reseni

Patet Zaki, kteri jsou z tétoifidy a chodi do Skolyg$ky, ozn&imex. Potom plati:
28=9 + 3 #

Vyjadienimx ziskame vysledek:

x=28-9-3=16

Z této tidy chodi do Skoly ¢sky 16 Zak.

Pfiklad

V letadle na mezinarodni lince je 9 chlaps americkych &i, 9 muii, 7 ckti jiné statni
piislusnosti, 14 Ametani, z nichZ je 6 muf, a 7 Zen jiné statnirislusnosti. Kolik
cestujicich je v letadle?

Reseni

Nejprve utime pa@et cti: v letadle je 5 americkychstl a 7 dti jiné statni pislusnosti, to
znamena dohromady 12td Déle je v letadle 7 Zen jiné statitigfuSnosti nez americké a 9
muzi. K urceni celkového ptiu dosglych tedy zbyva zjistit, kolik americkych Zen je

v letadle. Ze zadani vime, Ze je v letadle 14 Ataexi, z toho 6 mui a 5 dti. Paiet
americkych Zen je proto 14 — 6 — 5 = 3. Dostavékeptet dosglych: 9 + 7 + 3 = 19.

V letadle je tedy 12&i a 19 dosg@ych, coz je dohromady 31 cestujicich. Informader,
Ze v letadle je 9 chlajggneni k vypotu poteba.

O trochu slozijSi je ukovani p@tu prvka sjednoceni mnozin ifpadech, kdy tyto mnoziny
nejsou disjunktni.
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Priklad

V jedné tid¢, ve které kazdy Zzak ovlada aggeden ze dvou jazyk(anglictinu nebo
néméinu), hovdi 25 Zak anglicky, 16 Zak némecky a 7 Zak hovai obéma jazyky. Kolik
Zaki chodi do tétortdy?

Reseni

Mnozinu zak, ktefi mluvi anglicky, ozn&ime A, a mnozinu zak kte‘i mluvi némecky,
ozn&ime N. Protoze kazdy Zak viédé ovlada alespbjeden z uvedenych jazigkchodi do
téidy tolik Zalka, kolik prvki ma sjednoceni mnozin A a N. Vime, Ze |A| = 25511,

|A N N| =7. Kdybychom jen setli |A| + |N|, byli by Zaci, ki& mluvi okEma jazyky,
zapaitani dvakrat. Je proto pefba je jednou odést:
IAON|=|A]+|N| - |AON|=25+16 - 7 = 34.

Do této tidy chodi 34 zak

xl

Priklad

Pri matematické soui ieSili Z4ci ti Ulohy; ozn&me je A, B, C. Ze stayiiceti soutzicich
vyiesSilo ulohu A osmdesat, ulohu B sedmdesat a ulopadésat so&ficich. Ritom tlohu A
a zarové B vyieSiloctyricet soukZicich, Ulohu B a zaroweC fricet soutZicich a stejitak

i tlohu A a zarovie C vyreSilo ficet soutzicich. VSechnyit tlohy vyreSilo dvacet
sougzicich. Kolik sowtzicich nevyesilo ani jednu ulohu?

Reseni

Budeme postupovat tak, Ze nejprve zjistime, kddikizyieSilo alespt jednu ulohu, a tento
mezivysledek oddgeme od celkového gtu souézicich.

MnoZinu sowZicich, ktéi vyiesili tlohu A (resp. B, C) ozdane SA (resp. SB, SC). Potom
pocet soukzicich, ktéi vyieSili alespé jednu ulohu, je stejny, jako pet prvki mnoziny
SA[ SBO SC.
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Opakovanym kliknutim na obrazek se postuphjevi vzorec pro @eni p@&tu prvki
sjednoceniif mnozin.

IS\ 0 SBO SC| =...

xl

|SAO SBO SC| = |SA| + [SB| + |SC| — |$ASB| - [SAN SC| - |SBY SC| + |[SAN SBN SC| =
=80+70+50-40-30-30+20=

= 120.

Alespai jednu ulohu viesilo 120 2ak. SoutZe se zdastnilo 140 Zak, zbyva tedy 20 Z&k
ktefi nevyreSili ani jednu ulohu.

Predchozi str@nka: Kombinatorické pravidlo &ou
Dalsi strankaReSené fiklady

Kombinatorika > Zakladni kombinatorick&a pravidlda&esmbinatorické pravidlo saiu
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Zakladni kombinatoricka pravidla
Resené piklady
Priklad 1

Urcete p@et vSech firozenych dvojcifernycltisel, v jejichz dekadickém zapisu se kazda
cislice vyskytuje nejvySe jednou.

Reseni

V tomto pgipact Ize vyuzit obs kombinatorick& pravidla.

1) Re3eni s vyuzitim kombinatorického pravidlacsou

Na mist desitek nize byt libovolna Ziislic 1, 2, ..., 9, mame tedy d&vnoZzZnosti pro vyér
prvni ¢islice.Ke kazdé z nicbxistuje de¥t moznosti, jak vybratislici pro misto jednotek:

muze zde bytislice 0 a libovolna Zislic 1, 2, ..., 9, ktera jaizna odislice stojici na mist
desitek. Celkem Ize tedy sestavit 9 - 9 = 81 uvazpeh dvojcifernycliisel.

Hlediand vhodneho £isla
Wyber prwnd Eslict: Izl
Wyber drdhou tishcn: IEI Izl

2) ReSeni s vyuzitim kombinatorického pravidlacsou

VSechna firozena dvojcifernéisla Ize rozdlit do dvou disjunktnich skupin tak, Ze v prvni
jsou dvojcifern&isla s fiznymiislicemi a ve druhé dvojcifernsla se stejnymiislicemi.
Patet vSech dvojcifernychisel je 90, pdet dvojcifernychtisel se stejnymiislicemi je 9
(jsou tocisla 11, 22, ..., 99). Oziame-li hledany pdet dvojcifernychtisel s fiznymi
¢islicemix, pak plati:

x+ 9 =090.

Odtud dostavame, Ze ye= 81.

24



Priklad 2

Z mista A do mista B vedaityfi turistické cesty, | [x]
z mista B do Cit. Urcete, kolika zfgsoby Ize vybrat
trasu z A do C a zptak, Zze z&chto sedmi cest je
praw jedna pouzita dvakrat.

Reseni

Nejprve utime, kolika zjisoby Ize vybrat trasu z A do C: ke kazdémutye zpasoh, jak
dojit z A do B, existujiif zpasoby, jak dojit z B do C. Trasu z A do C lIze teghnat 4 - 3,
tj. dvanacti zjgsoby.

Nyni jde o to, kolika zfisoby Ize vybrat zpatei trasu z C do A tak, aby v ni byla pouzita
praw jedna cesta Zth, po kterych jsme uz Sli z A do C. Mame tedy thoZnosti:

Po stejné cestse budeme vracet z C do B. Potom z B daiflgme jinou cestou, nez kterou
jsme Sli z A do B. V tomtoifipact Ize vybrat zpatni trasu z C do Aremi zpisoby.

xl
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Z C do B pijdeme jinou cestou, nez kterou jsmi&ly, a z B do A fijdeme po stejné cest
jako z A do B. V tomto fipad Ize vybrat zpati trasu z C do A dima zpisoby.

xl

ProtoZe ob uvedené moznosti se nhavzajem vyl a jiné nejsou, dostavame (podle
kombinatorického pravidla sétw), Ze celkovy péet tras z C do A, které splji dané
podminky, je roven dii.

Ke kazdé z dvandcti tras z A do C existuje teghtqas z C do A, které splji poZzadovanou
podminku. Pomoci kombinatorického pravidla@ou ziskame vysledek tlohy: et vSech
zpasohi, kterymi Ize vybrat trasu z A do C a&pak, Ze z danych cest je pggedna pouzita
dvakrat, je 12 - 5 = 60.

Podobné ulohy

Urcete p@et zpisohi, jimiz lze vybrat trasu

a)z Ado C a zg; [

b) z A do C a z¢t tak, Ze zdchto sedmi cest neni Zadna pouzita dva@'}t;
c) z A do C a z¢t tak, Ze z&chto sedmi cest jsou pradve pouzity dvakrét@q

Predchozi stréqka: Kombinatorické pravidlo &ou
DalSi stranka: Ulohy

Kombinatorika > Zakladni kombinatoricka pravidl®esené #
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Zakladni kombinatoricka pravidla

Ulohy
Uloha 1.1

Urcete p@et vSech trojcifernychifrozenychéisel,
a) v jejichz dekadickém zapisu se kaZddice vyskytuje nejvyse jednou;
b) v jejichz dekadickém zapisu sgakacislice vyskytuje alespodvakrat.

B

Uloha 1.2

Urcete, kolika zfisoby Ize na Sachovnici 8 x 8 vybra&duznobarevna pole tak, aby®ob
nelezela v téZzeadk ani v témze sloupci.

(&

Uloha 1.3

Urcete, kolik dvojjaz¢nych slovniki je tteba k tomu, aby byla zaji&ta moznost ffmého
prekladu z anglického, francouzskéhemeckého a ruského jazyka do kazdého z nich.

(&

Uloha 1.4

Spatéte, kolik ¢isel z mnoziny {1, 2, ..., 100 000} je:

a) cklitelnych 7;

b) clitelnych 5 nebo 11;

*c) délitelnych 6 nebo 10 nebo 15.

d) Jak se zini vysledek v fipact, Ze uvaZzujemeisla z mnoziny {0, 1, 2, ..., 100 000}?

Uloha 1.5
V koSiku je 12 jablek a 10 hruSek. Petr si m&tzorvybrat bd’ jablko, anebo hrusku tak, aby

V¢éra, ktera si po&m vybere jedno jablko a jednu hruskulanco nejétSi moznost vyéru.
Urcéete, co si ma vybrat Petr.

(&
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Uloha 1.6

Na vrchol hory vedoutyii turistické cesty a lanovka.

xl

Urcete pdéet zpisohi, kterymi je moZzno se dostat

a) na vrchol a z#;

b) na vrchol a zt tak, aby zpatani cesta byla jina nez cesta na vrchol;
c¢) na vrchol a z§t tak, aby asppjednou byla pouZita lanovka;

d) na vrchol a z§ tak, aby lanovka byla pouZzita prajednou.

(&

Uloha 1.7

Urcete p@et vSecktyrcifernych girozenychcisel, v jejichz dekadickém zapisu neni nula a
ze zbyvajicich devitiislic se v #m kazda vyskytuje nejvyse jednou.

Kolik z téchtocisel je ¥tSich nez 9 000?

Kolik je menSich nez 3 0007

(&

Uloha 1.8

Uréete paet vSecktyicifernych girozenycheisel, jejichz dekadicky zapis je sloZetiglic
1, 2, 3, 4, 5 (kazda seiiie opakovat), ktera jsoglidelna

a) peti,

b) dwma,

C) ctyfmi.

(&

Uloha 1.9

Z mista A do mista B vedefpcest, z mista B do mista C vedou desty a z mista A do
mista C vede jedna cesta (viz obrazek).
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Urcete, kolika fiznymi zpisoby Ize vykonat cestu

a) z mista A do mista Ggs misto B;

b) z mista A do mista C (jakkoli);

d) z mista A do mista C (jakkoli) a potomézgdo mista B (fimo),

jestlize kazdym mistemiiete projit nejvySe jednou (neni mozné se vracet).

Lk
Uloha 1.10

Je darttverec ABCD a na kazdé jeho stéamvnitinich bodi. Ur¢ete p@et trojuhelniki
s vrcholy v &éch bodech, jejichz Zadna strana nelezi ve &ittwerce ABCD.

(&

Uloha 1.11

Urcete, kolika zfisoby se Ize dostat z A do B, cestujeme-li po cbstabrazené sita nikdy
se nevracime strem k mistu A. Jedna z moznych cest je zobrazena.

xl

Lehah

Predchozi strankaedené fklady

Kombinatorika > Zakladni kombinatorické pravidlaJiohy
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Variace, permutace, kombinace

Variace

k-clenn& variace m prvki je uspdadané-tice sestavena 2ahto prvika tak,
Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvySe jednou.

Definici se pokusime vystlit na prikladu:
Priklad

V kosiku je jablko, hruSka, broskev a pomerdfolika zpisoby nizeme vybrat jedno ovoce
k snidani, jedno ke s@mé a jedno k obdu?

k-¢lenna variace zn prvka znamena, Ze ze vSech moznych frgiterych jen) vybirame
jen rekolik (k; k< n). V naSem gkladu vybirdmeit kusy ovoce zétyi moznych k = 3,
n=4). Pokud vybirame vSechny prvky, platt n; v takovych pipadech mluvime

0 permutacich

Usparadanak-tice znamena, ze zalezi narpdi, v jakém prvky vybirame. V naSerfiktadu
zélezi na tom, jestli vybereme jablko k snidanomprai ke sv&iné nebo naopak.
Formulace Kazdy se v ni(k-tici) vyskytuje nejvySe jednol znamena, Ze kdyZktery
prvek vybereme, neiizeme ho vybrat podruhé. V naSefikfadu je jasné, Ze pokud snime
jablko k snidani, uz ho nailbeme snist ke s¥mé nebo k obdu.

Odpoud na otazku "Kolika zfisoby nizeme vybrat jedno ovoce k snidani, jedno keisea
a jedno k obdu?" budeme hledat takto:

- K snidani nizeme vybrat libovolné ovoce, mame tedy 4 moZnosti.

- Ke sv&in¢ uz mizeme vybirat jen ze zbyvaijiciat tiruhi ovoce.

— F¥i vybéru ovoce k obdu uz budeme mit jen &ymoznosti.

Podle kombinatorického pravidla sanou je tedy 4 - 3 - 2 = 24 agohy, jak vybrat zetyr
kusi ovoce jedno k snidani, jedno ke &wve a jedno k obdu.

Zobecrinim predchoziho postupu dostaneme vzorec pEenirp@tu k-¢lennych variaci o
prvki:

— Prvni prvek vybirdme ze vSentprvki, mame protae moznosti, jak ho vybrat.

— Pro druhy prvek uz mame jen- 1 moznosti, protoZe neéieme znovu vybrat prvek, ktery
byl vybrany jako prvni.

— Podobg pro teti prvek mame — 2 moznosti, protoZe dva prvky uz byly vybrany.
Takto pokrgujeme dal, dokud nevybererk@rvki. Poslednik-ty prvek mizeme vybrat
n—-k+ 1 zpisoby: Z mivodnichn prvka uz jsme vybralk — 1 prvii, zbyva proto
n-(k-1) =n-k+ 1 prvki, ze kterych vybirame ten posledkity prvek.

Vyuzitim kombinatorického prvidla séunu dostavame get V(k, n) vSechk-¢lennych
variaci zn prvka:

Vikn=n--1)-6-2)-... -0 —-k+1).
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Patet V(k, n) vSechk-¢lennych variaci n prvki je
ViknN=n-nh-1)-0-2)-...-G—-k+1).

Priklad
Urcete p@et vSech @ticlennych variaci ze sedmi privk
Reseni

Dosazenim do vzorde= 5,n = 7, dostavame:
V(5,7)=7-6-5-4-3=2520

Zkuste si spéitat variace také pro jiné hodndtyan. Vysledek si zde f¥ete ovfit.

k=5 (i < 2 0007)
n=[7 Wik, n
Wik, ) = [2520
Priklad

K sestaveni vlajky, ktera ma byt sloZzenaizeiznobarevnych vodorovnych prishjsou
k dispozici latky barvyervené, modré, zelené, bilé a Zluté.

a) Urete pdet viajek, které Ize z latekdhto barev sestavit.

b) Kolik jich m& uprogied modry pruh?

c¢) Kolik jich ma (kdekoli) bily pruh?

d) Kolik jich nema uprosedcerveny pruh?

Sestaveni vlajky: zvolte barvu &iad’te ji nekterému pruhu viajky.

{(Smazat batrvy)
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Reseni

a) Vzhledem k tomu, Ze pruhy maji mizné barvy a Ze zalezi naipdi €chto pruli, jde
o tficlenné variace zghi prvka (tj. k = 3,n = 5). Z latek danych barev Ize sestavit
V(3,5) =54 -3 =6Genych viajek.

b) Jestlize je uprosd modry pruh, zbyva jen vybrat barvy pro krajnitpr. Vybirame tedy
dvé zectyi barev a zalezi na jejich faali, jde proto o dvallenné variace zé&tyi prvka:
V(2,4) =4 -3 =12 vlajek.

c) Latku bilé barvy riizeme pouzit na horni, préstini nebo dolni pruh viajky. Podabjako
v ptipact b) vybirame na zbylé dva pruhydbarvy ze zbyvajicicbtyi. Celkem tedy
muzeme sestavit 3 - 12 = 36 takovych vlajek.

d) VSechny vlajky mzeme rozdlit na dw disjunktni skupiny: v prvni skupdrbudou takové
vlajky, které maji uprogedcerveny pruh, ve druhé skugibudou vlajky, kter€erveny pruh
uprosted nemaji. Peet vSech viajek je 60 (vizifpad a)); poet vlajek, které maji uprastd
cerveny pruh, je 12 (vizifpad b)); poet vlajek, které uprogtdcerveny pruh nemaji, je

60 — 12 = 48.

Vyjadieni p&tu variaci pomoci faktorialu
Né&kolik uloh k variacim

Dalsi stranka: Permutace

Kombinatorika > Variace, permutace, kombinace >t
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Variace, permutace, kombinace

Permutace

Permutace je zvlaStnfipad variace, kdk =n. To znamena, Ze ze zadanych grplostupg
vybereme vSechny. Kazda permutace tedy odpojd&ému pdadi zadanych pruk kazdy
prvek se v ptadi musi objevit, ale Zadny tam ni&re byt dvakrat.

Permutace n prvki je kazdan-¢lennd variace Zthto prvki.

Permutace n prvki je uspdadanan-tice sestavena #dhto prvki tak,
Ze kazdy se v ni vyskytuje prajednou.

Patet permutaci n prvki odvodime ze vzorce pro §&t n-clennych variaci n prvki:
Vikn)=n-(-1)-0-2)-...-0—-k+1)

Prok =n:
VinnnNN=n--1)-0-2)-...-0-n+1)=
=n-n-1)-6-2) ... 1

Patet P) vSech permutaciz prvki je
Ph)=n-h-1)-6-2)-...-3-2-1.

Priklad
Urcete paet vSech permutaci pnila, b, c.
Reseni

Pcatet prvii je 3, proto peitame P(3):
P(3)=3-2-1=6.

Odpowd: Patet vSech permutaci pruka, b, c je 6.
Pro kontrolu je mizeme vyjmenovat:

(a, b, c), (¢ b), (b, a o), (c a),(,ab),(,b,a).

Patet permutaci nasta velmi rychle, pro&si hodnotyn bychom je uz vyjmenovavakiko.
Pro ilustraci je zde tabulka prvnichkolika hodnot P) a graf.

P(0) 1
P(1) 1
P(2) 2
P(3) 6
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P(4) 24

P(5) 120
P(6) 720
P(7) 5 040
P(8) 40 320
P(9) 362 880
P(10) 3 628 800

P(20) 2432902 008 176 640 0CO
B

Pro girozenatislan < 170 mizete pro vypdet P) vyuzit nasledujici skript:
n=|7 Fin) |
P(x) = [5040
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Faktorial

Pro kazdé prozenécislon definujeme:
nNn=1.2-3-...n-1):n

(Symboln! ¢teme 'h faktorial".)
Patet Pf) vSech permutacin prvki maizeme pomoci faktorialu zapsat takto:
Pn) =n!
Jak a pro¢ definovat 0! ?
or=1

Patet V(k, n) vSechk-¢lennych variaci o prvki je

Ve, m=n-r— D=2 ~(n—k+11=

=N =2 . =kt -k r—k-1-. . -3-2-1 4l

B =k (n—k—1)+.. +3-2:1 T m— il

KdyZ do vzorce dosadime= n, dostaneme vyraz:
nl !

V=" "5 "o

Z prvni definice permutace vime, zery() = P() = nl. Aby platila rovnosn! / 0! =n!,
definuje se 0! = 1.

Pro girozen&cislan, k; k< n plati
7l

vmmzm_ml
Priklad
Zjednoduste vyraz:
m+ 11 (2a) N {32 — 1)
#l (2n + 13 (% — 23
Reseni
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DL @l Ge- 1)

al (2n + 1) (3n— 2]

_ et Denl (2o} L G- Gr-2l _
7l (2o + 1) - (202} (3 — 23]
1
=t ) - T G-D=
D2t -1+ G- Cat 1)
2n+1

Bt tdn -1
C Zm+1

Vyraz ma smysl pra z mnoziny pirozenychéisel.
Pron = 0 nejsou definované vyrazyn3 1)! a (31 - 2)!.

Priklad

Urcete, kolika zfisoby miZze 10 tabornik pfi ndstupu na ranni roz&kiu nastoupit
a) dorady;

b) dofady, v nizZ je tAbornik Ale$ na kraji;

c¢) dorady, v niz tabornici Ale$S a Zd&nnestoji vedle sebe.

Reseni

a) Jde o p&et permutaci z 10 prik takze poet zpisohi, jak 10 tabornik maZze nastoupit do
rady, je P(10) 0.

b) Nejprve postavime AleSe stranou a nechame r@istmstatnich 9 tabornik Podobg jako

v piipact a) jde o poet permutaci z 9 prik patet zpisohi sgazeni je tedy P(9) = 9!. AleS se
potom miZe zaadit bul’ na levy nebo na pravy kraj. Celkem je t&dy9!zpisohi seazeni

10 tabornik tak, aby byl Ale$S na kraiji.

c) Nejprve si ugdomime, Ze plati nasledujici rovnost:

pocet vSech sazeni = (poet takovych siazeni, Ze AleS a Zde&k stoji vedle sebe) + (pet
takovych se&azeni, Ze Ale$ a Zd&k vedle sebe nestoji).

Patet vSech sazeni jsme vypiitali v piipadt a), vime tedy, Ze jejich pet je 10!.

Patet zpisohi, jak s¢adit 10 tabornik tak, aby AleS a Zdek stali vedle sebe, &ime
snadno: spojime je do dvojice aéft@me, kolika zfisoby Ize siadit 9 prvki (8 tabornik + 1
dvojice). To lze 9! zppsoby. Musime si sle gdomit, Ze AleS a Zdetk mohou byt ve dvojici
dvéma zgisoby (Ales vlevo a Zdek vpravo, nebo naopak). Celkem je tedygiazpisohi,
jak se&adit 8 tabornil a jednu dvojici, 2 - 9!.

Ted’ uz snadno zjistime, kolik je #pohi s&azeni deseti tabornikak, aby AleS a Zdek
vedle sebe nestali: $faod pa@tu vSech moznych sazeni ode&it patet takovych, kde Ales
a Zderk stoji vedle sebe:

101-2-.9!'=10-9'-2-9!&- 9!
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Ulohy k tématu: faktoridlpermutace

Predchozi stranka: Variace
DalSi stranka: Kombinace

Kombinatorika > Variace, permutace, kombinace >nRegace
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Variace, permutace, kombinace

Kombinace

Kombinace se od variaci liSi tim, Ze nezalezi raghiovybranych prvk.

k-clenna kombinace & prvki je neusptadangk-tice sestavena #ahto prvki tak,
Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvySe jednou.

Abychom odliSili zapisy variaci a kombinaci, zapesne variace do kulatych zavorek, hap
(c, a, b), a kombinace do sloZzenych zavorek,inée, f, g}.

Ukazme si rozdil mezticlennymivariacemizecdtyt prvka a ticlennymikombinacemze ¢ty
prvki:

Tri¢lenné variace z prika, b, c, d:
(ab,c) (ab,d (acd) (bcd
(a,c,b) (a,d,b) (a,d,c) (bdc
(b,a,c) (b,a,d) (c,ad) (cb,d)
(b,c,a) (b,d,a) (c,d,a) (c,d b
(c,a,b) (d,a,b) (d,ac) (d,b,c)
(c,b,a) (d,b,a) (d,c,a) (d,c,b)
Triclenné kombinace z prila, b, c, d:
{a,b,c} {a,b,d} {acd {b,c d}

Kazdé ticlenné kombinaci zétyt prvka odpovida 3! = 6ifclennych variaci ze stejnyattyi
prvki.

Obecr kazdék-clenné kombinaci n prvkia odpovidak! k-¢lennych variaci ze stejnyaeh
prvki.

Odtud miZzeme odvodit vztah mezi piemk-¢clennych kombinaci m prvka K(k, n) a p@tem
k-¢lennych variaci o prvka V(k, n):

V(k, n) =k! - K(k, n).

Tento vztah mZzeme dél rozepsat a vyjétdoocet k-¢lennych kombinaci v zavislosti na
hodnotactk an:

2 #l

R

1 1 |
Kkm= VEn =1 =

Patet K(k, n) vSechk-¢lennych kombinaci m prvka je

zl
KRR = —nl

Jak uz bylo uvedeno vyséiddenné kombinace z#tyi prvki jsoucétyii: {a, b, ¢}, { a, b, d},
{a,c,d}, {b,c,d}.
Zkusme jejich p&et ugit pomoci odvozeného vzorce:

4l 41

ReA=3a—3 " 3.1 *
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Pro vypa@et K(k, n) miZzete vyuzit nasledujici skript:

k=3

n=|4 Kk, 1)
Kk, n) =4
Priklad

Ve tiidé je 26 Z4k. Kolika zpisoby z nich Ize vybrat dva z&stuptiely?

Redeni

Protoze nezalezi na faali vybranych studeftjde o dvodlenné kombinace z 26 prirk
Jejich paet je

261
R(2,26)= 5o

=325

Kombinace a podmnoziny

Zustaneme jestchvili u ficlennych kombinaci z prika, b, c, d:

{a,b,c}, {a b,d}, {acd} {b,cd}.

VSimrete si, Ze tyto kombinaceagsré odpovidaji vSenkiprvkovym podmnozinam mnoziny
{a, b, c, d}.

Tato vlastnost plati obe&n

k-clenna kombinace & prvki je k-¢clenna podmnozina mnozingnito n prvky uené.

Prazdnou mnozink(= 0) Ize z libovolné-prvkové mnoziny vybrat vzdy jen jedinym
zpasobem, proto pro vSechnakden je pirozenécislo, plati K(0,n) = 1.

Priklad

Urcete p@et triprvkovych podmnozin mnoziny {1, 2, 3, 4, 5, 6879, 10}.

Reseni

Pcatet tiprvkovych podmnozin desetiprvkové mnoziny je siejako p@et ticlennych

kombinaci z deseti prik Proto je hledany get

|
K(3, 10) = % =120,

Kombina ¢éni €islo

Kombina:ni ¢islo je symbol, ktery oziaje paetk-¢clennych kombinaci a prvka.
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Pro vSechna cela nezapottiglan, k, k<n, je
ml

@
(.k .}_ kl (n =Xl

-
mytnbol { i } Etetne "a nad &

Patet K(k, n) vSechk-¢lennych kombinaci a prvki miZzeme zapsat kombitaim ¢islem:

e =(} )

Pri pocitani s kombin&nimi ¢isly secasto vyuziva nasledujici vlastnost:

Pro vSechna cela nezapottiglan, k, k< n, plati

{:nf.ﬂ’c }:{z }

Odvozeni je snadné:
2l #l

o . ~ e
(nok )= =k [n— (=] (=i kl =(% )

Priklad

U vytahu, do 8hoZ miZou nastoupit nejvyséitosoby, stoji 5 osob. Ozéme jea, b, ¢, d, e.
Sestavte vSechny trojice osob, které mohou nadtaupypiste dvojice, které v daném
piipact nenastoupi.

Kliknutim na osobu fed vytahem a ve vytahu se tytaédhsoby vymni:

Ve vytahu Pred vytahem
Adam, Bara, Cyrii  David, Ema

Reseni

Nastoupi Zustavaji

{a, b, c} {d, e
{a, b, d} {c, €
{a, b, € {c, d}
{a, c, d} {b, e
{4, c, €} {b, d}
{a,d, e {b, ¢}
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{b, c, d} {a, €}

{b, c, €} {a, d}
{b, d, € {a, c}
{c,d, €} {a, b}

Tento fiklad nazora ilustruje vySe uvedenou vlastnost

(n=)=(k):

tj. pocet moznosti, jak vybratitlidi, kteti pojedou vytahem, je stejny, jakoded moznosti,
jak vybrat dva lidi, kt&f budou muset piat:

GRGRE

Dalsi vlastnosti kombirmichgisel

Ulohy k tématu: kombinni gisla, kombinace

Predchozi stréqka: Permutace
DalSi stranka: Ulohy

Kombinatorika > Variace, permutace, kombinace > Korace
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Variace, permutace, kombinace

Ulohy

Odkazy na ulohy podle témat:
Faktorial

Variace

Permutace

Kombina&ni gisla

Kombinace

SnEs

Faktorial

Uloha 2.1

Vypoctéte:
7l
a) a
71+ 51
5l

Sl 6l
7l

b)

Vysledky:
a)42

b) 43

c) 120/7
d) 56

Uloha 2.2

Pro gipustné hodnoty zjednoduste vyrazy:
1l
S
#lin+ 1
(n— 1l + 231

b)
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+1 al

- (2 — 1)l
1 1 1

9 2l m—-1 (m— 2

Uloha 2.3

Pro gipustné hodnoty zjednoduste vyrazy:
1 3 nt—4

A — o — ————
Al + 1)+ 2

)E—Q 6 1

(2 + 3 * {(m+ 2 { + 13

{2+ 23 _ 2+ 131 i #l
al fm— 1l {7 — 2

(r+2l 2+ 1

{ + 13 #l

(&

Uloha 2.4

c)

d)

V Z ieSte rovnice:

x+3
) a1
(x + 6]
(x + 4l
 {x+3)l
Ry
d) (50 = 4n*

(&

16 x =—24
b +xi—16x =28

+xi=14

Variace
Uloha 2.5

Kolik trojcifernychcisel Ize sestavit &islic 1, 2, 3, 4, 5, jestlize se Zadtidlice neopakuje?

(&
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Uloha 2.6

Kolik raznych umistni miZze byt na prvnichtféch mistechip hokejovém mistrovstvi s¥a,
z&astni-li se ho osm druzstev?

(&

Uloha 2.7

Urcete p@et vSech nejvysetyrcifernych girozenychcisel s fiznymicislicemi, ktera jsou
sestavena &islic 0, 2, 4, 6, 8.

(&

Uloha 2.8

Urcete, kolika zjsoby Ize sestavit rozvrh na jeden den pidut v niZ se vy&uje dvanacti
predmétim a kazdému nejvySe jednu Wavaci hodinu den) ma-li se skladat ze Sesti
vyuc¢ovacich hodin.

V kolika z nich se vyskytuje chemie?

V kolika z nich je chemie Zazena na 1. vyovaci hodinu?

(&

Uloha 2.9

Urcete p@et prvki, z nichz Ize utviit
a) 240 dvodlennych variaci;
b) dvakrat vice&tyiclennych variaci neZitlennych variaci.

(&

Uloha 2.10
O telefonnimtisle svého spoluzaka si VaSek zapamatoval jeretie devitimistné, Zéna

dvojcislim 23, neobsahuje Zzadné&dstejnecislice a je dlitelné pstadvaceti. Ukete, kolik
telefonnichtisel gichazi v avahu.

(&

Permutace

Uloha 2.11

Kolika zpisoby lze rozesaditphosti do pti kiesel stojicich v jedné@ads?

(&
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Uloha 2.12

Kolika riznymi zpisoby Ize postavit do kruhu (&iao stedu):

a) 5 fiznych osob;

b) mriznych osob?

Dvé rozmiséni povaZzujeme za stejna, jestlize Ize jedno naa@pgvést otdenim.

(&

Uloha 2.13

Urcete, kolika zfisoby se v Sestimistné laviciire posadit Sest hothjestlize
a) dva chiji sedtt vedle sebe;
b) dva ch¥ji sedtt vedle sebe ddti chce seit na kraiji.

(&

Uloha 2.14

Urcete, kolika zfisoby mizem chlapd an divek nastoupit do zastupu tak, aby

a) nejdive stély vSechny divky a pak vSichni chlapci;

b) mezi Zadnymi ddma chlapci nebyla Zadna divka ani mezi Zzadnymindvdivkami nebyl
Zadny chlapec;

¢) mezi Zadnymi ddma chlapci nebyla Zadné divka.

(&

Uloha 2.15

Kolika zpisoby lze usp@dat mnozinu firozenychéisel {1, 2, 3, ..., B} tak, aby kazdé sudé
¢islo zistalo v pdadi na sudém mis2

(&

Uloha 2.16

Urcete pa@et prvka tak, aby

a) bylo mozno z nich utvd praw 40 320 permutaci;

b) pi zvétSeni jejich potu o dva se piet permutaci ztSil 56krat;

C) pri zmensSeni jejich piu o dva se piet permutaci zmensil dvacetkrat.

(&

* Uloha 2.17

Predstavte si, Ze zapiSete pod sebe vSechny perniigaté, 2, 3, 4, 5; vznikne tak
obdélnikové schéma, které ma ¥adek a 5 slougc Uréete sodet vSechtisel v kazdém
sloupci.

(&
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* Uloha 2.18

Urcete, kolika nulami ko¥i dekadicky zapisisla 258!.

1 SO prv

117 -

Kombinadni ¢isla

Uloha 2.19

Vypoctete:

) (2)
5 (3)

) (120

d)(n-IZ-Z

9(n1

(&

Uloha 2.20

V mnozirg ptirozenych¢iselfeste rovnici:
‘R n— 1~
() (", )=

'm+2)+fn+4

() (") (" ):%3”8

(&
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Kombinace

Uloha 2.21

Je danttverecABCD a na kazdé jeho stran (n> 3) vnitrnich bodi. Uréete péet vSech
trojuhelnika s vrcholy v &chto bodech.
(Porovnejte s ulohou 1.Z0minulé kapitoly.)

(&

Uloha 2.22

Petr ma sedm knih, o které se zajima Ivana, Ivamdaset knih, o které se zajima Petr.
Urcete, kolika zjsoby si Petr rize vynenit dwé své knihy za d¥ knihy Ivaniny.

(&

Uloha 2.23

Ve skladu je 10 vyrohk mezi nimi jsou 3 vadné. Kolika #poby z nich miZzeme vybrat
kolekci peti vyrobka, aby

a) vSechny byly dobré,

b) byl praw jeden vadny,

c) byl nejvys jeden vadny,

d) byl aspaé jeden vadny?

Uloha 2.24

Urcete, kolika zjgsoby je mozno ze dvaceti osob vybrat deset, pogathii, aby mezi
vybranymi

a) nebyl pan A;

b) nebyli zarové panové A a B;
c) byl aspd jeden z pah A, B.

Uloha 2.25
Urcete p@et prvki, z nichz Ize utviit 66 dvowlennych kombinaci.
Uloha 2.26

Urcete p@et prvki tak, aby
a) paetctyi¢lennych kombinaci z nich vytvenych byl dvacetkratésSi nez poet
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dvowlennych kombinaci;
b) pi zvétSeni pdtu prvki o jeden se pet riclennych kombinaci 21Sil o 21.

(&

Uloha 2.27

Kolik hréact se z@astnilo turnaje ve stolnim tenisu, jestlize byl@brano 21 zapas hr&i
hrali kazdy s kazdym jednou?

(&

Uloha 2.28

ZvétSi-li se paet prvki o 1, z¢tSi se poet ticlennych kombinaci z nich utienych o 21.
Kolik je dano prvk?

(&

Uloha 2.29

Kolik ti¥iprvkovych podmnozin ma mnozina {0, 1, 2, ..., 9}?

(&

Uloha 2.30

Kolik ptimek je uteno Sesti body, jestlize
a) zadnéit body nelezi na jedné&imce,
b) pra« tti body leZi na jednéfpmce?

(&

Uloha 2.31

Jsou dany rovnainé (6zné) gimky p, g. Na gimcep je dano osmiznych bod, na gimce
g jedenactiznych bod. Urcete paet:

a) trojuhelnik s vrcholy v danych bodech,

b) konvexnickttyfuhelniki s vrcholy v danych bodech.

(&

Uloha 2.32

V levém dolnim rohu Sachovnice 8 x 8 je urmstfigurka, kterou Ize jednim taherfemistit
bud’ o jedno pole vpravo, nebo o jedno poleiwrzh Spdtéte, kolika iznymi zpisoby Ize
tuto figurku gemistit do pravého horniho rohu.

(&
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Smeés
Uloha 2.33

Urcete, kolika zfisoby je mozno sadit u startovaatary osm zavodnich automaiitio dvou
fad pocétyiech vozech, jestlize
a) v kazd&adk zalezi na piadi;
b) na paadi viadach nezalezi.

(&

Uloha 2.34

V kupé Zelezniniho vagonu jsou proti seldvé lavice po @ti mistech. Z deseti cestujicich si
Ctyfi preji sedt ve snéru jizdy, ti proti sneru a zbyvajicimiem je to Ihostejné. Uete,
kolika zpisoby se mohou rozsadit.

(&

Uloha 2.35

Kolika zpiasoby Ize uspidat mnozinu A =4, b, ¢, d, e, f}?

V kolika ptipadech bude prvekpied prvkenc?

V kolika ptipadech je prvek na prvnim mista zaroveé prvekc neni na poslednim mé
V kolika ptipadech nebude prvekani prvni, ani posledni?

Lk
Uloha 2.36

Na maturitnim veirku je 15 hoch a 12 @vcat. Ukete, kolika zfisoby z nich Ize vybrattyfi
taneni pary.

Lk
Uloha 2.37

Ze skupiny deseti kosmonaye treba vybrattyi¢lennou posadku. Je viak nevhodné, aby
urciti dva kosmonauté I8 spolu. Kolik miznych vylEra posadky je mozno vytwit?

Lk
Uloha 2.38

Urcete, kolika zfisoby Ize na Sachovnici 8 x 8 postawit piznych figur tak, aby dvstaly na
cernych ait na bilych polich.

(&
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Uloha 2.39

Urcete, kolika zfisoby Ize pemistit pismena slova BEROUNKA tak, abyjaka skupina po
sok® jdoucich pismen utvida

a) slovo BERAN;

b) slova NERO a KUBA v libovolném padi;

c) slova BUK a NORA v libovolném gadi.

(&

Uloha 2.40

Urcete p@et zpisohi, jimiz Ize vedle sebe zapsat pismena slova KOMBIOEAak, aby
v tomto pdadi byly samohlasky v abecednintaku.

(&

Uloha 2.41

Urcete pa@et piisetika vSech thloficek konvexniha-thelniku, nemaji-li Zadnéitspole&ny
vnitini bod.

(&

Uloha 2.42

Urcete, v kolika bodech se protina li2npek v rovirg, z nichz @t je rovnolgZznych a Zzadnéit
neprochazeji tymz bodem.

(&

Uloha 2.43

Je dan rovnostranny trojuhelnik a na kazdé jetaaxsie danon (n> 3) vnittnich bodh.
Urcete paet vSech trojuhelnik

a) s vrcholy v danych bodech;

b) s vrcholy v danych bodech a ri@mych stranach daného trojuhelniku.

(&

Uloha 2.44
V prostoru je dano bodi, z nichZp leZi v téZe rovi®, a krong nich uz Zadnétyii body
v jedné rovig nelezi. Utete:

a) paetctyistna s vrcholy v danych bodech;
b) paiet rovin, které tyto body duiji.

(&
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Uloha 2.45

Urcete p@et vSech firozenych¢isel menSich nez 500, v jejichZz dekadickém z4sisu |
pouze cifry 3, 5, 7, 9, kazda nejvySe jednou.

Uloha 2.46
Osm hosi se ma ubytovat védch pokojich, které magisla 1, 2, 3. Pokaj. 1 je tilazkovy,

pokoj¢. 2 také a pokaj. 3 je dvoulizkovy. Kolika zpisoby je mozné uvedené hosty rozmistit
v téchto tech pokojich?

Lk
Uloha 2.47

V mnozirg prirozenychciselreste rovnici:
V(2,x) + K(1,x) = 256.

Lk
Uloha 2.48

V mnozirg ptirozenychciselreSte nerovnici:
K(x - 2,x) < 45.

(&

Predchozi stranka: Kombinace

Kombinatorika > Variace, permutace, kombinace >hylo
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Variace, permutace a kombinace s opakovanim

Variace, permutace a kombinace s opakovanim saracy, permutaci a kombinaci bez
opakovani lisi tim, Ze prvky se mohou ve &gbopakovat. Ostatni vlastnostistavaji stejné:
u variaci a permutaci zalezi nargdi, v jakém prvky vybirame, u kombinaci nagzb prvki
nezalezi. Permutace s opakovanim stggko permutace bez opakovantwjf poradivsSech
zadanych prvi.

Zapis se vtSinou odliSuje apostrofem, tedy fa@'(2, 3) oznduje paet dvoilennych
variaci s opakovanim z# prvki. Toto zng&eni se pouziva také n&hto strankach.

Variace s opakovanim

k-¢lenn& variace s opakovaninmprvki je uspdadanék-tice sestavena Zahto prvki
tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyskrat.

U variaci bez opakovéani byloomezeno velikosti, které udavalo peet miznych prvki, ze
kterych jsme vybirali. U variaci s opakovanim mi@ochu jiny vyznam: znamena &t
druhi, nag. patet barev, cifer nebddba pismen, které pakideme vybrat opakovanProto
muze bytk > n.

Na ukézku jsou zde vypsané vSechii§lenné variace s opakovanim ze dvou firakb:
(a,aa), (@ ab),(@b,a), (b, a a), (ab,b),(b,ab), (b b,a), (b,b,b).

Patet V'(k, n) vSechk-¢lennych variaci s opakovanimmzprvki miZzeme odvodit pomoci
kombinatorického pravidla séumu. Nejprve uéime paet V'(3, 4) vSechitprvkovych variaci
s opakovanim zétyi prvka, potom postup zobecnime.

M¢jme 4 krabice s pastelkami. V kazdé krabici je nepent mnoho pastelek jedné barvy
a zadné d¥ krabice neobsahuji pastelky stejné barvy. Mame tegliiklad jednu krabici se
Zlutymi pastelkami, jednu&rvenymi, jednu se zelenymi a jednu s modrymi peeste.
Kolik raznych trojic pastelek lze vytvib?

Prvni pastelku rizeme vzit z libovolné krabice. Mame tettyii moZznosti, jak ji vybrat.
Druhou pastelku fizeme také vzit z libovolné krabice. Mame tedy z#geé moznosti, jak ji
vybrat.

Stejre tak teti pastelku, takZe také pro ni mastgi moznosti, jak ji vybrat.

Volby jsou navzajem nezavislé, proto podle komhiriakého pravidla satinu existuje
celkem 4 - 4 - 4 =24 64 fiznych trojic pastelek, vybranych zeyt krabic.

HiF

(Kliknutim na pastelku z#mite jeji barvu v ptadi Zlutagervena, zelena, modra.)
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Postup se t& pokusime zobecnit. Mistayt krabic budeme mit krabic a mistoit pastelek
budeme vybirak pastelekn ak jsou libovolna prozen&tisla.

Prvni pastelku tentokratimeme vzit z libovolné m krabic, mame tedg moznosti, jak ji
vybrat. Stejg tak mamen moznosti, jak vybrat druhou pastelkigtt pastelku, ...k-tou
pastelku. Podle kombinatorického pravidla@ou tedy existujer -n-n - ... -n (celkem sen
opakujek-krat), tj. n k-tic pastelek, vybranychrzkrabic.

Patet V'(k, n) vSechk-¢clennych variaci s opakovanimmzrvka je
V'(k, n) =n*.

Priklad

Urcete p@et peticifernych girozenycheisel, slozenych pouze z cifer 6, 7, 8, 9.
Kolik z nich je menSich nez 90 0007?

Reseni

V prvnim gipack se jedna odiiclenné variace s opakovanimégi prvka (k= 5,n = 4),
jejich paset je proto V'(5, 4) =2= 1 024.

Chceme-li uéit pocet takovych firozenychcisel, ktera se skladaji pouze z cifer 6, 7, 8, 9

a jsou mensi nez 90 0001iE@me k vypoétu pouzit kombinatorické pravidlo s&iou: na

mist desetitisi@ maze stat cifra 6, 7, nebo 8, mame tetiyrtoznosti vyléru; na dalSich
¢tyfech mistech e stat libovolnéa z cifer 6, 7, 8, 9,d@ moznosti jejich vyru je proto
V'(4, 4) = £ = 256.

Celkem je tedy 3 - 256 = 768tifernych girozenyché¢isel mensich nez 90 000, sloZzenych
pouze z cifer 6, 7, 8, 9.

Priklad
Urcete p@et vSech podmnozikprvkové mnoziny.
Reseni

Prvky dané-prvkové mnoziny ozramecisly 1, 2, 3, ...k a kazdé jeji podmnozin
piitadime uspitadanouwk-tici sloZzenou z nul a jedéek takto: Je-li ve zvolené podmno&in
prvek ozn&enycislemj (1<]j <Kk), pritadime ji usptadanowk-tici, jejimz j-tym ¢lenem je
jedniika; jestlize tento prvek v podmnoiineni, bude ngtém mis¢ prislusné usp@danék-
tice nula. Nap podmnozig {2, 3, 5} mnoziny {1, 2, 3, 4, 5, 6} je takiffazena usp@dana
Sestice (0, 1, 1, 0, 1, 0), podmnaZ{i, 6} uspaadana Sestice (1, 0, 0, 0, 0, 1) atd.

Je Zejmé, Ze toto fifazeni je vzajenthjednozn&né, nebd také obracehkazdé takovéto
uspdadanék-tici odpovida jedina podmnoZikaprvkové mnoziny. To vSak znamena,kze
prvkova mnozina ma prévolik podmnozin, kolik existuje uspadanyctk-tic slozenych

z nul a jedniek; protoZe tytd-tice jsou vlastd k-¢lennymi variacemi s opakovanim ze dvou
prvkia, mame vysledek:

Paset podmnozirk-prvkové mnoziny je VK, 2) = 2.
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Né&kolik Uloh k variacim s opakovanim

Dalsi stranka: Permutace s opakovanim

Kombinatorika > Variace, permutace a kombinaceakopanim > Variace s opakovanim
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Variace, permutace a kombinace s opakovanim

Permutace s opakovanim

Permutace s opakovaninmprvka je uspdadansk-tice sestavena #dhto prvk tak,
Ze kazdy se v ni vyskytuje asp@dnou.

Vztah mezik an je nésledujici:

n udava poetriznychprvka.

Jednotlivé prvky se mohou opakovat: je zvykem ¢amat p&et opakovani prvniho prvik,
pocet opakovani druhého prvikg, a tak dal, az get opakovani poslednihon+tého prvku je
zvykem ozna&ovatk.

k ozn&uje paet vSech prvk, jejichZ iizna pdadi zkoumame, proto plati
K=k +ko+ ... +ki.

Jestlize mame n&p30 bilych kostek, 40 modrych kostek adednych kostek a chceme je
srovnat daady, jedna se o permutace s opakovaninii z#\ka, kde prvni prvek se opakuje
tiicetkrat, druhytyficetkrat a teti padeséatkrat:

n = 3 (bil4, modr&erna kostka);

ki = 30,k; = 40,k; = 50;

k=k; +k,+ks=30+40+ 50 =120.

Priklad

Zkusme utit pocet pdadi gti prvka, v nichZz se jeden prvek opakujiktat a dalSi dva jsou
razné = 3,k; = 3,ko = 1,k = 1,k = 5); ozna@me je nap. a, a, a, b, c.

ProtoZze umime dit pocet pdadi gti raiznych prvKi, prezn&ime nejprvefi stejné prvky na
ay, ap, ag. Jak uz vime, pet paadi @ti raiznych prvki (bez opakovani) je P(5) = 5! = 120.
KdyZz smaZeme indexy u pritlay, a;, as, patet pdadi bude mensi nez 120, proto2&tara
poradi budou stejna:

(a1, b, a2, 83,C) (C a,b a a) (as,a, b, c a)
(a1, b, as, @, )  (c,a, b, as @) (a, a3 b, c a)
(@2, b, a1,83C) (C ab a,as) (aay,b, c a)
(a2, b,as,a1,C)  (c,a,b,asa) (aas b ca)
(as, b, a1, a,c) (c as b, a;,a) (asanb,c a)
(as, b, @, &, C) (c a3 b axa) (as ab,c a)
(& b,a a0 (c,a, b, a a) (a,abca

Jak naznéuje tabulka, kazdé padi prvki a, a, a, b, c odpovida Sesti gadim prvki a;, ay,
ag, b, ¢, kde prvkyb, c stoji na stejnych mistech a prvlty a,, ag se prodidaji vSemi
zpasoby. Prvkyay, ay, ag Ize nati volna mista doplnit P(3) = 3! = 6 @poby, proto je p&et
poradi prvki a, a, a, b, ¢ Sestkrat mensi nez &t paadi prvki a;, a,, ag, b, C.

Patet paadi prvki a, a, a, b, ¢ je tedy 120/3! = 120/6 = 20.

Pro kontrolu je jestvyjmenujeme:
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(a,a,aDb0),(@aacbh),
(a,a ba0),(@acab),
(a,a bca),(@acba),
(a,b,aa0),(@caab),
(a,b,aca),(@cab,a),
(a b,caa),(@cba a),
(b,a,a a0),(ca a ab),
(b,a ac a),(ca ab,a),
(b,a ¢ a @), (ca b, a a),
(b,c,a & @), (c, b, a a a).

Priklad

M¢jme 4 krabice s pastelkami: jednu krabi& Zlutymi pastelkami, jednu krabiciks
cervenymi pastelkami, jednu krabickszelenymi pastelkami a jednu krabidissmodrymi
pastelkamiks, kp, ks, k4 jsOu Firozenégisla. Ukete, kolika zjisoby je mozné sadit vSechny
tyto pastelky.

(Jde o permutace &yt prvki s opakovanim, kde se prvni prvek opakaj&réat, druhy prvek
ko-krét, teti prvekks-krat actvrty prvekk,-krat.)

Reseni

Podob#r jako v minulém pikladu ukime, kolika zisoby by bylo mozné pastelkyiadit,
kdyby byly kazdé d¥ navzdjemizné. Celkem je pasteldd + k; + ks + ks, patet jejich
sd'azeni by proto byl R{ + ky + k3 + ks) = (k1 + ko + k3 + Kkg)!.
Protoze pastelky nejsou vSechny navzajemné, budou sedktera pdadi opakovat:
Kazdychk,! poradi je stejnych, protoZe se v nickmhjen pdadi Zlutych pastelek.
Kazdychk,! poradi je stejnych, protoZe se v nickmhjen pdadicervenych pastelek.
Kazdychks! poradi je stejnych, protoZe se v nickmhjen pdadi zelenych pastelek.
Kazdychk,! poradi je stejnych, protoZe se v nickmhjen pdadi modrych pastelek.
Vysledny pd&et paadi vSech pastelek je proto

(k) +iog +dg + i

Py, kg dog, ko) =
1.y o ) oy ey eyl k|

Jestlize tento postup j€stobecnime a mistiyi krabic s pastelkami jich budeme uvazovat
dostaneme nésledujici vzorec:

Patet Pk, ko, ..., kn) permutaci o prvka, v nichz se jednotlivé prvky opakuiji
ki, ko, ..., ke-krét, je
IR IR ]

oyl del k|

Pty kg k)
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Priklad
Urcete, kolika zfisoby je mozné srovnat dady 2 Sedé, 2 modré a@rné kostky.

Kliknutim na d kostky vynénite jejich mista:

O E O EEE

Reseni

Dosadime do vzorce pro ¢t permutaci zeitprvkia s opakovanink; =k, = ks = 2:
, (2+ 2+ 2)] 5l 720

P2, 2 )= = = — 90
(2 2,2) 2l 2l 2l 2:2-2 8

N¢&kolik Uloh k permutacim s opakovanim

Predchozi stranka: Variace s opakovanim
DalSi stranka: Kombinace s opakovanim

Kombinatorika > Variace, permutace a kombinaceakopanim > Permutace s opakovan
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Variace, permutace a kombinace s opakovanim

Kombinace s opakovanim

k-clenna kombinace s opakovanim prvka je neusptadanék-tice sestavena 2dhto
prvki tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvySkrat.

Priklad
Urcete, kolika zfisoby je mozné rozmistiti tstejné kuléky do ¢ty krabicek.
Redeni

Trikrat vybirdme jednu zé&yi krabicek, do které umistime kdku; jde tedy offclenné
kombinace s opakovanim &g/t prvka (k= 3,n=4).

V nasledujici tabulce jsou vypsané vSechny moznjegtise dajiif kulicky rozmistit dostyf
krabicek, a vedle kazdé moZnosti je odpovidajici symkglzapis, ze kterého pogd
odvodime vzorec pro vyget paitu &chto moznosti. V tomto symbolickém zapisstava
pro kulicku stejny symbol jako v tabulce (¢); svigléra (|) oznéuje oddleni dvou
sousednich krabék. Téchto symbai je pron krabiek poteban - 1, v naSemiipad: tedy 4
— 1 = 3, protoze u krajnich kralek st&i odcleni jen z jedné strany. Tak ridgad
symbolicky z&pis pro jednu kdku v prvni krabice a d¥ kulicky ve teti krabtce (druha
actvrta krabéka zistane prazdna) je ||| .

Cislo krabicky Symbolicky zapis

1 2 3 4
1 cee coe]l|
2 coe |oee]]
3 cee ||ooe]
4 cos e
5 oo o cole]|
6 oo . co |||
7 oo . SNE
8 o |eoo olee]|
9 oo o [oo]|
10 oo . |oe]|]e
11 . oo o||ee]
12 R A |o|e|
13 ool o [|oe]e
14 . oo SR
15 . oo |o|]oe
16 I [|]ee
17 R R o|o|°]
18 o | o . o|o|]*
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19 . . . ollolo
20 . . . |o|o|o

Tti stejné kuléky je mozné rozmistit détyt krabicek dvaceti zpisoby.

V tomto @ipack bylo jeS€ mozné vypsat vSechny &by, jak i kulicky rozmistit doctyt
krabicek, a potom je jednodusSe sjtat. Pro ¥tSicisla je ale takovy postup nepouzitelny.
K odvozeni vyp6tu pro obecné ak vyuzijeme zmitny symbolicky zapis rozdeni kulicek.
VsSimrete si, Ze ke kazdému roddni kulicek do krahiek je girazen pray jeden symbolicky
zapis. Obracenplati, ze kazdé Sestici, ve které se vyskytugnaky ¢ ati znaky |, je
piitazeno také pravjedno rozdleni kulicek do krabiek. VyzkouSejte si, jestli rozumite
tomuto grifazeni spravh

Kliknutim na krabiku do ni niizete pidat kulicku, pokud je&t nejsou vSechnyitkuli¢ky
rozdané. Rdavani a odebirani kdkk mizete gepinat kliknutim na #dat kulicku/Odebrat
kulicku.

- . {:_11-510 krabitky Microsoft Internek ﬂ
Svinbolicky zapis i

1 2 3 4
'E Spravnél 1
ollool - . w L

[Zkontrolovat] [Tkazat fedend] [Dalé pokus)

Jestlize je tedy totoiffazeni vzajemhjednoznané, odpovida také pet miznych Sesticit
symboli ¢ a ¥ symboti | patu vSech moznych rozmésti tii kulicek doctyi krabicek. Ritom
pocet uvedenych Sestic symialmime uéit: jedné se o permutace s opakovanim ze dvou
prvki (e, |), kde se prvni prvek () opakujektat a steji tak i druhy prvek (]) se zde opakuje
tiikrat. P@et takovych permutaci s opakovanim je

, G+ 700
P, 3) 3l = B 20,
coz odpovida pau fadki vySe uvedené tabulky.

Zobecnime-li tlohu tak, Ze budeme hledatgi@pisoh, jak rozmistitk stejnych kukek do
n krabitek, dala by se tato rozmisf Sifrovat k + n — 1)-ticemi, ve kterych se symbol ¢
vyskytujek-krat (k kulicek) a symbol |r(— 1)-krat 6 — 1 odaleni mezin krabickami). P@et
takovych k + n — 1)-tic odpovida p&iu permutaci dvou pniks opakovanim, kde se prvni
prvek opakujek-krat a druhy f — 1)-krat:

, k-0 etk-D oatk-1
Pl D= e ey Lok )
Protoze tento pet k+n - 1)-tick znaki * a () — 1) znak | je stejny jako p&et ntiznych
rozmiséni k kulicek don prihrddek, dostdvame vzorec pgeglenné kombinace s opakovanim
Z n prvka:

K'(k,n):P'Q(,n—l):(nth_l).
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Patet K'(k, n) vSechk-¢clennych kombinaci s opakovaninm prvki je
+A: 1
K'(k, %) = ( " _}.
Priklad

Urcete, kolika zfisoby je mozné rozmistit sedm stejnych éeli do ti krabicek.

Reseni

Sedmkrat vybirame jednu zé krabicek, do které umistime kidku; jde tedy o sedriienné
kombinace s opakovénirrl zféprvkﬁl (k=7,n=23).

ka.9=("" 7 )=(5)=55 =%

Priklad

Kolika zpasoby Ize rozdit 15 bonbori mezi 10 @ti?

Reseni

Patnactkrat vybirdme jedno z desetigkterému dame bonbdn; jde tedy o patiéeniné
kombinace s opakovanim z deseti girgk = 15,n = 10).

E'(15, 100 =(: i +1155 L )=( s % =1 307 504

Priklad

Uréete pdéet vSech trojuhelnik z nichz Zadné dva nejsou shodné a jejichZ kazdasma
velikost vyjadenou jednim zisel 4, 5, 6, 7.

Reseni

Tri ¢islaa, b, c mohou byt velikosti stran trojuhelniku, pokud pet-b>c,a+c>Db,

b + ¢ >a. Tuto podminku spiuje kazda trojice sestavendizgel 4, 5, 6, 7: vezmeme &v
nejmensi moznéisla (tj. 4 a 4) a porovname jejich setis nej¥tSim moznyntislem (tj. 7).
ProtoZe 4 + 4 > 7, trojuhelnikové nerovnost plabi krajni gipad a proto plati i pro vSechny
ostatni pipady.

Priklad se tak zjednodusil na hledantponeusp&adanych trojic sestavenyckisel 4, 5, 6,
7, tedy na ufeni pGEtu tfl'élennych kombinaci s opakovanimdtgi prvka (k= 3,n = 4).

4+3
K'(3,4)=( } (5 } 3|3|—20

N¢gkolik Uloh ke kombinacim s opakovanim

Predchozi stréqka: Permutace s opakovanim
DalSi stranka: Ulohy

Kombinatorika > Variace, permutace a kombinaceakopanim > Kombinace s opakova

60



Variace, permutace a kombinace s opakovanim

Ulohy

Odkazy na ulohy podle témat:
Variace s opakovanim
Permutace s opakovanim
Kombinace s opakovanim
Snes

Variace s opakovanim
Uloha 3.1
Vypiste vSechny dvailenné variace s opakovanim tegrvka a, b, c.

(&

Vysledek:

(&, @), (& b), (&c

(b, @), (b, b), (b, €)

(c,a), (c,b), (c,c

Uloha 3.2

Kolik raznych gticifernychgisel Ize vytvait z ¢islic 2 a 5?
Uloha 3.3

Kolik raznych gticifernychgisel Ize sestavit &islic 0, 2, 3?

Uloha 3.4

Kolik slov skladajicich se g pismen (tj. slov "délky") Ize utvdit z abecedy, kterd nta
pismen?

(&
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Uloha 3.5
Kuftik ma heslovy zamek, ktery se ateykdyz na kazdém z kotowa nastavime

spravnouwislici; téchtocislic je na kazdém kot@udewt. Urcete nejétSi mozny poet
pokugi, které je nutno proveést, chceme-li Kifotewit, jestlize jsme zapongh heslo.

(&

Uloha 3.6

Kolik znaki, které jsou sloZeny z jednoho @&yt signati, miZze obsahovat Morseova
abeceda? (Signalem rozumimekig' nebo ¢arku™.)

Uloha 3.7
Na panelu je Zarovek, z nichz kazdatrbe svitit zele#y, Zlutt nebocerverg. Urcete, kolik

riznych stau miaze panel signalizovat.
Kolik zarovek bychom paebovali, kdybychom chii rozliSit 50 riznych stau?

(&

Uloha 3.8
Kolik raznych statnich poznavacich 2ek pro automobily Ize pouzit, je-li k dispozici 21

pismen a 1@islic a zné&ka se sklada zeéitpismen na prvnicltdch mistech a dale gyt
¢islic?

Lk
Uloha 3.9

Urcete p@et ctyicifernych girozenychéisel dlitelnych étyfmi, v nichz se vyskytuji pouze
Cislice 1, 2, 3, 4, 5.

Uloha 3.10
Urcete, z kolika prvl Ize utvdit 1 024 gtic¢lennych variaci s opakovanim.
Uloha 3.11

V mnozirg prirozenychciselteste rovnici:
V'(2,x) -x-V'(2,3)=10

(&
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Permutace s opakovanim

Uloha 3.12

Urcete, kolika zfisoby je mozné srovnat dady 2 Sedé, 3 modré atdrné kostky.

(&

Uloha 3.13

Urcete pa@et uspdadani &chto Sesti prvic a, a, a, b, b, c.

(&

Uloha 3.14

Urcéete kolika zjasoby lze pemistit pismena slova Mississippi. Kolik z nich agaa
pismenem M?

(&

Uloha 3.15

Urcete p@et vSech ticifernych girozenychéisel, jez I1ze sestavitdslic 5 a 7, ma-li
v kazdém z nich bytislice 5

a) prav tiikrat;

b) nejvySettkrat;

c) aspa trikrat.

Lk
Uloha 3.16

Urcete paet vSech deseticifernycltippzenycheisel, jejichz ciferny satet je rovenitem.
Kolik z nich je sudych?

Uloha 3.17
Ze sedmi kuliek, z nichZityti jsou modré (navzajem nerozliSitelné), jedna hédna

cervena a jedna zelena, mame vybrat a poloziady @t kulicek. Kolika zfisoby to Ize
provést?

(&

* Uloha 3.18
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Urcete paéet vSecktyicifernychcisel dlitelnych deviti, ktera fizeme napsat uzitigislic 0,
1, 2, 5, 7. Hitom se mohouislice v¢isle i opakovat.

B

Uloha 3.19

Urcete pdet zpisohi, jimiZ Ize na Sachovnici 8 x 8 rozmistit vSechigufky Sachoveé hry
(bily kral, bild dama, 2 bili#&tlci, 2 bili jezdci, 2 bilé&Ze, 8 bilych pSal + totéZéerné
barvy).

B

Uloha 3.20
Urcete, kolika zpsoby Ize n&ern& poltka Sachovnice 8 x 8 rozmistit 12 bilych

(nerozlisitelnych) a 12ernych (nerozliSitelnych) kostek tak, aby toto régmi bylo
symetrické podle s¢du Sachovnice.

B

Kombinace s opakovanim

Uloha 3.21

V obchod maiji i druhy sirupu: jahodovy, malinovy a pometary. Urcete p@et vSech
moznosti nakupugpi lahvi sirupu v tomto obched

Uloha 3.22
Urcete, kolika zfisoby si mohouit osoby rozdlit osm (stejnych) jablek.
Uloha 3.23

Urcete p@et kvadi, jejichz velikosti hran jsouipozenécisla nejvySe rovna deseti. Kolik je
v tomto p@tu krychli?

(&
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Uloha 3.24

Urcete p@et vSech trojuhelnik z nichz Zadné dva nejsou shodné a jejichZz kazddssma
jednu z velikosti danyctisly 4, 5, 6, 7, 8, 9.

(&

Uloha 3.25

Ze vSech bilych Sachovych figurek bez krale a déimy osmi gsai, dvou \&zi, dvou jezda
a dvou gtelci) vybereme

a) dvoijici,

b) trojici.

Jaky je poet moznosti pro jejich slozeni?

(&

Uloha 3.26

Apolloniovou tlohou se rozumi Uloha sestrojit krigzrktera mait z téchto vlastnosti:
prochazi danym bodem, dotyka se datigky, dotyka se dané kruznice. (Ozimae-li tyto
vlastnosti paad pismeny B, p, k, iteme kazdou Apolloniovu Ulohu zapsat pomoci trojice
z tchto pismen; tak napaloha Bpp zné& Ulohu sestrojit kruznici prochazejici danym bodem
a dotykajici se dvou danychimek.)

Urcete p@et vSech Apolloniovych uloh.

(&

Uloha 3.27

Kolik raznych neuspi@danych trojic mohou dat gy ok na jednotlivych kostkachipsrhu
tremi kostkami? (Jde o obvyklou kostku s jednim a&ki &y na jednotlivych ghach.)

(&

Uloha 3.28

V Zeleznénim depu je dvacet osobnich, sedikbvych a pt poStovnich voi. Kolik
riznych souprav sgh vozy je mozno v tomto depu sestavit, jestlizedlezi na piadi vozi
V soupra¥?

(&

Uloha 3.29

Klenonik vybira do prstentiitdrahokamy; k dispozici mditrubiny, dva smaragdy &fp
safit. Kolika zpisoby niize tento vybr provést, povazujeme-li kameny téhoz druhu za
stejné?

(&
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Uloha 3.30

Urcete, kolika tiznymi zpisoby Ize rozdit 15 korunovych minci mezi 10:t, jestlize
a) neklademe Zadna omezent;

b) kazdé dit dostane alesggednu minci;

) nejstarSi dé dostane alespadvé mince.

(&

Smés
Uloha 3.31

Je dano slovo ABRAKADABRA. Uete:

a) paet vSech moznych padi z danych pismen;

b) paiet vSech piadi, v nichZ nejsou vedle sebegismena A,
c) patet vSech piadi, v nichZ neni vedle seb& pismen A.

(&

Uloha 3.32

Urcete p@et zpisohi, jimiz Ize umistit vSechny bilé Sachové figurkygk dama, 2 &Ze, 2
jezdci, 2 dtelci, 8 ESaka)

a) na d¢ pevre zvolenéady Sachovnice 8 x 8;

b) na libovolné d¥ fady Sachovnice 8 x 8.

(&

Uloha 3.33

Urcete, kolika zfisoby je moznoiemistit pismena slova BATERKA tak, aby se souhlasky
a samohlasky &gdaly.

(&

Uloha 3.34

V novinovém stanku je ke koupi deset drytohledi, pticemz kazdy druh je k dispozici
v padesati exempiich. Utete, kolika zjgsoby Ize zakoupit

a) 15 pohled,

b) 51 pohled;

c) 8 tiznych pohled.

(&
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Uloha 3.35

Knihovna ma pt regati, do kazdého se vejde 20 knih.¢ete, kolika zjgsoby Ize do
knihovny umistit 20 knih. (V jednotlivych regalezbleZi jen na padi knih, nezalezi na
jejich posunuti.)

Uloha 3.36
V samoobsluze ma{ityii druhy kavy v balfcich po padesati gramech.déte, kolika
zpasoby Ize koupit 250 grairkavy, jestlize

a) baltku kazdého druhu maji dostats pacet;
b) od dvou druth maji deset balkia a od zbyvajicich dvou pouze ptyrech balécich.

Lk
Uloha 3.37

Urcete, kolika zfisoby Ize rozdat 18{enych) knih tem zakm A, B, C tak, aby Aa B
dohromady rili dvakrat vice knih nez C.

IR e
Uloha 3.38

Tti dévcata — Anna, Dana a Hana — se maji &izd sedm stejnychizzi a @t stejnych
tulipani. Kolika zpisoby to lze provést?

(&

Uloha 3.39

Urcete, kolika zfisoby si mohouit osoby rozdlit ¢tyii stejna jablka a Sest stejnych hrusek.

(&

Predchozi strAnka: Kombinace s opakovanim

Kombinatorika > Variace, permutace a kombinaceakopani
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4 Ve

Kombina ¢€ni cisla

Kombinaéni ¢islo
Kombinani ¢islo je symbol, ktery oziaje paetk-clennych kombinaci a prvka.
Pro véechna celé nezapofislan, k, k<n, je

(k )= il (,-»g—;:;n
1
mytnbol ( i j Etetne "a nad &

PFiklady

7
(5)_ 51(? S

0l 1
()% =77 =

Urcime hodnoty 8kolika specialnich fipadi kombina&nich¢isel:

k=0
O
k=n | |
W)= m(;fﬁ)l _% =1
k=1

Pro vSechnaijrozenégislan plati
(9)=(, )=1
()=~
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Véta 1

Pro vSechna cela nezapotfiglan, k, k< n, plati
T
{.;-z—k .}_{.Fc }

Odvozeni:

zl #l

. ~ e
(n-k )= =Bl r-r—-0] -kl kl =& )

Tato vlastnost matematicky popisuje jednoduchy. f@kiceme-Ili vybrak-prvkovou
podmnozinwn-prvkové mnoziny, zbyde vzdy- k nevybranych prvik Rozhodneme-li se
tedy vybrain — k prvka, které do hledané podmnoziny ngmdime, poéet moznosti, jak je
vybrat, bude stejny jakaigprimém vylgru k prvka.

Priklad

Mezi Sest dti chceme rozglit 2 oranZzova a 4 zelenadkia. Ukete p@et moznosti, jak to
ucklat.

Reseni
Prvni moznost: Wime pa&et moznosti, jak vybrat @wdéti, které dostanou oranZzovacka;
ostatni¢tyii dostanou zelena tka.

Druha moznost: Wime p@et moznosti, jak vybrattyti déti, které dostanou zelenadka,;
ostatni d¥¢ dostanou oranZova &ka.

(3)=()= 55 78

Najdéte vSechny moznosti, jak rodd tri ¢ka:
Vyberte tritko a potom ho kliknutim na jméndifad’te rekterému z dti.
A , Bara, , David, Eva, Filip

Phidat rozdélent do tabulley / Smazat zmény

Amna Bara Cyvnl Dawvid Eva Fihp
A E A

Microsoft Internet Expl x|

v E Tato moZnost UZ je zobrazena.
L

1
2 M
3

L L A

A
A




Véta 2

Pro vSechna cela nezapottiglan, k, k <n, plati
cu - » N » + 1 .
(e ) (a1)7Cet)

Diikaz vychazi z definice kombisaiho¢isla.ld

Priklad

Vyjadiete jedinym kombinaim ¢islem:

20 20

(6 )+ (13

Redeni

- 20 - 20 20 20 21

(5 ) (35)=-2(5)+(5)=-2(5)
o om
( )=(azi)

Priklad

Vyjadrete jedinym kombingim él'slem:(j) + (Z) + (2) + (Zf) + (2)

Reseni
Nejprve si uédomime, Ze pla'( 2) =1,a prot((j) = (g) .

Dale opakova#pouzijeme posledni uvedenou viastnost
(E)+(k21):(ﬂii

(DD (DHDH(=2

-G+ @)+ (H+(D)+(5)-2

(D) () (D+(5)-2

G HCIE

=(5)*(§)-2

=(2)

GO+ (=G
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Dalsi stranka: Pasdal trojuhelnik

isla > Vlastnosti kombirichgisel

Kombinatorika > Kombinéni ¢
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Kombina ¢€ni cisla

Pascaliv trojuhelnik

Pascalv trojuhelnik je schéma, které detznazotiuje rekteré vlastnosti kombirgaichcisel.
MuzZete se s nim setkat ve dvou tvarech.

(Najetim na hodnotu v libovolném z obou schémat sbou schématech bareévoznai
odpovidajici hodnota.)

(o) 1
(o) (2) 11
(o) (2) (3) 1 2 1
(o) (2) (3) (3) 1 331
(o) (1) (3) (3) (2) 1 46 41

() () (3) (3) (2) (3) 1 510 10 5

(o) (1) (2) (3) ~ (a=2) (a21) ()

Prvni uvedeny tvar zobrazuje z4kladni vztah Pasaalojuhelniku s kombiraimi ¢isly. Ve
druhém tvaru jsou kombigai ¢isla vi¢islena a daji se wm Iépe vypozorovatdkteré jejich
vlastnosti.

Priklad
Napiste osmyadek Pascalova trojuhelniku.
Reseni
s ) . |:| .
Proni fadel: je { 0 }
e . r 1y 1
Druhy fadelk je { 0 } { . }

Teetizadekje () (2) (2)

osmysadekie () (1) (3) (3) (5) (5) (5) (5)
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Z predchozihdeSeni Mizeme odvodit, jak obeérvypadan-ty radek Pascalova trojuhelniku:
n-ty radek Pascalova trojuhelnikuma tvar
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
(o) (1) (27) (Cs) ~ (h-3) (n-2) (a-1
Skladéa se tedy @ kombin&nich¢isel
n-1
()
kdek nabyva hodnoty 0, 1, ...n¢ 1).

Uloha

NapiSte desatiadek Pascalova trojuhelniku.

(&

Vysledek

(o) (1) () (3) (2) (3) (&) (3) (&) (5)

VSimnete si v Pascalavtrojuhelniku symetrického rozmésii stejnychtisel vzhledem k jeho
ose sourérnosti. Je to dané tim, Zésla

n n
(k)a(n-x)
ktera se sabrovnaji, jsou stejivzdalena od "seédu" kazdéhdadku. V nasledujicim

schématu seipnajeti mysi na &ékteré kombinani ¢islo barevl oznai i ¢islo, které je ve
stejnénradku stejy vzdalené od osy sowmosti.

(o) 1

(o) (2) 11
(e) (2) (3) 1 2 1
(o) () () (3) 1 3 31

GGG 146 41
GGG GG 1 510 105
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Priklad

Dopiste druhou polovinu dvanactéfémku Pascalova trojuhelniku:
1 11 55 165 330 462 ...

Reseni

Dvanactyiadek se sklada ze dvanatisel, vypsanych je prvnich Sest z nich. ProtoZe jso
hodnoty v Pascal@trojuhelniku symetrické podle jeho osy saunosti, stéi prvnich Sest
Cisel opsat v opmém pdadi. Cely dvanactigadek Pascalova trojuhelniku tedy vypada takto:
1 11 55 165 330 462 462 330 165 51 1.

DalSi vlastnost kombirgaich¢isel, kterou MmZeme vypozorovat v Pascatotrojuhelniku, je

Gy DGy
(o) 1
(o) (3) 1 1
(o) (1) (3) 1 2 1
(o) (2) (2) (3) 1+3 3 1
(o) (1) (3) (3) (3) 1 4 6 4 1

(o) (1) (3) (3) (2) () 1 510 10 5

n n n n n n n

(o) (1) (2) (3) ~ (h=2) (a-1) (n)

Priklad

Dvanactyiradek Pascalova trojuhelniku ma tvar

1 11 55 165 330 462 462 330 165 51 1.

Odvad'te z r&j nasledujici {tinacty)radek Pascalova trojuhelniku.
Redeni

Na za&éatku a na konci kazdeltadku Pascalova trojuhelnikudéslo 1. Ostatnéisla
odvodime pomoci vilastnosti

(E)Jr(k-r:l):(ﬂii :
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Dwanacty fadelz. 1 + 11 55 165 330 462 462 330 162
Trmacty fadel. 1 12 66 220 4535 752 524 752 4535

Predchozi stranka: Vlastnosti kombémach gisel
Dalsi stranka: Binomickasta

Kombinatorika > Kombinéni ¢isla > Pascal trojuhelnik
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Kombina ¢€ni cisla

Binomicka véta

Pri feSeni@iznych algebraickych Gloh petbujeme oas umocnit dvdjena + b na fgirozené
¢islon, tj. vypcitat (@ + b)".

Nejspi$ uz znéate vzorce pne= 1,n=2 an = 3:
(a+b)l=a+b

(a+h)y?=a’+2ab+b?

(a+h)®=a’+ 3’ + 3’ +b’

Vypocteme jedt (a + b)*:

@+h)*=@+h)’: @+h)=

=@ +3ah+3a+b’) - @+h) =

=a*+ 3a’h + 3a’b? + ab’ + a’b + 3a’b’ + 3ab’ + b’ =
= a* + 4a’b + 6a’b’ + 4ab’ + b*

Porovnejte koeficienty u jednotlivyctleni s hodnotami v Pascaléwojuhelniku:

(a+h)! a+b 11
(a+h)? a’+2ab+b? 121
(a+h)? a’+ 3a’b + 3k’ +b? 1331

(a+b)*  a*+4a’n+ 62’ + dab’® + b 146 41

Je vidtt, Ze koeficienty v mnohidenech odpovidaji hodnotam v Pascaltwjuhelniku;
kazdému mnoh#denu takto odpovida prayedeniadek Pascalova trojuhelniku. Tato
vlastnost plati nejen pmo= 1, 2, 3 a 4, ale plati pro libovoln& mnoziny pirozenychcisel:

Pro vSechna realrislaa, b a kazdé firozenécislo n plati
- P I —
@ry=(g Ja+ (7 Ja T ba (g )T A e TR+t

(2 ar (D)

(&

Vzorec si shad¥ji zapamatujeme, kdyZ si sdomime, podle jakych pravidel semi

kombina&ni ¢isla a exponenty u jednotlivyateni binomického rozvoje. VSimnite si, Ze
exponenty mocnin se zékladenklesaji odn k nule a naopak exponenty mocnin se zakladem
b rostou od nuly k. Sowet exponerit je v kazdéntlenu stejny a roven.

Kombinani ¢isla, kterd jsou obsazena v kaZzdéitesici, z&inaji

Mo e £ H
{. 0 } akonm{.n }

Protoze kombinéni ¢isla v tomto vzorci vystupuji v roli koeficiahtmnoha@lenu, ktery
vznikne umocinim binomu (dvajlenu), nazyvame je tak@#inomické koeficienty.
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Vyjadiime-li vyraz @ + b)" pomoci binomické &ty, iikame, Ze jsme jepzvinuli podle
binomické véty, nebo Ze jsme utvili binomicky rozvoj vyrazu @ +b)".

Priklad
Pomoci binomické &ty vypostéte (x — 1).
Reseni

(X_ﬁl.)S:[X*‘é_.l)]S: 5 5 5 9
=(g )2 +( )& En+( 5 ) () () x- CH(5)ETY =

:x5+5-x4-(—12+10x3-1+10x2-(—1)+5-x-1+(—1):
=x>-5x"+10x - 10X + 5x - 1

Priklad
UZitim binomické ¥ty vypositejte 1,08.
Reseni

1,0 = (1 +10%)°=
£ & £ - g - 5 - 5 -
(g )T () 102+ (S yaoB2+( 5 ) a0+ (4 Jaodt+ (5 ) 107H +

+(§)aop=

=1+6-10°+15-10*+20-10°+15-10°+6 - 10%+ 10%?=
= 1,061 520 150 601

Priklad

Urcete sodet

(0)*(2)*(2)* - +(20)* (R)

kden je nezdporné celéislo.

Reseni

Jestlize rozvineme podle binomickétyvyraz (1 + 1), dostaneme:

(-l_l_l:ln_{ }ln {?‘i-}ln—1_1+{?;-}1”—2_124_.“_'_{;-}1n—k_1k + +

+{ .’21}1 ]”_1+{ '}1:*1:

) (D)

Protoze (1 + 1)= 2", mame vysledek:

(5)*(D)*(3)* (a1 *(D)=2
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Priklad

Pomoci binomické &ty dokaZte, Ze pro libovolnéipozenécislon je ¢islo 8' — 1 dtlitelné
sedmi.

Reseni

8"-1=(7+1)-1=

=[(5)-7+()- 7+ +(,20) (2 1) 7+, )] 1=
=[Co) ()7t e+ (20) P+(, 1) TH ] 1=
=) m+(1) 7+ (0 ) PH(,ny) 7=

=7 [{ 0. } ?n—1+{ } Tt +{:nn—2:}.?+{:nn—l:}]

=Tk, kde & 1e pfirozené Cislo,
Cislo §' - 1 je tedy pro kazdé&ipozenécislon delitelné sedmi.

V neékterych gipadech nepsebujeme znéat cely binomicky rozvoj, alecsl]aam jen utity

0)

¢lenu (\ 1/ u tetihoclenu ( 2 ) , a tak dal, k-téhoclenu je tedy koeficierg k‘ 1
Z koeficientu nizeme odvodit celk-ty ¢len binomického rozvoje:

¢len. V binomickém rozvoji vyrazwa(+ b)" je koeficient u prvnihglenu ( 0. u druhého

Pro vSechna redlndslaa, b, kazdé pirozenécislon a girozenécislok, k<n + 1 plati,
Zek-ty ¢len binomického rozvoje vyraza ¢ b)" ma tvar

(kfl)an—ﬂk—ljbk—l _

Pfiklad

4212
i_
Urcete desatylen binomického rozvoje vyraz(, x X

Reseni

Do vzorce prdk-ty ¢len dosadime
a=2¢b==2/x,n=12k=10:

(102 ) ey, (- Ryomt(12y o a5 (Lo

121 AP
__ 53,9, = =_220.23.(24~.1|'2)=—28 160 42
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Priklad

Urgete, kolikatyelen binomického rozvoje vyrazux2+ 3x)'° obsahuje.

Reseni

k-ty ¢len binomického rozvoje vyrazux2+ 3)'° ma tvar

( I(ZI._O:I-) (2X3)10 -k-1) (3(2)k— 1

Ciselné koeficienty hodnotu exponentu mocnimeovlivni, nizeme tedy dale gitat bez

nich:
3 [MO-k=1)] 42 €-1) = 38-K y2k-2_ 31k

Hledame takovylen, ktery obsahujg™:

=
31-k=23
k=8.

V binomickém rozvoji daného vyrazu & v osmémslenu.

Predchozi stréqka: Pasaaltrojuhelnik
DalSi stranka: Ulohy

Kombinatorika > Kombin&ni ¢isla > Binomicka vta
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Kombina ¢€ni cisla

Ulohy

Odkazy na ulohy podle témat:
Kombinani ¢isla

Pascalv trojuhelnik
Binomicka ¥ta

Kombinadni ¢isla

Uloha 4.1

Vypocitejte:

(>)
5 (6)
()
9 (32

(&

Uloha 4.2

Jedingm kombingnim ¢islem vyjadete tyto soity:
3 (4)*(5)

% (3)* (10

9 (3)*(a)*(s)

e

Uloha 4.3
Vyjadrete jedinym kombin&im ¢islem:

(5)+(5) () () (3)
el
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Uloha 4.4

(3 () () () +(2)
[

Uloha 4.5

V mnozirg piirozenycheiselteste rovnice:
0 () x=(¥)
) (5)1 ()
c) (>2() (x + 3) 4
d) (X i 1) + ( ) -9
(X ; 1) ( ) 4( ) n je prirozenéislo

#l

fl'{ 5 } ( }_2?2(;2 N =2 { }?z 2 je pfirozené #slo

(&

Uloha 4.6

V mnozirg ptirozenychciselieSte nerovnice:
A (V21722 )<

) (3)+(727)+(72") <100

9 (’3%)=(3)#

L
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Pascaliv trojuhelnik

Uloha 4.7

NapisSte devatyadek Pascalova trojuhelniku (oba tvary).
Uloha 4.8

Desatyradek Pascalova trojuhelniku ma tvar

193684126 126 84 369 1.
Odvad'te z r&j nasledujici (jedenactydek Pascalova trojuhelniku.

(&

Binomicka véta
Uloha 4.9
Podle binomické &ty rozvedl'te:

a) @+b)°
b) (@ - b)°

Uloha 4.10

Vypoctéte podle binomické aty:
a) (¢ - 1

b) (V3 +v2)*

c) (V3 - W3)°
d) (2a-30)°+ (2a + 3)°

Uloha 4.11
Uzitim binomické ¥ty vypcitejte

a) 1,02,
b) 0,98.

(&
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Uloha 4.12
UZitim binomické ¥ty vypctitejte s pesnosti nait desetinna mista 1,05
Uloha 4.13

Urcete:
a) freti clen binomického rozvoje vyrazu ¢ 107

b) ptedposlednélen binomického rozvoje vyrazti ¢ 10%)%°

. 2.
c) patyclen binomického rozvoje vyraz { Y- 5 } 8

(&

Uloha 4.14

Ureete koeficient patéhdlenu vyrazu ¢ + y)®.

Uloha 4.15

Vypoctéte dva prosednicleny rozvoje vyrazudx — 2xvx)*.
Uloha 4.16

Vypocitejte kladn&islox, je-li

a) patyclen rozvoje vyrazu (1 #x)'° roven 840,
b) sedmyglen rozvoje vyrazux - i >V2)'° roven -8,4.

(&

Uloha 4.17

Kolikaty ¢len binomického rozvoje vyrazu

. 1.
a) { 3xl - - } 10 obsahmie 2°,

. 1 -
b) { =+ - } 12 heobsahuje x7 (Tde o tzv. absolutni Elen.)

(&
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Uloha 4.18

Vypocitejte tenclen binomického rozvoje vyrazu

. 1.
{ ¥x + " }21, ktery neobsahuje x.

(&

Uloha 4.19
Urgete v8echnygleny binomického rozvoje vyraziNg +5V5)**, které jsou racionalningisly.

(&

Uloha 4.20

. 1.
W binomickém rozvoi wram{ xx + ) }n
: 4
je koeficient uitetiho¢lenu o 54 ¥tSi nez koeficient dlenu posledniho. Wete absolutni

¢len, tj.¢len, ktery neobsahuje pr@moux.
* Uloha 4.21

Urceteclen, ktery obsahujg™ v rozvoji vyrazu
1 -x3)°- @1+

B
Uloha 4.22
Vypocitejte:
18 18 18 18 18
(o) () (2)*~+(17)* (18
[
Uloha 4.23
DokaZzte, Z&islo 11° - 1 je dlitelné &islem 100.
[
Uloha 4.24

UZitim binomické ¥ty dokaZte, Z&islo 6" - 1 je pro kazdéfjrozenésislo n dilitelné sedmi.

(&
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Uloha 4.25

Pomoci binomicke &ty dokaZzte, Ze plati:
(3)-(1)*(3)-(3) -+ (.0 y) (a7 () =0
=

Uloha 4.26

Kolik s¢itandi dostaneme po umoemi (a + b + 0)’?
(Ulohu neeSte rozepisovanim binomického rozvoje, ale kontbiiekou Gvahou.)

(&

Predchozi strAnka: Binomick&ba

Kombinatorika > Kombin&ni ¢isla > Uloh
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Webové stranky k tématu
Ceské stranky

Pavel Jost — Stranky pro Gymnéazium a SPgS Libderonymova
http://pj.wz.cz/mat_4r/kombinatorika.html

Studijni materialy Katedry matematiky a deskriptigeometrie VSB—Technické univerzity
Ostrava

V pirednétu Pravédpodobnost a statistika Uvodni pednaska zasti wnovana
kombinatorice: studijni textyeSené fiklady, ulohy 1 ulohy 2

Mathes

Univerzita TomaSe Bati ve ZknFakulta technologicka
Kurz opakovani vybranych kapitolfgtloSkolské matematiky

Anglické stranky

MATH-abundance
Counting problemsSolved problems about counting

Oswego City School District Regents Exam Prep Gente
Uncertainty (Probability)

The Counting Principle (kombinatorické pravidlo &iow),
Factorial

Permutations (variace a permutace)

Combinations

Drexel University — The Math Forum
Permutations and Combinatioi®ascal's Triangle

Kombinatorika > Literatura a jiné zdroje
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4. Zaver

Zpracovani tématu Kombinatorika pro vyuku nafedhich Skolach  privedlo
k prostudovani (f@devsim) gedoSkolskych &ebnic matematiky od tenych autoi
a vydavatelstvi. Zjistila jsem, Ze zakladni typaNehy se v debnicich vyskytuji opakovan
uz fadu let. Do své prace jsem se snaZiltadid kront Gloh z EZn¢ uZivanych gebnic
| ulohy mér obvyklé.

Pri psani této diplomové prace jsem se setkaladou obtizi, fedevsSim Slo o rozdilné
zobrazovéani webovych stranekiznych prohlizeéich.

Béhem vytvdeni strdnek jsem hotovésti postupdé zverejiiovala na Internetu. Na stranky
jsem umistila péitadlo @istupi, abych zjistila, jestli je o toto téma zajem. Te Eotvrdilo
hned prvni den, kdy se stranky objevily v seznamattiedavacich serviér Od té chvile byl
témet kazdy den zaznamenan né&wstik z nové adresy ackteri navstvnici se vracel
opakovas. Prace na tomto tématu se tak pré stala jedt vice zajimavd; vidla jsem, Ze
vysledek bude skute¢ uziteiny. Na stranky jsem dasré umistila také svou e-mailovou
adresu, aby mi n&&tnici stranek mohli posilat sv&ipominky a nardty, ale tuto moznost
bohuZel nikdo nevyuzil. Proto uvazuji o vyteni diskuzniho fora nebo alespoavstvni
knihy, coZ by komentovani stranek usnadnilo a takéo autoim koment&i umoznilo Zistat

v anonymig.

Diky této diplomové praci jsem ziskala mnoZstvikgickych zkuSenosti ip publikovani a

prezentovani vyukovych témat pomoci modernich m&nich technologii. Tyto zkuSenosti
budu moci jist vyuZzivat i ve své budouci praxi.
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