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Abstrakt: U-statistiky jsou zakladem mnoha testovych statistik. Této prace
se zabyva testy zalozenymi na U-statistikdch pro obecny dvouvybérovy pro-
blém. Po popisu dvouvybérovych testii zalozenych na U-statistikach z obec-
né¢ho hlediska, néasleduje prehled nékolika konkrétnich testti. VSechny uvazo-
vané testové statistiky jsou popsany v navaznosti na teorii U-statistik, s dira-
zem na jejich asymptotické vlastnosti. Zvlastni pozornost je vénovana testtim
zalozenym na rozdilu dvou jednovybérovych statistik a testim zalozenym
na empirickych charakteristickych funkcich. Testové statistiky, zalozené na
rozdilu dvou empirickych charakteristickych funkei, maji tvar V-statistiky.
Od nich je odvozena piibuzna U-statistika a jsou studovany jeji vlastnosti.
Soucasti prace je také priklad pouziti metody bootstrap pro tyto statistiky.
Klicova slova: U-statistiky, dvouvybérovy problém, neparametricky test,
charakteristicka funkce
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Abstract: There are many test statistics that are based on U-statistics. This
thesis deals with tests based on U-statistics for the general two-sample prob-
lem. After describing two-sample tests based on U-statistics from a general
viewpoint, a presentation of some particular test statistics follows. All consid-
ered test statistics are described in a connection to the theory of U-statistics,
with emphasis on their asymptotic properties. Special concern is given to
tests based on a difference between two one-sample U-statistics and to tests
based on empirical characteristic functions. Test statistics, based on a diffe-
rence of two empirical characteristic functions, have a form of a V-statistic.
A related U-statistic is derived and its properties are studied. An example of
applying the bootstrap method to these test statistics is included.
Keywords: U-statistics, two-sample problem, nonparametric test, charac-
teristic function



Uvod

U-statistiky lze povazovat za zobecnéni pojmu vybérového priuméru nezavis-
Iych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in. Teorie U-statistik se zacala rozvi-
jet po tom, co Hoeffding v roce 1948 publikoval sviij zékladni ¢lanek o U-
statistikidch. Jednim z hlavnich duvodu pro zajem statistikii o problematiku
U-statistik je skutec¢nost, Zze tvori tfidu nestrannych odhadi a za urcitych
podminek jsou dokonce nejlepSimi nestrannymi odhady, tj. odhady s nej-
mensim rozptylem mezi vSemi nestrannymi odhady uré¢itého parametru. Cast
U-statistik m& priblizné stejné asymptotické chovani jako soucet nezavis-
Iych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in. Tato podtrida U-statistik ma
asymptoticky normalni rozdéleni. V opacném pripadé mluvime o tzv. de-

Koncept U-statistik byl pozdé&ji zobecnén nékolika sméry. V statistické
literature se lze setkat naptiklad s U-statistikami zaloZzenymi na nékolika
vybérech, s vazenymi U-statistikami i s U-statistikami, jejichz jadro je funkei
poc¢tu pozorovani. V této praci budeme studovat predevsim zobecnéni U-
statistik na dva vybéry.

Diky svym vyhodnym vlastnostem jsou U-statistiky zakladem mnoha
testovych statistik v oblasti parametrické i neparametrické statistiky. Ne
vzdy je vSak souvislost s U-statistikami na prvni pohled zfejma. Priklady
testovych statistik pro rtzné druhy hypotéz lze najit napiiklad v knize [Puri
a Sen 1971], nebo také v knize [Lee 1990]. V této préci se zamérime predevsim
na neparametrické testy pro obecny dvouvybérovy problém, tedy na testovani
hypotézy, Ze jsou obé zkoumana rozdéleni stejna, proti alternativé, ze se né-
jakym zptsobem lisi. Mezi nejznaméjsi dvouvybérové testy zalozené na U-
statistikach patii Manntiv-Whitneytiv dvouvybérovy test. Funkei jednoduché
U-statistiky — vybérového priméru — je i dvouvybérovy t-test.

Kromé dvouvybérového Mannova-Whitneyova testu v praci déle popiseme
tzv. Sukhatmiv test a test zalozeny na rozdilu vybérovych rozptyla. Vybérovy
rozptyl lze povazovat za specialni pripad obecnéjsiho tvaru mér variabili-
ty, které jsou také U-statistikami. V téchto pripadech ma testova statistika
asymptoticky normélni rozdéleni. Dale popiSeme test zalozeny na vzdélenosti
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distribuc¢ni funkci vybéri, ktery je asymptoticky ekvivalentni s dvouvybéro-
vym Cramérovym-von Misesovym testem. Ukazeme, Ze do tiidy testu za-
lozenych na U-statistikdch je mozné zaradit i testy zalozené na empirickych
charakteristickych funkcich, které byly studovany v préaci [Meintanis 2005].
Presnéji feceno, tyto testy maji tvar V-statistik, které tvori pribuznou tiidu
ke t¥idé U-statistik. Od tohoto tvaru V-statistik odvodime pfibuzny tvar
U-statistik a budeme studovat jejich vlastnosti.

Prvni kapitola shrnuje teorii jednovybérovych a dvouvybérovych U-sta-
tistik. V druhé kapitole je popsan obecny tvar testovych statistik pro dvou-
vybérovy problém a specialni tvar testové statistiky zalozené na rozdilu dvou
vybéri. Tématem treti kapitoly jsou konkrétni testové statistiky pro dvou-
vybérovy problém. Nejvice pozornosti je vénovano testiim zalozenym na
charakteristickych funkcich — jejich popis je proto zarazen do samostatné
kapitoly. Pro ilustraci chovani testt zalozenych na empirickych charakteris-
tickych funkcich je pripojen kratky priklad aplikace testu na simulovana data,
pomoci metody bootstrap s vracenim.

Pouzité znaceni

Casto se budeme setkévat se situaci, kdy méame dva nezavislé vybéry X, ...,
X, a Yy, ... \Y,,. V této souvislosti budeme pouzivat oznaceni N = ny + ny
pro soucet velikosti obou vybéru a Zq,...,Zyx pro vybér sdruzeny z téchto
vybéri, presnéji

7 _ X;y pro i=1,....,m
‘ Y, pro i=n;+1,....n.

Pod zapisem X, X X budeme rozumét, ze posloupnost ndhodnych veli¢in
X,, konverguje k nahodné veli¢ing X v pravdépodobnosti. Podobné, X,, =% X
a X, B X budou znacit konvergenci skoro jisté, respektive v distribuci. Pro
indikitor jevu A budeme pouZivat oznaceni 1ia3. N(p,0%) bude zastupny
symbol pro ndhodnou veli¢inu s normélnim rozdélenim se stiedni hodnotou
w a rozptylem o2. Podobné, Exp()\) bude oznacovat exponencidlni rozdéleni
se stfedni hodnotou 1/A. Symbolem R budeme znacit obor realnych ¢isel,
symbolem N obor pfirozenych ¢isel. Dalsi znaceni je vysvétleno dale v textu.
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U-statistiky

1.1 Jednovybérové U-statistiky

U-statistiky jsou velice ¢astym typem statistik, se kterym se setkavame v o-
blasti parametrické i neparametrické statistiky. Nejznaméjsimi U-statistikami
jsou pravdépodobné vybérovy prumér a vybérovy rozptyl. V této kapitole
definujeme pojem U-statistik a popiSeme nékteré jejich vlastnosti. Zaméiime
se predevsim na limitni chovani U-statistik. Od jednovybérovych statistik
prejdeme k zobecnéni na dva vybéry. Zminime se také o V-statistikach, které
tvori velmi blizkou tridu ke tfidé U-statistik a strucné popiseme jejich vza-
jemny vztah.

1.1.1 Definice a zakladni vlastnosti

Predpokladejme, Ze mame vybér X, ..., X, nezavislych realnych ndhodnych
veli¢in s rozdélenim charakterizovanym distribuéni funkef F.! Oznac¢me F
tridu distribu¢nich funkei a uvazujme funkcional (F') s hodnotami na reélné
pifimce, jehoz defini¢nim oborem je F.

Definice 1.1. Rekneme, 7e 6 = O(F) je reguldrni funkciondl nad F pokud
pro viechny distribuéni funkce F' € F existuje nestranny odhad 0(F). Jinymi

'Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze X1,...,X, jsou nahodné veli¢iny s hod-
notami na realné primce. Definice U-statistik se vSak ¢asto rozsifuje i na pt¥ipad redlnych
nahodnych vektorii ¢ na obecnéjsi métitelné prostory. Platnost velké ¢asti tvrzeni o U-
statistikach, které uvedeme v této kapitole, pritom zistane zachovéna.
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slovy, pokud pro vSechna F' € F, muze byt 0(F') reprezentovano jako
= / . / h(xy, ... xm)dF(z1)...dF(z,) (1.1)

pro n&jakou funkci h = h(xq,...,z,,), kterou budeme nazyvat jdadro funkcio-
nalu 6(F). Pokud podminka (1.1) plati, ekvivalentné se také ¥ika, ze 6(F) je
odhadnutelny].

Definice 1.2. Pro libovolné jadro h(zq,. .., z,,) se piislusna U-statistika pro
odhad O(F) na zakladé vybéru Xi,...,X, velikosti n > m definuje jako
pramér jadra h(xy,...,r,) pres viechny permutace pozorovani, tedy

U, = Un(h) = w S (X X)) (1.2)

Pm.n

kde soucet prochézi mnozinu P,,, viech n!/(n —m)! permutaci (iy, ..., )
velikosti m z prvki mnoZiny {1, ..., n}. Pokud je jadro h symetrické, v smyslu
invariantni vzhledem k permutacim svych argumenti, U, ma ekvivalentni
tvar

U, = Un(h) = (”)1 S (X X)), (1.3)

m
Cmn

kde soucet prochazi mnozinu C,, ,, vSech (”) kombinaci m CGisel 17 < -+ < 1,
) m
vybranych z mnoziny {1,...,n}.

Poznamka 1.1. Kazdou nesymetrickou h lze v rovnicich (1.1) a (1.2) nahra-
dit symetrickou A’ takovou, Ze:

1
h/(.ilfl, e ,.lem) = % Zh(.ﬁlj‘il, e ,Z’im),
"B

kde ) p znaci soucet pres viech m! permutaci (iy,...,%,) prvki mnoziny

{1,...,m}.

Nestrannost a vlastnost optimality Pokud 6(F) = E ph(Xy,....X},)
existuje pro vSechny distribuéni funkce F' € F, potom jednou z vlastnosti
prislusné U-statistiky U, s jadrem h je, ze je nestrannym odhadem 6(F).
Navic, pokud F spliuje urc¢ité podminky je dokonce nejlepsim nestrannym
odhadem O(F). Takova situace nastava napiiklad kdyz F obsahuje vSechna
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rozdéleni s koneénym nosicem nebo vSechny absolutné spojité distribuc¢ni
funkce F'. Piislusna U-statistika s jadrem h tvaru (1.3) ma potom minimalni
rozptyl mezi vSemi nestrannymi odhady 6. Je zde souvislost s Lehmannovou-
Scheffeho vétou (viz napt. [Andél 2002], str. 135). U-statistiku lze totiz
vyjadrit jako funkci poradkové statistiky. Proto v situaci, kdy je poradkova
statistika navic uplnou suficientni statistikou a U,, méa konecny rozptyl, je
podle této véty jedinym nejlepSim nestrannym odhadem 6.

Poznamka k historii U-statistik Autorem prvni studie o U-statistikach
byl Halmos a byla publikovédna v roce 1946. Halmos jako prvni identifikoval
tuto tridu statistik jako tfidu nestrannych odhadt s minimalnim rozptylem.
V roce 1948 Hoeffding zavedl pojmenovani U-statistiky, protoze maji vlast-
nost nestrannosti, anglicky wunbiasedness. Hoeffding rovnéz ukazal, jak lze
spocitat rozptyl U-statistiky a demonstroval asymptotickou normalitu této
tridy statistik. (viz [Hoeffding 1948]).

1.1.2 Priklady

Vybérovy primér Ziejmé nejcastéji uzivanou U-statistikou je vybérovy
primer X, = % >, Xi. Je odhadem st¥edni hodnoty rozdéleni charakteri-
zovaného distribu¢ni funkei F':

w(F) = /xdF(x)
V tomto pripadé mé jadro tvar

h(z) = .

Vybérovy rozptyl Dalsi, rovnéz velice casto uzivanou, U-statistikou je
vyberovy rozptyl S2 = =371 (X, — X,,)%. Je odhadem rozptylu rozdélenf
s distribu¢ni funkei F":

(F) = [ (o= u(F)* dF (@)

Déle je mozné rozptyl vyjadrit nésledovneé:

02(F)=/(x—/de(y>)2 dF(x)
:/ x2—2x/de(y)+ (/de(y))2
_ (% N %) / P2dF(z) — / ( / xde<y>) dF(z)

dF(z)
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[ ([% -+ Garw) are)
:/(/ @_demy)) dF ().

To vede k volbé symetrického jadra tvaru

(z—y)*

h(xay) = 9

Po apravich dostaneme, ze piislusna U-statistika

2 - (X — X)?
U, = ——— e
n(n —1) ;j;l 2

. o 1w 2 2
je skutecné rovna vybérovému rozptylu S;.

1.1.3 Rozptyl

Predpokladejme, ze rozptyl jadra h(xy,...,x,) je konecny, tj.
Var h( Xy, ..., X;n) < oo.

Abychom mohli urcit rozptyl U-statistiky U, definujeme nejdfive posloup-
nost funkei pfidruzenych k jadru h.
Proc=0,1,...,m ozna¢me

he(xy,...;xe) =Eh(z1, ... 26, Xei1y -, Xim)- (1.4)

To znamena, ze h.(Xi, ..., X.) je podminéna stfedni hodnota h(X1,...,X,,)
pii danych Xi,...,X.. Potom hy = Eh(Xy,..., X)) a hp(zy,...,2p) =
h(xy, ..., o).

Dale, pro ¢ =0,1,...,m oznacme

02 = Varh.(X1,..., X.). (1.5)

Definice 1.3. V piipads, ze o7 = 0, fekneme, Ze U, je degenerovand U -
statistika a prislusné jadro je degenerované jadro. V opacné situaci rikame,
ze U, a prislusné jadro jsou nedegenerované.

Cislo k, které splije 02 = 0 pro viechna j < k a o2 > 0 se nazyva Fdd

j
degenerovanosti.
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Rozptyl U, je dany nésledujicim vztahem:

-1

n
= h(X; ..., X;
Var U, = Var (m) { > (Xir- s X2

ilv---yim}ecm,n

:<”)2 $ S Cov(A(Xe, o Xa ) h(XG, X))

{leuﬂm}ecm,n {]17~~~7]m}€cm,n

D4 se ukazat, ze pro libovolnou dvojici kombinaci {i1,...,im},{j1, - ,Jm} €
C,..n je kovariance Cov (h(X;,,....X;,,), h(X;,,...,X;,.)) rovna o2 (které je
definované vztahem (1.5)), kde ¢ oznacuje pocet indexi, které jsou spolecné
pro ob& kombinace {i1, ... im} a {j1,- - Jm}

Z toho se da dale odvodit, ze rozptyl U-statistiky U, je dany vyrazem
uvedenym v nasledujici véte.

Véta 1.1. Necht U, je U-statistika tvaru (1.3). Potom

v = (1) 3 (1) () (1.6

c=1
Diikaz. Viz napt. [Lee 1990], str. 12-13

1.1.4 Hoeffdingova dekompozice

Reprezentace U-statistik, kterou zde uvedeme, lze povazovat za uzitecny
néastroj pti studiu asymptotickych vlastnosti U-statistik zalozenych na vybéru
nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in. Je zobecnénim rozsitené
projekéni techniky pouzivané v mnohych oblastech neparametrické statistiky:.
Predtim nez zavedeme zminénou reprezentaci, definujeme nejdiive projekéni
jadra A pm),

Necht H, oznacuje distribu¢ni funkei rozdéleni koncentrovaného v bodé x.
Jadra h(© pro ¢ =1...,m pak definujeme jako

A (2, ... xe)
:/.../h(tl,,,.,tm)ﬁ(dei(ti) — dF(t;)) ﬁ dF'(t;). (1.7)
i=1 j=c+1

Véta 1.2. Proj =1,...,m necht vy je U-statistika zaloZena na jadre h"),
které je definované vztahem (1.7). Potom

U, =EU, + 3 (T) U, (1.8)
j=1
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Diikaz. Viz napt. [Lee 1990], str. 25-26

Tato reprezentace je zndméa pod nazvem Hoeffdingova dekompozzce nebo
také H-dekompozice. Jeji uzitecnost je predevsim v tom, ze Uy U) v Hoeffdin-
goveé dekompozici jsou vsechny nekorelované statistiky. Prvni ¢len je souc¢tem
nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in a dalsich m — 1 ¢lent jsou
degenerované U-statistiky. Navic, fady rozptyla (vzhledem k n) U-statistik

) klesaji spolu s rostoucim j.

1.1.5 Asymptotické vlastnosti

Nedegenerované U-statistiky Asymptotické chovani nedegenerovanych
U-statistik je srovnatelné s asymptotickym chovanim souctii nezavislych na-
hodnych veli¢in. To je zjevné z Hoeffdingovy dekompozice U,,, ktera byla po-
psana v piedchozi ¢asti podkapitoly. Pokud je ¢len mUY =m S h(XG)
nenulovy, pro velké hodnoty n dominuje sou¢tu U-statistik (danému vzta-
hem (1.8)). Nasledujici vétu dokazal Hoeffding v jeho zékladnim ¢lanku o U-
statistikach (viz [Hoeffding 1948]).

Véta 1.3. Predpokladejme, Ze E (h(Xy, ..., X)) < 00 a Ze 02 > 0. Potom
V/n(U, —0) mé asymptoticky normalni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou

a rozptylem m?o?.

Diikaz. Viz napt. |Lee 1990], str. 76.

Degenerovany pf'ipad Limitni teorie degenerovanych U- statistik se liéi
napiiklad v knize [Lee 1990]. Zde se zaméfime pouze na piipad, kdy je fad
degenerovanosti U-statistiky rovny 1.

Pokud mé zkoumanda U-statistika fad degenerovanosti rovny 1, jinymi
slovy: pokud jsme v situaci v situaci, kdy ¢? = 0 a zaroveir o3 > 0, je
prvni ¢len Hoeffdingovy dekompozice (1.8) rovny nule s pravdépodobnosti 1.
Z dekompozice je pak mozné vyvodit, ze n(U, —EU,) a (T;) nU? maji stejné
asymptotické chovani. Asymptotické rozdéleni U,, v takové situaci popisuje
nasledujici véta.

Véta 1.4. Pokud E (h(X1,....X,,))° < 00 a 02 = 0 < 02, pak n(U, — 0)
konverguje v distribuci k Ym(m — 1)/2, kde Y je nahodni veli¢ina tvaru

o0

Y = Z /\](X%] - 1)7
i=1
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kde x3,,X1y, ... jsou nezavislé nahodné veliciny s x3i- rozdélenim a \; jsou
vlastni ¢isla integralni rovnice

/h(Q)(l'l,xg)f(xQ)dF(mQ) - )‘f(xl)a

pro h'¥), které jsme v predchozi ¢asti podkapitoly definovali rovnici (1.7).
Diikaz. Véta je prevzata z knihy [Serfling 1980], str. 193-199.

Z véty plyne, ze pokud chceme urcit limitni rozdéleni degenerované U-
statistiky, musime nejdiive urc¢it vlastni ¢isla integralni rovnice. V ptipadé, ze
nezname rozdéleni vybéru, lze rozdéleni aproximovat napiiklad pomoci tzv.
resampling metod.

Silny zakon velkych ¢isel pro U-statistiky Dalsi dilezitou vlastnosti
U-statistik je, Ze jsou nejen nestrannymi, ale i silné konzistentnimi odhady
prislusnych parametri, jinymi slovy: U-statistiky konverguji k odhadovanému
parametru, skoro jisté. Nasledujici véta je zobecnénim silného zdkona velkych
¢isel pro pripad U-statistik. Plati pro nedegenerované i pro degenerované U-
statistiky.

Véta 1.5. Predpokladejme, ze E |h(Xq,...,X,,)| < oco. Potom U, konver-
guje k 0 = Eh(Xy,...,X,,), skoro jisté.

Diikaz. Véta je prevzata z knihy [Lee 1990], str. 122.

1.2 Zobecnéné U-statistiky

Pojem U-statistik je mozné zobecnit i na vice nez jeden vybér. Pro takovou
tridu statistik se pouziva oznaceni zobecnéné U -statistiky. Protoze dale v textu
budeme studovat predevsim situaci, kde se srovnavaji dva ndhodné vybéry,
omezime se v této podkapitole pouze na popis dvouvybérovych zobecnénych
U-statistik.

1.2.1 Definice a zakladni vlastnosti

Predpokladejme, ze mame vybéry Xq,...,X,, a Y,...,Y,, nezavislych redl-
nych ndhodnych veli¢in z rozdéleni charakterizovaného distribuéni funkei F,
respektive GG. Analogicky k jednovybérovému piipadu, uvazujme funkcional
0(F,G&) s hodnotami na realné pifmce, jehoz definiénim oborem F x G.



1. U-STATISTIKY 10

Definice 1.4. Rekneme, 7ze 6 = O(F,G) je requldrni funkciondl nad F x G
pokud pro vSechna (F,G) € F x G je mozné reprezentovat 0(F,G) jako

=Epch(Xy,.. .. X0 Y1, .. Y)

/ / Tl oo Ty YLy« oy Ymg )AF (1) o o dF (20, )dG (Y1) - . . AG (Yimy )

pro n&jakou funkci h = h(zy, ..., Tm,; Y1, - - - Ym,), kterou, stejné jako v jed-
novybérovém pripadé, budeme nazyvat jadro.

Poznamka 1.2. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze h je symetricka
vzhledem k permutacim uvniti obou skupin argumentii. Nesymetrickou A 1ze
nahradit symetrickou funkci

h,(xlu"'7xm1;y17"'7ym2)

mllmQ' E E hx“,...,Z'iml,yjl,...,yij).

P, P,

kde ) p  znacf soucet pres viech my! permutaci (i, ..., 4im, ) prvki mnoziny
1

{1,...,my}. Analogicky, me je soucet pres vSechny permutace (j1, .. ., jm,)

prvki mnoziny {1,...,ms}.

Definice 1.5. Predpokladejme, ze X, ...,X,,, aY,... Y, jsou dva nezavislé
vybéry skladajici se z nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velic¢in a necht
F a G jsou pifslusné distribu¢ni funkce. Piedpokladejme dale, Zze X; a Y

jsou nezavislé pro vSechna ¢+ = 1,...,m; a j = 1,...,ms. Potom pro funkci
(21, .. sy Y1, - - - Um, ), Symetrickou uvniti obou skupin svych argumenti
T1yeo s Ty & YL, - - -, YUmy, definujeme prislusnou zobecnénou U-statistiku s jd-

drem h vztahem

-1
nq %)

Up, iy = WXy, Xi Y, .Y ), (1.9

() () X M Y. 09

m1 ni m2 n2

kde soucty piechézeji pres mnoziny C,,, », a C,,, », vSech kombinaci m;
prvki 1 <y < - <y, < ng,respektive mg prvkia 1 < jp < - < gy < Mo

Nestrannost Stejné jako v pripadé jednovybérové U-statistiky, je i dvou-

vybérova U-statistika U, ,, nestrannym odhadem

O(F.G) =Erch(Xi1,....Xm;; Y1, .Yi)

za predpokladu, Ze stfedni hodnota E poh(Xy, ... . Xy Y3, .., Y0,) je ko-
necné cislo.
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1.2.2 Rozptyl

Predtim nez uvedeme vztah pro rozptyl zobecnéné U-statistiky, analogicky
vztahu pro jednovybérovou U-statistiku, definujme nejdrive funkce h. 4 ana-
logické k funkcim A, v jednovybérovém piipadé (viz (1.4)):

hea = (1, ..\ x Y15 - - - Ya)
= Eh(xl, ce ,xC’XC+1, Ce ,Xkl; Y1y .- ,yd,}/;lJrl, ce ,Ykg). (110)
Oznacéme déle o7 ; rozptyl téchto funkei:

0tq=Varhea(X1,...,.Xe; Y1, ... Ya). (1.11)

Uzitim podobnych argumentt jako v jednovybérovém piipadé se da ukazat
nasledujici véta.

Véta 1.6. Necht U, ,,, zobecnénd U-statistika tvaru (1.9).
Potom

mi1 me mi m2 nip—mai nz2—ms2
VarUnLnQ :ZZ ( c)(d)<m1c)(m2d)o_id‘ (112>

c=0 d=0 (77:111) (77:122)

Diikaz. Lze najit naptiklad v knize [Lee 1990].

1.2.3 Hoeffdingova dekompozice

Pro ucely odvozeni Hoeffdingovy dekompozice pro dvouvybérové U-statistiky,
uvedme analogii funkci h(® definovanych vztahem (1.7).

Necht opét H, oznacuje distribuéni funkci rozdéleni koncentrovaného v bodé
z. Funkce h¢? pro ¢ =0,...,m; ad=0,...,ms pak definujeme vztahem

h(c’d)(xla e ey Yty - 7yd>

Cc

:/.../h(sl,,,,,sml;tl,...,th)H(dH:ci(Sz‘)_dF(Si)) IT drisy

=1 j=c+1

d ma
< [T, () — dG(t) ] Rt (1.13)

k=1 l=d+1
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Véta 1.7. Kazdou zobecnénou U-statistiku je mozZné reprezentovat jako
soucet
SN () (72 e
= 23 (") (7 vt
c=0 d=0

kde UT(ﬁ %2 je zobecnéna U-statistika zaloZena na jadie h'®? a je definovana
vztahem

Uled — (7?)_1(7;2) Z Z heD(X,, o X Y, oY),
Ceny Can
proc=0,...,my ad=0,...,ms.
Diikaz. Véta je prevzata z knihy [Lee 1990], str. 40.
Analogicky k piipadu jednovybérové U-statistiky dale plati, Ze zobecnéné

U-statistiky Uéﬁ’ﬁ% jsou nekorelované.

1.2.4 Asymptotické vlastnosti

P1i vyse uvedeném znaceni, kazda U-statistika s m = 2 muze byt ekvivalentné
zapsana jako

Upymg = BUpy iy + U0 4mp,u®) o R

ni n2 ni,n2

kde
nl,nQ _ Z h(l 0) nl,nQ _ Z h(O 1)

a Var R,, ,, = o(N7') (viz [Lee 1990], str. 140), pro N = n; + ny. Statis-
tiky \/ny Ur(ﬁ’% a \/n_gU?gl)ﬁl)2 obé konverguji k normélnim rozdélenim se stied-
nimi hodnotami rovnymi 0 a rozptyly o7, respektive o, a jsou navzajem
nezavislé. Plati nésledujici véta:

Véta 1.8. Necht U, ,, je zobecnéna U-statistika zaloZena na dvou nezavis-
Iych vybérech Xy, ..., X,, aYy, ..., Y,, sjadrem h, které spliuje

E (h(X1,. .. . Xpm: Y1, Y,))? < c0. (1.14)
Predpokladejme, Ze plati

oty = Var k" (X;) > 0 (1.15)
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o5, = Varh®V(v7) > 0, (1.16)

kde funkce h™9) a h®V) jsou definovany vztahem (1.13). Déle predpokladej-
me, Ze

s
— 1.17
N p? ( )

pro konstantu p € (0,1).
Potom
VN Uy, ny — 0) 25 N (0,02)

pro N — oo, kde
1 1

2 2 2 2 2

os. = 070+ ey 1.18
mioy 1 M504 ( )

Diikaz. Véta je prevzata z knihy [Lee 1990|, str. 141. Diikaz je naznacen
v uvaze, kterd predchazi vysloveni véty.

Silny zakon velkych ¢isel pro dvouvybérové U-statistiky Silny zakon
velkych ¢isel patii mezi ty vlastnosti jednovybérovych U-statistik, které nelze
primocare zobecnit na dvouvybérovy pripad. Plati vSak nasledujici véta

Véta 1.9. Necht E |h(X1,...,. X Y1, ... Yi,)| < 00 a ny = ny. Potom
Uny o konverguje k 6 = Eh(Xy, ..., X, Y1,...,Y,,), skoro jisté.

Diikaz. Véta je prevzata z prace |Janssen 1988], str. 9

Poznamka 1.3. Bylo téz ukazano (viz [Janssen 1988|, str. 9), ze pro vybéry
nestejné velikosti mé dvouvybérova U-statistika U, ,., vlastnost silné konzis-
tence, pokud

1,12

E (M X1, ..o Xy Yoo Yo log (X, oo Xy Vi, Yo, )|) < 00

pro ny,ng — 0.

1.3 V-statistiky

V-statistiky jsou velice blizkou tiidou ke tridé U-statistik. Ve srovnani s U-
statistikami, obsahuji V-statistiky navic ¢leny h(X;,,...,X;, ), kde index i;
muze byt roven indexu i, pro né&jaké j # k. Normovaci konstanta je proto jina:
n™ misto (;’1), kde n je velikost vybéru a m oznacuje pocet argumentu jadra
h. V souvislosti s U-statistikami se s V-statistikami setkavame napiiklad pfi
aplikaci metody bootstrap s vracenim.
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1.3.1 Jednovybérové V-statistiky

Definice 1.6. Pro symetrickou funkei h(zy, ... ,x,,) se piislusna V -statistika
na zékladé vybéru X,...,X, velikosti n > m definuje jako
1 n n
=1 im=1

Ekvivalentné lze V-statistiky vyjadrit také jako stfedni hodnotu z jadra h
vzhledem k empirickému rozdéleni:

v, :/-~-/h(xl,...,xm)an(xl)...an(:z:m) — 0(F,),

kde F}, oznacuje empirickou distribu¢ni funkci na zakladé vybéru X, ... X,:

1 n
Fufz) = — > lxi<a)-
i=1

Je tedy mozné se na V,, divat také jako na empiricky proté&jsek 6(F').
Za urcitych podminek ma U-statistika i V-statistika, zalozené na stejném
jadre, stejné limitni rozdéleni. Tato situace je popsana v nésledujici véte:

Véta 1.10. Predpokladejme, Zze mame nahodny vybeér Xy, ... ,X,, z rozdéleni

s distribu¢ni funkci F a Ze jadro h(xy, ..., x,,) spliiuje podminku
L k

=1 im=1
Potom pro vSechna n je EV,, < oo a plati
Vi, —U, =0(n1)
s pravdépodobnosti 1.2

Diikaz. Véta je prevzata z ¢lanku [Bonner a Kirschner 1977].

2Poznamenejme, 7e x, = O(a,), kde x, a a, jsou posloupnosti realnych &isel,
pouzivame pro oznadeni situace, kdy existuje konstanta C' € R takova, Ze |z, | < Ca,Vn €
N.
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1.3.2 Zobecnéné V-statistiky

Stejnym zpusobem, jakym byl zobecnén pojem U-statistik na dva vybéry,
lze zobecnit 1 pojem V-statistik. Pro dva navzajem nezavislé nahodné vybéry
Xq,..., X, aYy, .. )Y, tak dostaneme zobecnénou V -statistiku

Vi my = o mQZ ZZ Zh e Xin 1 YY),

1 =1n=1 Jmo=1

kde A(x1, ...\ Tm,; Y1, - Ymy) je symetrickd uvnitf obou skupin svych argu-
menti.

Predpokladejme, Ze mame zobecnénou U-statistiku zalozenou na dvou
vybérech Xy,...,X,, aY,...)Y,, azobecnénou V-statistiku se stejnym jad-
rem, zalozenou na stejnych vybérech. Pak plati (viz [Puri a Sen 1971], str.
65), Ze

\Unyns — Varma| = Op(n 1), PO Npin = min{ny,ny}.3

3Poznamenejme dale, 7¢ X, = Op(a,), kde X, je posloupnost nahodnych
veli¢in a a, posloupnost redlnych ¢isel, pouzivime pro oznaceni situace, kdy je
lime o0 sUp,, ey P(| X5 | > Cay) = 0.



Kapitola 2

Obecny tvar testové statistiky

V literature je mozné najit mnoho velmi rozmanitych test, kde se testova
statistika da vyjadrit jako U-statistika nebo funkce jedné ¢i nékolika U-
statistik. V této kapitole se zaméfime na problém dvouvybérovych testi.
Jednim z nejznaméjsich dvouvybérovych testu zaloZzenych na U-statistice je
Manntiv-Whiteyuv (respektive ekvivalentni dvouvybérovy Wilcoxoniv test).
Existuje i mnoho testi, kde souvislost s U-statistikami neni na prvni pohled
ziejma. Jedné se napiiklad o testy zalozené na empirickych charakteristic-
kych funkcich, které byly popsany v ¢lancich [Meintanis 2005| a [Huskova a
Meintanis 2006].

Testovanim hypotézy, ze rozdéleni dvou nédhodnych veli¢in jsou stejné,
proti alternativé, ze se néjakym zpusobem lisi, se zabyvéa parametricka i ne-
parametricka statistika. Zde se zaméfime na neparametrické testy a situaci
obecné alternativy. Pro tuto situaci se pouzivaji dvouvybérové U-statistiky
typu (1.9) s vlastnosti m = m; = ma.

2.1 Obecny tvar testu

Uvazujme dva nahodné vybéry Xy, ..., X, a Yy, ..., Y,, nezavislych stejné
rozdélenych ndhodnych veli¢in charakterizované distribu¢ni funkei F(z) =
P(X; <z)proi=1,...,n,respektive G(y) = P(Y; <y)proj =1, ..., ns.
Budeme studovat obecny problém, kdy testujeme nulovou hypotézu

proti obecné alternativé

Zakladem testu bude zobecnéna dvouvybérova statistika, ktera srovnava po-

16
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zorovani z obou vybért pomoci jadra h(zq, ..., Zm; Y1, - - - Ym), tedy U-statis-
tika tvaru
s -t N9 -1
Uning = (m) (m) CZ CZ (X, X Y, Y5). (2.3)
m,ny m,ny

Budeme predpokladat, ze stfedni hodnota
Eh(Xy,.... XmY1,....Y0) =EUn, n

je za platnosti nulové hypotézy rovna 0. Pripomenme jen, ze kazdou U-
statistiku se znamou stfedni hodnotou 6y za platnosti nulové hypotézy lze
prevést na tento piipad jednoduchou upravou jadra (misto h(xy, ... . xm;y1, ...
Ym) se zvoli jadro A (z1,. ..\ Tm; Y1y Ym) = h(T1, - T Y1, - - Ym) — bo)-
Navic budeme predpokladat, Ze za platnosti alternativy nabyva E U,,, ,, hod-
noty ruzné od nuly. Kombinace téchto dvou predpokladi poskytuje tu vlast-
nost, ze se nulova hypotéza bude zamitat pro velké hodnoty |U,, n,|.

Pro uréeni kritického oboru testu zalozeného na U-statistice (2.3) se
zpravidla pouziva aproximace znamym limitnim rozdélenim nebo néktera
z tzv. resampling metod (napiiklad metoda bootstrap nebo permutaéni testy).
V nékterych piipadech (napiiklad u Mannova-Whitneyova testu pro malé
hodnoty n; a ny — viz podkapitola 3.1) se kritické hodnoty rozdéleni daji
odvodit, nebo najit v tabulkach.

Jak bylo popséano v kapitole 2, U-statistika (2.3) mé za predpokladu, Ze
hodnoty ‘7%,0 a 0§, jsou obé vétsi nez 0 a podil ny /N konverguje ke konstanté
p € (0,1), norméalni rozdéleni se stfedni hodnotou E h(Xy, ... . X,; Y1,...,Y)
a rozptylem o2, = p~'m?0? + (1 —p)~ ' m203 | (viz véta 1.8).

Pokud je znamy rozptyl Var U, ,, nebo rozptyl o2 za platnosti nulové
hypotézy, kritérium pro zamitnuti nulové hypotézy bude

‘Un17n2| > Ul—a/2V/ Var Um,nza

respektive

025

N

kde u_q/2 0znacuje (1 —ca/2)-kvantil normovaného normalniho rozdéleni pro
danou hladinu vyznamnosti a.

Pokud rozptyl neni zndmy, pouzije se vhodny odhad pro rozptyl Var U,,, ,,,
respektive pro rozptyl limitniho rozdéleni o2,. Problematika odhadi rozptylu
pro dvouvybérové U-statistiky tvaru (2.3) je bliZze popsané v podkapitole 2.3.
Pri pouziti odhadu 72 ., pro hodnotu oZ,, ktery je konzistentni za plat-

ni,n as?
nosti nulové hypotézy i za platnosti alternativy, bude mit ndhodna veli¢ina

|Un17n2| > Ul—a)/2
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Uny ns/Onyns 2a platnosti nulové hypotézy normalni rozdéleni se st¥edni hod-
notou 0 a rozptylem 1. Kritérium pro zamitnuti nulové hypotézy bude mit
v tomto pripadé tvar

52
ni,n2

‘Unlﬂ'@‘ > Ul -2 N

V pripadé, kdy nejsou splnény podminky véty o normélnim rozdéleni
Reprezentantem této tiidy dvouvybérovych testi je test zalozeny na vzdale-
nosti empirickych distribu¢nich funkei (viz podkapitola 3.5) a patii sem i testy
zalozené na empirickych charakteristickych funkcich (viz kapitola 4). V obou
téchto pripadech ma testova statistika %Uﬁf{m, respektive %Uﬁffm (w),
za platnosti nulové hypotézy degenerované rozdéleni. U testu zalozeného
na vzdalenosti empirickych distribu¢nich funkei je limitni rozdéleni znamé
a jeho kvantily lze najit v tabulkach. U testt zaloZzenych na empirickych
charakteristickych funkcich neni zndma explicitni forma limitniho rozdéleni.
Za platnosti alternativy konverguje hodnota ™2 [Uy, »,| v obou piipadech
do nekonecna.

2.2 Specialni tvar testové statistiky — rozdil
dvou jednovybérovych U-statistik

Nékteré dvouvybérové testy jsou zalozeny na srovnani hodnot urcitého para-
metru pro rozdéleni vybéra (viz [Ferger 2004]). Hodnotu tohoto parametru,
pro rozdéleni s distribuéni funkei H, budeme znacit symbolem 7(H). Na-
priklad muze jit o srovnani stfednich hodnot, rozptyli, nebo dalsich mo-
mentt. Predpoklada se pritom, ze 7(H) je odhadnutelny parametr. Lze ho
tedy vyjadrit jako

7(H) :/~-~/h7(:1:1,...,xm)dH(xl)...dH(xm)

pro né&jakou funkci h,, kterad je symetrickd vzhledem k permutacim svych
argumentu.
Uvazujme tedy U-statistiku tvaru

1 _1
ny 2 : )
Dnl,ng = (m) hT(Xil, P ,Xim) - (m> E hT(Y}l, e ,Y}'m)
Cc Cm,ng

m,ny

X Y
=TX -1,

no’

(2.4)



2. OBECNY TVAR TESTOVE STATISTIKY 19

kde Té oznacuje U-statistiku s jadrem h,, vypoctenou na zakladé vybéru
Xq,...,X,, a ng oznacuje U-statistiku se stejnym jadrem, vypoctenou na
zékladé vybéru Yi,...,Y,,. Dy, », je potom nestrannym odhadem pro

0(F,G) =71(F) — 7(Q).
Pokud déle oznac¢ime

ho(z1, . T Yy - oo Ym) = he(x1, oo Tm) — B (Y1y - oY),

vidime, Ze se jedna o specialni tvar testové statistiky (2.3), s jadrem, které
je antisymetrické vzhledem k vzajemné vyméné obou skupin argument, tj.

h@(mla coLms Y1, - ym) = _he(yla e Yms Ty - 7xm)'

Poznamka 2.1. VSimnéme si, ze obé degenerované projekce U-statistiky
(2.4), které ur¢uji limitni rozdéleni v pfipadé popsané ve vété 1.8, jsou zaroven
degenerovanou projekei Tji , respektive T’ Tz; vzhledem k prislusnému rozdéleni.
Pro lepsi nédzornost uvedeme jejich tvar pro m = 2:

hiV(x) = hi(z) = E phe (2,X1) — Eh, (X1, X5).

hV(y) = hi(y) = Ech (y.Y1) — Eh (Y1,Y).

Pro jiné hodnoty m se jadra odvodi analogicky: (19 bude vzdy zaviset pouze
na rozdéleni s distribuéni funkei £ a h(%!) pouze na na rozdéleni s distribu¢ni
funkci G. Z vySe uvedené tuvahy plyne, ze pokud jsou splnény podminky
(1.14)-(1.17), Dy, 5, bude mit normalni rozdéleni s asymptotickym rozptylem

o2 = 2E 4 % (2.5)

kde 0% oznacuje asymptoticky rozptyl jednovybérové U-statistiky 7., ktera
je funkei vybéru X7, ..., X, s distribu¢ni funkei F. Podobné, o2 je asymp-
toticky rozptyl U-statistiky TXQ, urcené na zakladé vybéru s rozdélenim G.

2.3 Odhad rozptylu pro U-statistiky pomoci
metody jackknife
V nésledujici podkapitole popiSeme metodu jackknife odhadt rozptylu pro

U-statistiky pro situaci, kdy dvouvybérova U-statistika konverguje k normal-
nimu rozdéleni.
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2.3.1 Obecna dvouvybérova U-statistika

Tuto metodu odhadu rozptylu pro jednovybérové U-statistiky rozpracoval
Arvesen v roce 1969 (viz [Arvesen 1969]), av8ak v ekvivalentni formé ji
odvodil Sen v roce 1960 (viz [Puri a Sen 1971], str. 59).

Zde uvedeme zobecnéni na dvouvybérové statistiky, které je pribuzné
s Arvesenovym odvozenim jackknife odhadu pro jednovybérové U-statistiky.®
Jedna se o odhad rozptylu pro situaci popsanou ve vété 1.8, tj. ptripad, kdy
zobecnéna U-statistika s jadrem h(xy,...,2m;v1,...,Ym) konverguje k nor-
malnimu rozdéleni se stfedni hodnotou § = Eh(Xy, ..., X,,; Y1,...,Y,,) aroz-
ptylem o2,. Ozna¢me

2
J ng — 1\ ' /ng\
(1L0) — — 1 2 4 LY. .
Snl,ng - ny Z ((m_ 1) (m> Zh(Xk’Xu’"'7XZW7Y71""7Y7m)>

k=1

kde druhé suma prochézi vechna 1 <1y < --- < i, < ny s vlastnosti i, # k,

c=2,...,mavSechna 1 < j; <--- < j,, < ns. Dile ozna¢me
1 & - N ’
01 _ = m N2 = . . : .
SO = - ; ((m) (m B 1) > WX X VY, ,Y]m)>
kde druh& suma prochazi vSechna 1 < 1; < -+ < 7, < nq a vSechna 1 <

Jo < v+t < Jm < ng s vlastnosti jg # k, d=2,... m.

Nésledujici lemma obsahuje tvrzeni o konzistenci této metody odhadu pro
asymptoticky rozptyl oZ,. Tvrzeni plati za platnosti nulové hypotézy i za
platnosti alternativy.

Lemma 2.1. Predpokladejme, Ze ny /N — p pro konstantu p € (0,1) a Ze je
splnéna podminka

E (M(X1,.. . . Xp:Y1,....Y)) < oo

Potom
N N
~2 2 1,0 2 2 0,1 2
Onyng = M (Sr(n,n)z o Um,nz) +—m (ST(M,TL)Q o Um,nz) (2.6)
n U
je slabé konzistentnim odhadem pro o2, tj. 5 ., L2,

Diikaz. Lemma je prevzato z ¢lanku [Ferger 2004].

IV knize |Puri a Sen 1971| (str. 66) je popsdno zobecnéni Senovy metody jackknife
odhadu rozptylu.
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2.3.2 Rozdil dvou jednovybérovych U-statistik

Z tvahy uvedené v Poznamce 2.1 plyne, Ze vhodnym odhadem pro asymp-
toticky rozptyl dvouvybérové testové statistiky zalozené na rozdilu dvou jed-
novybérovych U-statistik je

52y = o (S~ (L)) o (83, - (1)) (@7)
’ n N9
kde
1o~ (n—1\" ’
SX = o Z:: ((m B 1) > (X Xy, ,Xim)>
a

2
1 ng — 1\~
=1

jsou jednovybérové jackknife odhady pro o%/m?, respektive pro o2 /m? (viz
[Arvesen 1969] nebo [Lee 1990], str. 218). V obou pifipadech sou¢ty prochéazeji
vSechna 1 < iy < -+ < 4, < nyq, respektive 1 < 19 < -+ < 1, < Mo
s vlastnosti i, # k.

Poznamka 2.2. Jedna se o odhad, ktery je identicky s odhadem uré¢enym na
zakladé metody uvedené v predchozim odstavci. Stejny tvar odhadu bychom
dostali po nékolika jednoduchych tpravach. Konzistence odhadu tak plyne
z lemmatu 2.1.

Poznamka 2.3. V literatuie se lze setkat i s dalsimi metodami odhadu
rozptylu pro dvouvybérové U-statistiky. Naptiklad u permutacnich testl se
pouzivaji odhady rozptylu, které jsou zaloZené na sdruzeném vybéru (viz
napiiklad [Sen 1967| nebo [Horvath a Huskova 2005]).



Kapitola 3

Konkrétni testy pro obecny
dvouvybérovy problém

3.1 Manniv-Whitneytv test

Takzvany dvouvybérovy Manniv-Whitneytuv test je neparametricky test,
ktery se poziva pro testovani hypotézy (2.1) proti alternativé (2.2). Pro

odvozeni vlastnosti testu se zpravidla predpoklada, ze vybéry Xi,...,X,,
a Yy, ...,Y,, pochézeji ze spojitych rozdéleni s distribu¢ni funkei F', respek-
tive G.

3.1.1 Testova statistika

Manntv-Whitneytuv test je zalozen na statistikach:

ny n2

U= > h(X.Y))

i=1 j=1

ny  n2

UQ = Ning — Z Z h(XZ,)/])

i=1 j=1

kde jadro h nabyva hodnoty

h(z.y) 1 pro z<uy
I? - .o
Y 0 jinak.

22
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Poznamka 3.1. Manniv-Whitneyuv test patii do kategorie testi zalozenych
na poradich a je ekvivalentni s tzv. dvouvybérovym Wilcoxonovym testem.
Vzajemny vztah je vyjadien rovnicemi

1
T1 = nng + inl(nl + 1) — U1

1
T2 = nng + ing(ng + 1) — UQ

kde T7 oznacuje soucty poradi hodnot Xi,...,X,, ve sdruzeném vybéru.
Analogicky, T3 je soucet poradi Yi,...,Y,,.

3.1.2 Urcovani kritickych hodnot pro zamitnuti nulové
hypotézy

Pro urceni kritickych hodnot Mannova-Whitneyova testu se pouziva néko-
lik metod. Pro malé hodnoty n; a ny lze kritické hodnoty urcit piimo (viz
[Jureckova 1981], str. 47). Vyuzije se pfitom vlastnost ekvivalence s dvou-
vybérovym Wilcoxonovym testem. Pro vSechny kombinace s; < -+ < sp,
z ¢isel 1,...,N se ur¢i hodnota souctu )2, s; a ziskané hodnoty se vzestupné
sefadi. Kriticky obor pro test s hladinou « je pak tvoren M, ,, nejvétsimi
hodnotami tohoto souctu, kde

N
My, ny = a( )
2

Pokud Zadné M, ,, nesplituje tuto podminku, pouZzije se pro urceni kritické
hodnoty metoda randomizace. Pro vétsi velikosti vybéri n; a ng, pro néz
by tento zptsob byl pocetné prilis naro¢ny, se hodnota min{U;,Us} srovnéava
s tabelovanymi kritickymi hodnotami. Pokud jsou oba vybéry velikosti mensi
nebo rovné 40, lze kritické hodnoty najit napiiklad v [Likes a Laga 1978], str.
374-407. Pokud pro dana n; a ns uz nelze najit kritické hodnoty v tabulkach,
pouziva se aproximace normalnim rozdélenim.

Prislusna zobecnéna U-statistika mé tvar

1,12

ny  ng

1
Uniing = p— Z > h(XLY)).

i=1 j=1

Za platnosti nulové hypotézy je stfedni hodnota U)W rovna EUMY =

P(X <Y) =1/2. Déle se da odvodit (viz napt. [Andél 2002]), Ze rozptyl za
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platnosti nulové hypotézy je roven

a ze statistika
N +1 nenze 9
mé asymptoticky normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a jednotko-

vym rozptylem.
Nulovou hypotézu potom zamitneme pokud

1 /N +1
UMW > _ o -
menz = 9 t Uiy 12n1n9

kde u_q/2 0znacuje (1 —a/2)-kvantil normovaného normalniho rozdéleni pro
danou hladinu vyznamnosti a.

1 N +1
MW
nebo U, 7. < 5~ Wi-af2

12%1712

3.1.3 Dalsi charakteristiky testu
Z vty 1.8 déle plyne (viz |Lehmann 1951]), ze UM ma (za predpokladu,

ni,n2
ze ny /N konverguje ke konstanté z intervalu (0,1)) normalni rozdéleni nejen
za platnosti nulové hypotézy F' = G, ale i v pripadé, ze F' # G. Zaroven

konverguje v pravdépodobnosti k hodnoté

UMW L ER(X V) = P(X) < YY),

ni,n2
Ptavodné byl Manntv-Whitneytv test navrzen pro testovani hypotézy
F = G proti obecné alternative F' # G. Je vSak citlivy zejména na tzv.
alternativu posunuti, tj.

F(z)=G(x —A), A#NO0.
Proti alternativam s vlastnosti
F(z) < G(x) Va

je Manntuv-Whitneyuv konzistentnim i nestrannym testem (viz [Lehmann
1951)).
Proti alternativé posunuti je lokdine nejsilnéjsim testem pro logistické rozdeé-
lent (viz [Jureckova 1981], str. 46), tj. pro rozdéleni s hustotou

6*1‘

f(x):m r e R.
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3.2 Sukhatmuv test

Jako priklad dvouvybérového testu testu zalozeného na U-statistice miizeme
uvést dale test, ktery odvodil Sukhatme (viz [Sukhatme 1957] nebo [Lee
1990]) a ktery se pouziva zejména pro testovani hypotézy (2.1) proti al-
ternativé (2.2) pro vybéry z dvou absolutné spojitych rozdéleni se stejnym
medidnem. Nejcastéji se pouziva v situacich, kdy se ocekava, Ze za platnosti
alternativy maji rozdéleni rizné rozptyly.

3.2.1 Testova statistika

Predpokladejme tedy, ze F' a G jsou dvé distribu¢ni funkce a Ze obé maji
median rovny nule. Necht X, ..., X, a Yy, ..., Y,, jsoudva ndhodné vybéry
z F, respektive G. Testova statistika pro test hypotézy (2.1) proti alternative
(2.2) ma v takovém pripadé tvar

ny  ng

1
USI’"Q - ning Z Z AXeX),

i=1 j=1

kde

W) 1, pokud 0<z<y nebo y<x<0,
) =
Y 0, jinak.

Za platnosti nulové hypotézy je stfedni hodnota testové statistiky U;?Ln2
rovna

ni,n2

1
EUS =EWX,Y)=P0< X, <Y))+P(V1 <X, <0)= T

3.2.2 Urcovani kritickych hodnot pro zamitnuti nulové
hypotézy

Véta 1.8 poskytuje aproximaci pro kritické hodnoty pomoci normélniho roz-

déleni. Odvodme nejprve platnost podminek véty:

Za platnosti nulové hypotézy plati pro funkce h(H9) = p(OD nasledujici vzta-
hy:

38— F(z), proz >0
F(z)—1, proz <0.

AL () = B0V (z) = {

2 2 X
Hodnoty o7 a 05, jsou potom obé& rovny
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i /_Ooo (F(x) - %)2(1[7(95) + /OOO (% - F(x))2 _ %dF(w),

Za predpokladu (1.17) je rozptyl asymptotického rozdéleni testové statistiky

roven
9 1

P T 19p(1— p)
Podle véty 1.8 mé statistika

VIV (U5, - 1)

za platnosti nulové hypotézy asymptoticky normalni rozdéleni se stfedni hod-
notou rovnou 0 a rozptylem 1. Prislusny test je tedy asymptoticky tzv. dis-
tribution free.

Nulova hypotéza se potom zamitne pokud

Uri n2 Z 1 + Ul—a/2 : :
o V12p(1—p) VN

1
nebo US < = —

1 1
ni,ng — ul—()é 2
[ " 12p(1—p) VN

kde u1_q/2 0znacuje (1 —oa/2)-kvantil normovaného normalniho rozdéleni pro
danou hladinu vyznamnosti a.

3.2.3 Dalsi charakteristiky testu

Podobné, jako u Mannova-Whitneyova testu mé také testové statistika Suk-
hatmova testu asymptoticky normalni rozdéleni nejen za platnosti nulové
hypotézy, ale i za platnosti alternativy. Dale plati (viz [Sukhatme 1957]), Ze

e’} 0
Us i>Eh(X1,y1)=/ FdG+/ FdG
0

ni,n2
—00
pro nq,ne — 0o. Zkoumany test je tedy konzistentni.

Sukhatmuv test byl navrzen jako alternativa k parametrickému F-testu
(viz napt. [Andél 2002|, str. 77), u né&jz se predpoklada, Ze oba vybéry
pochéazeji z normélniho rozdéleni. Podle [Sukhatme 1957| poskytuje test za-
loZzeny na U;fhn2 uspokojivé vysledky pro vybéry z normalniho rozdéleni
a muze poskytovat velmi dobré vysledky pro vybéry z nékterych jinych
rozdéleni, napiiklad z Laplaceova.
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3.3 Test zalozeny na rozdilu vybérovych
rozptyli

3.3.1 Testova statistika

Predpokladejme opét, Zze méame dva navzajem nezavislé ndhodné vybéry
Xi,...,X,, a Yy, ... )Y, srozdélenim charakterizovanym distribu¢ni funkci
I, respektive G. Budeme studovat testovou statistiku, ktera je zaloZzena na
rozdilu nestrannych odhadu rozptylu:

ni n2

var — __ 1 Ve 2 1 Y 2
Dnl,ng_nl_lz<Xi_Xn1> _n2—12<Y}_Y”2> )

i=1 j=1

kde X,,, respektive Y,, znaci vybérovy primér. V podkapitole 1.1.2 jsme
odvodili, ze vybérovy rozptyl se da vyjadrit jako U-statistika zalozena na

jadre
)2
ho(z,y) = @—y)”
2
a testova statistika Dy, se da vyjadrit ve tvaru:
2 s (X, - X))
D:’}Larn — 2% 22
e 2 2

2 - S (le — }/}2)2
PRI Dl

J1=1j2=51+1

Test zalozeny na rozdilu vybérovych rozptyli proto patii do tiidy testi za-
lozenych na rozdilu dvou U-statistik (viz podkapitola 2.2).

Za nulové hypotézy je stfedni hodnota statistiky Dy, rovna 0, za alter-
nativy je rovna rozdilu rozptylu rozdélent vybéra. Rozptyl Var Dy, - zéavisi

za nulové hypotézy i za alternativy na rozdélenich vybéru. Zpravidla proto
neni jeho hodnota znama.

3.3.2 Asymptotické vlastnosti

Za predpokladu, Ze jsou splnény predpoklady véty 1.8, ma statistika D}
asymptoticky norméalni rozdélenti.
Pro funkce K% = RO plati nasledujici vztahy:

A9 (z) = (2 — E X;)? — Var X1,
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hOD(y) = (y — BY1)? — Var Y;.

Hodnoty o7, a o, ob¢ zavisi na rozdéleni vyberu Xy, ..., X,,, respektive
Yy, ...,Y,, a jsou dany vztahy

oly=E (X, —EX;)" — (Var X;)?,

oo, =E (Y —EY))" — (Varyy)®.

Podminky (1.14)-(1.16) jsou splnény pokud obé rozdéleni vybéri maji tu
vlastnost, Zze jejich ¢tvrty centralni moment rozdéleni je koneény a zaroven
je ostre vétsi nez druhé mocnina rozptylu rozdéleni. Po pridani predpokladu
(1.17), ma potom nahodna veli¢ina /N (Dyn,, — (Var X; — VarY7)) asymp-
toticky normalni rozdéleni s rozptylem
2 _ 1 4 2 1 4 2
Tas = (E (X1 —EXp)" — (Var X;)?) +Tp (E(Y1—EY;)" — (Varyy)?).
Odtud plyne, ze
D s Var X; — Var v

ni,n2
pro ni,ne — 00. Test bude proto vhodny zejména v situacich, kdy budou
srovnavany dva vybéry, jejichz rozdéleni maji rizné rozptyly.
Za platnosti nulové hypotézy je E D' = 0 a rozptyl ma tvar

ni,n2
02, =E (X, —EX;)" — (Var X;)*.
Nulova hypotéza o shodé rozdéleni obou vybéri se zamitne pokud

52

pvar > Unl,nz
} ni,n2 ’ — ’ul*O‘/2 N )
kde 72 ,, oznacuje odhad rozptylu D} a uj_a2 je (1 — a/2)-kvantil nor-

movaného normélniho rozdéleni pro danou hladinu vyznamnosti «. Jackknife
odhad rozptylu (viz podkapitola 2.3) bude mit v tomto piipadé tvar

N N
A (S](\}’O) — (Dyar )2> L <SJ(\([)’1) _(Dvr )2>
na

ni,mn2 n ni,n2 ni,n2

kde

ni ni 2
1o 1 1 (Xx — Xi)
SN = n_l Z ny— 1 Z 92 )

k=1 i=1

ik
2
1 & 1 & (Y -Y)
0,1 k i
S](V):n_QZ n2—1z 2

i=

i£k
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3.3.3 Dalsi charakteristiky testu

V préaci |[Dufour a Farhat 2002] byla zkoumana permutacni verze testu za-
lozeného na statistice D}, . Ve srovnani s ostatnimi zkoumanymi testovymi
statistikami pro dvouvybérovy problém, mél permutacni test zalozeny na
statistice Dy",  dobrou silu testu pri testovani odchylek od normality, zej-
ména pokud Slo o vybéry z rozdéleni se stejnou stfedni hodnotou a riuznymi

rozptyly.

3.4 Test zaloZzeny na rozdilu obecnych mér vari-
ability

Pro nadhodny vybér z rozdéleni s distribu¢éni funkci H je vybérovy rozptyl
nestrannym odhadem parametru 7(H) = E (X, — X3)?/2. To vede k tivaze
o obecnéjsim tvaru odhadu variability vybéru. Jednovybérova U-statistika
s jadrem

he(z.y) = |z —y[’ (3.1)

pro zvolenou hodnotu p > 0, je nestrannym odhadem 7(H) = E y | X; — X"
Pro volbu p = 1 dostaneme parametr, ktery je literatufe znamy pod nazvem
Giniho prumérnd diference. Jako mira variability méa tento parametr oproti
rozptylu vyhodu v tom, Ze pro jeho existenci neni potiebné predpokladat
kone¢nost druhych momentt rozdéleni. Pro oznaceni 7(H) = E g | X7 — X,|"
pro obecné hodnoty p se nékdy pouziva vyraz zobecnénd primeérnd diference
(viz napiiklad [Yitzhaki 2003]).

3.4.1 Testova statistika

Na U-statistikach s jadrem tvaru (3.1) lze tedy zaloZit test, ktery bude srovna-
vat tyto obecné miry variability pro rozdéleni obou vybéri. Testova statistika
bude mit nasledujici tvar:

9 ni ni
p ___ = o X. P
Dnzi,ng - 711(711 _ 1) Z Z ’le X’LQ‘

i1=1120=11+1
9 no no
n2(n2 . 1) | J1 ]2| ’

J1=1j2=71+1

kde p > 0 je hodnota parametru. Pro volbu p = 2 dostaneme dvojnésobek
testové statistiky popsané v predchozi podkapitole.
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3.4.2 Asymptotické vlastnosti

Tvar podminek (1.14)-(1.17) pro U-statistiku foﬁm je analogicky tvaru pod-
minek pro testovou statistiku zaloZzenou na rozdilu vybérovych rozptyli.
Podminka (1.14) je zfejmé splnéna, pokud jsou konetné 2p momenty obou
rozdélent:

EX|[* <00 a E[[V|? <.

Jadra K9 (z) a AV (y) maji nasledujici tvar:
WO(z)=E |z — X1|f — B [X; — Xaf?,

hOD(y) =E |y — Vi’ —E [V1 — V"

Pokud jsou pro pro né splnény podminky (1.15) a (1.16) a je splnéna pod-
minka (1.17), ma statistika Dq(zpl)m2 asymptoticky normalni rozdéleni se stfedni
hodnotou

EDP =E|X, - X; —E |Y; - Y3|".

Dale plati:
DP LB |X) — Xoff —E |V — Yal,

ni,mn2

pro ni,ny — oo. Za platnosti nulové hypotézy je Efoi),n2 = 0. Test bude
proto citlivy zejména v situacich, kdy budou srovnavany dva vybéry z roz-
déleni s riznymi mirami variability.

Rozptyl asymptotického rozdéleni lze urcit na zakladé vztahu (1.18), res-
pektive (2.5). Za platnosti nulové hypotézy i za platnosti alternativy zavisi
tato hodnota na neznamych rozdélenich vybéri. Jackknife odhad rozptylu
se uréi ze vztahu (2.7) analogicky jako pro test zalozeny na rozdilu dvou
vybérovych priméra.

3.5 Test zaloZzeny na vzdalenosti distribuc¢nich
funkci

Test zaloZeny na vzdalenosti distribu¢nich funkci, ktery zde popiSeme, byl
navrzen v praci [Lehmann 1951]. Opét budeme predpokladat, ze méame dva
nezavislé vybéry Xy,...,X,, a Yy, ...,Y,, z rozdéleni s distribu¢ni funkei F,
respektive G. [ v tomto pripadé se pro odvozeni vlastnosti testu predpoklada,
ze F'i G jsou distribuc¢ni funkce spojitych rozdéleni.
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3.5.1 Testova statistika

Test je zalozen na U-statistice s jadrem

pokud min{ X7, X5} > max{Y7,Y>}
h(X1,X5,Y1,Ys) = nebo max{Xy,Xs} > min{¥7,Y5} (3.2)

W=

% jinak

Prislusné U-statistika

. 1
Un?{nz - (nl - 1 712 No —1 Z Z Z Z h X“’XZQ’Y;NY}Q)

Z1 lig=i1+1 j1=1 jo=j1+1

je nestrannym odhadem funkcionalu (viz [Puri a Sen 1971|, str. 65)

0(F,G) = /_ T (Pl) - G(x))d (W) . (3.3)

(e 9]

0(F,G) lze povazovat za funkci vzdalenosti mezi distribuénimi funkcemi F'

a G. Pokud F = @G, je hodnota 0(F,G) rovna 0.

3.5.2 Asymptotické vlastnosti

Situace za platnosti nulové hypotézy Asymptotické rozdéleni za plat-
nosti nulové hypotézy pro dvouvybérovou statistiku Uﬁ‘ffm s jadrem (3.2) je
popsano v nasledujici vété

Véta 3.1. Predpokladejme, ze F' = G any/N — p € (0,1) pro nq,ny — oc.
Nahodna veli¢ina
ma potom asymptotické rozdéleni tvaru

|
Y= Zﬂzﬂ le 7
=1

kde x3,,X3, - - . jsou nezavislé nahodné veliciny s x3- rozdélenim.

Diikaz. Véta je piimym dusledkem tvrzeni z ¢lanku [Wegner 1956 a tvrzeni
o rozdéleni testové statistiky dvouvybérového Cramérova-von Misesova testu
uvedeném v [Jureckova 1981], str. 64.
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Vidime, ze asymptotické rozdéleni Uﬁf’ng za nulové hypotézy je stejného
typu jako bylo popsano ve vété o limitnim rozdéleni degenerovanych U-
statistik (véta 1.4). Pro urceni kritickych hodnot lze pouzit tabulky, které
jsou zahrnuty napiiklad v ¢lancich [Anderson a Darling 1952| nebo [Csorgs
a Faraway 1996].

Poznamka 3.2. Asymptotické rozdéleni statistiky Uﬁ‘ffm, které je popsané
ve vySe uvedené vété, je stejné jako asymptotické rozdéleni testové statis-
tiky jednovybérového Cramérova-von Misesova testu zalozeného na vybéru

Xl, c. ,Xni
Ve _p / (Fu(t) — F(8))? dF (1)

kde F,, znaci empirickou distribuéni funkci vybéru Xy,..., X, a F je dis-
tribu¢ni funkce rozdéleni, s nimz je vybér srovnavan. Poznamenejme dale, ze
pro danou distribu¢ni funkei F je V.V /n V-statistika s jadrem tvaru (viz
[Lee 1990], str. 160)

h(z,y) = /(1{9@} = F(t)(Lyy<ey — F())dEF(2).

Zaroven se jedné o stejné asymptotické rozdéleni, které ma i testova statistika
pro dvouvybérovy Cramértav-von Misestuv test (viz [Wegner 1956])

Foy () + Gy (2)
)

vk, =" [ (B - o) a

kde F,, (z) je empirickd distribu¢ni funkce vybéru Xi,... . X,, a G,,(2) je
empiricka distribuéni funkce vybéru Y, ... Y,,.

Situace za platnosti alternativy Asymptotické chovani testové statis-
tiky za platnosti alternativy je popsano v nésledujici vété.

Véta 3.2. Predpokladejme, ze ny/N — p € (0,1) pro ny,ny — oo. Potom
statistika
VANAD)

relira (Uedf —E Uedf )

N ni,n2 ni,n2

ma asymptoticky normalni rozdéleni. Pokud vylouc¢ime distribuc¢ni funkce F
a G, pro néz bud F = G, [ FAG = 0 nebo [ FdG = 1, potom trida dis-
tribucnich funkci, pro které dostaneme nedegenerovanou testovou statistiku
Uﬁffng zahrnuje vSechny spojité distribucni funkce F' a GG, jez jsou v oblasti
své variace striktné rostouct®.

LF je v oblasti své variace striktné rostouci, pokud je splnéna podminka, ze pro libo-
volnou dvojici ¢éisel 2,y € R, < y plati bud F(z) < F(y) nebo F(xz) = F(y) = 0 nebo
F(z) = F(y) = 1. Pro distribu¢ni funkci G se podminka formuluje analogicky.
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Diikaz. Viz [Wegner 1956]. Véta je dusledkem véty 1.8.

Pro libovolnou hladinu vyznamnosti je test zaloZzeny na Uﬁffn , konzistentni
(viz [Lehmann 1951]), za predpokladu, ze min{nq,ny} — oo. Jeho sila je totiz
rostouci funkei vzdalenosti mezi rozdélenimi F' a (G, reprezentované vyrazem

(3.3).

3.5.3 Dalsi charakteristiky testu

Za nevyhodu tohoto testu lze povazovat fakt, Ze nema vlastnost nestran-
nosti (viz [Wegner 1956]). Wegner dale srovnéval test zaloZeny na USY
s Mannovym-Whitneyovym testem z hlediska sily testu. Ukazalo se, Ze oba

testy méli srovnatelné vlastnosti.

Poznamka 3.3. Jak jiz bylo naznaceno vySe, Lehmannem navrzeny test je
pribuzny s Cramérovym-von Misesovym testem pro dva vybéry (viz [Wegner
1956]). Testovou statistiku dvouvybérového Cramérova-von Misesova testu
dostaneme, pokud distribu¢ni funkce F' a G ve vyrazu (3.3) nahradime jejich
empirickymi odhady. Pro situaci, kdy jsou velikosti obou vybéri stejné, jsou
oba testy ekvivalentni. Pro velkd n; a ns a za predpokladu, ze podil ny/ny
konverguje ke kladné konstanté, jsou testy asymptoticky ekvivalentni. Proto
se v literatute (viz napf. [Zajta a Pandikow 1977|) tento test objevuje také
pod oznacenim Craméruv-von Misestuv-Lehmannuv test.



Kapitola 4

Testy zalozené na empirickych
charakteristickych funkcich

4.1 Testova statistika V), ,,,(w)

V clanku [Meintanis 2005] je navrzena testova statistika pro obecny dvou-
vybérovy problém, ktera je zaloZzena na rozdilu mezi dvéma empirickymi
charakteristickymi funkcemi. Predpokladejme opét, ze mame dva navzajem

nezavislé vybéry nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in Xy, ..., X,
aYp,...,Y,,. Uvazujme testovou statistiku

Vismal) = [ " o) — g (OPw(t)dt,

(e 9]

kde ¢,, a ¢,, oznacuji empirické charakteristické funkce urcené na zakladée
vybéra Xy, ...,X,,, respektive Y7,....Y,,. Jsou definovany vztahy

1 & . 1 &2 .
Py (t) = n_l ]Zl exp(@th) Pny (t) = n_2 ]Zl eXp(Zﬂ/j)7
Ozna¢me dale -
h(8) = / cos(Bt)w(t)dt. (A1)

S vyuzitim rovnosti exp(iz) = cos(z) + isin(z) a souc¢tovych vzorci pro go-

34
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niometrické funkce, se statistika V;,, »,(w) da dale upravit na tvar

ny  ni

Vima() = [~ 2 35 coslt(X; = Xty
=1 j=1
/ ZZCOS t(Y; = Y;)w(t)dt
i=1 =1
— t(X; = Y;))w(t)dt
/nmzzm D)
1 no  no
—22 w(X; — Xp) + ZZh Y; - Y3)
™ j=1 k=1 j=1 k=1
ni  no
ZZh (X; —Y;) (4.2)
o j=1 k=1
Ze symetrie kosinové funkce plyne, 7Ze funkce hl (z,y) = hy,(x — y) je

symetricka vzhledem k zaméné svych argumenti. Poznamenejme, Ze na V,,, ,,
muzeme pohlizet jako na realizaci statistického funkcionalu

WRG%=[%Wﬂﬂ—w@Ww@Mt

:t/i:L/i:exp@xﬂdﬁxx)— /i:eXp@yﬂdCKy) w(t)dt (43)

kde 1, respektive ¢, oznacuje charakteristickou funkei rozdéleni s distribuéni
funkei F, respektive G. Statistiku V,,, ,, lze tedy vyjadrit jako V, ., =
0(F,,,Gn,), kde F,, oznacuje empirickou distribu¢ni funkci uréenou na za-
klade vybéru Xy, ..., X, a G,, empirickou distribu¢ni funkci vybéru Yi, ...,
Y,,. Navic, 0(F,G) je odhadnutelny (viz definice 1.4). Po analogické tpravé
k apravé Vj,, n, (w) na vyjadieni tvaru (4.2) dostaneme

ﬂRG%sz(thMx—yMF@DdF@)
+Lj([jhﬂx—y G@OdG@)

d
9 m(ljhﬂx—yﬂF@OdG@)(4@

oo

To se da dale upravit na tvar

o(r:6) = [ [ hule =) (F) - 6@ )a(#6) - 66) - (45)
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nebo také na slozitéjsi tvar

e(F,G):/:</:(/:(/:hw(x—y)mw(u—v)

— (- u)dF(x)) dF(y))dG(u)) dG(v). (4.6)

Volby vahovych funkci Pro nékteré volby vahovych funkci lze ziskat
testovou statistiku, ktera ma pomérné jednoduchou formu, vyhodnou z pocet-
nich davodu. V ¢lanku [Meintanis 2005] je proto zvlastni pozornost vénovana
zejména témto dvéma volbam vahovych funkei:

wit) (t) = exp(—alt]) (4.7)

a

w? (t) = exp(—at?) (4.8)

a

kde a > 0 je parametr, ktery mé za tilohu kontrolovat miru klesani hodnot
vahovych funkei pii rostoucim ¢. Pro vyssi hodnoty a klesaji obé vihové
funkce rychleji, pro hodnoty blizké 0 je klesani vahové funkce pomalejsi.

7 rovnice 4.1 mame

Y (3) = /00 cos(ft) exp(—alt|)dt = 2/000 cos(5t) exp(—at)dt

B 2a
a+iB| a2+ 2

= 2Re UOOO exp(—(a + zﬂ)t)dt} = 2Re {

[e. 9]

2 (B) = /OO cos(ft) exp(—at?)dt = Re {/ exp(—at? — iﬁt)dt]

—00 —00

ﬁ? /oo Zﬁt 2
=exp | —— | Re exp—val|t+—=) dit|.
p( 4a e p—Ve 2\/a
Pro zminéné volby vahovych funkci pak dostaneme nasledujici vyjadieni
testové statistiky Vi, n, (w):
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ny ni

1
‘/anl ne ) l :|
’ n% ]Zlk < [a® + (X Xi)?

n2

1

[a2+ =ad

=1

ny no
—2a 4.9
zz{ X vp) (9
1 e (X; — Xp)?
174C) I L AT Ak
a,ni,ng \/;n2 p ;GXP 4@2
T 1 A& (Y; — Yk)
e (<)
2 j=1 k=1
T o (X; — Yk))
- ex . (4.10
Va2 p( 10

4.1.1 Asymptotické vlastnosti

Limitni chovani za platnosti nulové hypotézy Pro studium limitniho
chovani zkoumané testové statistiky je vyhodné vyjadreni pomoci jadra de-
generované projekce jadra h,(x — y) (viz podkapitola 1.2.3). Ozna¢me toto
degenerované jadro symbolem iz(x,y):

h(z1,29) = hy(21 — 22) — Ehy(21 — Zg)

kde Zy, ..., Zyx oznacuje sdruzeny vybér.

Stejnym postupem, jako bylo odvozeno v ¢lanku [Huskova a Meintanis
2006], 1ze odvodit nasledujici dekompozici pro statistiku V,,, »,(w), za pred-
pokladu platnosti nulové hypotézy Hy:

V?’L1,n2 (w) - Al + A2 + A37
kde
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N 1 ni ni » 1 n2 n2 _

A= — h(X;,X — h(Y;)Y,

1 ( DIEEIRS 9 WIAT
= Tk
N N
1 -
-~ >N h(zj,zk)> (4.12)
J=1 i;l
J
N
nin9
2 &
Ay =——3y D (B (hu( X = Xi)| X)) = Ehy (X1 — X))

__Z w(Y; = Y)|Y;) —Eh(Y1 —Y3)). (4.14)

Jak je vidét, A; je funkci tii degenerovanych U-statistik. VSechny tii U-
statistiky maji stejné jadro, jsou vsak zalozeny na ruznych skupinach dat.
Za predpokladu nulové hypotézy je rozptyl prvniho ¢lenu asymptoticky radu

N \? .-
VarA1%2( ) Eh2(Z1,Z2),

ninsg

kde a, =~ b,, pro posloupnosti realnych ¢&isel a, a b,, v tomto kontextu
znamena, ze a, /b, — 1 pro n — oo. Rozptyl tfetiho ¢lenu je asymptoticky

1 1)
VarA3 ~ 4 (ﬁ + —3) Var (E (hw(Zl — ZQ)’Z1)>
1

US)

7 toho lze vyvodit, ze ¢len A3z nema vliv na limitni rozdéleni statistiky
Vg ma (W), Cleny A, a v/Var A; jsou stejného fadu a tudiz oba ovliviiuji limitn{
rozdéleni.

Oznac¢me \;,j = 1,2, ... vlastni ¢isla integralnfho operatoru definovaného
pomoci degenerovaného jadra h(z,y) (viz véta 1.4). Rozptyl h(Zy,%,) je pak

roven
W2(Z,,7,) Z A2,

Limitni rozdéleni zkoumané tridy statlstlk je popsano v nasledujici vété.
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Véta 4.1. Predpokladejme, Ze Zi, ..., Zy jsou nezavislé stejné rozdélené
nahodné veliciny s distribuc¢ni funkci F. Necht w je symetrickd nezaporna
vahova funkce, spliiujici podminku

0< /w(t)dt < 00.

nin2
N

Potom, pro min{n;,ny} — oo je limitni chovini
limitni chovani nahodné veli¢iny

Y = |(/w(u)du — BEhy(Z; — ZQ)) + Z:O;Aj (% —1)

Vi no (W) stejné jako

kde x3,,X3,, ... jsou nezavislé nahodné veli¢iny s x2- rozdélenim.

Diikaz. Véta je prevzata z [Huskova 2006].

Limitni chovani v obecném pripadé V obecné situaci , tj. nejen za
platnosti nulové hypotézy, ale i za platnosti alternativy, konverguje statis-
tika V,, n, (w) v pravdépodobnosti k hodnoté 0(F,G) (viz [Meintanis 2005]),
definované rovnici (4.3):

Vi (W) — O(F,G),

kde F'a G oznacuji distribu¢ni funkce uvazovanych dvou vybéri. Poznamene-
jme, ze O(F,G) muZe byt interpretovano jako mira vzdalenosti mezi dis-
tribucemi zkoumanych dvou vybéra. Pokud F' = G, je 0(F,G) = 0, v opacném
pripadé je ostie vétsi nez 0. Z toho plyne, Ze za platnosti alternativy bude pro
ni, ng — 00 hodnota *52V,, , konvergovat do nekonecna. Tento vysledek
implikuje konzistenci testi zalozenych na empirickych charakteristickych

funkecich.

4.1.2 Permutacni test zalozeny na Va%)m a Va(%)l,nz

V ¢lanku [Meintanis 2005] jsou dale uvedeny vysledky simulac¢ni studie, po-
moci které byly srovnany testy zalozené na Va%)l,nz a Va(%)l,nz (definované
vztahy (4.9) a (4.10)), pro rizné volby parametru a, s nékolika dalsimi testy
pro obecny dvouvybérovy problém, které byly studovany v praci [Dufour a
Farhat 2002|. Pouzita metoda se zakladala na kombinaci permutac¢niho prin-
cipu a metody Monte Carlo.

Ukézalo se, ze v zachovani hladiny testu jsou pro spojita rozdéleni oba
testy robustni vzhledem k a. Volby a blizké k 0 vSak pro spojitd rozdéleni
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poskytovaly lepsi vlastnosti v oblasti sily testu. V témeér vSech studovanych
situacich davali testy zalozené na empirickych charakteristickych funkcich,
zejména test zalozeny na V}ﬁl)mz lepsi vysledky nez ostatni testy.

V pripadé diskrétnich rozdéleni byly oba testy méné robustni v zachovani
hladiny testu. Nejlepsi vysledky byly dosazeny pro Va%)lm a Va(fz)lm s vetsimi
hodnotami parametru a (a = 1.0,1.5,2.0). Pro tyto hodnoty méli testy ap-
likované na diskrétni rozdéleni také vétsi silu. V srovnani s ostatnimi uvazo-
vanymi testy pro diskrétni rozdéleni méli oba uvazované testy zalozené na
empirickych charakteristickych funkcich s vétsimi hodnotami parametru a
lepsi vysledky nez Kolmogoroviiv-Smirnoviv test a byly srovnatelné s Loe-
testem?, pii¢emz V(y’fhodnéjéi vlastnosti mél v pripadé diskrétnich rozdéleni
test zalozeny na Va,2n)1,n2-

4.2 U-statistika odvozena od V,,, ,,,(w)

4.2.1 Testova statistika

Vratme se ted k tvaze o statistickém funkcionalu 6(F,G) definovaném rovnici
(4.3). Jak jiz bylo zminéno, 0(F,G) je odhadnutelny a na zakladé vyjadient
(4.6) je vidét, ze za urc¢itych podminek je mozné nestranné odhadnout 0(F,G)
pomoci souctu tii U-statistik. Soucet téchto tii U-statistik je mozné také
vyjadrit jako jedinou zobecnénou dvouvybérovou U-statistiku s jadrem

h(l‘hx??yl?yQ) = hw(xl - x?) + hw(yl - y?)

1

5 (huw(z1 = Y1) + ho(T1 — y2) + hu (22 — Y1) + ho(T2 — ¥2))

kde h,(5) je definovano vztahem (4.1). Za nulové hypotézy (2.1) je
Q(F’F) - EF,Fh(X17X27}/17)/2) =0.

Prislusna U-statistika na zakladé vybéra X,,...,X,, aYy,... Y,, ma potom
tvar

1 1 ni ni no n2
et = hX;, X, Y. Y.).
() = e D0 D0 D0 D AKX Y, )

i1=1 iz=1 j1=1 jo=1
Y JeF#i

1Jedna se o test zalozeny na L..- vzdalenosti mezi jadrovymi odhady hustoty dvou
vybért. Test je podrobnéji popsan v ¢lanku [Dufour a Farhat 2002].
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Po upravé dostaneme

1 ny ni 1 &
n1,n2(w) m(m - 1) zzl ]ZI ( j)+n2(n2 - 1) zzljzl ( ])
i s

_ n12n2 Zzhw(Xi -Y).

i=1 j=1

U (w) je tedy linedrni kombinaci t¥f U-statistik s jadrem h,,, analogickym

k souctu (4.2).

4.2.2 Hoeffdingova dekompozice
Pro projekce jadra h(zq,22,y1,y2) (viz podkapitola 1.2.3) mame vztahy

19 (1) = E hy(2—X1)—E hy(X1—X3)—E hy(2—Y1)+E hy (X1 -Y7) (4.15)
WOV (y) = By (y=Y1) = E by (Vi = Y3) = E by (y— X1)+E by (Y1 — X1) (4.16)

Obé tato jadra jsou za predpokladu, ze vybéry pochazeji ze stejného rozdéleni,

identicky rovny 0. Dalsi ti{ projekce jadra nejsou obecné rovny nule, ani za

predpokladu F = G

RO (2),29) = (01 — 29) — B (21 — X1) — E hop (X1 — 22) + E by (X1 — X))

WO (y1,y2) = hu(y1 — y2) = Ehu(yr = Y1) = Ehy(Y1 — y2) + Ehy (Y1 — Yo)
1 1 1 1

WD (@) = SBhu(e = Y1)+ B b (y = X1) = Shu(r = y) = 5B R (X1 = Y1)

Dale mame
hZY = h(12) =

h®2 (1,20,1,52) = E h(z1 =) —E h(2; — X1)+E h(z2— Y1) —E h(zs— X1)
+Eh(y1 — X1) = Eh(yr — Y1) + Eh(y2 — X1) — Eh(y2 — Y1)
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4.2.3 Asymptotické vlastnosti

Limitni chovani za platnosti nulové hypotézy Jak uz bylo zminéno,
pokud plati F' = G, je

ROy =0 a hOY(y)=o0.

U-statistika U/ (w) je proto degenerovani. V takové situaci navic plati

ni,n2
h?2) = 0. V situaci, kdy jsou oba vybéry ze stejného rozdéleni, ma U-
statistika Uﬁffm (w) podle véty o Hoeffdingové dekompozici pro zobecnéné

U-statistiky (véta 1.7) tvar

Ueet (w) =020 + U2 +quhl

ni,n2 ni,n2 ni,mn2 ni,n2
1 ny ni B 1 ny N N
= — h(X;,X; — n(Y;.Y;
m(m—l)zz ( J)+n2(n2—1)zz ( )
i=1 J;l =1 J.;l.
J# J#

ny N2
2

n1ns Z Z B(XZ,Y]),

i=1 j=1

kde Uﬁ’%, Ué?’,i)g a U}j’}ﬂg jsou U-statistiky zalozeny na jadrech h(39 h(02)
respektive h(MY) a h(x,y) oznacuje degenerovanou projekci jadra h,, vzhledem
k rozdéleni sdruzeného vybéru (viz (4.11)). Po upravé dostaneme

N-=1[ 1 ; SRR N
ueel = X, X Y)Y,
n1,n2(w) N1ns (m—lZl; ( J k)+n2—1 ‘1; ( 7 k)
=y =y

Vidime, Ze statistika U/ (w) je asymptoticky ekvivalentni s Ay v (4.12).
Presnéji:
N -1 N -1

U, (w) = TAl + WBMHQ
kde
Boymy = ! miﬁ(}( Xp) + ! Y h(Y;,Yy)
n1,n2_n1(n1_1) . J<rk ng(ng—l) ' gtk
=1 k=1 =1 k=1
k#j k#j
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By, n, je souctem tif jednovybérovych U-statistik se stiedni hodnotou rov-
nou 0. Podle silného zakona velkych c¢isel pro jednovybérové U-statistiky
(véta 1.5) konverguje B, n, skoro jisté k 0, pro ny, ny — oo. Déle, podil
(N—1)/N — 1 pro N — oo. Diusledkem diikazu véty 4.1 je proto nasledujici
tvrzeni:

Disledek 4.2. Necht jsou splnény predpoklady véty 4.1. Potom, pro
min{ny,ny} — o,

je limitnf chovani M2U%! (w) stejné jako limitni chovani nahodné veliciny

ni,na
o
Y E )\] Xl] )
J=1
2 2 . . . ” P ” oy 2 ~ - .
kde xi1,Xia: - - - Jsou nezavislé nahodné veli¢iny s x1- rozdélenim a a A; jsou

vlastni ¢isla integralni rovnice

/ﬁ(xl,xz)f(xz)dF(xz) = Af(x1),

Diikaz. Tvrzeni je dusledkem dukazu véty 4.1.

Poznamka 4.1. Podle véty 1.4 je rozdélent 52U, e/ (w) stejné jako rozdéleni

ni,ng

NCly, kde Cy je degenerovana jednovyberova statistika s jadrem h:

Limitni chovani za platnosti alternativy Za predpokladu, Ze jsou spl-
nény podminky (1.14)-(1.17), 1ze na U-statistiku U/ (w) aplikovat vétu 1.8.

ni,n2

Podle této véty bude mit statistika v/ N(U! (w)—6(F,G)) asymptoticky

n1,n2
normalni rozdéleni. Podobné jako v piipadé me( ) plati

Uer (w) - 0(F,G).

ni,n2

To implikuje konzistenci testu zalozen¢ho na UL (w).

Poznamka 4.2. Statistiky Vj,, n,(w) a U/ (w) maji tedy velmi podobné

ni,n2

asymptotické vlastnosti. Na rozdil od V,, , (w) mé viak U-statistika U (w)
navic tu vyhodnou vlastnost, ze stfedni hodnota E ("2Ul (w)) je za

nulové hypotézy vzdy rovna 0, nezavisle na rozdéleni vybért.
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Naproti tomu, pro Vj,, »,(w) plati

nin >
E (B Vi (w)) = /_Oow(t)dt — E phu(Z1,25).

Tato hodnota zavisi na rozdéleni vybéra a neni v obecném pripadé zndma.

4.3 Priklad pouziti metody bootstrap
pro statistiky V,,, .,(w) a U/ (w)

ni,n2

Pro ilustraci chovani statistik zalozenych na empirickych charakteristickych
funkcich uvedeme priklad pouziti metody bootstrap s vracenim pro testové
statistiky V,,, n,(w) a U (w). Metodu aplikujeme na simulovana data.
Omezime sa pouze na specialni volbu vahové funkce (4.7). Pro statistiku
Vn1.ne (W) uréenou na zakladé této specialni volby jsme zavedli oznaceni Va(}l)l,ng
(viz (4.9)). Statistika U</ (w) pro tuto specialni volbu véhové funkce se uré
analogicky. Budeme pro ni pouZivat oznaceni U, (ffrfhm.

Postup pro urcovani kritickych hodnot Nejdfive se na zakladé vybéri
Xi,...,X,, aY;y, ... )Y, urcéi hodnota testovych statistik "1—]\’;‘2U§§{17n2 a %Vaﬂ)lm
pro rizné volby parametru a. Nasleduje simulace dvou bootstrapovych vybéra
X7, X a Yy, .Y . Oba vybéry jsou nezavisle vybirany z empirického
rozdéleni sdruzeného vybéru 7, ...,Zy. Na zékladé bootstrapovych vybéru
se ur¢i hodnoty bootstrapovych verzi uvazovanych statistik, které budeme
znacit %Us%"m a %Va@f no- Oimulace bootstrapovych vybéri se B-krat
zopakuje. Pro kazdou statistiku se tak ziska B hodnot, na zakladé kterych
lze ziskat aproximaci pro podminéné rozdéleni zkoumanych statistik (pod-
minéné na sdruzeném vybéru Z,...,Zy). Kritické hodnoty pro zamitnuti

nulové hypotézy se pak urci jako (1 — a)-kvantily tohoto rozdélen.?

Aplikace na simulovanad data V prostiedi R byly simulovany dva na-
hodné vybéry o velikostech n; = ny = 40. Prvni vybér byl vybran z normél-
niho rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem. Druhy
vybér pochézel z exponenciadlniho rozdéleni se stfedni hodnotou rovnou 1.
Pro srovnani téchto dvou vybért byly pouzity testové statistiky “52U, ecf

a,ni,n2

a M2V, i my Pro hodnoty a = 0,25; 0,5; 1,0; 2,0; 3,0. Déle bylo simulovano

B = 400 bootstrapovych vybéra se sdruzeného rozdéleni a na zakladé téchto

2Zdrojovy kod programu pro uréeni kritickych hodnot metodou bootstrap pro uvaizo-
vané statistiky je v priloze.



4. TESTY ZALOZENE NA EMPIR. CHARAKTERISTICKYCH FUNKCICH 45

vybéra byly pro kazdou uvazovanou testovou statistiku urceny kritické hod-
noty c¢j_, pro o = 0,01; 0,05; 0,10.

a=02 a=05 a=10 a=20 a=30
%Uecf 17,31094 12,68183 7,57126 3,37423 1,74432

Geo | 11,15513 542106 2,04216 0,56865 0,37606
Ch o5 6,73301  2,32472 130922 0,43107 0,25144
0 4,03019  1,81141 0,78754 0,30818 0,15490

Tabulka 4.1: Srovnani hodnoty %Uecf pro vybér z N(0,1) a vybér

a,ni,n2
z Exp(1) s kritickymi hodnotami ur¢enymi pomoci metody bootstrap.

a=0,25 a=05 a=10 a=20 a=30
mna i) e | 23,68675 1526991 8,46081 3,61034 1,83808

¢ 9 1748672 8,05974 2,99650 0,86345 0,49643
ch o5 13,03282 505351 2,20825 0,71862 0,36639
¢t 90 10,54680  4,52074 1,75768 0,58072 0,27776

Tabulka 4.2: Srovnani hodnoty "1—]\721/@(217712 pro vybér z N(0,1) a vybér
z Exp(1) s kritickymi hodnotami uréenymi pomoci metody bootstrap.

Z tabulek 4.3 a 4.3 vidime, Ze ve vSech pfipadech byla nulova hypotéza
o shodé rozdéleni zamitnuta na hladiné o = 0,01. V souladu s ocekavanim
Jsou hodnoty = a%)hm i prislusné simulované kritické hodnoty vétsi nez

hodnoty pro statistiku “£2U 5,07{1,n2 se stejnou hodnotou parametru a.

Poznamka 4.3. Pouzili jsme metodu bootstrap, aniz bychom predtim teo-
reticky odvodili, Ze podminéné rozdéleni bootstrapovych verzi uvazovanych
testovych statistik poskytuje dobrou aproximaci pro rozdéleni puvodnich
statistik za platnosti nulové hypotézy. Metoda bootstrap pro jednovybérové
degenerované U-statistiky je popsana v ¢lancich ([Arcones a Giné 1992] a
[Huskové a Janssen 1993]). Podle poznamky 4.1 mé U-statistika U ste-
jné limitni rozdéleni jako degenerovana jednovybérova U-statistika. Nabizi se
otazka, zda by opravnénost pouziti metody bootstrap pro zkoumané testové
statistiky nemohla byt odvozena od této ekvivalence. Hlubsi studium zminéné
problematiky jsme vSak vynechali, s ohledem na rozsah této préce.



Na U-statistikach je zalozeno mnoho testii pro testovani rtznych typu hy-
potéz. Uzsi zaméreni této prace tvorili testy zalozené na U-statistikach pro
obecny dvouvybérovy problém. U-statistiky maji vyhodné vlastnosti pro
testovani napiiklad v tom, Ze jsou nestrannymi odhady urc¢itych parametri
rozdéleni. Navic, za urcitych podminek, maji podobné asymptotické chovani
jako soucty nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in. V takovém
piipadé konverguje jejich v/ N-nasobek v distribuci k asymptoticky normél-
nimu rozdéleni. Pati{ sem napiiklad Manntv-Whitneytuv test nebo Sukhat-
muv test.

Specidlnim typem testové statistiky zalozené na dvouvybérové U-statis-
tice je rozdil dvou jednovybérovych U-statistik. Testy tohoto typu napiik-
lad srovnavaji odhady momenti dvou rozdéleni. V této préci jsme popsali
test zalozeny na rozdilu vybérovych rozptyli a zminili jsme se také o testu
zaloZeném na obecnéjsim tvaru miry variability. Urcili jsme podminky, za
kterych maji testové statistiky asymptoticky normélni rozdéleni a uvedli
vhodny odhad pro jejich asymptoticky rozptyl.

Nektere dvouvybérové U-statistiky maji tu vlastnost, Ze jejich *L2-né-
sobek méa za nulové hypotézy specificky tvar limitniho rozdéleni (jsou tzv.
degenerované), zatimco za alternativy konverguje tato hodnota do nekone¢na.
Reprezentantem tohoto typu testu je test zalozeny na vzdélenosti empiric-
kych distribu¢nich funkei a patii sem i testy zalozené na empirickych charak-
teristickych funkcich.

Testové statistiky zalozené na empirickych funkcich maji tvar V-statis-
tik, které tvori pribuznou t¥idu ke tiidé U-statistik. Studovali jsme vlastnosti
U-statistik odvozenych od zminénych V-statistik. Oba typy statistik maji
podobné asymptotické vlastnosti. U-statistiky odvozené od testi zalozenych
na empirickych charakteristickych funkcich maji navic tu vlastnost, Ze za
nulové hypotézy je jejich stfedni hodnota rovna 0, zatimco stfedni hodnota
puvodni V-statistiky zavisi na rozdéleni vybérta. Pro ilustraci chovani obou
typu statistik jsme pripojili kratky priklad aplikace testli na simulovana data.
Kritické hodnoty byly aproximovany pomoci metody bootstrap s vracenim.
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Priloha A
Zdrojovy koéd programu

Zdrojovy koéd programu pro urcovani kritickych hodnot statistik V., ., a
U, jﬁ!fhm na zakladé metody bootstrap s vracenim pro dva simulované vybeéry.

Vypoéty byly provedeny v prostiedi R.

N1<-40 #velikost 1. vyberu
N2<-40 #velikost 2. vyberu
N<-N1+N2

vektora<-c(0.25,0.5,1,2,3)
#parametry vahove funkce-> konkretni podoba jadra

B<-400 #pocet opakovani bootstrapovych vyberu
alfa0<-0.01; alfal<-0.05; alfa2<-0.1;
#H#

hchi<-function(yl,y2,a){# a je parameter
d<-(y1l-y2); vysl<-2*a/(a~2+d"2);

return(vysl)}
UV4<-function(data,h,a){#U-statistika a V-statistika
vybl<-data[1:N1]; vyb2<-data[N1i+1:N];

poml<-0; pom2<-0; pom3<-0;

for (i in 1:(N1-1)){for (j in (i+1):N1){
pomi<-poml+h(vybl[i],vybl[j],a)}}

for (i in 1:(N2-1)){for (j in (i+1):N2){
pom2<-pom2+h (vyb2[i] ,vyb2[j],a)}}

for (i in 1:N1){for (j in 1:N2){

pom3<-pom3+h (vybl[i],vyb2[j],a)}}

pom4<-0; pomb<-0;

for (i in 1:N1){#diagonaly
pom4<-pom4+h (vybl[i] ,vyb1[i],a)}

for (i in 1:N2){pom5<-pom5+h(vyb2[i],vyb2[i],a)}
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A. ZDROJOVY KOD PROGRAMU

vU<-2*xN1*xN2* ((poml/(N1x(N1-1)))+(pom2/ (N2* (N2-1)))
- (pom3/ (N1%N2))) /N

vV<-N1*N2* ((2*xpoml+pom4d) / (N1*N1)+(2*pom2+pomb) / (N2*N2)
-2*pom3/ (N1*N2)) /N

return(c(vU,vV))}

HH#HH#H

vyberi<-rnorm(N1) #simuluj 1. vyber
vyber2<-rexp (N2) #simuluj 2. vyber
zvyber<-c(vyberl,vyber2)  #sdruzeny vyber

HHHHH

for(j in 1:length(vektora)){#opakuj pro ruzne a
a<-vektoraljl

bootU1<-NULL; bootV1<-NULL;

for (m in 1:B){#Bx opakuj

actual<-sample(1: (N1+N2), replace=TRUE)
bootvyber<-zvyber[actual] #bootstrapovy vyber
buv1<-UV4 (bootvyber,hchl,a);
bootU1l<-c(bootUl,buvi[1]);
bootVi<-c(bootV1,buvi[2]);

}

sorti<-sort(bootUl);

sortlv<-sort(bootV1);

c10<-sort1[B*(1-alfa0)]; #pro B=nasobek 100
cli<-sortl[B*(1l-alfal)];

cl2<-sort1[B*(1-alfa2)];
cl0v<-sortiv[B*(1-alfal)];
cliv<-sortlv[B*(1-alfal)];
cl2v<-sortlv[B*x(1-alfa2)];

print("a="); print(a);

uv1<-UV4(zvyber,hchl,a);

print("U1="); print(uvi[1]);

print("V1i="); print(uvi[2]);

print("U - krit. h. pro alpha=0,01"); print(c10);
print("U - krit. pro alpha=0,05"); print(cll);
print("U - krit. pro alpha=0,10"); print(cl2);
print("V - krit. pro alpha=0,01"); print(clOv);
print("V - krit. pro alpha=0,05"); print(cliv);
print("V - krit. pro alpha=0,10"); print(cl2v);
}

(== = = =
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