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Abstrakt
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Abstrakt: Euklidovskd Ramseyho teorie se zabyva zkoumanim konfiguraci bodi, pro
které lze pti kazdém obarveni n-dimenzionalniho euklidovského prostoru najit v nékteré
z barev jejich posunutou a otoc¢enou kopii. Jeji asymetricka ¢ast potom verzemi tvrzeni,
v nichz pro kazdou barvu hleddme jinou konfiguraci bodi. V této praci se zabyvame
predevsim asymetrickymi ramseyovskymi vétami a vlastnostmi n-dimenzionalnich hyper-
krychli, pro které dokazeme nékolik novych odhadt. Velka ¢ast prace je vénovana barveni
vice barvami a dosazené vysledky tzce souviseji se znadmym problémem chromatického
c¢isla euklidovského prostoru. Zminime se také o moznosti zobecnéni pojmu chromatického
¢isla a o nékterych aspektech takového zobecnéni. Pozornost obratime i k problémim
spojenym s hledanim vicebarevnych konfiguraci a ukazeme horni odhad pro specialni
pripad dvoubarevnych ¢tverci.

Klic¢ova slova: euklidovskd Ramseyho teorie, hyperkrychle, chromatické ¢islo euklidov-
ského prostoru

Title: Ramsey-type theorems in geometry

Author: Rudolf Stolar
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Abstract: Euclidean Ramsey theory is examining konfigurations of points, for which there
exists n such that for every coloring of n-dimensional Euclidean space with r colors we
can find translated and/or rotaded copy of our configuration in a single color. Asymetric
branch deals with situations when we look for different configurations in every color. In
this work we concern about asymetrical ramsey-type theorems and properties of n-cubes,
for which we show several new bounds. Major part is dedicated to colorings with more
colors and obtained results are closely related to the famous problem of chromatic number
of Euclidean space. We will mention possible generalization of the chromatic number and
some aspects of such generalization. We also consider problems connected to multi-color
configurations and we will introduce upper bound for special case of two-color square.
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Kapitola 1

Uvod

Ramseyho teorie je cast diskrétni matematiky, zkoumajici chovani velkych objektt
a podminky, za kterych nelze navodit Gplny chaos. Ukazuje se totiz, ze dostatecné velké
objekty nutné obsahuji mensi podobjekty dodrzujici néjaky fad, a dokonaly chaos tedy
nemiize existovat. U zrodu této partie kombinatoriky stal Frank P. Ramsey, po kterém
je také cela pribuzna oblast matematiky pojmenovana. V roce 1930 vyslovil a dokézal
tvrzeni, Ze v libovolném dostatecné velkém grafu existuje jako podgraf bud uplny dané
velikosti, nebo nezavisla mnozina na tomto daném poc¢tu vrcholi (viz [18]). Dikaz se opirad
o matematickou indukci. V obecnéjsi podobé potom zarucuje existenci jednobarevného
uplného podgrafu na n vrcholech v dostatecné velkém Uplném grafu, jehoz hrany jsou
libovolné obarveny jednou z r barev. Nejmensi nutna velikost takového grafu, aby na
obarveni nezélezelo, se potom zpravidla oznacuje R, (n). Pfesné zjisténi tohoto ¢isla se
ukazuje jako velmi tézky problém, dosud jsou znamy presné hodnoty pouze pro trivialni
pripady a nékolik malo dalsich, obecné feSeni je v nedohlednu. Idea dikazu dava pouze
navod na hledani exponencidlniho horniho odhadu. Dolni odhady potom byvaji obvykle
dokazovany konstrukci obarveni, které vylucuje existenci hledané konfigurace.

Obdobné véty plati i pro barveni fady dalSich objektii, napiiklad hypergrafi, arit-
metickych posloupnosti, slov nad néjakou abecedou, bod v n-dimenzionalnim prostoru
a podobné. Existuji varianty tvrzeni zarucujicich za urcitych podminek existenci mnoha

vvvvvv

vysledky tykajici se konfiguraci bodii v euklidovském prostoru si na tivod pripomeneme.

V dalsim pribéhu se budeme zabyvat zejména studiem ramseyovskych vlastnosti
hyperkrychli. Hyperkrychli pritom rozumime mnozinu bodt v n-dimenzionalnim euklidov-
ském prostoru kongruentni s mnozinou {0,1}" pro néjaké n (hovorime o n-dimenziondlni
hyperkrychli). Cilem této prace pak bude dokazat nékteré nové odhady.



Kapitola 2

Euklidovska Ramseyho teorie

2.1 Zakladni pojmy

Nejprve by neskodilo si presné fici, co vlastné pojmem ramseyovska véta myslime. Budeme
tim rozumét tvrzeni nasledujiciho tvaru:

Tvrzeni 2.1.1. Necht je dina mnoZina S, trida jejich podmnoZin F a prirozené ¢islo r.
Pak pro libovolné rozdéleni S na r mnozin S = C1UCyU. .. UC, existuje néjaké prirozené
cislo v a nejake F' € F tak, Ze F' € C;.

V nasem piipadé bude S nejéastéji euklidovsky prostor EVY néjaké velké dimenze N a F
bude pak mnozina vSech kongruentnich kopii néjaké dané konfigurace bodt v euklidov-
ském prostoru. Zminime ale také nékolik zajimavych vysledkt, kde v roli S vystupuje
n-dimenzionalni sféra. Véty pak obvykle tvrdi, Ze pro danou konfiguraci bodi X a dané
prirozené cislo r existuje Ny takové, ze pro kazdé N > N, obsahuje pfi libovolném rozde-
leni EY na r mnozin EN = C; UC, U ... U C, nékterd mnozina C; kongruentni kopii X.
Takovato formulace vsak stale jesté neni prili§ nazornd, proto se jednotlivym mnozinam Cj
prisuzuji navzajem rizné barvy. Misto o rozdéleni na » podmnozin pak ekvivalentné hovo-
fime o obarveni vSech bodt jednou z r barev a existence kongruentni kopie X v nékteré
z mnozin C; se stava existenci jednobarevné kongruentni kopie X. Slovicka kongruentni
kopie ovSem nejcastéji vynechédvame, nebot zmateni ¢tenare obvykle nehrozi. Budeme tedy
hovofit o potfebném poétu dimenzi N euklidovského prostoru EV, aby pfi libovolném
obarveni jeho bodi r barvami existovala jednobarevna konfigurace bodi X, nebo casto
naopak o potfebném poctu barev r pro predem danou dimenzi N, aby existovalo obarveni
N-dimenzionalniho euklidovského prostoru EY pomoci r barev takové, Ze v zadné z téchto
barev neexistuje hledana konfigurace bodi X.

2.2 Znamé odhady

Zacneme nejprve kratkym shrnutim nékterych zékladnich vysledktit Ramseyho teorie v eu-
klidovském prostoru. Jesté jednou zdiraznéme, ze pod geometrickym objektem (trojihel-
nikem, ¢tvercem, krychli; ...) budeme v této praci vidy rozumét mnozinu jeho vrchola.
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Véta 2.2.1. Necht je ddno libovolné obarveni euklidovské roviny E? dvéma barvami E* =
C1UCy. Pak pro kazZdou z ndsledugjicich konfiguraci bodi X existuje jeji jednobarevnd kopie:

1. X je trojihelnik s jednim z ihli o velikosti &, & nebo 2 [19],

2. X je trojihelnik s uhly o velikostech o, 2cc a 7 — 3av pro néjaké o € (0, %) [7],

3. X je trojuhelnik s uhly o velikostech m — o, m — 2a¢ a 3o — 7 pro nejake o € (%, g)
7],

4. X je degenerovany trojihelnik o strandch a, 2a a 3a [7].
Ve 3-dimenzionalnim euklidovském prostoru je pak zndmo nasledujici:

Véta 2.2.2. Necht je ddno libovolné obarveni 3-rozmérného euklidovského prostoru E3
r barvami E* = C; UCy U ... U C,. Pak pro kaZdou z ndsledujicich konfiguraci bodi X
existuje jeji jednobarevna kopie:

1. X je libovolny nedegenerovany trojuhelnik a r = 2 [7],
2. X je nedegenerovany pravouhly trojihelnik a r = 3 [1].
A jesté uvedeme jeden vysledek pro 5-dimenzionalni euklidovsky prostor:

Véta 2.2.3 (Téth [22]). Necht je ddno libovolné obarveni 5-rozmérného euklidovského
prostoru E® dvéma barvami E® = C, U Cy. Pak existuje jednobarevny obdélnik libovolnyjch
délek stran.

Radu dalsich podobnych tvrzeni lze najit v [3], [5], [6], [7] a [19]. Existuji ale také véty
vylucujici existenci nékterych jednobarevnych konfiguraci bodt pii spravném obarveni eu-
klidovského prostoru urcité dimenze. Jako prvni uvedeme znamy vysledek pro rovnostranny
trojuhelnik:

Tvrzeni 2.2.4. Bud X trojice bodu tvorici rovnostranny trojuhelnik. Pak existuje obar-
veni euklidovské roviny E? dvéma barvami E? = C; U Cy takové, Ze Zddnd kopie X neni
jednobarevnd.

Dlouho se soudilo, ze jediné obarveni euklidovské roviny, které neobsahuje rovnostranny
trojuhelnik s jednobarevnymi vrcholy, je rozdéleni roviny na rovnobézné pruhy o Sifce rovné
vysce hledaného trojuhelnika (viz zndma domnénka pant Erdése, Grahama, Montgome-
ryho, Rothschilda, Spencera a Strause v praci [7]). Volnost se pfedpokladala jen ve vybéru
barvy bodt na hranici, obvykle se hrani¢ni pfimky obarvovaly celé stfidavé jednou a druhou
barvou. Nedavno se nam vsak spolu s V. Jelinkem, J. Kync¢lem, T. Vallou podarilo dokazat,
7e existuje cela tfida takovych obarveni, ktera neobsahuji rovnostranny trojihelnik o dané
délce strany se vSemi vrcholy obarvenymi stejnou barvou. Pokud se navic omezime na
obarveni, kde hranici mezi obéma barvami tvofi lomené cary, pak jsou nalezena obarveni
jediné s touto vlastnosti (viz [12]). Pfesnéji zkoumand obarveni charakterizuje nasledujici
definice:

Definice 2.2.5. Rekneme, Ze obarveni euklidovské roviny dvéma barvami E? = Cy U C, je
polygonélni, jestliZe splnuje nasledugjici podminky:
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1. Mnoziny Cy i Cy jsou obsaZeny v uzdavéru svého vnitrku.

2. Hranice obarveni je tvotena sjednocenim usecek (budeme je nazyjvat hranicni tsecky ).
Dvé hranicni usecky se mohou protinat pouze ve svych koncovych bodech. Pripoustime
tyto usecky 1 nekonecné, tedy to mohou byt i poloprimky nebo primky. Koncovy bod
hranicni usecky budeme nazyvat hraniéni vrchol. MiuZeme poZadovat, aby kdykoli se
v nejakém hranicnim vrcholu setkdvaji jen dvé hranicni usecky, pak spolu nesviraji
primy dhel. (Jinak by bylo mozné hrani¢ni vrchol odstranit a tuto dvogici hranicnich
usecek nahradit jedinou,).

3. Kazdou uzavienou oblast protind jen konecné mnoho hraniénich usecek (z ¢ehoZ vy-
plyvd, Ze kazdd uzaviend oblast obsahuje jenom koneéné mnoho hranicnich vrcholi).

(Y¢<

Obrazek 2.1: priklad polygonalniho obarveni

Priklad polygonalniho zobrazeni je uveden na obrazku 2.1. Dalsi definice nam priblizi
nalezenou tfidu obarveni s kyZzenou vlastnosti:

Definice 2.2.6. Obarveni euklidovské roviny dvéma barvami E?> = C; U Cy nazveme vy-
hovujici, jesliZe jeho hranice je disjunktnim sjednocenim nekonecné mnoha nekonecnych
krivek L;, 1 € Z s nasledujicimi vlastnostmi:

1. Ezistuje jednotkovy vektor T takovy, Ze pro kaZdé i € Z plati L; + ¥ = L;, neboli L;
je invariantni vici posunuti o jednotkovy vektor T.

2. Pro kazdé i € Z plati, Ze krivka L; 1 je posunutou kopii krivky L;. Navic existuje
jednotkovy vektor iy kolmy na ¥ takovy, Ze plati
1, V3
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Jingmi slovy, pro libovolny X € L; bod na hranici plati, Ze body Y = X +7 a Z =
X +%f+ §§' leZi také na hranici. Povsimnéme si, Ze XY Z je rovnostranny trojuhelnik
o jednotkové délce strany, a Ze plati Y € L; a Z € L;41.

3. Pro kazdé i € Z plati, Ze vnitrek oblasti ohranicené L;UL; 11 je obarven jinou barvou,
neZ jakou je obarven vnitrek oblasti ohranicené L;_1 U L;.

4. Pro dané dva body A a B oznacime 045 velikost ostrého uhlu vymezeného primkou
AB a vektorem X. Pak pro kaZdé i € Z a kaZdé dva body A € L; a B € L;1 plati:
|AB| > 1 prdve tehdy, kdyZ Oap < 3. Posledni podminka pritom miZe byt ekviva-

\L/H\ﬁ-\/\,tj/-%/\/

Obrazek 2.2: hranice obarveni z definice 2.2.6

lentné preformulovdna takto: Necht A € L; je libovolny bod na hranici. Uvazujme
body B = A — %f—f- @ﬂ’ a By =A+ %f—f- @g’ (z predchozich podminek vypljvd, Ze
oba body By, By leZi na hranicni kvivce Liy1) a ddle A' = A+ /3 (tedy A’ € Liys).
Potom plati, Ze cast L1 mezi body By a By je v pruniku vnitrkid kruhi se stredy
v bodech A a A') a jednotkovymi poloméry a Zddny jing bod C € L;,1 nelezi uvnity
tohoto priniku.

Zdtraznéme, ze ne kazdé vyhovujici obarveni je nutné polygonalni. Na druhou stranu neni
tézké oveérit, ze v roviné obarvené né€jakym vyhovujicim obarvenim pii vhodném obarveni
bodl na hranici neexistuje jednotkovy rovnostranny trojthelnik, jehoz vsechny vrcholy
by mély stejnou barvu. Jak jsme jiz predeslali, pro polygonalni obarveni plati i opacna
implikace. Aby se nam tvrzeni 1épe formulovalo, pouzijeme jesté jednu definici:

Definice 2.2.7. Rekneme, Ze zobrazeni v' je dvojcetem zobrazeni v, jestlize se od néj lisi
jen obarvenim bodi na hranici, neboli obarveni v a V' maji stejnou hranici a privazuji
stegné barvy vnitrkum oblasti.

Dosazeny vysledek pak mtzeme shrnout do nasledujici véty:

Véta 2.2.8 (Jelinek, Kynél, Stolaf, Valla [12]). Necht je ddno polygondlni obarveni v eu-
klidovské roviny dvéma barvami E? = Cy U Cy. Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni:
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1. Obarveni v je vyhovujici polygondlni obarvent.

2. FExistuje dvojce obarveni v takové, Ze neobsahuje Zddny jednotkovy rovnostranny troj-
thelnik, jehoZ vrcholy by mely vsechny stejnou barvu.

Pro ¢tverec potom plati obdobné snadné tvrzeni, jako bylo Tvrzeni 2.2.4 pro rovnostranny
trojuhelnik:

Tvrzeni 2.2.9. Bud X ctverice bodi tvorici ctverec. Pak existuje obarveni euklidovské
roviny E? dvéma barvami E? = C; U Cy takové, Ze Zddnd kopie X neni jednobarevnd.

Dikaz. Hledanym obarvenim je opét napiiklad rozdéleni roviny na rovnobézné pruhy
o sifce rovné délce strany hledaného c¢tverce. Pruhy obarvime stridavé obéma barvami,
hranice mezi nimi potom rovnéz stiidave, aby nebyl zadny z pruhii uzavieny. O

Silnéjsi vysledek potom nabizi nasledujici véta:

Véta 2.2.10 (Cantwell [2]). Bud X ctvefice bodi tvorici ctverec. Pak existuje obarvent
4-dimenziondlniho euklidovského prostoru E* dvema barvami E* = C,UC, takové, Ze Zddnd
kopie X meni jednobarevnd.

2.3 Chromatické ¢islo

Zastavme se na chvili u nejjednodussiho pripadu: dvojice bodt v dané pevné vzdalenosti. Je
ziejmé, ze 1-dimenzionalni euklidovsky prostor, tedy pfimku, 1ze obarvit dvéma barvami
tak, ze zadna dvojice bodi v dané vzdalenosti nebude mit stejnou barvu. Na druhou
stranu pfi kazdém obarveni 2-dimenzionalniho euklidovského prostoru (tzn. roviny) dvéma
barvami uz lze nalézt jednobarevnou dvojici bodi v dané vzdalenosti od sebe. Totéz plati
i pii obarveni euklidovské roviny tfemi barvami, navod kde hledat dva body stejné barvy
ukazuje Mosertiv graf na obrazku 2.3. VSechny vyznacené hrany maji stejnou délku a graf
ma barevnost 4, nelze ho tedy obarvit tfemi barvami.

Rozdéleni euklidovské roviny na Sestitthelnikovou sit o primeéru jednotlivych Sestitthelnik
rovnému 0, 9-nasobku dané délky a jejich vhodné periodické obarveni sedmi barvami pak
zase ukazuje, ze pri pouziti sedmi barev uz jednobarevna dvojice bodi v hledané vzdalenosti
existovat nemusi (viz. obrazek 2.4). Abychom vyjadfili tuto vlastnost euklidovské roviny,
budeme potiebovat nasledujici definici:

Definice 2.3.1. Bud chromatické ¢islo n-rozmérného euklidovského prostoru nejmensi
pocet barev takovy, Ze lze s jejich pomoci obarvit n-rozmeérny euklidovsky prostor tak, aby
neobsahoval jednobarevnou dvojici bodi v dané vzddlenosti. Budeme ho znacit x (E™).

Potom nam konstrukce uvedené vyse davaji nasledujici odhady:

4<y(B?) <T. (2.1)
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Obrazek 2.3: Mosertiv graf

Zjisténi presné hodnoty chromatického ¢isla je velmi znamy a hojné zkoumany problém,
jeho historii se zabyva napt. [20]. Tyto odhady jsou znadmy vice nez pul stoleti a dosud
nejsou znamy lepsi. Jisty pokrok smeérem ke zlepseni horniho odhadu predstavoval
vysledek A. Soifera. V préaci [21] nalezl obarveni euklidovské roviny sedmi barvami
E2 =C,UCyU...UCy, piicemz v z4dné z barev C; az Cg neexistuje dvojice bodtl v dané
vzdalenosti a ve zbyvajici sedmé barvé neexistuje dvojice bodi v pétinové vzdalenosti.
Dalsi podobné obarveni euklidovské roviny “téméi” zlepsujici horni odhad pak ukazeme
v kapitole 4.

Pro tuplnost jesté dodame, ze nejlepsi znamé odhady pro 3-rozmérny euklidovsky
prostor jsou (viz [16], [17])

6 < x (E*) < 15, (2.2)

a v obecném pripadé n-rozmérného euklidovského prostoru plati (viz [9], [3])

(6/54+0(1))" < x(E") < (3+0(1))". (2.3)

2.4 Ramseyovské véty v euklidovském prostoru

Na zavér pripomeneme nékolik velmi dilezitych vét, které nam dodavaji optimismus pri
hledéani dalsich odhadi. Ujistuji nés totiz o jejich existenci. Nejprve ale budeme potfebovat
jednu definici:
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Obrazek 2.4: periodické obarveni roviny sedmi barvami dokazuje horni odhad x (E?)

Definice 2.4.1. Necht je ddna konfigurace X bodi v euklidovském prostoru néjaké di-
menze. Rekneme o ni, Ze je ramseyovska, jestlize pro kaZdiy pocet barev r existuje dimenze
N takovd, Ze pro kazdé obarveni N -rozmérného euklidovského prostoru EN r barvami exis-
tuje barva i obsahujici kongruentni kopit X .

Pro demonstraci dobte poslouzi nasledujici priklad:

Priklad 2.4.2. Dvojice bodi v libovolné pevné dan€ vzddlenosti je ramseyouvskad konfigurace
bodi, nebot pro kaZdy pocet barev r lze wvdZovat r-dimenziondlni simplex s prislusnou
délkou hrany, ktery ndm existenci jednobarevné dvojice bodiu zaruci.

Nyni si vyslovime vétu, kterd nam umozni rozsifit nase poznani i na konfigurace, pro
které zatim nezname zadné horni odhady, na zakladé kterych by se dalo usoudit, Ze jsou
ramseyovskeé:

Véta 2.4.3 (Erdos, Graham, Montgomery, Rothschild, Spencer, Straus [5]). Jsou-li kon-
figurace X, Y bodu v euklidovskych prostorech néjakych dimenzi ramseyovskée, pak i jejich
kartezsky soucin X XY je ramseyovskd konfigurace bodi.

Na zakladé této véty a Prikladu 2.4.2 mizeme snadno odvodit nasledujici disledek:

Dusledek 2.4.4. KazZda hyperkrychle je ramseyovskd.
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Dalsi uztecné tvrzeni nam tika, ze pti hledani jednobarevné hyperkrychle nemusime chodit
prilis daleko — misto v celém euklidovském prostoru stac¢i hledat na n-dimenzionalni sféfe.
K vysloveni této véty budeme ale nejprve potiebovat nasledujici definici:

Definice 2.4.5. Necht je ddna konfigurace X bodi v euklidovském prostoru néjaké di-
menze. Rekneme o ni, Ze je sféricky ramseyovska, jestlize pro kaZdy pocet barev r existuje
dimenze N = N (X,r) a polomeér p = p(X,r) takové, Ze pro kaZdé obarveni N-rozmérné
sféry o polomeéru p r barvami existuje barva i obsahujict kongruentni kopit X .

A nyni uz slibovana véta:
Véta 2.4.6 (Graham [10]). KaZdd hyperkrychle je sféricky ramseyovskd.

Vyvstava pouze otazka, na jak velké sféfe nasi jednobarevnou hyperkrychli hledat. Na to
nam odpovida nasledujici vysledek a vyznamné tak zesiluje vétu 2.4.6:

Véta 2.4.7 (Frankl, Rodl [8]). Necht je ddana n-dimenziondlni hyperkrychle X o poloméru
1 (jinymi slovy ji lze vepsat do n-dimenziondlni sféry o poloméru 1), libovolné redlné ¢islo
e > 0 a libovolny pocet barev r. Pak existuje dimenze N = N (X, r,€) takovd, Ze pro kaZdé
obarveni N-rozmérné sféry o polomeéru 1 + € pomoci r barev existuje barva obsahujici
kongruentni kopii X .

Sluselo by se poznamenat, ze pfedchazejici véta a véta 2.4.6 plati i v silnéjsi podobé, kdy
misto hyperkrychle uvazujeme mnozinu vrcholti hyperkvadru, neboli n-dimenzionalniho
pravouhlého télesa, které vsak na rozdil od hyperkrychle nemusi mit vSechny hrany stejné
délky. Stejné tak jsme mohli v obecnéjsi podobé vyslovit Disledek 2.4.4, my se vSak
spokojime s témito variantami tvrzeni, nebot nasim hlavnim objektem zajmu budou praveé
hyperkrychle.

Pro dalsi vysledky z oblasti eklidovské Ramseyho teorie lze ¢tenaie odkazat zejména na
vycCerpavajici prehled v praci [11].



Kapitola 3

Asymetrické ramseyovské véty

Asymetrické ramseyovské véty se dostavaji ke slovu tehdy, kdyz nevyzadujeme v kazdé
barvé stejnou strukturu. Je znama celd tfada vét, které hovoii o konfiguracich rtzné
velikosti v kazdé barvé, popiipadé i o konfiguracich tplné rizného druhu. Asymetrické
ramseyovské véty rozsifuji a svym zpiusobem zobecnuji poznatky ziskané studiem symet-
rickych pripadt a davaji celé problematice dalsi rozmér.

Vzhledem ke komplikovanosti zapisu tvrzeni a zejména dikazii pro obecnou velikost
hledanych konfiguraci bodt v euklidovském prostoru budeme véty nékdy vyslovovat
a dokazovat jen pro jednotkovou velikost téchto konfiguraci (tzn. misto pro obecny
¢tverec jen pro Ctverec o strané jedna a podobné). Plati-li totiz né&jaké tvrzeni v tako-
véto zjednodusené podobé, trivialné z néj vyplyva i platnost jeho obecnéjsi varianty,
nebot muzeme kazdé obarveni v diikazu upravit pro prislusné métitko, pokud je toho t¥eba.

Kde to prospéje lepsi citelnosti a snazsi pochopitelnosti textu, budeme barvy ozna-
¢ovat jmény misto abychom je ¢islovali. Obarveni bodt euklidovského prostoru modrou
a Cervenou barvou da jisté ctenari lepsi predstavu, zejména jde-li o komplikovanéjsi
konstrukeci.

3.1 Znamé vysledky

//////

které lze najit v dnes jiz zakladnich pracich [5], [6], [7]:

Véta 3.1.1. Necht je ddno libovolné obarveni euklidovské roviny E? dvéma barvami E? =
C1UCy. Pak pro kazdou z nasledujicich dvojic konfiguract bodi X1, Xo plati, Ze bud existugje
v C1 kongruentni kopie X1, nebo v Cs existuje kongruentni kopie Xs:

1. X, C E? je libovolnd dvoubodovd konfigurace bodii a Xy C E? je libovolnd tribodovd
kofigurace bodi,

2. X; C E? je dvojice bodii ve vzddlenosti 1 a Xy C E? je ctverice bodi leZicich na
primce, pricemz vzddlenost mezi dvéma sousednimi body je vZdy 1.

14
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Posledni ¢ast tvrzeni lze ovSsem podstatné zesilit, jak ukazuje nasledujici vysledek:

Vé&ta 3.1.2 (Juhasz [13]). Necht je ddno libovolné obarveni euklidovské roviny E? dvéma
barvami E? = C; U Cy. Ddle necht X, C E? je dvojice bodii ve vzddlenosti 1 a Xy C E?
je libovolnd ctyrbodovd kofigurace bodi. Pak plati, Ze bud existuje v Cy kongruentni kopie
X1, nebo v Cy existuje kongruentni kopie Xs.

Dalsi véta se tyka barveni 3-dimenzionalniho euklidovského prostoru:

Tvrzeni 3.1.3 (Erdss, Graham, Montgomery, Rothschild, Spencer, Straus [6]). Necht
je ddno libovolné obarveni 3-rozmérného euklidovského prostoru E3 dvéma barvami
v : E* — {modrd, éervend}. Pak existuje bud rovnoramenny pravouhly trojihlenik modré
barvy, nebo ctyrbodova mnozina tvorict vrcholy ctverce v cervené barve.

A na zavér naseho kratkého prehledu si pripomeneme i jeden negativni vysledek:

Véta 3.1.4 (Csizmadia, Téth [4]). Erzistuje X C E? konfigurace osmi bodi v euklidovské
roviné a obarveni euklidovské roviny E? dvéma barvami E? = C, U Cy takové, Ze mnoZina
C1 neobsahuje Zadnou dvojici bodu vzddlengch od sebe presné o 1 a mnoZina Cy neobsahuje
Zadnou kongruentni kopii konfigurace X.

3.2 Horni odhad pro hyperkrychle

Ustiednim tématem této prace a hlavnim objektem naseho zkoumdni jsou hyperkrychle
a jejich ramseyovské vlastnosti. Jiz z kapitoly 2 vime, Ze pro kazdy pocet dimenzi
n a kazdy pocet barev r existuje pocet dimenzi N takovy, Ze v libovolném obarveni
N-dimenzionalniho euklidovského prostoru r barvami EN = C; U C, U ... U C, existuje
n-dimenzionalni hyperkrychle takova, ze vsechny jeji vrcholy jsou obarveny stejnou barvou.
Obdobné tvrzeni plati jak vime dokonce i pro barveni /N-dimenzionalni sféry o vhodném
poloméru. Nas budou nejvice zajimat asymetrické pripady a za¢neme tim nejjednodussim
— dvoubarevnym. Nejprve budeme potiebovat nasledujici definici:

Definice 3.2.1. Bud N (k,l) nejmensi moznd dimenze n euklidovského prostoru takovd, Ze
pro libovolné obarveni v : E™ — {modrd, ¢ervend} jeho bodi existuje bud k-rozmeérnd jed-
notkova hyperkrychle, jejiz vsechny vrcholy jsou obarveny modre, nebo l-rozmérnd jednot-
kova hyperkrychle, jejiz vsechny vrcholy jsou obarveny cervené. Takovymto cislam N (k,1)
budeme Tikat ramseyovska Cisla pro prislusné hyperkrychle.

Nyni uz miizeme ukéazat horni odhad ramseyovského ¢isla pro specialni ttidu pripadi, kdy
jedna z hyperkrychli mé dimenzi pouze 1:

Véta 3.2.2. N (k,1) <214 k.
Diikaz. Budeme postupovat indukei podle k.

1. N(1,1) = 2, nebot jednorozmérny euklidovsky prostor lze snadno obarvit tak, aby
zadné dva body ve vzdalenosti 1 nemély stejnou barvu, a naopak v euklidovské
roviné obarvené dvéma barvami maji alespon dva ze tii bodi tvoricich rovnostranny
trojihelnik o strané délky 1 stejnou barvu.
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2. Predpokladejme, ze pii kazdém obarveni (2’“’2 + k- 1)—dimenzionélniho euklidov-
ského prostoru modrou a ¢ervenou barvou lze nalézt (k — 1)-rozmérnou jednotkovou
hyperkrychli, jejiz vSechny vrcholy jsou obarveny modie, nebo 1-rozmérné jednot-
kova hyperkrychle (neboli tsecku délky 1), jejiz oba vrcholy jsou obarveny ¢ervené.
Méjme body (2’“’1 + k)—dimenzionélniho euklidovského prostoru obarveny modrou
a ¢ervenou. Pak podle indukéniho predpokladu existuje bud modra (k — 1)-rozmérné
jednotkova hyperkrychle, nebo dva cervené body v jednotkové vzdalenosti. Ve
druhém ptipadé bychom byli hotovi, rozebereme tedy prvni:

Obrazek 3.1: konstrukce simplexii v dikazu véty 3.2.2

Tato modra hyperkrychle lezi v néjakém (k — 1)-rozmérném podprostoru naseho
obarveného (2’“’1 + k:)—dimenzionélniho euklidovského prostoru, existuje zde tedy
(2¥7! 4 1)-dimenzionalni prostor na néj kolmy. V tomto podprostoru uvazujme
stéry tvorené body v jednotkové vzdélenosti od vrcholti nasi modré hyperkrychle.
Na kazdé z téchto sfér si zvolim 2¢~! + 1 bodh tvoficich simplex o hrané délky
1 (tedy pro kazdy vrchol modré hyperkrychle jeden simplex), coz mohu, nebot
takovy simplex lze vepsat do 2¢ !-dimenziondlni sféry o poloméru mensim nez
1 a takovou moje (2’“*1 + 1)—dimenzionélni sféra obsahuje. Simplexy navic zvolim
tak, aby byly vsechny “souhlasné orientované”, tedy aby spojnice odpovidajicich si
vrcholti simplext s k nim pfislusnymi vrcholy modré hyperkrychle byly rovnobézné.
Popsanou konstrukci simplexi ndm nejlépe znazornuje obrazek 3.1. Nyni mohou
nastat dvé moznosti: bud néktery ze simplexti obsahuje dva ¢ervené vrcholy — potom
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jsem ovsem nalezl 1-rozmérnou jednotkovou hyperkrychli s vrcholy obarvenymi na
¢erveno, nebo obsahuje kazdy simplex nejvyse jeden Cerveny vrchol.

Simplexti je ale tolik co vrcholtt (k — 1)-dimenziondlni hyperkrychle, tedy 2+~
a kazdy m4 21 + 1 vrcholti. Existuje tedy vrchol takovy, ze on sadm i viechny jemu
odpovidajici vrcholy v ostatnich simplexech jsou obarveny modie. Vsechny jsou ale
v jednotkové vzdalenosti od jim odpovidajicich vrcholtt modré (k — 1)-dimenzionalni
hyperkrychle a jejich spojnice s témito vrcholy jsou kolmé na podprostor dany sta-
vajici hyperkrychli a jsou vzajemné rovnobézné, dohromady tedy tvori k-rozmérnou
jednotkovou hyperkrychli se vSemi vrcholy jsou obarvenymi modrou barvou.

O



Kapitola 4

Barveni vice barvami

4.1 Definice

Jak jsme se jiz v ivodu zminovali, lze zkoumat také ramseyovské vlastnosti obarveni vice
nez dvéma barvami. Dosud jsme se vsak zabyvali jen ramseyovskymi vétami v euklidovském
prostoru obarveném dvéma barvami. Nyni si dokdZzeme i néktera tvrzeni pro vice barevna
obarveni, nejprve vSak budeme potiebovat zobecnit definici definici ramseyovského cisla
pro hyperkrychle:

Definice 4.1.1. Bud N(ky, ks, ...k,) nejmensi moznd dimenze n euklidovského prostoru
takovd, Ze pro libovolné obarveni v : E™ — {1,2,...r} jeho bodu ezistuje i € {1,2,...7}
takové, Ze v i-té barve exwistuje jednotkovd hyperkrychle dimenze k;. Takovymto cislum
N(ky, ks, ... k) budeme Tikat zobecnéné ramseyovska Cisla pro prislusné hyperkrychle.

4.2 Horni odhad

Nyni miizeme vétu 3.2.2 formulovat trochu obecnéji a dostavame horni odhad pro specialni
pripad zobecnéného ramseyovského c¢isla:

Véta 4.2.1. N(k,1,1,...1) <[- 281 4+ k.
l

Diikaz. Dukaz bude velmi podobny dvoubarevnému pripadu, opét budeme postupovat in-
dukci podle k.

1. N(1,1,...1) <1+ 1, nebot v (I + 1)-dimenzionalnim jednotkovém simplexu obarve-
I+1
+

ném [ + 1 barvami podle Dirichletova principu vzdy existuji dva body stejné barvy
ve vzdalenosti 1.

2. Predpokladejme, ze pii kazdém obarveni (l k2 | — 1)—dimenzionélniho eukli-
dovského prostoru [ barvami lze nalézt (k — 1)-rozmérnou jednotkovou hyperkrychli,
jejiz vSechny vrcholy jsou obarveny prvni barvou, nebo potom 1-rozmérnou jed-
notkovou hyperkrychli (neboli tsecku délky 1) v nékteré z dalsich barev. Mé&jme

18
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body (l okl 4 k)—dimenzionélniho euklidovského prostoru obarveny [ barvami.
Pak podle indukéniho predpokladu existuje bud (k — 1)-rozmérna jednotkova
hyperkrychle v prvni barvé, nebo dva body v jednotkové vzdalenosti obarvené
nékterou ze zbyvajicich barev. Ve druhém pripadé bychom byli hotovi, rozebereme
tedy prvni:

Tato jednobarevna hyperkrychle lezi v néjakém (k — 1)-rozmérném podpro-
storu naseho obarvného (l Lokl k)-dimenzionélniho euklidovského prostoru,
existuje zde tedy (l~2k'_1+1)-dimenzionélni prostor na néj kolmy. V tomto
podprostoru uvazujme sféry tvorené body v jednotkové vzdalenosti od vrchold nasi
jednobarevné hyperkrychle. Na kazdé z téchto sfér si zvolim [-2¥~1 41 bodi tvoticich
simplex o hrané délky 1 (tedy pro kazdy vrchol jednobarevné hyperkrychle jeden
simplex), coz mohu, nebot takovy simplex lze vepsat do (l . Qk_l)-dimenzionélni
sféry o poloméru mensim nez 1 a takovou moje (l Skl g 1)-dimenzionélni sféra
obsahuje. Simplexy navic zvolim tak, aby byly vSechny “souhlasné orientované”,
tedy aby spojnice odpovidajicich si vrcholi simplexti s k nim pfislusSnymi vr-
choly modré hyperkrychle byly rovnobézné. Pro lepsi ilustraci opét viz obrazek
3.1 na strané 16. Nyni mohou nastat dvé moZnosti: bud néktery ze simplext
obsahuje dva vrcholy obarvené oba nékterou z barev 2 az [ + 1 — potom jsem
ovSem nalezl 1-rozmérnou jednotkovou hyperkrychli s vrcholy obarvenymi touto
barvou, nebo obsahuje kazdy simplex nejvyse jeden vrchol od kazdé z barev 2 az [+1.

Simplexti je ale tolik co vrcholtt (k — 1)-dimenziondlni hyperkrychle, tedy 21!
a kazdy ma -2~ +1 vrcholfi. Existuje tedy vrchol takovy, Ze on sam i vSechny jemu
odpovidajici vrcholy v ostatnich simplexech jsou obarveny prvni barvou. Vsechny
jsou ale v jednotkové vzdalenosti od jim odpovidajicich vrcholi jednobarevné
(k — 1)-dimenzionélni hyperkrychle zaruc¢eni indukénim predpokladem a jejich spoj-
nice s témito vrcholy jsou kolmé na podprostor dany stavajici hyperkrychli a jsou
vzajemné rovnobézné, dohromady tedy tvori k-rozmérnou jednotkovou hyperkrychli
se vSemi vrcholy obarvenymi prvni barvou.

O

4.3 Dolni odhady

Dalsim zajimavym problémem pii barveni vice barvami je potom otazka chromatického
¢isla n-dimenzionalniho euklidovského prostoru y (E"), kterou jsme otevieli uz v kapitole
2. Na tomto misté predstavime nékolik vysledki, které souviseji jak s timto tématem, tak
i s ramseyovskymi ¢isly pro hyperkrychle:

Véta 4.3.1. N (2,1,1,1,1,1) > 3.

Diikaz. Existuje rozdéleni euklidovské roviny na Sest ¢asti E2 = C;UC, UC5UC,UCsUCs
tak, ze mnozina ' neobsahuje ¢tyfi body tvorici ¢tverec o délce strany 1 a mnoziny C5 az
Ce zadna neobsahuji dvojici bodi ve vzdalenosti 1. Zkonstruujeme ho nasledovné: nejprve
euklidovskou rovinu rozdélime na rovnobézné pruhy o Sifce 1 a kazdy druhy obarvime
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prvni barvou. Zbylé pruhy potom rozdélime na Sachovnici obdélniki o stranach 0,5 a ?

Obdélniky obarvime barvami 2 az 5 tak, ze v kazdé sousedni ¢tverici se budou vyskytovat
vSechny 4 barvy, a to navic na preskacku: jestlize byla néktera barva jednou “nahofe”,
bude se pristé vyskytovat “ob jeden sloupecek dole”. V poloviné §itky pruhu nam tak
vznikne pas bodt, kde se setkavaji vSechny barvy. Nyni sestrojime kruhy o poloméru
1 se stfedy v kazdém druhém z téchto bodia a priniky téchto kruhtt budou obarvime
posledni zbylou barvou. Tak jsme zmensili obdélniky natolik, aby nemohla vzniknout
dvojice bodi stejné barvy, z nichz kazdy je v jiném obdélniku. Obdélniky samy pritom
maji thlopticku délky 1, staci tedy vhodné obarvit hranice vsech oblasti a mame hledané
obarveni. Formalné lze tuto konstrukci zapsat takto:

Cy ={[z,y] :y € (2k,2k+ 1),k € Z},

Gf:{@wh x €<%¢&%N§+2J¢“yﬂ)+4@20+3

2
204+ 1,20 + ) ZEZ}U

,(2k+1)V3 +

kelZ, y

{[x,y]: r €

2\/3—\/ y—20)°+4(y—20)+3
2

(2

keZ, y {20+ 21+2) ZGZ},

03:{[1',@}]: T € 2 )
20 + 2l+2)l€Z}U

k41 )\f+2f_\/ —22l +4(y—20)+3

k+1
2v/3 — y — 21)? —20)+3
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{[x,y]: = ((2k+1)\/§+\/—(y—21)2+(y—21)+§,(2k+2)\/§>,

ke Z,

<
m

{[x,y]: = (2k+1)\/§+\/—(y—21)2+(y—21)+%,(2k+2)\/§>,
keZ, y e<%+L%+§>JeZ},

C6ZE2_(C]_UCQUC3UC4UC5).

Nazornou predstavu o sestrojeném obarveni lze ziskat z obrazku 4.1. O

Obrazek 4.1: obarveni z diikazu véty 4.3.1

Tato véta nejen ukazuje dolni odhad pro konkrétni zobecnéné ramseyovské cislo pro dané
dimenze hyperkrychli, ale snazi se také nastinit cestu ke zlepseni horniho odhadu pro chro-
matické ¢islo euklidovské roviny y (E?). Podobné motivované je i néasledujici tvrzeni, které
opét predstavuje dolni odhad zobecnéného ramseyovského cisla prislusnych hyperkrychli,
ale miri také smérem ke zlepseni horniho odhadu pro chromatické ¢islo 3-dimenzionalniho
euklidovského prostoru y (E?). Ditkaz pfitom kombinuje techniky pouzité pii ditkazu hor-
niho odhadu chromatického ¢isla euklidovské roviny x (E?) a pii diikazu predchozi véty,
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ktera je dolnim odhadem jiného, “mensiho” zobecnéného ¢isla. Naznacuje tak cestu, kterou
se vydat pro odhady dalsich zobecnénych ramseyovskych cisel.

Véta 4.3.2. N (2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1) > 4.

Diikaz. Dtikaz této véty bude opét konstruktivni — sestrojime obarveni 3-dimenzionalniho
euklidovského prostoru dvanacti barvami tak, ze zadné z barev 1 az 5 neobsahuje vrcholy
¢tverce o strané délky 1, a zddnd z barev 6 az 12 neobsahuje dvojici bodi ve vzdalenosti
1. Obdobné jako v pfedchozim piipadé rozdélime prostor na pasy oddélené rovnobéznymi
rovinami, tentokrat budou mit $ifku st¥idavé 1/6/7 (tém budeme z dobrého divodu
fikat sedmibarevné) a /109/112 (ty budeme pro zménu nazyvat pétibarevné). Pro snazsi
orientaci v dalsim pribéhu dikazu si jeden ze sméru rovnobéznych s témito rovinami
oznacCime jako vodorovny a dalsi smér rovnobézny s témito rovinami, ale kolmy na nas
vodorovny smér pak bude swvisly.

Rovnobéiné péasy o Sifce 1/6/7 pak rozdélime na kolmé Sestiboké hranoly o pri-
meéru podstavy \/1/77 (podstavy budou pfitom lezet v rovinach oddélujicich jednotlivé
pasy od sebe) a periodicky je obarvime barvami 6 az 12 jako v dikazu horniho odhadu
chromatického ¢isla euklidovské roviny x (E?) (viz téZ obrazek 2.4 na strané 12). Vzdalenost
sousednich oblasti se stejnou barvou v fezu rovinou rovnobéznou s pasy je potom pfesné 1,
je tedy tfeba vhodné obarvit plasté hranoll, coz vsak lze opét snadno provést periodicky
— zvolime néjaké tii sousedni stény jenoho hranolu, obarvime je stejnou barvou, jakou
ma on sam, a zrovna tak odpovidajici stény u ostatnich hranold obarvime barvou téch
prislusnych hranolt. Rozdéléni na Sestiboké hranoly a jejich barveni je vsak treba provést
v sousednich sedmibarevnych pasech posunuté: smér Sestitthelnikové sité dané podstavami
zustane zachovan, ale stfed Sestiboké podstavy hranolu barvy i (i € {6,7,8,9,10,11,12})
se bude nachazet na primce, kterou spolu v sousednim sedmibarevném péasu sousedi
hranoly tii barev, jez spolu na obvodu hranolu barvy ¢ nesousedi. Situaci nejlépe ptiblizi
obrazek 4.2.

Diky tomuto posunuti a vhodné Sifce pétibarevného pasu tak bude vzdalenost nejblizsich
oblasti se stejnou barvou v sousednich pasech opét presné 1. Stejné tak ma délku 1 i nejdelsi
télesova thlopticka hranolt. Stiidavym obarvenim rovin oddélujicich pasy barvami 1 az
5 a 6 az 12 podle obarveni v pfislusném pasu (neboli pfifazeni hrani¢nich rovin stfidavé
pétibarevnym a sedmibarevnym péstim) lze vSak snadno zaruéit, ze nevznikne zadna
jednobarevna dvojice bodi v jednotkové vzdalenosti.

Pétibarevné pasy potom obarvime nasledovné: rozdélime je na nekonecné pravouhlé
¢tyrboké hranoly ubihajici svislym smérem. V fezu daném vodorovnym smérem a smeé-
rem kolmym na rovinu past budou obdélniky odpovidajici barvam 1 az 4 budou mit
vodorovnou délku 4/339/448 a druhy rozmér rovny poloviné Sitky pétibarevného pésu.
Usporadany do budou c¢tvetic oddélenych obdélnikem barvy 5, jez bude zabirat celou
sitku pétibarevného péasu a ve vodorovném sméru bude méfit /3/112; a toto usporadani
se bude periodicky opakovat. Jedna se tedy o velmi podobné rozdéleni na oblasti, jaké se
vyskytovalo uz v ditkazu véty 4.3.1. Celé usporadani je zachyceno na obrazku 4.3.
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Obrazek 4.2: vzajemné posunuti podstav Sestibokych hranoli

Uhlopficka kazdého z obdélnikit v tomto fezu je tedy presné 1 a hrozilo by, Ze
v prislusném nekonec¢ném hranolu budou vsechny 4 vrcholy ¢tverce o jednotkové délce
strany. Obarvenim rovin odd€lujicich pasy popsanym vyse spolu s vhodnym obarvenim
téch ploch dotyku hranold, které jsou rovnobézné s rovinami oddélujicimi jednotlivé pasy
(podle obréazku jsou to v nasem pfipadé plochy mezi hranoly barvy svétle Sedé a tmavé Sedé
a déle stfedné sedé a Srafované) tomu ale lze snadno zabranit. Vhodné obarveni vytvoiime
napiiklad, pridame-li kazdou z téchto ploch k hranolu, ktery nedostal na druhé strané
¢ast z roviny oddélujici od sebe jednotlivé pasy. Neni totiz tézké si vSimnout, ze zalezi
pouze na obarveni svislych pfimek prochazejicich vrcholy obdélniklt v nasem fezu, a tém
takto realizované obarveni pritadi barvy aniz by jednobarevny jednotkovy ¢tverec vzniknul.

Obarveni v sousednich pétibarevnych pasech pak bude vici sobé posunuto ve vodo-
rovném smeéru, a to o polovinu periody, se kterou se v tomto sméru opakuje. Diky Sifce
sedmibarevného pasu tak zabranime tomu, aby vznikl ¢tverec o jednotkové délce strany,
ktery by mél vrcholy v oblastech téze barvy v sousednich pasech. K dokonceni dikazu si
tak uz pouze stac¢i povSimnout, zZe i sousedni oblasti stejnych barev v ramci jednoho pasu
jsou od sebe vzdaleny o vice nez 1 a tedy nehrozi vznik ¢tverce s délkou strany 1, jehoz
vrcholy by se nachazely ve sousednich oblastech téze barvy uvnitf jednoho pétibarevného
pasu. Formalni zapis mnozin obarvenych jednotlivymi barvami pro jeho znacnou slozitost
a malou prehlednost s laskavym dovolenim c¢tenafre vynechame. O

Na tomto misté se hodi poznamenat, zZe takovéto obarveni skyta v nékterych mistech
jesté dost volnosti, napiiklad sitka onéch sedmibarevnych pasi, v nichz se nesmi objevit
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Obrazek 4.3: periodické obarveni pétibarevnych pasi

dva body stejné barvy vzdalené od sebe pfesné o 1, je vétsi nez je nezbytné nutné pro
“bezpecné” oddeéleni sousednich pétibarevnych past. Také v barvach 1 az 4 jsou od sebe
v ramci jednoho pasu sousedni oblasti vzdaleny o néco malo vice nez je nezbytné nutné
a ani nejsou umistény stiidavé na obou stranach pasu. Barva 5 ma potom jesté vice mista.
Neni tedy vylouceno, Ze existuje obarveni na podobném principu, které vystac¢i s mensim
poc¢tem barev, nebo bude v nékteré barvé spliiovat jesté silnéjsi podminky (zde mame
zejména na mysli piipad, kdy v nékteré z prvnich péti barev nebude k nalezeni ani dvojice
bodt ve vzdalenosti pfesné 1).

4.4 Zobecnéni chromatického ¢isla

Pti vyslovovani predchozich vét jsme casto upozornovali na blizkou souvislost se znamym
problémem chromatického cisla euklidovského prostoru. Neresili jsme vSak presné stejnou
otazku, ale jakasi zobecnéni, dand predevsim nasSim primarnim zajmem o hyperkrychle.
Neni ale na Sskodu se u moznosti zobecnéni chromatického ¢isla euklidovského prostoru
chvili zastavit a zajimat se o jeho pripadné vlastnosti.

Logicky hned prvni na radé je hledat v uvazovaném obarveni euklidovského pro-
storu misto jednobarevné usecky napiiklad jednobarevny c¢tverec. Nemusime se ovSem
omezovat jen na ¢tverce, miizeme definovat takové zobecnéni pro hyperkrychli libovolné
dimenze:

Definice 4.4.1. Bud k-té chromatické ¢islo n-rozmeérného euklidovského prostoru nejmensi
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pocet barev takovy, Ze lze s jejich pomoci obarvit n-rozmeérny euklidovsky prostor tak, aby
neobsahoval jednobarevnou k-dimenzionalni hyperkrychli o jednotkové délce hrany. Budeme
ho znacit x (E").

Prvni chromatické ¢islo se shoduje s jiz diive definovanym chromatickym ¢islem euklidov-
ského prostoru, proto se budeme zabyvat druhym chromatickym ¢islem. Obarveni euklidov-
ské roviny sedmi barvami z dikazu horniho odhadu chromatického ¢isla euklidovské roviny
X (E?), zobecnéné pii barveni sedmibarevnych past v diikazu véty 4.3.2, nds pfirozend
inspiruje k myslence obarvit podobné cely 3-rozmérny euklidovsky prostor. Rozdélenim
E? na nekone¢né Sestiboké hranoly o priiméru 0,9 a jejich periodickym obarvenim sedmi
barvami podobné jako na obrazku 2.4 na strané 12 opravdu zadny jednobarevny ctverec
o jednotkové délce strany nevznikne, mtizeme proto formulovat néasledujici pozorovani:

Pozorovani 4.4.2. y; (E3) < 7.

Obecné ovsem situace neni tak jednoducha a prosté “protazeni” néjakého zobrazeni do no-
vého rozméru nemusi stacit. Ctverec lze totiZ snadno natocit a potom budou priiméty jeho
vrcholt do roviny, z niz vychazelo ptivodni obarveni, od sebe vzdaleny o jinou nez jednot-
kovou vzdalenost. Dané obarveni nam uz o nich tedy nemusi poskytnout zadnou informaci.

Ve zobecnovani chromatického ¢isla euklidovského prostoru ovSem mtzeme pokraco-
vat. Zvétsenim poctu bodi, které v néjakém obarveni hledame, se nam znacné rozsitily
moznosti. Na rozdil od ptvodniho chromatického ¢isla euklidovského prostoru ma totiz
nyni smysl hovorit o existenci hledané mmnoziny vrcholii ve sjednoceni nékolika barev.
Mizeme naptiklad pozadovat, aby v daném obarveni neexistovala nejen jednobarevna, ale
ani nejvyse r-barevna hyperkrychle. Dostaneme tak nasledujici definici:

Definice 4.4.3. Bud k-té r-barevné chromatické ¢islo n-rozmérného euklidovského pro-
storu mejmensi pocet barev takovy, Ze lze s jejich pomoci obarvit n-rozmérny euklidovsky
prostor tak, kaZdd k-dimenzionalni hyperkrychle o jednotkové délce hrany méla vrcholy
obarveny vice nez r barvami. Budeme ho znacit xj, (E).

Pro nejjednodussi pripad ukazeme nésledujici horni odhad:
Véta 4.4.4. y%(E2) < 6.

Diikaz. Jako obvykle bude dtikaz konstruktivni — popiseme si obarveni euklidovské roviny
Sesti barvami E? = C, U Cy, U C3 U Cy U Cs U Cg takové, Ze pro zadnou dvojici barev
C;, C; neexistuje X ctvefice bodl v roviné tvorici vrcholy jednotkového ctverce takova,
ze X C C; U C}. Euklidovskou rovinu tentokrat rozdélime na pravidelnou ¢tvercovou sit
o strané délky 1.

Ctverce v lichych pruzich budou obarveny periodicky se opakujicimi barvami 1, 2 a 3,
¢tverce v sudych pruzich potom analogicky barvami 4, 5 a 6 (viz obrazek 4.4). Hrani¢ni
primky mezi pruhy i tentokrat pritadime stfidavé k lichym a sudym pruhtim, takze zadny
nebude ani otevieny, ani uzavieny. Také tsecky, oddélujici jednotlivé ¢tverce v ramci
jednoho pruhu, prifadime témto ¢tvercim opét tak, aby kazdy z nich ziskal jednu. Tak
dosdhneme toho, Ze nebude mozné najit zadny ctverec o jednotkové délce strany, ktery
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Obrazek 4.4: obarveni z dikazu véty 4.4.4

by mél alespont 3 vrcholy v nékteré ze souvislych oblasti naseho obarveni. Neexistuje ani
takovy jednotkovy ctverec, ktery by mél vsechny vrcholy v jednom pasu.

Predpokladejme nyni pro spor, Ze v nasSem obarveni existuje ctverec jednotkové
délky s vrcholy obarvenymi dvéma barvami. Rozebereme né€kolik pripadii:

1. V nékterém pruhu jsou 3 vrcholy predpokladaného ctverce. Pak ale tyto 3 vrcholy ne-
mohou mit stejnou barvu, nebot nemohou byt vSechny ve stejném ¢tverci, a sousedni
¢tverce stejné barvy maji mezi sebou mezeru sitky nejméné jedna. Jedind moznost
by byla umistit tyto vrcholy do vrchold ¢tverci danych obarvenim, coz ale pravé
kviili obarveni hrani¢nich primek mezi pruhy neni mozné. Tyto tii vrcholy jsou tedy
obarveny dvéma barvami, prislusny c¢tvrty vrchol pak ale bude mit barvu riiznou
predchozich dvou, nebot se nachézi v jiném pésu.

2. V kazdém z pasi jsou nejvyse 2 vrcholy. Pak ale oba tyto vrcholy musi mit stejnou
barvu a i zbylé dva vrcholy musi byt obarveny shodné. Rozlisime dvé mozné situace:

(a) Vrcholy lezi ve dvou sousednich pruzich, tedy v kazdém z nich dva. Ziejmé
pak musi lezet kazda z téchto dvojic v jednom ¢étverci, nebot jinak by nemohly
byt obarveny stejnou barvou. Z obrazku 4.5 je patrné, jak by musela situace
vypadat. Jakymkoliv pootoc¢enim nebo posunutim ¢tverce ziejmé dojde k tomu,
ze néktery z vrcholi pfrejde do jiného ¢tverce nebo dokonce do jiného pasu.
(Staci si rozmyslet, Ze u jinak natoceného ¢tverce je bud “levy” vrchol vyse
nez “pravy”, nebo je “horni” vrchol vice nalevo nez “dolni”.) Diky obarveni
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hrani¢nich primek vSak ani ¢tverec na obrazku 4.5 nem4 vrcholy obarveny pouze
dvéma barvami.

Obrazek 4.5: mezni poloha hledaného dvoubarevného ¢tverce

(b) Vrcholy lezi ve t¥ech sousednich pruzich, tedy v prostfednim z nich dva a v kaz-
dém z krajnich po jednom. Vzajemna vzdalenost vrchol v prostiednim pruhu
pak ale musi byt v/2 (v opa¢ném piipadé by musela byt vzdalenost zbylych dvou
vrcholti 1 a nemohly by tedy lezet ob jeden pés) a proto nemohou byt obarveny
oba stejnou barvou.

Ve vsech ptipadech jsme tedy dospéli ke sporu, ¢imz je diikaz hotov. Pro tplnost uvadime
jesté formalni zapis mnozin obarvenych jednotlivymi barvami:

Ci = {lr,y]:x€e Bk, 3k+ 1), ke Z,ye 21,21+ 1),l € Z}

Cy = {lx,y:2€Bk+1,3k+2) ke Z,ye (2,20+1),l € Z}
Cs = {lz,y:2€Bk+2,3k+3),keZ,ye (2,20+1),l€Z}
Cy = {[lz,y]:x€e Bk, 3k+ 1), ke€Z,ye (2l+1,2l+2),l € Z}

Cs = {[lr,y] :2€ Bk +1,3k+2),keZ,ye (20+1,214+2),l € Z}
Cs {lw,y] :x € Bk +2,3k+3) ke Z,ye (2l+1,214+2),l € Z}



Kapitola 5
Zaveér

Na tomto misté se pokusime néjak shrnout dosazené vysledky a nastinit, kudy se podle
naseho nézoru dale v badani vydat. Nalezené asymetrické odhady pro hyperkrychle patrné
nejsou prilis tésné, takze jednou z moznosti je jisté jejich vylepsovani, a to zejména
u hornich odhadt. Jejich exponencialni velikost dava tusit, ze je zde jesté dost prostoru
pro dalsi zlepseni. Také zatim neni znama konstrukce pro obecny piipad.

V pripadé dolnich odhadid je prostor pro jejich vylepSovani nejspis daleko mensi,
i kdyz ani zde neumime odhadnout, jak by mély nejlepsi mozné odhady vypadat.
Existuje vsak dlouh& tada zajimavych, presto dosud nezkoumanych pripadl, které
zatim cekajl na své vyreseni. Za vsSechny jmenujme alespon obarveni obarveni, které by
v 3-dimenzionalnim euklidovském prostoru vyluc¢ovalo v jedné barve existenci 3-rozmérné
krychle, a prirozenym zptsobem tak zobeciniovalo vysledek formulovany ve vété 4.3.1.

Tak trochu ve stinu hyperkrychli, jez byly nasim hlavnim zijmem, se v této praci
nachéazela chromaticka cisla. Presto si jisté také zaslouzi pozornost a jejich zobecnéni,
nastinéné v sekci 4.4, by rozhodné stalo za blizsi prozkoumani. Cela tato oblast pravdeé-
podobné skyta moznost jesté fady dalsich vysledkt, které by patrné mohly slouzit jako
nameét pro samostatnou praci. Nejzajimavéjsi z nich je nejspis otazka vzajemného vztahu
zobecnénych chromatickych ¢isel x (E") a g1 (E™™1). Prvni éislo by mohlo byt hornim
odhadem pro druhé, dikaz vSak zatim neméame. Dalsim problémem je pak samoziejmé
nalezeni odhadu pro vicebarevna chromaticka cisla.
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