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Abstrakt

Nazov prace: Smésové modely pravdépodobnostnich distribuci

Autor: Jaroslav Sevéik

Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedici diplomovej prace: Doc. Petr Volf, CSec.

E-mail vediceho: volf@utia.cas.cz

Abstrakt: Tato praca sa zaoberd zmesovymi distribuénymi modelmi, pri¢om taZisko
préace je zamerané na odhad po¢tu komponentov tohoto modelu. Prva kapitola sa za-
oberd modelom kone¢nej zmesi, zakladnymi otédzkami s nim spojenymi a niektorymi
jeho aplikdciami. Druhé kapitola je venovand odhadu zloZitosti. Podrobne je rozo-
brané testovanie hypotézy o poéte komponentov metédou pomeru vierohodnosti, metoda
maximélnej penalizovanej vierohodnosti, met6da minimélnej penalizovanej vzdialenosti
a pozornost je venovand aj Bayesovkym metodam. V zévere kapitoly je predstavené
penalizacia vierohodnosti, ktord vedie ku konzistentnému odhadu po&tu komponentov
zmesi. V poslednej kapitole st prezentované implementécie niektorych metéd na odhad
po¢tu komponentov v prostredi R, pri¢om pozornost je venované informa&nym kritéridam
a metédam zaloZenym na minimélnej vzdialenosti. Na rozsiahlej simulacii st prezen-
tované dobré vlastnosti modifikovaného BIC kritéria v pripade vyberov z normélnych
zmesi s rozsahom maximalne 1000. Na zéver je za Géelom klasifikicie zhlukov aplikovany
model zmesi na realne dvojrozmerné data.

Kl'a&ové slova: zmesové distribuéné modely, pocet komponentov, konzistencia

Abstract

Title: Mixture models

Author: Jaroslav Sevéik

Department: Department of Probability and Mathematical Statistics

Supervisor: Doc. Petr Volf, CSc.

Supervisor’s e-mail address: volfQutia.cas.cz

Abstract: The thesis deals with mixture models, especially problem of estimation of
the number of components in mixture is discussed. First chapter concerns on finite
mixture models. Basic questions coupled with this model are examined and some appli-
cations are given. Second chapter is focused on estimation of the mixture complexity.
Detailed description of testing the number of components using the likelihood ratio test
statistic, maximum penalized likelihood estimation and penalized minimum-distance es-
timation are given. Bayesian approach is also included. An appropriate penalization for
maximum penalized likelihood estimator which leads to consistent estimation is demon-
strated at the end of the chapter. The last chapter presents some scripts written in
R computing and statistic environment as a part of the thesis and implements many
of the methods mentioned in the second chapter, especially information criterions and
minimum-distance methods. Good results of the modified BIC criterion in the case of
normal mixtures samples of maximum lengths 1000 was achieved in simulation study.
At the very end of the thesis real example of 2-dim. data is solved using mixture model.
Keywords: mixture models, number of components, consistency
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Uvod

Pozicia Statistika pri analyze dat, odhadovani, predikovani a ziskavani informécii z kom-
plexnych systémov je dnes velmi silnd vdaka existencii Sirokého spektra pravdepodob-
nostnych rozdeleni a vdaka dostupnosti rozli¢nych, &oraz silnejsich vypo&tovych metod.
Fascinujicu ilustraciu tohoto aspektu predstavuji zmesové modely pravdepodobnost-
nych distribucii.

Histéria zmesovych distribuénych modelov sa zacala pisat uz pred viac ako sto rokmi,
no do popredia SirSieho zadujmu sa dostala az koncom osemdesiatych rokov minulého
storocia, ¢o stviselo predovSetkym s prichodom poéita¢ov a expanziou vypoctove;j sily,
ktora je nutnou sacastou aplikicie tychto modelov. S velkym entuziazmom zaali byt
zmesové distribuéné modely pouZivané v praxi. Dnes je ich pole pésobnosti skuto¢ne
Siroké, modely zmesi s tspeSne aplikované v biologii, medicine, fyzike, informatike,
ekon6émii aj marketingu.

Model so zmesou hust6t zahffia modely s koneénym aj nekoneénym poétom kompo-
nentov a umoziuje, aby komponenty pochadzali z rovnakej alebo réznych rodin pravde-
podobnostnych rozdeleni. Najcastejsie sa v8ak v praxi uplatiiuji kone¢né zmesi pravde-
podobnostnych distribtcii rovnakého typu, a prave tieto tvoria tazisko mojej préce.
Krésa a flexibilita koneénych zmesi spo&iva v tom, ze vramci parametrickej rodiny posky-
tuji velmi dobri aproximéciu neparametrickych modelov pouZivanych na popis dat. V
tejto savislosti potom hovorime o semiparametrickom pristupe modelovania kompliko-
vanych distribuénych tvarov. Najvacsi potencidl modelu zmesi v8ak spociva v tom,
Ze popisuje heterogénnu Struktiru dat v kontexte zhlukovej analyzy. Model zmesi ako
metddu zhlukovej analyzy mnohi Statistici povazuju za jediny spravny Statisticky pristup
k hladaniu a klasifikacii zhlukov v datach.

Medzi zékladné otézky, s ktorymi sa v stvislosti s modelom zmesi stretdvame, patri
odhad spojitych parametrov modelu, odhad diskrétneho parametra zloZitosti modelu
(pocet jeho komponentov) a otézka konzistencie a robustnosti tychto odhadov. Neex-
istujua ale ziadne explicitné formule na néjdenie tychto odhadov, preto sa musime vzdy
uspokojit s nejakym iterativnym rieSenim. Spravidla teda na n&jdenie odhadu pouzi-
vame nejaky iterativny algoritmus, pri ktorom nés potom zaujimaja jeho vlastnosti -
kvalita vysledného rieSenia a ¢asova naro¢nost.

.
Prva kapitola tejto préice je venovana zmesovému distribu¢nému modelu. S v nej
zavedené hlavné definicie, popisané hlavné terminy a problémy, ktoré s modelom zmesi
savisia. Predstavim a popiSem zékladné met6dy odhadu parametrov pre model s pevnym
po¢tom komponentov. Pokisim sa tieZ prezentovat potencial zmesi pri modelovani dat
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a v zévere kapitoly ukédZem konkrétne pripady, v ktorych naSiel model zmesi uplatnenie.
Zaroven je tato kapitola prechodovym mostikom do dalSich &asti, pre ktoré st uvedené
poznatky zékladnym vychodiskom.

V druhej kapitole sa budem venovat modelu zmesi s nezndimym poétom komponen-
tov a predovSetkym odhadu zlozitosti takéhoto modelu, ako niekedy nazyvame pocet
komponentov zmesi. Toto je hlavna Cast, na ktort som sa v préaci zameral. Ide o
naro¢na problematiku, ktord stéle nebola uspokojivo vyrieSend. Existuje vSak velké
mnozstvo pristupov, v ktorych som sa pokisil zorientovat. MozZno ich rozdelit na dva
prady. V pripade prvého mé odhad zlozitosti modelu dobré teoretické vlastnosti, ale
neméame efektivny algoritmus na jeho najdenie. V druhom pripade mame zase efektivny
algoritmus, ale absentuji potrebné teoretické vlastnosti. Poktsim sa pontaknut prehlad
tejto problematiky a v zavere kapitoly sa budem venovat modernym vysledkom z tejto
oblasti.

V tretej kapitole sa zameram na praktické pouzitie zmesi. Budem sa zaoberat
moznostou aplikicie modelov zmesi v Statistickom prostredi R. Pokiisim sa implemento-
vat niektoré metédy pre odhad modelu zmesi a simulédciou porovndm niektoré kritéria
pre vyber poétu komponentov modelu. Na zaver aplikujem model zmesi za Géelom
odhalenia a klasifikicie zhlukov na redlnom priklade viacrozmernych dat.



Kapitola 1

Struény tvod do zmesi

Na tvod tejto prace by som chcel Citatela zoznamit s problematikou zmesovych dis-
tribu¢nych modelov, previest ho akymsi poznévacim zéjazdom po svete zmesi, aby mo-
hol potom istejSie listovat v nasledujtcich kapitolach.

1.1 Ako to vSetko zacalo?

Prvé vyznamné pouzitie zmesovych modelov sa objavilo uZ pred viac ako sto rokmi, a to
v préci slavneho Statistika a biometrika Karla Pearsona. Tento sa v roku 1894 zaoberal
tilohou o kraboch, ktortt mu predlozil jeho kolega Weldon. Weldon skiimal pomer dlzky
prednej &asti hlavy k dlzke tela krabov zo zatoky Naples na Floride. Merania boli
uskuto¢nené na vybere o rozsahu 1000 krabov a zaznamenané do 29 intervalov. Vysledky
s znézornené na obrézku 1.1 spolu s hustotou jednoduchého normalneho rozdelenia
odhadnutou z tychto dat. Weldon (1983)/sa nazdaval, Ze asymetria v histograme dat
by mohla byt signidlom akejsi evolicie v populécii krabov. Domnieval sa, Ze v tejto
populécii krabov sa vyvijaji dva nové poddruhy!. Pearson (1984)/pouzil na popisanie
dat model so zmesou dvoch normaélnych heteroskedastickych rozdeleni a na zéklade
tohoto napokon prehlasil, Ze v populacii krabov st pritomné dve subpopuldcie. Na
obrazku 1.1 je znézornen4 hustota odhadnutej zmesi?>. MozZeme vidiet, Zze Pearsonovi sa
tymto modelom podarilo dobre zachytit zoSikmenie dat.

1.2 Zakladna definicia

Ako byva uz zvykom, kazd4 matematickd praca zadina definovanim uréitych pojmov,
zavedenim ur&itych Struktar, objektov, popripade zavedenim pevnej notacie néasledne
pouzivanej v celej praci. Formélny matematicky jazyk je pre pracu matematika nevyh-
nutny a nebude tomu inak ani v tomto pripade.

ITento ¢&l&nok je vynimo&ny v tom, Ze ako prvy pouZiva Statistick analyzu ako primarnu metédu
pre Stadium biologickych javov.

2Odhad som ziskal metédou maximélnej vierohodnosti. Pearson ale svojho ¢asu pouZil met6du
momentov, ktora si vyZadovala rieSenie polynomickej rovnice deviateho stupha.
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Obrazok 1.1: Graf pomeru dlzky prednej &asti hlavy k dizke tela pre vyber 1000 krabov a hustota
zmesového modelu normalnych rozdeleni s jednou (preruSovana ¢iara) a dvoma komponentami (plna
Ciara)

Nech X, ...,X, je ndhodny vyber o rozsahu n, kde X, je p-rozmerny ndhodny vektor s
hustotou f(x;) na R? vzhladom k nejakej o-koneénej miere . Nech X = (XT,... XI)T
oznacuje cely ndhodny vyber a malymi pismenami ozna¢me jednotlivé realizacie, teda
x = (xT,... xI)T nech znaéi realizéciu celého ndhodného vyberu, kde x; je pozorovana
hodnota nédhodého vektora X;. Hoci hovorime o hustote ndhodného vektora X;, ne-
musi tento striktne reprezentovat len spojity ndhodny vektor. PouZitie ¢itacej miery
nam totiZ umoziuje hovorit o hustote aj v pripade diskrétneho nédhodného vektora.
Predpokladajme, Ze hustotu f(x;) ndhodného vektora X; mozZeme zapisat v tvare

g L
f(x;) = Zﬂ'ifi(xj)! (1.1)
i=1
kde fi(x;) st hustoty a 7; st nezaporné &isla, ktorych sacet je jedna, teda

g

0Sm<1(i=1....9) a Y m=1 (1.2)
i=1

Cisla 7y, . . . ,Tq S& nazyvaja proporcie alebo vihy zmesi. Kedze funkcie fi(x;), ... ,fy(x;)

st hustoty, je zrejmé, Ze (1.1) definuje hustotu. Funkcie f;(x;), ¢ = 1,...,g nazyvame
hustoty komponentov zmesi. Hustotu (1.1) nazyvame aj hustota konecnej zmesi pravde-

) 1€ ELETIENV

y
: Fain
UYL ToTOU &

podobnostnijch distribicii s g komponentami. V doterajsej formulécii je po¢et kompo- 1

nentov zmesi g povazovany za fixny, resp. dany. Casto sa vSak stretdvame prave s
pripadmi, ked je hodnota poétu komponentov nezndma a musi byt odhadnuta z dat
spolu s proporciami zmesi a parametrami hustot prislichajicimi jednotlivym kompo-
nentom v zmesi. Niekedy sa stretdvame s modelmi, pri ktorych je dokonca povolené,
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aby podet komponentov g réstol s rozsahom vyberu?.

Hustota (1.1) je len Specialnym prikladom hustoty vSeobecnej zmesi pravdepodobnost-
nyjch distribicii, ktord méa tvar

pr(x) = fA £ NAF(N), (1.3)

kde A je meratelny priestor a F' je Tubovolna pravdepodobnostna miera na tomto
priestore, ktort nazyvame distribuénd funkcia zmesi, alebo zmesovd distribicia*. Inym
$pecialnym prikladom v8eobecnej zmesi distribucii st zmesi, ktorych zmesovéa distribicia
F patri do nejakej parametrickej rodiny. Typickym prikladom takejto zmesi je gamma
zmes Poissonovych rozdeleni, ktorta predstavim v nasledujicej kapitole.

Zavedenie vSeobecnej zmesi nés v stvislosti s kone¢nou zmesou prirodzene privadza
aj k otazke nekonecnej zmesi, teda k pripadu, ked kazdé pozorovanie (rozne od ostat-
nych) povaZujeme za realizéciu z iného pravdepodobnostného rozdelenia. Tento pripad
obsahuje aj znamy neparametricky jadrovy odhad hustoty. Ten je pre ndhodny vyber
Zi,...,T, dany vztahom

Fleg) = = >~ k(s — z)/h), (1.4

i=1

ktory dostaneme z rovnice hustoty kone¢nej zmesi (1.1), ak polozime g = n, m; = % a

fi(z;) = b k((z; — i) /h),

kde k(-) je nejaka jadrova funkcia a h parameter (tzv. Sirka pasma).

V sérii ¢lankov (Simar, 1976; Laird, 1978; Lindsay, 1983) sa ukézalo, Ze vierohodnostna
funkcia zaloZend na nédhodnom vybere z rozdelenia vSeobecnej zmesi (1.3) dosahuje
maximum cez vSetky zmesové distribiicie F' prave v distribicii Fs kone¢nym pocétom
komponentov. Kone¢né zmesi (zmesi s koneénym poltom komponentov) teda tvoria
akusi podstatu modelov zmesi a v tejto praci bude prave im venovana hlavna pozornost.

1.3 Interpretacia zmesovych modelov

Uvazujme hustotu koneénej zmesi (1.1) s poétom komponentov g. Nech Z; je kategoricka
ndhodn4 veli¢ina nadobidajtca hodnoty 1,...,g s pravdepodobnostami 7y,...,m,, a
nech podmienené hustota vektora X; za podmienky Z; =i je fi(x;), i = 1,...,9. Potom
(nepodmienend) hustota vektora X; je dané préave hustotou zmesi f(x;) z (1.1). Veli¢inu

3V pripade norméalneho rozdelenia komponentov sa takyto model nazyva sito normdlenj zmesi - toto
je v8ak len moj vlastny preklad origindlneho terminu Gaussian mizture sieve.

4Aby sme sa vyhli nedorozumeniam, vzhladom k tomu, Ze termin ,distribu¢na funkcia zmesi“ by
mohol oznacovat aj celkovi distribu¢ni funkciu dat (v tomto pripade reprezentujicich nejaki zmes),
budem pouZivat v tejto praci pre funkciu F termin zmesova distribucia.
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Zj; moZzeme povazovat za indikator prislusnosti ndhodného vektora X; k uréitému kom-
ponentu uvazovanej zmesi. Namiesto jednorozmerne]j kategorickej ndhodnej veli¢iny Z;
je vyhodnejsie pre rovnaky tcel pouzif g-rozmerny nahodny vektor Z;, ktorého i-ta
zlozka je definovand ako 1 v pripade, Ze vektor X, pochédza z i-teho komponentu zmesi,
alebo nula inak. Tento vektor mé teda multinomické rozdelenie

Z; ~ Multy(1,m), (1.5)
kde & = (m1,...,mg)T.

Z tejto konstrukcie vyplyva prvé interpretacia zmesového distribuéného modelu s hus-
totou (1.1), a to modelovanie populdcie G pozostdvagicej z g skupin G, . ..,Gy v propor-
cidch my,...,my. Jednotlivym skupindm G; potom prislachaja hustoty f;(x),:=1,...,9.
Komponenty uvazovanej zmesi teda fyzicky identifikujeme s externe existujticimi skupi-
nami. V biometrike mézu byt zdrojom takejto heterogenity dat napriklad vek, pohlavie,
druh, geograficky pévod a pod. Existuje vela prikladov z praxe, ked je populécia zme-
sou g roznych skupin, o ktorych a priori vieme, Ze existuja v istom fyzikidlnom zmysle.
Inokedy pritomnost takychto skupin vyplynie aZ ex post.

Komponenty zmesi vSak nemusime vZdy identifikovat s externe existujicimi sku-
pinami ako v predchiddzajicom pripade. Niekedy nés zaujima len ndjdenie vhodného
modelu pre popisanie dat, popisanie ich rozdelenia (hustoty). Pouzitie modelu zmesi
umozinuje dosiahnut vécsiu flexibilitu pri modelovani ddat, ktoré nemodzeme adekvéitne
popisat jednym rozdelenim. Dostavame sa tak k druhej interpretacii modelu so zmesou
hustét, ktory oznadujeme terminom semiparametricky pristup modelovania dat. Nazov
plynie z toho, Ze modely zmesi okupuji zaujimavy priestor prave medzi pine paramet-
rickym modelom, reprezentovanym jednou parametricky formulovanou zmesou s jed-
nym komponentom (g = 1) a neparametrickym modelom reprezentovanym jadrovym
odhadom hustoty, ktory odpoved4 zmesi s g = n poftom komponentov (vid (1.4)).

Niekedy si po namodelovani dat modelom zmesi kladieme otézku, ¢i by sa nedali jed-
notlivé komponenty ndjdeného modelu identifikovat s nejakymi vopred nepozorovanymi
skupinami. Teda, & sa nam modelom ndhodou nepodarilo v datach odhalit existenciu
nami vopred nerozpoznanych a nedefinovanych subpopulécii.

1.4 Parmetrickid formulacia

Casto predpokladame, Ze hustoty jednotlivych komponentov zmesi f;(x;) pochédzaji z
nejakej parametrickej rodiny. V tomto pripade hustoty komponentov zmesi zapisujeme
ako fi(x;; 6;), kde 6; je vektor nezndmych parametrov pre hustotu i-teho komponentu
zmesi. Hustotu zmesi potom méZeme prepisat do tvaru

f(x;; %) = Y mifi(x;65), (1.6)

=1
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kde vektor ¥ obsahuje vSetky nezndme parametre v zmesovom modeli (g povazujem za
pevne dané), a teda

¥ = (7711 ses afrg—la€T)Ta (17)

kde & je vektor obsahujuci parametre 6, . .. ,0,, o ktorych a priori vieme, Ze st navzajom
rozne. Nech €2 symbolizuje parametricky priestor pre . KedZe proporcie zmesi m; sa
s¢itaji na jednotku, jedna z nich je navySe. V nezndmom parametrickom vektore (1.7)
sa tak nachédza len g — 1 proporcii (ndhodne sme vynechali proporciu ).

Ako priklad si uvedme zmes normélneho a Laplaceovho rozdelenia s rovnakou stred-
nou hodnotou . Hustota zmesi pre tento model m4 tvar

f(zj; ¥) = Wicf’(-??j; Hy 02) +W2(25)_16$P(— |z; — p| /&),

kde
q’ = (ﬂI:ET)T a E = (.u‘:a-z:x')T'

NajdastejSie sa vSak stretdvame s pripadom, ked hustoty komponentov zmesi pochadzaji
z rovnakej parametrickej rodiny. Hustota zmesi mé& potom tvar

f(x;;®) = me(xj; 6,), (1.8)

kde funkcia f(-; 6) je ¢lenom parametrickej rodiny {f(x;;0): 0@ € ©} a © je paramet-
ricky priestor pre 6.

Typickym prikladom je zmes normélnych rozdeleni, tzv. normdlna alebo gaussovskd
zmes. Vo viacrozmernom pripade tak méame

f(x5;6;) = (x5 pi, 25), (1.9)
kde 1 1
B(xj; i, i) = (2m) 5 || 72 GXP{—E(XJ' — ) 27 (x5 — i)}

je hustota viacrozmerného normélneho rozdelenia so strednou hodnotou p; a varianénou

maticou ¥;. Vektorom neznamych pozorovani je ¥ = (my, ... ,wg_l,.;’-‘T)T, kde parameter
€ obsahuje stredné hodnoty p,...,m, a varianéné matice jednotlivych komponentov
3 MR >

1.5 Zmesova distribtcia

V pripade modelu so zmesou hust6t definovaného v (1.8) je kazdy z parameterov 6;,. . . ,0,
¢lenom toho istého parametrického priestoru ©. Pomocou proporcii jednotlivych kom-
ponentov 7y, . .. ,m, by sme teda mohli definovat diskrétne pravdepodobnostné rozdelenie
H(0) na tomto parametrickom priestore ©, a to

H6,)=P0=6)=m, i=1,...g. (1.10)
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Ako alternativu moZeme pre tito diskrétnu pravdepodobnostnti mieru na priestore ©
pisat '

g
H@O) =) mlg<q, 0€O=1{6,...0,} (1.11)

i=1
kde nerovnostou 6; < 6 rozumieme 6; < 6, pre kazdé | = 1,...,p. Pomocou tejto

pravdepodobnostnej miery mézZeme potom formélne prepisat rovnicu parametricky for-
mulovanej koneénej zmesi (1.8) na

ol )= fl )= /e f(x;;0)dH(B). (1.12)

Funkcia H sa nazyva zmesovd distribicia, alebo aj distribuénd funkcia zmesi a o jej
vSeobecnej forme som uZ hovoril v odstavei 1.2.

1.6 Flexibilnd met6éda modelovania

V tejto Casti budem na uréitych situdcidch demonstrovat vyhodu pouzitia zmesi. Na-
JCastejSie sa v praxi stretdvame s normélnym rozdelenim, preto zaénem prave nim.

1.6.1 Zmesi normalnych rozdeleni

ZMES NORMALNYCH KOMPONENTOV S ROVNAKYM ROZPTYLOM

Uvazujme zmes dvoch normalnych rozdeleni s hustotou

f(z;) = mo(zj; p1,0°) + mad(zj; p2,0?), (1.13)

kde ¢(z;; u,0%) je hustota normélneho rozdelenia so strednou hodnotou y a rozptylom
o?. Ak budi komponenty tejto zmesi od seba dostatoéne vzdialené, budeme prirodzene
oCakéavat, Ze ich rozdelenie bude bimodélne.

Nech najskor zmes (1.13) mé rovnako zastpené komponenty (m; = w2 = 0.5) s
parametrami pu; = 0, pp = A, 02 = 1. Na obrazku 1.2 st znazornené $tyri hustoty
takejto zmesi pre postupne sa zvidSujicu hodnotu A. Vidime, Ze ako A rastie, meni sa
tvar hustoty zmesi z unimodélnej na bimodalnu. Hranicou zmeny je hodnota A = 2,
o ostéva v platnosti aj pri zovSeobecneni A na A = |u; — ps| /o®. Z obrazku moézeme
eSte vidiet, aka jednozna¢na moze byt niekedy pritomnost dvoch (pripadne viacerych)
populécii v datach (A = 3 a 4), a zaroven aké moZe byt niekedy néro¢né takito Struktiru
odhalit (A =1).

UvaZujme dalej pripad normalnej zmesi (1.13) liSiacej sa od predchadzajicej len in-
ymi proporciami komponentov, a to m; = 0.75, m2 = 0.25. V tomto pripade sa postupne
z bimodélnej hustoty (A = 4) priblizenim komponentov dostdvame k zoSikmenej hus-
tote (A = 1 a 2). Tato asymetria je sposobené préve nerovnakym zastipenim oboch
komponentov v zmesi.

5T4ato hodnota sa nazyva Mahalanobisova vzdialenost medzi homoskedastickymi komponentami hus-
toty normaélnej zmesi.

3~
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Obrézok 1.2: Hustota zmesi dvoch v rovnakom pomere zastpenych jednorozmernych norméalnych
komponentov s rovnakym rozptylom 0% = 1 a strednymi hodnotami pu; = 0, ua = A pre pripady (a)
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Obréazok 1.3: Hustota zmesi dvoch jednorozmernych normélnych komponentov s proporciami 0.75 a
0.25 s rovnakym rozptylom o2 = 1 a strednymi hodnotami gy = 0, u2 = A pre pripady (a) A =1, (b)
A=2 (c) A=3,(d) A=4.
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ZMES HETEROSKEDASTICKYCH NORMALNYCH ROZDELENI

Vicsiu flexibilitu pri pouZivani normélnej zmesi ziskame pripustenim heteroskedasticity
jednotlivych komponentov. Modelom normélnej zmesi dvoch komponentov s rozli¢nymi
rozptylmi sa podrobe venuje ¢ldnok Eisenberger (1964), v ktorom méZeme néjst zauji-
mavé vysledky tykajtce sa charakteristiky roznych tvarov hustoty takejto zmesi.
Peknt ukédZku flexibility koneénych zmesi predviedli aj Marron, Wand (1992) na 15
prikladoch normélnej zmesi (obsahujicich 1 aZ devet komponent). Grafy hustét tychto
zmesi sa nachddzaji na obrézku 1.4. Parametre tychto zmesi st uvedené v dodatku
A. Kazd4 hustota je oznacend nazvom®, ktory jej pridelili autori tohoto &lanku. Je to
naozaj pekna ukédzka toho, ¢o vSetko dokdzu normélne zmesi. Normélne rozdelenie tak

v pripade koneénych zmesi nadobtida tplne nové rozmery a stéva sa silnou zbrafiou v
rukach Statistika.

ZMESI VIACROZMERNYCH NORMALNYCH KOMPONENTOV

V pripade viacrozmernych dat sme pri grafickej interpretécii odkdzani na rozne projekcie
do 1- resp. 2-dimenzionélneho priestoru.

Prikladom je Fisherova linedrna diskriminacnd funkcia, ktord zobrazuje viacroz-
merné data pochédzajice zo zmesi do jednej dimenzie tak, aby stredné hodnoty trans-
formovanych déat boli o najlepsie separovatelné vzhladom k rozptylom komponentov.
Nech X ~ 7N(6,,X) + (1 — 7)N(6,,X), potom lienarna diskrimina¢né funkcia mé tvar

Y = (6; — 62)T=1X. (1.14)

K pouzitiu tejto projekcie potrebujeme odhady 6,, 82 a X, preto sa projekcia Y nazyva
aj ndhodnou projekciou. V jednoduchom pripade moéze byt projekcia velmi prospesSné.
Pokisil som sa tito projekciu aplikovat na vyber o rozsahu 150 pozorovani z 10-rozmernej
zmesi

(2/3)N(-1, E) + (1/3)N(1, E),

kde E je jednotkova diagonédlna matica a 1, —1 s vektory samych jednotiek, resp.
zépornych jednotiek. Vysledok je v podobe histogramu dat transformovanych pomo-
cou (1.14)7 na obrézku 1.5. Na tom istom obrazku zarovein prezentujem aj tskalie
tejto ndhodnej projekcie na vyber o rozsahu 50 zo sféricky symetrického 10-rozmerného
normélneho rozdelenia. V tomto pripade sa mi podarilo dostat jasne bimodalny tvar
histogramu transformovanych dat, ktory mylne indikuje heterogenitu dat.

V pripade, Ze déta si dvojrozmerné, eSte stéle dokiZeme zobrazif hustotu, kedze
tato tvori povrch v trojrozmernom priestore. Casto sa vSak pouZiva aj vrstevnicovy graf
- 2D projekcia hustoty. Na obrazku 1.6 je znazorneny priklad hustoty dvojrozmernej
normélnej zmesi dvoch komponentov s prislusnym vrstevnicovym grafom.

5Vzhladom na to, Ze si netrifam vSetky nazvy uspokojivo preloZit do slovenciny, zanechal som ich
v pévodnom anglickom jazyku.
"Potrebné odhady boli najdené metédou maximélnej vierohodnosti.
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Obrazok 1.4: Hustoty normélnych zmesi z ¢lanku Marron, Wand (1992).
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Obrazok 1.5: Histogram viacrozmernych dat transformovanych Fisherovou linedrnou diskriminad-
nou projekciou. VTavo je graf pre vyber o rozsahu 150 z jednoduchej 10-rozmernej zmesi s dvomi
komponentami. Vpravo je graf pre vyber o rozsahu 50 z 10 rozmerného normélneho rozdelenia N (0,E).

1.6.2 Modelovanie asymetrickych dat

Ako sme si uz mohli v8imnit v ivodnom priklade o kraboch, ale aj v priklade zmesi
dvoch jednorozmernych norméalnych komponentov, zmesové distribuéné modely zohréa-
vaji dolezita dlohu pri modelovani asymetrickych distribicii. Iny spdsob, ako sa vys-
poriadat so Sikmostou dat, je pouZit nejakd vhodnd transforméciu. Za tymto a¢elom sa

i

Obréazok 1.6: Priklad hustoty dvojrozmernej normélnej zmesi a jej vrstevnicového grafu.

astokrat pouziva napriklad logaritmicka transformécia. Je zname, Ze parametre normal-
nej zmesi dvoch jednorozmernych norméalnych homoskedastickych komponentov mozno
volif tak, Ze vysledna hustota zmesi je velmi blizka hustote logaritmicko-normélneho
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rozdelelnia, ktorého hustota je

f(zj; p,o?) = (211')'%:1:3710‘1 exp(—%(loga:j — w)?/a?). (1.15)

Této blizkost, ktorej priklad je znézorneny na obrazku 1.7 znamena, Ze v praxi je velmi
tazké rozliSovat medzi tymito dvoma pripadmi. V 50-tych a 60-tych rokoch minulého

0.15
1

0.10
A

Obrazok 1.7: Graf hustoty logaritmicko normélneho rozdelenia (prerusovana &iara) s parametrami

p = log(10), 6% = 0.04 a hustoty zmesi dvoch norméalnych homoskedastickych komponentov (plné &iara)
s parametrami 7, = 0.8, py = 9.5, up = 12.5 a 0% = 2.5.

storo¢ia dokonca tento problém vytstil do slavnej Pickering/Platt rozpravy® zaobera-
juacej sa patofyziolégiou hypertenzie. Vela vyskumnikov sa odvtedy snaZilo vyriesit tento
spor aplikovanim normélnej zmesi na rozsiahle data o krvnom tlaku, ale vysledky boli
nedostatoéné. Problémom bolo dokédzat opodstatnenie pouZitia zmesi, teda dokézat, Ze
ide skuto¢ne o zmes.

Problematiku ,zoSikmené rozdelenie verzus model zmesi“ podrobne rozobera ¢lanok
Schork a kol. (1990) a referencie v fiom uvedené.

1.6.3 Robustnost pomocou norméalnej zmesi

Kedze flexibilita norméalnych zmesi zafala byt uplatiiovand pri odchyleni od normal-
ity, zmesi sa zacali aplikovat aj na robustné modelovanie dat. Zaujimavym prikladom
Je Tukeyho napad z roku 1960, ktory pouzil zmes dvoch jednorozmernych normélnych

8Pickering a Platt boli dvaja anglicky internisti s réznymi pohladmi na etiolégiu zvySeného krvného
tlaku. Platt hlasal, Ze hypertenzia bola ,choroba®, a to Ze distribucia krvného tlaku vykazovala Sik-
most povaZoval za manifestaciu efektu Mendelianovho dominantného génu a rozdelenie krvného tlaku
povazoval za rozdelenie zmesi dvoch komponentov koreSpondujucich subpopulécii Tudi so zvySenym
krvnym tlakom a subpopulécii [udf s normalnym krvnym tlakom. Pickering zase neochvejne zastéval
nézor, Ze hypertenzia je Gplne nahodny jav.
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hust6t s rovnakymi strednymi hodnotami, ale réznymi rozptylmi na popisanie populé-
cie, ktord vykazuje normélne rozdelenie aZ na niekolko atypicky velkych pozorovani.
Pracoval teda s hustotou

f(z;) = m(zj; p,0°%) + mad(z5; w,ka?), (1.16)

kde k je velké a m; = 1 — m; je malé a reprezentuje maly pomer pozorovani s relativne
velkym rozptylom. Neskor v roku 1964 Huber zovSeobecnil formu kontaminacie nor-
mélneho rozdelenia a odvodil zndmy M-odhad parametra polohy. Model (1.16) (normal
scale mizture model) moze byt este prepisany do vSeobecnejSej podoby, a to

@) = [ blesno® )t (w), (1.17)

kde H je pravdepodobnostné rozdelenie s hodnotou m; v bode v = 1 a hodnotou
7y = 1—m; v bode 1/k. Ak H nahradime rozdelenim chi-kvadrét s v stupiiami voI'nosti,

dostaneme z hustoty (1.17) t-rozdelenie o v stupfioch volnosti, ktoré je akousi robust- -
nejSou alternativou normélneho rozdelenia.

1.6.4 Dalsie rodiny rozdeleni

Okrem rodiny norméalneho rozdelenia sa model so zmesou hustét pouziva aj v pripade
inych parametrickych rozdeleni. Tomu, v akych konkrétnych situaciach a za akych
podmienok sa pouzivaju zmesi inych ako normélnych rodin rozdeleni, je venovany az
zéver tejto kapitoly. Nateraz aspon uvediem, ze v pripade diskrétnych dat sa casto
mozZeme stretnit so zmesou Poissonovyjch & binomickijch rozdeleni, a v pripade spojitych

napriklad so zmesou t-, exponenciondlnych, weibullovijch, Laplaceovijch, von-Misesovych
a inych rozdeleni.

1.7 Nekompletna datova Struktira

V sekcii 1.3 bol zavedeny vektor Z; ako 0-1 indikdtor definujtci prisluSnost nahod-
ného vektora X; k ur¢itému komponentu zmesového modelu (1.1). Koncepcia takéhoto
néhodného vektora asociovaného s ndhodnym vektorom X; je sice uZito¢né, z fyzikal-
neho hladiska v8ak nie je vZdy vhodné nahliadat na zmesovy model prostrednictvom
tejto formulécie. Zavedenie vektora Z; je vSak kl'i¢ové pre maximélne vierohodny odhad
distribtcie zmesi, pretoze umoZiuje na jeho ziskanie priamociaro aplikovat EM algorit-
mus, ktory poniika efektivne rieSenie. TaktieZ je tato koncepcia velmi dolezitd pre
implementéaciu MCMC metéd v bayesovskom pristupe hladania distribicie zmesi.
Vzhl'adom k tomu, Ze k vstupnym datam x;,...,X, nemame dostupné k nim asocio-

vané indikatory prislusnosti ku komponentu z, . .. ,z,, moézeme vstupné data povazovat
za nekompletné a zaviest kompletni datovi Struktiru ako
x. = (x",z")", (1.18)

kde x = (xT,... xT)T je vektor pozorovanych dat, alebo nekompletny datovy vektor a
z = (zT,...,27)7 je nepozorovany vektor indikdtorov prislusnosti ku komponentu.
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Vzhladom k (1.5) a vzhladom k tomu, Ze ndhodné vektory X, ..., X, st nezavislé,

povazujeme vektory zi,...,z, za realizicie ndhodnych vektorov Z,...,Z,, pre ktoré
plati

Zy, ... Zn "~ Multy(1,r). (1.19)
Na ¢-tu zmesovi proporciu 7; potom mézZeme nahliadat ako na apriérnu pravdepodob-
nost prislusnosti entity do i-teho komponentu zmesi (i = 1,...,g), pri¢om aposteriérna

pravdepodobnost prislusnosti entity do i-teho komponentu za podmienky, Ze pozorovana
hodnota entity je x;, potom je

7i(x;) = P(entita € i — ty komponent | x;)
= P(Zj=1|x;)
= mf)/f0g) G=1g G=1,...) (1.20)

Tieto aposteriérne pravdepodobnosti sa potom pouzivaja ku klasifikdcii ddt v pripade,
ze model zmesi je aplikovany za tcelom zhlukovej analyzy. Déata klasifikujeme tak, Ze pre
vysledny odhad parametra spoc¢itame pre kazdé pozorovanie aposteriérnu pravdepodob-
nost prislusnosi k jednotlivym zhlukom modelu (1.20) a dané pozorovanie zaradime do
zhluku, pre ktory je tato hodnota najvidsia.

Samozrejme, ak je kompletny datovy vektor x, dostupny, je odhad distribtcie zmesi
priamodiary. Odhady hust6t jednotlivych komponentov f;(x) dostaneme priamo z déat
prislachajacich do prislusneho komponentu (teda x; pre ktoré plati z;; = (z;); = 1) a
parametre zmesovych proporcii odhadneme ako pomer déat prislichajicich konkrétnemu
komponentu, teda

n
'ﬁ"-:Zz,:_f/n (’i:l,...,g).
j=1

V tomto pripade hovorime, ze déta su iplne klasifikované. Zaujimavejsi je pripad cias-
tocne klasifikovanych dat, teda ked ¢ast dat je klasifikovana (pozndme pre ne hodnoty
indikatorov prislusnosti ku komponentu) a ¢ast klasifikované nie je.

V suvislosti so zavedenim vektora z; indikujticeho prislusnost ku komponentu, ktory
tzko sivisi s interpretaciou zmesového distribu¢ného modelu ako metédy zhlukovej
analyzy, sa na chvilu zastavim pri metode zhlukovej analyzy nazyvanej metdda zaloZend
na mazimdlnej vierohodnosti (maximum likelihood approach, model ozna¢ime MLA).
Této spolu s modelom so zmesou hustot tvori ¢ast zhlukovej analyzy nazyvani metdédy
zaloZené na pravdepodobnostnom modeli®. Dovod, pre ktory spominam tato metodu je,
7e podobne ako model so zmesou hustét pouZiva veli¢inu z; indikujacu prislusnost k
danému zhluku'®, avSak na rozdiel od zmesového modelu povaZuje tento indikétor za
sicast parametra modelu (Neme&ek, 2004).

9Tieto metody s Eastokrat povaZované za jediny spravny matematicky pristup k zhlukovaniu dat,
kedZe pri klasickych zhlukovacich met6dach zhluky nemame presne definované a jedinou informéciou,
ktorou do procediiry zhlukovania vstupujeme, je volba vzdialenosti medzi ddtami. Mariott(1974,str.70)
o zmesiach pfSe: ,,is about the only clustering technique that is entirely satisfactory from the mathemat-
ical point of view. It assumes a well-defined mathematical model, investigates it by well-established
statistical technoques, and provides a test of significance for the results.

10V tomto pripade namiesto vektora z; sa pouZiva len ndhodna veli¢ina z;. Teda ak j-te pozorovanie
patri do i-teho zhluku, tak z; = i.
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V roku 1990 bola pre zmesové modely, pre nami uvaZzovany pripad nezavislych po-
zorovani, pouzit nomenklatira hidden multinomial model (skryty multinomicky model),
ktord bola inSpirovana prave koncepciou nekompletnej datovej Struktiry. Na zaklade
tejto nomenklatiry vznikol potom nézov pre pomenovanie zmesovych distribu¢nych
modelov zavedenych na vSeobecnejSej Struktare zavislych dat. V pripade, Ze vektory
Z1, . .. ,Zn tvoria Markovov retazec, zmesovy model nazyvame hidden Markov chain model
(mohli by sme prelozit ako ,model skrytého markovovho retazca“), ktory je velmi po-
pularny napriklad v oblasti rozpozndvania zvukového ¢&i obrazového signdlu. V pripade,
ze vektory zi,...,z, koreSponduji nejakej dvojrozmernej mriezke Markovovho nahod-
ného pola, model zmesi nazyvame hidden Markov random field model (,model skrytého

markovovho ndhodného pola“). Této praca je viak vyhradne venovan4 modelom zmesf
s nezéavislou Strukttarou dat.

1.8 Identifikovatel'nost

Odhad parametra W zaloZeny na pozorovaniach x; je zmysluplny, len ak je parameter
¥ identifikovatelny, resp. je identifikovatelna rodina hustot, ktora je uréena réznymi
hodnotami parametra W.

Parametrick4 rodina hustot {f(x;; ¥) : ¥ € Q}, kde Q je Specificky parametricky
priestor, je identifikovatelnd, ak rozne hodnoty parametra ¥ odpovedaji roznym ¢lenom
tejto parametrickej rodiny, teda, ak plati ekvivalencia

F(x;; %) = f(x;;0*) & ¥ =T, TP cQ. (1.21)

1.8.1 Permutacia komponentov

UvaZujme teraz situdciu parametricky formulovanej zmesi (1.8). Pri zamene indexov
jednotlivych komponentov tejto zmesi ostane prva ¢ast implikacie v definicii (1.21) v
platnosti, ale druh& uz bude porusené (vektor ¥* bude nejakou neidentickou permuté-
ciou vektora ¥, a teda ¥ # ¥*). Zmesi hustot s totiz identifikovatelné len vzhladom
k permutécii indexov komponentov. V tomto pripade preto pouZivame tito definiciu
identifikovatelnosti:

(Id) Nech f(x;;®) = Y7 mifi(x;;6;) a f(x;;%¥") = 9" 7w fi(x;;07) st dva cleny
parametrickej rodiny hustét koneénych zmesi. Takyto systém hustot pre W € ) je
identifikovatelny, ak rovnost f(x;; ¥) = f(x;; ¥*) s.i. du(x) plati prdve vtedy,
ked g = g* a méZeme prepermutovat indexy jednotliviich komponentov tak, Ze
mo=n a fi(x;;60;) = fi(x;;0;) (i =1,...,9) (skratka s.i. du(x) znamené
rovnost skoro isto vzhladom k miere p).

Pre vieobecne formulované zmesi pravdepodobnostnych distribucii (1.3) zase pouzivame
nasledovnt definiciu identifikovatelnosti:

(ID) Systém hustét zmesi pravdepodobnostnyjch distribicii

{pr(x) : pr(x) = -[\f(x;)u)dF(,\), F je pravdep. miera naA}
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vzhladom k nejakej o-konecnej miere na RP je identifikovatelny, ak plati
/f(x; A)dFi(X) = /f(x; A)dFy(A) si. du(x) = F = F,.

Invariancia vierohodnosti vzhfadom k permutéacii poradia komponentov v ¥ teda
znamend, Ze vierohodnost mé g! modusov. Takato vlastnost ma potom aj aposteriérne
rozdelenie parametra W pri bayesovskom pristupe v pripade, Ze apri6rne rozdelenie je
symetrické vzhladom k poradiu komponentov. Tento nedostatok identifikovatelnosti v
pripade zmesi sa v niektorych pripadoch riesi zavedenim uréitych restrikeif, napriklad
pre proporcie zmesi

m S e < ... < Tgy (122)
popripade pre prvé zlozky strednych hodnét komponentov zmesi

(1)1 < (p2)1 <0 < (g (1.23)

Zémena poradia komponentov vSak neovplyviiuje odhady zmesi pomocou maximélnej
vierohodnosti, a preto sa reStrikcie v tomto pripade nepouZivaji. Zna&né problémy
vSak poradie komponentov v ¥ sposobuje pri bayesovskom odhade metédou MCMC,
kde sa ukézalo, Ze pouZitie restrikcii (1.22) a (1.23) v tomto pripade problém neriesi
(Richardson, Green, 1997a).

1.8.2 Overfitting

Na neidentifikovatelnost narazame aj v savislosti s overfittingom, teda ked je zmes s
g — 1 poétom komponentov chybne modelovana zmesou s po¢tom komponentov g. Toto
moze nastat v dvoch pripadoch. Bud jedna z proporcii v zmesi s po¢tom komponentov
g je nulova, alebo nejaké dve hustoty v zmesi s poétom komponentov g s rovnaké.
Predpokladajme, Ze skuto¢nd hustota je f(x;;@), ale mi pouZijeme model s dvoma
komponentami s hustotami f(x;;6:) a f(x;;02). Definujme

913{‘1’: 71'1=1,61=9}U{‘I': Ik7'I'1:0,92=9}

s = {\I’ N e (0,1), 0:=0s= 9}

Potom pre vietky W patriace do £2; U Q, méame f(x;;¥) = f(x;;0) a rozsirenie na
Tubovolné velké g je priamoé¢iare. Tento problém odstraiiujeme tak, Ze pozadujeme,
aby vSetky proporcie modelu zmesi boli nenulové a parametre jednotlivych komponentov
zmesi navzajom rozne.

1.8.3 V3Zeobecna neidentifikovatel nost

Bolo dokézané, Ze podmienku identifikovatelnosti (Id) spliiuji jednorozmerné zmesi
norméalnych, gama, exponencidlnych, Cauchy a Poissonvych rozdeleni, pri¢om zmesi
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diskrétnych alebo spojitych rovnomernych rozdeleni identifikovatelné nie st (Tittering-
ton a kol., 1985). Zmesi binomickych a multinomickych rozdeleni st zase identifiko-
vatelné len v urcitych pripadoch, napr. zmes binomickych rozdeleni je identifikovatelna
len ak N > 2g — 1, kde N je pocéet Bernoulliho pokusov v uvaZovanom binomickom
rozdeleni.

1.9 Metédy odhadu

Za nieco viac ako storocie existencie modelu so zmesou hust6t bolo odvodenych viacero
sposobov na odhadovanie parametrov tohoto modelu!!. Za akési hlavné pridy moZno
povazovat metddu momentov, grafické metddy, mazimdinu vierohodnost, metédy zaloZené
na minimdlnej vzdialenosti a Bayesovské metddy. Hlavnym dévodom velkého zmnozstva
literatry venovanej metodolégii odhadu pre model zmesi je zrejme fakt, Ze vSeobecne
pre odhad zmesi neexistuje Ziadne rieSenie v podobe nejakej explicitnej formule, a preto
sa v pripade zmesi musime vzdy uspokojit len s nejakym iterativnym reSenim.

1.9.1 Metéda momentov

Prvou metédou pouzivanou na konstrukciu odhadu zmesovej distribtcie, ktora aplikoval
aj Pearson v priklade o kraboch z roku 1894, bola metdda momentov. Ide o klasicky
pristup, pri ktorom porovnavame empirické momenty odhadnuté z dat s ich teoretick-
ymi variantami vyjadrenymi pomocou parametrov. V jednoduchom pripade zmesi dvoch
normélnych komponentov s réznymi rozptylmi je v8ak uz nutné za tymto tcelom riesit
sistavu aZ piatich nelinearnych rovnic. Lindsay (1989) navrhol pre rieSenie odhadu
touto metédou Sikovny a velmi elegantny algoritmus zaloZeny na tzv. momentovych
maticiach (moment matrices), ktory méze byt jednoducho implementovany prostred-
nictvom softvéru umozihujucého priacu s maticami. V pripade, Ze rieSenie existuje, je
jediné a je najdené velmi rychlo. Velkou nevyhodou met6dy momentov vSak je, Ze
vSeobecne neposkytuje pre model so zmesou hustoét konzistentny odhad, hoci v uréitych
Specialnych pripadoch sa podarilo odvodit taky systém momentovych rovnic, ktory ku
konzistentnému odhadu uz vedie (Lindsay, Basak, 1993; Heckman a kol., 1990). Lind-
say, Furman (1994) poukazuja aj na to, Ze odhad metédou momentov méze byt velmi
efektivnou inicializaciou pre maximalizovanie vierohodnosti zmesi (napr. pomocou EM
algoritmu).

1.9.2 Maximalne vierohodny odhad

NajdastejSie pouzivany a najefektivnejsi sposob odhadu parametrov zmesi je metdda
mazimdlnej vierohodnosti (MLE). Podiel na tom mé zarudene existencia EM algoritmu,
pomocou ktorého sa vierohodnost maximalizuje najéastejSie. Tento algoritmus je v
Statistike skuto¢ne pojem a nepouZiva sa len v pripade odhadu parametrov pre zmes
hust6t. Typicky sa uplatiiuje predovSetkym pri hfadani MLE v modeli s chybajtcimi

110dhadovanie parametrov modelu je vlastne aj odhadovanim zmesove] distribtcie modelu. Pokial
je to z kontextu zrejmé pouZiva sa v tejto stvislosti len termin ,odhadovanie modelu*.
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datami. V pripade zmesi ponitka najefektivnejsie riesenie spomedzi existujicich metéd.
Vratme sa ale eSte k vSeobecnému odhadu met6dou maximélnej vierohodnosti, ktory
bol nie vzdy konstruovany aplikiciou EM algoritmu.

VLASTNOSTI MLE PRE ZMESI HUSTOT

Ako je dobre zname, odhad ¥ parametra ¥ metédou maximalnej vierohodnosti je
rieSenim vierohodnostnej rovnice

OL(¥)/0W = 0,
alebo ekvivalentne rovnice
Jlog L(¥) /0¥ = 0, (1.24)
kde ;
L(®) = Hf(xj; )= H ' Wifi(xj;gi)] ' (1.25)
j=1 j=1 Li=1

Zo vSeobecnej tedrie vieme, Ze ak existuje MLE parametra ¥ vierohodnostenej funkcie
(1.25) na kompaktnom parametrickom priestore, potom za uréitych podmienok (Wald,
1949) je tento odhad konzistentny (pripominam, Ze predpokladame identifikovatelnost).
V pripade zmesi sa vS8ak pomerne ¢asto stretdvame so situdciou, ked vierohodnost
nie je ohrani¢ena'?, a tak MLE neméZe existovat ako globdlne maximum. V tejto
situédcii vSak MLE moze stéle eSte existovat ako lokdlne maximum vierohodnosti. Pre
triedu identifikovatelnych zmesi boli odvodené podmienky regularity™® (Peters, Walker,
1978; Redner, Walker, 1984), za ktorych existuje postupnost korefiov vierohodnostnej
rovnice L(W¥)/0¥ = 0 s vlastnostou konzistencie, eficiencie a asymptotickej normality.
Samozrejme v pripade, Ze globalne maximum vierohodnsoti neexistuje, vznika otézka,
ktoré lokdlne maximum vziat za hladany odhad, resp. & néjdené lokdlne maximum
mozno povazovat za hladany odhad (Gan, Jiang, 1999). Niekedy sa nevhodné lokélne
extrémy daju identifikovat na prvy pohlad, inokedy zase nie.

STANDARDNA CHYBA

Pripomenme si, ze Fisherova informa¢na matica vektora parametrov W je definovana
ako
J(¥) = Eg {S(X; ¥)ST(X; ¥)}, (1.26)
kde
S(X;¥) = dlog L(¥)/0¥

je gradient logaritmicko vierohodnostnej funkcie a x = (x],...,x%)" je vektor po-
zorovanych dét. Za podmienok regularity potom J(¥) moze byt vyjadrena ako

J(¥) = By {I(¥; X)}, (1.27)

12Prikladom moZe byt napriklad zmes dvoch jednorozmernych normélnych komponentov, pre ktoré
M1 = 1, 0% — 0 a stredna hodnota a rozptyl druhého komponentu st Tubovolné. .

13Platia pre viicSinu beZne pouZivanych parametrickych rodfn. Ide o zovieobecnenie znamych
Cramérovych podmienok.
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kde
I(¥; X) = —8%log L(¥) /0% 0@ T (1.28)

je zéporny hesian logaritmicko vierohodnostnej funkcie. Zo veobecnej tedrie je zname,
ze asymptotickd varianénd matica pre MLE ¥ sa rovna inverzii informac¢nej matici

J(¥), ktord moZze byt aproximovana pomocou J(¥). To znamen4, 7e Standardné chyba
parametra ¥, = (%), je

SE(Y,) ~ (J7N(®)Y? (r=1,...,d), d=dim(¥)

V praxi sa vSak namiesto informa¢nej matice J(¥) vyjadrenej v bode ¥ = ¥ pou-
7iva vyberové informaéné matica I(¥;z), poéitand pomocou (1.28). Potom teda pre
Standardné chyby jednotlivych zloZiek odhadovaného vektora parametrov ¥ méme

SE(¥,) ~ (I"N(¥x)? (r=1,...,d). (1.29)

EM ALGORITMUS

Venujme sa teraz praktickému hladaniu parametra ¥ met6dou MLE (po&et komponen-
tov g je znamy). Z tvaru logaritmicko vierohodnostnej funkcie parametra ¥

log L(¥) = 3 _log {Z x5 e‘-)} (1.30)

Jje zrejmé, Ze explicitny vzorec pre maximum, resp. lokdlne maximé, sa nam vo vSeobec-
nom pripade najst nepodari. To je dévod, preco bolo potrebné vyvinit nejaky iterativny
algoritmus na n4jdenie maxima. Nakoniec sa to podarilo algoritmu EM (Dempster a kol.,
1977). Uved'me si jeho zékladnt podobu pre model zmesi (1.6).

Nech x. = (x7,27)7 je podla zavedenej notacie kompletny datovy vektor a jemu pris-
lachajtcu logaritmicki vierohodnost pre parameter ¥ oznaéme log L.(¥). Potom plati

g n
log L.(¥) = Z Z z;; {log m; + log fi(x;;6:)} . (1.31)

i=1 j=1

EM  algoritmus spoéiva v maximalizicii strednej hodnoty tejto logaritmickej vierohod-
nosti log L.(¥) podmienenej pri danom x

Egx [log L(¥®) | x] =: Q(¥|¥®), (1.32)

kde ¥*) je odhad parametra ¥ z predchadzajicej iteracie.
Algoritmus treba nastartovat nejakou po¢iatoénou hodnotou parametra ¥, v, v
(k + 1)-vom kroku algoritmu potom z ¥*) zostrojime ¥*+1) v dvoch fazach:
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1. E-step - spocitame Q(¥|¥*))

n

QEITY) = Egu ZZz,:j[logm +log fi(x;;8:)] | x

i=1 j=1
g n
= DY Ego(zlx)[log; + log fi(x;; 6,)]],
i=1 j=1
kde
(%55 ‘I’Uc)) = Egw (2i5]x) = Py (25 = 1|x)
g
= 7 fi(x;; %)/ Y 1 (s 65)

h=1

je aposteriérna pravdepodobnost, Ze j-ty ¢len vyberu pri pozorovanej hodnote x;
patri do i-teho komponentu zmesi pri hodnote parametra ¥®).

2. M-step - volime W) tak, aby sme mazimalizovali Q(¥|¥®)) cez ¥

Maximalizacia Q(¥|¥®) cez 7 vedie na jednoduchi tlohu o viazanom extréme,
ktorej rieSenie je

k 1
wf +) = E 7i(x;; ¥F).
j=1

Vektor £*+1) dostaneme rieSenim rovnice

ol dlog fi(x;; 6;
5 S atut) LB o, (139

i=1 j=1

Peknou vlastnostou EM algoritmu je, Ze rieSenie rovnice (1.33) pre vi&Sinu pri-
padov existuje v uzavrenej forme.

Fazy E-step a M-step dévajua EM algoritmu jeho meno. Ide o prvé pismena anglick-
ych slov ezpectation a mazimization. V slavnom ¢lanku Dempster a kol. (1977) autori
ukézali, Ze vierohodnost (uz pre nekompletny datovy vektor) po EM iteracii neklesa,
teda ze

L(T®D)) > 1(w®),

NEZNAMY POCET KOMPONENTOV

V doterajsich tvahach sme stédle povazovali pofet komponentov g v zmesi za zndmy
(vid zavedenie parametra ¥ (1.7)), teda g nebolo sticastou odhadovaného parametra.
Pripadu, ked je podet komponentov zmesi nezniamy, je venovana druhé kapitola. V pri-
pade MLE odhadu vsak spravidla postupujeme tak, Ze pre mnoZinu réznych vhodnych
hodnét g spoéitame odhad vektora parametrov ¥ a tieto odhady prislichajice réznym
hodnotdm ¢ potom medzi sebou vzajomne porovnavame a podla nejakého kluca sa
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rozhodneme pre vysledny model. Vedief odhadntatf model zmesi pre znidmy podet kom-
ponentov je teda dolezité aj pre odhad po¢tu komponentov zmesi.

NAPISALO SA 0 EM ALGORITME

O EM algoritme sa toho publikovalo skutoéne mnoho. Meng, Dyk (1997) uvadzaju, Ze
v rokoch 1977 az 1997 to bolo viac nez 1000 ¢ldnkov a odvtedy ich podet este réastol.
Cim vSetkym sa teda autori &lénkov o EM algoritme v stvislosti so zmesami hustéot
zaoberaji? Vo vadSine pripadov je to jeden z nasledovnych okruhov:

e VoI'ba podiato¢nej inicializacie algoritmu - algoritmus zvykne uviazaut v
lokélnych maximéch a je zna¢ne pomaly, takZe dobr4 inicializacia mé¥e vyrazne
zlepsit kvalitu vysledku. Vyborny prehlad pouZivanych inicializacii moZno néjst
v ¢lanku Karlis (2003). Vhodnou inicializéciou v pripade velkého rozsahu dat sa
zaobera Coleman, Woodruff (2000).

e Ukoncenie iteracii (stopping criterion) - vi¢Sinou sa algoritmus ukon&uje v
okamihu, ked sa d'alSou iteraciou logaritmick4 vierohodnost zvi&si o menej ako je
vopred stanoven4 hranica tolerancie, teda ak [[**! — I¥| < tol, kde I¥ = log L(¥}).
Zaujimavou modifikdciou tohoto ukondovacieho kritéria je Aitkenovo kritérium
zrychlujice konvergenciu (McLachlan, Peel, 2000, str. 52-53). Dalsfm kritériom
moze byt napriklad mal4 relativna zmena odhadovaného parametra.

e Rychlost konvergencie algoritmu - beznou kritikou EM algoritmu je jeho po-
mala konvergencia v niektorych pripadoch. Za tymto ticelom zrychlenia konver-
gencie vzniklo niekolko réznych modifikacii EM algoritmu, ktoré sa vSak ¢asto
vykipené nestabilitou alebo komplikovanostou algoritmu. Medzi pomerne tispe$né
modifikacie EM algoritmu patri Prirastkovy EM (IEM), Riedky EM (SPEM) a
Lenivy EM (Lazy EM) algoritmus, no zname st aj ECME, AECM a PX-EM.
Prehl'ad k tymto algoritmom moZno néjst v monografii McLachlan, Peel (2000).

e Vypocet Standardnych chyb odhadu - samotny EM algoritmus neposkytuje
odhad varian¢nej matice odhadu ¥, ako tomu je napr. v pripade metéd Newto-
novho typu. Vzhladom k rozélrenostl EM algoritmu vznikli preto rozliéné met6dy
pre odhad varian¢nej matice W, resp. Standardnych chyb . Vidsinou st zalozené
na vypodte vyberovej informac¢nej matice I(‘Il x) pocu;a.nej pomocou (1.28), ktorou
v praxi odhadujeme inverziu varian¢nej matice Pl

e Specialne pripady - model so zmesou hustét nasiel uplatnenie v réznych oblas-
tiach, a preto nés astokrat zaujima konkrétna podoba EM algoritmu pre rézne

14 Priamy vypodet I(‘i’; x), ktory vyZaduje analytické vy¢islenie druhej derivécie logaritmicke] viero-
hodnosti, je pre vicsinu zmesf obtiazny alebo prinajmenSom nudny a tinavny. Boli preto odvodené
a] iné spdsoby aproximécie I(\il;x) (Diebolt, Ip, 1996), ktoré nazyvame sihrnne metédy zaloZené na
informaénej matici. Tieto vychadzajt z asymptoticke] tedrie. V pripade zmesi, musi ale rozsah vyberu
n byt velmi velky, aby asymptotickd te6ria maximalnej vierohodnosti bola pouZitelna. Pre pripady
mensieho rozsahu d4t sa preto ¢asto pouZiva k aproximaécii Standardnych chyb ¥ bootstrap.
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konkrétne pripady, ako st napr. zmesi t-rozdelenf, zmesi dat so skupinovou Struk-
tarou, zmesi zobecnenych linedrnych modelov a pod.

KLASIFIKACNA VERZIA EM ALGORITMU

Niekedy moze byt klasické pouzitie EM algoritmu komplikované. Vtedy sa pontka
pouzit zjednoduSenie, ktorého podstata odpoved4a modelu MLA. Vierohodnost L.(¥) v
tomto pripade maximalizujeme nielen vhodnou volbou parametra ¥, ale aj zatriedenim
pozorovani do zhlukov. Neznamy vektor z = (z7, ... ,2T)” tak odhadujeme spolu s para-
metrom ¥. ZjednoduSenie spoéiva v tom, Ze kazdé pozorovanie jednoznadne priradime
k nejakému zhluku (Gplne klasifikujeme déta do zhlukov) a na tomto potom priamo
zalozime vysledny odhad. Pri klasickom EM algoritme je vSak vysledny odhad priamo
zaloZeny len na pravdepodobnosti prislu$nosti pozorovani k jednotlivym zhlukom (teda
len na fuzzy klasifikacii).

Maximum L.(¥) méZeme v tomto pripade teoreticky néjst vZdy, a to prechddzanim
vetkych pripustnych hodnot neznadmeho vektora z. Prakticky je to ale mozné len v
pripade malého n. Jednoduché rieSenie ponika nasledovna modifikdcia EM algoritmu:
v (k+1)-vej iterécii kroku E je namiesto aktualneho odhadu aposteriérnej pravdepodob-
nosti 7;(x;; ¥*®)), veli¢ina z;; nahradena jednotkou, ak palti

i fi(x;:00) 2 7P fu(x;:007) (h=1,...gh #1) (1.34)

(i=1,...,g;5=1,...,n), alebo nulou ak (1.34) neplati. Takto v kroku (k + 1) ziskame
odhady igkﬂ), R ,2,(:”'1), na zéklade ktorych buda déata tplne klasifikované. Odhady
BEHI] a wfkﬂ} sti potom uZ priamociare.

Té4to alternativa maximalizovania vierohodnosi vSak nevedie ku konzistentnému od-
hadu. V niektorych pripadoch méze sice poskytnit rychle a dobré rieSenie, v situd-
cidch ked komponenty nie st dobre oddelené a proporcie komponentov sa liia je odhad
pomerne slaby. Vtedy ale tento odhad méze dobre poslazit ako inicializacia pre klasicky

EM algoritmus.
INE METODY vYPOCTU MLE

Uved'me si eSte niektoré iné algoritmy pouZivané na néjdenie MLE pre zmes hustot. Pred
objavenim EM algoritmu sa pouZivali a aj dnes sa eSte ob¢as pouZivaji v kombinécii s
EM algoritmom predovSetkym numerické met6dy optimalizéacie, a to metddy Newton-
ovho typu. Jedna z nich, Newton-Raphson-ova metdda, pouZiva na rieSenie rovnice

S(x; ¥) = dlog L(¥)/0¥ =0
Taylorov rozvoj okolo aktuélneho odhadu ¥ () parametra ¥. Toto vedie k aproximacii
S(x; ¥) ~ S(x; ¥)) — 1(TW; x)(¥ — ¥V)), (1.35)
z ktorej potom obdrZime novii hodnotu parametra ¥, W+ ako

Plet) — gl) 4 I'l(tll(s);x)S(x; ‘I'(s)). (1.36)
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Za platnosti uréitych predpokladov o L(¥) a v pripade dobrej podiato¢nej inicializacie
konverguje tato metéda k sprévnemu rieSeniu velmi rychlo, ¢o je jej najvicsia vyhoda.
Problém je ale s volbou vhodnej inicializcie. Nevyhodou metédy je aj nutnost poéitat
v kazdom kroku algoritmu informatni maticu I(¥®);x)15,

1.9.3 Metbédy zaloZené na miniméalnej vzdialenosti

Dalsi zaujimavy odhad parametrov modelu zmesi je odhad metédou minimélnej vzdi-
alenosti (ozna¢im ho MDE). Pre tieto met6dy sice zatial neméme tak dobre preskimané
algoritmy (alebo ich neméme vébec!®), ale oproti metéde maximalnej vierohodnosti st
tu niektoré vyhody. Tieto metédy st robustnejSie (Cutler, Cordero-Brania, 1996) a
umoziuji skonstruovat konzistentny odhad poétu komponentov v zmesi, ¢o je!” hlavnym
nedostatkom met6dy MLE. Odhad'® hladdme tak, Ze minimalizujeme (predom zvolent)
vzdialenost empirického rozdelenia (alebo rozdelenia daného nejakym neparametrickym
odhadom) od rozdelenia daného odhadnutou distribu¢nou funkciu zmesi. Formélne teda
pre takyto odhad parametra ¥, ¥, plati

¥ € arg m‘li'n d(F,,Fy), (1.37)

kde F,, je empiricka distribu¢né funkcia, Fig je distribu¢na funkcia odpovedajica hustote
zmesi (1.8) s neznamym parametrom ¥ a d(Fy,F;) je nejaké vzdialenost distribuénych
funkcii F; a F,. NajdastejSie sa pouzivaju tieto vzdialenosti:

e Kolmogorova-Smirnovova

d(F1,F) = s | Fi(x) — Fa(x)|l

e Cramér-von-Misesova

d(F\,Fy) = / Fi(x) — B2 d{Fi(x) + Fy(x)}

RP

e Hellingerova

d(Fy,Fy) = \[fn (V- VF) dn

kde Fy, F, st distribu¢né funkcie s hustotami fi, f vzhladom k p.

Okrem tychto sa zvykne pouZivat aj

15Néronost vypottu tejto matice vyrazne narasté s jej rasticou dimenziou.

16Tym je myslené, Ze neméame efektivny vSeobecne pouzitelny algoritmus. V niektorych jednoduchych
pripadoch tlohu méZeme sice vyriesit, ale v realnych zlozitejsich prikladoch uZ nemusime byt aspesni.

17§ konzistenciou odhadu metédou MLE bol dlho problém a stéle aj je, ale v niektorych délezitych
pripadoch sa konzistencia uz podarila dokézat. o

18Nadalej, ako v celej tejto kapitole, potet komponentov g povazujeme za pevny, takZe nie je sucastou
odhadovaného parametra modelu.
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- Kullback-Leiblerova vzdialenost (divergencia)

K(FuR) = [ 160 1og§§ ;u(d )

kde F}, F; su distribu¢né funkcie s hustotami f;, f, vzhladom k p.

Pojem divergencia sa pouZiva preto, lebo Kullback-Leibrerova vzdialenost nie je vzdiale-
nost v pravom slova zmysle. Nie je totiZ symetricka a nespliia trojuholnikovii nerovnost.
K jej zaékladnym vlastnostniam patri, ze K(Fy,F;) > 0 a K(F;,F3) = 0 préave vtedy, ak
fi = fa s.i. vzhladom k .

Ako demonstréciu tejto metédy odhadu si uvedme algoritmus HMIX (Cutler, Cordero-

Brana, 1996), ktory sliZi k hladaniu odhadov parametrov zmesi met6dou minimél-

nej Hellingerovej vzdialenosti. Nech fﬂ je neparametricky odhad hustoty zaloZeny na
.Xn (napr. jadrovy). Potom odhad ¥ zvolime tak, aby

2
W € arg glelg -[RP \ falx) — d Z’-’Tsfi(x; 0;) | u(dx),

¢o je zrejme ekvivalentné s hladanim maxima funkcie

G(¥) = [ || 60D mf(xi8u(a)

Dalej platf

->vE [ \/2 : f(x 9‘ V00 fulu(dx).  (138)

Ak by prva odmocnina integrandu (1.38) nezévisela na ¥, bolo by hladanie maxima
ovela jednoduchSie, pretoze by sme mohll najskér maximalizovat kazdy s¢itanec zv1ast
cez ; a potom stulet cez w. Toto je vlastne zékladnd mysSlienka HMIX algoritmu,
podrobnosti ku ktorému mozno néjst v Neme&ek (2004).

1.9.4 Bayesovsky pristup

Bayesovské metody dnes uz v tatistike maji svoje pevné miesto a asto si pri rieSeni
praktickych a komplikovanych problémov uprednostiiované pred metddami klasickymi.
Ich vyznam vyrazne naréstol pomerne neddvnym objavom metdd M CMC (Markov Chain
Monte Carlo), ktoré umoziuja efektivne prakticky implementovat Bayesovské metody
aj v naroénejsich pripadoch ako st aj zmesové modely pravdepodobnostnych distriba-
cif. V pripade zmesi sa dokonca metédam MCMC pri konstrukeii Bayesovského odhadu

nevyhneme.
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BAYESOVSKY ODHAD PRE ZMESI HUSTOT

UvaZzujme model so zmesou hustot (1.6) a jemu odpovedajici vektor neznamych para-
metrov ¥ definovany v (1.7). Nech p(¥) je predpokladan apriérna hustota vek-
tora parametrov W. Potom pre aposteriérnu hustotu tohoto vektora pri pozorovanom
x = (x],..,X2)T platt

p(¥lx) = CT'L(%)p(¥)
= O L(¥)p(a] (), (1.39)

kde p(z|¥) oznaluje podmienend hustotu Z pri danom ¥ a normaliza¢na konstanta C
je dana vztahom

¢= [ ¥ L@pewn@a,

kde L.(¥) je logaritmické vierohodnost pre kompletny datovy vektor podla zavedenej
notacie. V (1.39) séitame cez vSetky moZné hodnoty z, ktoré definuja prislusnost ku
komponentu pre x; (j = 1,...,n). Pri vhodnej volbe apriérnej hustoty p(¥) (napr.
prirodzeny konjugovany systém rozdeleni, ak existuje) je moZné potom aposteriérnu
hustotu pre ¥ najst v uzavretej forme. Jej priame pouZitie je ale uskuto&nitelné len v
pripade malého rozsahu vyberu, a preto sa pouzivaji metédy MCMC.

VOILBA KONJUGOVANYCH APRIORNYCH ROZDELENI

Predpokladajme, Ze hustoty komponentov uvaZovanej zmesi (1.6) patria do tej istej
exponenciélnej rodiny rozdeleni, teda fi(x;; 0;) = f(x;;6;), kde

f(x;;6;) = exp {67 x; — b(6;) + c(x;) } - (1.40)

K tejto rodine existuje konjugovany systém hustot pre apriérne rozdelenie 6;, ktoré ma
tvar

p(8i; wi,y:) o exp {6 w; —%b(6,)}, (1.41)
kde w; vektor redlnych konstént a 7; je skalarna konstanta (i = 1,...,9). Konjugované
apriérne rozdelenie pre vektor proporcii w = (B0 ,wg)T je Dirichletovo rozdelenie
D(ay,...,a,) s hustotou

i=1

pp(mw) =T (Z a; — g) H 77 T (as), (1.42)

ktoré je zobecnenim beta rozdelenia B(ay,az). Pre takéto apriorne rozdelenie vektora
parametrov ¥ je aposteriérna hustota

9

p(¥|x) o pr(al + N1, ... ,0g + 1) H'p(ﬂ,—; w; + niXi, Y + i), (1.43)

i=1
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kde n; = ?=1 Z."j ax = E?=1 z,‘jx_,-/n,-.

Hoci aposteriérnu pravdepodobnost pre odhadovany parameter ¥ sa nam podarilo
vyjadrit v uzavretej forme (1.43), ¢as potrebny k vy&isleniu (1.43) je prili§ velky na
praktické pouzitie, a to aj pre umierneny rozsah vyberu.

MCMC

RieSenie metédou MCMC je zaloZené na konstrukeii ergodického Markovovho retazca,
ktorého stacionarne rozdelenie sa rovni préve aposteriérnemu rozdelniu parametra,
ktory odhadujeme (v naSom pripade ¥). Existuji dva hlavné pristupy, ako zostrojit
takyto Markovov retazec:

e Gibbsov vyberovy plan - prvky Markovovho refazca simulujeme priamo z pod-
mieneného rozdelenia podvektora ¥ pri danych zvySnych parametroch v ¥ (a
pozorovanych datach x),

e Metropolis-Hastingsov algoritmus - prvky retazca simulujeme z vhodne navrh-
nutého rozdelenia, pricom kazda vygenerovani hodnotu prijmeme, resp. zamiet-
neme do Markovovho retazca s vopred definovanou pravdepodobnostou.

Ziskame tak vyber z hfadaného Markovovho retazca ¥, ... ¥(®) o rozsahu N. Od
uréitého (dostato¢ne velkého) N; potom prvky tohoto retazca ¥*) (k = Ny +1,...,N)
aproximuju vyber z hladaného aposteriérneho rozdelenia pre W.

V pripade modelu so zmesou hustét pri implementacii MCMC met6d generujeme
vektor z, indikujuci prislusnost ku komponentom zmesi, a na zédklade neho potom up-
ravujeme hodnotu ¥ (takZe v tomto pripade produkujeme vlastne dva retazce, retazec
chybajicich déat z a refazec parametrov ).

Simulovany vyber ¥+l  ®() moze byt samozrejme pouZity na aproximé-
ciu Tubovolnej dobre definovanej aposteriornej veli¢iny, ako napr. nejakej funkcie W.
Bodovy odhad funkcie a ziskame pomocou ergodického priemeru

N o w®
E@i~ Y N
k=N;+1

a intervalovy odhad ziskame zase pomocou vyberovych kvantilov pre a(¥®) (k =
Ny 100N

McCMC PRE EXPONENCIALNU RODINU ROZDELENI

Teraz popiSem v krokoch MCMC met6du s Gibbsovym vyberovym plénom v pripade
konjugovanych apriérnych rozdeleni (1.41) a (1.42) pre komponenty zo vSeobecnej ex-
ponenciélnej rodiny (1.40).

1. Simulyj

ﬂmD(a1+n1,...,ag+ng) a gin(B;wi"'niii&'Yi-l-ni) (i=1’-"=g)'
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2. Simuluj
Z; ~ Mult,(17;) (1=1,....n),

kde ;= (11(x;;®),...,75(x,; ¥))7, Ti(x;; W) = 7 f(x;;65)/ Z'rrhf(xj; 0,).
h=1

3. Aktualizuj n; ax; (i=1,...,9).

VOLBA INYCH APRIORNYCH ROZDELENI{

Pri volbe apriérneho rozdelenia sa snaZfme nepouZivat prili§ silnti apriérnu informaé-
ciu, aby sme fiou prili§ neovplyvnili vysledny odhad. Niektori autori sa preto zaober-
ali apriormi s malou informéaciou, ktoré by popripade mohli byt aj tple nezévislé od
dat (Richardson, Green, 1997b). UkAzalo sa v8ak, Ze pouZzitie tplne neinformativnych
apriornych rozdeleni (napr. princip neurcitosti) neumoziuje konstrukciu vhodného
aposteriérneho rozdelenia. To je spbésobené tym, Ze vzdy existuje pravdepodobnost,
ze pre jednu alebo viac komponentov nebude alokované ani jedno pozorovanie, a teda
data nebuda poskytovat dostato¢ni informéciu pre odhad v8etkych parametrov. Tak-
tiez sa ukézalo, Ze v pripade zmesi je aposteriérna hustota nevhodna aj pre Jeffreysovu
apriornu hustotu.

Otézke vhodného apriorného rozdelenia pre aplikiciu Bayesovskych metéd v pripade
modelu zmesi bola venovan4 velk4 pozornost, napr. Roeder, Wasserman (1997).

1.10 Dimenzia robi problémy

Je zname, 7e rastiica dimenzia pozorovani dlohu Statistika neimerne komplikuje, hov-
orime o tzv. prekliati dimenzie (curse of dimensionality). UvaZujme zmes viacrozmer-
nych normélnych rozdelenf s réznymi varianénymi maticami. Kazd4 varianéné matica
3 (i = 1,...,9) potom obsahuje %p('p + 1) parametrov. Polet parametrov pre kazdy
komponent takéhoto modelu je teda rdadu O(p?), ¢o uz je pri trochu vicSej dimenzii
velky problém.

UvaZzujme parametriziciu tohoto modelu zaloZeni na spektrélnom rozklade jed-
notlivych varian¢nych matic

P
Y= Z )\m&ua?;, (144)
v=1
kde a;y, ... ,a;, st vlastné vektory prislichjice vlastnym &islam Aij; > Aig, > ... Aip >0
matice ¥; (i = 1,...,g). Rovnost (1.44) méZeme vyjadrit aj ako

Y= /\iAiAiA? (1.45)

kde A; = (a;,...,a;) je (ortogonélna) matica vlastnych vektorov matice ;. Kon-
vencie pre normalizéciu \; a A; zahriiuju bud A = Aa (najvidsie vlastné ¢islo X;),
pre ktoré A; = diag(1,\i2/ i1, - - -, Aip/ A1), alebo |Ai| = 1 pre ktoré \; = |27 a
A; = diag(Mi/ X, .., Ma/\i). Parameter \; riadi potom objem i-teho zhluku (zhluk
prislichajtci i-temu komponentu), A; jeho tvar a A; jeho orientéciu.
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Tento rozklad sa potom pouziva k redukcii poétu parametrov vo viacrozmernom
pripade, a to zavedenim urcitych retrikcii na A;A; a \;. Podmienka A; = A (i =
1,...,9) napriklad znamené, Ze vSetky zhluky v populécii maja rovnaka orientéciu.

1.11 Uplatnenie modelu so zmesou hustot

Zmesové distribuéné modely nasli obrovské uplatnenie v prirodnych, ale aj socidlnych
vedach. Boli tspesne aplikované napr. v biol6gii, genetike, medicine, psychiatrii, as-
tron6mii, ekonomike, marketingu, strojarstve a inych d'alsich oblastiach. V tejto dasti
by som chcel trochu predstavit niektoré zaujimavé pripady pouZitia zmesi.

DATA OBSAHUJUCE SPOJITE AJ KATEGORICKE VELICINY

Uvazujme model (1.6) pre data x = (x],...,xZ)T, ktorych niektoré zlozky x; (j =
1,...,n) sa kategorické a niektoré spojité (mized-mode data). Najjednoduchsi pri-
pad nastava, ked predpokladame, Ze kategorické zloZzky st navzdjom nezivislé a Ze
zloZky reprezentujice spojité nadhodné veli¢iny pochadzaji z viacrozmerného normél-
neho rozdelenia. V takomto pripade pre model zmesi pouzivame tzv. model polohy
(Jorgensen, Hunt, 1996; Lawrence, Krzanowski, 1996).

Predpokladajme, Ze p, z p zloziek ndhodnej veli¢iny X; je kategorickych, pri¢om g-ta
kategoricka veli¢ina nadobida m, réznych hodnét. Potom existuje m = [[7_ 1_ mg 102-
nych moZnosti realizicie vSetkych p; kategirickych veli¢in. V modeli polohy sa potom
nahradia vSetky tieto kategorické veli¢iny jednou nédhodnou veli¢inou X s multino-

mickym rozdelenfm Mult(1,m). Predpokladajme dalej, Ze za podmienky (x; (1 }), =
a prislusnosti j-teho pozorovania do i-teho komponentu je rozdelenie zvy§nych P — P
spojitych veli¢in (oznadujeme ich spolu X ) normélne so strednou hodnotou p;s a

variantnou maticou X;, ktoré je rovnaka pre vSetky s (teda pre vSetky mozné kombina-
cie realizacie p; kategorickych nahodnych veli¢in). Podmienené normélne rozdelenie
navadza k priamej implementécii algoritmu EM. Nech p;, oznacuje pravdepodobnost, ze
X(.l)) = 1 za podmienky, ze X; patri do i-teho komponentu, a nech d;, je jedna alebo

nula, vzhladom k tomu & (xg.l))s je jedna alebo nula. Potom iterdcia EM algoritmu pre
krok (k + 1) vyzaré nasledovne

7r‘-(k+l) _ szﬁ g;)/n,

3—131

pE:H) = 2633 ;(;)/ZZ‘SJ& fﬁ)a

s—-ljl

k) (2
#E:H) - Zéjsrg(s) x{ )/2533 T
j=1

k+1}T (k)
£ _ 333, )P = YD b

a=l1 J =1 s=1 J 1
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ke (k) (k) 4 (2). (k) 5(k
(k) T "Dig ¢( )}u| ) E{ ))

:33 -
0 D )

pres=1,....m; i=1,...,9.
OVERDISPERSSION

Zaoberajme sa teraz pripadom diskrétnych dat modelovanych Poissonovym rozdelenim.
Silnym obmedzenim v tomto pripade je fakt, Ze rozptyl a stredna hodnota Poissonovho
rozdelenia st rovnaké. V praxi je vSak Castokrat pozorovany rozptyl u dat va&si ako
pozorované strednéd hodnota. Hovorime, Ze data st prerozptylené (overdispersed) a tento
problém oznalujeme terminom overdispersion'®. Jednoduché Poissonove rozdelenie v
tomto pripade popisuje dita nedostatoéne, a pokial sa pri hladani lepS§ieho modelu
chceme vyhniat neparametrickému odhadu, pontka sa ako vhodna alternativa pouZzit
prave zmes Poissonovych rozdeleni.

Niekedy sa pouziva spojitd zmes Poissonovych rozdeleni, kde poissonova streda hod-
nota A je modelované nejakou spojitou distribiciou H(A). Potom hustota pozorovanej
néhodnej veli¢iny X (uvaZujeme jednorozmerny pripad) je modelované ako

Flo) = /0 £ e_xf‘x La(z)dH(N), (1.46)

kde A = 0,1,2,... je mnoZina nezépornych celych &sel. Najéastejsou volbou H(A)
v (1.46) je gama rozdelenie Ga(a,3) s hustotou

3o
I'(a)

kde I'(a) = [;° 2 'e “dz je gama funkcia. Toto potom vedie k hustote

rwas)= () (35) (77) @

%o je vlastne hustota negativne binomického rozdelenia N Bi(a,3/(8+1)). Ked oznacime
strednti hodnotu tohoto rozdelenia p, potom

h()\) = =—X*"1e P 00 (A) A8 >0,

(83
B=
g

pri¢om jeho rozptyl je
B+1

var(X) = % (T) = pu+ ky?,

kde £k = 1/a. Z tohoto vidime, Ze tento dvojparametricky model uz umoziuje, aby
rozptyl modelovanych dét bol vi&si ako ich stredné hodnota.

19 Analogicky samozrejme existuje pripad underdispersion, ktory sa viak vyskutuje zriedkavo.
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V stvislosti s Poissonovym rozdeleni sa stretdvame eSte s jednym zaujimavym pri-
padom, pri ktorom sa dobre uplatnilo pouZitie modelu zmesi. Ide o pripad, ked v
diskrétnych datach modelovanych Poissonovym rozdelenim prevazuje vyskyt nal. Tento
pripad sa v odborej literatire vyskytuje pod ndzvom Zero-inflated Poisson model (ZIP)
a mé uz pomerne dlhi histériu (Johnson, Kotz, 1969). Situ4cia ZIP modelu sa d4 pekne
demonstrovat na priklade vyrobného procesu, poas ktorého dochadza k urc¢itym defek-
tom, ktorych vyskyt nés zaujima. Predpokladajme, Ze nejaké nepatrné, nepozorované
zmeny v prostredi zapri¢ifiuja, Ze vyrobny proces sa ndhodne pohybuje medzi akymsi
sperfektnym stavom®, kedy k defektom vo vyrobe dochadza len extrémne zriedkavo, a
,stavom neperfektnym®, pocas ktorého si defekty vo vyrobe mozné, ale nie nevyhnutné.
Zvyseny vyskyt nil (teda, Ze k defektu v danom &asovom tseku nedoslo) v datach
potom interpretujeme existenciou perfektného stavu. Vyskyt defektov vo vyrobe tak
mobzeme modelovat zmesou degenerovaného rozdelenia s hodnotou 1 pre z = 0 (pripad
perfektného stavu) a Poissonovho rozdelenia (pripad neperfektného stavu), takze potom
plati

P(x=0) = 1—p+pe™?
e A\
q'

Zmesi Poissonovych rozdeleni zohravaju délezita tdlohu napriklad aj pri zostrojovani
chorobovych mép (disease mapping), ¢o je dolezita oblast epidemiologie.

P($=Q) = p ] q=1)21“‘

ZOBECNENE LINEARNE MODELY (GLM)

V jednorozmernom pripade zobecnenych linedrnych modelov mé logaritmus hustoty (log
hustota) vysvetlovanej premennej Y; tvar

log f(y;; 0;,k) = mjk ™" (0;y; — b(6;)) + c(yj; K), (1.47)

kde 6; je prirodzeny alebo kanonicky parameter, & je disperzny parameter a m; je
apriérna vaha. Stredna hodnota a rozptyl st E(Y;) = p; = b'(6;), var(Y;) = &b"(6;).
GLM potom predpoklada

ns = hip) = <1, (1.48)

kde x; je vektor vysvetlujicich premennych pre j-tu vysvetlovanti premenni y;, B je
vektor nezndmych parametrov a h(-) je monoténna funkcia nazyvana linkovacia funkcia.
V pripade, Ze & je zname, (1.47) patri medzi hustoty (regularneho) exponencidlneho
rozdelenia. Poissonove a binomické rozdelenie majia £ = 1.

Zmes g komponentov rozdeleni GLM v proporcidch my, ...,y je definovana ako
g9
Flyis ®) =Y mif (45 045.54), (1.49)
i=1

kde pre fixny disperzny parameter x; mame

log f(y;: 05,k:) = myk; (0595 — bi(6i5)) + cilyss ki)
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pre i = 1,...,9. Pre i-ty komponent GLM je Hij strednd hodnota Yj, hi(ui;) je linko-
vacia funkcia a 7; = h;(u;;) = B]'x; je linearny prediktor (i = 1,.. ,9). Tieto modely
sa pouZivaji v oblasti machine learning, kde st zname pod menom mi:z:tures-oﬁezperts
modely.

V pripadoch, kde ziskanie odhadu pre model so zmesou hustot nie je priamodiare, sa
niekedy snazime dany problém formulovat ako zmes GLM, ktort by sme uz vedeli vyriesit
pomocou EM algoritmu pre zmesi GLM. Takym prikladom st déta, ktoré obsahuja len
bindrne premenné (pozorovanie x; = (zy;,...,z,;)7 obsahuje p bindrnych premennych).
Zskladny predpoklad pre analyzu zmesovej Strukttry takychto dat je ich vzéjomné
podmienené nezévislost vzhladom k prislusnosti ku komponentu zmesi. Hustota i-teho
komponentu zmesi potom je

xJ . H 630.1 1 .7,',,3

kde 8; = (6;,...,0pi)T a 6,; je podmienena pravdepodobnost, Ze Xyi=1(v=1,....,p)
za podmienky, Ze patri do i-teho komponentu zmesi. S tymto modelom sa ¢asto streta-
vame v socidlnych vedéch a biostatistike (Everitt, 1984).

ZMESI T-ROZDELENI{

Ako som uz v sekeii 1.6.3 naznadil, {-rozdelenie moZno povazovat za akusi alternativu
normalneho rozdelenia s tazsimi chvostami. Chvosty normélneho rozdelenia totiZ v praxi
velakrat nie st postacujiuce (prili§ rychlo konverguja k nule). Ako robustnejsi pristup
modelovania normélnych zmesi bolo preto navrhnuté pouZitie zmesi (aj viacrozmernych)
t-rozdeleni (McLachlan, Peel, 1998).

Problém odlahlych pozorovani je v pripade zmesi v8ak ob3irnejsi a jeho néro¢nost
rastie s rastiicou dimenzou dat. Niekedy sa odlahlé pozorovania modeluji rovnomernym
rozdelenfm na zvolenej mnozine A. Proporcie zmesi 7 sa rozsiria o 7y (pravdepodobnost,
Ze pozorovanie je odlahlé). Vierohodnost pre model (1.6) ma potom tvar

mn
Ako robustn4 varianta odhadu v modeli so zmesou hustot sa pouzival M-odhad stredne;
hodnoty a varianénej matice v M-kroku EM algoritmu (Campbell, 1984). Nedavno bola
pre robustné odhady v modeloch zmesi vypracovana metodolégia vazenej vierohodnosti
(Markatou, 1998).

Viacrozmerné t-rozdelenie patri medzi §irsiu triedu elipticky symetrickych rozdeleni's
dodato&nym parametrom nazyvanym stuperi volnosti v. Ked sa tento bliZi k nekoneé¢nu,
t-rozdelnie sa bli#i k normélnemu rozdeleniu. Mézeme teda na neho nahliadat ako na
parameter robustnosti. Hustota (viacrozmerného) t-rozdelenia mé tvar

(42)|3|
() 0(4)(1 + 6(x;,v; B) /v) 5 ¢+P)

f(xj; #,z,ll) o
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kde

0(xj,1; E) = (x; — p)" =7 (x; — p)
oznafuje Mahalanobisovu vzdialenost medzi x; a p (s varianénou maticou X). Pri
aplikdcii EM algoritmu narazime vSak na jednu komplikiciu. Pre odhad parametra ro-
bustnosti totiZ neexistuje v kroku M explicitné rieSenie rovnice (1.33), takze je nutné
pouzit nejaki iterativnu metédu. Tymto vlastne v ramci EM algoritmu pouZivame
dalsi iterativny algoritmus, ¢im dostdvame pomerne komplikovant procediru. Je preto

rozumnejsie stupei volnosti predom nejak zvolif a neodhadovat ho spolu s ostatnymi
parametrami.

ZMESI V ANALYZE PORUCH

Je to len nedavno, ¢o sa zmesové distribuéné modely zadali aplikovat v analijze preZitia
a analyze spolahlivosti. Pekny priklad ponika napr. ¢lanok Blackstone a kol. (1986),
ktory sa zaobera operaciami s otvorenym srdcom. Autori uvadzaji, Ze riziko Gmrtia
prechddza troma fazami: ranné faza, pocas ktorej je riziko relativne vysoké, stredné
faza s konStantnym rizikom a poslednéd faza, pri ktorej sa riziko za¢ina zvadSovat s
vekom pacienta. Tieto fazy sa prekryvaji v ¢ase, a preto nemézu byt dostatoéne mod-
elované pomocou troch oddelenych modelov (oddelené ¢asové tseky). Model so zmesou
troch rozdeleni v tomto pripade poniika Sikovny sposob modelovania prezitia. Najviac
pouZivanym rozdelenim v tejto oblasti (tzv. Zivotné rozdelenie) je Weibullovo rozdelenie
W(a,k) s hustotou

f(z; a,k) = akz" exp {—az"} I o) (z), @, &> 0.
Je to velmi flexibilné rozdelenie s jednoduchym tvarom hustoty, krivkou preZitia
S(t,6) = exp {—(at)"} Ijo,0)(t),
kde @ = (a,k)” a jednoduchou jemu prislusnou hazardnou funkciou
h(t,8) = a"kt" " Ig,50)(2).

Vzhladom na hodnotu parametera s (parameter tvaru) moéze byt hazardna funkcia
monoténne rasttca, klesajica alebo konstantnd. Ak tento parametr poloZime rovny
jednej, dostaneme hustotu ezponencidlneho rozdelenia, ktoré je takisto velmi rozsirené
a pouZiva sa napr. v pripade, ked empiricky pozorovana hazardné funkcia klesé v Case.

ZMESI V PRIPADE SMEROVYCH DAT

Zmesi nasli uplatnenie aj v zaujimavej oblasti tzv. smerovych dat. Ide o data, ktoré
vyjadruja nejaky smer. Prikladom moze byt napr. analyza Struktiry kamennej hmoty
alebo jednoducho skaly. T4 zvi&Sa obsahuje rozne trhliny a fraktiry, ktorych orientacia
zohrava délezitt tlohu pri dalsom vyvoji tejto hmoty. Uplatnenie nachadzame napr. v
banickom priemysle, kde je extrémne dolezitd Struktra povalu tunela. Vznik fraktr
je sposobeny nejakou vonkajsou silou, preto sa Casto tieto fraktiry formuja priblizne v
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rovnobeznom smere. Takychto rodin rovnobeZnych trhlin méZe byt na jednej kamennej
mase samozrejme pritomnych viac. Déta st zaznamenané v tvare smerovych vektorov
jednotlivych fraktar, x = (z1,22,23)7. Autor pouziva k modelovaniu dat zmes Kentovijch
rozdeleni. Hustota tohoto rozdelenia mé4 tvar

fk(x;0) = Ckexp [n(xTwl) + 0 {(fo.c.:g)2 - (XTwa)z}] )

kde
Ck = (2r) L exp(—k) (k% — 48%)'/2 (1.51)

a 0 = (k,B,w;,ws,w;3) je vektor parametrov. Podrobnejsi popis tohoto rozdelenia, aj
popis EM algortimu pre tento pripad mozno n4jst v Peel a kol. (2001). Niektori autori
k analyze smerovych dat pouZivaji zmes Fisherovyjch alebo von-Misesovijch rozdeleni®°.

20pjsherovo rozdelenie je zobecnenim von-Misesovho rozdelenia z kruhu na sféru a Specialnym pri-
padom Kentovho rozdelenia pre pripad 3 = 0.
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Kapitola 2

Pocet komponentov

V predchadzajicej kapitole sme sa pri odhadovani modelu zmesi zamerali na pripad, ked
bol po¢et komponentov g zmesi a priori znamy, a teda nebol stdastou odhadovaného
parametra. Toto je vSak zna¢ne obmedzujuca podmienka. V praxi totiz podet kom-
ponentov vacSinou znadmy nie je, hoci zvia¢Sa mame aspoin predstavu o tom, v akom
rozsahu sa jeho skuto¢ny podet pohybuje. Niekedy napriklad ani nevieme, & analy-
zované data maji heterogénnu Strukttiru. Vtedy hovorime o testovani homogenity a
testujeme hypotézu, Ze poet komponentov modelu je jedna, proti hypotéze, Ze podet
komponentov je vacsi. Odhadnut zlozZitost modelu zmesi, ako niekedy nazyvame podet
jeho komponentov, je teda tloha velmi délezitd. Zaroven je to v8ak naro¢ény problém,
ktory doposial nebol uspokojivo vyrieseny. Velkou vyzvou je zhotovenie konzistentného
odhadu a predovsetkym algoritmu, ktory by takyto odhad umoziil efektivne aplikovat
V praxi.

V tejto kapitole sa pokusim predstavit hlavné existujice metédy pre odhad zlozi-
tosti zmesi a zorientovat sa v spleti tychto rozliénych technik. Poktsim sa zachytit ich
historicky vyvoj, smerovanie a napokon sa budem venovat aj zaujimavym modernym
vysledkom.

Pri odhadovani po¢tu komponentov treba striktne rozliSovat medzi pripadom, ked je
model zmesi pouzity len ako vhodny model pre popisanie ddt, alebo ked reprezentuje
metédu zhlukovej analjzy. Ako vysvetlenie si uvedme nasledujici priklad. V prvej
kapitole som poukézal na to, Ze pomocou zmesi normalnych rozdeleni moZzno vhodne
modelovat asymetrické distribacie. Ak norméalnu zmes pouZijeme k detekcii zhlukov
v datach, nemusi byt kazdy zhluk reprezentovany prave jednym komponentom zmesi.
Niektoré zhluky totiz mézu odpovedat zoSikmenému rozdeleniu, na popisanie ktorého
model normélnej zmesi spotrebuje vzdy viac ako jeden normalny komponent?!. V kon-
texte zhlukovej analyzy je teda v tomto pripade skutoény pocet komponentov (zhlukov)
mens{ ako pocet komponentov odhadnutej normélnej zmesi. Typickym prikladom, kedy
sa zmesi pouzivaji k analyze zhlukov, st napriklad tlohy z genetiky. Zhluky v tomto
pripade reprezentuji rozne genotypy a ¢astou tlohou v tomto pripade je prave zistenie

218 efektom zoSikmeného rozdelenia zhlukov sa moZno niekedy vyrovnat tak, Ze data sa pokisime
vhodne transformovat, napr. Boz-Cozovou transformdciou.

36
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2. POCET KOMPONENTOV 37

poctu réznych genotypov v sledovanej populécii.

V pripade, Ze nemdme Ziadnu apriérnu informdciu o datach (parametricki Specifikiciu
komponentov), je otazka po¢tu komponentov hodnoten4 cez pocet modusov. Procediry
na odhad po¢tu modusov rozdelenia popisuje napr. Titterington a kol. (1985), ktory
vyuziva met6dy jadrového odhadu hustoty. Bolo tiez odvodenych aj niekolko testov
pre potet modusov daného rozdelenia (Hartigan, Hartigan, 1985; Fisher a kol., 1994).
Nevyhodou tohoto pristupu je, Ze funguje len v pripadoch, ked st komponenty zmesi
od seba navzajom dostato¢ne oddelené.

V dalsom uz budem pracovat s parametricky formulovanou zmesou s hustotou

g9
F6®) =Y mf(x;6;), (2.1)
i=1
kde f(-; 0) je €lenom nejakej parametrickej rodiny {f(x;;8) : @ € ©} a © je paramet-
ricky priestor pre §. Budem sa zaoberat odhadom zmesovej distribicie

g
H(6)=> mlp<e, 0€O©=1{6,...06,}, (2.2)

i=1

kde g bude nezname.

2.1 Definicia po¢tu komponentov v zmesi

Pocet komponentov v modeli so zmesou hustot sa niekedy oznaduje aj terminom stupers
(ang. order), popripade zloZitost (ang. complexity) modelu so zmesou hustét. Predtym,
ako sa pustime dalej, venujme trochu pozornosti jeho definicii:

Skutoény pocet komponentov go zmesi f(x; ®) = Y7, mi fi(x; 0;) je najmensia hodnota
g, pre ktori vsetky komponenty fi(x;6;) si navzdjom rézne a vsetky k nim asociované
proporcie m; si nenulové.

2.2 Zakladné pristupy rieSenia

Met6dy odhadu poétu komponentov zmesi (2.1) mozno rozdelit na Stytri zakladné
skupiny:

1. Test hypotézy o poc&te komponentov metédou pomeru vierohodnosti -
Pre model so zmesou hustot nie s splnené klasické podmienky regularity, v pripade
platnosti ktorych by testova Statistika zaloZzena na pomere vierohodnosti (LRTS)
mala klasické x? rozdelenie. Vyskum v tejto oblasti pozostéva z hladania vhodne;
aproximéacie LRTS, popripade jej teoretického rozdelenia v réznych Specidlnych
pripadoch.

10 A\g TATEY
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2. POCET KOMPONENTOV 38

2. Metody zaloZené na penalizovanej vierohodnosti - Vierohodnost pri mode-
loch zmesf s rastticim po¢tom komponentov narast4 (¢m viaési podet komponentov,
tym lepSie popisanie dat). Po presiahnuti uréitej hranice po&tu komponentov uz ale
vierohodnost narasté len velmi pomaly. Je teda adektvétne za odhad po&tu kom-
ponentov brat hodnotu, po zvidSeni ktorej sa vierohodnost uz ,vyrazne* nezvysuje.
Vierohodnost preto penalizujeme ¢lenom, ktory rastie s poétom parametrov mod-
elu alebo vyjadruje nejakym spésobom nevhodnost, resp. chybu tohoto mod-
elu. Za odhad potom berieme maximum tejto penalizovanej vierohodnosti. Tento
odhad ozna¢ime MPLE.

3. Met6dy zaloZené na miniméalnej vzdialenosti - Vzdialenost medzi empirickou
distribtciou (resp. iného ,overfitu® dat) a distribiciou modelu zmesi sa zmenSuje s
rasticim poétom komponentov zmesi. Podobne, ako v predchadzajicom priklade,
teda vhodnou penalizéciou (nepriamo) penalizujeme podet parametrov (a teda aj
komponentov) modelu a za odhad berieme minimum penalizovanej vzdialenosti
alebo stanovime hranicu dostatoénej blizkosti a za vysledny poc¢et komponentov
berieme najmensiu hodnotu g, v pripade ktorej doslo k prekroceniu tejto hranice.
Tento odhad ozna¢ime MPDE?,

4. Bayesovsky pristup pre odhad po¢tu komponentov - V tomto pripade pojde
bud o MCMC metédy na priestore s premenlivou dimenziou, alebo metody za-
loZené na aposteriérnych modusoch vierohodnosti modelov s po¢tom komponetov
g=1,....9maz, kKde gmas je nejakd horné hranica pre zlozZitost zmesi. Predstavim
aj bayesovské testovanie hypotézy o pocte komponentov modelu zmesi pomocou
Bayesovho faktora.

2.3 Test pomerom vierohodnosti

Predpokladajme, Ze data pochadzajt z rozdelenia daného hustotou (2.1). Pre volbu
po¢tu komponentov g sa naramne ponika test metédou pomeru vierohodnosti (LRT)
pre hypotézu Hy : g = go proti alternative H; : g = gy, pre nejaké g1 > go. Zvycajne g; =
go+ 1. V praxi va&inou postupujeme tak, Ze po jednom zvySujeme pocet komponentov
v zmesi, aZ kym sa prirastok maximéalnej vierohodnosti po urcitej hranici g neza¢ne
prepadat. Ttato hranicu potom &asto volime za go v Hp.

Nech ¥; je MLE pre ¥ za podmienky H; (i = 0,1). Potom testové 3tatistika v tomto

pripade ma tvar X )

LRTS = 2{log L(¥,) — log L(¥o)} (2.3)
a jej velké hodnoty sved&ia proti hypotéze Hp. NaneStastie vSak modely so zmesou
hust6t nespliaji podmienky regularity(Cramér, 1946), za ktorych ma Statistika (2.3)
Standardne asymptotické chi-kvadrat rozdelenie so stuptiami volnosti danymi rozdielom
po&tu parametrov modelu v pripade alternativy a parametrov modelu v pripade nulovej
hypotézy.

22Takto budem v préci oznadovat vSetky metédy pre odhad po&tu komponentov zaloZené na min-
imélnej vzdialenosti, hoci nie vzdy pdjde o penalizovani vzdialenost.
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2.3.1 PoruSenie podmienok regularity

PoruSenie podmienok regularity v pripade modelu zmesi ukézem na priklade. Majme
zmes dvoch normélnych rozdeleni v proporcii m; a 7, = 1 — 7, so strednou hodnotou
p1 =0 a p2 a s rovnakym jednotkovym rozptylom. Testujme hypotézu

Ho : f(z5; %) = §(z;30,1) (2.4)

proti alternative
Hy : f(zj;¥) = me(2;;0,1) + maod(zj; pa,1). (2.5)

Parametricky priestor v tomto pripade teda je
Q= {¥ = (m,u)" : [0,1] x (—o00,00)}
a podpriestor £ priestoru 2, ktory Specifikuje Hy je
Qo = {¥ = (m1,u2)" : ([1] x (—00,00)) U ([0,1] x [0])}.

V pripade platnosti Hjy lezi teda skutoénd hodnota parametra na hranici paramet-
rického priestoru (poruSenie podmienok regularity) a zarovei v neidentifikovatelnom
podpriestore €2y parametrického priestoru 2. V pripade neidentifikovatelnosti je vSak
asymptotické rozdelenie pre MLE neznéme.

Ak plati Hy, plati, ze ¥, konverguje v pravdepodobnosti k €, (Feng, McCulloch,
1996), takze by sme ocakéavali, ze LRTS sa bude pre n — oo spravat rozumne. Hartigan
(1985) ale ukézal, ze LRTS je v pripade platnosti Hy v pravdepodobnosti zhora asymp-
toticky neobmedzené (hoci velmi pomalou mierou 3 log(logn)). Pre konedny rozsah
vyberu n v8ak rozdelenie LRTS existuje a mdzeme ho aproximovat napriklad pomocou
bootstrapu.

2.3.2 Pravdepodobnostné rozdelenie pre LRTS

Rozdelenie $tatistiky (2.3) najcastejsie aproximujeme technikou bootstrap, avsak v roz-
nych Specidlnych pripadoch sa ho podarilo odvodit aj teoreticky. Napriklad Ghosh,
Sen (1985) odvodili pre pripad zmesi dvoch norméalnych komponentov s nezndmymi
proporciami, s neznamymi ale identifikovatelnymi strednymi hodnotami, kde uo je z
kompaktnej mnoziny, a s rovnakym a zndmym rozptylom, Zze LRTS m4 rozdelenie ako
funkcional

[ma.x {0, sup W(,ug)}] ; (2.6)

B2

kde W(-) je Gaussovsky proces s nulovou strednou hodnotou a varianénym jadrom
z4visiacim na skuto¢nej hodnote u; za Hy, a rozptyl W(uz) je jednotkovy pre vSetky
p2. Podobny vysledok ako (2.6) bol dosiahnuty aj pre pripad vSetkych neznamych
parametrov (teda aj 0 nezndme), ale s podmienkou 0 < a; < A < aj pre nejaké pevné
a1 a ay, kde A = |py — po|/o (mahalanobisova vzdialenost). Ukédzalo sa, Ze pre nie prili
velké hodnoty a, st asymptotické percentily a percentily rozdelenia x3 velmi podobné.

-
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TaktieZ boli uskuto¢nené aj nejaké simulaéné stadie za tdelom aproximécie rozde-
lenia LRTS. Pre viacrozmerny pripad normélnej zmesi dvoch komponentov (test Hj :
go = 1 proti H; : g1 = 2) so spolo&nou varianénou maticou bola odvodena aproximacia

C(LRTS) ~ X, 2.7)

kde stupefi vol'nosti d; je dvojnésobok diferencie po¢tu parametrov za Hy a H, bez para-
metrov proporcii. Doporugené hodnota pre C je (n — 1 —p— 3¢1)/n, kde p je dimenzia
pozorovani. Neskor sa ukizalo, Zze pomer n/p by viak mal byt aspon 5, aby mohla byt
aproximécia pouZiteln4 pre stanovenie p-hodnét. Aj potom je ale sila testu pomerne
mal4, pokial mahalanobisova vzdialenost nie je viiésia ako dva. Dal$fm délezitym fak-
tom je, Ze rozdelenie LRTS uréené pomocou simulécif zévisf na podiato¢nej inicializacii,
ukon¢ovacom kritériu a sposobe vysporadtvania sa s faloSnymi lokAlnymi maximami
pri procese iterativneho vypoétu MLE (napr. EM algoritmus) v pripade jednotlivych
hypotéz.

McLachlan (1987) k odhadnutiu p-hodnoty pre LRTS pouZiva bootstrap. Boot-
strapové vybery st generované zo zmesi s vektorom parametrov ¥, ktory nahradime
maximélne vierohodnym odhadom ¥, spo¢itanym v pripade platnosti nulovej hypotézy
z povodnych dat. Pocet tychto bootstrapovych vyberov ozna¢me B. Pre kazdy boot-
strapovy vyber spoé¢itame LRTS, ¢im dostaneme aproximaciu jej skuto¢ného rozdelenia.
Treba si uvedomit naro¢nost tejto procedury, pretoze pre kazdy bootstrapovy vyber
musime spocitat MLE pre tento vyber za platnosti oboch hypotéz, kedze

LRTSY) = 2 {L(xi:g;)) - L(xi;g{))} (j=1,...,B). (2.8)

Pre odhad LRTS je este dolezité, aby pri vypoétoch MLE z pévodnych déat a boot-
strapovych vyberov bola pouZita rovnaka procedira vzhladom k tomu, Ze iny typ poci-
ato¢nej inicializacie, ukon&ovacieho kritéria, atd. méa dopad na simulované rozdelenie
LRTS. Ak chceme dosiahnut velki presnost odhadu p-hodnoty pre LRTS touto boot-
strapovou technikou, musi byt B velmi velké. Niekedy sa stretdvame aj s pouZitim
dvojitého bootstrapu. Bootstrapové vybery su vtedy generované zo zmesi s parametrom
‘i’_;u, kde \i';0 je MLE po¢itany z bootstrapového vyberu generovaného zo zmesi s para-
metrom 'i'go.

Teoretické rozdelenie pre LRTS sa nakoniec podarilo odvodit pomocou zavedenia Speciél-
nej reparametrizcie pre model so zmesou hustot (1.8) (Dacunha-Castelle, Gassiat,
1999), ale jeho podoba?? je skor teoretickd ako prakticky pouzitelna. Tomuto vysledku
predch4dzal ¢léanok od tych istych autorov (Dacunha-Castelle, Gassiat, 1997), v ktorom
bola myslienka reparametrizcie pouzité len pre Specialny pripad testovania Hy : g =1
proti H, : g > 1, ktory sa v pripade modelov zmesi asto oznaluje ako testovanie
homogenity.

Na zaver teda mozno konstatovat, Ze testovanie hypotézy o po¢te komponentov zmesi
metédou pomeru vierohodnosti nie je moc vhodné pre praktické pouzitie. Teoretické

21de o Gaussovsky proces na Speciélnej mnozine, pri¢om odvodené asympotické tebria predpokladé
niekol'ko zloZito vyzerajicich podmienok na rodinu rozdeleni zmesi (pre normélne a poissonove zmesi
uz tieto boli overené).
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rozdelenie LRTS je totiz prili§ komplikované a simulaéné tudie alebo bootstrap zase
prili§ naro¢né na vypoctovy Cas.

2.4 Testovanie homogenity

Tento Specidlny pripad testovania zloZitosti modelu zmesi sa niekedy oddeluje od kla-
sického testovania po¢tu komponentov. Pri testovani homogenity totiZ rozhodujeme, &
vobec ide o zmes, resp. €1 data maja heterogénnu Struktiru. Naproti tomu o testovani
poctu komponentov zmesi hovorime va¢sinou v pripade, ked je pritomnost heterogenity
uz znama, teda g > 1.

Ak teda plati nulova hypotéza, nahodny vyber v tomto pripade pochadza z paramet-
rického rozdelenia s hustotou f(x,6). Klasickym prikladom testu homogenity je C()
test Neymana a Scotta z roku 1966, ktory zamieta hypotézu ak

n

> t(xi,0) > ¢, (2.9)

i=1

kde t(x,0) je vhodne zvolena Statistika, ktord ma v pripade glulovej hypotézy vzhladom
k hustote f(x,0) nulovi stredni hodnotu (napr. t(x,0) = &5 f(x,0)/f(x,0)).

2.4.1 VazZeny test homogenity

Susko (2003) odvodil vdZeny test homogenity j-teho komponentu zmesi, ktory testuje
hypotézu Hy : g = go proti alternative Hy : g > go tak, Ze testuje ¢i je aktualny j-
ty komponent zmesi homogénny alebo nie. Ak testom zamietneme homogenitu tohoto
komponentu, tak zamietame aj hypotézu Hy. Testom zamietame Hy ak

n

> p(ilxi; ®)t(xi.05) > ¢,

i=1

kde p(j|x;; ¥) = =, f(xj;éj) 132 K f (xj;ék) st vahy j-teho komponentu (pravde-
podobnost, %e pozorovanie i padne do j-teho komponentu). Pracujme so Statistikou

—\/1-—5 ip(ﬂxs-; @)t(x;,0;), (2.10)

kde ¥ je MLE parametra 6 za Hy. Stredné hodnota tejto Statistiky v pripade nulovej
hypotézy je vzhladom k hustote f(x; ®) = > 3", mkf(x; ;) nulova, pretoze Statistika
t(x,0) je volena tak, aby mala nulovi stredni hodnotu a d4a sa odvodit, Ze jej rozptyl

ma tvar
E [{p(i|X; ®)t(X,0;)}"] — r;(®)" T~ (¥)r;(¥), (2.11)

kde r;(¥) = E [u(X,%)t(X,¥)p(j1X; )], u(x,¥) je gradient log [f(x,%)] a J(¥) je
Fisherova informa¢né matica. Vzhladom k tomu, Ze Statistika (2.10) mé (asymptot-
icky) normalne rozdelenie, pre test homogenity j-teho komponentu zmesi ju stac¢i uz len
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znormovat (podelit odmocninou odvodeného rozptylu) a porovnat s kvantilmi standardi-
zovaného normélneho rozdelenia. Odhad rozptylu (2.11) viak obsahuje odhad Fisherovej
Informacnej matice, ¢o komplikuje prakticka implementéciu tohoto testu.

Ak nés zaujima len test hypotézy H, : g = go proti H; : g > 9o a nie jednotlivé kom-
ponenty, moéZeme pouZit agregovany vdZeny test homogenity. Statistika potom vyzeré
takto

\/_ZZMX, O)t(x;,0,). (2.12)

Pouzitie agregécie vyznamne nezniZi silu testu, pri¢om sila testu je podla autora porov-
natelné s pouzitim ovela viac vypoétovo naroénejsej bootstrapovej aproximécie Statis-

tiky LRTS.

2.4.2 Graficky pristup

V prvej kapitole sme mohli vidiet, Ze hustota zmesi dvoch normélnych komponentov
nie je vzdy bimodalna. Roeder (1994) si ale v§imla, Ze pomer hustoty zmesi dvoch
normélnych komponentov a hustoty vhodného normélneho rozdelenia je bimodalny vzdy
a na tomto fakte zalozila svoj pristup testovania homogenity.

Predpokladajme, Ze chceme testovat hypotézu

Ho : f(z) = f(z; H1,0%) = (; p,0%)
proti alternative
H, : f(z) = f(z; Hy,0%) = 7p(x; p11,0°) + (1 — m)p(; p2,0%),

kde ¢ je hustota normélneho rozdelenia. Nech y = 76; + (1 — )0 a 72 = 7(6y — p)? +
(1 —7)(0; — ). Roeder vo svojom ¢lanku ukézala, Ze podiel funkcif definovany ako

f(z; H,0?)

2.13
p(z; po? +7°) 5

r(z) =

je funkcia bimodéalna prave vtedy, ak 62 # 6, a 0 <7 < L Funkcia r(z) — 1 teda v
pripade hypotézy H, Styrikrat meni znamienko, a to v tomto poradi (—, +,—, + ).
Vzhladom k tomu, Ze odhad r(z) vykazuje nestabilitu v chvostoch rozdelenia, bola
odvodena modifik4cia tejto diagnostiky

tiz) = @*(z;p0°+7)[r(x) —1]

f(:r'.! H210-2) = (,0(.?:, .""162 + TQ) (2 14)
PP (zpo?+77) '

ktora taktieZ v pripade hypotézy H; Styrikrat meni znamienko.
K aplikécii tohoto vysledku pouZijeme neparametricky odhad ¢(z),

[fn(x; hn) — p(z; 5332 ik hi)l/‘ﬁl/2($’fas2 g hi)!
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kde fo(; ha) = & E?_l ¢(x; ;,h2) je jadrovy odhad f (z; Hy,0?), T je vyberovy priemer
a s? vyberovy rozptyl Tento odhad mézeme eSte znormovat do zaveretnej podoby tak,
aby mal jednotkovy rozptyl

sl 2
Tn ;hn = 2 1’!2 h 1/2 fn(l‘ hn) (3.: :23 S + hrn)
(z; hn) = (27'/*nhy,) (57,5 1 B : (2.15)

V pripade alternativnej hypotézy potom odhad T,(z; h,) aproximuje bimodalnu funkciu
premennej X so Styrmi zmenami znamienka, a zaroven sa d4 ukézat, Ze v pripade nulovej
hypotézy je priblizne rozdelend ako stacionarny Gaussovsky proces. Graf Ty(z;hy,)
(muzture detection plot, MDP) teda diagnostikuje homogenitu skimaného ndhodného
vyberu. Vykreslujeme ho zviadSa pre viac vyhladzovacich parametrov h,. Odporadéa
sa zatat s hodnotou h, = sn™"/% a ta potom vhodne upravovat tak, aby sme z grafu
odstranili prudké oscilécie.

U MDP je doélezité rozliSovat medzi ndhodnym Sumom a modusmi, ktoré maji svoj
povod v komponentoch zmesi. V pripade H; MDP typicky vykazuje relativne velké
modusy a jasne viditelné dno. Za tymto t&elom boli odvodené aj kritické hranice, v
ktorych by mal v pripade nulovej hypotézy MDP oscilovat okolo nuly. Na testovanie
v8ak nie st tieto hranice tGplne vhodné, lebo zavisia na ndhodne zvolenej Sirke vyhlad-
zovacieho parametra h,, a st odvodené pomocou asymptotickej teérie, ktora si vyzaduje
velky rozsah ndhodného vyberu. Treba eSte dodat, Ze metoda je citliva na predpoklad
normality.

Tato technika sa da rozsirit aj na pripad testovania vac¢Sieho po¢tu komponentov,
pricom nemusi uZ ist o homoskedastické komponenty. Diagnostika mé vSak v tomto
pripade menSiu silu, preto sa tato metéda hodi predovSetkym na testovanie homogenity.

2.5 MPLE

Odhad zloZitosti modelu zmesi, alebo jenoducho vyber modelu, pomocou metédy MPLE
realizujeme tak, Ze maximalizujeme penalizovani vierohodnost modelu cez nejaki mno-

7inu uvazovanych hodnét zlozitosti modelu G (va&sinou G = 1,... ,gmaz), teda
g = sup {log L(¥,) - C(a) } , (2.16)
gelG

kde C(g) je _penalizacny ¢len pre model s poétom komponentov g a ¥, je MLE odhad
parametra W pre tento model. Opodstatnenie tohoto pristupu som naznaéll uz v tvode
kapitoly a v nasledujicej ¢asti ho vysvetlim eSte z iného pohladu.

2.5.1 Minimalizacia Kullback-Leiblerovej divergencie

Nech f(u) je nejaka hustota zmesi a f(u,¥) nech oznacuje jej odhad. Poktsme sa zvolit
odhad modelu tak, aby sme minimalizovali Kullback-Leiblerovu (KL) divergenciu f(u)
vzhladom k f(u,¥), ktora je definovana ako

KL(f ), (0,8)) = [ f(w)log f(w)du ~ [ stwytog (@), (2.17)
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KedZe prvy ¢len na pravej strane (2.17) nezavisi na modeli, zaujima nas len &len druhy,
ktory moézZeme vyjadrit ako

n(x; F) = f f(u)log f(u; ¥)du = f log f(u; ¥)dF (u), (2.18)

kde F' je skuto¢nd distribuéné funckia a x = (x7,...,x7)7 je vektor pozorovani. Jedno-
duchy odhad tohoto ¢lenu potom ziskame tak, Ze za F' dosadime empiricki distribuéna
funkciu (EDF) F,. Dostaneme tak nésobok logaritmickej vierohodnosti pre parameter
v

5 1e . 1 -
n(x; Fa) = =3 log f(x;; ¥) = ~log L(¥). (2.19)
J=1

Minimalizécia (2.17) odpoved4d maximalizacii n(x; F},), a teda maximalizcii logarit-
mickej vierohodnosti. Vzhladom k tomu, Ze EDF E, je vo vSeobecnosti blizsie k odhadu
distribu¢nej funkcie Fy ako ku skutoc¢nej distribu¢nej funckii F', odhad n(x; ﬁ’n) dava
nadhodnotenie pre [log f(x)dF(x). Vychylenim tohoto odhadu je funkcionél

o(F) = Br{n(X; ) - n(X; F)}

{23 he 05 - e}, @

kde Er je strednd hodnota vzhladom k spolo¢ne]j distribuénej funkeii Xy, ...,X,. Pri
odhade modelu zaloZenom na minimalizacii KL divergencie - maximalizicii vierohod-
nosti - je teda potrebné zahrnat aj toto vychylenie. Odhad volime tak, Ze maximalizu-
jeme

-~

log L(¥) — b(F), (2.21)
kde b(F) nahradime vhodnym odhadom. Stvis s (2.16) je uZ zrejmy.

2.5.2 Klasické informac¢né kritéria

Pouzitim konkrétnej volby penalizécie v (2.16) dostaneme kritérium pre vyber modelu.
Takéto kritérium sa nazyva informacné kritérium pre vyber modelu so zmesou hustot
alebo len informaéné kritérium. Va&Sinou sa ale tieto kritérid uvadzaji v tejto podobe

—2log L(¥) + 2C, (2.22)

a namiesto maximalizécie (2.21) sa pouZiva minimalizacia (2.22).

AIC

Toto kritérium je velmi zname a nepouZiva sa len v pripade modelu zmesi. Akaike
ukézal, ze b(F) definované v (2.20) je asymptoticky rovné d, kde d je celkovy pocet
parametrov modelu. Akaikeho informacné kritérium (AIC) teda vyberd model na zak-

lade minimalizécie vyrazu R
—2log L(¥) + 2d. (2.23)
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Toto kritérium patri k tym pouZzivanej$im, hoci astokrat vedie k nadhodnoteniu sku-
to¢ného poctu komponentov. Okrem klasického AIC kritéria sa niekedy vyskytuje aj
jeho varianta AIC3, ktord mé tvar —2log L('I') + 3d.

EIC

Ishiguro a kol. (1997) odhadujt vychylenie b(F) v (2.21) bootstrapom. Autorom tejto re-
samplovej techniky je Efron, preto odvodené kritérium pomenovali po iom ako Efronovo
informacné kritérium (EIC). Kritérium mé tvar

—2log L(W) + 2b(F},) (2.24)

kde .
b(Fn) = Ep, {%Zlogf X5 ) — = Zlogf (X;; -1:*)} (2.25)

j=1

je vychylenie zaloZené na (neparametrickom) bootstrapovom vybere. V (2.25) teda
b, G TRREED. M I:"n a o je MLE zaloZzeny na tomto bootstrapovom vybere. Ak teda
Xib), R ,(qb) s 7, (b =1,...,B) je B nezavislych bootstrapovych vyberov a o)
(b=1,...,B) st k nim prislusné MLE, potom

b(F,) { Zlog Fx; ) Zlog f x,,\I'{b})} (2.26)

Pocet bootstrapovych vyberov mozno este zredukovat technikou redukcie rozptylu na-
vrhnutou v Konishi, Kitagawa (1996). I napriek tomu je vSak tato metéda vypocétovo
velmi naro¢nA.

ICOMP

Kritérium informacnej zloZitosti (informational complexity) vzniklo v roku 1990 za
tucelom vylepSenia kritéria AIC. Jeho forma je

—2log L(¥) + C; — Cs, (2.27)
kde
¢ = dlog{d s ()},
C, = log {det[J‘l('if)]} : (2.28)

d je potet parametrov modelu, ,tr* znadi stopu a ,det” determinant matice. Znepoko-
jujice u tohoto kritéria je, Ze nie je invariantné k reparamterizacii modelu. Kedze
odhad matice J(¥) nevhodny pre pouZitie v praxi, pouZiva sa aproximéacia tejto mat-
ice, ktoré viak vedie k pomerne komplikovanému vysledku, preto ho neuvadzam. Celeux,
Soromenho uvadzaji, Ze toto kritérium nadhodnocuje viac ako kritérium AIC.
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CVIC

Korekcii logaritmickej vierohodnosti o vychylenie (2.20) sa podla Smyth (2000) da
vyhnat pouZitim cross-validdcie. Poet komponentov zmesi tak volime na zé&klade
cross-validovanej logaritmickej vierohodnosti (informacné kritérium zaloZené na cross-
validdcii, CVIC), ktorej zékladna forma je

Zlog f(Xj; ‘i’())), (229)

i=1

kde i!(j} je MLE zaloZeny na xi, ... ,X;_1,X;41, - - ,Xn, teda na vSetkych pozorovaniach
s vynimkou j-teho. Tato podoba kritéria CVIC je vSak velmi ¢asovo naro¢n4, preto sa
pouZiva k-nésobnd cross-validacia (k > 1) alebo Monte Carlo cross-validdcia®*.

MIR

Mieru konvergencie EM algoritmu ur¢uje najmensie vlastné &islo tzv. informacnej mat-
ice pomeru (McLachlan, Peel, 2000)

I (8 x)1(F; %), (2.30)

kde I(‘i’; x) je vyberové informadna matica poditans podla (1.28) a J,(¥;x) je infor-
mac¢né matica (vid (1.27)) pre pripad kompletného datového vektora. Kritérium MIR
(minimum information ratio) je zaloZené na tomto vlastnom &isle. Heuristicky totiZ
velkd hodnota tohoto najmensieho vlastného ¢isla matice (2.30) odpoveda dobrému
popisaniu dat, priom mal4 naopak zlému. Nech ‘i'g je MLE nezndmeho parametra ¥
pre model zmesi s poétom komponentov g a e, je najmensie vlastné &islo matice (2.30)
odpovedajicej odhadu 'ilg. V povodnej verzii kritéria MIR z roku 1992 je pocet kom-
ponentov voleny tak, aby maximalizoval e, cez g (Windham, Cutler, 1992). Hodnota
e, sa da jednoducho spoéitat vdaka stvisu s konvergenciou EM algoritmu (McLachlan,
Peel, 2000, str. 206).

V roku 1998 bola odvodena modifikacia tohoto kritéria, ktorej konkrétnu podobu
moZno najst v Polynemis, Titterington (1998).

2.5.3 Informacné kritéria odvodené v ramci bayesovského pris-
tupu

Niekol'ko kritérif odvodenych v ramci bayesovského pristupu pre vyber modelu sa pou-
Ziva aj v ,nebayesovskom,, pristupe. Hlavné z nich pouzivaji aproximéciu integrovanej
vierohodnosti, ktor4 bola pouzita pri odvodeni zndmeho Bayesovského informaéného
kritéria.

24D4ta sa B-krat nezavisle rozdelia na testovaciu mnoZinu o rozsahu yn a trénovaciu mnoZinu o
rozsahu (1 — y)n, z ktorej sa potita odhad ¥ (v je volena konstanta).
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Laplaceova aproxima¢na metéda

Nech p(¥) je hustota apriérneho rozdelenia parametra . Integrovani vierohodnsof
p(x) je definovana ako

plx)= /p(‘l', x)dW = -/exp{logp(llf, x)d¥} (2.31)
kde
p(¥, x) = p(¥)L(P).

V skuto¢nosti st vysledky podmienené konkrétnym modelom (hustotami komponentov
a po¢tom komponentov), ale zatial tento fakt z notécie vynecham. Nech ¥ je modus
aposteriérneho rozdelenia, pre ktory

dlogp(¥, x)/0% = 0. (2.32)

Integral (2.31) aproximujeme pomocou Taylorovho rozvoja do druhého radu okolo bodu
v=w

log p(¥, x) ~ log p(¥, x) — %(‘I’ — 9)TH(P) (¥ — ¥), (2.33)

kde H(¥) je zaporny hesian pre logp(¥®, x). Clen prvého radu vzhladom k (2.32) z
aproximécie vypadol. Ak integrand v (2.31) nahradime touto aproximéciou, tak po
tprave dostaneme

px) = expllogp(¥x)} [ exp{—5(¥ — #TH(E)(¥ - ¥)}d
= p(¥x)(2n) S H(E)[, (2:34)

Logaritmicki integrovanii vierohodnost potom mozeme aproximovat ako

log p(x) = log L(¥) + logp(¥) %log H(F)| + %dlog(27r). (2.35)
Tato aproximécia sa nazyva Lapleceova metdda a jej dolezitou variantou je

log p(x) = log L(¥) + log p(¥) — %log [I(¥; x)| + %dlog(Qarr), (2.36)

kde sme modus aposteriérneho rozdelenia nahradili s MLE ¥ a &len H(¥) vyberovou
informa¢nou maticou. T4to aproximécia predpokladé, Ze apriérne rozdelenie je velmi
rozptylené, a preto jeho efekt mozeme ignorovat.

BIC

Bayesovské informacéné kritérium (Schwarz, 1978) patri medzi jedno z najlepSich a na-
jastejsie pouzivanych informaénych kritérii pre vyber modelu zmesi. Je zaloZené na
maximalizécii logaritmickej integrovanej vierohodnosti (2.36), pricom ignoruje ¢len radu

O(1). Vzhladom k )
I(¥;x)| = O(n?) (2.37)
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mé toto kritérium podobu
—2log L(¥) + dlog n. (2.38)

Pre n > 8 (logn > 2) toto kritérium penalizuje zlozitost modelu viac ako AIC, ktorého
penaliza¢ny ¢len nezévisi na rozsahu vyberu.

LEC

Empirické Laplaceovo kritérium (LEC) sa na rozdiel od BIC s aproximéciou (2.36) vys-
poradiva priamo. Vybérovi informaénti maticu I(¥;x) v (2.36) nahradime empirickou
informa¢nou maticou

L(¥;x) = Zs(x.,, sT(x;; ¥), kde s(x;j; ¥) = 0log L;(¥)/0¥

a kde L;j(¥) = f(x;; ¥) je vierohodnostné funkcia v bode ¥ pre jedno pozorovanie x;
(7 =1,...,9). Kritérium LEC m4 teda nasledovny tvar

—2log L(¥) — 21log p(¥) + log |I.(¥)| — dlog(2r). (2.39)

Vzhladom k
S(xj; ®) = By {0log Ls (W) /0] x}, (2.40)

kde L.;j(¥) je vierohodnost v pripade kompletného datového vektora pre jedno po-
zorovanie X; (j = 1,...,n), sa nedavno (1997) zacal pre vypocet empirickej informacne;j
matice pouzivat vztah

g
s(x;; ¥ Zfr‘ x;; ¥)o{logm; + log fi(x;;0:;)}/0¥ (j=1,...,n). (2.41)
=1
Nevyhodou tohoto kritéria je jeho komplikovanost.

2.5.4 Informacné kritéria zaloZené na klasifikacii

Dalfou zaujimavou skupinou kritérii pre odhad po&tu komponentov v modeli so zmesou
hustot sa kritéria zalozené na tzv. klasifikacnej vierohodnosti L.(¥), ¢o je vlastne iny
nézov pre vierohodnost zalozent na kompletnom datovom vektore (1.31).

CLC

V pripade kone¢nej zmesi mozeme logaritmicki vierohodnost vyjadrit pomocou klasi-
fika¢nej vierohodnosti ako

log L(¥) = log L.(¥) — log k(¥), (2.42)
kde

g n

log k(W) Z Z 25 log Ty; (2.43)

i=1 j=1
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a kde 7;; = 7i(x;; ¥) je aposteriérna pravdepodobnost toho, Ze j-te pozorovanie patri
do i-teho komponentu. TakZe k(%) je podmienené rozdelenie vektora z = (27, . . )
pri datach x = (xT,... xI)T. Vzhladom k

E(ijl X) = P(Z,'j o 1| X) = Tij,

sa podmienend stredné hodnota log k(%) pri pozorovanych datach x rovna —EN (x),
kde

g n
EN(T)= - Z Z’r,-j log 73; (2.44)
i=1 j=1
je entropia fuzzy klasifikatnej matice C = (7;;);; a kde 7 = (7f,...,77)T a 7

(11 (%, ®), - .. ,To(x;; ¥))T (5 =1,...,n). Ak v (2.42) pouzijeme MLE parametra ¥, ¥,
a v L.(¥,z) nahradime z = 7 dostédvame

log L(¥;#) = log L(¥) — EN(#), (2.45)

kde 7 je MLE pre 7, ktoré dostaneme, ak namiesto 7;; pouZijeme

-~

Ty =Ti(x;¥) (i=1,....;5=1,...,n). (2.46)
Kritérium zaloZené na klasifikacnej vierohodnosti (CLC) z roku 1997 m4 teda tento tvar
—2log L(¥) + 2EN (7). (2.47)

Ide o kritérium, ktoré penalizuje zloZitost modelu zmesi odhadnutou entropiou EN (7).

Treba si uvedomit, Ze EN(7) je blizko nuly, ak st komponenty zmesi vyrazne odde-
lené, a naopak, ak st komponenty ,blizko pri sebe*, EN(7) dosahuje velkych hodnét.
Ako silno toto kritérium penalizuje logaritmicka vierohodnost zavisi teda od toho, ako
velmi st komponenty zmesi navzajom oddelené. Ukézalo sa tiez, Ze kritérium CLC
funguje dobre, ak st proporcie zmesi priblizne rovnaké, ale v pripade, Ze neexistuje
reStrikcia na proporcie zmesi, CLC zlozitost modelu nadhodnocuje.

NEC

Kritérium zaloZené na normalizovanej entropii (NEC) z roku 1996 pouZiva pre volbu
potu komponentov priamo odhadnuti entropiu EN(7), ktoré je viak normalizované v
dosledku toho, Ze log L(¥) s poétom komponentov g rastie. Kritérium NEC mé4 tvar

- EN(#)
o log L(¥) — log L(¥*)’ el

kde ¥* je MLE parametra ¥ v pripade jedného komponentu (g = 1). Poget komponen-
tov g volime tak, aby sme minimalizovali N EC(g). KedZe entropia pre g = 1 je nula,
kritérium nedokize dobre rozhodnit medzi g = 1 a hodnotou g vi¢Sou ako jedna.

V roku 1999 bola odvodena modifik4cia tohoto kritéria, ktora pre g = 1 definuje NEC
kritérium jednotkou, teda NEC(1) = 1. Oddvodnenie je nasledovné. Ked porovname
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dve hodnoty g, go a g1 (9o < g1), je zrejmé, Ze ak Lc('ill;ﬁ) & Lc(!iro;i"o), kde ¥, a 7
st MLE pre g = g; (¢ = 0,1), tak preferujeme go. Pre uprednostnenie g > 1 pred g = 1
teda prirodzene pozadujeme aby L.(¥;7) bola pre g > 1 vi&Sia ako pre g = 1. Ak
toto plati, tak vzhladom k (2.42) potom plat{, ze 0 < NEC(g) < 1. Ak teda neexistuje
7iadne g, pre ktoré NEC(g) < 1, potom nie je Ziaden dévod na volbu g > 1.

ICL

Kritérium zaloZené na integrovanej klasifikacnej vierohodnosti (ICL) bolo v roku 1998
odvodené za G¢elom odstranenia nedostatkov kritérif BIC a CLC.

Nech apriorne rozdelenie parametra ¥ = (w”,£¢7)T ma hustotou p(¥), ktora sa
da faktorizovat ako p(¥) = p(m)p(€), kde & = (67,...,67)" a nech parameter 7 mé
Dirichletovo rozdelenie D(a, ... ,a,) s parametrami o; = a (¢ = 1,...,g9). Kritérium je
zaloZené na aproximacii integrovanej klasifika¢nej vierohodnosti

p(x, z) = f Lo(W)p(®)d, (2.49)

presnejsie jej logaritmu log p(x, z). Samotné kritérium mé tvar

g9
~2log L(¥) + 2EN () + 20 Y _ #;log i + dy logn — 2K (ny, ... nf,),  (2.50)

i=1

kde K(ni,...,ng) = 37 logT(n; + a) —log['(n + ga) — glogI'(a) + log I'(ga), ni =
;‘=1 zj (i=1,...,9),z =T, d je potet nezndmych parametrov v § a 7r; = -};T,-(Xj; W),

Castokrat sa vSak ICL kritérium nedéa pouzit priamo, kvoli velkym hodnotdm funkcie
K (-) v pripade velkych n#;. Vtedy sa pouziva modifikované verzia ICL kritéria, oznaco-
vané ako ICL-BIC kritérium (niekedy len BIC). Této pre velké hodnoty n#; aproximuje
gama funkciu v K (nf,...,nf,) pouzitim Stirlingovej formule

[(u) = omuttie .

V pripade, %e a = 1 a po vynechani ¢lenu radu O(1) dostévame

g
. 1
K(nmy,...,nfy) & n E i log 7 — 5(9 —1)logn (2.51)
i=1

Zéveretnéa podoba ICL-BIC kritéria potom je
—2log L(¥) + 2EN () + dlogn, (2.52)

kde d = d; + (g — 1) je potet neznadmych parametrov v ¥.



D =B L M e [T S o 5 3

2. POCET KOMPONENTOV 51

2.5.5 Konzistencia v pripade odhadov MLE a MPLE

Konzistencia Statistického odhadu je jednou z jeho zakladnych vlastnosti, bez ktorej je
jeho zmysluplnost vzdy véZzne ohrozen4, alebo prinajmensom teoreticky nepodlozena. V
tejto Casti sa budem venovat konzistencii zmesovej distribicie v pripade MLE a MPLE
odhadu.

V pripade tejto konzistencie treba upresnit, Ze pracujeme s topoldgiou slabej konver-
gencie na priestore distribucnyjch funkcii. Teda odhad H je konzistentny, ak s pravde-
podobnostou jedna H slabo konvergme ku skuto¢nej H, H*, pre n — oo, kde n je pocet
pozorovani vo vybere (pfSeme HS H *). V pripade platnostl miernych podpokladov
potom plati HS H > fig — fu-, kde fg je hustota zmesi prislichajica zmesovej
distribacii H (Leroux, 1992).

Konzistentny odhad zmesovej distribiicie v pripade MLE je relativne jednoduchéa
tloha. Medzi prvé prace venované asymptotike tohoto odhadu zmesovej distribu-
cie, ktoré sa venovali vSeobecnému modelu zmesi, patri Kiefer, Wolfowitz (1956), Simar
(1976), Laird (1978), Lindsay (1983), pricom v poslednom uvedenom ¢&lanku autor
ukézal, Ze MLE zmesovej distribicie ma najviac K komponentov, kde K je podet
navzajom roéznych pozorovani vo vybere. V tomto &lanku bola zavedeni aj existen-
cia odhadu met6dou obmedzenej maximalnej vierohodnosti (constraint MLE), ¢o je
odhad s vierohodnostou maximalizovanou len cez modely s K alebo men$im poétom
komponentov.

Asymptotikou MLE odhadu zmesovej distribticie pre pripad parametricky defi-
novanej koneé€enej zmesi (1.8) sa venoval Sundberg (1974), Redner (1981), Redner,
Walker (1984), Hathaway (1985). Najdolezitejsie vysledky v8ak pochadzaja z ¢lanku
Leroux (1992). .

Ak vsak pre odhad zmesovej distribiicie plati H — H*, nie je eSte zrejmé, Ze sl
konzistentné aj odhady jednot]ivych paramterov zmesi y,...,7T;, 6y,...,0;, alebo aj
g v pripade MPLE, teda Ze #; — =, 0, =% 0, § = g*. Spominany &lénok
Leroux (1992) sa venuje aj konzistencii tychto paramterov, a to aj pre odhad MPLE
(kritérium AIC a BIC). Vysledky mozeme zhrnit asi takto:

e ak pozname pocet zhlukov zmesi, je odhad parametra konzistentny, teda
i =3 7w} s.4. a0, — 0} s.i.

e ak podet zhlukov nepodcenime, je odhad zmesovej distribucie konzistentny

e ak pocet zhlukov podcenime, bude odhad zmesovej distribiicie tieZ v istom zmysle
konzistentny - pojde o odhad distribu¢nej funkcie zmesi s tymto po¢tom kompo-

nentov, ktor4 je najblizSie skuto¢nej distribu¢nej funkcii zmesi (v zmysle minimal-
nej divergencie)

e ak k odhadu poé¢tu zhlukov pouzijeme kritérium AIC a BIC?, dostaneme odhad,
ktory nepodcenuje pocet zhlukov

25Leroux vo svojom &lanku pouzil trochu obecnejsiu penalizaciu, ktorej vyhovuje kritérium AIC aj
BIC.
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Veta je sice dokdzana pre jednorozmerny pripad parametra @ (§ € R), ale zrejme by sa
jej vysledky dali bez problémov zobecnit aj pre jeho viacrozmerni variantu (6 € R%).
Uvedme si eSte predpoklady, za ktorych je tento vysledok dokézany:

1. f(,0) je spojitd na E x ©, kde E aj © st borelovské podmnozniny euklidovského
priestoru.

2. Pre kazdy kompakt C' € E a € > 0 existuji také a,b € ©, ze f(z,0) < e,
0 € ©\[a,b], z € C.

3. f(z,0) >0 pre kazdé z € E, 6 € O.

4. Existuje funkcia h(z) spojita na E, pre ktorta plati f(z,0) < h(z),0 €O,z € E a
J fu+|loghldu < oo.

5. [ fu-[log f(z,0)] du(z) < o0, 0 € Q (z~ = max{—=z,0}).

Podmienky 4 a 5 st trochu silnejsie ako predpoklad koneénej entropie ([ fu-|log fa~|du <
o0), ktory sa Casto pouZiva v sivislosti s MLE. Pre exponenciilne, poissonove a nor-
mélne (parameter § = u) zmesi je splnenie predpokladov 1-5 I'ahko overitelné. Okrem
tychto podmienok musi byt eSte samozrejme splneny predpoklad identifikovatelnosti.

Zaujimavy vysledok dosiahol este Chen (1995), ktory ukézal, Ze najlepSia moZné rychlost
konvergencie parametrov zmesi pri nadhodnoteni poétu komponentov je radu n~1/4,
pricom v pripade, Ze je po¢et komponentov spravny je tato rychlost radu n=1/2.

2.6 MPDE

Metody zaloZené na minimélnej vzdialenosti boli predstavené v prvej kapitole. V tejto
Casti sa budeme zaoberat tym, ako pomocou tohoto pristupu mozno odhadnit aj pocet
komponentov v zmesi. Hoci vo vic8ine pripadov vedie tato metoda teoreticky ku konzis-
tentnému odhadu zloZitosti, nevyhodou je, Ze (vo vSeobecnosti) je problematické metédu
efektivne prakticky implementovat .

2.6.1 Henna
Prvé zaujimavé rieSenie konzistentného odhadu poétu komponentov poskytol Henna
(1985).

UvaZujeme pripad, ked komponenty parametricky formulovanej zmesi (1.8) pocha-
dzaju z jednorozmerného spojitého rozdelenia. Definujme mnoZinu vSetkych zmesovych

distribucii koneénej zmesi s poétom komponentov g
M, = {H,: H, = Hy(W); W =iy~ Fg:015--- 10p),

)
Y m=1,0<m<1,6,€R,i=1,..g},

=]

kde Hy(my,...,mg,01,...,04) je diskrétna distribuéné funkcia so skokmi m; v 6; (i =
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1,...,9). Definujme odhad zmesovej distribticie zmesi s po¢tom komponentov g ako
H,,=
on = min Dn(H,), (2.53)
kde

DJ(H) = / {Fir,(z) — Fo(c))2dFi(z)
= _Z{Zmﬁ}, (X)) —%} (2.54)

j=1

je Cramér-von-Misesova vzdialenost distribu¢nej funkcie pre zmes so zmesovou distriba-
ciou H, a empirickej distribu¢nej funkcie F,(z). V (2.54) X(;) zna&f i-tu poradovi
Statistiku X = (X},...,X,) a index n zdoraziiuje, Ze odhad je skonStruovany na zék-
lade pozorovani o rozsahu n. Existencia H,, je garantované tym, ze D,(H,) je spojita
funckia v H, na kompakte RI®+1),

Henna uké.za.l Ze potom

e pre lubovolné n plati D,(Hyp) > Dp(Hyys1,s) &

e v pripade identifikovatelnosti (Id) odhad po&tu komponentov definovany ako
Gn = min{g : Dy gn) < X%(n)/n}, (2.55)

kde A(n) 1 0o, A2(n)/n — 0,n — 0o a S {\%(n)/n}e 2™ < oo, je odhadom
konzistentnym (podmienky uloZené na funkciu A(n) splha napr. funkcia logn).

Pocet komponentov zmesi teda volime ako najmensiu hodnotu g, pre ktort je Cramér-
von-Misesova vzdialenost distribu¢nej funkcie odhadnutej zmesi (s poétom komponentov
g) a EDF mensia ako stanovena hranica (ktora s rastcim n klesa k nule). V readlnom
pripade je rozsah pozorovani n konstantny, a teda aj hranica A\?(n)/n je konstanta. Pre
praktické pouZitie je teda asto potrebné vynasobit hranicu vhodnou konstantou § > 0,
aby hranica aspon radovo odpovedala minimalizovanej vzdialenosti?®. V praxi je teda
kvalita odhadu zna¢ne poskodena.

2.6.2 Chen

Chen, Kalbfleisch (1996) namiesto stanovenia hranice ,dostato¢nej blizkosti, volia pocet
komponentov tak, Ze minimalizuji penalizovani vzdialenost EDF a distribu¢nej funkcie
odhadnutej zmesi. Namiesto klasickej penalizacie zaloZenej na po¢te parametrov v mod-
eli v8ak penalizuji zmesové distribtcie H s malymi hodnotami ;. Pri nadhodnoteni
poétu komponentov st niektoré komponenty v zmesi zastipené len minimélne, teda
niektoré 7; s potom velmi malé, ¢o je odovodnenim tejto penalizacie. Okrem toho, Ze

26Napriklad pre rozsa n = 100 je hranica log?(100)/100 priblizne 0.2 pri¢om uvazovan vzdialenost
méze byt pri tomto rozsahu radovo v tisicindch. Pre praktické pouZitie by sme teda mali pouZit aspon
hodnotu 0.001 * 0.2 resp. mensiu.
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odhad zmesovej distribiicie H je v tomto pripade konzistentny, je navyse konzistentny
aj odhad po¢tu komponentov §. Autori podobne ako tomu bolo v predchadzajicom
pripade pracuji so zmesou spojitych rozdeleni.

Penalizovana vzdialenost je definovana ako

k
D(Fn,Fy,) = d(Fy,Fn,) — ca 3 logp; (2.56)

i=1

kde H,(0) = >>7_, mXj9,<q), d(Fy,Fu,) je vzdialenost na priestore pravdepodobnostnych
rozdeleni, taka Ze d(H,,H) — 0 = H, — H, parametre ; (i = 1,...,g) st navzajom
rozne a ¢, je vhodne zvolena postupnost kladnych konstant. Za modifikovaného pred-
pokladu identifikovatelnosti, ktory méa v tomto pripade tvar

d(Fy,,Fy) — 0= d(H,,H) — 0 (2.57)
a za predpokladu ¢, = o(1) plati
1. ak d(F,,Fy-) = O(c,), potom H, % H*,
2. ak d(F,,Fg-) = o(cy), potom g, "= g*,

kde H* je skuto¢né distribu¢né funkcia zmesi (teda F* = Fy- je skutofna distribu¢na
funkcia z ktorej pochédzaja vySetrované data), g* je skuto¢ny pocet komponentov a
notacia malé o a velké O je v zmysle skoro isto. Podmienky kladené na vzdialenost d
spliia vi&Sina beznych vzdialenosti, ako napr. Kolmogorov-Smirnovova (KS) vzdialenost,
Cramér-von-Misesova (CvM) vzdialenost, Kullback-Leiblerova (KL) vzdialenost a iné.

VoI'ba penalizicie v (2.56) moze byt volena aj inak, podstatné pre zachovanie konzis-
tencie je, aby penalizicia rastla do nekone¢na, ak sa minp; blizi k nule. Alternativou
tak moze byt penalizacia 3 p; .

Aby sme vSak tato metédu mohli efektivne implementovat, je nutné vhodne zvolit
postupnost konstant c,. Nie pre kazda vzdialenost d vSak pozname rad konvergencie
EDF ku skuto&nej distribu¢nej funkeii, hoci napr. pre suprémovi vzdialenost je zname,
7e KS(F,,F*) = O(n"2+/loglogn). V&&im problémom je viak fakt, 7e ak méZeme volit
{ca}, je vhodna aj volba {dc,}. V oboch pripadoch totiz metéda bude konzistentn4,
ale moZe sa stat, Ze pri nevhodnej volbe {c,} bude konvergencia g, — g*, n — oo
prili§ pomal4, a teda prakticky nepouZitelna. Ide vlastne o podobny problém ako v
predchadzajicom pripade. D& sa povedat, Ze tento problém je charakteristicky pre

odhady MPDE.

2.6.3 AKM algoritmus

Idea algoritmu AKM (Alternate kernel and mixture density estimate) je zaloZené na
striedani parametrického odhadu hustoty, v tomto pripade reprezentovaného zmesou
hust6t (parametricky formulovanou) a neparametrického odhadu hustoty, na ktory sa
pouzije filtrovanyj jadrovy odhad (FKE).

FKE (Marchette a kol., 1996) kombinuje klasicky jadrovy odhad (s normélnym
jadrom) f(z,h) = 1/nh > i1 ¢n((z — X;)/h) s odhadom zmesi (v tomto pripade zmes
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normé.ln?rch rozdeleni) f(z,§,¥) = 9_ #ip(x;6;), kde ¢(-,0) je hustota normalneho
rozdelenia s parametrami 6 = (14,0%) a @}, je hustota N(0,k). Vieobecne je FKE defi-

novany ako
—1/ny° 5 -l

=1 =1 ‘

kde (p;)i, je filter, 3" p; = 1. Hlavnou odlignostou od klasického jadrového odhadu je
pouzitie viacerych vyhladzovacich parametrov (Sirky pasma). Filtrovany jadrovy odhad
zalozeny na odhade zmesi f(z,§,¥) = Y9, Fip(x; ;,62) mé tvar

faihad) =1y Z "“““’(X” BB (@ Xp)/(he)). (259

31:1 J!!)

Tento jadrovy odhad sa pre kazdy komponent zmesi snazi pouzivat ina (v istom zmysle
optimélnu) Sirku pasma podla rozptylu toho ktorého komponentu. Volba optimaél-
neho h je zaloZena na minimalizacii asymptotickej strednej integrovanej $tvorcovej chyby
(AMISE) za podmienky, Ze filtrovacia zmes je skuto¢na.

PopiSme si teraz AKM algoritmus (Priebe, Marchette, 2000). Za¢neme predpokladmi
a notaciou. Nech d(-,-) reprezentuje nejakt vzdialenost na priestore hustét pravde-
podobnostnych rozdeleni a nech ¥, oznacuje rodinu norméalnych rozdeleni s poétom
komponentov g a s obmedzenym rozptylom o? € [ly,u,] (i = 1,...,9). Skratkou FKE
budem oznacovat filtrovany jadrovy odhad a skratkou FMM zase odhad kone¢nej zmesi.
Pseudokéd algoritmu AKM je potom definovany ako:

1. spoéditaj Standardny normélny odhad ,%.M(a:) o(z; X,5%) a
Etandardny jadrovy odhad f&) o (z) = f(x; hopt,1, ¥ D)

2. fFMM = a.rg minser, d(f, fFKE) ag«—1

3. Ak d(f9),.f9)) > ¢ > 0 chod na (4) inak chod na (8)
4. g—g+1

5. 19), = /(03 bt ¥9)

6. fifww = argminger, ., d(f.fikp)

7. chod na (3)

8. gne—g

Algoritmus v kaZzdom kroku teda minimalizuje vdialenost hustoty pre normélnu zmes s
poétom komponentov g od filtrovaného jadrového odhadu zaloZeného na hustote nor-
malnej zmesi s po¢tom komponentov g — 1. Okrem odhadu zloZitosti zmesi g, dava

algoritmus aj odhad hustoty prisluSnej zmesi I(,?M)M _ (a tiez filtrovany jadrovy
odhad fU). zaloZeny na zmesi [y flo) ). Pre spustenie a.lgorimtu treba zvolit hranice

obmedzujice rozptyl jednotlivych komponentov [lg:ug] g = 1,2,..., dalej konstantu c,
ktora urcuje koniec iterovania a napokon eSte vzdialenost d(-,-), ktorou moZe byt napr.
integrovana Stvorcova vzdialenost (L, vzdialenost) d(f,g) f (f —g)?

V pripade, Ze konStanta ¢, s rasticim n konverguje k nule dostatoéne pomaly, je
odhad zmesi algoritmom AKM konzistentny, a naviac, ak skutoéné hustota je kone¢na
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zmes normélnych rozdeleni, je konzistenty aj odhad po&tu komponentov a jednotlivych
zvySnych parametrov zmesi. Podobne ako pri inych MPDE odhadoch je ale problém s
rieSenim tlohy arg minjex, , d(f, f}g}( &), ktora predstavuje tazki tlohu nelinearnej opti-
malizdcie. TaktieZ je otadzna vol'ba konstanty c, vzhladom k tomu, Ze jednin& podmienka
¢n — 0, n — oo nevytvara v pripade kone¢ného n na c, Ziadne obmedzenie.

2.6.4 MPDE v pripade jadrového odhadu hustoty

James a kol. (2001) navrhli d'alsi pristup pre odhad poétu komponentov jednorozmernej
normalnej zmesi zaloZeny na minimalizécii hustoty zmesi od jadrového odhadu hustoty.
Vzhl'adom k tomu, Ze klasicky jadrovy odhad hustoty je vychyleny, pritom vychylenie je
radu O(h?) (h je Sirka pasma), autori volili odhad hustoty normalnej zmesi na priestore
normélnych zmesi s po¢tom komponentov g (F,) ako

f9 = arg }239 K L(fron * f), (2.59)

kde fh je Standardny jadrovy odhad so Sirkou pasma h, ¢ je hustota pre rozdelenie
N(0,h), * symbolizuje konvoliciu a KL je oznadenie pre Kullback-Leiblerovu vzdia-
lenost. Ak f € F,, tak ¢, * f je hustota normélnej zmesi s rozptylmi jednotlivych
komponentov o7 + h? (i = 1,...,9). Motivacia k zavedeniu konvoltcie prvkov z F,, s
¢n je jednoducha, vzhladom k tomu, Ze f, je nevychyleny odhad skér pre ©n * fo ako
pre fo, kde fy je skutoéna hustota. Odhad po¢tu komponentov potom volime ako

gn = min{m : KL(fi,on * fO KL(fren * fOV 4+ anmir}, (2.60)

kde {an,j : j > 1} je postupnost pozitivnych konStant, pre ktort plati a,; "— 0.
Autori navrhuji a, 4 = 3/n.

Procedira vedie ku konzistentnému odhadu poétu komponentov. Opat vSak ide o
teoreticky poznatok. Podobne ako v predchédzajacich pripadoch totiz rychlost kon-
vergencie zévisi na volbe a,,. Dolezita je aj presnost jadrového odhadu, teda volba
Sirky pasma. Autori navrhuji pri kazdej iteracii volit optimélnu Sirku padsma na zéklade
aktuélneho odhadu zmesi.

2.7 Bayesovsky pristup
2.7.1 Bayesov faktor

Uvazujme hypotézu H,, v pripade ktorej data pochédzajt zo zmesi s parametrom ¥, a
H,, v pripade ktorej data pochadzaju zo zmesi s parametrom ¥,. Bayesov faktor pre

H, proti Hy je definovany ako
P(H,) _ P(X|H))

P(HLIX) P(Hy) _
= P(HX) P(Ho) ~ P(X|Ho) (261

Je to vlastne pomer integrovanych vierohodnosti, teda

Bio = p(x|H1)/p(x|Ho), kde p(x|H;) = /p(‘l'ilHi)L(‘I’ilHi)d‘I’i (1=01). (2.62)

Bio
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2log.(B1) Big Evidencia pre H;
0 do 2 1do3 Slaba
2do 5 3do 12 Pozitivna
5 do 10 12 do 50 Silna
> 10 > 150 Presvedciva

Tabulka 2.1: Sprievodca pre pouzitie Bayesovho faktora pre vyber modelu podla Kass, Raftery
(1995)

Prehlad histérie, vyvoja a pouZitia Bayesovych faktorov mozno najst v Kass, Raftery
(1995). V tabulke 2.1 sa nachédza névrh pre pouzitie Bayesovho faktora pre vyber
modelu zmesi podla tychto autorov. K vyéisleniu logaritmu integrovanej vierohodnosti
moZno pouzit Laplaceovu metodu (2.35), ktora je viak zna¢ne komplikovani. Raftery
(1996) navrhol vyleSenie pre jej pouZitie.

Toto kritérium sa niekedy oznacuje ako Laplace-Metropolisove kritérium a mozno ho
povazovat aj za akusi bayesovska analogiu kritéria LEC.

2.7.2 Kritérium RW

UvazZujme nejaka hornt hranicu pre pocdet komponentov zmesi gmaqz, teda nech plati
1 € g € Gmaz- V praxi asto postadi gme. = 10. Ak by nés zaujimala hustota,
ktora by dobre popisala data, mohli by sme v pripade modelu zmesi pouZit odhad
fly) =2, f(ylg)p(glx), kde @ reprezentuje vektor pozorovani, f(y|g) je hodnota hus-
toty odhadnutej zmesi s po¢tom komponentov g v bode y a p(g|x) je aposterioérne rozde-
lenie poétu komponentov. Odporica sa vSak najskor odhadnit pocet komponentov a
hustotu f odhadnat ako f (@)= i (y|g). Klasicky bayesovsky pristup na odhadnutie g
spo&iva v maximalizacii p(g|ly) cez 1 < g < Gmaz-
Podla Bayesovej vety plati

plgle) = ”—(“’Jf’l’; 2 (2.63)

kde p(g) je apriérne rozdelenie po¢tu komponentov a

p(xlg) = ] p(%)pe(T,), (2.64)

¥, je parameter ¥ modelu zmesi s poétom komponentov g a p,(¥,) je apriérne rozde-
lenie parametra ¥ v modeli s g komponentami.

Ked vSak za apriérne rozdelenie p,(¥,) zoberieme rozdelenie definované az na kons-
tantu, teda p,(¥,) mozeme nahradit cp,(¥,) pre [ubovolné kladné c, zvécsi sa c-ndsobne
aj ¢len (2.64) a nésledne aj p(g|x). Inak povedané, p(g|x) obsahuje ndhodni konstantu.

Roeder, Wasserman (1997) navrhli za u¢elom odstranenia nadhodnej konstanty z p(g|x)
nasledovny postup. Vychadzaja pri iom z aproximécie pouzitej pri konstrukcii BIC
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kritéria (vid (2.34) a (2.37)), na zdklade ktorej aproximujt &len mg = [ p(x|¥,)p,(¥,)
¢lenom

iy = n"%p(x|W,) = n~%/2L(¥,), (2.65)
kde dy je pocet parametrov modelu s g komponentami. Za apriérne rozdelenie poctu
komponentov volia rovnomerné rozdelenie, teda p(g) = 1/gmaz Pre ¢ = 1,... Gmaz @

odhad aposteriérneho rozdelenia zlozitosti zmesi napokon volia ako

-

plglx) = ZTfn . (2.66)

Pre vypocet m, potrebujeme odhad parametra lf;g, pre ktory mézeme pouzit stredni
hodnotu alebo modus aposteriérneho rozdelenia tohoto paramtera, ktoré ziskame ap-
likdiciou MCMC metéd.

Toto kritérium pre prehladnost oznadim symbolom RW?". Autori ukazali, Ze odhad
aposteriérneho rozdelenia zloZitosti zmesi je konzistentny v pripade, Ze skutoény pocet
komponentov zmesi nie je va¢si ako uvazovana horné hranica g,,q.. Konzistenciu napokon
ukézali aj v pripade, Ze gmq, rastie spolu s n, pri¢om v8ak gmar = gmaz(n) nesmie rast
prili§ rychlo (rad o(n/logn) zaruduje este konzistentnost).

2.7.3 MCMC metody

Phillips, Smith (1996) a Richardson, Green (1997a) navrhli pouzitie MCMC met6d pre
nezndmy pocet komponentov zmesi. Ide o pomerne komplikované met6dy, vzhladom k
tomu, ze MCMC st aplikované na priestor s premenlivou dimenziou. V oboch pripadoch
je za apridrne rozdelenie po¢tu komponentov g brané Poissonove rozdelenie useknuté v
pociatku

A
p(g)=m, g=102

V oboch pripadoch sa tiez podarilo zhotovit spojité aposteriérne rozdelenia pre g a
¥. Algoritmus odvodeny v pripade prvého uvedeného ¢lanku sa nazyva jump-diffusion
sampling a v pripade druhého zase reversible-jump Metropolis-Hastings. Tento druhy
algoritmus pouziva bud techniku rodenia a zdniku zhluku, alebo techniku rozdelovania
alebo zlucovania zhlukov. Podrobne sa mu venuje Neme&ek (2004).

U tychto MCMC met6d je vSak problematické diagnostikovat konvergenciu a nevy-
hodou je aj ich komplikovanost.

2.8 MLE - najnovsie vysledky

2.8.1 Konzistentny odhad po¢tu komponentov

Konzistencia odhadu MPLE bola dlho velkym problémom. Velkym prinosom v tejto
oblasti bol uz citovany &lanok Leroux (1992). Tomu sa podarilo za uréitych (nie prilis
obmedzujicich) predpokladov odvodit, Zze odhad metédou penalizovanej vierohodnosti

2TV odborne;j literatire sa nevyskytuje pod Ziadnym Specialnym nézvom.
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(MPLE) s penaliza¢nymi ¢lenmi AIC a BIC asymptoticky nepodceiiuje pocet zhlukov
(v zmysle skoro isto). S nadhodnotenim poétu zhlukov ale uz bol problém. Zadrhel bol
v tom, Ze model je pri nadhodnoteni neidentifikovatelny.

Dacunha-Castelle, Gassiat (1997, 1999) zaviedli $pecidlnu reparametrizaciu zmeso-
vého modelu (locally conic reparametrization), pri ktorej je jeden parameter identifiko-
vatelny tplne (aj v bode, v ktorom bol pri pévodnej parametrizécii modelu neidentifiko-
vatelny) a zvy$né parametre zahfiaju celt neidentifikovatelnost. V takomto pripade
je mozné pouzit Taylorov rozvoj vierohodnosti v okoli identifikovatelného parametra.
Tento pristup napokon umoznil odvodit teoretické rozdelenie pre LRTS. Keribin (2000)
urobil dalsf krok vpred, ked pouZil tito reparametrizaciu na odvodenie asymptotického
spréavania odhadu MPLE.

Predpokladajme, Ze:
(Id) rodina rozdeleni je identifikovatelna v zmysle (Id) a
(P) spliia niekolko d'alsich podmienok?®,
(C1) pre penalizaény &len ay, (n-rozsah vyberu, g potet komponentov) nech plati:

- Gpg+1 > Gng > 0 pre vietky n > 1,

- limy, o0 @p g = +00, G g = 0(n) a

- limy o0 @pg/angy > 1 pre ¢ < g < G, kde G je nejaké zndma horna hranica
pre po¢et komponentov.

Vysledky Keribina méZeme potom zhrnit nasledovne:

(K1) Odhad po¢tu komponentov § konverguje v pravdepodobnosti ku skuto¢nému poctu
komponentov go, teda P(lim, o gn = go) = 1.

(K2) V pripade trochu slabsich predpokladov ako pouzil Leroux odhad po¢tu kompo-
nentov nepodhodnocuje v pravdepodobnosti skuto¢ny pocet komponentov, teda
P(lim,, . inf §, > go) = 1.

(K3) Ak trochu rozsirime predpoklad (P) a pridime dalsi predpoklad na penalizaény
&len (C2) lim,,_,o loglogn/a,, = 0, tak potom plati, Ze
(a) gn konverguje k go s.1.,
(b) (3,8;) konverguje k (m0,80) s.i.

Keribin vo svojom &lanku overil predpoklady potrebné ku konzistentnému odhadu poétu
komponentov (vysledok (K3)) pre rodinu normélnych (pre pripad 6 = p aj @ = -(,u,cr2))
a Poissonovych rozdeleni. Ako vhodny penaliza¢ny clen, ktory vyhovuje Keribinovym

28Podmienky si vyrazne analytického charakteru a tieZ komplikované na overenie.
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podmienkam, sa pontka penalizicia tvaru an, = (logn)®, a = 3, 1, 2, 3,..%°. Toto
kritérium v tvare

d
—2log L(¥P) + E(logn)“, (2.67)

kde d je poCet parametrov modelu, pre adely prace oznadim ako KER kritérium. V
nasledujicej kapitole ukdZem dobré vlastnosti tohoto kritéria.

2.8.2 SMEM algoritmus

Ako uz vieme EM algoritmus pontika v pripade modelu so zmesou hustot efektivne
rieSenie odhadu. Problém lokilnych maxim vierohodnosti, v ktorych EM algoritmus
¢astokrat konéi, je vSak stéle tffiom v oku tohoto algoritmu. Algoritmus preto zvi&sa
opakujeme niekol’kokrat s inou inicializaciou, aby sme sa vyhli zlym lokdlnym maximém,
popripade nejako testujeme, & ziskany odhad mozno povazovat za MLE (teda, & je
konzistentny a asymptoticky eficientny).

Naonori Ueda (2000) priSiel s novym pristupom. Vsimol si, Ze lokAlne maximé4 viero-
hodnosti v pripade (viacrozmernych) normélnych zmesf stvisia aj s tym, Ze v niektorej
Casti priestoru sa nahromadi prili§ vela normélnych zhlukov, pri¢om v inej Casti prie-
storu je zhlukov nedostatok. Z tejto zlej konStalécie rozmiestnenia normélnych kompo-
nentov v zmesi nedokéze algoritmus v rozumnom ¢éase vyskodéit, alebo sa mu nepodari
vyskodit vobec. Ueda za tymto tiéelom navrhol SMEM algoritmus (split and merge EM).
Tento je zalozeny na rozdelovani a spajani urcitych zhlukov vytvorenych EM krokmi, pri
ktorych sa na zaklade urcitych kritérii preukaze, ze by mohli byt rozdelené, resp. spo-
jené. Pritom SMEM algoritmus nemeni predom dany po¢et komponentov. Algoritmus
v krokoch vyzera nasledovne:

1. Aplikujeme klasicky EM algoritmus. Dostaneme odhad ¥*, Q* = Q(¥*) je
strednd hodnota tplnej logaritmickej vierohodnosti podmienenej vektorom po-

zorovani v bode ¥* (vid (1.32)).

2. Najdeme kandidatov (kritéria pre ich najdenie uvediem neskor) na zlicenie a rozde-
lenie v tvare trojic {i,5,k},, ¢ =1,...,Cmae- ,j st indexy zhlukov (komponentov),
ktoré budi spojené do jedného zhluku a k je index zhluku (k # i a k # j), ktory
bude rozdeleny na dva nové. Pocet zhlukov v zmesi sa tak procedirou nezmeni .

3. Pre vietky trojice z kroku 2 aplikujeme parcidlnu EM procediru (popiSem neskor)
a potom aplikujeme eSte kompletni EM procediru (norméalny EM algoritmus).

Dostaneme ¥** a Q**.
4. Ak Q** > Q*, tak ¥* «— ¥** a Q* — Q**, vratime sa spét na krok 2.

5. Koniec algoritmu. Odhad je ¥*.

29Keribin vo svojom ¢lanku uvédza, Ze v pripade a = 1 tato penalizicia zodpoveda BIC kritériu, ¢o
viak nie je tplne pravda, kedze v BIC kritériu sa namiesto g pouZiva poCet neznamych parametrov
modelu d. V Keribinovej teorii konzistencii to vSak nevadi, lebo poet neznamych parametrov je

rasticou funkciou po¢tu komponentov.
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Parcidlny EM algoritmus

Parcialna EM procedira je proces, v ktorom z trojice zhlukov s indexami 4,5,k vytvorime
novy zhluk i’ spojenim zhlukov i,5 a nové zhluky j,k’ rozdelenim zhluku k, a odhadneme

parametre tychto zhlukov tak, aby sme neovplyvnili zvysné zhluky v zmesi. Po&iato¢né
parametre pre zhluk i skonstruujeme ako

Ty = 71';-{-7'(; (268)
Ornl + 0%
bp = =t (2.69)
m + 5

kde 0; koreSponduje s p; a X;. Potiato¢né parametre pre zhluky j’ a k' zase skonstruu-
jeme ako

1
Ty = ’.Tk!=§7l',: (270)
By = Zp=det(Z;)VL, (2.71)

a stredné hodnoty p; a py ziskame aplikiciou algoritmu K-means na pozorovania s na-
jvacSou aposteriérnou pravdepodobnostou prislusnosti do zhluku k. Odhady parametrov
pre nové zhluky 7,7’ .k’ dostaneme pomocou klasickej EM procediry, v ktorej ako inicial-
izaciu pouzijeme (2.68), (2.69), (2.70) a (2.71), pri¢om za aposteriérnu pravdepodobnost
prislusnosti k zhluku m’ = ¢,j',k’ pouzijeme

o) (t) s (t)
1P(X; s s 4
T (%,8®)) = Tm e *(*;)) e X § T (x; ©*) (2.72)
Zt =4! G.x P (xip'l ’2 ) m=i,j,k

Vztah (2.72) zaru&i rovnost > . 4 Tyt (%, 8 W) = > meijk Tm(X,¥*), ktord zarudi,
ze odhady pre nové zhluky #’,j a k' ziskame pomocou tejto parcidlnej EM procediry
bez toho, aby sme ovplyvnili zvy$né zhluky v uvaZovanej zmesi.

Kritéria pre vyber kandidatov na zli¢enie a rozdelenie

Maximum trojic, na ktoré mézeme aplikovat rozdelenie a zlacenie je g(g — 1)(g — 2)/2
(g je podet komponentov). Autor navrhuje pristup, podla ktorého tieto trojice vhodne
usporiada a pre procediru rozdelenia a zlG¢enia pouZzije 5 najsilnejSich kandidatov.

e Kritérium pre zluéenie - dvojicu zhlukov s indexami ¢ a j zlG¢ime, ak

g TET(®)
nerse83:%°) = (@ T

(2.73)

kde T;(¥*) = (7:(x1; ¥*), ... ,m(xn; ¥*))7, bude rozumne velké (nadobuda hod-
noty medzi 0 a 1). Toto kritérium je zaloZené na myslienke, Ze ak vela dat ma
takmer rovnakt aposteriérnu pravdepodobnost prislusnosti k dvom zhlukom, po-
tom by tieto mali byt spojené.
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e Kritérium pre rozdelenie - pre rozdelenie zhluku s indexom k pouZijeme lokdlnu
Kullback Leiblerovu divergenciu

Pr(x; ¥*)

dx, 2.74
o(x; pg,35) (2.74)

Jopii (%) = / pa(x; ") log

¢o je vzdialenost medzi lokalnou hustotou dét pi(x) okolo k-teho zhluku a k-tej
normalnej hustoty danej aktualnym odhadom ¥*. Lokilna hustota je definovanéa

ako N
Ej:l 0(x — x;) 7 (x5 ¥*)
N 5 )
Ej:l Ti(x; ¥*)
¢o je vlastne hustota modifikovaného empirického rozdelenia vaZeného aposter-
i6rnymi pravdepodobnostami tak, aby data okolo k-teho normélneho komponentu

mali va¢Siu vahu. Zhluk s najvi¢Sou hodnotou Jyp;; mé teda najhorsi odhad lokal-
nej hustoty, a preto sa ho pokusime rozdelit.

pk(xa‘l'*) ==

(2.75)

Kandidatov na zli¢enie a rozdelenie usporiadame nasledovne. Najskor zotriedime dvo-
jice na zlacenie {i,j}, podla kritéria Jyerqe a ku kazdej zatriedenej dvojici {¢,j} pridame
zotriedenych kandidatov na rozdelenie {k}, (s vynimkou zhlukou %,j) podla kritéria
Jspiit- Podla autora je algoritmus SMEM zvlast vhodny pre redlne viacrozmerné data s
velkou dimenziou.

V &lanku (Wang a kol., 2004) sa autori pokusili pouzit techniku rozdelovania a zlu¢ovania
zhlukov v EM algoritme k odhadu poétu komponentov modelu. Tito modifikdciu EM
algoritmu nazvali SSMEM (stepwise split and merge EM).



Kapitola 3

Model zmesi v praxi

V tejto kapitole sa pokiusim zhrnit to, ¢o sme sa o metédach odhadu zmesi a najma
odhadu poétu komponentov dozvedeli na predchadzajtacich strankach. Niektoré met6dy
som sa pokisil implementovat v prostredi R, ktoré dnes ¢itatelovi zrejme nemusim pred-
stavovat. Stru¢ne predstavim zhotovené algoritmy. Okrem toho som sa vzhladom na
vel'ki rozsirenost a stéle narastajicu oblibenost tohoto jazyka rozhodol uviest prehlad
funkcif a met6d pre pracu s modelmi zmesi, ktoré v R-ku mozeme néajst. Na zaver pridam
eSte simuldcie porovnéavajice vybrané metédy pre odhad zloZitosti zmesi a pokisim sa
na redlnom priklade dvojrozmernych dat odhadnit model zmesi.

3.1 Zopakujme si

Medzi najdélezitejsie pristupy pre odhad poétu komponentov zmesi patri penalizovany
maximalne vierohodny odhad, odhad zaloZeny na minimalnej vzdialenosti (penalizacia
alebo stanovanie hranice dostato¢nej blizkosti), Bayesovské odhady a testovanie hy-
potézy o poite komponentov (predovietkym test pomerom vierohodnosti). U met6dy
momentov sa nepodarilo preukdzat konzistenciu a dnes sa teda pouZiva zvicSa len na
ur&enie vhodnej inicializacie nejakého z iterativnych aloritmov, grafickym met6dam zase
absentuje Statisticky test.

MINULOST

V pripade maximalne vierohodného odhadu bol zlomom vo vyvoji objav algoritmu
EM, ktory umoznil efektivne maximalizovat vierohodnost zmesi pre zndmy pocet kom-
ponentov. Vzhladom k tomu, Ze s rastom po¢tu komponentov modelu jeho vierohodnost
rastie, bolo potrebné prirastok poétu komponentov v nejakom okamihu zastavit. Vyvoj
sa potom uberal volbou vhodného penaliza¢ného ¢&lenu, ktory kvantifikoval nevhodnost
daného modelu, a spolu s vierohodnostou modelu tak vytvoril kritérium pre volbu poétu
komponentov zmesi (informa¢né kritéria). Hlavnym nedostatkom tohoto pristupu bol
fakt, e sa nepodarilo preukizat konzistenciu odhadu. Podarilo sa vSak tGspeSne vyriesit
problém podhodnotenia po¢tu komponentov, a kedZe existoval EM algoritmus, vhodné
vol'ba penalizacie (ktora by nenadhodocovala pocet komponentov, alebo ho nadhodno-

63
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covala ¢o najmenej) by poskytla efektivne riesenie. Toto bolo hnacim motorom vzniku
rozli¢nych informaénych kritérif, z ktorych niektoré sa uberali prili§ komplikovanou ces-
tou, iné zase vykazovali prili§ nejasné vlastnosti. Najlepsie vysledky v simulécidch dl-
hodobo dosahovalo kritérium BIC, ktoré sa zaroveii vyznaduje aj jednoduchostou. Toto
kritérium napokon pretrvalo az do dneSnych &as a v stfasnosti je to nepochybne na-
jCastejSie pouzivané kritérium pre odhad po&tu komponentov v modeli zmesi.

Odhad zaloZeny na minimalnej vzdialenosti je presnym opakom maximélne viero-
hodného odhadu. Konzistencia sa totiz v tomto pripade podarila dokazat vo vi&Sine
pripadov, problémom vSak bola a stéle je absencia efektivneho algoritmu na minimal-
izaciu vzdialenosti empirickej distribu¢nej funkcie a distribu¢nej funkcie hladanej zmesi,
resp. vzdialenosti odhadu hustoty zmesi od hustoty hladanej zmesi. Tento problém
totiZ reprezentuje naro¢nu tlohu nelinedrnej optimalizacie, ktort rieSime bud nejakou
metodou stochastickej optimalizacie, alebo viacndsobnou optimalizéciou inicializovanou
v réznych pociatoénych hodnotach. V pripade algoritmu HMIX je okrem numerickej
maximalizacie dokonca potrebné aj numerické integrécia.
Okrem toho je problém s volbou penalizécie v redlnych tlohach. Pre pouzitie MPDE v
praxi je potrebné si najskor urobif predstavu o tom, v akom rozsahu sa minimalizovani
vzdialenost v naSom konkrétnom pripade pohybuje, a podla toho zvolit penaliziciu
alebo hranicu dostato¢nej blizkosti. Tento zasah vSak zna¢ne zpochybiiuje relevantnost
praktickej implemetécie tychto odhadov.

K pozitivnym vlastnostiam odhadov zaloZenych na minimalizacii vzdialenosti patri
ich robustnost® (naznacena v Cutler, Cordero-Brana (1996)).

Testovanie hypotézy o poéte komponentov zaloZené na pomere vierohodnosti
zase narazilo na problém asymptotického rozdelenia testovej Statistiky. To sa nepodarilo
odvodit pomocou klasickej asymptoticke]j tedrie pre vierohodnost, pretoze model zmesi
nesplita pre fiu potrebné predpoklady. Vyvoj sa potom zameral hlavne na simulécie,
ktoré sa snazili preskimat rozdelenie LRTS. Vo vysledkoch jednotlivych autorov, ktorf
cheeli vysledky simulécii konfrontovat (&i skér porovnévat) s rozdelenim x?, sa vSak
vyskytli ur¢ité nezhody (vid napr. zaver &lanku Schlattmann (2003)). Rozdelenia LRT'S
sa nakoniec podarilo dobre aproximovat pouZitim bootstrapu, ktory je vSak v tomto
pripade prili§ vypoétovo naro¢ny, a tak nepontika efektivne rieSenie. Napokon sa v
roku 1999 podarilo vSeobecne odvodit teoretické rozdelenie statistiky LRTS (Dacunha-
Castelle, Gassiat, 1999), ale toto nie je vhodné pre praktické pouzitie.

Okrem toho existuje eSte mnozstvo ¢lénkov venovanych testovaniu homogenity,
ktoré sa zvidSa venuji roznym Specidlnym tvarom rodin alebo Specidlnym pripadom.

Bayesovské metédy vdaka existencii MCMC metéd umoziuji dobre a aj celkom
efektivne odhadnit aposteriorne rozdelenia parametrov zmesi v pripade zndmeho po¢tu
komponentov. Pre odhad po¢tu komponentov existuji tri hlavné metédy. PouZitie
Bayesovho faktora, ktoré je ale naro¢né na vypocet a nie je u neho diagnostikované

300t4zka robustnosti je dnes rozoberan aj v pripade vierohodnotného pristupu (napr. pouZitie zmesi
t-rozdeleni namiesto normalych rozdelenf - McLachlan, Peel (1998)).
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konzistencia. Dalej kritérium RW, ktoré k odvodeniu aposteriérneho rozdelenia zloZi-
tosti zmesi pouZiva aposteriérne rozdelenie parametra ¥, pre modely s g = 1,... ,gmaz
komponentami. Je teda naro¢né na implementéciu. Aposteriérne rozdelenie zloZitosti
modelu je ale konzistné, a to dokonca aj pre pripad, ked po¢et komponentov rastie s
poctom pozorovani s obmedzenim na rychlost tohoto rastu. Poslednou met6dou st al-
goritmy Reversible Jump a jump-diffusion sampling, o st MCMC met6dy pre refazce s
premenlivou dimenziou stavového priestoru. U tychto met6d je viak tazké diagnostiko-
vaf konzistenciu a st naro¢né na dobrii implementéciu.

SUCASNOST

Nové svetlo do oblasti odhadovania po¢tu komponentov zmesi vniesol Keribin (2000),
ktorému sa pomocou Specialnej reparametrizicie podarilo ukézat, Ze odhad po&tu kom-
ponentov metébdou penalizovanej vierohodnosti (pre urdity tvar penalizicie a za
ur¢itych predpokladov na rodinu rozdeleni) je konzistentny. Podla mojich znalosti
st podmienky overené len pre jednorozmerné normélne3! a poissonove zmesi. Keribi-
novej penalizécii vyhovuje kritérium BIC. PouZitie tvaru (d/2)(logn)*, kde @« > 0 a d
pocet parametrov modelu, vSak umoznuje va¢Siu flexibilitu. V ¢asti venovanej simulé-
ciam ukéZem, Ze v pripade vzorky normélnych zmesi z ¢lanku Marron, Wand (1992) pre
vybery s rozsahom medzi 100 az 1000 dosahuje Keribinova penalizaciu s o = 1/2 velmi
dobré vysledky.

V suvislosti s odhadovanim zmesi si musime eSte uvedomit, Ze v pripade velkého
rozsahu dat a vad¢Sich dimenzii sme odkézany len na metédu MLE resp. MPLE, ktora
jedina vieme vdaka EM algoritmu a mnozstvu jeho modifikacii efektivne implementovat
aj v tychto naro¢nejsich situacidch. Existencia EM algoritmu je z tohoto pohladu
vel'mi délezita. Vyznam algoritmu eSte v poslednej dobe narastol vysledkom o konzis-
tencii odhadu zloZitosti metédou MPLE a stéle narastd so zavadzanim jeho novych
modifikacif (algoritmy SMEM a SSMEM).

V zévere druhej kapitoly som poukézal na zaujimavé vylepSenie EM algoritmu. Al-
goritmus SMEM zavadza spajanie a rozdelovanie zhlukov za ufelom odskakovania od
zlych lokalnych extrémov a néasledne algoritmus SSMEM, ktory spéjanie a rozdelovanie
zhlukov v rimci EM algoritmu vyuZiva aj ku odhadu poé¢tu komponentov. Vyvoj je tu
podobny ako v pripade Bayesovskych met6d. Tam najskor vznikli metédy MCMC a
nasledoval vznik algoritmu Reversible Jump, ktory je podobne ako algoritmy SMEM a
SSMEM zaloZeny na spajani a rozdelovani zhlukov.

PRETRVAVAJUCE NEDOSTATKY

V stvislosti s odhadom zmesi nesmieme zabudnit na otazku identifikovatel'nosti para-
metra modelu, ktord patri stale eSte k neuzavretym problémom. Pri pouzivani EM
algoritmu musime braf ohlad na jeho zédkladné nedostatky, ktorymi si:

e Pomald konvergencia - je zname, Ze EM algoritmus nedisponuje velkou rychlostou.

31Rozptyl komponentov musf byt zdola obmedzeny nejakou kladnou konstantou, &o je ale standardna
a nie nejak vyznamne obmedzujica podmienka.
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Pri nevhodnej iniciali4cii méze preto trvat velmi dlho kym dostaneme rozumny
odhad. Prinéhodnej inicializacii v zaujme zvy3enia rychlosti preto zvi&a obmedzu-
jeme maximélny pocet iteracii a radSej povolime va&Si podet inicializacii.

e Lokdlne extrémy - algoritmus &astokrat skondf v lokilnom maxime, z ktorého sa mu
uz nepodari vysko€it, pri¢om niektoré lokdlne maximéa déavaja znacne zlé odhady.
Algoritmus preto opakujeme viac krat pre rozne inicializacie a z dosiahnutych
vysledkov potom vyberame zéavereény odhad.

e Numerickd nestabilita na okrajoch parametrického priestoru - kvoli tejto nestabilite
l je problematické odhadovat komponenty s velmi malym rozptylom, resp. vel'mi
] malym zastipenim. Castokrat sa za tymto téelom stanovuji dolné medze na
| proporcie a rozptyly. Vo viacrozmernom (norméalnom) pripade sa pocas EM iterécif
stava, ze nejaka varian?na matica sa stane takmer singularnou, ¢o méa za nasledok
zratenie algoritmu®?. Casto sa preto pouZiva spektralny rozklad varian¢nej matice,
ktory umoziuje zniZenie po¢tu parametrov modelu.

3.2 R - kniZnice pre pracu s modelom zmesi

V tejto Casti predstavim, aké funkcie a objekty ponitika pre pracu so zmesami prostredie
R. V zakladnom baliku sa podla mojich informécii nenachadza Ziadna funkcia na analyzu
zmesi®| v archive poskytovanych kniznic (CRAN) vSak méZeme najst tieto uzitocné
baliky:

e norlmix - umoziuje skonstruovat objekt jednorozmernej normélnej zmesi. Ob-

sahuje funkciu pre hustotu, distribuénid funkciu, graf a generovanie ndhodného
. vyberu z tohoto objektu a okrem toho obsahuje objekty normalnych zmesi z ¢lanku
i Marron, Wand (1992).

e mclust - balik pre aplikiciu viacrozmernych normélnych zmesi z pohl'adu zhluko-
vania (model based clustering). St v fiom implementované hierarchické zhluko-
vacie algoritmy (HC) pre normélne rozdelenie (napr. zndme Wardovo kritérium,
kritérium Scotta a Symonsa,vid Banfield, Raftery (1993)), a tiez EM algoritmus
pre viacrozmerné normélne zmesi, ktory vie pracovat aj s modelom rozsirenym o
odlahlé pozorovania (1.50). PouZiva spektralny rozklad varianénych matic (1.45)
a na zéklade BIC kritéria vo viacrozmernom pripade vybera najvhodnejsi model z
tabulky 3.1. V pripade, Ze parametrizcia varianénej matice umoziuje aplikovat
met6du HC, je EM algoritmus inicializovany vysledkom tejto HC metédy. V jed-
norozmernom pripade balik rozliSuje tieto pripady: E - komponenty s rovnakym
rozptylom a V - komponenty s réznym rozptylom.

Balik navySe umoziiuje aj pouzitie diskriminan¢nej analyzy zaloZenej na EM al-
goritme. Idea tejto varianty diskriminan¢nej analyzy spo¢iva v odhadnuti hustoty
klasifikovanych trénovacich dat (M-krok), ¢o je model so zmesou hustét, pomocou

32y ¢lanku Naonori Ueda (2000) sa v tejto savislosti pouZiva tzv. Bayesovska regularizacia.
33Funkcie pre zhlukovanie ako napr. metéda k-means st v zékaldnom baliku pritomné.
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Néazov Model HC | EM | Rozdelenie | Velkost =~ Tvar Orientécia
EII A x | % sférické | rovnakd rovnaky nie je
VII Al X X sférické rozna  rovnaky nie je
EEI AA x | diagonélne | rovnakd rovnaky osi sir. sys.
VEI A X | diagonélne | réozna rovnaky osi sdr. sys.
EVI AA x | diagonélne | rovnakd rézny  osi str. sys.
VVI Mg x | diagonélne | rézna rozny  osi sir. sys.
EEE AAAAT x | % eliptické | rovnakd rovnaky  rovnaki
VVV | McAkARAT | x | x | eliptické | rézna  rozny rozna
EEV | XA AAT x | eliptické | rovnakd rovnaky rozna
VEV | MARAAT x | eliptické | rézna rovnaky rozna

Tabul'ka 3.1: Parametrizacia varianénej matice dostupné v kniZnici mclust pre hierarchické zhluko-
vanie HC a EM algoritmus pre viacrozmerné data (’x’ znamen4 dostupnost).

ktorej sa potom (E-krok) zkonstruji podmienené pravdepodobnosti prislugnosti a
néasledne aj samotné prislu$nosti testovacich dat do jednotlivych zhlukov.

V pripade velkého rozsahu dit mézeme aplikovat EM algoritmus pre nejaky vyber
povodnych dat a pouZit techniku diskriminadnej analyzy pre klasifikAciu zvySnych
dat. Pri velkej dimenzii pozorovani v pripade modelov EEV, VEV a VVV, pri
ktorych je podet parametrov maximalny - pre kazdy zhluk radu O(p?), kde p je
dimenzia dat - maja vSak vysledky mala kvalitu. Preto sa zva¢Sa obmedzujeme
na modely s mensim poltom parametrov. Balik ponika aj niekolko grafickych
procedur na zobrazovanie viacrozmernych dat.

bayesmix - implementacia MCMC metéd pre odhad jednorozmernej normél-
nej zmesi so znamym poétom komponentov, ktord pre realiziciu MCMC met6d
vyuZiva program JAGS*!.

flexmix - kniZnica pre aplikiciu koneénych zmesi regresnych modelov
g
h(y|x,0) =Y mif(ylx.,6,),
i=1

kde f je bud jednorozmerné normélne rozdelenie so strednou hodnotou Bfx a
rozpytlom o? (8 = (BF,07)) - vtedy hovorime o zmesi (Standardnych) linedrnych
regresnych modelov®, alebo je f ¢lenom vSeobecnej exponenciélnej rodiny - vtedy
hovorime o zmesi zobecnenych linedrnych modelov. Regresori a regresant mozu
byt aj viacrozmerné. Na odhad parametrov sa pouziva EM algoritmus.

fpc - je kniZznica od pana Henniga, ktord sa venuje klasifikacii a zhlukovaniu v
pripade viacrozmernych a rozsiahlych dat. Hennig neddvno vymyslel zaujimavi

34 Just Another Gibbs Sampler - tento program sa da priamo stiahnut s kniZnicou bayesmix a

nevyzaduje Ziadnu instalaciu.
35V angli¢tine sa Casto pouZiva aj termin latent class regression alebo cluster-wise regression
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met6du na identifikiciu odlahlych pozorovani v stivislosti so zhlukovanim (Hennig,
1998) a nazval ju fized point cluster analysis (FPCA). Neskor ttto metédu pouil
k analyze zhlukovania v rozsiahlych d4tach (Hennig, Christlieb, 2002). KniZnica
4 Je venované technike FPCA, obsahuje rozne techniky redukcie dimenzie pre zh-

lukovanie a nijdeme v nej aj funkcie venované zmesiam linedrnych regresnych
modelov.

—r

sahuji spojité aj kategorické zlozky, tzv. mized-mode data. KniZnica mmlcr sa

.E e mmlcr- v prvej kapitole som trochu predstavil model zmesi pre data, ktoré ob-
: venuje zmesi regresnych modelov prave pre tento typ dat®6.
E

e mixreg - kniZnica pre zmesi regresnych modelov s jednym regresorom. Zauji-
mavostou je, Ze obsahuje funkciu pre test po¢tu komponentov metédou pomeru
vierohodnoti, pri¢om Statistiku LRTS aproximuje bud parametrickym alebo semi-
parametrickym bootstrapom. Ako ale vieme, tento sposob si vyzaduje vel'ka davku
trpezlivosti.

e depmix - kniZnica venovand zmesiam pre zévislé pozorovania (asové rady) -
latent Markov models. Data m6zu mat zmieSant Struktaru (spojité aj kategoridlne
zlozky).

e moc - balik venovany vSeobecnym nelinedrnym zmesiam kriviek®?, pestra paleta
modelov zmesi pre viacrozmerné pozorovania s distribticiou a profilom defino-
vanymi samotnym uZivatelom.

e varmixt - rozsiahla kniznica zaoberajica sa modelom zmesi v stvislosti s analyzou
X dat genovej expresie.

: e vabayelmix - kniZnica, ktord implementuje varia¢na procediru Bayesovského od-
hadu pre viacrozmerné normélne zmesi (sasné verzia vyzaduje, aby varianéné
matice zmesi boli diagonélne). Implementovany algoritmus (iterative ensemble
leraning algorithm) umoziuje aj odhad poétu komponentov.

e mixdist®® - kniZnica, ktord implementuje modely normalnych, log-norméalnych,
{ gama, Weibulovych, binomickych, negetivne binomickych a poissonovych zmesi
| pre data so skupinovou Struktirou (déata st zoskupené do intervalov, nie si teda
zaznamenané individuilne pozorovania, ale len interval, do ktorého pozorovanie
padlo). Pre odhad parametrov modelu sa pouZiva kombinécia EM algoritmu a
metédy Newtonovho typu. Je mozné tieZ nastavit rozliéné obmedzenia pre od-
hadované parametre, napr. aby stredné hodnoty susednych komponentov boli od

%6 Anglicky termin pre takyto model je mized-mode latent class regression, tiez znamy ako mized-mode
mizture regression model alebo mized-mode mizture model regression.

37Tomuto modelu som sa podrobne nevenoval. KniZnicu uvadzam len pre aplnost.

38pavodne sa tato kniznica nazyvala Rmix a ako jedind z uvedenych kniZnic sa nenachédza v archive
CRAN. Spolu s dokumentéciou je pristupné na http://www.math.mcmaster.ca/peter/mix/mix.html.
Téato kniZnica je vlastne akousi variantou komer¢ného programu MIX od Petra MacDonalda pre
prostredie R.
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s<.3ba. rovnako vzdialené ((uz — p1) = (us — pa) = ... = (g — ptg—1)). Neobsahuje
ziadnu funkciu, ¢i met6du pre odhad poétu komponentov.

3.3 Poznamky k vlastnym algoritmom

V tejto Casti stru¢ne predstavim vlastné algoritmy implemetované v prostredi R prilozené
v zadnej Casti prace na CD médiu. Jedné sa o Sest skriptov: EM.R, LRTS.R, mindistNM.R,
mindistGA.R, multKer.R a Roeder.R. Skripty si pomerne podrobne komentované, takze
velki Cast je mozné vy¢itat z ich samotného kédu. Pre ich bezproblémovi funkénost je
nutné v pracovnom adresari prostredia R vytvorit adresar mix a do tohoto tieto skripty
nahrat®. Vzhladom k tomu, Ze obéas sa budem zaoberat aj rychlostou vypoétu, je
na mieste uviest, Ze aplikicie boli prevedené na poé&itaci s procesorom AMD Turion
64 Mobile, 1.79 GHz a opera¢nym systémom MS Windows XP (2002). Na prilozenom
CD médiu sa okrem programovych kédov nachadzajt aj vSetky testované a analyzované
data, ktoré boli pri analyzach pouzité.

3.3.1 EM

Skript EM.R obsahuje implementaciu MPLE pre jednorozmerny pripad zmesi normal-
nych, exponencionélnych alebo Poissonovych rozdeleni. Vierohodnost je maximalizo-
vand pomocou EM algoritmu. Ako penaliziciu je mozné zvolit jedno z nasledujicich
kritérit: AIC, BIC, CLC, NEC, ICL-BIC, MIR*, KER. pre rozne a a EIC (je moZné
zvolit aj vSetky kritéria si¢asne pre ticely porovnania s vynimkou penalizicie EIC, ktora
moze byt pouzita len samostatne vzhladom k svojej ¢asovej naro¢nosti).

Hlavnou funkciou skriptu je funkcia PEME. ic, ktorej Specifikicia sa nachadza v do-
datku B.1. Okrem tejto funkcie je v tomto skripte implementovany aj pristup cross-
validacie (kritérium CVIC), funkcia PEME.cvic. Této metéda je vSak Casovo velmi
naro¢né, podobne ako kritérium EIC a aproximaécia Statistiky LRTS technikou boot-
strap. Posledna uvedena met6da je implementovand v rovhomennom skripte LRTS.R.

3.3.2 multKer

V tomto skripte som implementoval odhad zmesi pomocou vierohodnosti penalizovanej
podl'a Keribina aj pre pripad viacrozmernych normélnych rozdeleni. Ide vlastne len o ap-
likaciu funkcie Mclust z predstavenej kniznice mclust. Skript obsahuje len jednu funkciu
MclustKer so vstupnymi parametrami data, minG, maxG, alpha, plt, ktorych vyz-
nam je zrejmy z ich nazvu. Data musia byt forméatu data.frame (pozorovania s v
riadkoch, prislusné dimenzie jednotlivych pozorovani zase v stipcoch), alpha je vektor
roznych a pre kritérium KER (defaultne a = 1/2,1,2,3) a p1t je parameter pre zobraze-
nie grafického vystupu. Pre kazda hodnotu a sa potom vo vystupe nachédza zvoleny

398 tandardne teda skripty ulozime do adreséra "C:\Program Files\R\R-2.2.1\mix\".
40Varianta zaloZena na konvergencii EM algoritmu (McLachlan, Peel, 2000, str. 206)
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pocet komponentov a najvhodnejsi model z EII, VII, EEI, VVI, EEE, VVV. Okrem
tychto vo vystupe nijdeme aj odhad parametrov pre model vybraty na zéklade BIC
kritéria. V pripade, Ze ide o dvojrozmerné d4ta a vstupny parameter plt je nastaveny
na hodnotu TRUE, je vykreslen4 aj hustota a vrstevnicovy graf pre tento model.

3.3.3 mindistNM

Skripty mindistNM.R a mindistGA.R st venované odhadom zaloZenym na minimélnej
vzdialenosti. Pokisil som sa implementovat Hennov algoritmus (Henna, 1985) zalozeny
na minimalizécii Cramér-von-Misesovej (CvM) vzdialenosti a algoritmus Chena (Chen,
Kalbfleisch, 1996) pre suprémova (KS), Kantorowichovu (oznadenie KANT, integral
absoltutnej hodnoty rozdielu distribu¢nych funkcii) a Cramér-von-Misesovu vzdialenost.

Hlavné funkcie si MPDE a MPDE.ini a umoziiuji volbu modelu metédou minimal-
nej vzdialenosti podla Hennu aj Chena pre (jednorozmerné) normélne zmesi, pri¢om
na minimalizéciu je pouZity Nelder-Meadov simplexov algoritmus (NMSA). Specifikicia
tychto funkcii je umiestnena v dodatku B.2.

APLIKACIA

Pre ilustraciu som funkcie MPDE a MPDE. ini aplikoval na zmes troch dobre oddelenych
normalnych rozdeleni N(—3,1), N(5,1), N(20,16), pri¢om 50 pozorovani bolo vygen-
erovanych z prvého zhluku, 30 z druhého a 50 z tretieho (data nazveme datal). Vystup
funkcie MPDE. ini pre rozne typy vzdialenosti ($p, $mu, $sd si vysledné odhady pre
proporcie, stredné hodnoty a rozptyly zmesi):

>MPDE. ini (datal,k=3,algorithm="Chen" ,dist="Kant",ini="sample")

User, System and Total elapsed time(s): 1206.07 0.83 1923.86
$p 0.3845334 0.2236523 0.3918143
$mu -3.109666 5.173643 18.947557
$sd 1.088789 1.052461 4.236215

> MPDE.ini(datal,k=3,algorithm="Chen",dist="KS",ini="sample")

User, System and Total elapsed time(s): 1879.33 1.58 2816.27
$p 0.2773973 0.3519950 0.3706078
$mu -2.277328 7.245524 15.434113
$sd 1.668226 12.019747 11.281520

> HPDE.ini(datal,k=3,algorithm="Chen",dist="CvH",delta=0.0001,ini=“sample“)
User, System and Total elapsed time(s): 478.05 2.96 516.93

$p 0.2254601 0.3973631 0.3771768

$mu 5.046499 18.553950 -3.175832

$sd 1.128971 4.200309 1.049458

> MPDE.ini(datal,k=3,algorithm="Henna",dist="CvM",ini="sample")

User, System and Total elapsed time(s): 524.12 0.32 532.76
$p 0.3993386 0.2202354 0.3804260
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$mu 18.523681 5.057628 -3.161928
$sd 4.225705 1.093522 1.063823

Z vystupu vidime, Ze o poznanie lepsie a rychlejie vysledky v porovnanf so suprémovou
vzdialenostou dosahujeme pri pouziti KANT a CvM vzdialenosti, pricom najrychlejsie
je to v pripade CvM vzdialenosti (tu bolo potrebné zmensit parameter delta). Pouzitie
suprémove]j vzdialenosti sa teda z praktického hl'adiska ukazuje ako neefektivne.

Vystup aplikécie funkcie MPDE aplikovanej na datovy stbor datai (pripustil som len
modely s dvoma, troma a $tyrmi komponentami):

>MPDE (datal,k.min=2,k.max=4,dist="CvM",delta=0.0001,ini="emklas")

1] 2

User, System and Total elapsed time: 160.02 0.22 165.97
$p 0.4437681 0.5562319

$mu -2.828887 15.538720

$sd 1.402869 7.524375

(11 3

User, System and Total elapsed time: 299.75 0.04 307.28
$p 0.4016213 0.3825158 0.2158629

$mu 18.488686 -3.152926 5.057283

$sd 4.255078 1.073128 1.063894

(1] 4

User, System and Total elapsed time: 3358.37 3.38 3679.41
$p 0.24028276 0.37770530 0.31247851 0.06953343

$mu 5.167429 -3.173591 19.597961 16.454012

$sd 1.2304869 1.0517808 4.2737967 0.8995325

[1] "Best theta:"

$p 0.4016213 0.3825158 0.2158629
$mu 18.488686 -3.152926 5.057283
$sd 4.255078 1.073128 1.063894

Vsimnime si, Ze pouzitie inicializicie emklas zniZilo ¢as potrebny na najdenie minima
(v pripade troch komponentov). V pripade $tyroch komponentov sme si ale na vysledok
museli po¢kat takmer hodinu. Né&jdené rieSenie je napokon sprévne, ale ¢as potrebny
na jeho najdenie je prilis dlhy, vzhladom k tomu, Ze ide len o veImi jednoducht zmes
odhadovanii na malom poéte pozorovani*!.

Pokusim sa teraz aplikovat funkcie na pripad naro¢nejsSej zmesi. Uvazujme zmes, ktora
Marron a Wand vo svojom ¢lanku z roku 1992 oznacili ndzvom Trimodal. Zmes ozna¢ime
ako MW9. Jej parametre st (pouZijeme kniZnicu norimix):

> MW.nm9

’Normal Mixture’ object ‘‘#9 Trimodal’’
mu  sig2 W

-1.2 0.3600 0.45

1.2 0.3600 0.45

0.0 0.0625 0.10

41 Aplikacia metédy MPLE (kritérium BIC) v tomto pripade nevyZaduje Ziadne ¢akanie
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Apl_i.lfujeme met6du Chena pre CvM vzdialenost na vyber z tejto zmesi o rozsahu 200
(opat som pripustil len 2,3 a 4 komponentov), data oznaéime ako data?2:

>data2=rnorMix (200,MW.nm9)
>HPDE(data2,k.min=2.k.max=4,dist="CvM“,delta=0.0001,ini="emklas")

[1] 2

User, System and Total elapsed time: 253.5 0.14 259.79
$p 0.5590267 0.4409733

$mu -1.015504 1.139938

$sd 0.8523159 0.7354323

(1] 3

User, System and Total elapsed time: 4237.95 2.72 4344.66
$p 0.2959034 0.5211662 0.1829304

$mu -1.4895660 0.1704048 1.5934087

$sd 0.5539964 0.9089898 0.4527268

(11 4

User, System and Total elapsed time: 4228.33 2.06 4287.95
$p 0.1613978 0.3916389 0.1227522 0.3242111

$mu 1.185935525 -0.006294422 1.926305444 -1.495883936
$sd 0.2409526 0.6303262 0.2224622 0.5197757

[1] "Best theta:"

$p 0.2959034 0.5211662 0.1829304
$mu -1.4895660 0.1704048 1.5934087
$sd 0.5539964 0.9089898 0.4527268

Chenovou metédou sa nam podarilo odhadnit spravny pocet komponentov, ale ¢as
potrebny pre tento odhad sa v tomto pripade bliZi aZ trom hodindm. Na obrazku 3.1
vlavo méZeme eSte vidiet porovnanie hustoty skuto¢nej zmesi a hustoty odhadnutej
zmesi. Pre porovnanie si eSte uvedme vysledok metédy MPLE pre rézne informacéné

PMDE - Chen_CvM PEME - KER_alpha=0.5

f(x)
fix)
020

0.10

0.00

Obréazok 3.1: Porovnanie hustoty zmesi MW9 (Servené preruSovana &iara) s hustotou odhadu zmesi
ziskaného met6dou MPDE podla Chena (Tavy obrazok) a s hustotou odhadu zmesi metédou PEME

pomocou Keribinovho kritéria s parametrom a = 0.5 (pravy obréazok).

kritéria (z vystupu uvddzam to najpodstatnejsie):
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> PEME.ic(data2,criterion="all")
User, System and Total elapsed time: 93.22 0 96.28

IC for different number of components: 23456 7 8 9 10
AIC: 654 651 651 654 660 666 672 678 684
KER1: 655 653 654 659 665 672 679 686 692
BIC: 670 677 687 701 716 732 748 763 779
KER3: 784 860 938 1019 1103 1187 1271 1356 1440
KER4: 1387 1825 2265 2709 3155 3600 4047 4493 4939
CLC: 716 772 759 775 905 889 926 982 998
ICL: 743 814 817 849 995 995 1048 1120 1151
NEC: 2.85 3.83 3.16 5.39 6.63 7.13 7.72 7.93 8.72
MIR: 1.09 0.42 0.42 0.34 0.53 0.64 0.46 0.61 0.63

Number of components for best models:

AIC = 4 KER1: 3
BIC : 2 KER3: 2
KER4 : 2 CLC : 2
NEC : 2 ICL 2
MIR : 5

keril

$p 0.4276790 0.2796211  0.2926999
$mu -0.04316884 1.49945935 -1.53754127
$sd 0.7039327 0.4718796  0.4897725

Vidime, Ze spravny poéet komponentov sa v tomto pripade podarilo odhalit len v pripade
Keribinovho kritéria s parametrom a = 0.5 (pri¢om volba medzi dvoma, troma a $tyrmi
komponentami je velmi tesnd). Na obrézku 3.1 vpravo méZeme opét vidiet porovnanie
skuto¢nej hustoty zmesi MW9 s hustotou danou tymto odhadom. Napokon si eSte
vSimnime, Ze k vysledku sme sa v tomto pripade dopracovali priblizne za jeden a pol
minity, ¢o je neporovnatelny rozdiel s tromi hodinami potrebnymi v pripade met6dy
MPDE.

3.3.4 mindistGA

Za ucelom zlep$enia implementacie metédy MPDE som vyvinul geneticky algoritmus
(GA), ktorym som nahradil algoritmus NMSA. Cely pristup je pre prehladnost im-
plementovany v samostatnom skripte mindistGA.R. Popis hlavnej funkcie MPDE.ga aj
struéné popisanie genetického algoritmu sa nachadzajia v dodatku B.3.

APLIKACIA

Vyhodou implementovaného GA je, Ze ho moéZeme pomerne dobre regulovat, sledovat
priebezné vysledky a ovplyvilovat aj ¢as vypoctu. Nevyhodou je samozrejme ista jeho
vagnost, kedZe ide o akési na nédhode zalozené prehladévanie priestoru. Vzhladom k
tomu, Ze pouZivame elitarstvo (prenéSanie najlepsich jedincov poPuléme do novej pop-
ulécie), mame zarucené, Ze najlepsi fitness (minimélna vzdialenost) aktuélnej populacie
bude vzdy aspon taky dobry ako najlepsi fitness populécie predchédzajice;. D91e21te
viak eSte je, aby klesal aj priemerny fitness populécie, alebo prinajmenSom vyrazne
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neréstol, popripade nerobil velké skoky nahor. Algoritmus som aplikoval na datovy
stbor datal (pocet iteracif 10):

> MPDE.ga(datal,K.min=2,K.max=4,dist="CvM",delta=0.0001,init="rand")

Penalized distance(k =2:4): 0.001685570 0.001066024 0.001518626
$p 0.2414473 0.3598802 0.3986724

$mu 4.786963 19.247450 -3.252283

$sd 1.709765 2.893708 0.880381

User, System and Total elapsed time(s): 319.22 2.34 325.4

Pocet komponentov sa mi podarilo odhadnat spravne, odhad parametrov nie je sice
excelentny, mozno ho v8ak povaZzovat za dostacujici. V porovnani s NMSA sa vSak
vyrazne skrétil ¢as potrebny na vypodet (predtym hodina, teraz priblizne 5 mintt).
Na obrazku 3.2 je vyvoj fitnessu populacie, ktory vyzera celkom rozumne. Na ziskanie

k=2 k=3
8 -5
- o - D
% g 5 y
K. =] = o
L. g =
8 | e R | Preeesaoioeeney
=3 | T T T T T T o T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
Populacia Populéacia
k=4
iyl
i o
S o
>
8 S
=T | T T T T T T

0 2 4 6 8 10 12

Populacia

Obrazok 3.2: Geneticky algoritmus na hladanie odhadu zmesi metédou MPDE -vyvoj fitnessu pop-
uldcie pre odhad zmesi (potet komponentov - k) v pripade datového siboru datal (Cierna &iara -
priemerny fitness populécie, derven4 ¢iara - najlepsf fitness populécie).

vierohodnejsieho vysledku je potrebné pouzit viac iteracii. Pri pouZiti 30 iteréacii som
dostal tento vysledok:
> H:PDE.ga(datal,K.m:i.n=2,K.max=5,dist="CvH",delta=0.0001,init="ran "y

Penalized distance(k =2:5): 0.001122622 0.0006150428 0.001058659 0.001248547

$p 0.4057340 0.1884841 0.4057819
$mu 17.787096 5.546846 -3.079713
$sd 5.525674 1.087241 0.960204

User, System and Total elapsed time(s): 1210.84 5.35 1443.34
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Cas potrebny na vypocet sice narastol (pripustil som aj zmes s piatimi komponentami),
ale sté..le je to vyrazne lepsie ako v pripade NMSA. Napokon sa ete pozrime, ako si GA
poradil s ndro¢nejSou zmesou reprezentovanou vyberom data2 (30 iterécif):

> HPDE.ga(data,K.min=2,K.max=4,dist="CvM",delta=0.0001,init=“rand")

Penalized distance(k =2:4): 0.0001945033 0.0002940073 0.0004719044
$p 0.5065705 0.4934295

$mu 1.004719 -1.108383

$sd 0.8779308 0.7821236

User, System and Total elapsed time(s): 1492.86 2.48 1540.95

Skuto¢ny pocet komponentov sa po 30-tich iteraciach nepodarilo odhalit (bolo by zrejmé
potrebné iterovat dalej alebo sa pokisit zmenit nastavenie parametrov pre GA), odhad
pre dva komponenty je v8ak slusny.

Vyhodou pouzitia GA je, Ze umoziuje vstupovat do prehladéavacieho procesu, popri-
pade sa zamerat viac na lokdlne prehladévanie, ktoré moze byt vhodné ak chceme
vylepsit nejaké iné dostupné rieSenie, alebo vyuZzif nejaka apriérnu znalost. Taktiez
mozeme ohrani¢it ¢as prehladavania, ¢o je tieZ zaujimavy aspekt. V praxi sa totiz
casto stava, Ze do ur¢itého ¢asu potrebujeme najst aspoi nejaké rieSenie. Algoritmus
poniika vaéSiu volnost a dava nejaké rieSenie aj v naro¢nejsich tlohéch, kde neméme k
dispozicii iné rieSenie. To bol aj dévod preco som sa pri implementéacii metédy MPDE
vybral tymto smerom.

3.3.5 Roeder

Na zaver som eSte implementoval graficka techniku MDP (Roeder, 1994) pre testovanie
poétu komponentov v pripade jednorozmernej normaélnej zmesi predstavent v zavere
predchadzajicej kapitoly. Skript som nazval Roeder .R a na jeho zhotovenie mi dobre
poslizil spomenuty ¢lanok, ktory sa venuje aj algoritmizécii zavedenej techniky.

Hlavna funkcia MDP je venovana testovaniu homogenity. Hlavné parametere st data a
vektor koeficientov a.plt, ktory uréuje Sirku vyhladzovacieho parametra h, = (a.plt)*
s *n~'/% (s je odmocnina z rozptylu dat a n je rozsah dat). Vo vystupe sa nachadza
detekény graf MDP pre rozne vyhladzovacie parametre dané vektorom a.plt (defaultne
vektor troch hodnét: 0.25, 0.5, 1).

Funkcia MDPk je zase venované testovaniu hypotézy Hy: g =k proti H, : g=k +1
pre k > 1. Hlavné parametre st data, k, a.plt. V tomto pripade ide vSak len o aprox-
iméaciu originélnej techniky, ktora vyuziva odhad zmesi met6dou momentov. Namiesto
met6dy momentov som pouzil maximélne vierohodny odhad.

APLIKACIA

Pre ilustraciu som pouzil funkciu MDP na zmes 0.67N(0,1)+0.33N (2.5,1) reprezentovani
vyberom o rozsahu 250 (tieto déta oznalime ako data3). Ide o pripad unimodélnej
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zmesi*?. Detekcia pomocou funkcie MDP (obr. 3.3) ndm odhali, Ze data skuto¢ne
pochadzaji zo zmesi. Po vyhladeni lokilnych perturbécii sa totiz prejavi bimodalny
signél - detekény graf ma dva modusy a vyrazné dno, a hoci oscilacie mierne prekraduji
konfideént hranicu, vysledok mozno este povaZovat za signifikantny.

Histogram hn=0.25*s*n~(-1/5)
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Obrazok 3.3: Vystup funkcie MDP(data3). Prvy graf zobrazuje histogram preloZeny hustotou a
ostatné grafy znézorfiuji MDP pre tri rozne vyhladzovacie parametre. Hornd a dolna preruSovana
¢iara indikuja 90% konfiden¢ny interval pre maximélnu oscilaciu.

Funkciu MDPk som aplikoval na datovy stbor data2. Vystup testovania hypotézy
Hy : g = 2 proti H; : ¢ = 3 je na obrazku 3.4. Po vyhladeni lokdlnych oscilacii
vykazuje detekény graf tri modusy s dvomi dnami, pri¢om meni znamienko 6-krat v
poradf (—,+,—,+,—,+,—), o znamen4, Ze v tejto norméalnej zmesi st podla tejto

detekcie pritomné tri komponenty.

3.4 Simulacie - porovnanie informac¢nych kritérii

V tejto asti predstavim vysledky simulacii pre odhad po¢tu komponentov v pripade
roznych informaénych kritérif, ktoré som ziskal aplikaciou funkcie PEME. ic.

Testovanie som uskutoénil na 12-tich typoch normélnej zmesi z ¢lanku Marron, Wand
(1992), ktorych definicie sa nachédzaji v prehladnej tabulke v dodatku A a grafy hustét
boli predstavené v prvej kapitole. Zmesi budem oznacovat pismenami MW a ¢islom,
ktoré odpoved4 &islovaniu v dodatku A. Vzhladom k tomu, Ze zmesi MW11 a MW13

42T4to zmes pripomina zoSikmené rozdelenie. Odli§it zoSikmené rozdelenie od normaélnej zmesi je
vBak naro¢na tloha, o ktorej som sa uz zmienil v prve]j kapitole.
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Histogram hn=0.5*n~(-1/5)
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Obrézok 3.4: Vystup funkcie MDPk (data2,k=2,verbose=F). Prvy graf zobrazuje histogram preloZeny
hustotou, ostatné grafy znézorfiuja MDP pre tri rézne vyhladzovacie parametre. Horna a dolna pre-
ruSované ¢iara indikuja 90% konfiden¢ny interval pre maximélnu oscilaciu.

s si podobné, rovnako ako dvojica zmesi MW14, MW15, z testovania som vylicil zmes
MW13 a zmes MW15. Pocet komponentov v uvazovanej vzorke zmesi sa pohybuje medzi
2 az 9. Treba podotknit, Ze v niektorych pripadoch ide o velmi komplikované zmesi,
a to predoviektym zmes MW11, MW3 a MW14 (obsahuji komponenty s velmi malym
rozptylom popripade aj malym zastipenim). Z kaZdej zmesi som 50-kréat realizoval
ndhodny vyber o rozsahu n = 100, 200, 500 a 1000, v poslednom pripade som nédhodny
vyber opakoval len 20-krat, a na kazdom vybere som aplikaciou funkcie PEME. ic odhadol
po&et komponentov v pripade viacerych informa¢nych kritérif.

Pri odhade poétu komponentov som uvazoval horni hranicu pre po¢et komponentov
10 a pouzil som tieto kritéria: AIC, Keribinovu penalizaciu pre 4 rozne a = 1/2, 1, 2, 3
(oznadenie KER1, BIC, KER3, KER4), CLC, ICL a MIR*. Vysledky simulécif st uve-
dené v tabulkich 3.2, 3.3, 3.4 a 3.5, ktoré odpovedaji réznym rozsahom néhodnych
vyberov. Pre kazé kritérium a kaZda zmes je v tabulke zaznamenané, kol’kokrét bol zv-
oleny konkrétny pocet komponentov. Namiesto nuly je pre prehladnost pouzitd bodka.
Spravny po&et komponentov je v pripade kazdej zmesi oznaceny hviezditkou. EM al-
goritmus pre uréenie maximalnej vierohodnosti pre dany pocet komponentov bol vzdy
inicializovany vysledkom klasifikatného EM algorimtu (pozri str. 24) pre dany podet
komponentov (tento algoritmus bol zasa inicializovany néhodne, a to 10 krat). Pre

43pgyvodne som testoval aj NEC kritérium, ale neskor som zistil, Ze som ho implementoval chybne.
Chybu som sice opravil, ale simulaciu sa mi pre toto kritérium uZ z ¢asového dévodu nepodarilo zopako-

vat.
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ukoncenie EM algoritmu bolo pouzité Aitkenovo ukonéovacie kritérium s toleranciou
1.107° alebo prekrodenie maximalneho poétu iteracif stanoveného na hodnotu 500.

3.4.1 Poznamky k vysledkom simulécii

V pripade ndhodného vyberu o rozsahu n = 100 si mézeme vSimnit nestabilitu vysledkov
u jednotlivych kritérii, ktora sa najviac prejavuje v pripade kritéria CLC. Toto kritérium
aj v jasnych pripadoch, ako st zmesi MW6 a MW7, velmi precefiuje podet zhlukov.
DalSiu nestabilitu moZno pozorovat u kritériit AIC a KERI1, &o je spdésobené zrejme
tym, Ze reaguji na vacSi pocet komponentov v zmesi (MW2, MW3, MW9 az MW14).
Tieto kritéria vSak nadhodnocuja podet komponentov aj v jednoduchych pripadoch
(KER1 trochu menej ako AIC). Kritérium BIC, ale najmai kritéria KER3 a KER4 naopak
ostavajui vodi vac¢Siemu pocétu komponentov chladné.

Pre rozsah n = 200 st vysledky zretelnejSie a jasnejSie. Nestabilita CLC kritéria
sa vyrazne zredukovala. Jasné zlepSenie vidime aj u kritérii AIC a KERI, ktoré uz tak
bezhlavo nenadhodnocuji a v pripade naro¢nejsich zmesf s va&Sim po¢tom komponentov
sa odhad hromadi okolo v blizkosti skuto¢ného po¢tu komponentov (s vynimkou zmesi
MW11). Taktiez si méZeme v8imnit, Ze na va&si podet komponentov zafina reagoavat
aj kritérium BIC.

Pri dalSom zvédSeni rozsahu na n = 500 st vysledky opéat o poznanie lepsie a stabilne-
jsie. Mézeme si vSimnat znovu zlepSenie u AIC a KERI1, a tiez to, ze BIC uz vyraznejsie
reaguje na viadsi pocet komponentov (vynimkou je opat zmes MW11). MozZno uz po-
zorovat, ze kritérium KER1 dava lepsie vysledky ako kritérium AIC (menej precefiuje
u zmesi s malym poétom komponentov a déva stabilnejSie a lepSie vysledky pre zmesi s
vacSim poétom komponentov). MIR, ICL a CLC zaostavaju.

Napokon v pripade rozsahu n = 1000 st vysledky najstabilnejSie. KER1 dosahuje ex-
celentny vysledok pre zmes MW9 a v priemere mozno povedat, Ze spolu s BIC kritériom
dosahuje najlepsi vysledok. Uplne nerozltsknutym orieskom zostdva zmes MW11, &o
vSak nie je ni¢ prekvapujice vzhladom k tomu, Ze jej Sest komponentov s miniatirnym
rozptylom (tzv. ,hrebienkov") mé také malé zastiipenie, Ze v ndhodnom vybere o rozsahu
n = 1000 sa v priemere nachédzaju len tri pozorovania z kazdého tohoto komponentu.
Tu by sme rozhodne potrebovali vi¢si rozsah ndhodného vyberu.

Na zéver teda mozno konstatovat, Ze simulacie odhalili pozitivny vysledok kritéria KER1
pri vybere modelu normélnej zmesi. Ukézalo sa, Ze toto kritérium vyplia priestor medzi
AIC kritériom, ktoré prili§ nadhodnocuje po¢et komponentov a BIC kritériom, ktoré pri
malom rozsahu zase prili§ penalizuje a tak neumoziiuje odhalit va¢Si po¢et komponentov
v zmesi v naro¢nejsich pripadoch. D4 sa povedat, Ze s rastiicim n sme mohli u kritérii
KERI1 a BIC pozorovat aj konvergenciu odhadu ku skutoénému poétu komponentov.
Penalizacia KER3 a KER4 sa ukézala pri naSom rozsahu (do 1000) ako prili§ siln4.
Kritérium AIC ocakavane prili§ precefiovalo pocet komponentov a kritéria MIR, ICL a
CLC sa nejak vyznamne neosved¢ili.

Na obrazkoch 3.5 a 3.6 moZeme eSte vidief porovnanie hustoty maximélne vierohod-
ného odhadu zmesi pri pouZiti penalizicie KER1 a BIC v pripade ndhodného vyberu o
rozsahu 500 u Siestich vybranych norméalnych zmest.
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n = 100 MW2 MW3 MW4
2 3% 56 78910[2345678% 1028456789 10
AIC 304 5321113 491362556 |[81187 22453
KER! (33433211.3 |. 1291371532 |[1115104 22 1 2 3
BIC 50. . . . .. .. |[834. .. ... |153221.
KERS [50. . . . . . .. |s0. .. ... .. |482.
KER{ |50: : & ¢+ 5 o s « |80. o » v v o« |50.. . .
CLC 911..3432|. .. .44111020|7..132792
ICL 3598 . 2T .. |WI4L5L . « = |#M3TT2 ;%
MIR 1774413455 [30452125.1 |[2475241. 25
n = 100 MW5 MW6é MW7
23 4 56789 10(2%345678910(23456789 10
AIC 15137 . 36141 |2187642. 11 |20931. 222
KER1 19135 . 35131 [23106442. 1. [2798311 1
BIC 4721 . . . . . . |482. . . .. .. |482.
KERS (49, Tw « 2 wow s |80% ¢ 2 34 5 % « |50,
KER{ |49. 1. . . . .. |50. .. .. ... |50....
CLC 14123 122385 |. 1136361119 164326 . 27 10
ICL WO T « s nwe | Uossze |01 e: o ¢
MIR 35 2111.22 |241251 22211 (4621 . . 1.
n = 100 MW38 MW?9 MW10
23 4 56789 10|2345678910)|23456%789 10
AIC 15104 4 24623 |186665 126 3697334 105
KER1 |208 4414423 (254445215 5710733465
BIC 472 . 1 473 398 1 { ; Eo
KER3 | 49. 1 50. 48. 1 ds
KER4 |49. . . . . 1. . |50. . . . . . .. |48. .. .1.1.
CLC 221.1371024[2..11561718 |1 . .. 125 1625
ICL 33133 1 . . . .. |4631. . . .. . |24128 8
MIR 13182 341135 |2274315512 (689553365
n = 100 MW11 MW12 MW14
234567891023 456*789 1023456789 10
AIC 167 9427212 [8710435175 135 129 104 6
KER1 |186 114252 . 2 (9810437162 |. 3581188 25
BIC 471 1 . 1 397 2 2 2 26136 2 . . . 1
KER3S | 49. 1 491 49. o1
KER{ |49. . . . . 1. . |491 U T S|
CLC 113324552 |. .325271021].1.37119 8 11
ICL 399 2 . . . . .. |21155 51 111. |[3 24173 21 .
MIR 15129 26 . 411 |1576434254 |2815221 . 1. 1

Tabulka 3.2: Volba po&tu komponentov podla roznych informagnych kritérii pre vybery z 12-tich
typov normélnych MW zmes{ o rozsahu n = 100 (poet nahodnych vyberov pre jeden typ zmesi je 50).
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n = 200 MW?2 MW3 MW4

2 3% 5678910|2845678%910(2*3456789 10
AIC 329223 2. .. |.3129964 16 [1412104 23 1 4.
KER1 |3673112. .. 419126 33 . 3 |14207 221 2 2 .
BIC 50. . . . . . . . |2435. .. ... |20291 .
KER3 [50. . . . . . .. |s50. . ... ... |49
KPRE B0 & owov 65 5 1800 o v o o voen 1B0s = o « 5 o o
CLC 242 3 . 1. 4511 |5. 1. 1115189 [311 1323423
ICL MO8 L s v e 0 (2B ELTE . vz LT s 2 o o5
MIR 166 5242465 |376 11. .212 (201144344,
n = 200 MW5 MW6 MW7

2% 4 56789 10|2%8 45678910|2%3456789 10
AIC 336 3221 . 3. |30106. 1. 12. |[30744113.
KER!1 349 41 . .. 2. [376.1..1. |38642
BIC 481 1 . 91 . . . . . .. |50.
KER3 | 481 1 01 o 5 s % 5 5 5 |50
KER{ |481 1 . . . . . . |491 . . . . . .. |50. .. ..
CLC 331511 . . . . . |234233.366 |454 . . 1.
ICL A Ty s e 18wz nass |ds o852 5 s
MIR 394 2. 2. .21 [31653..221 [432. . 11111
n = 200 MWS8 MW?9 MW10

2*3 4 56789 10|2345678910|23 456789 10
AIC 208 5 22 2. 11 |211855 131 .1 [1427 121145 4
KER! |[3374222. .. |21133412. .. |255811104 4 1
BIC 9% . < w5 5 w5 968w 2 s e s 5 | B2IOS
KERS |491 . . . . . . . |482. . .. .. . |491.
KER{ |491 . . . . . . . |482 . . . . . . . |490. . . . . ..
CLC 146 2 1427311 [244323356 |711522328 10
ICL 407 21 . . ... |455. . .. ... |1718113 1 . .
MIR 2075532. 44 |229232. 426 |5811932138
n = 200 MW11 MW12 MW14

234567891023 456*78910|23456%789 10
AIC 2107 211. .1 |[267993536 |. .6878 118 2
KER!I [34105 . 1 . . .. |2891383322 (.. 1086 7 117 1
BIC 491 . cim |HOET oo e s s 1125112 1 .
KER3 |50. . . . .. .. |50. .. .. ... |50.
KER{ |50. . . . . . .. |50, . . . . . .. |50. ... ....
CLC 258 5131223 |922458569 |. 415131123 1 1
ICL 464 . . . . . .. |22959311. . |. 1225112 . . .
MIR 304 3222223 |[24425543.3 [191757. .11 .

Tabulka 3.3: Volba poétu komponentov podla roznych informa&nych kritérii pre vybery z 12-tich
typov norméalnych MW zmesf o rozsahu n = 200 (po&et nahodnych vyberov pre jeden typ zmesi je 50).
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n = 500 MW2 MW3 MW4
2 3% 56789 10(238/45678% 1023456789 10
AIC $F53111. 2. 5187 77 15 |261253 11 . . 2
KER! (436 . . . 1. . . |. . 1025364 . 2 [31162 1 .
BIC B, = = 5 som o o | BEBP2 o 5 5 @ & | 32TFL -
KERS |50. « v « w x5 5 |48%9: % « . o .. . 8321971 .
KER{ |50. . . . . . . . |50. . ... ... |s0. .. .....
g 421121 . .3 . [|34...2.167 [48. .. .1.1.
ICL 4821 Liz wow o5 480 % 5 5 00 - 1800 . . o . .. .
MIR 134 5554464 (35101 . .. .31 [27.324156 2
n = 500 MWS5 MW6 MW7
2*3 4 56789 10[2*345678910|2%3456789 10
AIC 346 4 2 . 211 . 38235 . 2. .. |30812341. 1
KER!1 398 2. . . . 1. (4521 . . 2. .. [3953111
BIC B8 o oz oo xow 805 5 w0 ow 5 & w o NADE
KERS |482 . . . . . . . |[50. . ... ... |491.
KER4 |482 . . . . . . . |50. . . . .. .. |491 .
CLC 428 . . . .. .. 491 . .. .. .. |491 .
ICL 464 . . . . . .. |491 . . . . . .. |50. . . .. . ..
MIR 4141 .1.111 |4521..11. . |(40. ..22213
n = 500 MW38 MW9 MW10
23 4 567891023456 78910|23456*89 10
AIC 356 3 . 2 211. |[42775.131 3 21118 7
KER! 433 2. 11. .. |[636421.1. |..1. 42956
BIC 491 % 5 ;%o v s ||BOTE 5 w s s ow ¢ | 198 6 43 101
KERS |491 . . . . . . . |50. . . ... .. |413. ..
KER4y |491 . . . . . . . |s0. . . . .. .. |413. ... ...
CLC 442 9 . 1.+ 1. |4010. . & . « « . |9 8132. 83825
ICL 472 . .1 . . . . |464 . . . . ... |1312133 . 53 . 1
MIR 239 5424111 [17132. 16722 1913924237
n = 500 MW11 MW12 MW 14
23456789%10|2 8 4567891023 456%789 10
AIC 279 1541111 |. . 1127 87 114 |. . . 56 10128 9
KER! 3472141 . .1 |. . 3121076102 |. . 16 6 13106 8
BIC 491 . . . . w9 s lITBIAB 2 . Xs o oo WS Z . X,
KERS |491 . . . . . . . |s50. . . . .. .. |2228. .
KER4 |491 . . . . . . . |[50. . . . . . .. |50. .. ...
CLC 473 . . . . . . . |1235107 7411 |. 4291331 .
ICL 50. . . . . ... |1794104411. 4 33121 . .
MIR 341 . 2. 2227 (1841651 2. 31 |1312123 . 11 2 6

Tabulka 3.4: Volba poctu komponentov podla réznych informagnych kritérii pre vybery z 12-tich
typov normélnych MW zmesf o rozsahu n = 500 (po¢et ndhodnych vyberov pre jeden typ zmesi je 50).




3. MODEL ZMESI V PRAXI

n = 1000 MW2 MW3 MW4
2 84 5678910284567 8*%9 10 28 4 56 7T8 9 10
AIC L 1. 1 ; 102 3 2 3 . 108 . 11 .
KER1 195 ¢ 2 1 . 3 134 . 118 «w L s
BIC 20. . 191 . 137 .
KERS3 20. 5 15. 137 .
KERY 20 3 9 . . 20. 20.
CLC 19. . = I . 20. 20
ICL 192 o & A v 5 5w 1208 5 3 52 a.m 5 2 N80: -« = 5 2 & © s
MIR 132 2. .. . 192, 143 . . . . 1 2. 6. . . . 1. 12
n = 1000 MW5 MWé6 MW7
2*3 4 56 78 9 10|2*3 456789 10|2*8 456789 10
AlIC 184 ; z = 1 182 . 144 . . . 1 . 1.
KER1 173 . 182 . 178 .
BIC 182 . 191 . 20.
KER3 182 . 20. 20.
KER/ 182 . 20. . 20.
CLC 155 . 191 . 20.
ICL 173 . 855w 205 = 2 2 o2 m 2 Wi 2 % ¢ 5 % ¢ 7
MIR 131 . 1 1.1 3 19. . . . . 1. 9 . o -3 3 22
n = 1000 MWS8 MW9 MW10
2*9 1 56 789 10]|2 8% 561789 10|28.45©6*7T89 10
AIC 182 . 151 1 2 1 .. 2586 5 2
KER1 182 . « 20. . 268 3 1
BIC 20. - 1 e 3 10X 29 .
KERS 20. 20. 20.
KER/4 20 . 20. 20. . .
CLC 20. 20. 2 3 114
ICL MWr o s e e 20. . w4 2 3 114 3
MIR e o« » 2 1218 83 . .23.13 261 ..353
n = 1000 MW11 MW12 MW14
2 8456 789*%10|2 8 4 56*78 910|234 56*789 10
AIC 181 1 . 173, 332 2.6 221456
KER1 195 1 . 14432 24 e« 243 4.4 3
BIC 20 . 124372 1 s . 14543 3.
KERS 20. 20. . 191
KER4 20 . 20. e 20. . . . .
cLC 20. 51 6 G 2 . 495 1.1 .
ICL 7. 1 R 6:2. 85. 1 . « . 4 105 15 = &
MIR 18 o v s oo 1204 2 121 I 112 56 23 132 . 2

82

Tabulka 3.5: Volba po¢tu komponentov podla réznych informaénych kritérif pre vybery z 12-tich
typov normélnych MW zmesi o rozsahu n = 1000 (pocet ndhodnych vyberov pre jeden typ zmesi je

20).
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MW2 - KER1: 2 comp. MW2 - BIC: 2 comp.

f(x)
02 03 04

fix)
02 03 04

00 01
00 01

030

fix)
0.20

0.10

0.00

06

fix)

fix)
0.4
00 02 04 06 08

0.0

Obréazok 3.5 Hustota odhadu zmesi v pripade kritéria KER1 a BIC z ndhodnych vyberov vybranych
normélnych zmpbf o rozsahu 500. PreruSovana &iara znézorfiuje hustotu skutoénej zmesi. Cislo vedla
kritéria v nazve kazdého grafu vyjadruje pocet komponentov odhadu zmesi (skuto¢ny pocet kompo-

nentov je postupne 3, 8, 3, 6).
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MW12 - KER1: 7 comp. MW12 - BIC: 3 comp.
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Obrazok 3.6: Hustota odhadu zmesi v pripade kritéria KER1 a BIC z nahodnych vyberov vybrangch
normalnych zmesi o rozsahu 500. PreruSovana ¢iara znadzorfiuje hustotu skuto¢nej zmesi. Cislo vedla
kritéria v nazve kazdého grafu vyjadruje pocet komponentov odhadu zmesi (skutoény pocet kompo-
nentov v oboch pripadoch je 6).
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3.5 Bilancia platieb - odhad realnej zmesi

V tejto Casti sa pokisim odhadnit model zmesi na redlnom priklade dvojrozmernych
dat. Analyzované data predstavuji bilanciu platieb kartami na Siestich terminéloch.
Prvy rozmer dat reprezentuje ¢as vyberu (spojit4 premenn4 s hodnotami medzi 0 a 24)
a druhy zase vyberant sumu. Data st stthrnom 280-tich dennych bilancif, pricom pre
kazdy den mame maximélne 30 zdznamov. Celkovy rozsah d4t je 2746, z toho asi 100
reprezentuji vyber mensi ako sto kortn, priblizne 1700 vyber do tisic koran, 900 je
potom vyber medzi tisic a desat tisic kortin a niefo cez sto pozorovani je vyber vac&si
ako desat tisic kortin, pricom maximéalny vyber ma hodnotu 88600 kortin. Vzhladom
k tomuto nerovnomernému rozlozeniu som sa rozhodol velkost vyberu pred analyzou
logaritmicky transformovat. Data sa nachddzaja na obrézku 3.7, z ktorého moézeme
pekne vidiet ako sa transforméciou stratili odlahlé pozorovania (vybery nad 10 resp.
viac tisic). Vybery s hodnotou mensou ako sto by sa mohli z analyzy vylacit (ide
zrejme o chybné data), ale vzhladom k tomu, Ze ich nie je prili§ vela a vzhladom
k zavedenej transformécii si myslim, Ze vysledok vyznamne neovplyvnia. Déta som

(a) (b)
= & .|
o e
= o: © -
3 SN -
> ° 2
@ -
o
o P=, ° ™ i) < —
§ - ? v": so ° "" &
ooy o o . et
= irtiile;::‘:"s
o - L’l’ 2 o - o
] 1 | I I T I I | 1
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
time time

Obrazok 3.7: Bilancia platieb kartami - (a) origindlne data, (b) transformované data

modeloval pomocou dvojrozmernoej Gaussovskej zmesi. Na najdenie odhadu som pouzil
met6du MPLE s Keribinovou penalizaciou pre a = 1/2, 1, 2 a 3 aplikovant pouZzitim
funkcie Mclust a MclustKer?. Pri pouziti BIC kritéria bol zvoleny model zmesi s
piatimi zhlukmi s réznou velkostou, tvarom aj orientéciou (model VVV). Vysledny

odhad algoritmu je:

44Implementovany algoritmus sa pri hladani odhadu niekolkokrat zritil, zrejme kvoli nejakej singu-
larite, do ktorej sa po ceste dostal. Bolo teda potrebné opakovat ho viac krét
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pro 0.26293961 0.22530260 0.30755330 0.13614278 0.06806171

mu

1 2 3 4 5
(1,] 13.540022 9.832861 17.339135 21.689692 9.850493
[(2,] 7.744889 6.608830 6.492791 6.664267 5.352578

sigma

3 » 1 » E] 2 ’ ] 3

[,1] [,2] [,1] [,2] [,1] [,2]
(1,] 6.804819 -0.895997 [1,] 5.66239587 0.06664964 [1,] 6.3981986 0.1072761
[2,] -0.895997 2.470491 [2,] 0.06664964 0.11989126 [2,] 0.1072761 0.1764101

s 5 4 s » O

[,1] [,2] [:1] [,2]
[1,] 1.3599163 0.3141198 [1,] 34.452055 -5.107934
[2,] 0.3141198 2.6271714 [2,] -5.107934 2.620507

Rozhodovanie medzi modelom s piatimi aZ deviatimi zhlukmi je v8ak velmi tesné, ¢o
moézeme vidiet na obréazku 3.8, ktory znézorhuje hodnotu Keribinovho kritéria pre rozne
modely (EII, VII, EEIL, VVI, EEE, VVV) a pre rézne hodnoty parametra .. V pripade
BIC kritéria (o = 1) sa hodnota penalizovanej vierohodonosti 1i§i v rdmci modelu zmesi
s tromi aZ deviatimi komponentami len minimélne. S rasticou hodnotou parametra o
Keribinovej penalizéicie sa meni vysledny potet komponentov postupne z 9 (VVV) na
spominanych 5, dalej na 3 (VVV) az napokon na 2 (EEE). Na obréazku 3.9 je zndzorneny
graf hustoty aj vrstevnicovy graf pre odhad zaloZeny na BIC kritériu. Pri opakovani EM
algoritmu som sa viac-krat dostal aj k modelu so siedmimi zhlukmi, ¢o nie je prekvapivé
vzhladom k tesnému vysledku medzi modelom s 5-timi aZz modelom s 9-timi zhlukmi. Na
obrazku 3.10 je znazornen4 klasifikdcia dat (zaradenie do zhlukov) pre model s piatimi
a siedmimi zhlukmi, na ktorom moézeme vidiet, kde sa v bohatSom modele sformovali
dva nové zhluky (obidva s proporciou priblizne 0.05). Vyber modelu (medzi modelmi
s 5-timi az 9-timi komponentami) zéleZi uz na subjektivnom rozhodnuti. Ja osobne by
som volil strednt cestu, a to model so siedmimi komponentami. Podstatné vsak je, Ze
modelom sa nam podarilo preukézat pritomnost zhlukov v datach.
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Obrazok 3.8: Keribinovo kritérium pre vol'bu poétu komponentov v pripade dat o platobnej bilancii
pre Sest uvazovanych modelov (1-EII, 2-VII, 3-EEI, 4-VVI, 5-EEE, 6-VVV) a pre Styri rézne hodnoty

.
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Obrazok 3.9: Graf hustoty a vrstevnicovy graf pre model zmesi pri pouziti BIC kritéria v pripade
dat o platobnej bilancii.

o . o _ e :
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(o 5 o - i
| | | [ 1 | | I | |
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
time time

Obrazok 3.10: Klasifikicia v pripade modelu s piatimi zhlukmi a modelu so siedmimi zhlukmi.



Zaver

Pokusim sa teraz zhrnat obsah predchadzajuicich stranok, to ¢o sa mi v préaci podarilo
a ¢o naopak nie.

V prvej Casti prace som sa venoval zakladnej chrakteristike modelu so zmesou hustot.
Predstavil som model kone¢nej zmesi s hustotami pochddzajtcimi z rovnakej paramet-
ricky formulovanej rodiny rozdeleni, ktory sa stal taziskom méjho zaujmu. Vysvetlil som
problém identifikovatelnosti parametra modelu a predstavil zakladné met6dy pre odhad
parametrov modelu zmesi s pevnym (znidmym) poétom komponentov. Medzi tymito
dominuje EM algoritmus, ktory poskytuje pribliZné rieSenie v pripade maximélne viero-
hodného odhadu. Algoritmus bol povodne navrhnuty pre data s chybajticimi pozorova-
niami, ale uplatnenie nasiel aj v pripade zmesi. V Statistike je tento algoritmus skuto¢ne
pojem a v sivislosti s modelmi zmesi mu bolo venované velké mnoZstvo pozornosti. V
dasti kapitoly som sa zaoberal aj tymto algoritmom a jeho zdkladnymi vlastnostami a
modifikiciami. Vysvetlil som, ako sa model zmesi pouzije k odhalovaniu a klasifikacii
zhlukov a ako pomocou neho mozno Sikovne modelovat pravdepodobnostné rozdelenia.
Venoval som trochu aj problému mnohorozmernych dat a konkrétnym aplikdciam mod-
elu zmesi v $pecidlnych pripadoch.

Druh4 a hlavna ¢ast prace bola zamerand na odhad zlozitosti modelu zmesi, teda
pripadu, ked po&et komponentov modelu bolo potrebné odhadnit z dat. Predstavil som
Styri hlavné pristupy, a to metédu zaloZenii na maximalnej vierohodnosti, minimalnej vz-
dialenosti, testovanie po¢tu komponentov pomerom vierohodnosti a bayesovsky pristup.
Urobil som prehl'ad zakladnych existujacich metod pre kazdy pripad. Popisal som prob-
1ém, na ktory narazime pri testovani pomerom vierohodnosti a akym spésobom bol tento
problém rieseny. Poukézal som na fazkosti s diagnostikou konzistencie v pripade maxi-
malizovania penalizovanej vierohodnosti, ktora viedla ku vzniku mnoZstva informac¢nych
kritérii. Ukéazal som, Ze v pripade met6d zaloZenych na minimélnej vzdialenosti sa da
vzdialenost penalizovat tak, aby bol odhad zloZitosti zmesi konzistentny. Zaroveni som
poukézal na to, Ze s praktickou volbou tychto penalizécii je problém, a Ze absentuje
efektivny algoritmus na minimalizaciu vzdialenosti. Predstavil som hlavné bayesovské
pristupy na odhad zlozitosti modelu zmesi, ktoré sa zaloZené z vicSej ¢asti na MCMC
metoédach. MCMC metody si ale pomerne komplikované a ich aplikicia si vyZzaduje
dobru znalost problematiky - je potrebné vediet vhodne zvolif model, apriérne pravde-
podobnosti a vysporiadat sa s permutéciou indexov komponentov zmesi. V zavere¢nej
dasti som poukézal na existenciu konzistentného odhadu metédou maximélnej penali-
zovanej vierohodnosti. Pekné na tomto vysledku je, Ze vziSiel z naro¢ného analytického
pristupu, ktory mé korene v testovani hypotézy o po¢te komponentov pomerom viero-
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hodnosti. Poukézal som aj na moderny vyvoj v oblasti EM algoritmu, ktory sa zaoberé
procesom zluovania a rozdelovania zhlukov v priebehu iterovania. Tento pochadza z
dielne teoretickych informatikov, na ¢om je vidiet Siroké uplatnenie modelov zmesi, ¢o
by mohlo byt hnacou silou dalsieho vyvoja v tejto oblasti.

V tretej a poslednej Casti som sa pokusil prezentovat moj vyskum v oblasti mod-
elu zmesi. Prezentoval som algoritmy, ktoré sa mi podarilo implementovat v prostredi
R a pokisil som sa s nimi experimentovat. V pripade metéd zaloZenych na minimaél-
nej vzdialenosti som pre u¢ely minimalizacie vzdialenosti vyvinul jednoduchy geneticky
algoritmus, pomocou ktorého sa mi podarilo v jednoduchych pripadoch dospiet k rieSe-
niu rychlejsie ako pri pouziti klasického Nelder-Meadovho simplexovho algoritmu. Pre-
dovSetkym som si ale overil naro¢nost aplikacie tychto met6d. Predviedol som aj pouZitie
jednej grafickej techniky pre odhad zlozitosti normalnej zmesi. Pomocou simulécii sa
mi podarilo ukézat vyhodu Keribinovej modifikacie kritéria BIC (KER s a = 1/2) pre
normaélne zmesi s rozsahom vyberu do 1000. Tu si tato penalizacia poé¢inala velmi dobre
a dala lepsie odhady pre poc¢et komponentov skiimanych zmesf a aj lepsi odhad hustoty
ako kritérium BIC. Napokon sa mi eSte podarilo Gspesne aplikovat model zmesi k diag-
nostike zhlukov na redlnom priklade dvojrozmernych dat.

Na zéver by som chcel spomentt to, ¢o sa mi do prace nepodarilo zahrnit a ¢o by z mojho
pohladu bolo eSte zaujimavé preskimat. Je to implementécia bayesovského kritéria
RW, varia¢né procedira bayesovského pristupu implementovanéa v kniznici vabayelmix
s odhadom poétu komponentov a algoritmus SSMEM uvedeny v zavere druhej kapi-
toly. Zaujimavad by mohla byt aj simuldcia za ufelom porovnania kritérii pre vyber
modelu exponenciélnych zmesi. Priestor je aj v oblasti vySetrovania identifikovatel nosti
a overovani podmienok, potrebnych na odvodenie konzistencie odhadu zlozZitosti zmesi
pomocou kritéria KER.



Zoznam pouZitych skratiek

AIC Akaikeho informaé¢né kritérium

AKM Algoritmus z rodiny metéd MPDE

BIC Bayesovské informad&né kritérium

CLC Klasifika¢né informad¢né kritérium

CVIC Informac¢né kritérium zaloZené na cross-validacii

CvM Cramér-von-Misesova vzdialenost distribu¢nych funkcif

EDF Empiricka distribu¢na funkcia

EIC Efronovo informa¢né kritérium

GA Geneticky algoritmus

GLM Zobecneny linearny model

HC Hierarchicky zhlukovaci algoritmus

ICL Kritérium zaloZzené na integrovanej klasifikaénej vierohodnosti
ICL-BIC Modifikované verzia kritéria ICL

ICOMP Kritérium informacnej zloZitosti

KANT Kantorowichova vzdialenost distribu¢nych funkeii

KL Kullback-Leiblerova divergencia, resp. vzdialenost

KS Kolmogorov-Smirnovova (suprémové) vzdialenost distribuénych funkef
LRT Test pomerom vierohodnosti

LRTS Statistika pre test pomerom vierohodnosti

MCMC Monte Carlo Markov Chain - metoda bayesovskej analyzy
MDE Odhad met6dou minimélnej vzdialenosti

MDP Detekény graf pre identifikiciu zmesi zavedeny v Roeder (1994)
MIR Kritérium zaloZené na informad¢nej matici pomeru

MLE Maximaélne vierohodny odhad

MLA Metoda zhluk. analyzy zaloZend na maximélnej vierohodnosti
MPDE Odhad metédou minimalnej penalizovanej vzdialenosti

MPLE Odhad zalozeny na maximalizécii penalizovanej vierohodnosti
MW Normaélna zmes z ¢lanku Marron, Wand (1992)

NEC Kritérium zaloZené na normalizovanej entropii

NMSA Nelder-Meadov simplexov algoritmus

RW Bayesovské kritérium (Roeder, Wasserman, 1997)

SMEM EM algoritmus s rozdelovanim a zlu¢ovanim zhlukov (Ueda, 2000)
SSMEM EM algoritmus s rozdelovanim a zlu¢ovanim zhlukov (Wang a kol., 2004)
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Dodatok A

Priklady hust6t normalnej zmesi

Néazov f(x)

1. Gaussian N(0,1)

2. Skewed unimodal IN@,1) + IN(L,(3)%) + EN(3,(3)?)

3. Strongly skewed ZLO% B{(3) -1},(3)%)

4. Kurtotic unimodal IN(0,1) + 2N(0,(%)%)

5. Outlier LN(0,1) + 2N(0,(%)?)

6. Bimodal IN(-L,(3)% +iN(1,(3)?)

7. Separated bimodal IN3(3)H+INEG)

8. Skewed bimodal $N(0,1) + IN(2,(3)?

9. Trimodal SN(-80) + SNEDP) + SNOE
10. Claw INOD) + S BN~ 1))

11. Double claw BN(-1,3)%) + 2 N(1,(3) )+Z—o LN L

—
SV}

. Assymetric claw

—
&

Assymetric double claw

14. Smooth comb

15. Discrete comb

IN(OL) + 32 L, ZoN(G+3,(5)Y)

Yoo mN(zz -1,(3)) + Ty s N(F (%)) +
) i )

S0 0 B N((65 — 96(1)F)/21,(82)?/2%)
S0 EN(1EH8 (2)2) + 30 A N(E (%))

Tabulka A.1: Parametre hustot 15-tich prikladov normélnej zmesi z &lanku Marron, Wand (1992)
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Dodatok B

Specifikacia funkcif implementovanych
v jazyku R

B.1 Funkcia PEME.ic

Maximélne vierohodny odhad pre modely jednorozmernych normaélnych, exponenciél-
nych a Poissonovych zmesi, ktory umoziuje volit model na zaklade viacerych infor-
madcnych kritérii.

Vstupné parametre:

e data - vstupné data, ktoré by mali byt triedy numeric alebo triedy data frame

e family - rodina rozdeleni, moznosti: normal, exp, poiss, defaultne funkcia pracuje
s normélnou zmesou

e criterion - informac¢né kritérium pre vyber po¢tu komponentov zmesi, moznosti:
AIC, BIC, KER, CLC, NEC, ICL-BIC, MIR, all aEIC%,v pripade all st vy&islené
vSetky kritéria kritérid s vynimkou EIC, defaultne sa pouziva BIC kritérium

e alpha - vektor Styroch (réznych) hodnot o pre Keribinovu penalizéciu, defaultné
nastavenie alpha=c(0.5,1,2,3)

e k.min, k.max - minimilna a maximélna hodnota pre pocet komponentov zmesi,
defaultne k.min=2, k.max=9

e em.options - list hodnét pre nastavenie EM algoritmu

- klas - booleanovska premennd, ak je nastavena na TRUE, tak je pouzité klasi-
fika¢na alternativa EM algoritmu

451 napriek pouzitej (zrychlujicej) aproximéacii od Konishi a Kitagawu je vypocet v tomto pripade
vel'mi dlhy.
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- ini.type - typ ndhodnej inicializicie (implementované si dva typy 1 a 2),
okrem toho je moznost zadat namiesto typu nahodnej inicializacie do tohoto
parametra list konkrétnych inicializacii, ktorych po¢et musi odpovedat poétu
opakovani EM algoritmu,

- s.values - pocet opakovani EM algoritmu (pre viacero nahodnych inicializa-
cif)

- tol - tolerancia pre ukonéenie algoritmu, pre zastavenie iteracii je pouzité
Aitkenovo ukoncovacie kritérium (McLachlan, Peel, 2000, str. 52-53))

- maxiter - maximalny pocet iteracii

defaultne
list(klas=FALSE, ini.type=1, s.values=10, tol=1le-5, maxiter=500)

e eic.options - nastavenie hodnét pre EIC kritérium:

- B - pocet bootstrapovych vyberov

- s.values.eic - po¢et ndhodnych inicializacii pre EM algoritmus aplikovany
na jednotlivé bootstrapové vybery

e prnt - booleanovskd premennd, ak je nastavena na TRUE, tak vysledky sa v pre-
hl'adnej podobe zobrazia v pracovnej konzole

e plt, path, name - plt je tiez booleanovskd premennd, ak je nastavend na TRUE,
tak je zostrojeny graf porovnavajici hustotu odhadnutej zmesi s jadrovym odhadom
hustoty (len v pripade normalnej a exponencidlnej zmesi). Tento graf sa ulozi vo
formate pdf pod menom ,name“ + ,nézov kritéria“ do adresara s cestou path.
Defaultne sa pre tieto ucely pouZziva aktudlny pracovny adresar, do ktorého sa
graficky vystup ulozi do poddreséra "\mix\em\" (pokial takyto neexistuje, bude
vytvoreny)

Vystup:

V pripade, Ze parameter prnt je nastaveny na TRUE je vystupom z funkcie pre-
hladny vypis najdolezitejSich vysledkov do konzoly. Okrem toho v pripade, Ze vs-
tupny parameter criterion je nastaveny na hodnotu all, je vystupom list hodnét
informad¢nych kritérif pre rozny poéet komponentov ($criterion), potom list odhadov
parametra modelu pre jednotlivé kritéria ($theta) a napokon este list odhadnutého
po¢tu komponentov v pripade jednotlivych kritérii ($G). V pripade individuélneho in-
formaéného kritéria je vystupom odhad parametrov modelu ($theta) a hodnota tohoto
informa¢ného kritéria pre rozny pocet komponentov ($ic).

B.2 Funkcia MPDE

Odhad jednorozmernej normélnej zmesi metédou minimélnej vzdialenosti. VoI'ba mod-
elu je mozné bud stanovenim hranice dostato¢nej blizkosti podla Henna (1985) alebo
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penalizaciou navrhnutou v Chen, Kalbfleisch (1996). Na minimalizaciu vzdialensoti je
pouZity algoritmus NMSA%,

Vstupné parametre
e data - vstupné déta

e k.min, k.max - minimélny a maximéalny poc¢et komponentov, defaultné nastavenie
je2a9

e ini - typ inicializ4cie pre Nelder Meadov algoritmus, moZnosti: em - za inicializaciu
sa zoberie rieSenie EM algoritmu, emklas - za incializaciu sa berie rieSenie klasi-
fika¢nej verzie EM algoritmu, sample - nahodn4 inicializacia zaloZen4 na vybere z
dat, rnorm - ndhodna inicializicia zaloZen4 na vybere z normélneho rozdelenia s
parametrami odvodenymi z dat, defaultne sa pouZiva nastavenie emklas

e algorithm - typ algoritmu, moznosti:

- Henna - v tomto pripade je minimalizovand CvM vzdialenost medzi EDF
a distribu¢nou funkciou zmesi (MCDF), za podet komponentov je zvolené
najmensie k, pre ktoré je minimalizovand vzdialenost menSia ako h.delta %
Qﬁ?ﬁ, kde n je polet pozorovani, ak pre Ziadne k minimalizované vzdialenost
nepodlezie uvedeni hranica, za rieSenie sa zoberie k odpovedajice pripadu,
v ktorom bola dosiahnuté najmensia vzdialenost

- Chen - v tomto pripade je minimalizovand vzdialenost dist medzi EDF a
MCDF penalizovand o ¢len delta * ¢, * ELI log p;, postupnost konstant
¢n urCuje funkcia c(n) implementovana v tdvode skriptu, ktora je pévodne
stanovena na hodnotu c¢(n) = n~/2logn (n rozsah dat)

defaultne sa pouziva algoritmus Chen

e dist - typ vzdialenosti medzi EDF a MCDF pre pripad Chenovho algortimu,
moznosti: KS - suprémovéa vzdialenost, Kant - Kantorowichova vzdialensot a CvM -
Cramér-von-Misesova vzdialenost, defaultne sa pouZiva CvM vzdialenost

e delta - konStanta pre penalizaciu v pripade algoritmu Chen, defaultne delta=0.01

e h.delta - konStanta pre hranicu dostato¢nej blizkosti v pripade algoritmu Henna
defaultne h.delta=0.0001

e s.values - polet opakovani algoritmu NMSA pre rozne inicializacie (prva ini-
cializdcia je typu emklas a zvySné su typu sample), defaultne je kvoli dasovej
naro¢nosti je hodnota s.values nastavend len na hodnotu 1

e maxit - hranicu maximélneho poc¢tu iteracii pre NMSA algoritmus, defaultna hod-
nota je 500

i 46Tento algoritmus je implementovany pouZitim funkcie constrOptim zo zékladnej kniZnice programu
R.
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e prnt - booleanovskd premenna - indikator pre vypisanie struénych vysledkov do
konzoly

Vystup

Vystupom je odhad parametra a v pripade pozitivnej hodnoty prant aj prehladny vypis
vysledkov (v pripade algortimu Henna to je aj pozndmka o tom, & bola dosiahnuté
hranica minimalnej blizkosti).

Funkcia MPDE.ini

V pripade znameho k& mozZno namiesto funkcie MPDE pouzivat funkciu MPDE. ini, ktora
obsahuje rovnaké vstupné parametre ako funkcia MPDE s vynimkou k.min a k.max,
namiesto ktorych obsahuje len parameter k, ktory vyjadruje konkrétny pocet kompo-
nentov v zmesi. Tato funkcia je vlastne zakladom pre funkciu MPDE.

B.3 Funkcia MPDE.ga

Odhad jednorozmernej normélnej zmesi metoédou minimalnej vzdialenosti. Ide o anal6giu
funkcie MPDE, ktora namiesto algoritmu NMSA pouziva na minimalizaciu vzdialenosti
geneticky algoritmus.

Geneticky algoritmus v krokoch:

1. Je zvolena poc¢iatoéna populacia jedincov (jedinec = vektor parametrov zmesi).
Defaultny rozsah populécie je 100 jedincov.

2. Spocita sa ,fitness* kazdého jedinca populacie, teda hodnota vzdialenosti EDF a
MCDF prislichujaca tomuto jedincovi (do aktuélneho grafu v konzole sa nanesie
hodnota priemerného a najlepsieho fitnessu celej populécie).

3. Vytvori sa nova rovnako velkd populécia jedincov. T4 bude obsahovat niekolko
jedincov z najlep$im fitnessom zo starej populécie (elitdrstvo). Cast jedincov do
novej populacie bude ndhodne vygenerovanych. Ostatni jedinci novej populacie
budt vytvoreny bud mutdciou alebo kriZenim uréitych jedincov z predchadzajicej
populacie, pricom na kriZenie a mutovanie st jedinci vyberany podla nejakého

kIi¢a na zéklade fitnessu jedincov (selekcia).

4. Opakuji sa kroky 2. a 3. az kym algoritmus neukon¢ime.

Mutécia parametra W = (my,...,Tg,lh1, - . . ,l4g,01, . .. ,05) - zvolim vektor parametrov
T = (ro,r1,...,Tg,Tg+1,- - -, T2g), ktorého sicet je jedna, pri mutécii potom s pravde-
podobnostou ry zmenim proporcie, s pravdepodobnostou r; zmenim stredni hodnotu
i-teho komponentu a s pravdepodobnostou ry,; zmenim rozptyl tohoto komponentu
(i = 1,...,9). Zmenu u proporcii robim tak, Ze jednu (nadhodne zvolent) z propor-
cif ndhodne zmutujem a cely vektor proporcii potom znormujem, tak aby jeho sucet
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bol jedna. Pri mutacii strednej hodnoty nejakého komponentu postupujem tak, Ze z
dat nahodne vyberiem nejaké pozorovanie, ku ktorému pri¢itam realizaciu z rozdele-
nia N(0,s?), kde s? je predom voleny parameter. V pripade mutécie rozptylu povodny
rozptyl nahradim realizéciou z rovnomerného rozdelenia na mnozine (0,var(data)).

KriZenie parametrov ¥,, ¥, - z parametrov ¥;, ¥, vytvorim nova dvojicu ¥}, ¥}
nasledovne: nadhodne vyberiem dvojicu indexov 4,5 (i,j € {1,...,9}) a potom vytvorim
novy parameter W} tak, Ze v ¥, nahradim i-ty komponent j-tym komponentom z ¥,
(teda m;,ui,0; nahradim s w}‘,p;-‘,af*) a parameter W3 vytvorim tak, Ze v parameteri ¥,
nahradim j-ty komponent i-tym komponentom z ¥;. Na dokondenie kriZenia je este
potrebné znormovat vektory proporcii v novych parametroch ¥, ¥3.

Selekcia - jedincov v populécii usporiadom od jedinca s najlepsim fitnessom po jedinca
s najhorsim, ¢ast najhorsich jedincov zahodim a selekciu jedincov realizujem pouZitim
gama rozdelenia, pomocou ktorého pri vybere uprednostiiujem jedincov s lep$im fitnes-
som.

Vstupné parametre

Vstupné parametre st podobné ako v pripade funkcie MPDE, a to data, K.max, K.min,
algorithm, dist, delta, h.delta, init, path, fname a navySe je tu parameter
ga.options, ktory slizi na podrobné nastavenie genetického algoritmu. Pomocou neho
napriklad nastavujeme pocet iteracii (pocet opakovni kroku 4.), ktory je defaultne nas-
taveny na 10, dalej rozsah populécie a parametre pre kriZenie, mutovanie a selekciu.

Vystup

Pocas behu algoritmu je priebezne vykreslovany priemerny a najlepsi fitness jednotlivych
populacii. Aktudlna populédcia a zaroven aj zoznam najlepSich jedincov jednotlivych
populécii pre kazdy uvazovany poéet komponentov (medzi K.min a K.max) sa ukladaji
do stborov "\mix\ga\MPDE-last.popul _k.txt" a
"\mix\ga\MPDE-best.solution_k.txt". Ak by sme chceli po prvych 10-tich iteraciach
algoritmu pokracovat v dalSom iterovani, sta¢i zavolat funkciu MPDE.ga s parametrom
init="read". V tomto pripade sa nacita posledné uloZena populécia a iterovanie bude
pokracovat od tejto poplacie.

Nastavenim parametrov pre kriZenie a mutovanie (popripade modifikiciou kriZenia a
mutovania, resp. ich tiplnou zmenou) a nastavenim dlasich parametrov GA algoritmu
moZno potom vstupovat do prehladévacieho procesu a prisposobovat algoritmus konkrét-
nemu pripadu.
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