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Abstrakt: Ukolem této bakaldiské prace je navrhnout a implementovat algorit-
mus, ktery spocita deformaci prostoru na zakladé deformace polygonalniho mo-
delu. Zamétrime se predevsim na algoritmus, ktery pocita vyslednou deformaci
jako linedrni kombinaci vrcholti zdeformovaného modelu. Koeficienty této line-
arni kombinace se nazyvaji zobecnéné barycentrické soutadnice. V predchozi li-
teratufe jsou zobecnéné barycentrické soutradnice definovany pouze pro troju-
helnikové modely, navrhneme zde jejich dalsi zobecnéni pro obecné polygonalni
modely ¢i parametrické plochy. Ve dvou dimenzich lze elegantné vyuzit komplex-
nich ¢isel a ziskat tak deformace, které jsou konformnim zobrazenim. Proto se zde
pokusime o zobecnéni do tfech dimenzi pomoci kvaternionti. Vysledny algoritmus
implementujeme do programu Autodesk Maya a Mental Ray.
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Abstract: Aim of this bachelor thesis is to design and implement algorithm, which
deforms 3D space according to the polygonal model. We focus on algorithm, where
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Kapitola 1

Deformace prostoru podle
polygonalniho modelu

Pfi tvorbé pocitacové animace Celime nesnadnému tkolu, nebof v kazdém
snimku animace musime nastavit vSechny objekty do pozadované polohy, ale
chceme se vyhnout tomu, Ze bychom nastavovali kazdy bod objektu zvlast. Po-
tfebujeme néjaky nastroj, pomoci kterého dostaneme objekty do pozadované po-
lohy snadno a rychle. Naptiklad pfi animaci postavicky si nejprve vytvorime jeji
pribliznou kostru, kterou propojime s postavickou. Objektem tedy pohybujeme
pomoci manipulace s kostrou. Ne vzdy vSak animujeme postavicku, nékdy je za-
potfebi animovat skakajici mi¢ nebo doutnajici kouf, u nichz by pouziti zptisobu
animace pomoci kostry nebylo vhodné. Je tedy nutné pro rtizné pripady vymyslet
rizné zpusoby deformace objektu. My se zamérime na zptisob se Sirokou skalou
pouzitelnosti, kterym je deformace prostoru. Tento zpiisob spociva v tom, Ze de-
finujeme deformaci celého prostoru a tak se ndm zaroven s prostorem zdeformuji
objekty v ném. Vyhodou tohoto pfistupu je, ze nezavisi na reprezentaci deformo-
vaného objektu.

Cilem této bakalarské prace je implementovat algoritmus, ktery zdeformuje
prostor na zakladé deformace polygonalniho modelu. Zamétfime se predevsim na
vyuziti zobecnénych barycentrickych souradnic, kdy je vysledna deformace spoc-
tena jako linearni kombinace vrcholti zdeformovaného modelu. Vyhodou barycen-
trickych soufadnic je, ze vysledna deformace presné kopiruje deformaci polygo-
nalniho modelu. Dalsi vyhodou je, Ze nefesime zadnou komplikovanou nelinearni
ulohu, jak tomu je, pokud bychom prostor deformovali pomoci vhodné zvolenych
fyzikalnich zédkonti. Nevyhodou je, ze v nékterych extrémnich pfipadech nemusi
byt deformace prosta a také jsou zobecnéné barycentrické soufadnice definovany
pouze pro trojihelnikové modely. Proto zavedeme novou definici zobecnénych ba-
rycentrickych souradnic, kterd ndm umozni pouzit barycentrické souradnice pro
Sirsi spektrum modeld, at uz jsou definovany pomoci polygont nebo Béziérovych
ploch. Uvedeme si dva typy barycentrickych souradnic a to harmonické a meanva-
lue soufadnice. Na konci druhé kapitoly se zminime, jak by $lo vyuzit nasi definice
zobecnénych barycentrickych soufadnic pro libovolné polygonalni modely.

Poté se jen kratce zminime o tom, jak deformaci pocitat pomoci radialné
symetrickych funkci. Nevyhodou tohoto pristupu je, ze vysledna deformace nam
nekopiruje presné deformaci modelu.

Ve dvou dimenzich lze barycentrické soutadnice uvazovat nad komplexnimi



¢isly. Takto mizeme ziskat deformace s vhodnymi vlastnostmi, jako jsou napfii-
klad konformni zobrazeni. Zobecnéni do vice dimenzi vSak neni primocaré, jelikoz
neexistuje jasny ekvivalent komplexnich ¢isel ve vice dimenzich. My zde navrh-
neme zobecnéni komplexnich barycentrickych soufadnic do tfech dimenzi pomoci
kvaternionti.

Nakonec si ukazeme néekolik vysledki, kterych jsme dosahli pomoci zminénych
algoritmii a porovname jejich vlastnosti.

1.1 Metody deformace prostoru

Metody zalozené na deformaci prostoru nam definuji néjaké zobrazeni f z ob-
lasti zajmu M C R™ do R™. Objekty pak jiz snadno zdeformujeme resp. zobrazime
pomoci tohoto zobrazeni f.

Mezi nejjednodussi zpusoby jak deformovat prostor patii metody popsané v
(Barr, 1984), kde je prostor deformovan pomoci jednoduchych funkci s nékolika
volnymi parametry. Prikladem je posunuti, rotace, skalovani a rtizné druhy ohy-
bani a krouceni. Naptiklad krouceni podél osy z je definovano funkei f(x,y,z) =
(x cos(az) —sin(az), zsin(az) + y cos(az), 2), kde a je volny parametr, ktery ur-
¢uje miru krouceni. Pomoci sklddani téchto jednoduchjch zobrazeni miizeme v
nékterych pripadech dosahnou pozadovaného vysledku.

Dalsi zdkladni metodou deformace prostoru je tzv. free-form deformace (FFD)
(Sederberg a Parry, [1986). Okolo objektu, ktery chceme deformovat, nejprve po-
stavime regularni miizku. Tuto miizku rucné zdeformujeme a na zakladé toho
zdeformujeme i prostor. Tim se ndm zdeformuje i onen objekt. Tato metoda je
zalozena na konstrukci Bernsteinovych polynomu na reguldrni miizce. Ukazku
takovéto deformace si muzete prohlédnout na obrazku [LTl Extended free-form
deformation |(Coquillartl (1990) tento pfistup zobectliuje i na mfizky, které se vy-
lucné neskladaji pouze z kvadrii ale mohou obsahovat i jiné tvary. Konkrétné se
jedna o mtizky vzniklé z regularnich pomoci postupného slepovani vrcholi. Rati-
onal free-form deformation Kalra a kol (1992) je dalsim zobecnénim FFD, které
vSak nevyuziva polynomu ale racionalnich funkci.

V nékterych pripadech, jako je animace hada nebo obleceni, mtizeme velice
dobfe vyuzit deformace pomoci kiivky (Lazarus a kol., [1993) nebo parametrické
plochy (Feng a kol., [1996). Deformace probihé tak, ze kazdy bod prostoru vyja-
diime vzhledem k lokdlnimu soufadnému systému na parametrické plose. Ktivku
nebo plochu zdeformujeme, poté prevedeme bod z lokalniho souradného systému
do globalniho a tim ziskame pozadovanou deformaci. Nevyhodou tohoto pristupu
je, ze daleko od parametrické plochy miize byt vysledna deformace nespojita. A
tak je tato metoda vhodna pouze pro deformaci objektt, které dobte kopiruji
tvar dané plochy nebo kiivky. Na obrazku [LI] si mizete prohlédnout deformaci
pomoci kiivky.

Radialné symetrické funkce se standardné vyuzivaji pro interpolaci dat ve vice
dimenzich (Buhmann, 2004). A to v momenté pokud mame sadu bodi a v téchto
bodech namérené hodnoty. Lze je vyuzit v pripadé deformace, kdy si zvolime
nékolik kontrolnich bodi, kterymi pak manipulujeme a podle toho se nam objekt
deformuje, viz (Noh a kol., 2000), (Botsch a Kobbelt, 2005).

Cilem této prace je vSak najit deformaci prostoru, ktera presné kopiruje zada-
nou deformaci polygonalniho modelu. Tuto tlohu je mozno fesit fyzikalné. Pred-
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Obrazek 1.1: Deformace polygonalniho modelu pomoci krivky a regularni mtizky:.

stavme si model jako kus elastického materialu, pokud zdeformujeme povrch to-
hoto objektu, tak se ndm i prirozené zdeformuje i jeho vnitiek. Vétsina téchto
metod je zalozena na minimalizaci deformacni energie, coz vede k nelinearni tloze
jako napiiklad v (IGeorqii a Westerma.nn|, [ZDDQ; Zhou a leJ, [20_05; Sumner a leJ,
2007; Botsch a koll, [2007; Ben-Chen a kol!, 2009). Dalsi moimosti (Karan, 2000)
je metoda velice podobnad jiz zminéné deformaci pomoci parametrické plochy. Bo-
huzel s ni sdili nevyhodu mozné nespojitosti deformace daleko od modelu. My
se zaméfime na deformaci pomoci zobecnénych barycentricky soufadnic. Jedna
se 0 zobecnéni pojmu barycentrickych souradnic trojihelniku pro uzaviené troj-
thelnikové modely. Jejich vyuziti lze najit naptiklad v metodé konecnych prvki
|l9_7_d) nebo pii konstrukei parametrickych ploch (ILQQp_a._DeB.QSA,

). My se podivame na ]e]lch vyuziti pro deformaci modelt ve tfech dimenzich

(Ju a koll, 2005; Joshi a koll, [2007; Lipman a. kol., 2008).

1.2 Formulace problému

Reknéme si presnéji, co mame za tikol. Mé&jme polygonalni model P s vrcholy
v1,...,Un & jeho zdeformovanou verzi P’ s vrcholy vy, . .. v, . Najdéme zobrazeni
f takové, které spliiuje f(P) = P’ tj. vrcholy, hrany i stény ptivodniho modelu se
zobrazi na pfislusné vrcholy, hrany a stény zdeformovaného modelu. Ve zbytku
prostoru by mélo byt f co ,nejprirozenéjsi“. To neni nijak presné definovano, ale
je zde nékolik pfirozenych pozadavki. Pokud model pouze posuneme a otocime,
pak by f mélo byt pravé ono otoceni a posunuti. Obecnéji pokud model projde
libovolnym afinnim zobrazenim v, = Av; + t, kde A € R*3 t € R?, pak by f
mélo byt timto afinnim zobrazenim tj. f(x) = Az +t. Druhym pfirozenym poza-
davkem je, aby vysledna deformace neobsahovala zadné skoky nebo ostré zlomy a
tak pozadujeme, aby f bylo spojité a mélo spojitou prvni derivaci. Tim nevylucu-
jeme, ze by vysledna deformace obsahovala neprirozené deformace. Zptisobt, jak
zakazat neptirozené deformace, je nékolik a tak zde zadnou obecnou podminku
neuvadime.

Pokud se na tuto tlohu podivame trochu vice matematicky, mame zadanu
n&jakou plochu 9 a zobrazeni f : OM — R3. Zdeformovany model odpovida



f(OM). Cilem je rozsifit defini¢éni obor f nejlépe na celé R?, ale v mnoha aplika-
cich staci rozsifeni pouze na vnitfek plochy M. Prvnim zasadnim zjednoduse-
nim, které zde provedeme, je, ze kazdou slozku f = (f,,fy,f.) rozsifime nezavisle.
Zformulujme si presnéji co po onom rozsireni pozadujeme.

Problém 1. Pro M C R3 a f : OM — R spojitou funkci naleznéte funkci
f: M — R splnugici:

fect(M)ynC(M) (1.1a)
Flow =/ (1.1b)
EIgGPlzf:glaM — ?:g}M (1.1c)

Jak jiz jsme zminili, vyslednd deformace nesmi obsahovat zadné skoky nebo
ostré zlomy, to ndm zarucuje podminka [[LTal Druhd podminka [L.ID fik4, ze se
jedna o rozsifeni puvodni deformace. Déle jsme pozadovali, abychom reprodu-
kovali afinni zobrazeni a jednotlivé slozky afinniho zobrazeni jsou afinni funkce,
proto pozadujeme, aby rozsifeni reprodukovalo afinni funkce, coz fika podminka
L1d

Problém [Il nechceme vyfesit pouze pro jednu konkrétni funkci zadanou na
hranici, chceme najit néjaky algoritmus, jak jej fesit obecné. Kazdé funkci f
definované na OM chceme piifadit funkce f splitujici pfedchozi podminky, toto
piifazeni zapieme jako F(f) = f. Druhym zisadnim zjednodusenim je, Ze bu-
deme uvazovat F' linearni, coz znamena, ze pokud chceme rozsitit soucet dvou
funkci, tak je jedno, jestli je nejprve rozsifime a pak secteme, nebo jestli je nejprve
seCteme a pak rozsifime, tj. F'(f 4+ g) = F(f) + F(9g).

Jak prvni zjednoduseni, diky kterému rozsitujeme deformaci po slozkach, tak
i druhé zjednoduseni, které ndm dava linearitu rozsiteni, vychazi z toho, jak se
chovaji barycentrické soufadnice. M&me trojthelnik s vrcholy v!,v?, v3, tento
trojuhelnik lze pfirozené transformovat na trojihelnik s vrcholy o', w2, % a to
pomoci barycentrickych soufadnic, coz jsou funkce A, \o,A3 spliujici

A€ P (1.2)

d X)) =1 =zeR’ (1.3)

Ai(v)) = 0y (1.4)

T(x) =Y v'N(z) =) (Th(z),T,\(z)). (1.5)

i=1 i=1

Hodnoty i-té slozky T'(x) zéavisi pouze a jen na i-tych slozkach vrchold v!,v?%, v°.

Pozndamka. Nezavislost jednotlivych slozek muzeme ztratit, pokud bychom vr-
choly trojthelnika v* chapali jako komplexni ¢isla v’ + iv; a funkce \; uvazovali
komplexni. O tom vice v kapitole 4]

Mame-li zadany libovolné hodnoty fi,f2,f3 a g1,92,93 ve vrcholech trojuhel-
nika, pak nezavisi na tom, jestli nejprve hodnoty f;,g; seCteme a poté je rozsifime



nebo naopak.
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(F+9) (@) =D _(fi + 9)Nil) (1.6)

= Z fidi(zx) + Z gidi(z) = f(x) +g(x) (1.7)

U tohoto ptikladu s trojuhelnikem se mohlo zdat, Ze jsme rozsitovali hodnoty
z vrchold do celého prostoru a ne z hranice trojihelniku do prostoru. Uvazujme
ale libovolny rovinny polygon. Deformace takového polygonu je urcena posunu-
tim jeho vrcholi, hrany se transformuji pfirozené, ale neni jasné, co se déje uvnitft
polygonu. Pokud bychom meéli néco jako barycentrické souradnice i pro polygony,
snadno bychom deformaci dodefinovali i uvnitt polygonu. Podivejme se podrob-
néji na to samé s trojihelnikovym modelem. Trojihelnikovym modelem mame na
mysli uzavieny polygonalni model, jehoz stény jsou tvofeny pouze trojihelniky.
Budeme pouzivat zapis M (V,E,F), kde V,E F postupné zna¢i mnozinu vrchold,
hran a stén, M znaci vnitfek modelu a M povrch modell!]. Nyni kdyz mame
zadany hodnoty { f,}lzll ve vrcholech {'v,}‘z‘;‘l modelu, 1ze je pfirozené rozsitit do
vSech stén a to pomoci barycentrickych souradnic. Mnozinu vSech takto vzniklych
funkci ozna¢me PM.

Definice 1 (prostor P1M a jeho baze). Necht M(V,E,F) je trojihelnikovy model,
V =A{vy,..., vy }. Pak definujme

P'M ={g € C(OM) :VT € Fg|, € P'}.

Funkce ¢, ...,y € P'M, spliujict ¢;(v;) = ;4.5 € {1,...,|V]}, nazveme
kanonickou bdzi P*M.

Nyni mizeme zapsat deformaci trojihelnikového modelu pomoci funkci z
PIM. M&jme trojuhelnikovy model OM s vrcholy {vy,...,v,} a jeho zdeformo-
vanou verzi M’ s vrcholy {v], ... v}, pak zobrazeni f zobrazujici OM na OM’
ma predpis

flx) = Zv;@(w) z € M. (1.8)

Toto zobrazeni potifebujeme rozsifit, zajima nas ¢emu se rovna F'(f), coz lze diky
predeslym dvéma predpokladiim na F' rozepsat na

()= F (Z v;@(m)) (19)
=) viF (6i(a)). (110

Pokud si pro dany trojihelnikovy model spoc¢teme rozsifeni funkei ¢;(x), pak jiz
snadno rozsifime kazdou jeho deformaci pomoci[l.10. Tento postup neni ojedinély

1 Obéas budeme mluvit o trojihelnikovém modelu jako o M a obéas jako o OM, mezi t&mito
zapisy budeme striktné rozlisoval pouze tehdy, pokud chceme fici, ze néjaky bod x lezi pouze
na povrchu modelu, & € M, nebo pokud mize lezet i uvniti, x € M.
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pro trojuhelnikové modely, v pocitacové grafice je mnoho geometrickych objekt,
pro které by si stacilo spocist rozsifeni pro konecné mnoho specialnich funkci a
pak Ize libovolnou deformaci tohoto objektu rozsitit pomoci podobného vzorecku
jako [LI0. Demonstrujme si to jesté na piikladu, ve kterém chceme deformovat
rovinu pomoci uzaviené Béziérovy kiivky.

Necht T' je Béziérova kiivka déana parametrizaci

() = Zn:viBm(t) t € [0,1), (1.11)

kde B;,, i-ty Bernsteintiv polynom n-tého stupné, v; jsou kontrolni body ktivky
a pro uzavienost kiivky predpokladame vy = wv,,. Pro body « lezici na kiivce
[' ozna¢me t(x) jako ten parametr, pro ktery plati = ~ (¢(x)). Nyni kdyz
zdeformujeme kiivku, tj. posuneme jeji kontrolni body na wvi,...,v), pak tato
deformace ma predpis

flx) = Z v|B;, (t(x)) xel. (1.12)

Chceme opét najit rozsifeni této deformace. Zajima nés, cemu se rovna F'(f), coz
lze rozepsat stejné jako pro trojuhelnikové modely.

F(f)=F (Z v Bin (t(a:))) (1.13)

=D v (Bin (t(x)) (1.14)

Vidime, Ze nam opét nejprve staci rozsifit funkce B, (t(x)), pak jiz snadno roz-
Sifime libovolnou deformaci pomoci [L14]

Obecna formulace: Predchozi postup je pomérné obecny, v pocitacové
grafice vetSinou pracujeme s objekty, jejichz deformace lze popsat jako line-
arni kombinace nékolika specidlnich funkci. Ukazali jsme si, ze v pripadé troj-
thelnikového modelu to jsou funkce ¢; a pro Béziérovy kiivky to jsou funkce
B, (t(x)). To nas vede k ponékud abstraktnéjsi formulaci naseho problému, kde
mame objekt, ktery chceme deformovat 02 a na ném prostor funkci A(0€2),
ktery nam popisuje, jak je dany objekt mozno deformovat. Pro trojihelnikovy
model OM je A(OM) = P'M = span{¢y,...,¢,} a pro Béziérovu kiivku T je
A(T) = span{ B (¢0)}y.

Problém 2. Necht je Q C R3, A(0Q) né&jaky prostor funkci z 0 do R obsahugici
afinni funkce. Najdéte linedrni zobrazeni F : A(02) — CH(Q)NC(Q) takove, Ze:

VfeMNOQ): F(f)|,,=f (1.15a)
Vfe P :F(fl,,) = fl, (1.15Db)

Podminka [[.15al nefika nic jiného, Ze se jednd o rozsifeni, po kterém jsme
pozadovali, aby reprodukovalo afinni funkce viz podminka [I.15bl

V Gvodu jsme tekli, Ze tento problém budeme fesit pomoci zobecnénych ba-
rycentrickych soutradnic. Nejedna se o nic jiného nez o rozsiteni bazovych funkci
¢; € P'M. O tom si feknéme podrobnéji v nasledujici kapitole.



Kapitola 2

Barycentrické souradnice

Pokud chceme na obrazovku vykreslit barevny trojihelnik, jehoz barvu mame
zadanu pouze v jeho vrcholech, pak barvu v libovolném bodé dodefinujeme jako
linedrni kombinaci barev ve vrcholech. Mame-li zadany barvy ¢y, cs, ¢3 ve vrcho-
lech vy, vs, v3, barvu v bodé & uvnitt trojuhelniku definujeme jako

c(x) = Zci)\i(w), (2.1)

kde A1,A2,A3 jsou afinni funkce spliujici A;(v;) = §;;. Tyto funkce se nazyvaji
barycentrické soutadnice trojihelnika. Pokud mame libovolny bod v roviné x pak
jej lze napsat jako afinni kombinace vrcholt pomoci barycentrickych soufadnic

T = Z’UMZ(CU) (2.2)

Pomoci barycentrickych souradnic miizeme interpolovat hodnoty zadané ve
vrcholech nebo urcovat pozici bodi v prostoru. Ne vzdy vSak pracujeme s jedno-
duchymi tvary jako jsou trojihelniky, radi bychom meéli barycentrické souradnice i
pro obecnéjsi objekty jako jsou napriklad trojihelnikové modely. Proto zavedeme
zobecnéné barycentrické soutadnice, které se v literatufe (napiiklad v (Meyer
a kol., 2002)) standardné definuji pravé tak, aby platila analogie vzorecku 2.2
Necht M(V,E,F) je trojuhelnikovy model a V' = {wvy,...,v,}, pak zobecnéné
barycentrické soutadnice {1, ... iy} spliuji

Mz’(’Uj) = 51‘]‘7 (2-5)
cil,e Pt feF (2.6)

Kde 2.3 je analogie vzorecku 2.2 rovnost 24 nam fiké, Ze v [2.3] je « afinni kom-
binaci vrchol. Pokud vrcholy v;,v;, v, tvoii trojihelnik M, pak ndm podminky
al[2.6l zarucuji, ze f1;,p05,44, jsou klasickymi barycentrickymi soufadnicemi troj-
thelniku v;,v;, vi.



Pokud mame zadany hodnoty f1, ..., f, libovolné funkce ve vrcholech vy, ... v,
trojuhelnikového modelu, mtzeme tuto funkci rozsifit pomoci barycentrickych
soutradnic.

f(x) = Zﬂi(w)fz’- (2.7)

Vsimnéme si, Ze toto rozsifeni méa nékolik hezkych vlastnosti. Reprodukuje
afinni funkce, pokud f; = h(v;) pro vSechna i € {1,...,m}, kde h je afinni funkci,
pak f = h, a to diky podminkdm a[2.4l Na povrchu modelu je toto rozsireni
ono prirozené rozsireni zadanych hodnot ve vrcholech pomoci barycentrickych
soufadnic, tedy ﬂ ony J€ Prvkem P'M a f(v;) = f;. Z toho vieho plyne, 7e zobec-
néné barycentrické souradnice ndm davaji feSeni problému 2 pro trojihelnikové
modely. Konkrétné zobrazeni F' definované

m

F(f)=>Y_fw)wm  feP'M, (2.8)

i=1

je Teseni problému 2l Zobecnéné barycentrické souradnice jsou uzite¢nym nastro-
jem v pocitacové grafice, proto by bylo uzite¢né je mit i pro jiné objekty nez jen
trojihelnikové modely. To néas vede k dalsimu zobecnéni pojmu barycentrickych
soufadnic a k tomu co v této praci budeme chapat pod pojmem zobecnénych
barycentrickych soufadnic.

Definice 2. Necht A(0Q) = span{fi,...,fm}. Pak funkce fi, ..., fm, pro které je

I <Z Ozifi> = Zaiﬁ (2.9)

resent problému[d, nazveme zobecnéné barycentrické souradnice M, {f1,... ,fm}-

Barycentrické soufadnice nejsou dany jednoznacné, je nékolik moznosti jak
je konstruovat. Mezi nejzndméjsi barycentrické soutadnice patii Wachspress sou-
fadnice (Wachspress, 1975), které se ¢asto vyuzivaji v metodé koneénych prvka.
Jejich nevyhodou je, ze je lze definovat pouze pro konvexni oblasti a tak jsou
pro néas nezajimavé. Tento problém fesi meanvalue soufadnice (Floater, 2003),
jez lze definovat i pro nekonvexni oblasti. Dale je mozné konstruovat harmonické
soutadnice (Joshi a kol., 2007), jez maji velice pékné vlastnosti, ale jejich nejvétsi
nevyhodou je, Ze se obtizné pocitaji.

2.1 Harmonické souradnice

Jak jiz jsme uvedli v Gvodu, mizeme se na nasi tlohu divat fyzikalné a to
tak, ze mame kus elastického materialu ktery deformujeme. Pouziti rovnic pro
obecnou elasticitu by bylo prili§ komplikované a vedlo by k feseni nelinearniho
problému. MiiZeme se podivat co dostaneme pokud pouzijeme rovnice pro linearni
elasticitu, které popisuji deformaci homogenniho izotropniho materialu

A+ @) V(V - u) + Au =0, (2.10)

kde konstanty A, o definuji vlastnosti materialu a w je relativni posunuti tj. u =
x — X, kde X znaci polohu ¢astice v referen¢ni poloze a @ polohu stejné castice

10



ve zdeformované poloze. Tyto rovnice maji fyzikalni smysl jen za predpokladu
malych deformaci. Nazev je lehce zavadéjici, jelikoz podminka malych deformaci
pozaduje, aby slozky Vu byly malé. Bohuzel pokud télesem pouze otocime, tak
podminka malych deformaci neni splnéna. Jednim z nasich zékladnich pozadavk
bylo, aby nam vysledna deformace reprodukovala afinni zobrazeni a tedy i rotace.
Zdrojem téchto nepfijemnosti je ¢len V(V -u), ktery neni rota¢né invariantni. To
znamena, ze pokud zavedeme zdmeénu souradnic y = Rx, kde R je matice rotace,
tak V,(V, - u(0)) # V,(V, - u(0)). Druhy ¢len Aw jiz rotaéné invariantni je.
Proto ¢len V(V - u) vypustime a zistane nam rovnice

Au = 0. (2.11)

Jednd se o Laplaceho rovnici, jejiz feSeni spliiuje nékolik zajimavych vlastnosti.
Naptiklad se jedna o funkci, kterd se v néjakém smyslu nejméné vini a spliuje
predepsané hodnoty na hranici. Pfesnéji feSeni minimalizuje [, [|Vul[*. Vice in-
formaci o vlastnostech feseni Laplaceho rovnici lze najit napriklad v [Evans, 2010.

Tim jsme snad dostatecné motivovali, pro¢ pravé volime Laplaceho rovnici.
Nyni zavedeme harmonické souradnice.

Definice 3 (harmonické soutadnice). Necht A(OM) = span{ fi,...,fm}. Funkce
b1 O € CHM) spliiugici Ag; = 0, (bi’aM = fi proi € {1,...,m} nazveme
harmonickymi souradnicemi M, {f1,...,fm}

Pozndmka. V piipads, ze M je trojihelnikovy model, A(OM) = PM a{f1,... ,fm}
je kanonickd baze P'M, fikdme stru¢né harmonické soufadnice M.

Tvrzeni 1. Necht ¢1,...,0m jsou harmonickymi soutadnicemi M, {f1, ... .fm},
pak jsou téZ barycentrickymi soutadnicemi M, {f1,... ,fm}

Dukaz. Je tfeba ovérit ze funkce

spliiuje podminky [[.T5al a [LI50l Necht f = >"" «;fi, pak

F(f)|yy=F (Z au%)

Podminka [[.154] je tedy splnéna.

Nyni ovéfme podminku [LI5H Mé&jme afinni funkci p € P!, zajim4a nés, jestli
F (p}aM) = p}M. Jak F (p}aM), tak 1 p|, spliuje Laplaceho rovnici se stej-
nou okrajovou podminkou, tedy diky jednoznacnosti feseni musi nutné platit

F(p}aM) :p‘M' .

= idilyy, = aifi=f. (2.13)
i=1 i=1

oM
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2.2 Meanvalue souradnice

Spocitat harmonické soutadnice je pomérné komplikované. I v pripadé, ze nés
zajimaji pouze v jednom bodé, musime Tesit Laplaceho rovnici v celé oblasti. Je
mozné se inspirovat vétou o stfedni hodnoté pro harmonické funked] a ziskat tak
meanvalue soufadnice(Floater, 2003; .Ju a kol., [2005), které lze pocitat explicitné.

Véta o stfedni hodnoté pro harmonické funkce fika, ze funkéni hodnota v
bodé je primérem hodnot na sféfe okolo tohoto bodu. V nasem piipadé zname
jen funkéni hodnoty na OM. Co mtizeme udélat je, Ze okolo kazdého bodu uva-
zujme sféru, na kterou promitneme funkéni hodnoty z dM. Poté spocteme Vazenyl
pramér téchto hodnot a ten prohlasime za funkéni hodnotu v daném bodé.

Prozatim jesté predpokladejme, ze M je konvexni mnozina, pak lze hranici
M promitnout na sféru se stiedem v libovolném bodé z € M?, tj. pro kazdy bod
r € MY existuje bijekce p, : S(x,1) — OM takova, Ze kazdy bod y € S(x,1) lezi
na polopfimce zp,(y). Kazdou funkei f € C(OM) mizeme dodefinovat

sy wm(y)f(pm(y))dsy
- Js(en) W= (y)dS,

kde w,(y) = 1/ (||pz(y) — z||) je vAhova funkce, kterd nam zaruci splnéni pod-
minky [I.1bl Predpoklad, ze M je striktné konvexni neni zapotiebi a tak je mozné
rozsiteni definovat i pro nekonvexni M.

f(x) x €M, (2.14)

Tvrzeni 2. Necht M C R? je omezend, OM je C? plochcﬁ a f e C(OM), pak
funkce:

f(y —x)ny f) . 1

fx) = faM IIy— Iy wllg dS, faM Ty—a] "y Vy ||y—$||d5y
—x) Ny _ 1 . —1

f@M dS f@M [ly—z|| Ny Vy ||y*$||dsy

lly— xII IIy R

(2.15)

je resend problému [,
Diikaz. Dtikaz je dlouhy a pomeérné technicky a tak jsme ho pfesunuli do prilohy
Bl

d

To, ze integral 2.17] je ekvivalentni integralu [2.14] pro konvexni mnoziny, plyne
z toho, ze pokud plosny element d.S, plochy OM promitneme na jednotkovou sféru

se stfedem v z, dostaneme plo$ny element o velikosti ﬁ/ 2) ”7;” ds,.

Druhé rovnost v [2.15] plati diky nasledujicim identitam.

Yy—x
Vylly =zl = Ty =l (2.16)
Yy — =] ly — =[] ly — z|]?

'Harmonické funkce jsou pravé ty, které splituji Laplaceho rovnici.

2Jednoduchy aritmeticky primér by nestacil. Musime pouzit vazeny, abychom doshli po-
zadovanych vlastnosti.

3Tato podminka lze zeslabit napiiklad na to, ze M je trojihelnikovy model.
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Definice 4 (meanvalue soutadnice). Necht A(OM) = span{fi,...,fm}. Pak funkce

faM ||fl(y -V - dSy

y—a] " Y lly—=|

i = T i€, {1,...,m} (2.18)
Jont IIy—wH - Vy Hy—xlldsy
nazveme meanvalue soutadnicemi M, {f1,...,fm}

Pozndmka. V piipads, ze M je trojihelnikovy model, A(OM) = PM a{fi,... ,fm}
je kanonickd baze P'M, fikdme struéné meanvalue souiadnice M.

Tvrzeni 3. Necht ¢, . .. ,0m jsou meanvalue souradnice M, {f1, ... .fm}, pak jsou
téz barycentrickymi souradnicemi M, {f1,...,fm}-

Dikaz. Necht f=>"" «,f;. Ozna¢me

f
Jous ||y(ym|\ - Vg dSy

Jons ||y—m|\ e Vyny—xudsy

Dle tvrzeni 2 je F(f) feSeni problému [Il tedy podle [LIDl je F (f) ‘8M = f‘aM a
podle [LId pro f = p € P! plati F(f) = p‘M. Jelikoz je F' linearni v f, 1ze F'(f)

prepsat na
=D aF(f) =) g,
i=1 i=1

tedy ¢1,...,0, jsou barycentrické souradnice M, {fi,...,fim}

Ylly—zl :vll

F(f)(z) == ie{1,...m} (2.19)

3

Ukazali jsme si dva piiklady zobecnénych barycentrickych souradnic. Nyni si
fekneme, jak lze vyuzit nasi obecné definice zobecnénych barycentrickych sourad-
nic 2] a definovat barycentrické soutfadnice pro libovolny polygonalni model.

2.3 Barycentrické souradnice pro libovolny po-
lygonalni model

V praxi se Casto setkavame nejen s trojihelnikovymi modely, ale i s polygonal-
nimi modely, jejichz stény jsou tvoreny mnohotihelniky, jejichZ vrcholy ale nemusi
lezet v jedné roviné. Na rozdil od trojihelnikovych modelid nam polygonalni mo-
del sdm o sobé dobfe nedefinuje néjakou plochu, definuje pouze takzvanou limitni
plochu. Polygonalni model Ize postupné zjemnovat, napiiklad pomoci algoritmu
Catmull-Clark (Catmull a Clark, [1978), a tim se postupné piiblizovat limitni
plose. Prvni tfi iterace zjemnovani zdeformované krychle si mizete prohlédnou
na obrazku 211

Kazda deformace ptivodniho modelu odpovida néjaké deformaci limitni plo-
chy. Vrcholy ptivodniho modelu chapejme jako kontrolni body limitni plochy,
pomoci kterych mizeme limitni plochu deformovat. Takovéto deformace lze opét
zapsat jako linearni kombinace nékolika specialnich funkci definovanych na limitni
ploge. Reknéme si podrobnéji ¢emu se tyto specidlni funkce rovnaji.
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Obréazek 2.1: Jednotlivé iterace zjemmnovani polygonalniho modelu. Jak si mi-
Zeme vsimnout, vrcholy vrchni stény ptivodniho modelu nelezi v jedné roviné a
tedy neni jasné, kudy presné vrchni sténa prochézi. Limitni plocha je vSak dobte
definovana.

Ozna¢me OM° piivodni polygonalni mode]@, OMP* k-tou iteraci zjemmovani
a OM® limitni plochu. Dale ozna¢me v¥ jako i-ty vrchol k-té iterace. Pokud
zjemnovani pocitame pomoci algoritmu Catmull-Clark, tak kazdy vrchol nové
iterace lze napsat jako linearni kombinace vrcholtl iterace predeslé. Z toho plyne,
7e kazdy bod v} lze napsat jako linedrni kombinace vrcholtt ptivodniho modelu

= wi'Y, (2.20)
7j=1
kde m je pocet vrchol ptivodniho modelu a koeficienty linearni kombinace wl‘c
zavisi jen na topologuﬁ modelu ptvodniho polygonalniho modelu. Nyni pro kazdy
bod v € M existuje posloupnost bodi {'vik}z"zo takovych, ze

lim v} =wv. (2.21)

k—o00
Predpokladejme, Ze predchozi rovnici mizeme upravit takto

m m

lim vf = lim wk i va 1m wk i va . (2.22)

k—o0 k—o0
Jj=1 Jj=1

. L1 v 00 Lo s v . k Yoo o\
Predpokladejme, Ze w3° nezavisi na volbé posloupnosti {v;; }72,. Pak miizeme

w$°(v) chapat jako funkce deﬁnované na limitni plose. Pokud nyni zdeformujeme

puvodni model tak, Ze vrcholy 'v prejdou na vrcholy 'v , pak bod v € oM
prejde na bod

m

> B (v) =w. (2.23)

J=1

4Zde pouzivame symbol 9, jako kdyby mél byt polygonalni model hranici néjaké mnoziny,
tu vsak nelze dobfe definovat. Symbol 0 pouzivame proto, ze limitni plocha jiz je hranici néjaké
dobte definovatelné mnoziny.

5Pojmem topologie polygonalniho modelu se mysli ty vlastnosti polygonalniho modelu, které
nezavisi na konkrétni poloze vrcholi modelu, tedy topologii modelu urcuje pouze to, které
vrcholy tvori jaké hrany a stény.
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Funkce {w$°}7L, jsou ty specialni funkce, které popisuji, jak je mozno limitni
plochu deformovat. Za barycentrické soutadnice ptivodniho polygonalniho modelu
muzeme pak prohlasit zobecnéné barycentrické soufadnice OM > {w®, ... wX}.

Zbyva zjistit, zdali nami pouzité predpoklady plati a zdali 1ze napiiklad spo-
¢itat meanvalue soutfadnice explicitné, tak jako pro trojuhelnikové modely. To
prenechame jako predmeét dalsiho zkoumani.

15



16



Kapitola 3

Radialné symetrické funkce

Mezi jednu z nejcast€ji pouzivanych interpolacnich metod ve vice dimenzich
patii interpolace pomoci radialné symetrickych funkci. Pouziva se, pokud chceme
priblizné vyhodnotit néjakou funkci f, ale jeji hodnoty zname pouze v predem
danych bodech. Napiiklad pokud méfime teplotu povrchu Zemé, tu ale naméiime
jen v nékolika malo mistech. Teplota nas vsak muze zajimat v libovolném bodé
a tak je potfeba nameéfend data néjakym zpisobem interpolovat. K tomu se je
pravé vhodnéa interpolace pomoci radialné symetrickych funkci. Zde nastinime,
jak je mozné tuto metodu vyuzit pro deformaci polygonalnim modelem.

Ukolem interpolace pomoci radialné symetrickych funkei je aproximovat funkci
/. kdyz zndme pouze jeji hodnoty {fi};_, v bodech {z;}¥ ;. Chceme najit funkci
f, ktera se co nejméné 1isi od pivodni funkce f. Funkci f budeme hledat ve tvaru

k
f(=) = Zw@(”w—miﬂ), (3.1)

kde funkce ¢ : R — R je néjaka funkce a w; jsou vhodné dcisla.

Nejradsi bychom volili w; tak, aby se funkce f a f ligili co nejméné, coz
neni mozné, protoze nezname f. Misto toho mizeme pozadovat, aby se funkce
f rovnala v bodech x; ptvodni funkci f a doufat, Ze se funkce f bude podobat
puvodni funkci f. Pozadujeme tedy, aby platilo

Pokud dosadime do za [ vyraz Bl dostavame soustavu linearnich rovnic
pro (wi, - -+ ,wg).

k
fi=Y wiolle —xl) i€ {my @l (3.3)
j=1

Tato soustava je ovSem TeSitelna jen pro nékteré specialni funkce ¢. Nejcastéji
se pouzivaji
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¢(T)=(C+r’“)% c>0,k>0,

1
o(r) = m c>0,k>0, (3.4)
¢(r) = r*In(r),

o(r)=e".

Volba téchto funkci také zaruci, ze pokud jsou body «x;, kde zname hodnoty
f, dostatecné husté rozmistény v oblasti zajmu €2, pak se funkce f a f lisi uvnit¥
2 jen malo. Ucelenou matematickou teorii interpolace pomoci radidlné symetric-
kych funkci lze nalézt napfiklad v (Buhmann, 2004).

Podivejme se, jak mutzeme fesit problém [0l pomoci radidlné symetrickych
funkci. Méjme funkci f definovanou na M a zvolme si body 1, . .. ,x,, pfiblizné
rovnomérné rozmisténé po OM. JelikoZ chceme, aby feSeni reprodukovalo afinni
funkce (viz podminka [[LId), tak nalezneme afinni funkci p € P!, kterd nadm nej-
lépe proklada funkéni hodnoty v téchto bodech, napiiklad ve smyslu nejmensich
¢tverct, tj. minimalizuje

Z Ip(x:) — f(wz)|2 (3.5)
i=1
Poté pomoci radialné symetrickych funkci rozsitime funkci f — p. Najdeme
¢isla wy, . . . ,w,, tak, aby

f(@i) — p(xi) = ij¢(|!wz —zl) (3.6)

platilo pro vSechna ¢ € {1,...,m} a ¢(r) je jedna z diive zminénych radiélné
symetrickych funkci. Pak za feSeni problému [Il oznac¢ime funkci

m

J@) =Y wiéllz —z) + p(@). (3.7)

=1

Pokud existuje ¢ € P, ze q‘aM = f, pak zajisté ¢ minimalizuje a tedy
minimalni polynom p je roven ¢. Podminky [LTal[l.Td problému [ jsou splnény.
Podminka [I.1B] vSak neni splnéna presné, pokud ale jsou body x4, . ...z, € OM
rozmistény dostateéné husté po M, pak se f a f lisi na OM jen mélo, to si
muzeme v konkrétnim piipadé ukdzat na obrazku [3.11

Interpolace pomoci radialné symetrickych funkei tizce souvisi s feSenim nékte-
rych parcidlnich diferencialnich rovnic, napiiklad s Laplaceho rovnici. To si mi-
zeme demonstrovat na prikladé interpolace funkce sin 26 definované na jednotkové

kruznici {(cos,sinf) : 6 € [0,2m)}. Pfesnym feSenim Laplaceho rovnice je funkce
022zy _ 0%22xy 0
ox2 T 9y? T

u(z,y) = 2zy, jelikoz u(cosd,sinf) = 2cosfsinf = sin20 a

Nyni provedeme interpolaci pomoci ¢(r) = (10 + 1“2)% na 12 bodech. Interpolo-
vana funkce se v tomto pripadé od pfesného feseni Laplaceho rovnice lisi uvnitf
jednotkové kruznice nejvys o 0,03. Grafy interpolované funkce a presného feseni
si muzete prohlédnou na obrazku [3.2]
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Obrazek 3.1: Interpolace funkce sin 26 pomoci radialné symetrické funkce ¢(r) =
1

1/ (0.1 + r®)os. Mizeme si v§imnout, Ze se zvySujicim se po¢tem interpolova-

nych bodu se zlepsuje interpolace ptivodni funkce sin 26.

Obrazek 3.2: Vlevo je interpolace funkce sin 260 pomoci radialné symetrické funkce
1

é(r) = (10 +r?)2. Napravo je pak presné feseni Laplaceho rovnice s okrajovou

podminkou sin 26. Funkce se od sebe lisi uvnitf jednotkové kruznice maximalné

0 0,03.

Tim jsme si ukazaly, ze mizeme ocekavat podobné vysledky od radidlné sy-
metrickych funkci jako od harmonickych soutadnic.
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Kapitola 4

Komplexni a hyperkomplexni
barycentrické souradnice

Doposud jsme ptivodni tlohu fesili po slozkach. Ve dvou rozmérech lze ve-
lice p€kné jednotlivé slozky deformace provazat pomoci komplexnich ¢isel. Prvni
komplexni barycentrické souradnice byly uvedeny v (Weber a koll, 2009) a cel-
kovy prehled komplexnich soufadnic byl proveden v (Weber a koll, 2011)). Vyuziti
komplexnich ¢isel pro barycentrické souradnice je velice elegantni a je tak mozné
ziskat vétsi tfidu deformaci. Ptirozenou otazkou je, jestli lze tento postup zo-
becnit do tfech a vice prostorovych dimenzi. My se zde pokusime o rozsifeni do
tfech dimenzi pomoci kvaternionii. Nejprve se vSak podivejme na barycentrické
souradnice ve dvou rozmeérech pomoci komplexnich ¢isel.

4.1 Komplexni barycentrické souradnice

Necht ndm posloupnost bodii {z1, . ..,z,} v komplexni roviné definuje uzavie-
nou jednoduchou lomenou ¢aru s vnittkem M a body {Z1,...,Z,} ndm definuji
zdeformovanou lomenou ¢aru. Pak libovolny bod z € M zobrazme na bod

m

fz)=z= Z ¢i(2)7, (4.1)

=1

kde funkce ¢; : M — C splnuji analogické rovnosti jako standardni zobecnéné
barycentrické souradnice

i=1
m

Zci(z) =1, (4.2)
Vzi = 2

ci(z z € M. (4.3)

=1

Takovéto komplexni funkce {ci,...,c,} nazveme komplexni barycentrické sou-
fadnice.

Deformace pomoci komplexnich barycentrickych soufadnic ndm jiz nemusi
nereprodukovat libovolné afinni zobrazeni, ale stéle zachovavaji posunuti, otoc¢eni
a zvétSeni. Pokud je lomena Cara pouze posunuta, otoCena a zvétsSena, pak lze

21



C Zj+1

Obrazek 4.1: Konstrukce komplexnich barycentrickych soufadnic. Zdroj Weber
a kol. (2011)

body Z; psat jako Z; = rz; +t pro vhodné r,t € C. Pronasobme rovnici ¢islem
r a pri¢téme ¢

rz—i—t:icz( V(rzi +1t) = icl (4.4)
i=1 i=1

Tim jsme se presvédcili o tom, ze komplexni barycentrické opravdu reprodukuji
posunuti, rotace a zvétseni.

Pozndmka. Vsimnéme si, ze zde potfebujeme komutativitu komplexnich c¢isel:
rci(2)z; = ¢i(2)rz;. To ndm ve vice dimenzich zpusobi jisté problémy.

V ¢lanku (Weber a kol 2009) je ukdzano, ze libovolné komplexni barycentrické
soufadnice 1ze napsat ve tvaru

Ci

G = o (4.5a)
Ej:l ¢j
~ T; Ti—
a(2) = mi(x) L — iy (o)t (4.5b)
€; €i—1

Kde ~; jsou libovolné komplexni funkce a r; = z; — 2, e; = 2,41 — 2;, viz ob-
razek [4.1l Tento tvar barycentrickych soufadnic ndAm umoznuje jednotny pohled
na nékolik typi barycentricky souradnic a také lze snadno vytvaret zcela nové
souradnice. Zde je ptrehled, jak ziskat nékteré jiz zminéné barycentrické sourad-
nice(Weber a kol., 2011):

_ T 10
V=7 (el <|T’+1| _ Iril ) Wachspress,

m(Tirie1) \ Tis1 T
€i rivalt il
V= — — Meanvalue,
Im(rﬂ“iﬂ) Ti—i—l T
1 T;
V= — <log +1> Greenovy.
211 T;
Vsimnéme si, Ze 5= (log ”“) je holomorfni funkci. Tedy pomoci Greenovych

souradnic ziskdme konformm zobrazeni.
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Nyni bychom chtéli provést podobnou konstrukeci i ve tfech dimenzich. Pro
tyto ucely vyuzijeme kvaternionti.

4.2 Kvaterniony

Na rozdil od komplexnich ¢isel obsahuji kvaterniony hned t¥i komplexni jed-
notky ¢,7,k, pro které plati

1.1 =—1,
joi=-1,
k-k=-1,
1-j-k=-1

Libovolny kvaternion lze zapsat ve tvaru ¢ = w+zi+yj+zk. Kvaterniony lze také
chapat jako prvky R @ R3, pifeme ¢ = (w,v), kde v = (z,y,2). Pomoci tohoto
zapisu lze snadno zapsat obecny soucin dvou kvaternionti pomoci skalarniho a
vektorového soucinu

(rau)(s,v) =(rs—u-v,rv + su + u X v). (4.6)

Podobné jako u komplexnich ¢isel definujeme pro kvaterniony realnou, imaginarni
¢ast, komplexni sdruzeni a normu.

R(w,w) =w (4.7)
S(ww) = (0,) (4.8)
(w,0)" = (w, —v) (4.9)
I(w)l* = (wv)(w,v)" =w® +v-v (4.10)
Kvaternionova norma respektuje soucin, tj. pro ¢,p € H plati
lapll = llallflpll- (4.11)

Kvaterniony jsou vhodné pro popis trojrozmérného prostoru a to zejména
pro rotace. Trojrozmérny euklidovsky prostor ztotoziujeme s imaginarni c¢asti
kvaterniont a tak nebudeme nerozliSovat mezi vektorem v € R? a kvaternionem
(0,v) € H. Kazdy jednotkovy kvaternion R € H, ||R|| = 1 ndm zadava rotaci v
R3 pomoci

T = R'zR. (4.12)

Opravdu se jedna o rotaci, jelikoz se nam zachovavaji vzdalenosti
2] = 1R l|[[| 2] = [|] (4.13)

a také se ndm zachovava orientace. To lze nahlédnout z toho, jak se ndm trans-
formuje orientovany objem rovnobéznosténu. Pokud méame rovnobéznostén zadan
pomoci tfech vektorti u, v, w, pak jeho orientovany objem je roven

—R(uvw) (4.14)
= —R((0,2)(0,)(0,w)) (4.15)
= —R((—u - v,u X v)(0,w)) (4.16)
=(uxv) w (4.17)
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Pokud nyni vSechny vektory oto¢ime pomoci R, tak se ndm orientovany objem
nezmeéni.

V =—-R(R"uR"RvR"RwR) (4.18)
= —R(R'uvwR) (4.19)
= —R(uvw) (4.20)

U posledni rovnosti jsme vyuzili toho, ze ndm rotace otac¢i pouze s imaginarni
¢asti kvaternionu, tj. pro (w,v) € H plati R(R*(w,v)R) = w. O tom se lze
snadno presvédcit rozepsanim pomoci vzorecku

Nyni se podivejme, jak lze pomoci kvaternionti rozsirit pojem komplexnich
barycentrickych souradnic do tfech dimenzi.

4.3 Kvaternionové barycentrické souradnice
Necht je M(V,E,F) je trojthelnikovy model v referenéni poloze a M (V, E, I)

je zdeformovany trojthelnikovy model, v;, v; € H, i € {1,...,m} jsou vrcholy M
a M. Podobné jako v komplexnim pripadé mizeme zobrazit bod w € H na

a=S9 (i W}(u)ﬁi> [ (4.21)

kde funkce W; : H — H spliuji

> Wilu) =1, (4.22)

Z Wi(u)v; = u. (4.23)

Neprijemnosti [4.21] je, Ze nam nezachovava rotace. Pokud existuje rotace R € H
takova, ze v; = R*v; R, pak

R*uR = R*S (Z Wi(u)vi> R=S (Z R*M(u)viR> 49 (Z Wi(u)R*viR> .
i=1 i=1 i=1
(4.24)
Vzorecek [4.21] je zapotiebi upravit. Myslenka je ptiblizné nasledujici. Od kazdého
bodu v; odec¢teme pribliznou rotaci R; € H a posunuti t; € H, kterym model v
daném bodé prochazi, pak bod pronasobime piislusnou kvaternionovou soutadnici
W; a zpét pridame transformaci R;,t;. Vzorecek [L21] upravime na

Jelikoz R; je jednotkovy kvaternion, R} R; = 1, 1ze pfedchozi vzorecek upravit na

! Vysledek miize byt libovolny kvaternion, ktery chceme interpretovat jako bod v prostoru,
ignorujeme tedy jeho realnou ¢ast a zajimame se jen o imaginarni.
2Co je mysleno touto piibliznou rotaci R;, bude vysvétleno vzapéti.

24



Intuitivné lze Tici, Zze funkce W; natacime pomoci R; do spravného sméru.

Nyni je zapotiebi vysvétlit, jak volime priblizné rotace R; a posunuti ¢;. Zob-
razeni f : R® — R3 lze v bodé xy lokalné aproximovat afinnim zobrazenim
h(z) = f(xo) + Vf(xo)(x — xy). Toto afinni zobrazeni lze dale aproximovat
shodnym zobrazenim g(x) = f(x) + R(x — o), kde R je rota¢ni matice, ktera je
nejvice podobné V f(xy), napiiklad minimalizuje | R — V f(xo)||2, kde || - ||2 znaci
Frobéniovu normu. Podobné lze aproximovat zobrazeni f : M — N, kde M ,N
jsou dvourozmeérné plochy v trojrozmérném prostoru. Linearni aproximace h je v
tomto pfipadé definovana pouze na tec¢ném prostoru bodu xy. My vSak muzeme
rozsitit h na cely prostor tim, ze pozadujeme, aby se normaéala plochy M v bodu
@ zobrazila na normélu plochy N v bodé f(x,). Takto rozsifené afinni zobra-
zeni h opét aproximujeme shodnym zobrazenim g(x) = f(xo) + R(x — x(), pak
pfibliznou rotaci Ry, a posunutim t,, v bodé ¢ myslime pravé R a f(xq) — Rx,.

Ptedchozi konstrukce bohuzel funguje pro trojihelnikové modely pouze pokud
xo lezi uvnitt néjaké stény, pak je dobre definovan te¢ny prostor v g a f lze
derivovat, nas ale zajimaji priblizné rotace ve vrcholech. Proto pocitame piiblizné
rotace nasledujicim zptsobem, ktery je inspirovany predchozi myslenkou.

Ozna¢me N; mnozinu vSech vrcholi, které jsou spojeny hranou s vrcholem w;.
Pak najdéme rotaci R; € H a posunuti ¢; € R3, které ndm co nejpfesnéji trans-
formuje vrchol v; a sousedici vrcholy na vrchol v; a jeho sousedy. Coz mizeme
fici tak, ze R;,t; minimalizuje

[ Rill=1,t: JEN;
Takovéto R;,t; lze najit pomoci Kabschova algoritmu (Kabsch, [1976).

Nyni se presvédceme, ze reprodukuje rotace a posunuti. Necht v; =
R*v;R+t, pak R a t minimalizuje presné na nulu pro kazdé i. Tedy R; = R
at; =t. Dosadme v; = R*v;R +t do [4.26

4= (Z RiWi(u)R;(R*v;R +t —t;) + Witi> (4.28)
i=1

R (i R*W;(u)v;R + zm: W/Z-t) (4.29)

=1
= R'uR+t (4.31)

Zbyva Tici, jak volit W;. Provedeme konstrukci podobnou jako v (Weber a kol.,
2009) a ziskdme podobny vzorecek jako A5l Pokud méme dva vrcholy modelu
v;, vj, pak libovolny bod w 1ze napsat jako jejich afinni kombinace nad H.

av; + fv; = u, (4.32)
a+p=1, (4.33)
kde a,f € H, « = 1 — 3 a po dosazeni dostavame
(1= B)vi + Bv; =, (4.34)
B(—vi+v;) = u —wv;, (4.35)
B=(u—v)(v; —v;)"". (4.36)
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Obdobné dostavame vztah pro a
a=(u—v;)(v; —v;)"". (4.37)

Zavedme znaceni
i = (u—v;)(v; —v;) 7 (4.38)

Rovnici [4.32] diky [4.33] prepisme do tvaru
al-j('vi — ’LL) + ozjl-('vj — u) =0. (439)

Pro kazdou hranu 7;7; trojihelnikového modelu M (V,E,F) zvolme libovolnou
funkci 7;; : R* — H. Prondsobme .39 v;; a vyscitejme pres vSechny hranyﬁ

0= Z Vij (Ozij (’Uz‘ — U,) + Oéji(’Uj — ’U,)) . (440)

viv;ER

Rovnost [4.40] 1ze ptepsat jako

0= (o +vjicwss) (v — w), (4.41)
i=1 jeN;

(z S (4 20 ) NS (4 o (442
i=1 jeN; i=1 jeN;

Pokud zvolime libovolné funkce v;; pak funkce W; definovany pomoci

= (Z ﬁ@(’u,)) Wi(u), (4.43)
Wilw) = Y (5(w) + 750(u))a(w), (4.44)

JEN;

jsou kvaternionové barycentrickymi souradnicemi, tj. splnuji ad.23

Ne pro vSechny volby v;; dostdvame rozumné deformace. Zatim nam neji jasné,
jak vhodné ~;; volit. Experimentalné se nam nejvice osvéddcila volba ;;(u) =
1/ (Jlu — v;]| + 1). S touto volbou ;; se vysledna deformace v pfipadé malé zmény
referenéniho modelu chova pomérné rozumné viz obrazek Bohuzel v ptipadé
vétsich zmén referenéniho modelu je vyslednd deformace naprosto nepfirozena
viz 1.3l Kvaternionové soufadnice se momentalné nachazeji v dosti experimen-
talni fazi a je tfeba zodpovédét jesté mnoho otéazek, nez je bude mozné rozumné
pouzit v praxi. Proto je nemé cenu porovnavat s ostatnimi metodami a tak je v
nasledujici kapitole vynechame.

3Zde s¢itdame pres kazdou hranu dvakrat, jelikoz v;0; znadi stejnou hranu jako v;9;.
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Obrazek 4.2: Ukazka deformace pomoci kvaternionovych soufadnic. V pripadé
malych deformaci referenéniho modelu je vysledna deformace pomérné rozumna.

Obrazek 4.3: Ukéazka deformace pomoci kvaternionovych soutadnic. V pripadé
vétsich deformaci referencniho modelu se vysledna deformace nechova prirozene.
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Kapitola 5

Implementace a vysledky

Soucasti zadani této bakalarské prace bylo naprogramovat v jazyce C++ za-
suvny modul do programu Autodesk Maya a rendereru Mental Ray, ktery umozni
deformovat polygonélni modely a 3d textury.

Polygonalni model zdeformujeme pomoci zkonstruovaného zobrazeni f tak, ze
kazdy vrchol v polygonélniho modelu pfesuneme na pozici f(v). Ukdzku takovéto
deformace si Ize prohlédnout na obrazku [5.11

Obrazek 5.1: Ukazka deformace polygonalniho modelu.

V ptipadé 3D textur je situace ponékud jina. Béhem renderovani obrazku se
ptame, jaka je barva v bodé y. Potfebujeme védét, jaka barva se do bodu y dostala
pomoci zobrazeni f, takZe nds zajima barva v bodé & = f~!(y). Nepiijemnosti
je, ze ndmi zkonstruované zobrazeni f nemusi byt prosté a tedy jeho inverze
nemusi viibec existovat. Tento problém lze snadno obejit tim, Ze zaménime tlohu
referencniho a zdeformovaného modelu. Zobrazeni f jsme zkonstruovali tak, aby
nam zobrazilo referen¢ni model M na zdeformovany model M. Pokud tedy
stejnym zptisobem zkonstruujeme zobrazeni fT, které ndm zobrazi zdeformovany
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model M na referenéni M, pak dostaneme néco jako inverzni zobrazeni f,
které spliuje f(ff(OM)) = OM a ff(f(OM)) = OM. Pokud nés tedy bhem
renderovani zajimé barva v bodé y, tak se podivame jakou barvu méa ptivodni 3D
textura v bodé fT(y). Ukdzku deformace 3D textury lze najit na obrazku 5.2, kde
deformujeme 3D Sachovnici pomoci kvadru. Na obrazku zobrazujeme jen rovinny
fez touto 3D texturou.

Nyni si feknéme, jak jsme jednotlivé algoritmy implementovali.

Obrazek 5.2: Deformace sachovnice pomoci kvadru.

5.0.1 Harmonické souradnice

U harmonickych soutadnic jsme nuceni pouzit numerické metody, jelikoz expli-
citni feseni Laplaceho rovnice 1ze najit jen v nékolika méalo specidlnich pripadech.
Zvolili jsme metodu hrani¢nich prvki. Zde jen nastinime, jak metoda funguje. Po-
drobnou teorii metody hrani¢nich prvku lze najit napiiklad v (Steinbach, 2008).
Tato metoda ma nespornou vyhodu oproti standardni metodé konecnych prvki,
protoze neni zapotiebi triangulovat vypocetni oblast. Metoda je zaloZzena na tom,
7e Teseni u Laplaceho rovnice Au = 0 na oblasti €2 lze napsat jako integral pres
hranici €.

ou ou
u(z) = Uy—x—de—/uy—y—de, 5.1
@ = [ vo-ngtwis,~ [ wgiw-ads, (6D
kde z € Q a U(z) je fundamentalni feSeni Laplaceho rovnice, ve tfech dimenzich
jeU(x) = m. Pokud zname hodnoty a normélové derivace FeSeni na hranici €2,

pak diky predeslému vzorecku .1l zname feSeni v celé oblasti 2. Vétsinou vsak
mame zadany jen hodnoty feseni na hranici a normalové derivace nezname. Ty
lze vSak jednoznac¢né urcit, tak aby platila rovnost

ou ou
= i —7)—(y)dS,— li —(y—2)d Q.
ule) = A, [ U5, WS = I | W, v =T)dS, 1‘6(582)

Metoda hranic¢nich prvka diskretizuje predeslé integraly a predchozi rovnost pie-
vede na soustavu linearnich rovnic, jejimz feSenim je aproximace normalové deri-
vace Teseni. Pak mtzeme vyuzit vzorecek B.1l a ziskat tak aproximaci feSeni. Je-
likoz ziskdme jen aproximaci feseni, tak rovnost neni splnéna presné. S jakou
presnosti je tato rovnost splnéna zavisi na presnosti diskretizace onéch integrali,
coZ si mizeme prohlédnout na obrazcich 5.3l
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Obrazek 5.3: Pfiblizné hodnoty jedné harmonické soutfadnice uvniti anuloidu
spoctené pomoci metody hrani¢nich prvkd. Vlevo je feSeni s nejmensi presnosti
diskretizace. Cervena barva zna¢i hodnotu jedna, modra hodnotu nula. Mimo
anuloid, kde je barva tmavé modra, neni hodnota definovana.

Metoda hrani¢nich prvki je implementacné pomérné komplikovana a tak jsme
pouzili jiz hotovou knihovnu BEM++ M) napsanou v jazyce C++.

5.0.2 Meanvalue souradnice

Velikou vyhodou meanvalue soutradnic je, Ze pro trojihelnikové modely lze
integral [2.15] vyhodnotit explicitné. Algoritmus na vypocet tohoto integralu je
popsan v ¢lanku (Ju a kol., |ZQO_5]) a ten jsme také implementovali.

5.0.3 Radialné symetrické funkce

Pro interpolaci radialné symetrickymi funkcemi jsme pouzili jiz hotovou kni-
hovnu (Im)), kterd provadi interpolaci pomoci funkce ¢(r) = (r? + 72)%/2, Vy-
hodou této knihovny je, ze umi vyhodnotit sumu

ﬂ@ZEZMMW—%W (5.3)

se slozitosti O(log N). K tomu vyuzivd rychlou multiplovou metodu. Ta je,
zhruba Feceno, zaloZzena na tom, Ze pokud funkci ¢(||x — y||) 1ze napsat jako

ol =yl) =Y fil@)gr(), (5.4)

kde fi,gr jsou néjaké funkce, pak lze [5.4] pfepsat na

S w Y @) (5:5)
i=1 k=0

= Z fr(z) Z w; gk () (5.7)
k=0 1=1

=" ful@) Qs (5.8)
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Pokud si prepocitdme hodnoty Q) = Zfil w;gr(x;), pak slozitost vyhodnoceni
funkce f nezéavisi na N. Bohuzel pro vétsinu zajimavych funkci ¢(r) se situace
komplikuje. Rovnost [5.4] plati jen piiblizné a jesté k tomu dost daleko od bodu
y. Pak je tieba body z; rozdélit do skupin (naptiklad pomoci BSP stromu) a pro
kazdou skupinu bodt spocitat hodnoty Q. zvlast. Tim se ndm zhorsi slozitost
vyhodnoceni funkce ? na O(log N). Podrobnéjsi popis rychlé multipélové metody
1ze najit napiiklad v (Beatson a Greengard, [1997).

5.1 Porovnani metod

Zde se podivame na nékolik piipadi, kde se metody vyrazné lisi. Prvni velky
rozdil je, ze harmonické soutadnice jsou definovany jen uvnitt modelu a ne v celém
prostoru jako meanvalue souradnice a radialné symetrické funkce viz obrazek [5.4]
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Obrazek 5.4: Ukazka deformace prostoru mimo model, zleva: nedeformovany mo-
del, harmonické, meanvalue souradnice a radidlné symetrické funkce.

Dale harmonické soutradnice jako jediné vykazuji jisty druh lokalnosti, coz
lze nejlépe ilustrovat obrazkem [5.5] kde deformujeme prostor pomoci néceho, co
by se dalo nazvat podkovou. Kdyz pohybujeme jednim ramenem podkovy, pak
harmonické souradnice nedeformuji prostor uvniti druhého ramene podkovy na
rozdil od meanvalue soufadnic a radidlné symetrickych funkci. Hodnoty jedné
soufadnice uvniti podkovy si mizeme prohlédnout na obrazku [5.6

Obréazek 5.5: Deformace prostoru pomoci podkovy. Zleva je deformace pomoci
harmonickych, meanvalue soutadnic a deformace pomoci radialné symetrickych
funkci. Mtzeme si vSimnout, ze kdyz deformujeme jen jedno rameno podkovy,
pak jen u harmonickych soutadnic se nedeformuje prostor i v druhém rameni.

Meanvalue soufadnice nam ptesné kopiruji deformaci modelu, harmonické sou-
fadnice jen do té miry jak presnou zvolime diskretizaci. Deformace pomoci radi-
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Obrézek 5.6: V levém hornim obrazku je cervené vyznacena bazova funkce P*M,
kterou rozsifujeme. Na dalSich obrazcich jsou grafy hodnoty téchto rozsifeni v
fezu onou podkovou. Postupné se jedna o harmonickou soufadnici meanvalue
souradnici a o rozsiteni pomoci radidlné symetrickych funkci. Jediné harmonicka
soufadnice je skoro nulova v druhém rameni podkouvy.

alné symetrickych soutfadnic kopiruji deformaci jen ve vrcholech modelu, ¢ehoz si
miizeme vSimnout na obrazku 5.4

Nakonec jsme porovnali rychlosti jednotlivych metod. Tabulka [5.1] obsahuje
pocet vyhodnoceni za sekundu. Prostor jsme deformovali pomoci kvadru, viz
obrazek 5.7, ten jsme zvolili proto, Ze jsme mohli snadno ménit pocet vrcholu
modelu. V pfipadé harmonickych souradnic je nutné pred samotnym vyhodnoco-
vanim spoc¢itat pfiblizné hodnoty 0, u(z), viz B0l a v pfipadé radidlné symet-
rickych funkei je nutné spocitat vahy w; z Tabulka obsahuje inicializac¢ni
¢asy. Vyhodnoceni radidlné symetrickych funkei je fadové rychlejsi, jelikoz vyhod-
noceni jednoduché sumy [3.7] je podstatné rychlejsi nez vyhodnocovani integrali

B0 a 215

Obrézek 5.7: Metody jsme testovali na deformaci prostoru podle kvadru. Na ob-
razku kvadr s nejmensim poctem vrcholi, ktery jsme pfi testech pouzili.

model
podet vreholit /stén 554/1104 | 2210/4416 | 4970/9936 | 8834/17664

harmonické sourfadnice 4720 1206 524 300
meanvalue soufadnice 3427 885 391 221

radialné symetrické 73411 29365 10576 6296
funkce

Tabulka 5.1: Pocet vyhodnoceni za sekundu jednotlivych metod.
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model
podet vrcholt/stén 554/1104 | 2210/4416 | 4970/9936 | 8834/17664

harmonické souradnice 1,6s 12,7s 60,4s 219,6s

radialné symetrické 0.4s 4,08 1835 55.65
funkce

Tabulka 5.2: Inicializac¢ni ¢asy jednotlivych metod. U meanvalue soufadnic neni
zapottebi inicializace a tak zde nejsou uvedeny.

Pouziti

Tyto deformacni metody lze vyuzit naptiklad pfi animaci slozitych modeli,
kdy okolo nich vytvofime jednodussi polygonalni model, pomoci kterého deformu-
jeme prostor a tedy deformujeme i onen slozity model. Toto si mtizeme ilustrovat
na obrazcich a[0.9 Dalsi aplikaci je deformace volumetrickych dat. Program
Autodesk Maya obsahuje nastroj pro simulaci kapalin a plynt zvany Fluid Effects.
Simulace probiha na regularni mfizce, kde kazda jeji bunika obsahuje udaje, jako
je hustota, teplota a rychlost plynu. My jsme nastavili hustotu v kazdé burice na
hodnotu nami zdeformované 3D textury. Maya umoznuje tato volumatricka data
rychle vyrenderovat i s plnymi volumetrickymi stiny viz obrazek B.10

Obrazek 5.8: Deformace slozitého polygonalniho modelu pomoci jednoduchého
modelu postupné pomoci harmonickych, meanvalue souradnic a radidlné symet-
rickych funkci. Pokud deformace nejsou veliké, pak vysledné deformace vypadaji
velice podobné.
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Obrazek 5.9: Deformace slozitého polygonalniho modelu pomoci jednoduchého
modelu postupné pomoci harmonickych, meanvalue souradnic a radialné symet-
rickych funkci. Zde si miazeme vSimnout stejného problému jako na obrazku [G.5l
Nejvyraznéjsi je spatna deformace kolene na spodnim obréazku.

Obrazek 5.10: Ukazka deformace volumetrickych dat pomoci radialné symetric-
kych funkci.
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Z.aver

Prozkoumali jsme nékolik zptisobti, jak deformovat prostor pomoci polygonal-
niho modelu. Jejich pouzitelnost bychom mohli shrnout asi takto.

Harmonické soutadnice jsou vhodné, pokud je pro nas dulezita lokalnost sou-
fadnic, napiiklad pokud animujeme prsty u rukou, kdy je dilezité, aby se pfi
deformaci jednoho prstu nedeformovaly prsty ostatni. Bohuzel je zapotiebi se
omezit jen na deformace uvniti modelu, jelikoz harmonické souradnice jsou defi-
novany jen uvnitt modelu.

Meanvalue soufadnice je vhodné pouzit, kdyz méa vysledna deformace presné
kopirovat deformaci modelu, naptiklad kdyz chceme deformovat obleceni, které
dany model obepina.

Deformace pomoci radialné symetrickych funkci je vhodné pouzit, pokud je
pro nas dulezita rychlost vypoctu.

V budoucnu bychom se radi zaméfili na zrychleni vypoc¢tu harmonickych a
meanvalue soutadnic pomoci rychlé multiopové metody. Pro harmonické sourad-
nice to nebude problém, jelikoz rychld multipélova metoda se standardné pouziva
pro urychleni metody hranic¢nich prvki, bohuzel ji ndmi pouzita knihovna BEM++
momentalné nepodporuje. U meanvalue soutadnic je tfeba zjistit jestli ma funkce
(Tl’y__x;'HZy potiebny rozvoj (.4, abychom byli schopni pouzit rychlou multipélovou
metodu.

Dale bychom radi rozvedli ideu nastinénou na konci druhé kapitoly, jak zavést
barycentrické souradnice nejen trojihelnikové modely, ale i pro obecné polygo-
nalni modely.

U kvaternionovych soufadnic je zapotiebi zodpovédét jesté nékolik otazek.
Nejdtlezitéjsi je zodpovédet jak volit funkee 7,5, abychom dostali rozumné defor-
mace. Také by mélo byt pomérné pfimocaré zobecnit kvaternionové soutradnice
do libovolné dimenze pomoci geometrické (Cliffordovy) algebry.
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Priloha A
Obsah priloZzeného CD

Na prilozeném disku lze nalézt obrazky ve vétsim rozliseni, zdrojovy kod vy-
sledného programu a testovaci scény.

Pouziti knihovny

Kompilace a instalace: Zakladni verze knihovny obsahuje pouze funkce, které
umoznuji deformaci pomoci meanvalue soufadnic, radialné symetrickych funkci a
kvaternionovych soutfadnic. Pokud chceme navic zkompilovat i harmonické sou-
fadnice a zasuvny modul pro Autodes Maya a Mental Ray, je zapotiebi sdélit
béhem konfigurace, kde se nachéazeji potfebné knihovny. Na spravu kédu pouzi-
vame program cmake. Zékladni verzi knihovny lze snadno zkompilovat posloup-
nosti prikazi:

$ c¢d /code/build/
$ cmake
$ make

Podrobny popis instalace se nachézi v souboru /code/README.md.

Struktura kédu: Zakladni strukturu knihovny tvori dvé ti¥idy MeshIterator
a DeformerBase, které jsou definovany v souboru /code/deformers/deformers.h.

Tiida MeshIterator poskytuje informace o trojuhelnikovém modelu, jako
je pocet vrcholi modelu nebo pozice jednotlivych vrcholi. Ma dva potomky
ObjMeshItarator a MayaMeshIterator. ObjMeshIterator pracuje s modely ulo-
Zenymi ve formétu .obj. MayaMeshIterator pracuje pfimo s interni datovou struk-
turou programu Autodesk Maya.

Ttida DeformerBase zprostiedkovava spolecné rozhrani vsech deformatori.
Ma celkem ctyti potomky HarmonicDeformer, FastMultiQuadraticDeformer,
QuaternionicDeformer a MeanValueDeformer. Deformaci pomoci radialné sy-
metrickych funkci zprosttedkovava FastMultiQuadraticDeforme.

Pouziti téchto trid je velice snadné, coz ilustruje nasledujici kod, ktery se také
nachézi v /code/deformers/simpleTest/test.cpp.

// Nejprve vytvorime iterator pro referencni

IP¥i implementaci jsme se bohuzel dopustili chyby a t¥idu pojmenovali §patné. Interpolujeme
pomoci funkce ¢(r) = (r? + 72)*/2, ktera se nazyva multiquadric a ne multiquadratic.
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// a zdeformovany model.
ObjMeshIterator orgMesh( ”orgMesh.obj” );
ObjMeshIterator defMesh( ”defMesh.obj” );

// MeanValueDeformer zde muzeme nahradit
// libovolnym ze zminenych deformatoru.
MeanValueDeformer deformer ;

// Rekneme deformatoru, podle kterych modelu ma deformovat .

deformer .loadMeshes ( &orgMesh, &defMesh );

// Bod, ve kterem nas zajima hodnota deformace.
double p[] ={ 1, 1, 1 };

double dp[3];

// Nakonec vyhodnotime deformaci v bodu ‘p°
// vysledek se ulozi do ‘dp°‘.

deformer .deformPoint( p, dp );

Funkce loadMeshes nacte modely, podle kterych ma deformace probihat, a pfi-
padné provede inicializaci deformatoru, coz v pripadé t¥idy HarmonicDeformer a
FastMultiQuadraticDeformer mize trvat nezanedbatelny ¢as. HarmonicDeformer
navic obsahuje funkci setAccuracy(int), ktera pfijima ¢islo od 0 po 15, které
urdi 7ad diskretizace. Cim vys§i hodnotu zvolime, tim pfesnéjsi vypocet ziskame.
U tiidy FastMultiQuadraticDeformer si miizeme zvolit parametry radialné sy-
metrické funkce ¢(r) = (r2+72)*/2 pomoci funkeci setTau(double) a setK(int).

Testy, pomoci kterych jsme namérili ¢asy v tabulkach (.1l a [5.2] se nachazeji
v /code/deformers/test.

Zasuvny modul pro Autodesk Maya: Hlavni zdsuvny modul deformer. so,
jehoz implementaci lze nalézt v /code/deformers/mayaShaders/, definuje &tyfi
deformatory, pomoci kterych je mozné deformovat polygonélni modely. Nasleduje
kratky navod jak tyto deformatory pouzit.

Otevieme si scénu /scenes/deformerStart.ma. Ta obsahuje model meshTo-
Deform, ktery chceme zdeformovat podle modeli orgMesh a defMesh. Nejprve
vytvoiime deforméator pozadovaného typu pomoci jednoho z nésledujicich MEL
prikazt.

deformer —typ HarmonicDeformerNode —n deform
meshToDeform;

deformer —typ MeanValueDeformerNode —n deform
meshToDeform

deformer —typ FastMultiQuadraticDeformerNode —n deform
meshToDeform;

deformer —typ QuaternionicDeformerNode —n deform
meshToDeform;

Nyni je potieba Fici deforméatoru, podle kterych modeld méa deformovat.

connectAttr orgMesh.outMesh deform.originalMesh ;
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connectAttr defMesh.outMesh deform .deformedMesh ;

Vyslednou scénu lze najit v /scenes/deformerEnd.ma.

Druhy zasuvny modul pro Autodesk Maya volumeInitializeCmd.so obsa-
huje jediny ptikaz, ktery umoznuje inicializaci fluid objektu, pomoci kterého ren-
derujeme volumetrickd data. Nasleduje kratky navod jak tento piikaz pouzit.

Otevieme si scénu /scenes/volumeStart.ma. Ta obsahuje fluid objekt fluid-
Shapel a 3D texturu stuccol, kterou chceme deformovat podle modeli orgMesh
a defMesh. Momentalné je podporovana jen deformace pomoci radidlné symetric-
kych funkci. Jedinym piikazem inicializujeme fluid objekt.

volumelnitializeCmd —s stuccol.outColor —d orgMesh

defMesh fluidl1 ;
Vysledny obrazek by mél vypadat jako na /scenes/volumeEnd_render.png.

Zasuvny modul pro Mental Ray: Je tvofen soubory kernel.so /.mi a
td_basic_deformers.so /.mi, které obsahuji shadery, pomoci kterych je mozno
deformovat 3D textury. Zakladem je shader td_color_kernel, ktery ma dva pa-
rametry color a point. Ten vyhodnocuje shader pripojeny k parametru color v
bodé daném parametrem point, ke kterému je zpravidla pfipojen néjaky defor-
macni shader. Kazdy deformacni shader ma alespon nasledujici t¥i parametry
orgFile, defFile a point. Prvni dva parametry specifikuji cestu k *.0bj soubori,
ve kterych jsou uloZzeny modely, podle kterych chceme deformovat. Parametr
point urcuje, ve kterém bodé se deformace vyhodnoti. Nejcastéji je do néj pii-
pojen shader td_identity, ktery vraci aktudlni pozici, kterou chce Mental Ray
vyhodnotit. K dispozici jsou tfi deformacni shadery td_meanvalue, td_harmonic
a td_rbf. Nyni si feknéme, jak tyto shadery spravné pouzit.

Otevieme si scénu /scenes/textureStart.ma. Scéna obsahuje plochu, na které
je aplikovana textura craterl, kterou chceme zdeformovat pomoci modeld org-
Mesh a defMesh. Nasledujicimi ptikazy vytvorime potfebné shadery a piislusné
je zapojime.

createNode td_color_kernel —n kernel;

// vytvorime pozadovany deformacni shader
// td_meanvalue, td_rbf nebo td_harmonic
createNode td_meanvalue —n deform;
createNode td_identity -—n identity;

// nyni vytvorene shadery spravne zapojime
connectAttr —f kernel.outValue lambertl.color;
connectAttr —f craterl.outColor kernel.color;
connectAttr —f deform.outValue kernel.point;
connectAttr —f identity.outValue deform.point;

Je zapotiebi jesté nastavit parametry deform.orgFile a deform.defFile. Abychom
se vyhnuli ruénimu exportovani modeltt do souboru, napsali jsme jednoduchy
modul, ktery automaticky exportuje modely z Mayi. Zdrojovy kéd tohoto modulu
lze naji v /code/objEzportNode/. Dale vytvoiime exportery a spravné nastavime
parametry deform.orgFile a deform.defFile.

createNode objExportNode —n orgExport;
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createNode objExportNode —n defExport ;

// nyni nastavime exportery

set Attr —type ”"string” orgExport.fileName ”orgMesh.obj”;
setAttr —type ”"string” defExport.fileName ”defMesh.obj”;
connectAttr orgMesh.outMesh orgExport.inMesh;
connectAttr defMesh.outMesh defExport.inMesh;

// nastavime parametry deformeru
connectAttr orgExport.fileName deform.orgFile;
connectAttr defExport.fileName deform.defFile;

Vysledny obrézek by mél vypadat jako na /scenes/textureEnd_render.png.
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Priloha B

Dukaz trvzeni

Tvrzeni. Necht M C R? je omezend, OM je C? plocha a f € C(OM), pak funkce

fly) (y—z)n f(y) i 1
flx) = Jort Toal Toe® %%y _ Jour Tymall "~ Vo=ap % (B.1)
o 1 (y—z)n o 1 . 1 :
Jort Toar Toa @Sy Jonr Tomar - Vomg=ar @Sy
je resent problému [l
Diikaz.

Je t¥eba ovéfit podminky [ Tal .10 a [.Id
Jelikoz 1ze v [B.l prohodit derivaci s integralem a funkce g(x) = ”éy:;hl je

C>®(R3\ {y}), tak je funkce f € C=(R®\ OM). Dokazat spojitost f na M a
f oy = J na OM je nejkomplikovanéjsi a tak to ponechdme naposled.

Nyni se presvédéme, ze nam [B.I] reprodukuje afinni funkce. Jelikoz je Bl
linearni v f, lze to ovérit pouze pro souradnicové funkce a konstantni jednicku.
Ukazeme tedy, 7ze pokud f(z) = x; na OM, pak i f(z) = x; a pokud f(z) =1 na
OM, pak f(x) = 1.

Pro jednicku je to snadné

1 1
D S v A W)
— IBM ly—zll ~Y Vyl\y—III Sy

f(x) = - - =1. (B.2)
Jont Tz ™ - Vo= @Sy
Pro souradnicovou funkci chceme oveérit
F(a) = Jont 721 ™+ Vo @Sy . (B.3)
1 1 i :
Jont T2 M+ Vo=@
To lze prepsat jako
() / yimTio, g L g — o (B.4)
T) = Ny VyT— = 0. .
o lly—zll 7 "y =zl 7

Nyni zvolme r dostateéné malé, Ze koule B(z,r) je podmnozinou M. Pak pfedchozi
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integral 1ze pomoci Gaussovy véty o integraci prepsat na

Yi — % 1
ny - Vy7——dS, = (B.5)
/8M ly =l Py ==l "
P — T 1 P — T 1
:i/ v¢<y "Ly, )mg+/ SV, ———dS,.
M\B(z.r) ly — =l “lly — | s@n 1y — 2| ly — =]

(B.6)
Clen ﬁ’;:iﬁ druhého integralu je na sféfe S(z,r) roven i-té slozce jeji vnéjsi norméaly

a Clen n,, - Vy”yi—x” = % je na stéfe S(z,r) roven —=;. Tedy

Yi — T 1 1 /
ny -V, dS, = —— nidS, = 0. (B.7)
/%:v,r) Hy - SL’H Y Y ”y - SL’H Y 7 S(z,r) Y

JelikoZ integral z normély pies uzavienou plochu je roven nule. Prvni integrél [B.6l
mizeme upravit nasledovné

Yi — T 1
v ( v )dV _ (B.5)
/M\B(x,ﬂ v \Ty=al Ty =ar) v
Yi — T 1 ) Yi — T 1
= V,— |- |V + A dVv., = (B.9
/JM\BW( y||y—x||) (yny—xn = == B9

Yi — T 1
= \V4 ) . <V 7) dav.,. B.10
/M\Bm ( Ty==1) \Voly=ay) " (B.10)

Posledni rovnost plati, protoze Ay”y =0proye R3\ {z}. Nyni ukdZeme, Ze
integrand v predchozim integralu je roven nule bodové.

(vt=) (Popan) - (B.11)

(@) ) =) (TR - ay

ly — || ly ly — =|]?
1 ly —z|*
=—ei-(y—2)— T Wi — @) —— 5 = (B.13)
ly — =|* ly —||°
1
=—(yi—xi)7+(yi—x)7=0 (B.14)
ly —=|* ly — af|*

Pokud by x nelezelo uvniti M lze diikaz snadno modifikovat, staci pouze v [B.5]
nevytezavat kouli okolo z, pak bychom v [B.6 dostali pouze prvni integral a misto
M\ B(z,r) bychom integrovali ptes M. Zbytek dikazu lze ponechat. Vidime tedy,
7e pokud je f afinni funkci na OM pak f je stejnou afinni funkei na celém R3.

Nyni dokéZeme, Ze f je spojité i v bodech OM a Ze f je rovno f na OM. K
tomu staci dokazat nasledujici limitu

f
Jour Hy(—yi”ny - Vy otz dSy ?

Y lly—=|]

lim i I = flzo) (19
r—xo,xEM faM mny . Vymdsy
Ta lze prepsat na
MORFICIIINN v/ ——dS,
. faM = xll "y YV Tyl x“ = 0. (B.16)

evaoweM | four e VoTear 9y
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Tento vyraz zacneme odhadovat shora. Jelikoz je f spojita, tak pro libovolné
€ > 0 existuje 0 > 0, ze

Vze OM : ||z — x| <= |f(2) — f(xo)] <e. (B.17)

Nyni mizeme zac¢it odhadovat.

f@—f(zo),, . 1 fW)—f(zo),, .
Jort By “Tal " VoTra®Sy + Jornpeos Tl Vol % _
1 _
Jorr T~ VT @Sy
(B.18)
F)—f@o), 1 FW)—f@o),
‘faM\B@:o,@ Toal " Voya @Oy +‘faMnB(xoé> =
: <
‘faM =
(B.19)
f)—flzo),, . 1 1 . 1
’faM\Buo,é) el Vo295 Jorrnb(eos) |To=al ™ Vynyfxn dsS,
1 1 1
‘faM " Vol Jorr T - Vo=t
(B.20)

Podivejme se podrobnéji na prvni ¢len. Funkce f je spojita a tak je omezena,
tedy existuje K > 0, 7e f < K. Pokud je z bliz k x, nez je 2 3, pak

)
|z -yl > 3 pro y € OM \ B(zg,0) (B.21)
a tedy
— 1
lim / SAC R KCUV NS S Y (B.22)
=20,2EM | o\ B(zo,5) |y — || |y — x|
: ny - (y — )
< lim 1f(y) = o)l | =" dSy < (B.23)
=220,2€M J o\ B(zo,0) | z||* Y
1
< lim |f(y) = f(o)| ———5dSy < (B.24)
1=20,2€M J o1\ B(x,0) ly —=|* !
2 23
< 1 —dS, <2K=X B.25
- x—ml()I,I;eM 8M\B(x06 53 53 ( )
kde gy je povrch OM. V kombinaci s tvrzenim [ dostavame, ze
‘ f(y)—f(ﬂﬁo)n V4 149 93
f x z y " Vyy—a Yy 2K =X
i OM\B(z0.6) 1 o=zl = 2K g o)
T—T0,rE (0. ¢]
’ ‘faM el - Vo @Sy
Nyni k druhému ¢élenu [B.20l Diky tvrzeni [fl mame, Ze
onrBos) [Tral™ " Vorgar| 45
lim : <4 (B.27)
r—xo,cEM

1
—n .
faM ly—| =Y VuTy=T lly— xII
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Kombinaci [B.26IB.27 dostavame odhad

[ —f(o), 7 ——dS,
faM lly— :rll "ty ylly ji“S < 4e. (B.28)

lim
x—x0,cEM faM ||y*ff|| Ny \V4

Ylly— :vll

JelikoZ jsme volili € libovolné, tak limita [B.15] plati, tim je ditkkaz hotov.

V dikazu jsme pouzili tvrzenid abl které dokazali uzivatelé Andrew a Praga-
bhava na serveru math.stackexchange.com, kde lze nalézt originalni znéni dikazt
viz (Andrew, 2013; [Pragabhava, 2013).

Tvrzeni 4 (Andrew, 2013). Necht M C R? je omezend, OM je C? plocha, f €
C(OM) a xy € OM, pak

1 -1
hm Ty Yy dSy = o0. (B-29)

Tvrzeni 5 (Pragabhava, 2013). Necht M C R? je omezend, OM je C? plocha,

pak
fa .
M | [ly—zl|

L@Mww:m”y Vo

Ny -V das,

yHy z||

1< f(z) = <4 (B.30)

pro x € M.
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