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Úvod

Po£íta£ové modelování umoºnilo zkoumat jevy, jejichº výzkum by byl jinak zna£-
n¥ sloºitý, výrazn¥ také zjednodu²ilo a zlevnilo navrhování nových výrobk· v
pr·myslu. Fyzikální problémy, které jsou °e²eny pomocí numerické analýzy, jsou
£asto formulovány pomocí diferenciálních rovnic. S rozvojem fyziky a techniky
za£alo rychle p°ibývat problém·, které nebylo moºné °e²it analyticky. Byla snaha
hledat alespo¬ °e²ení p°ibliºná. N¥které numerické metody byly sice známy jiº
od antiky a na sklonku dvacátého století byly i ty modern¥j²í uº celkem b¥ºn¥
aplikovány nap°íklad v astronomii nebo ve stavební mechanice, ale nedostatek
výpo£etní kapacity zna£n¥ omezoval jejich rozvoj. P°esto byla v první polovin¥
20. století rozvinuta teorie metody kone£ných diferencí a byly zakládány první
výzkumné týmy v¥nované numerické analýze. Za jednu ze základních prací ko-
ne£ných diferencí lze povaºovat £lánek R. Couranta, K.O Fridrichse a H. Lewyho
Über die partiellen Di�erenzengleichungen der mathematischen Physik. V n¥m
do²lo k rozt°íd¥ní parciálních diferenciálních rovnic a byly studovány podmínky
stability numerických °e²ení [7]. Skute£ný po£átek moderní numerické analýzy
potom odstartovaly vále£né pot°eby b¥hem druhé sv¥tové války, mimo jiné po-
£ítání drah d¥lost°eleckých granát· v r·zných meteorologických podmínkách, za
kterýmº ú£elem byly stav¥ny první programovatelné po£íta£e. V numerické ana-
lýze £asto p°evádíme diferenciální rovnice na soustavu lineárních algebraických
rovnic. Velmi d·leºitá byla proto práce H. Goldstina a von Neumanna Numerical
inverting of matrices of high order, Alana Turinga a dal²ích v oblasti numerické
lineární algebry. [7]

R. Courant stál i u zrodu metody kone£ných prvk· díky £lánku Variational
methods for the solution of problem of equilibrium and vibrtions, p°esto se tato
metoda zaloºená na matematice rozvinuté na p°elomu 19. a 20. století (Rayleigh,
Ritz, Galerkin) za£ala pln¥ rozvíjet aº od konce 50. let. Uº Courant si v²iml
obrovské výhody metody kone£ných prvk· - volnosti diskretizace [7].

Práv¥ variabilita kone£ných prvk· m·ºe za to, ºe se staly první volbou p°i
po£ítání deformací ve strojírenství, jeden z prvních £lánk· publikovaný v Aero-
nautical Science Journal se zabýval analýzou namáhání materiál· v letadlech.
Pozd¥ji se ruku v ruce se zlep²ováním teorie a zrychlováním algoritm· za£aly
kone£né elementy uplat¬ovat i v mechanice tekutin a v dal²ích oblastech. Ko-
ne£n¥ ke konci 20. století I.Babuska a dal²í rozvinuli adaptivní metodu hpFEM
schopnou velmi rychlé (aº exponenciální) konvergence [1].

Byla snaha práci pojmout tak, aby byla vhodným prost°edkem pro rychlé zá-
kladní zorientování v problematice. M¥la by £tená°i usnadnit uchopení sloºit¥j-
²ích problém· v konkrétních aplikacích (nap°. MHD modelování v astrofyzikálním
plazmatu). Podle toho byly sestaveny první dv¥ kapitoly, kde jsou primárn¥ za°a-
zeny poznatky pouºívané pozd¥ji p°i °e²ení konkrétních rovnic ale jsou zmín¥ny i
související a pokro£ilej²í metody. Hlavním výsledkem práce je potom p°edstavení
°e²ení PDR pomocí neadaptivních FEM v kapitole 2.2 spole£n¥ s konkrétními
ilustra£ními aplikacemi ve 3. kapitole.
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1. Úvod do parciálních
diferenciálních rovnic

Parciální diferenciální rovnice (PDR) je je diferenciální rovnice, v níº se vyskytují
derivace podle více prom¥nných. P°esn¥ji lze PDR de�novat:

De�nice Nech´ k ≥ 1, k ∈ N a nech´ Ω ∈ Rn je otev°ená mnoºina. Potom

F (Dku(x), Dk−1u(x), ....Du(x), u(x), x) = 0 (x ∈ Ω) (1.1)

se nazve parciální diferenciální rovnicí k-tého °ádu,

F : Rnk × Rnk−1 × ....Rn × R× Ω→ R

je dáno, Dk zna£í mnoºinu parciálních derivací °ádu k, a u : Ω → R je neznámá
(°e²ení rovnice 1.1). [2]

Pokud je navíc rovnice ve tvaru
∑
|α|=k

aα(x)Dαu = f(x) kde α zna£í multiindex,

hovo°íme o lineární PDR. Rovnici s f(x) = 0 nazveme homogenní.
Na u klademe okrajové podmínky, to jest poºadavek na hodnotu u (Dirichle-

tova) nebo hodnotu derivací u (von Neumannova) p°ípadn¥ jejich kombinaci na
hranici ∂Ω. Pokud je to v·bec moºné, tak pro jednozna£nost °e²ení rovnice 2m-
tého °ádu poºadujeme Neumannovy okrajové podmínky °ádu m, ..., 2m− 1 nebo
Dirichletovy °ádu 0, ...m− 1. Klasickým °e²ením rozumíme °e²ení, jehoº v²echny
derivace vystupující v konkrétní formulaci PDR jsou spojité. Protoºe nalézt ta-
kové °e²ení je £asto obtíºné, m·ºe být vhodné tuto podmínku oslabit. Mluvíme
potom o slabém °e²ení PDR.

�asto se zajímáme o úlohy typu

D [u] = f (1.2)

kde D je diferenciální operátor s konstantními koe�cienty, p°ípadn¥ soustavy
takovýchto rovnic. Funtamentáním °e²ení úlohy 1.2 nazýváme funkci U takovou,
pro kterou platí

D [U ] = δ0 (1.3)

kde δ0 je Diracova distribuce. Pro obecnou pravou stranu lze získat °e²ení 1.2 díky
vztahu

u = U ∗ f (1.4)

pokud má tato konvoluce smysl.
Ve fyzikálních úlohách b¥ºn¥ °e²íme lineární PDR s konstantními koe�cienty

maximáln¥ druhého °ádu.

A
∂2u

∂x2
+B

∂2u

∂x∂x
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu+G = 0 (1.5)
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Obrázek 1.1: Ilustrace rozd¥lení oblasti Ω pro pot°eby klasi�kace PDE pro a)
eliptické b)parabolické a c)hyperbolické rovnice [3]

Ve shod¥ s geometrickou analogií d¥líme tyto PDR na základ¥ znaménka výrazu
κ = B2 − 4AC na eliptické (κ < 0), parabolické (κ = 0) a hyperbolické (κ > 0).
Podstata d¥lení spo£ívá v tom, na jaké £ásti Ω závisí hodnota n¥jakého bodu v
ní, resp. jakou £ást této mnoºiny ovlivní zm¥na hodnoty v daném bod¥. Hranici
této oblasti lze vyjád°it jako p°ímku spl¬ující rovnici

dy

dx
=
−B ± κ1/2

2A
(1.6)

Pro p°ípad eliptické rovnice nemá ºádné °e²ení, porucha v daném bod¥ A ovlivní
v²echny body v Ω a naopak. Z toho vyplývá, ºe tyto rovnice nebudou popisovat
£asový vývoj fyzikálního systému, ale spí²e systémy v rovnováze. Pro rovnice
parabolické má rovnice práv¥ jedno °e²ení, prostor Ω je tak vzhledem k hodnot¥
v A rozd¥len na dv¥ poloviny, kdy na jedné polovin¥ závisí hodnota v A a naopak
hodnoty v druhé polovin¥ závisí na hodnot¥ v bod¥ A. To znamená, ºe rovnice
m·ºe popisovat £asový vývoj systému, nicmén¥ rychlost ²í°ení informace je v
takovém p°ípad¥ nekone£ná. Dalo by se °íci, ºe je to extrémní p°ípad hyperbolické
rovnice. V p°ípad¥ hyperbolické rovnice existují navíc oblasti které nemají na
hodnotu v A ºádný vliv ani jím nejsou ovliv¬ovány. Tomu odpovídá kone£ná
rychlost ²í°ení informace. 1.1 Tuto klasi�kaci lze v souladu s p°edchozím zobecnit
i pro rovnice jiného °ádu, p°ípadn¥ pro soustavy PDR.[3]

Ve zbylé £ásti práce se budeme zabývat zejména numerickým °e²ením tako-
výchto rovnic a soustav. Zp·sob jakým k °e²ení dosp¥jeme, bude do zna£né míry
záviset práv¥ na typu PDR. V následujících oddílech budou proto tyto t°i typy
PDR ilustrovány na známých konkrétních p°íkladech.

1.1 Laplaceova rovnice

P°íkladem eliptické PDR je Laplaceova rovnice

4u(x) = 0 (1.7)

kde x ∈ Ω a 4 je Laplace·v operátor. Rovnice s nenulovou pravou stranou se
nazývá Poissonova. Jejím typickým pouºitím je vy²et°ování fyzikálního potenciálu
ϕ v prost°edí s rozloºením náboje daným pravou stranou ρ

ε
(~x).

V 1D (n = 1) fundamentální °e²ení rovnice 1.7 snadno nahlédneme, pro vy²²í
dimenze [2]:

U(x) =


− |x|

2
, n = 1

− ln|x|
2π
, n = 2

− |x|
2−n

β(n−2)
, n > 2

(1.8)
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kde β(n) zna£í povrch n rozm¥rné jednotkové sféry.

1.2 Rovnice vedení tepla

Rovnice vedení tepla je typickou ukázkou parabolické rovnice.

− α4u+
∂u

∂t
= 0 (1.9)

Koe�cient α zna£í v p°ípad¥, ºe je rovnice pouºívána k popisu vedení tepla te-
pelnou difuzivitu, tj. α = λ

cpρ
kde λ zna£í tepelnou vodivost, cp m¥rnou tepelnou

kapacitu a ρ hustotu. P°i °e²ení £asov¥ závislých PDR obvykle volíme po£áte£ní
podmínku (t.j. okrajovou podmínku v £ásti hranice ∂Ω kde t = 0 ) jako Dirichle-
tovu, coº si lze p°edstavit jako rozloºení teploty u v t¥lese. Pro zbylou £ást hranice
m·ºeme volit nap°íklad op¥t Dirichletovu okrajovou podmínku (p°iloºení t¥lesa k
tepelnému rezervoáru) nebo t°eba Neumannovu, pomocí které lze nastavit tepel-
ný tok na okraji. Dokonale izolovanému t¥lesu odpovídá ∂xu = 0. Fundamentální
°e²ení n dimenzionální rovnice vedení tepla s α = 1:

U(x, t) =
H(t)

(4πt)n/2e−
|x|2
4t

(1.10)

kde H(t) je Heavisideova funkce. Pro danou po£áte£ní podmínku platí

u(x, t) =

∫
Rn
U(x− y, t)u0(y) dy (1.11)

K analytickému °e²ení RVT s homogenními okrajovými podmínkami lze pouºít
Fourierovy metody separace prom¥nných. Vy²et°ujme 1D homogenní RVT s ho-
mogenními okrajovými podmínkami. Vyjád°íme-li po£áte£ní podmínku pomocí
Fourierovy °ady

u(x, 0) =
∞∑
n=1

an sin
nπx

l
(1.12)

Potom platí [4]:

u(x, t) =
∞∑
n=1

an sin
nπx

l
e−

n2π2αt
l2 (1.13)

1.3 Vlnová rovnice

Mezi hyperbolické rovnice se °adí vlnová rovnice.

−4u+
1

c2

∂2u

∂t2
= 0 (1.14)

kde c zna£í rychlost ²í°ení vlny. Okrajové podmínky mají v p°ípad¥ vlnové rovnice
aplikované na strunu význam pevného (Dirichletova) a volného konce (4u = 0).

Rovnici lze faktorizovat jako soustavu dvou PDR prvního °ádu

∂u

∂t
− ∂v

∂x
= 0 (1.15)

∂v

∂t
− ∂u

∂x
= 0 (1.16)
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2. Numerické metody °e²ení
parciálních diferenciálních rovnic

Nalézt °e²ení PDR 1.1 nebo dokonce jejich soustavy je netriviální i pro jednoduché
rovnice zmín¥né v minulé kapitole. Proto je £asto vhodné °e²it PDR numericky.
To znamená nalézt p°ibliºné °e²ení PDR v diskrétních bodech (nebo na elemen-
tech) takové, ºe v limit¥ nekone£n¥ husté diskretiza£ní sít¥ spl¬uje danou PDR.
Ve zbytku kapitoly budou p°edstaveny t°i metody numerického °e²ení, metoda
kone£ných diferencí, objem· a metoda kone£ných prvk·.

2.1 Metoda kone£ných diferencí

Metoda kone£ných diferencí vychází z de�nice derivace.

∂u(x)

∂x
= lim

∆x→0

u(x−∆x)− u(x)

∆x
(2.1)

Nejprve provedeme diskretizaci oblasti Ω, tu rozd¥líme do ortogonální m°íºe.
Místa, kde se jednotlivé m°íºe protínají, nazveme uzly. Ve smyslu rovnice 2.1
ztotoºníme ∆x s délkou m°íºe mezi dv¥ma uzly. Vidíme, ºe pro ∆x → 0 se
stává oblast Ω spojitou. Pokud danou PDR zapí²eme ve tvaru pro °e²ení pomocí
kone£ných diferencí poºadujeme její konzistenci, tedy aby v této limit¥ p°echázela
v PDR z níº vychází.

Pokud je hodnota ∆x nenulová, dochází p°i výpo£tu derivace k zanedbání
zm¥n mezi jednotlivými body a ke vzniku chyby. Pokud je tato chyba omezená,
°íkáme, ºe schéma pouºité k výpo£tu je stabilní.

Derivace lze po£ítat pomocí r·zn¥ p°esných schémat. Taylorovým rozvojem v
ui±1 [1]

ui±1 = ui +
∑
j≥1

(±∆x)j

j!

∂ju(xi)

∂xj
(2.2)

dostáváme

∂u(x)

∂x
=
u(xi+1)− u(xi)

∆x
+O(∆x) (2.3)

∂u(x)

∂x
=
u(xi+1)− u(xi−1)

2∆x
+O(∆x2) (2.4)

Z Taylorova rozvoje m·ºeme snadno odvodit i schémata pro vy²²í derivace a s
men²í chybou. To proto, abychom dosáhli konvergence, tedy aby pro ∆x → 0
numerické °e²ení PDR p°echázelo v analytické. Schémata d¥líme na explicitní a
implicitní podle toho, jestli k po£ítání derivací pouºíváme uº nové (implicitní)
anebo pouze staré hodnoty veli£in (explicitní). V p°ípad¥ implicitních metod °e-
²íme v²echny uzly najednou jako soustavu. Jedno z pouºívaných stabilních impli-
citních schémat je Crank-Nicholsonovo. Pro ilustraci uvedeme pouºití na rovnici
ut − ux = 0
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un+1
i − uni

∆t
=

1

2

(
un+1
i+1 − un+1

i−1

2∆x
+
uni+1 − uni−1

2∆x

)
(2.5)

kde horní index zna£í £as.
K ur£ení stability konkrétního schématu se pouºívá von Neumannovy analýzy

stability, která spo£ívá v rozvoji chyb do Fourierových °ad. Budeme postupovat
podle [1]. Nech´ Un a Un zna£í vektor p°esných respektive spo£tených °e²ení ve
v²ech uzlech v £ase n a chyba ε je jejich rozdíl. M·ºeme psát

εn+1 = Cεn (2.6)

kde lineární operátor C je p°íslu²ný danému schématu. Nap°íklad pro jedno ze
schémat °e²ící rovnici vedení tepla

un+1
i = uni +

α∆t

∆x2︸︷︷︸
ζ

(uni+1 − 2uni + uni−1) (2.7)

dostaneme ε s na vedlej²ích digonálách a 1−2ζ na hlavní. Chybu m·ºeme stejn¥
jako °e²ení rozloºit do Fourierovy °ady

εni =
N∑

j=−N

εnj e
Ijπi
N (2.8)

kde pro p°ehlednost zna£ení I =
√
−1 a N = l

2∆x
, l je délka mnoºiny na níº

problém °e²íme. Dosadíme-li toto vyjád°ení do schématu 2.7 a vyjád°íme-li φ = jπ
N

dosaneme
εn+1 = εn(1 + ζ(eIφ − 2 + e−Iφ)) (2.9)

coº uº pouze dosadíme do podmínky stability

|ε
n+1

εn
| ≤ 1 (2.10)

a upravíme na

ζ ≤ 1

1− cosφ
(2.11)

Tak dostáváme dostáváme podmínku

0 ≤ ζ ≤ 1

2
(2.12)

Dirichletovu okrajovou podmínku lze v p°ípad¥ kone£ných diferencí aplikovat
snadno nastavením konkrétní hodnoty okrajového uzlu. Jedna z moºností pro
aplikaci Neumannovy okr. podmínky je p°idat uzly navíc. Vezm¥me si nap°íklad
podmínku

du

dx
(x = max) = 1 (2.13)

dostaneme vztah
uimax+1 − uimax−1

2∆x
= 1 (2.14)

který dosadíme do vyjád°ení dané diferenciální rovnice. Tím získáme okrajovou
podmínku ve tvaru vhodném pro numerický výpo£et. [1]
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Kone£né diference budou dále hrát roli u metody kone£ných prvk· p°i diskre-
tizaci v £asové oblasti.

2.1.1 Metoda kone£ných objem·

K metod¥ kone£ných objem· lze p°istupovat dv¥ma zp·soby. Bu¤ ji lze formulo-
vat pomocí metody kone£ných diferencí nebo pomocí metody kone£ných prvk·,
kterou budeme diskutovat pozd¥ji. Zde pouze krátce p°edstavíme formulaci pomo-
cí kone£ných diferencí. Základem je mnoºina diskretizovaná stejn¥ jako v p°ípad¥
normální FDM. Nejprve °e²enou rovnici zintegrujeme. Doprost°ed mezi jednotlivé
uzly p°idáme my²lené kontrolní plochy ∂V , které vyuºijeme pro pot°eby p°enosu
toku tj. ∂xu. Výsledná rovnice (po integraci) v diskretizovaném tvaru bude rovnicí
zachování. Nap°íklad jednoduchou rovnici

∂2u

∂x2
= 1 (2.15)

po zintegrování p°epí²eme jako rovnici kontinuity [1]∑
∂V

∆u

∆x
= ∆x (2.16)

kterou je²t¥ rozepí²eme do tvaru vhodného pro výpo£et

(ui+1 − ui)− (ui − ui−1)

∆x
= ∆x (2.17)

Dirichletovy okrajové podmínky se aplikují stejn¥ jako v p°ípad¥ FDM, p°i apli-
kaci Neumannovy okrajové podmínky prost¥ jen p°ipo£teme p°ed �nální úpravou
ke krajnímu uzlu poºadovaný tok. Metoda kone£ných objem· je p°irozen¥ for-
mulovaná pro (soustavy) PDR, které lze interpretovat jako zákony zachování v
konzervativním tvaru. Dal²í výhoda metody kone£ných objem· se projeví p°i °e-
²ení více dimenzionálních problém· a spo£ívá v n¥kdy men²í závislosti na poloze
jednotlivých uzl· a tedy i na zvolené diskretizaci [1].

2.2 Metoda kone£ných prvk·

Charakteristickou vlastností metody kone£ných prvk· (Finite Element Method -
FEM) je v¥t²í variabilita diskretizace. To se s výhodou projeví v²ude tam, kde
je diskretizace do pravoúhlé a pravidelné m°íºe nevyhovující. P°i FEM se oblast
diskretizuje na mnoºství prvk·, coº jsou n-dimenzionální útvary s plochými st¥-
nami pokrývající celou vy²et°ovanou oblast. Vrcholy se nazývají uzly. Typickým
p°íkladem m·ºe být roz£len¥ní roviny do trojúhelníkové sít¥. Jednotlivé uzly, k
nimº se stejn¥ jako u metody kone£ných diferencí vztahují hodnoty prom¥nné, lze
indexovat dv¥ma zp·soby - globálním indexem který je unikátní pro kaºdý uzel
a lokálním indexem kterým jsou o£íslovány v²echny uzly p°íslu²ící danému prv-
ku. Mezi ob¥ma zp·soby indexování lze snadno p°echázet pomocí binární matice
∆e
Nα, N tý uzel elementu e zapsaný lokáln¥ jako zeN lze pomocí ní vyjád°it jako

zeN = ∆e
NαZα (2.18)
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kde vyuºíváme Einsteinovy suma£ní konvence (tu budeme pouºívat i nadále)
a Zα je uzel vyjád°ený globáln¥.

K hledání °e²ení PDR p°istupovat bu¤ varia£n¥ a nebo pomocí metody (vá-
ºených) reziduí. Ob¥ metody byly p·vodn¥ formulovány k hledání analytického
°e²ení PDR. Protoºe je to £asto nemoºné, my se nebudeme pokou²et najít °e²ení,
které splní danou PDR v²ude, ale spí²e v¥t²í mnoºství °e²ení, která dohromady
pokryjí celou mnoºinu na níº PDR °e²íme a která jí splní alespo¬ p°ibliºn¥ v
daném prvku. �e²ení se pokusíme hledat ve tvaru

u(x) =
⋃
e

Φe
N(x)ueN = Φαuα (2.19)

kde Φ(x) je bázová funkce. V této práci budeme za bázovou funkci volit p°edev²ím
lineární funkce

Φ(x)e1 =
x

h
Φ(x)e2 = 1− x

h
(2.20)

kde h je délka jednoho prvku. Nicmén¥, jako bázové funkce mohou být voleny i
polynomy vy²²ích °ád·, p°ípadn¥ jiné funkce (nap°. goniometrické).

Nakonec si ukáºeme podmínku stability pro metodu kone£ných prvk· [1]. Me-
toda kone£ných prvk· vede na soustavu rovnic ve tvaruK ·u = F . V Banachov¥
prostoru Lp de�nujme p-normu

‖e‖Lp =

(∫
epdx

) 1
p

(2.21)

Pro diskrétní hodnoty potom namísto integrálu pouºijeme sumu. L2 norma potom
v podstat¥ p°echází v �eukelidovskou� normu. Takovou normu budeme zna£it ‖ ‖.
Zde si zade�nujeme maticovou normu n× n matice M jako

‖M‖ = min

{
c : c ∈ R, c ≥ ‖Mu‖

‖u‖

}
(2.22)

kde u je libovolný vektor s n prvky a s nenulovou normou. Nakonec zade�nujeme
£íslo

Υ(K) = ‖K‖‖K−1‖ (2.23)

�ekneme, ºe soustava K · u = F je dob°e podmín¥ná, pokud Υ je malé.

2.2.1 Rayleigh-Ritzova metoda

Existuje-li n¥jaký zp·sob, jak daný fyzikální zákon resp. rovnici formulovat vari-
a£n¥ v exaktní form¥ (to neplatí obecn¥ nap°íklad v hydrodynamice), lze vyuºít
varia£ní metody podobn¥ jako v mechanice vyuºíváme principu minimalizace vir-
tuální práce. Jako p°íklad lze uvést °e²ení rovnice

u′′(x)− 2 = 0 (2.24)

na intervalu (0,1). Po vynásobení u′ rovnici p°epí²eme do tvaru
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0 =

(
(u′)2

2
− 2u

)′
(2.25)

rovnici vyintegrujeme podle x a dostaneme funkcionál:

I(x, u(x), u′(x)) =

∫ 1

0

[
(u′)2

2
− 2u

]
dx (2.26)

Snadno ov¥°íme, ºe po dosazení do Euler-Lagrangeovy rovnice dostaneme p·-
vodní rovnici 2.24. Pokud aproximujeme °e²ení u(x) parametry a, b... budeme
minimalizovat integrál 2.26 vzhledem k t¥mto parametr·m [3]

δI(x, u(x, a, b, ..), u′(x, a, b, ..) =
∂I

∂a
δa+

∂I

∂b
δb+ ... (2.27)

coº je spln¥no jen pro ∂I
∂a

= ∂I
∂b

= 0 P°i numerickém °e²ení Rayleigh-Ritzovou
metodou se zajímáme jen o °e²ení uvnit° jednoho prvku a pouºíváme za parametry
hodnoty hledané funkce v p°íslu²ných uzlech. Pro jednodimenzionální problém
proto ve smyslu zna£ení z po£átku podkapitoly

δI =
∂I

∂uα
δuα = 0 (2.28)

kde δuα je libovolné, tedy nulové musejí být i jednotlivé derivace. Dosazením 2.19
do 2.28 dostaneme soustavu rovnic, kterou vy°e²íme.

2.2.2 Metoda váºených reziduí: speciáln¥ Galerkinova

Pokud nelze p°ímo vyuºít varia£ního principu, m·ºeme de�novat reziduum R ja-
ko £len, který je t°eba p°i£íst k PDR po dosazení p°ibliºného °e²ení aby platila
rovnost. Dále uvaºujme váhové funkce, které jsou v p°ípad¥ Galerkinovy metody
v 1D identické s funkcemi de�novanými v 2.20. Princip Galerkinovy metody váºe-
ných reziduí spo£ívá v minimalizaci skalárního sou£inu bázových funkcí a rezidua
k nule [1]: ∫

Ω

ΦwRdΩ = 0 (2.29)

Zkusme nyní pro jednoduchost aplikovat tuto metodu na problém 2.24. Po dosa-
zení do 2.29 a integraci per-partes dostaneme:[

Φw
du

dx

]1

0

−
∫ 1

0

dΦw

dx

du

dx
dx−

∫ 1

0

2Φwdx = 0 (2.30)

kde první £len p°edstavuje fakticky von Neumannovu okrajovou podmínku. V
druhém £lenu nahradíme u p°ibliºným °e²ením Φwuα. Získáme tak soustavu rov-
nic kterou lze zjednodu²en¥ zapsat Kβαuα = Fβ +Gβ. Matici K nazveme matice
tuhosti a vektor F vektor zatíºení. Pokud bychom cht¥li namísto von Neumanno-
vy okrajové podmínky p°edepsat Dirichletovu, potom ji pouze zapí²eme na místo
první a poslední rovnice soustavy. Vy°e²ením soustavy dostaneme numerické °e-
²ení zadané diferenciální rovnice.
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2.2.3 LSFEM

Integrace po £ástech která byla dosud nezbytná, m·ºe být pom¥rn¥ komplikovaná
a v p°ípad¥ sloºit¥j²í soustavy i dosti nepraktická. M·ºeme se jí vyhnout pouºitím
metody LSFEM (Least Square FEM). D·vod jejího pojmenování Nejmen²ích
£tverc· (Least Square FEM) bude z°ejmý z následujícího. Vycházíme z toho, ºe
platí

Lu = S (2.31)

kde L je n¥jaký lineární diferenciální operátor a S p°edstavuje pravou stranu.
Z toho vyplývá, ºe pro u °e²ící 2.31 musí platit

I(u) =

∫
Ω

(Lu− S)2 dx = 0 (2.32)

V p°ípad¥ numerického °e²ení se budeme snaºit funkcionál I(u) (�£tverec� reziduí)
minimalizovat. u nahradíme

u(x) = u(x) + tv(x)) (2.33)

V souladu s nutnou podmínkou minima funkcionálu 2.32 budeme poºadovat pro
kaºdé v(x)

I(u) =

∫
Ω

(Lū(x)− S(x)) · Lv(x)dx = 0 (2.34)

Za v(x) zvolíme bázové funkce a ū(x) jimi budeme aproximovat. Získáme tak pro
kaºdý element soustavu dvou rovnic

ue0

∫
e

LΦe
0(x) ·LΦe

0(x)dx+ue1

∫
e

LΦe
0(x) ·LΦe

1(x)dx =

∫
e

LΦe
0(x) ·S(x)dx (2.35)

ue0

∫
e

LΦe
1(x) ·LΦe

0(x)dx+ue1

∫
e

LΦe
1(x) ·LΦe

1(x)dx =

∫
e

LΦe
1(x) ·S(x)dx (2.36)

Se£tením rovnic pro spole£né vnit°ní uzly (ue1 ozna£uje stejný uzel jako ue+1
0 )

dostaneme pro 1D útvar o N elementech soustavu N + 1 rovnic , kterou uº zbývá
pouze vy°e²it.

2.2.4 hpFEM

Zatímco v této práci aproximujeme jen lineárními funkcemi a uzly máme rovno-
m¥rn¥ rozmíst¥né, v n¥kterých p°ípadech - zejména u multi²kálových problém· -
tento postup k ºádoucím výsledk·m nevede. P°íkladem m·ºe být studium turbu-
lence nebo magnetické rekonexe v rozlehlých systémech. V takových p°ípadech je
vhodné pouºívat adaptivní metody. hpFEM je adaptivní metoda kone£ných prv-
k· kombinující h zjem¬ování prvk· a p zvy²ování °ádu ortogonálních polynom·
pouºívaných k aproximaci (v neadaptivním p°ípad¥ se takové metody pouºívající
nap°. �eby²evovy, Legendreovy a jiné polynomy nazývají spektrální). P°i zjem-
¬ování prvk· de�nujeme maximální p°ípustnou chybu °e²ení, kterou regulujeme
práv¥ zjem¬ováním sít¥ v daném míst¥. Pro ²et°ení výpo£etního £asu se pouºívá
i opa£ný proces, aby sí´ nebyla zbyte£n¥ hustá. [1]
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P°i pouºití hpFEM obvykle postupujeme tak, ºe po zvolení maximální p°ípust-
né chyby se pokusíme vy°e²it problém s ur£itými parametry a následn¥ spo£ítáme
chybu. Pokud je chyba p°íli² velká, upravujeme h a p dokud nedosáhneme poºa-
dované p°esnosti. Obtíºné na hpFEM je to, ºe existuje mnoho moºností jakými
lze úpravy provést. Nap°íklad C++ knihovna HERMES [6] pouºívá k rozhodo-
vání mimo jiné informaci o p°esnosti z jedné jemn¥j²í a jedné hrub²í sít¥. V d
dimenzích pro délku prvku h p°i pouºití metody hFEM platí

h = O
(
N−p/d

)
(2.37)

kde N je po£et stup¬· volnosti a p je stupe¬ polynomu (v p°ípad¥ rovnom¥rn¥
se zmen²ujícího h je to O(hp)). S tím souvisí i odhad

chyba ≈ O
(
N−p/d

)
(2.38)

Ukazuje se (obr. 2.1), ºe konvergence hpFEM m·ºe být v tomto smyslu aº expo-
nenciální. [6]
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Obrázek 2.1: Porovnání konvergence r·zných adaptivních metod v závislosti na
po£tu stup¬· volnosti a procesorového £asu. [6]
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3. Aplikace

V následující kapitole je aplikována teorie rozvinutá v kapitolách p°edchozích.
Konkrétn¥ je na °e²ení Poissonovy rovnice, rovnice vedení tepla a na vln¥ v
plazmatu ilustrována metoda kone£ných prvk·. Pokud to bylo moºné, pokusil
jsem se srovnat °e²ení numerické s °e²ením analytickým. P°i psaní program· jsem
k manipulaci s maticemi pouºíval C++ knihovnu Armadillo verze 3.2.3 [5].

3.1 Poissonova rovnice

Na p°íkladu pom¥rn¥ jednoduché 1D Poissonovy rovnice s konstantní pravou stra-
nou se pokusím p°edvést metodu LSFEM, vliv okrajových podmínek a zárove¬
princip, jakým lze p°istupovat k °e²ení soustav rovnic. Uvaºujme rovnici

∂2u

∂x2
= 1 (3.1)

coº m·ºe p°edstavovat nap°íklad potenciál v poli s nábojovou hustotou −ε. P°e-
vedeme jí na soustavu rovnic prvního °ádu(

0 ∂
∂x

∂
∂x
−1

)
︸ ︷︷ ︸

L

·
(
u
v

)
︸︷︷︸

U

=

(
1
0

)
︸︷︷︸

S

(3.2)

U aproximujeme na elementech pomocí bázových funkcí 2.20

U e = Φ0

(
u0

v0

)
+ Φ1

(
u1

v1

)
(3.3)

Budeme se v principu snaºit minimalizovat integrál 2.32. Protoºe ale U je
vektorová veli£ina, zavedeme vektory Vk

{V1,V2,V3,V4} =

{
Φ0

(
1
0

)
,Φ0

(
0
1

)
,Φ1

(
1
0

)
,Φ1

(
0
1

)}
(3.4)

Namísto dvou rovnic 2.35 a 2.36 tak dostaneme rovnice £ty°i a celkem budeme
muset vy°e²it soustavu 2N − 1 lineárních rovnic

∫
e

LΦ0

(
u0

v0

)
·LVkdx+

∫
e

LΦ1

(
u1

v1

)
·LVkdx =

∫
e

S ·LVkdx (3.5)

coº je to samé jako∫
e

LTΦ0 ·LVkdx ·
(
u0

v0

)
+

∫
e

LTΦ1 ·LVkdx ·
(
u1

v1

)
=

∫
e

S ·LVkdx (3.6)

V soustav¥ lze vysledovat jistou pravidelnost, ozna£íme-li

F e
i =

∫
e

LTΦi · Sdx (3.7)

lze díky zavedení matice
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Mi,j =

∫
e

LTΦi ·LΦjdx (3.8)

p°epsat soustavu jako


M0,0 M1,0 0 · · · 0

M0,1 (M1,1 +M0,0) M1,0
. . . ...

0
. . . . . . . . . 0

... . . . M0,1 (M1,1 +M0,0) M1,0

0 · · · 0 M0,1 M1,1

 ·

u0

v0
...
uN
vN

 =


F0

F1 + F0
...

F1 + F0

F1


(3.9)

Je²t¥ zbývá vy£íslit hodnoty maticMi,j a vektoru F . Ozna£íme-li h délku jednoho
elementu

M0,0 =

(
1/h 1/2
1/2 1/h+ h/3

)
(3.10)

M1,0 = (M0,1)T =

(
−1/h 1/2
−1/2 h/6− 1/h

)
(3.11)

M0,0 =

(
1/h −1/2
−0.5 1/h+ h/3

)
(3.12)

F =

(
0
1

)
(3.13)

M·ºe se hodit pozorování, ºe pokud pravou stranu rovnice 3.1 modi�kujeme tak,
ºe ji vynásobíme n¥jakým £íslem, potom sta£í sta£í stejným £íslem vynásobit vek-
tor F . Nyní si v²imn¥me, ºe soustava je blokov¥ tridiagonální. K takové soustav¥
dosp¥jeme vºdy p°i °e²ení jednodimenzionálních problém·. Lze ji °e²it efektiv-
n¥ pomocí Thomasova algoritmu 3.1 [1]. Pomocí programu 3.2 jsem pro r·zné
okrajové podmínky a po£et element· dostal °e²ení zobrazená na obrázcích 3.1 a
3.2.

3.2 Vedení tepla

Rovnice vedení tepla 1.9 popisuje £asový vývoj systému. Zatímco v £asové ob-
lasti pouºijeme kone£né diference, konkrétn¥ dop°edné schéma 2.3, diskretizaci v
prostorové oblasti provedeme pomocí Galerkinkovy metody váºených reziduí tak,
jak byla popsána v kapitole 2.2.2.

Budeme postupovat obdobn¥ jako v [3], rovnici 2.29 zapí²eme

I(u(x, t)) =

∫ l

0

Φw(∂tu− ∂xxu)dx = 0 (3.14)

Druhý £len lze integrovat per-partes a podobn¥ jako v rovnici 2.30 dostane-
me £len p°edstavující von Neumannovu okrajovou podmínku. Bez tohoto £lenu
dostaneme po zp¥tném dosazení do 3.14 a diskretizaci pro kaºdý prvek
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Obrázek 3.1: Porovnání numerického a analytického °e²ení u(x) = −7x/6 + 3x2

rovnice 3.1 se zadanými okrajovými podmínkami u(0) = 0 a u(3) = 1 pro po£et
prvk· N = 30.

Obrázek 3.2: Porovnání numerického a analytického °e²ení u(x) = −3−17x/10+
1/2x2 rovnice 3.1 se zadanými okrajovými podmínkami u(0) = −3 a u(5) = 1 pro
po£et prvk· N = 5 a N = 2. Vidíme, ºe zejména v p°ípad¥ jednoduchých tvar·
sta£í jen velmi málo prvk· k tomu, abychom dostali rozumné výsledky.

16



Ie(u(x, t)) =

∫
e

Φw∂tudx+

∫
e

Φwα∂xudx = 0 (3.15)

�e²ení u(x) budeme aproximovat funkcemi 2.19

Ie(u(x, t)) =

∫
e

Φw(∂tuiΦ1 + ∂tui+1Φ2)dx+

∫
e

Φα
ui+1 − ui

h
dx = 0 (3.16)

pokud dosadíme funkce 2.19 i za Φw postupn¥ dostaneme

Ie(u(x, t)) =
h(2tui−1 + ∂tui)

6
− α(ui − ui−1)

h
= 0 (3.17)

pro Φw = Φ1 a

Ie(u(x, t)) =
h(tui + 2∂tui+1)

6
+
α(ui+1 − ui)

h
= 0 (3.18)

pro Φw = Φ2. Se£tením t¥chto dvou rovnic a dosazením vztahu 2.30 za £asové de-
rivace (pouze ∆x nahradí ∆t), £ímº zajistíme £asový vývoj, dostaneme výsledný
vztah

ut+∆t
i−1 + 4ut+∆t

i + ut+∆t
i+1 = uti−1 + 4uti + uti+1 +

6α∆t(uti−1 − 2uti + uti+1)

h2
(3.19)

který p°edstavuje rovnici, z níº p°i znalosti hodnot u v £ase t a (okrajových)
hodnot ui−1 a ui+1 v £ase t+ ∆t dostaneme hodnotu ui v £ase t+ ∆t. P°i °e²ení
rovnice vedení tepla pomocí programu 3.3 °e²íme celou soustavu takových rovnic.
Pro ilustraci pouºití fundamentálního °e²ení jsem zvolil po£áte£ní podmínky

u(x, 0) =

{
20 x ∈ (90, 110)

0 x ∈ (0, 90) ∪ (110, 200)
(3.20)

a k ilustraci metody separace prom¥nných

u(x, 0) =

{
x x ∈ (0, 100)

0 x ∈ (100, 200)
(3.21)

Numerické °e²ení jsem se pokusil ov¥°it pomocí °e²ení analytického, a to jednak
pomocí Fourierových °ad (obr. 3.4) a jednak pomocí znalosti fundamentálního
°e²ení (obr. 3.3). V p°ípad¥ fundamentálního °e²ení na²e ve²kerá práce spo£ívá v
dosazení do rovnice 1.13. Velmi snadno (pokud jsme schopni integrál vy°e²it) tak
dostáváme °e²ení v²ude v prostoru pro daný £as. Oproti tomu pokud poºijeme
metodu separace prom¥nných, musíme nejprve odvodit Fourierovy koe�cienty

an = −200
πn cos(πn

2
)− 2 sin(πn

2
)

π2n2
(3.22)

a následn¥ se£íst nekone£nou °adu 1.12 abychom obdrºeli výsledek pouze pro
jediný bod v Ω.
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Obrázek 3.3: Porovnání numerického a analytického °e²ení rovnice 1.9 se zadanou
po£áte£ní podmínkou 3.17 a α = 1. Protoºe p°i °e²ení pomocí tepelného jádra
jsou meze integrálu nekone£né, zvolili jsme pom¥rn¥ velké okolí v n¥mº se nic
ned¥je, tak aby pro na²e pot°eby p°edstavovalo dostate£n¥ �nekone£no� .

Obrázek 3.4: Porovnání numerického a analytického °e²ení rovnice 1.9 se zadanou
po£áte£ní podmínkou 3.18 a α = 5.

18



3.3 Vlna v plazmatu

V p°ípad¥ vlny si situaci trochu zkomplikujeme tím, ºe se nebude jednat o °e²e-
ní oby£ejné vlnové rovnice, ale pokusíme se modelovat elektro-magnetickou vlnu
²í°ící se ve vodivém prost°edí, nap°. v elektronovém plazmatu. Cílem je ilustro-
vat pouºití metody FEM na soustavu PDR. P°i odvozování p°íslu²né soustavy
vyjdeme z Maxwellových rovnic:

∇ ·B = 0 (3.23)

∇×B = µ0j +
1

c2

∂E

∂t
(3.24)

∇×E = −∂B
∂t

(3.25)

kde E,B,j zna£í postupn¥ vektory intenzity elektrického pole, magnetické induk-
ce a proudové hustoty, c potom rychlost sv¥tla ve vakuu a µ0 permeabilitu vakua.
Budeme uvaºovat vlnu ²í°ící se ve sm¥ru kartézské osy x takovou, ºe

E = (0, 0, E) B = (0, B, 0) J = (0, 0, j) (3.26)

Dosazením do rovnic 3.24 a 3.25 získáme

∂B

∂x
= µ0j +

1

c2

∂E

∂t
(3.27)

∂E

∂x
=
∂B

∂t
(3.28)

Vyuºijeme druhého Newtonova zákona

men

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)
= −neE (3.29)

kde j = nev (me zna£í hmotnost elektronu, e elementární náboj a n jeho £ástico-
vou hustotu elektron·). Z toho a z p°edpoklad· 3.26 vyplývá

∂j

∂t
=
ne2E

me

(3.30)

Rovnici 3.30 výhodn¥ p°epí²eme pomocí vztahu pro plazmovou frekvenci

ω2
p =

ne2

meε0
(3.31)

Soustava rovnic 3.27, 3.28 a 3.30 obsahuje n¥kolik fyzikálních konstant. Prove-
deme renormalizaci veli£in tak, aby soustava lépe vyhovovala na²im budoucím
pot°ebám, zejména aby jediná konstanta byla úm¥rná plazmové frekvenci. Vyjde-
me z okrajové podmínky

E(x = 0, t) = E0 sin(ω0t) (3.32)

Zavedeme dal²í konstanty, p°edstavující typické ²kály

t0 =
2π

ω0

x0 = v0t0 (3.33)
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a bezrozm¥rné £árkované veli£iny de�nované jako podíl skute£né hodnoty a ty-
pické ²kály, nap°. t′ = t/t0.

Dosazením do rovnice 3.28
E0∂E

′

x0∂x′
=
B0∂B

′

t0∂t′
(3.34)

ur£íme
B0 =

E0

v0

(3.35)

a podobn¥ z rovnice 3.27

j0 =
E0ω0

µ0v2
02π

(3.36)

Zbývá vyjád°it rovnice 3.27, 3.28 a 3.30 pomocí £árkovaných veli£in

∂

∂t′

E ′B′
j′

− ∂

∂x′

B′E ′
0

 =

 −j′
0[

2πωp(x,t)

ω0

]2

E ′

 (3.37)

kde kvadrát £lenu v hranatých závorkách ozna£íme ξ. Pro jednoduchost p°esta-
neme veli£iny £árkovat a soustavu v £asové oblasti diskretizujeme pomocí Crank-
Nicholsonova schématu 2.5:

 1 −∆t
2

∂
∂x

∆t
2

−∆t
2

∂
∂x

1 0
−∆t

2
ξ 0 1

 ·
Et+∆t

Bt+∆t

jt+∆t

 =

Et + ∆t
2
∂xB

t − ∆t
2
jn

Bt + ∆t
2
∂xE

t

jt + ∆t
2
ξEt

 (3.38)

Nyní v podstat¥ stejným zp·sobem jako v p°ípad¥ Poissonovy rovnice odvodí-
me vztahy pro LSFEM. Je t°eba pouze po£ítat s tím, ºe nyní maticeMi,j závisejí
kv·li ξ(x, t) i na prvku a £ase, jemuº p°íslu²í. Budeme je zna£it M e

i,j. Hodnoty
jednotlivých veli£in potom budou mít tvar EN kde N p°edstavuje lokální index.
Z rovnic 3.7 a 3.8 obdrºíme:

M e
00 =

 1
12

(ξ0)
2
h∆t2 + ∆t2

4h
+ h

3
∆t
2

h∆t
6
− ξ0h∆t

6
∆t
2

∆t2

4h
+ h

3
∆t2

8
h∆t

6
− ξ0h∆t

6
∆t2

8
h∆t2

12
+ h

3

 (3.39)

M e
10 = (M e

01)T =

 1
24
ξ0ξ1h∆t2 − ∆t2

4h
+ h

6
0 h∆t

12
− ξ1h∆t

12

0 h
6
− ∆t2

4h
−∆t2

8
h∆t
12
− ξ0h∆t

12
∆t2

8
h∆t2

24
+ h

6

 (3.40)

M e
11 =

 1
12

(ξ1)
2
h∆t2 + t2

4h
+ h

3
− t

2
ht
6
− ξ1ht

6

− t
2

t2

4h
+ h

3
− t2

8
ht
6
− ξ1ht

6
− t2

8
ht2

12
+ h

3

 (3.41)

Vektory F e
i zapí²eme po sloºkách

F e
0 (0) = − 1

24h

{
∆t2

(
ξ0h2(2ξ0E0 + ξ1E1) + 6E0 − 6E1

)
+

+ 2h∆t((ξ0 + 1)h(2J0 + J1)− 6B1)− 4h2(2E0 + E1)
}

(3.42)
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F e
0 (1) = −∆t2(2B0 − 2B1 + h(J0 + J1))

8h
+

1

6
h(2B0 +B1) +

E1∆t

2
(3.43)

F e
0 (2) =

1

24h

{
2h∆t(2(ξ0 + 1)E0 + (ξ1 + 1)E1)+

+ ∆t2(−(3B0 − 3B1 + h(2J0 + J1))) + 4h(2J0 + J1)
}

(3.44)

F e
1 (0) =

1

24h

{
∆t2

(
ξ1h2(ξ0E0 + 2ξ1E1)− 6E0 + 6E1

)
+

+ 2h∆t((ξ1 + 1)h(J0 + 2J1) + 6B0)− 4h2(E0 + 2E1)
}

(3.45)

F e
1 (1) =

∆t2(2B0 − 2B1 + h(J0 + J1))

8h
+

1

6
h(B0 + 2B1)− E0∆t

2
(3.46)

F e
1 (2) =

1

24h

{
2h∆t((ξ0 + 1)E0 + 2(ξ1 + 1)E1)+

+ ∆t2(−(3B0 − 3B1 + h(J0 + 2J1))) + 4h(J0 + 2J1)
}

(3.47)

Pomocí programu 3.4 jsem modeloval r·zné situace. Nejprve porovnáme p°e-
nos pulzu p°i nulové disperzi (ξ = 0) pro r·zné konstanty ∆t (obr. 3.5) a srovnáme
s výstupem programu, který po£ítá vlnu bez j (to odpovídá vynechání poslední
rovnice a vynulování pravé strany v rovnici 3.38) na obr. 3.6. Ve v²ech p°ípadech
jsem po£ítal s h = 1. Vidíme, ºe s p°idáním dal²í rovnice do soustavy se zkracu-
je maximální moºný £asový krok. Na základ¥ získaných dat jsem dále pouºíval
pro £asovou diskretizaci krok ∆t = 0, 001. Dále jsem situaci modi�koval tak, ºe
ξ 6= 0, x ∈ (100, 200). Na obrázku 3.7 jsem volil ξ = 0, 1. Vidíme, ºe vlna se
prakticky celá odrazila, coº lze interpretovat tak, ºe plasmová frekvence prost°edí
byla vy²²í, neº frekvence pulzu. To je nakonec jasné uº z porovnání obrázku, de�-
ni£ního vztahu pro ξ a ω0 (3.32). Potom jsem volil ξ = 0, 01. Na obr. 3.8 vidíme,
ºe alespo¬ £ást pulzu pro²la bariérou a po opu²t¥ní prost°edí s nenulovým ξ si
zachovala amplitudu. Nakonec jsem vyslal dva pulzy nacházející se v prost°edí s
ξ = 0, 001 a ξ = 0, 0001 (obr. 3.9).
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(a) ∆t = 0, 001 (b) ∆t = 0, 01

Obrázek 3.5: Porovnání vlny v prost°edí bez disperze po£ítané podle schéma-
tu 3.38 pro r·zné hodnoty ∆t. Vlna se pohybuje doleva, vlevo je Dirichletova
okrajová podmínka E(0, t) = 0 a £erná barva vyzna£uje po£áte£ní podmínku.

Obrázek 3.6: Vlna po£ítaná zjednodu²eným schématem bez proudové hustoty s
∆t = 1, 0

Obrázek 3.7: EM pulz dopadající na barieru s ξ = 0, 01
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(a) Vývoj elektrické intenzity (b) Vývoj proudové hustoty

Obrázek 3.8: EM pulz dopadající na barieru s ξ = 0, 01

(a) ξ = 0, 001 (b) ξ = 0, 0001

Obrázek 3.9: �í°ení pulzu v prost°edí s disperzí
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Záv¥r

V pr·b¥hu °e²ení této práce se po zvládnutí teorie shrnuté v prvních dvou kapito-
lách poda°ilo odvodit schémata pro numerické °e²ení eliptické a parabolické rov-
nice, stejn¥ jako pro hyperbolickou soustavu t°í diferenciálních rovnic. Ve v²ech
t°ech p°ípadech byla k °e²ení v jednodimenzionální prostorové oblasti pouºita
metoda kone£ných prvk·. Poissonova rovnice byla formulována pomocí soustavy
dvou rovnic tak, aby na ní mohla být snadno aplikována metoda LSFEM. Po
vytvo°ení programu byla numerická °e²ení porovnána s analytickým a ukázala
se dobrá shoda i p°i pouºití pouze n¥kolika uzl·. �asov¥ závislé problémy by-
ly v £asové oblasti diskretizovány pomocí metody kone£ných diferencí. Pouºitím
Galerkinovy metody váºených reziduí na rovnici vedení tepla bylo moºné srovnat
r·zné p°ístupy k °e²ení diferenciálních rovnic pomocí kone£ných prvk·. Po£áte£ní
a okrajové podmínky jsem volil tak, aby bylo °e²ení moºné porovnat s analytic-
kým °e²ením získaným jak pomocí fundamentálního °e²ení, tak pomocí metody
separace prom¥nných. V obou p°ípadech analytická °e²ení velmi dob°e odpovída-
la tomu numerickému. Nakonec jsem odvodil z Maxwellových rovnic schéma pro
vlnu v elektronovém plazmatu a stejn¥ jako v p°ípad¥ Poissonovy rovnice jsem
k jejímu °e²ení pouºil metodu LSFEM. Ukázal jsem, jaký vliv má p°idání t°e-
tí rovnice na stabilitu °e²ení. Soustavu jsem °e²il pro fyzikáln¥ zajímavé p°ípady
elektromagnetického pulzu dopadajícího na bariéru a pulzu ²í°ícího se v plazmatu.
Práv¥ na p°íkladu pulzu si mohl £tená° uv¥domit obrovské výhody adaptivních
metod. Zatímco my jsme pouºívali stejnou délku elementu v oblasti, kde se pulz
nacházel, i tam, kde nic nebylo, je jasné, ºe mnohem rychleji a nejspí²e i k p°es-
n¥j²ímu °e²ení bychom mohli dosp¥t, pokud bychom v okolí pulzu diskretizaci
velmi zjemnili (a naopak jinde nepo£ítali zbyte£n¥ uzly, na kterých se hodnoty
nem¥ní v·bec). Práce tak slouºí k nastín¥ní silné stránky adaptivních metod a
k pobídnutí £tená°e k jejich dal²ímu studiu. �e²ené jednoduché p°íklady slouºily
k ilustraci pouºití metody FEM pro °e²ení r·zných typ· PDR. Kone£ným cílem
je ov²em aplikace FEM na soustavy nelineárních rovnic (zejména MHD rovnic) a
°e²ení otev°ených otázek sou£asné astrofyziky pomocí pokro£ilej²ích numerických
simulací.
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ODR Oby£ejná diferenciální rovnice
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P°ílohy

Zdrojový kód 3.1: Thomas·v algoritmus
#include <armadi l lo>
using namespace arma ;

typedef cube : : f i xed<s , s ,N> diag_vedl ; // s : n . o f eq . in sys .
typedef cube : : f i xed<s , s ,N+1> diag_hl ;
typedef cube : : f i xed<s , 1 ,N+1> t r i v e k t o r ;

t r i v e k t o r thomas ( diag_vedl a , diag_hl b , diag_vedl c , t r i v e k t o r d)
{
t r i v e k t o r d i ;
t r i v e k t o r u i ;
diag_vedl c i ;

c i . s l i c e (0)=− inv (b . s l i c e ( 0 ) )∗ c . s l i c e ( 0 ) ;
for ( int i =1; i<N; i++)
c i . s l i c e ( i )=−inv (b . s l i c e ( i )+a . s l i c e ( i −1)∗ c i . s l i c e ( i −1))∗ c . s l i c e ( i ) ;
d i . s l i c e (0)= inv (b . s l i c e ( 0 ) )∗d . s l i c e ( 0 ) ;

for ( int i =1; i <(N+1); i++)
di . s l i c e ( i )=inv (b . s l i c e ( i )+a . s l i c e ( i −1)∗ c i . s l i c e ( i −1))∗(d . s l i c e ( i )−
a . s l i c e ( i −1)∗di . s l i c e ( i −1)) ;

u i . s l i c e (N)=di . s l i c e (N) ;
for ( int i =(N−1); i >(−1); i−−)

u i . s l i c e ( i )=di . s l i c e ( i )+ c i . s l i c e ( i )∗ ui . s l i c e ( i +1);

return ( u i ) ;
}

Zdrojový kód 3.2: Poissonova rovnice
#include <iostream>
#include <fstream>
#include <armadi l lo>
#include <cmath>
#define h 2 .5 // element s i z e
#define N 2
#define pi 3 .141592
using namespace std ;
using namespace arma ;
typedef cube : : f i xed <2, 2 , N> diag_vedl ;
typedef cube : : f i xed <2, 2 , N+1> diag_hl ;
typedef cube : : f i xed <2, 1 , N+1> t r i v e k t o r ;

int main ( /∗ i n t argc , char ∗∗ argv ∗/ )
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{
diag_vedl a0 ;
t r i v e k t o r d0 ; d0 . f i l l ( 0 ) ;
diag_vedl c0 ;
diag_hl b0 ;
t r i v e k t o r u ;
o f s tream out ; // s e t t i n g output
out . open ( "out2 . dat" ) ;
u . f i l l ( 0 ) ; // s t a t e v e c t o r u
for ( int i =0; i<N+1; i++) out<<u (0 ,0 , i )<<" " ;
out<<' \n ' ;

vec F0 ( 2 ) ;
vec F1 ( 2 ) ;
for ( int i =0; i <(N+1); i++) // s t i f f n e s s matrix

{
b0 (0 , 0 , i )=2/h ;
b0 (0 , 1 , i )=0;

b0 (1 , 0 , i )=0;
b0 (1 , 1 , i )=2/h+2∗h/3 ;

}
for ( int i =0; i<N; i++)

{
c0 (0 , 0 , i )=−1/h ;
c0 (0 , 1 , i )=0 .5 ;

c0 (1 , 0 , i )=−0.5;
c0 (1 , 1 , i )=−1/h+h/6 ;
}

for ( int i =0; i<N; i++) a0 . s l i c e ( i )=c0 . s l i c e ( i ) . t ( ) ;
//B.C

c0 (0 ,0 ,0 )=0 ; c0 (0 ,1 ,0 )=0; //D.B.C.
b0 (0 ,0 ,0 )=1;
b0 (0 ,1 ,0 )=0;
b0 (1 , 0 , 0 )=0 .5 ;
b0 (1 ,1 ,0)=1/h+h/3 ;
b0 (1 , 0 ,N)=−0.5;
b0 (1 , 1 ,N)=1/h+h/3 ;
b0 (0 , 0 ,N)=1;
b0 (0 , 1 ,N)=0;
a0 (0 , 0 ,N−1)=0;a0 (0 , 1 ,N−1)=0;

for ( int i =0; i<N; i++)
{
F0(0)=0;
F0(1)=−1;
F1(0)=0;
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F1(1)=+1;
d0 . s l i c e ( i )=d0 . s l i c e ( i )+F0 ;
d0 . s l i c e ( i+1)=d0 . s l i c e ( i+1)+F1 ;

}
d0 (0 ,0 ,0)=−3; d0 (0 , 0 ,N)=1;

u=thomas ( a0 , b0 , c0 , d0 ) ; // s o l v e

// output
std : : cout<<b0(1 ,0 ,0)<<"<I n i t i a l >"<<' /n '<<a0<<b0<<c0 ;
for ( int i =0; i<N+1; i++) out<<u (0 ,0 , i )<<" " ;

out<<' \n ' ;
out . c l o s e ( ) ;

return 0 ;
}

Zdrojový kód 3.3: Rovnice vedení tepla
#include <iostream>
#include <fstream>
#include <armadi l lo>
#include <cmath>
#define h 1 .0 // element s i z e
#define N 200 //number o f nodes excep t f o r boundar ies
#define dt 0 .02 // time s t ep
#define pi 3 .141592
#define t_max 100 //max time
#define alpha 1 .0 // condu c t i v i t y
#define uN0 0 .0 //BC 0
#define uNN 0.0 //BC N
using namespace std ;
using namespace arma ;
typedef cube : : f i xed <3, 3 , N> diag_vedl ;
typedef cube : : f i xed <3, 3 , N+1> diag_hl ;
typedef cube : : f i xed <3, 1 , N+1> t r i v e k t o r ;

int main ( /∗ i n t argc , char ∗∗ argv ∗/ )
{
ofstream myf i l e ;
my f i l e . open ( "RVT_g. dat" ) ;

// I n i t i a l i s a t i o n
const double c1=6∗alpha∗dt /(h∗h ) ;
vec u0 (N) ; for ( int i =0; i <(90) ; i++) u0 ( i )=0; // s t a r t s t a t e v e c t o r
for ( int i =(90) ; i <110; i++) u0 ( i )=20;
for ( int i =(110) ; i<N; i++) u0 ( i )=0;
vec u=u0 ; // s t a t e v e c t o r i n i c i a l i z a t i o n
mat T(N,N, f i l l : : z e r o s ) ; // S t i f n e s s matrix
T. diag ( ) . f i l l ( 4 ) ;
T. diag ( 1 ) . f i l l ( 1 ) ;
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T. diag (−1)=T. diag ( 1 ) ;
T(0 ,0)=1; T(0 ,1)=0; T(N−1,N−2)=0; T(N−1,N−1)=1;
vec Z(N, f i l l : : z e r o s ) ; //Load vec t o r

std : : cout<<" s t a r t  i t e r a t i o n "<<' \n ' ;
double t ; // time
int j =0;
for ( t=0; t<(t_max+1); t=t+dt )
{
for ( int i =0; i <(N) ; i++) // load vec t o r cons t ruc t i on
{

i f ( i == 0) Z( i )=uN0+4∗u( i )+u( i+1)+c1 ∗(uN0−2∗u( i )+u( i +1)) ;
else i f ( i == N−1)

{
Z( i )=u( i−1)+4∗u( i )+uNN+c1 ∗(u( i−1)−2∗u( i )+uNN) ;

}
else

{
Z( i )=u( i−1)+4∗u( i )+u( i+1)+c1 ∗(u( i−1)−2∗u( i )+u( i +1)) ;
}

}
s o l v e (u , T, Z ) ; // f i nd new u
i f ( ( j%500)==0) // output
{
for ( int i =0; i<N; i++) myf i l e<<u( i )<<" " ;
myf i l e<<' \n ' ;
s td : : cout<<"time "<<t<<' \n ' ;

}
j++;
}

myf i l e . c l o s e ( ) ;
return 0 ;
}

Zdrojový kód 3.4: Vlna v plazmatu
#include <iostream>
#include <fstream>
#include <armadi l lo>
#include <cmath>
#define h 1 .0 // element s i z e
#define N 300 //number o f e lements
#define dt 0 .0005 // time s t ep
#define pi 3 .141592
#define t_max 200 //max time
using namespace std ;
using namespace arma ;
typedef cube : : f i xed <3, 3 , N> diag_vedl ;
typedef cube : : f i xed <3, 3 , N+1> diag_hl ;
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typedef cube : : f i xed <3, 1 , N+1> t r i v e k t o r ;

int main ( /∗ i n t argc , char ∗∗ argv ∗/ )
diag_vedl a0 ;
t r i v e k t o r d0 ;
diag_vedl c0 ;
diag_hl b0 ;
t r i v e k t o r u ;
o f s tream txt ; txt . open ( "wave_plasma . dat" ) ; // s e t t i n g output

// i n i t i a l i s a t i o n o f s t a t e v e c t o r
// u [ (E=0,B=1, j =2) ,(0) ,( po s i t i on> i or i +1)]

u . f i l l ( 0 ) ;
vec alpha (N+1);
// i n i t i a l i s a t i o n o f cons tant
alpha . f i l l ( 0 . 0 0 5 ) ;
// s t i f f n e s s matrix
for ( int i =1; i <(N) ; i++) // d iagona l matr ices
{
b0 (0 , 0 , i )=dt∗dt /(2∗h)+2∗h/3+alpha ( i )∗ alpha ( i )∗ dt∗dt∗h/12+

alpha ( i +1)∗alpha ( i +1)∗dt∗dt∗h/12 ;
b0 (0 , 1 , i )=0;
b0 (0 , 2 , i )=(1.0− alpha ( i )/2−alpha ( i +1)/2)∗h∗dt /3 ;
b0 (1 , 0 , i )=0;
b0 (1 , 1 , i )=dt∗dt /(2∗h)+2∗h/3 ;
b0 (1 , 2 , i )=0;
b0 (2 , 0 , i )=b0 (0 ,2 , i ) ;
b0 (2 , 1 , i )=0;
b0 (2 , 2 , i )=2∗h/3+h∗dt∗dt /6 ;

}
for ( int i =0; i<N; i++) // suprad iagona l matr ices
{
c0 (0 , 0 , i )=h/6−dt∗dt /(4∗h)+(1.0/24)∗ alpha ( i )∗ alpha ( i +1)∗h∗dt∗dt ;
c0 (0 , 1 , i )=0;
c0 (0 , 2 , i )=dt∗h∗(1.0− alpha ( i +1))/12 .0 ;
c0 (1 , 0 , i )=0;
c0 (1 , 1 , i )=−dt∗dt /(4∗h)+h/6 ;
c0 (1 , 2 , i )=−dt∗dt /8 ;
c0 (2 , 0 , i )=dt∗h∗(1.0− alpha ( i ) ) / 1 2 . 0 ;
c0 (2 , 1 , i )=dt∗dt /8 ;
c0 (2 , 2 , i )=h∗(1.0+ dt∗dt /4 )/6 ;
}
for ( int i =0; i<N; i++) a0 . s l i c e ( i )=c0 . s l i c e ( i ) . t ( ) ; // subd iag

//Boundary cond i t i on s in s t i f n e s s matrix ( c u r r en t l y d i r i c h l e t )
c0 (0 ,0 ,0 )=0 ; c0 (0 ,1 ,0 )=0; c0 (0 ,2 ,0 )=0;
b0 (0 , 0 , 0 )=1 .0 ;
b0 (0 ,1 ,0 )=0;
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b0 (0 ,2 ,0 )=0;
b0 (1 ,0 ,0)= dt /2 ;
b0 (1 ,1 ,0)= dt∗dt /(4∗h)+h/3 ;
b0 (1 ,2 ,0)= dt∗dt /8 ;
b0 (2 ,0 ,0)= dt∗h/6−alpha (0)∗h∗dt /6 ;
b0 (2 ,1 ,0)=b0 ( 1 , 2 , 0 ) ;
b0 (2 ,2 ,0)=h∗(1+dt∗dt /4 )/3 ;
b0 (0 , 0 ,N)=1;
b0 (0 , 1 ,N)=−dt /2 ;
b0 (0 , 1 ,N)=0;
b0 (0 , 2 ,N)=dt∗h∗(1.0− alpha (N) ) / 6 ;
b0 (0 , 2 ,N)=0;
a0 ( 0 , 0 , (N−1))=0; a0 (0 , 1 , (N−1))=0; a0 (0 , 2 , (N−1))=0;
b0 (1 , 0 ,N)=b0 (0 ,1 ,N) ;
b0 (1 , 1 ,N)=dt∗dt /(4∗h)+h/3 ;
b0 (1 , 2 ,N)=−dt∗dt /8 ;
b0 (2 , 0 ,N)=b0 (0 ,2 ,N) ;
b0 (2 , 1 ,N)=b0 (1 ,2 ,N) ;
b0 (2 , 2 ,N)=h∗(1.0+ dt∗dt /4 )/3 ;

std : : cout<<" s t a r t  i t e r a t i o n "<<' \n ' ;
double t ; // time
int j =0;
vec F0 ( 3 ) ;
vec F1 ( 3 ) ;
for ( t=0; t<t_max ; t=t+dt )
{

i f ( j % 10000 == 0) // output
{

for ( int i =0; i<N+1; i++) txt<<u (0 ,0 , i )<<" " ;
txt<<' \n ' ;

}
d0 . f i l l ( 0 ) ;
for ( int i =0; i<N; i++) // load vec t o r
{
F0(0)=−(−4∗(2∗u (0 , 0 , i )+u (0 , 0 , i +1))∗h∗h+2∗h∗(−6∗u (1 , 0 , i +1) +

(1+alpha ( i ) )∗h∗(2∗u (2 , 0 , i )+u (2 , 0 , i +1)))∗ dt+(6∗u (0 , 0 , i )−
6∗u (0 , 0 , i +1) + alpha ( i )∗ (2∗ alpha ( i )∗u (0 , 0 , i ) +
alpha ( i +1)∗u (0 , 0 , i +1))∗h∗h)∗ dt∗dt )/(24∗h ) ;

F0 (1)=(1 .0/6)∗ (2∗u (1 , 0 , i ) + u (1 ,0 , i +1))∗h+(u (0 , 0 , i +1)∗dt)/2−
( (2∗u (1 , 0 , i ) − 2∗u (1 , 0 , i +1) + h∗(u (2 , 0 , i ) +
u (2 , 0 , i +1)))∗ dt∗dt )/(8∗h ) ;

F0 (2)=(1 .0/24)∗ (4∗h∗(2∗u (2 , 0 , i )+u (2 , 0 , i +1))+2∗h∗dt ∗(2∗(1+
alpha ( i ) )∗u (0 , 0 , i )+(1+alpha ( i +1))∗u (0 , 0 , i +1))−(3∗
u (1 , 0 , i )−3∗u (1 , 0 , i+1)+h∗(2∗u (2 , 0 , i )+u (2 , 0 , i +1)))∗ dt∗dt ) ;

F1(0)=−((−4∗(u (0 , 0 , i )+2∗u (0 , 0 , i +1))∗h∗h+2∗h∗(6∗u (1 , 0 , i )+
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(1+alpha ( i +1))∗h∗(u (2 , 0 , i )+2∗u (2 , 0 , i +1)))∗ dt+
(−6∗u (0 , 0 , i )+6∗u (0 , 0 , i+1)+alpha ( i +1)∗( alpha ( i )∗u (0 , 0 , i )
+ 2∗ alpha ( i +1)∗u (0 , 0 , i +1))∗h∗h)∗ dt∗dt )/(24∗h ) ) ;

F1 (1)=(1 .0/6)∗ ( u (1 , 0 , i ) + 2∗u (1 , 0 , i +1))∗h−(u (0 , 0 , i )∗ dt )/2+
((2∗u (1 , 0 , i )−2∗u (1 , 0 , i +1) + h∗(u (2 , 0 , i )+
u (2 , 0 , i +1)))∗ dt∗dt )/(8∗h ) ;

F1 (2)=(1 .0/24)∗ (4∗h∗(u (2 , 0 , i ) + 2∗u (2 , 0 , i +1))+
2∗ ( (1 + alpha ( i ) )∗u (0 , 0 , i ) +
2∗(1 + alpha ( i +1))∗u (0 , 0 , i +1))∗h∗dt−(3∗u (1 , 0 , i )−
3∗u (1 , 0 , i +1) + h∗(u (2 , 0 , i ) + 2∗u (2 , 0 , i +1)))∗ dt∗dt ) ;

d0 . s l i c e ( i )=d0 . s l i c e ( i )+F0 ;
d0 . s l i c e ( i+1)=d0 . s l i c e ( i+1)+F1 ;

}
i f ( t <22) d0 (0 ,0 ,0)= s i n ( t /7)∗ s i n ( t / 7 ) ;
else d0 (0 ,0 ,0 )=0; d0 (0 , 0 ,N)=0; //B.C

u=thomas ( a0 , b0 , c0 , d0 ) ; //" s o l v e " us ing thomas ()

j++;
}

txt . c l o s e ( ) ;
return 0 ;
}
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