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Uvod

Frakcionalni Lévyho proces v této praci predvedeme jako zobecnéni Wiene-
rova procesu zavedenim zavislosti prirtustkl a pfidanim moznosti skoki. Autorem
Lévyho procesu je francouzsky matematik Paul Lévy, jehoz hlavni tvorba v této
oblasti spada do prvni poloviny dvacatého stoleti. Frakcionalni Lévyho proces je
vSak pojem z vyrazné novéjsi, vyskytuje se az v poslednich desetiletich.

Hlavni vyuziti tohoto procesu najdeme ve fyzice (napiiklad pfi modelovani
zemétieseni) a ve financich. V druhé zminéné oblasti je zaviddén zejména jako
alternativa Black-Scholesova modelu, u kterého selhavaji predpoklady nezavislosti
a normality prirtistku. Ukazuje se v praxi, ze rozdéleni prirtistkt cen opci ma
Casto tézsi chvosty nez normalni rozdéleni. O vyuziti Lévyho procesu ve financich
muzeme precist napiiklad v [1].

V prvni ¢asti této prace uvadime vybrané kapitoly z teorie pravdépodobnosti,
které jsou potiebné ke zkoumani vlastnosti procest vedoucich k frakcionalnimu
Lévyho procesu. Néktera tvrzeni zde uvedend jsou pripravend pro zkoumani to-
hoto procesu nad ramec této prace. Napiiklad podminéna stiedni hodnota o-
algebrou je zavedena mimo jiné pro zkouméani charakteristik procesu v ¢ase t 4+ h
podminénych filtraci procesu do ¢asu t. Déale rozebereme konvoluci mér a charak-
teristickou funkci, které budeme pouzivat pro teorii nekonecné délitelnych roz-
déleni. Ty davaji zaklad pro pochopeni Lévyho procesu, ktery v libovolném case
je nekonecné délitelnym.

Ve druhé kapitole se podivame na ndhodné procesy obecné. Zavedeme dilezité
pojmy a uvedeme nékteré vlastnosti téchto pojmu. Dulezitym pojmem této kapi-
toly je filtrace procesu, kterou chapeme jako posloupnost o-algeber indexovanych
stejnou mnozinou casi jako samotny proces. Ukazeme také priklad markovského
¢asu, ktery pozdéji pouzijeme jako cas skoku Poissonova procesu.

Ctvrta kapitola je vénovana procestim s nezavislymi a stacionarnimi piirfistky.
Tyto dvé vlastnosti ukazeme jako postacujici pro nekone¢nou délitelnost rozdéleni
nahodné veli¢iny procesu v konkrétnim case. Konkrétné se budeme vénovat Wie-
nerovu procesu, (slozenému) Poissonovu procesu a koneéné Lévyho procesu. U
posledniho jmenovaného uvedeme jeho rozklad odvozeny od rozkladu nekonecné
délitelného rozdéleni.

V posledni kapitole zavedeme frakcionalni Wienertiv proces jako zobecnéni
Wienerova procesu pridanim zavislosti prirtistki na minulosti. Na zaver vytvotrime
frakcionalni Lévyho proces zavedenim moznosti zavislosti priristkd spojité ¢asti
Lévyho procesu.



Kapitola 1

Kapitoly z teorie
pravdépodobnosti

Nez zacneme se samotnym zkoumanim nahodnych procest, je nutné uvést
nékteré definice a tvrzeni z teorie pravdépodobnosti. Tato kapitola sama o sobé
neni souvislym vykladem teorie a predpoklada jiz n€jaké znalosti. Vybrany jsou
pouze ty pojmy, které budou potfebné k nasemu zkouméani nahodnych procest.

Budeme-li zde uvazovat ndhodnou veli¢inu X definovanou na prostoru (€2, A, P)
s hodnotami v (X, B), bude tim myslena funkce

X:(QAP) — (X,B),

kde €2 je pravdépodobnostni prostor se o-algebrou A a pravdépodobnostni mirou
P, B znaci borelovskou o-algebru podmnozin mnoziny X'.

1.1 Podminéna stfedni hodnota

Nejprve uvedeme pojem podminéné stfedni hodnoty, ktery je dtlezity zejména
pro kapitolu Martingaly a dynamické systémy. Uvedeme pouze ty vlastnosti, které
budou pro zminénou kapitolu nezbytné, nebo ndm pomohou k lepsimu pochopeni
tohoto pojmu. Veskera tvrzeni zde uvedend ponechdme bez dikazii. Pouze se
odkazeme na literaturu, kde jsou tyto dikazy uvedeny.

Definice 1.1. Necht X a Y jsou ndhodné veliciny s konecnou stredni hodnotou
definované na prostoru (2, A, P), (Q,C, P) respektive, kde C C A. Pokud pro

kazde C' € C plati
/ YdP = / XdP,
c c

potom Y je podminéna stiedni hodnota X (vzhledem k C). Tento fakt budeme
znacit Y = E[X | C].

Z této definice je zifejmé, ze podminéna stiedni hodnota nemusi byt urcena
jednoznacné, nebot na mnozinidch nulové miry neni na podminénou stfedni hod-
notu zadny pozadavek.

Nékdy je dobré chapat podminénou stiedni hodnotu jako ortogonalni pro-
jekei Lo (€2, A, P) na mnozinu ndhodnych veli¢in Ly (€2, C, P). Uvedeme zde proto
ekvivalentni definici, ktera plati pouze pro ndhodné veli¢iny s koneénym druhym
momentem.



Véta 1.1. Necht X a Y maji oproti definici 1.1 navic konecny druhy moment,
potom Y = E[X | C| tehdy a jen tehdy, kdyz

Y =argmin {E[(X — 2)*], Z € Ly(,C, P)},

kde 1Lo(2,C, P) znaci mnozinu vSech nahodnijch veli¢in s konecngm druhgym mo-
mentem na uvedeném pravdépodobnostnim prostoru.

Diikaz. Napfiklad v [2] na strané 47, Véta 7.15 iii.
U

Véta 1.2. Necht XY € Li(Q, A, P) jsou ndhodné veliciny, D C C C A jsou
o-algebry a a,b,c € R jsou konstanty. Potom plati

i) E[aX +bY +¢|Cl = aB[X | C] +BE[Y | C] + ¢ s..,
ii) Kdyz X <Y s.j., potom E[X | €] <E[Y | ] s.j.,
iii) E[E[X | C]] = E[X].

i) Kdyz o(X) C C, potom E[X | C] = X s.4.,

o) EE[X |C]| D] =E[E[X | D] |C]=E[X | D].

vi) Pokud o(X) a C jsou nezdvislé o-algebry, potom E[X | C] = E[X] s.j.

Diikaz. Napfiklad v [2] na strané 41, Véta 7.5.

1.2 Charakteristicka funkce

Nyni zavedeme dulezity pojem charakteristické funkce. Ten bude dilezity pro
nekonec¢né délitelna rozdéleni. Pozdéji, az objasnime souvislost nekonecné délitel-
nych rozdéleni a Lévyho procesu, bude tento pojem napomocny k snadnéjsimu
pochopeni rozkladu Lévyho procesu.

Definice 1.2. Funkci p : R — C definovanou predpisem

o(t) = Elexp {itX}],

kde X je ndhodnd veli¢ina, budeme nazyvat charakteristicka funkce ndhodné ve-
liciny X.

Charakteristicka funkce jednozna¢né urcuje rozdéleni nahodné veli¢iny (viz [2]
strana 84, Véta 15.9) a je konec¢na pro libovolnou ndhodnou veli¢inu X. Stadi si

uvédomit
|E [exp {itX}]| < E[lexp {itX}[] =1

Nyni si uvedeme nékteré priklady charakteristickych funkci. Nebudeme rozepiso-
vat cely postup vypoctu, pouze naznac¢ime nékteré jeho kroky.



Priklad 1.1 (Charakteristick4 funkce normalniho rozdéleni). Necht X ~ N(u,0?).

Pomoci substituci
T —p
o

=y a y—ito =z

miizeme spocitat

1 (z — p)? : t20?
_ itx _
o(t) = /_OO e — exp {——02 dx = exp { ity — 5 (-

Priklad 1.2 (Charakteristickd funkce Poissonova rozdéleni). Necht X ~ Poi(\).
Ze znalosti Taylorovy fady exponencialni funkce spocitame

- i Ny Y - (e"A)" it
o(t) = Ze e =e Z T = eXp {A"=1)}.
k=0 ’ k=0 '

Véta 1.3. Necht X, Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny s charakteristickymi funk-
cemi px a @y. Potom ndhodna velicina X + Y md charakteristickou funkci

PX+y = Px Py

Diikaz. Diky nezavislosti X a Y plati E[f(X)-g(Y)] = E[f(X)] - E[¢(Y)], pro
funkce f, g takové, Ze vyrazy na obou stranach maji smysl. Mtzeme tedy psat

ox+v = Efexp {it(X +Y)}] = Efexp {itX}] - Elexp {itY}] = ox - ¢v-

¢imz je tvrzeni dokazano.
O
Z predchozi véty je zfejmé, ze vznikne-li ndhodné veli¢ina souc¢tem nezavis-
Iych, stejné rozdélenych nahodnych veli¢in, tedy X = >, Y;, tak charakte-
risticka funkce nahodné veli¢ciny X je m-tou mocninou charakteristické funkce
nahodné velic¢iny Y7, tedy px = ¢}. Tuto vlastnost budeme chtit pozdéji pouzit
také obracené. Je-li n-t4 odmocnina charakteristické funkce nahodné veliciny X
opét charakteristickd funkce, mizeme X psat jako soucet n nezavislych, stejné
rozdélenych nahodnych funkci.

1.3 Konvoluce mér

Dalsi diilezity pojem pro nekonecné délitelna rozdéleni je konvoluce pravdépo-
dobnostnich mér. Takto by mohla byt definovana konvoluce mér obecnéji, avsak
v této praci témér nebudeme pracovat s jinymi mirami nez pravdépodobnostnimi,
proto zde uvedeme pouze definici pro pravdépodobnostni miry.

Definice 1.3. Necht j1 a po jsou pravdépodobnostni miry na stejném prostoru
(R, B). Pro kazdé B € B definujeme konvoluci pravdépodobnostnich meér predpi-
sem

(i % ) (B) = / (B — 2)pa(d).

Zjednodusené znaceni symbolizuje (B — x) = {y — x,y € B}.

Véta 1.4. Konvoluce dvou pravdépodobnostnich meér je pravdépodobnostni mira.



Diikaz. Nejprve ukdzeme nezapornost miry. Ta plyne z nezapornosti p; a z faktu,
ze |19 je pravdépodobnostni mira. Integral kladné funkce podle pravdépodobnostni
miry je vzdy kladny.

Nyni chceme ukazat, ze (u * o) (R) = 1. Stadi si uvédomit, ze R —z = R pro
kazdé = € R. Plati tedy

(2 % p2) (R) = / (R — )pua(de) = / i1 (R)paa(d) = / Lpa(der) = 1.

Jako posledni prozkouméame chovani konvoluce na spoc¢etném sjednoceni disjunkt-
nich mnozin. Mizeme tedy psat

(11 * M2)(H]Bi) = /Rﬂl (iLngi - 91?) pa(dr) = /R/M

= /RZ [ (B; — )] po(de) = Z/R/“(Bi — @)pz(dz)
= (i # pa)(By),

1€EN

U - x)] pald)

i€N

¢imz je dokazana platnost tvrzeni. Posledni ¢ast tohoto dikazu byla prevzata z
[3] (strana 20, Proposition 1.2.1).
O

Definice 1.4. Necht p je pravdépodobnostni mira na prostoru (R,B). Pro tuto
miru definujeme pro n € N celociselnou konvoluéni mocninu p*" rekurentnim
predpisem

=

:U’*n — ,u*(nfl) % I, n>2.
Véta 1.5. Konvolucni mocnina pravdépodobnostni miry je pravdépodobnostni
mira.

Diikaz. Dtikaz je zitejmy a vyplyva z véty 1.4. Pro n = 1 tvrzeni jisté plati, pro
n > 2 lze pouzit matematickou indukci.
O

Symbol p budeme chéapat jako pravdépodobnostni miru, pro kterou plati
(/™)™ = p. Je zfejmé, Ze takova mira nemusi existovat pro viechny kombinace
p a n. Prikladem takové dvojice je u =Alt(p), p € (0,1) an = 2. Z véty 1.6 bude
vidét, ze p*'/? v tomto piipadé nemtiize existovat.

Nyni uvedeme souvislost mezi souc¢tem nadhodnych veli¢in a konvoluci prav-
dépodobnostnich mér.

*1/n

Véta 1.6. Necht X a'Y jsou mezdvislé nahodné veliciny s pravdépodobnostnimi
mirams x a py. Potom pravdépodobnostni mira px .y ndhodné veliciny X +Y
je konvoluce px a py, tedy pxiy = pix * py .



Dikaz. Diky nezavislosti X a Y mizeme miru souc¢tu X + Y rozepsat na soucin
mér.

px+y(A) = PIX +Y € Al = / / Lz +y € Alpux(dz)py (dy)

/ [ e € A= sty = [ = sy ()
Hx * by (A)

1.4 Nekonecéné délitelna rozdéleni

Definice 1.5. Nahodna velicina X je nekonecné délitelné, pokud pro kaZdé n € N
existuji nezavislé stejne rozdelene veliciny Yl(n), e ,Yén), pro které plati

i Y'i(”) =X
=1

Véta 1.7. Necht X je ndhodnd velicina s pravdépodobnostni mirou u a charak-
teristickou funkci ¢. Potom ndsledujici turzeni jsou ekvivalentns.

i) X je nekonecné délitelnd n.v.

*1/n

i) p je pravdepodobnostni mira pro kazdé n € N.

iii) '™ je charakteristickd funkce pro kazdé n € N,

Diikaz. Naptiklad v [3] na strané 23, Proposition 1.2.6.
O
Nyni si predvedeme souvislost bodt i) a ii) z pfedchozi véty na normélnim
rozdéleni, které je nekonecné délitelné.

Priklad 1.3 (Normalni rozdéleni). Ze znalosti vlastnosti sou¢tu normalné rozdéle-
nych ndhodnych veli¢in vime, %e pokud mame nadhodnou veli¢cinu X ~ N (u,0?),
tak pro kazdé n € N existuje rodina nezavislych ndhodnych veli¢in Yl(”), R N
N(& "72) jejichz soudet ma rozdéleni rovné rozdéleni X. Charakteristicka funkce

) (n)

gogf ) nahodné veliciny Y,

1/n
tické funkce ¢y, tedy gogf) = go%n = [exp {ztu Sl QH = exp {ztu %}
Vidime, ze charakteristicka funkce je v souladu s dfive zminénym rozdélenim.

miizeme dopocitat jako n-tou odmocninu charakteris-

Dalsim prikladem nekonec¢né délitelného rozdéleni je slozené Poissonovo roz-
déleni.
Piiklad 1.4 (Slozené Poissonovo rozdéleni). Oznatme X = 31| Z slozené Po-
issonovo rozdéleni, kde N ~ Poi(\) a Zj jsou nezavislé stejné rozdélené veli¢iny
s charakteristickou funkei ¢. Z tvrzeni 1.2.11 v [3] je vidét, Ze charakteristickd

funkce ndhodné veli¢iny X je ve tvaru px = exp {\(pz — 1)} Z tohoto vyplyva,
(n)
ze goﬁ(/" =exp{\/n(pz — 1)}, neboli ze X = Y(n)+ +Y" kde Y, ) = Zf\i’j Z;

a M ,§"> ~ Poi(A/n). Slozené Poissonovo rozdéleni je tedy nekonecne délitelné.

7



Jelikoz Poissonovo rozdéleni mtizeme chapat jako slozené Poissonovo rozdéleni
s jednotkovymi sé¢itanci, neboli X = fo:l Zy, kde N ~ Poi(\) a Z;, = 1 s8.j. pro
vSechna k € N, staci se zabyvat pouze slozenym Poissonovym rozdélenim.

Z predchozich dvou prikladl a véty 1.3 mtizeme jednoduse odvodit, ze pokud
mame X ~ N(u,0?) aY ~ Poi(\,vz) (vz znadl rozdéleni séitancti sloZeného
Poissonova rozdéleni), tak charakteristicka funkce sou¢tu téchto veliéin je ve tvaru

1
pxty(t) = exp {itu — 570" + Moz - 1)} :

Pro nase dalsi potfeby je vSak vhodnéjsi jiny tvar, ktery zde uvedeme. V ptivod-
nim vztahu nahradime charakteristickou funkci sc¢itancii slozeného Poissonova
rozdéleni podle jeji definice.

1 o ;
oxiy(t) = exp {itu — §t202 +/ Ae™ — 1)duz(y)} .

Definice 1.6. Necht i je borelovskd mira na R\ {0} splriugici

/ min {y?, 1} v(dy) < co.
R\{0}

Tuto miru nazveme Lévyho mira.

Pravdépodobnostni mira je zfejmé také Lévyho mira. Staci si uvédomit ne-
rovnosti
/ min {y* 1} v(dy) < / lv(dy) =1 < 0.
R\{0} R\{0}
Tento fakt nam umoznuje nahlédnout do nasledujiciho rozkladu a najit souvislost
s charakteristickou funkei slozeného Poissonova rozdéleni

Véta 1.8 (Lévy-Khintchintv rozklad). Ndhodnd veli¢ina X je nekonecné déli-
telnd tehdy a jen tehdy, kdyZ existuji p,o € R a Lévyho mira v takové, Ze

1 .
ox(t) =exp {itu - §t202 + / (e — 1 —ityl(|y| < 1)}V(dy)} .
R\{0}

Diikaz. Naptiklad v [3] strana 28, Proposition 1.2.14.
0
7 predchozi véty vidime, ze libovolné nekonecné délitelné rozdeéleni je jedno-
zna¢né charakterizovéno trojici (i, o2, v).



Kapitola 2

Nahodné procesy

2.1 Definice a zakladni vlastnosti

Nejprve uvedeme definici ndhodného procesu a nékteré vlastnosti potiebné
pro nase dalsi zkoumani.

Definice 2.1. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a necht T C R je
neprazdnda mnozina. Potom soubor ndhodnych velicin

X = (Xt,t < T), Xt . (Q,A) — (X,B)
se nazyvd nahodny proces.

Pokud X = R%, budeme mluvit o d-rozmérném reidlném procesu. V piipads,
ze T je nejvySe spocetna, mluvime o procesu s diskrétnim casem. V pfipadé, Ze
T = [0,A], nebo T je nezédporna polopiimka, mluvime o procesu se spojitym ca-
sem. V této kapitole uvedeme vlastnosti nahodnych procestt obecné. Od dalsich
kapitol se budeme zabyvat zejména jednorozmérnym realnym procesem se spoji-
tym casem. Pokud bude pouzit jiny typ nahodnych procesii, bude na tento fakt
na daném misté upozornéno.

Abychom zpiehlednili text, nebudeme stale psat X = (X, ¢ € T'), ale omezime
se pouze na znaceni X. Pokud nebude z kontextu jasné, o jakou mnozinu c¢asti se
jedna, uvedeme kompletni zapis procesu.

Definice 2.2. Necht X je ndhodny proces se spojitym casem, pro ktery plati
lim X, £ X,. (2.1)

s—t

Potom tekneme, Ze proces X je (stochasticky) spojity v bodé t. Pokud plati pouze
jednostrannd limita, Tikame, Ze proces je zpojity zprava, popr. zleva v bodé t.
Pokud je proces spojity ve vSech casech t € T, nazveme proces (stochasticky)
spojitym (zprava, zleva).

Vyraz (2.1) chapeme v tomto kontextu jako limitu v pravdépodobnosti.
Definice 2.3. Necht X je ndhodny proces. Potom pro kaZdé w € ) existuje

funkce
t— Xt(LL)), teT

kterou nazveme trajektorii procesu X. U procesu s konverni mnozinou casu T
budeme Tikat, Ze proces md spojité (zprava, zleva) trajektorie, pokud skoro vSechny
trajektorie jsou spojité (zprava, zleva).



Snadno se d& oveérit, ze ma-li proces spojité trajektorie, je spojity.
Definice 2.4. Necht X a 'Y jsou ndhodné procesy, pro které plati
P(X, =Y, =1, VteT.
Potom tekneme, Ze proces Y je modifikace procesu X.

Definice 2.5. Necht X a 'Y jsou ndhodné procesy, pro které plati
P(X, =Y, VteT)=1.
Potom r1ekneme, Ze X a 'Y jsou nerozlisitelné procesy.

Uvédomme si, ze pro predchozi dvé definice dané procesy musi byt definovany
na stejném pravdépodobnostnim prostoru. Je ziejmé, ze nerozlisitelné procesy
jsou zaroven vzajemné modifikaci. Pro obracenou implikaci je tfeba dalsiho ptred-
pokladu.

Véta 2.1. Necht X je modifikaci Y a necht oba procesy maji spojité (zprava,
zleva) trajektorie. Potom jsou X a'Y nerozlisitelné.

Diikaz. Podle definice 2.3 uvazujeme T jako interval. Oznacme S = T NQ a
uvédomme si, ze S je nejvyse spocetna mnozina. Potom plati

PX; =Y, VteS)=1-PEteS: X, 2Y,) =

=1-P U(Xt#yt)

tesS

Zl—ZP(Xt#Yt):l-

tesS

Nyni vezméme posloupnost (¢, € S,n € N), pro kterou plati ¢,, — ¢, pro n — co.
Ze spojitosti procest plati X, X, a Y., 2% Y,. Pokud uvazujeme spojitost

S._j.

zprava (zleva), uvedené konvergence plati pro t, \, t (t, " t). Proto X; =
Y;,Vt € T. Dikaz byl s drobnou modifikaci pfevzat z [4] na strané 2, Véta 1.15.
O

Definice 2.6. Necht X = (X;,t € T') je nahodny proces pro ktery jsou
(Xti _Xti—1> 1= 1,...,7L

nezavislé nahodné veliciny. O tomto procesu budeme rikat, Ze md nezavislé pri-
ristky.

Definice 2.7. Necht X = (Xy,t € T) je nahodny proces pro ktery plati
X, - X, 2 X, .~ X, steT,s<t.
Budeme tikat, Ze takovy proces ma stacionarni prirastky.

Véta 2.2 (Kolmogorova-Cencovova). Necht X = (X;,t > 0)je ndhodny proces
takovy, Ze pro néjakd o, B, N > 0 plati

E|X,— X,|*<N|t—s|'""",  Vst>o.

Potom ezistuje spojity proces Y = (Yy,t > 0) takovy, Ze Y je modifikaci X.
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Diikaz. Naptiklad v [5] strana 232, Véta II1.5.8.
U

Definice 2.8. Necht P = {P,, +,,n e N0 <t <...<t, <oo} je systém ko-
necnérozmernych rozdélent, pro ktery plati

P, By X ...X Bg_1 X Bpy1 X ... X By) =

=D 4, (Bi X ... X By X RX Bjyq X ... X By)

a~~-tk71)tk+1w~:tn(

pro vsechnan € N, 1> k>n, 0<t; <...<t, <oo aB; € B. Tento systém
budeme nazyvat konzistentni.

Véta 2.3 (Kolmogorova konzistenéni). Pro kaZdy konzistentni systém konec-
nérozmernych rozdéleni existuje proces, jehoz konecnérozmernd rozdeleni odpovi-
daji tomuto systému.

Diikaz. Naptiklad v [5] strana 84, Véta 1.10.3.

2.2 Martingaly a dynamické systémy
Definice 2.9. Rodinu mnozinovych systému F = (Fy,t € T)) nazveme filtrace,
pokud plati ndsledujici podminky:

i) Fiy C A je o-algebra, VteT,

i) Fs C Fi, VsteT, s<t.

Pokud navic pro vdechna t € T plati F; = 0(Xs,s < t,s € T') pro néjaky proces
X = (X;,t €T), rekneme, Ze F je ptirozena filtrace procesu X.

Definice 2.10. Necht F = (F;,t € T) je filtrace a necht X = (X;,t € T) je
ndhodniy proces. Rekneme, %e X je adaptovany proces vzhledem k F, pokud pro
kazdé t € T je X je meéritelnd nahodna velicina vzhledem k F;.

Definice 2.11. Necht X = (X;,t € T) je adaptovany proces vzhledem k F =
(Fi,t € T) s konecngm pronim momentem. Potom tekneme, Ze

a) X je submartingal vzhledem k F, jestlize E [X; | Fs] > X,
b) X je martingal vzhledem k F, jestlize E [X; | Fs] = X,
c) X je supermartingal vzhledem k F, jestlize E [ X, | Fs] < X,

s.j. pro vechna s > t, s;t € T. Je-li nadhodny proces martingal (submartingal,
supermartingal) vzhledem k prirozené filtraci, fekneme, Ze proces je martingal
(submartingal, supermartingal).

Pro potieby této prace by stacil zadefinovat pouze martingal. Pokud v nékte-
rém z nasledujicich tvrzeni budeme zminovat vsechny pojmy z predchozi definice,
dikaz bude provadén pouze pro martingal. Dikazy ostatnich dvou typt procesu
by vSak vypadaly velmi podobné.
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Véta 2.4. Necht X = (Xy,t € T) je martingal (submartingal, supermartingal)
vzhledem k F = (Fy,t € T) a adaptovany vzhledem k H = (Hyt € T), pro
které plati H, C Fy, pro vsechna t € T. Potom X = (X;,t € T) je martingal
(submartingal, supermartingal) vzhledem k H.

Diikaz. Dtkaz provedeme pouze pro martingal, pro ostatni typy procest je dikaz
obdobny. Prvni rovnost vychéazi z véty 1.2 v), nésledujici plyne z definice mar-
tingalu a posledni rovnost plyne z adaptovanosti procesu. Necht s < ¢, potom

E[Xt’gLS’]:E[E[Xt‘}—S]IQS]ZE[XS|QS]:X1€ 8.J-

V [4] (strana 2, tvrzeni 1.7) je toto dokdzano pro submartingal, odkud byt také
tento dikaz prevzat.
O

Piimym disledkem ptedchozi véty je fakt, ze libovolny martingal (submar-
tingal, supermartingal) vzhledem k néjaké filtraci je zaroven také martingal (sub-
martingal, supermartingal). Sta¢i si uvédomit, Ze pfirozena filtrace je nejmensi
mozna filtrace, na kterou muze byt proces adaptovan.

Nyni prozkouméme moznost vytvofit z libovolného procesu martingal. Bu-
deme zde uvazovat levou limitu filtrace

o(X;-)=o0 [U a(Xs)] .

s<t

Definice 2.12. Necht X = (X, t € T) a Y = (Y;,t € T) jsou ndhodné procesy a
Y je adaptovany vzhledem k filtraci (o(X;-),t € T')Necht ddle plati, Ze X —Y =
(X — Y, t € T) je martingal. Potom tekneme, Ze Y je kompenzétor procesu X .

2.3 Markovsky cas

Definice 2.13. Necht X = (X;,t € T) je nahodny proces adaptovany vzhledem k
filtraci F = (Fy,t € T). Funkci T :Q — T U {400} spliujici podminku [T < t] =
{weQ:7(w) <t} € F pro kazdé t € T budeme nazyvat markovsky cas.

Markovsky cas je tedy nahodna veli¢ina ¢asu néjaké udalosti, o které mizeme
fici, zda nastala, ¢i nenastala do ¢asu t na zakladé informaci o procesu, ktery je
adaptovan na danou filtraci, do ¢asu t. Je dobré si uvédomit, ze mnozina |7 > ]
je dopliikem mnoziny uvedené v definici a lezi tedy také- podle definice o-algebry-
ve filtraci procesu v Case t.

Jednoduchym piikladem markovského ¢asu miize byt c¢as prvniho vystupu
z mnoziny, ¢i prvniho vstupu do mnoziny. Protoze vsak vstup do mnoziny je
ekvivalentni s vystupem z doplinku mnoziny, uvedeme pouze prvni variantu.

Véta 2.5. Necht X = (X;,t € T) je spojity adaptovany proces vzhledem k
F = (Fi,t € T) a necht B je oteviend borelovskd mnozZina. PouZijeme-li umluvu
min{} = +oo, tak funkce T = min{t € T : X; ¢ B} je markovsky cas.

Diikaz. Naptiklad v [6] strana 9, P¥iklad 1.10.
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Kapitola 3

Lévyho proces

V této kapitole budeme uvazovat uz jen vyhradné jednorozmeérné realné pro-
cesy se spojitym nezapornym casem. Mnozinu T tedy miizeme nahradit interva-
lem [0, + 00), misto ¢ € T budeme tedy psat ¢ > 0.

3.1 Wieneruv proces

Definice 3.1. Ndhodny proces W = (W, t > 0) nazveme Wienertv proces,
pokud splnuje nasledujict vliastnosti:

(W1) W mad nezavislé a staciondrni priristky,
(W2) Wt >0 W, ~ N(0,t), Wy =0,
(W3) W ma spojité trajektorie.

V rtznych literaturach mizeme nalézt definice, které se mohou od této vyzna-
move lisit. Mnohdy neni pozadovana nulova stfedni hodnota, neboli centrovanost
procesu. Nékteré obsahuji parametr volatility procesu, ktery je v nasi definici ro-
ven jedné. (Volatilitou procesu je zde myslen rozptyl v ¢ase t = 1, tedy var(X;).)
Nam bude pro Wienertuv proces stacit tato definice. Pokud budeme pozadovat
obecnéjsi Wienertv proces, budeme pouzivat znaceni

Wip,0) = put + oW,

kde prvni s¢itanec je tzv. drift a druhy s¢itanec je o-ndsobek Wienerova procesu.
Pro tento proces plati E[W;(u,0)] = ut a var[W,(i1,0)] = ¢*t. Podminky (W1) a
(W3) jsou v8ak zachovany. Naptiklad software Wolfram Mathematica pracuje s
takto obecnym Wienerovym procesem.

Véta 3.1. Wieneriuv proces je martingal.

Diikaz. Vlastnost plyne z nezavislosti pfiriistki a jejich nulové stfedni hodnoty.

O
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3.1.1 Itouv stochasticky integral

V této kapitole si predvedeme stochasticky integral funkce podle Wienerova
procesu. Funkci v tomto pripadé mtzeme chapat jako deterministicky proces,
ktery v kazdém case nabyva s.j. konstanty. Integral ndhodného procesu by mohl
byt zadefinovan podobnym zptisobem, avsak bylo by nutné zde zavést limitu
procesii. V této praci budeme potiebovat pouze integral nendhodné funkece.

Definice 3.2. Necht 0 = tg < t; < --- < t,, je déleni intervalu a (&,1 = 1,....,n)
je posloupnost redalnych ¢isel. Definujeme jednoduchou funkci g(t) predpisem

g(O) - 517
g(t) =&, te (tiotil],i=1,.n.
Definice 3.3. Necht g(t) je jednoduchd funkce zavedend v definici 8.2 a necht

W = (Wit € [0,t,]) je Wieneriv proces. Pro t € [ty,tri1) definujeme Itouv
stochasticky integral jednoduché funkce predpisem

/0 g(s)dW; = Z [&(W, = Wh_ )] + Gen (W — W),

i=1

V naésledujici definici budeme limitou posloupnosti funkci rozumét konver-
genci ve smyslu (3.1) na intervalu (a,b), a,b € R a Ly-limitou budeme rozumét
konvergenci podle stredu, tedy

fulz) = f(z) & lim / (fule) — F(2))* = 0, (3.1)

n—oo
lim X, 2 X < lim BE(X — X,)? =0. (3.2)
n—o0o n—oo

Definice 3.4. Necht g,(t) je posloupnost jednoduchych funkci, g,(s) — g(s) na
intervalu [0,t], kde g je méritelnd funkce, a necht W = (Wy,t € [0,t]) je Wienerdv
proces. Potom definujeme Itotv stochasticky integral méritelné funkce predpisem.

t t
/ g(s)dW, L im / gn(s)dWs.
0 n—o0 0

Korektnost limity v pfedchozi definici je uvedena v [4] (strana 17, poznamka
3.35). Ve zminéném textu je vSak definovan stochasticky integral ndhodného pro-
cesu a limitu ndhodnych procesti autor uvazuje jako

t
G, — X & lim E/ (G, — X)*ds = 0. (3.3)
0

n—00

V nasi definici pouzivame deterministické funkce, jejichz stfedni hodnota je rovna
funkci samotné. Pokud tedy funkce spliiuji podminku (3.1), spliiuji i konvergenci
nahodnych procesi (3.3).

Véta 3.2. Necht g je méFitelnd funkce a W je Wieneriv proces. Potom plati
i) E [ g(s)dW, =0,
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i) B [[Lg(s)aw]” = Ji g2(s)ds.

Diikaz. Zavedeme posloupnost (g,,n € N) jednoduchych funkei konvergujicich
k funkci g, kde g, je konstantni na intervalech [to,t1] a (tx_1,tx], & = 2,...,n pro
t=t,.

i) Nejprve dokadzeme nulovost stiedni hodnoty. Limitu v druhém vyrazu cha-
peme jako Lo-limitu posloupnosti ndhodnych velic¢in. Plati

t t t
E/ g(s)dWs =E lim [ g,(s)dW, = lim E/ Gn(s)dW;
0 0

n—oo 0 n—oo

n—o00 =1
= T}ngozgn(tk>E(Wtk - Wy ) =0.
k=1

ii) Za platnosti nulové stiedni hodnoty dostdvame E(X?) = var(X). MtZeme
tedy pocitat (limitou ve druhém vyrazu je myslena Lo limita)

2

E{ /0 tg(s)dWs} _ var lim /0 ()T,

n—o0

= nh—I>I<>lo var Zgn(tk)(wtk - Wtk—1>
k=1

= nh—I>I<>lo Z 972L<tk> V&I‘(Wtk - Wtk—l)
k=1

n t
= lim Yo~ ti)ai(t) = [ gs)ds

V dikazu jsme pouzili zdménu potradi limity a stfedni hodnoty. Tuto skutec-
nost nyni opodstatnime pomoci Jensenovy nerovnosti. Predpoklddejme, Ze mame

s sy , ye v , L
konvergujici ndhodné veli¢iny s kone¢nym druhym momentem X,, =3 X. Potom
dostaneme nerovnosti

0= lim E[(X, — X)% > lim [E(X, — X)]* >0,

n—0o0 n—0o0

ze kterych plyne

lim [B(X,) - B(X)] =0
lim E(X,) = B(X)
lim B(X,) = B(lim X,).

Pro ukazani této vlastnosti pro rozptyl pouzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost.
E[(X, — X)?] = E(X2) + E(X?) — 2[E(X,,X) — E(X?)] — 2E(X?)
= var(X,,) — var(X) — 2E[(X,, — X)X]
> var(X,,) — var(X) — 2y/var(X,, — X) var(X)
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Plati tedy

E[(X, — X)?] 4 2¢/var(X, — X) var(X) > var(X,,) — var(X) (3.4)

Podobnym postupem miizeme ukazat, ze plati také

E[(X, — X)?] + 2¢/var(X,, — X) var(X,,) > var(X) — var(X,,) (3.5)

Limity levych stran ve vyrazech (3.4) a (3.5) pro n — oo jsou rovny 0. Pomoci
véty ,,0 dvou policajtech” se miizeme presvédcit, ze

lim var(X,) = var(X),

n—o0

¢imz je celé tvrzeni dokazano.

O

Véta 3.3. Necht fo s)dWy je stochasticky mtegml podle definice (3.4) a necht
g(s) je nezdvisla na t. Potom proces I = fo s)dWs,t > 0) je martingal.

Diikaz. Pro q < t vezméme posloupnosti déleni (0 = ¢p < ... < ¢, = q¢,n € N)
a(qg=ty<..<t,=1tnéeN)a posloupnost funkci (g,,n € N) takovych, aby
byly splnény piedpoklady definice (3.4). Potom plati

t

t
/ G(s)dW, = Tim [ ga(s)dIV,
0

n—oo 0

= nh_)lglo [Z gn qz qu qu + Zgn i Vth VVti—l)]

— nhj{.lo [/Oq gn(8)dWy + /qt gn(s)dWS] = /Oq g(s)dW, + /qtg(s)dWs.

Vezméme F = (F;,t > 0) filtraci procesu X.

Blniz] = | [ tg(s)dwsm} —& | [ . + / tg<s>dws|fq}
= [ atoaw. + & { / tg(s)dws} - [Cataw. =1,

3.2 Poissonuv proces

Definice 3.5. Ndhodny proces N = (Nt > 0) nazveme Poissontiv proces s
intenzitou \, pokud splnuje nasledujict vlastnosti:

(N1) N md nezdvislé a staciondrni priristky,
(N2) Yt >0 N; ~ Poi(t\), No =0 s.j.

V nésledujici definici budeme pouzivat pomocny proces AX = (AX;,t > 0) =
(X; — X;-,t > 0), ktery miZzeme nazyvat proces skokd.
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Definice 3.6. Pro ndhodny proces X = (X;,t > 0) definujeme posloupnost
(T,,,n € Ny) ndhodnych velicin vztahem

TO = 07
T, =min{t > T, 1,AX; # 0}, n € N.
Tyto nahodné veliciny budeme nazyvat casy skok.

Z véty 2.5 vime, Ze tyto Casy jsou markovské casy. Staci si uvédomit, ze cas
skoku je v tomto ptipadé zaroven ¢as opusténi oteviené mnoziny (—¢,e), kde
0<e<l.

Véta 3.4. Pokud N = (N;,t > 0) je Poissoniv proces s parametrem \, potom
rozdily casu skoku T, —T,,_1, n € N jsou nezavisle, stejné rozdélené veliciny a
T, ~ Exp()\).

Diikaz. Prvni cast plyne z nezavislosti a stacionarity prirtstkt Poissonova pro-
cesu. Pro ditkaz druhé c¢asti spocitame distribu¢ni funkci nahodné velic¢iny T}

Fr(t)=P[Ty <t]=P[N;>1]=1—-P[N,=0]=1—¢  t>0,

¢imz je tvrzeni dokazano.

3.2.1 Slozeny Poissonuv proces

Definice 3.7. Necht N = (Ny,t > 0) je Poissoniv proces s intenzitou A s casy
skoki (T,,,n € N) a (Z,,n € N) je posloupnost nezdvislych veli¢in s rozdéle-
nim vy. Potom definujeme slozeny Poissoniiv proces s intenzitou \ a mirou v
predpisem

n
N, = E Z, T, 1<t<T,.
k=1
Je ztejmé, ze Poissoniiv proces muzeme chapat jako slozeny Poissontiv proces,

ve kterém 7, = 1 s.j. pro kazdé k € N. Pokud tedy uvedeme vlastnost slozeného
Poissonova procesu, bude tato vlastnost platit i pro Poissontiv proces.

3.3 Lévyho proces

Definice 3.8. Ndhodny proces L = (Ly,t > 0) nazveme Lévyho proces, pokud
splnugje nasledujici vliastnosti:

(L1) L mad nezdvislé a staciondrni priristky,
(L2) LQ =0 S.j.,
(L3) L je stochasticky spojity proces.

Pro zjednodusSeni mtzeme nékdy uvazovat zprava spojité Lévyho procesy s
vlastni limitou zleva, tedy procesy s tzv. cadlag trajektoriemi (zkratka francouz-
ského ”continue & droite, limite & gauche”). Ze miizeme takové procesy uvaZzovat
ospravedliiuje nasledujici tvrzeni.
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Véta 3.5. Necht L je Lévyho proces, potom L md modifikact s cadlag trajektori-
ems.

Diikaz. Naptiklad v [3] na strané 74, Theorem 2.1.7.
OJ
Dale ukazeme souvislosti Lévyho procesu s predchozimi procesy, tedy ze Wi-
enertiv i Poissontiv proces jsou Lévyho procesy.

Véta 3.6. Necht W = (Wi, t > 0) je Wieneriv proces, potom W je také Lévyho
proces.

Diikaz. Prvni podminky obou procesu jsou totozné, tedy (W1) < (L1). (L2),
respektive (L3), plyne piimo z (W2), respektive (W3).
0

Véta 3.7. Necht N = (N, t > 0) je Poissontiv proces, potom N je také Lévyho
proces.

Diikaz. Prvni podminky obou procesi jsou totozné, tedy (N1) < (L1). (L2)
plyne piimo z (N2). Pro (L3) si staci uvédomit, ze Nyyp — N £ Np, pokud ¢ > 0,
h > 0. Pokud h — 0, potom pro kazdé ¢ > 0 plati limy, o+ [P(Nppn, — Ny > €)] =
limy, o+ [P(N, — No > €)] = limy,_,o+ (1 —e™") = 0, ¢imZ je dokdzana stochasticka
spojitost Poissonova procesu.
OJ
Nyni si ukazeme, ze Lévyho proces je v kazdém case nekonecné délitelna
nahodna veli¢ina, coz nam umozni pouzit rozklad a vlastnosti téchto rozdéleni,
které jsme uvedli v kapitole 1.4.

Véta 3.8. Necht L = (Ly,t > 0) je Lévyho proces, potom L; je nekonecné déli-
telnd nahodnd velicina pro kazdé t > 0.

Diikaz. Diikaz plyne z nezavislosti a stacionarity prirtstkt. Mtzeme tedy napsat
rozklad Ly = >, Lugjn — Li(k—1)/n 8-j- pro kazdé n € N. Tento dikaz byl pievzat
z [3] (strana 40, Proposition 1.3.1).

O

3.3.1 Lévy-Itouv rozklad

A7 do této chvile jsme se setkavali pouze s mirami, které nam urcovali rozdéleni
zobrazeni (£, A) — (R, B). Mira tedy byla nezavisla na w € Q. Nyni si ukdzeme
obecnéjsi typ miry, ktery je zavisly na w.

Definice 3.9. Rodinu ndhodnych velicin (M (B),B € B) nazveme ndhodné mira,
pokud pro kaZdou posloupnost vzdjemné disjunktnich mnozin (B, € B,n € N)
splnuge

i) M(0) =0 s.j.,
it) M (Upen Bn) = >nen M(Ba)s.g.,
iii) M(By),...,M(By) jsou vzdjemné nezdvislé, Vk e N
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Definice 3.10. Necht M je ndhodnd mira takovd, Ze M(A) ma Poissonovo roz-
déleni pro kazdé A € A, pokud M(A) < oo. Tuto miru nazveme Poissonovska
nahodna mira.

Nyni uvedeme piiklad ndhodné miry na (R, {B € B,0 ¢ B}), ktery bude pozdé&ji
podstatny pro rozklad Lévyho procesu. Pro proces X = (X;,t < 0) a mnoZinu
0 ¢ A € B definujeme ¢itaci miru vztahem

N(t,A) =#{0<s<t:AX, e A}. (3.6)

Prvni dvé podminky z definice 3.9 jsou zfejmé splnény, podminka iii) je dokdzana
v [3] (strana 88, Proposition 2.3.5). Je ziejmé, Ze pro pevné A se jedna o ¢itaci
proces s casem t > (. Dale uvedeme vlastnost, kterd ndm tento proces blize
specifikuje.

Véta 3.9. Necht X = (X;,t > 0) je Lévyho proces a N(t,A) je k nému definovand
¢itaci mira vztahem (3.6), kde 0 ¢ A, neboli 0 neni hromadngm bodem mnoZiny
A. Potom (N(t,A),t > 0) je Poissoniv proces s intenzitou p(A) = E[N(1,A)].

Diikaz. Naptiklad v [3] strana 88, Proposition 2.3.5.
O

Z predchozi véty vidime, ze Citaci mira (3.6) je Poissonovska ndhodné mira.

Definice 3.11. Necht f : R — R je mévitelnd funkce, t > 0 a 0 ¢ A, potom
ndahodnou funkci definovanou predpisem

JRICIEED SO E)
A €A
budeme nazyvat Poissontv integral funkce f.

Definice 3.12. Pro mévitelnou funkei f : R — R, 0 ¢ A a kaZdét > 0 definujeme
kompenzovany Poissontv integral predpisem

/f N(t,dz) /f td:v)—t/Af(m)u(da:

kde pu(-) = E[N(1,-)]. Pokud 0 € A\A, potom definujeme

/ f(x tdx 2 lim / f(z td:v
n—oo

kde A; C Ay C ... je posloupnost mnozin 0 ¢ A, C [-R,R], R > 0 alim, ,,, A, =
A.

Véta 3.10. Necht 0 ¢ A, t >0 a f je méritelnd funkce.

1. Pokud f € L'(A,u), tak plati
B ([ ntan) =t [ o
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2. Pokud f € L*(A,u), tak plati

) -1

Diikaz. Naptiklad v [3] na strané 91, Theorem 2.3.8.

N(t,dx)

0
Véta 3.11. Pro 0 ¢ A je K = (t [, f( ),t > 0) kompenzdtor procesu
Poissonova integralu I = ([, f(x)N(t, da:) > 0) a proces kompenzovaného Po-

1ssonova integralu I — K je martingal.

Diikaz. Je ziejmé, ze K je deterministicky proces a je tedy adaptovany na o(X;-).
Staci ukézat, ze I-K je martingal. Necht F je pfirozena filtrace procesu I. Z ne-
zévislosti a stacionarity prirtistkt Lévyho procesu dostaneme N (¢,-) — N(s,-) L

N(t —s,-) a mizeme psat pro s <t

E[l; — Ki|Fs]| = E[ls + (I; — I,) — K — (K; — K,)|F]
=1, — K+ E[It—s - Kt—s]

1 KB [ SN -] - @9 [ o

=1, — K,.
U
Véta 3.12. Necht 0 ¢ A, potom
a) [, f(@)N(t,dx) md sloZené Poissonovo rozdélent.
b) fA N(t,dx),t > 0) je sloZeny Poissoniv proces.

Diikaz. Napiiklad v [3] strana 91, Proposition 2.3.8 a strana 93 Proposition 2.3.10
respektive.
O

Véta 3.13 (Lévy-Itotuv rozklad). Pokud L = (L, t > 0) je Lévyho proces, potom
existuji i1, 0 € R, Wienertv proces W a Poissonovska ndhodnda mira N takové, Ze
pro vsechna t > 0 plati

@:m+#m+/

N (t,dz) + / xN(t,dz)
|z|<1 |z|>1
Diikaz. Naptiklad v [3] strana 108, Proposition 2.4.16.
O

Ptedchozi véta tika, ze Lévyho proces miizeme rozlozit na linearni drift, Wi-
enerilv proces a procesy malych a velkych skokt. Malych skokii miize byt neko-
nec¢né mnoho, dokonce soucet velikosti skokl je skoro jisté nekonecny, proto je
nutné zavadét kompenzovany integral. Velkych skokt je konecné mnoho na konec-
ném intervalu, avsak jsou neomezené ve své velikosti, proto pro né kompenzovany
integral nemusi existovat.
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Kapitola 4

Frakcionalni procesy

V minulé kapitole jsme uvazovali pouze procesy s nezavislymi piirtistky. Nyni
zavedeme modifikaci Wienerova procesu, kterd jiz ma zavislé prirtistky. Tento
proces poté pouzijeme pro zavedeni frakcionalniho Lévyho procesu.

4.1 Frakcionalni Wieneruv proces

Definice 4.1. Ndhodny proces WH = (WH t > 0) nazveme frakcionalni Wie-
neruv proces s Hurstovym indexem H € (0,1), pokud spliuje ndsledujici vlast-
nostu:

(fW1) vt >0 WH ~ N(0,4*H), WH =0,
(FW2) coou(WH, WH) = L2 4 21 — |t — s>, st>0
(fW3) W ma spojité trajektorie.

Je ztejmé, ze pro H = 1/2 se jedna o Wienertiv proces.

Véta 4.1. Frakciondlni Wieneriv proces existuje.

Diikaz. Ziejmé pokud pro kazdé n € N a kazdou posloupnost ¢asti t4,...,t, je dano
rozdéleni vektoru (W/,...WH) ~ N,(u,X), 1ze pomoci Kolmogorovy konzisten-
¢ni véty ukazat, ze existuje proces s takovymi konec¢nérozmérnymi rozdélenimi. 7Z
(fW1) plyne, ze p = (0,...,0). Z (fW2) mame ¥, ; = cov(ﬂ/g,l/l/f). Ze se jedna o
symetrickou pozitivné semidefinitni matici je dokdzano napiiklad v [7] na strané
6. Spojitost trajektorii se d4 ukazat pomoci Kolmogorovy-Cencovovy. Zvolme
a=2N, kde N > 1/H je sudé. Potom pro s,t > 0 plati

E[(Xs — X)) < (B[(X, — X)*))Y = (B(X?) + B(X7) — 2E(X,X,))"
= (var(X,) + var(X;) — 2 cov(X,, X))V
= (
= |

§2H 4 2H _ (SQH 42 s — t|2H)N

5 — t|2HN )

OJ
Nésledujici véta nam dava navod, jak sestrojit frakcionalni Wienertiv proces
pomoci Itoova integralu.
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Véta 4.2. Necht X = (X t > 0) je proces definovany vztahem

0 t
—00 0

kde W je Wieneriv proces a H € (0,1) je redind konstanta. Potom X je frakci-

ondlni Wieneriv proces s Hurstovym indexem H.

Diikaz. 'V [8] je takovymto zpisobem zaveden frakcionalni Wieneriv proces.
Vlastnosti z definice 4.1 jsou ve stejné knize dokdzany pozdéji.
OJ
Integrované funkce v predchozi vété se daji aproximovat pomoci jednoduchych
funkci, tudiz je integral podle Wienerova procesu myslen podle definice 3.4.

Véta 4.3. Frakcionalni Wieneruv proces md staciondrni priristky.

Ditkaz. Vezméme t,h > 0. Veliciny (W[, — WH) a (W} — W) jakozto rozdily
normalné rozdélenych veli¢in maji také normalni rozd€leni. Staci tedy ukazat, ze
maji stejnou stiedni hodnotu a rozptyl. Stfedni hodnota obou priristki je ziejmeé
0. Rozptyl mtizeme spocitat

var(Wil, — W) = var(Wi,,) + var(W,) — 2 cov(Wi,, W) =
1
= b = var(W — wjh.

4.2 Frakcionalni Lévyho proces

Nyni zadefinujeme frakcionalni Lévyho proces odvozenim od Lévyho procesu.
V Lévy-Itoove rozkladu nahradime Wienertiv proces frakcionalnim Wienerovym
procesem.

Definice 4.2. Necht L = (L, t > 0) je Lévyho proces s rozkladem podle véty 3.13
a WH = (WH t >0) je frakciondlni Wieneriv proces s Hurstovym indexem H a
necht WH je nezdvisly na L — W . Potom definujeme frakciondlni Lévyho proces
s Hurstovym indexem H predpisem

L = ut + o*WH +/ N (t,dx) +/ xN(t,dx).
|z|<1 lz|>1

Jelikoz frakcionalni Wienertav proces s Hurstovym indexem H = 1/2 je Wie-
neriv proces, frakcionalni Lévyho proces se stejnym indexem je také Lévyho
proces.

Pokud v ptredchozi definici nahradime frakcionani Wienertv proces stochastic-
kym integralem podle véty 4.2, miizeme frakcionalni Lévyho proces zkonstruovat
pomoci Itoova a Poissonova integralu.

0
L =pt +/ [(t — s)T=12 — || aw,+

—0o0

t
+/ (t — s)T=12qw, +/ N (t,dx) —I—/ xN(t,dx).
0 lz|<1

|lz[>1
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Véta 4.4. Necht L je frakciondlni Lévyho proces, potom LY md modifikaci s
cadlag trajektoriems.

Diikaz. Diikaz je ziejmy a plyne z véty 3.5 a ze spojitosti trajektorii frakcional-
niho Wienerova procesu. Staci si uvédomit, ze pokud secteme cadlag trajektorii
a spojitou trajektorii, dostaneme opét cadlag trajektorii.

O

Véta 4.5. Frakciondlni Lévyho proces ma staciondrni prirustky.

Diikaz. Staci si uvédomit, frakcionalni Lévyho proces je souctem frakcionalniho
Wienerova procesu a Lévyho procesu, které maji Stacionarni prirtstky. Jedna se
o soucet nezavislych procesii a rozdéleni souctu je dano jednoznacné.

O
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