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Kapitola 1

Úvod

Grafické akcelerátory pro osobní počítače prošly od svého vzniku přibližně v polovině
devadesátých let dvacátého století do dnešního dne vývoj, který nemá ani v tak rychle
se rozvíjející oblasti, jakou jsou informační technologie, obdoby. Během přibližně jednoho
desetiletí svojí existence se z poměrně ”hloupých” a nevýkonných grafických karet staly
grafické karty jejichž ”mozkem” jsou čipy, které v některých ohledech mnohokrát předčí i
nejmodernější CPU. Stojí za zmínku, že hnacím motorem pro tento vývoj nepochybně byla,
je a ještě jistě dlouho bude interaktivní zábava – počítačové hry.

V rámci objektivity je třeba ale dodat, že CPU a čipy pro grafické akcelerátory, které
se odnedávna nazývají GPU (Graphics Processing Unit), se od sebe výrazně liší účely, pro
které jsou navrženy, a tak jednoduché srovnání jednotlivých parametrů obou typů procesorů
nemůže dát relevantní výsledky týkající se porovnání jejich výkonu. CPU vynikají svojí
univerzálností, což je hlavní aspekt jejich designu, naproti tomu GPU jsou procesory, které
jsou navržené pro specifické úlohy – jejich doménou jsou vektorové a další výpočty, které se
často vyskytují v počítačové grafice. Ale alespoň pro ilustraci uved’me pár čísel. Například
CPU ”Pentium4 Extreme Edition” obsahuje 169 miliónů tranzistorů, naproti tomu GPU
”Nvidia G70”, která se používá v grafických akcelerátorech Nvidia GeForce 7XXX obsahuje
cca. 302 miliónů tranzistorů. Zatímco CPU mají pipeline dlouhou řádově desítky kroků,
u GPU se tato délka měří na stovky kroků. Na druhou stranu CPU fungují na vyšších
frekvencích – až přes 3GHz. Zatímco GPU jsou taktovány na frekvencích okolo 500MHz.

Do relativně nedávné doby ale byl mezi CPU a GPU čipy jeden podstatný rozdíl. CPU
od počátku jsou programovatelné čipy, kdežto grafické čipy se programovat nemohly – měly
pouze fixní funkcionalitu. Změna přišla s příchodem tzv. programmable pipeline, Vertex shaderů
a Fragment shaderů, jejichž popis bude uveden v následujících kapitolách.

Úkolem této práce je prozkoumat možnosti nejnovějších programovatelných GPU v
oblasti výpočtů geometrie pro počítačovou grafiku. Mnoho geometrických výpočtů je již v
těchto čipech implementováno, nakonec to byl i jejich původní účel – od samého počátku byl
jejich úkol odstranit zátěž CPU při počítání trojrozměrné grafiky (odtud i jeden z názvů pro
grafické akcelerátory – 3D akcelerátor). Byla snaha integrovat co možná nejvíce funkcí, které
jsou třeba při realizaci trojrozměrné grafiky na grafický čip a nechat tak výkon CPU pro
jiné účely. S příchodem programovatelné pipeline se programátorovi naskytla příležitost
softwareově implementovat některé funkce, které ještě nejsou hardwareově integrovány
přímo na GPU.

Stojí za zmínku, že tyto funkce nemusejí vůbec souviset s počítačovou grafikou. Jediné,
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co programátor k realizaci ”negrafických” algoritmů potřebuje, je možnost předat vstupní
data GPU a pak možnost si přečíst výstupní data. GPU mu toto umožňují, a proto tedy
mohou sloužit i pro obecné výpočty. Vědní oblast, která se touto problematikou zabývá
nazýváme GPGPU – General-Purpose computation on GPU.

V následujících kapitolách bude rozebrána fixní a programovatelná pipeline (kapitola 3).
Dále bude vysvětlena struktura Vertex a Fragment shaderů (kapitola 4). Následuje kapitola
(5) o geometrii v počítačové grafice, která rozebírá známé Bézierovy křivky a pláty, spline
a NURBS křivky a povrchy a možnosti jejich implementace na GPU. Kapitoly 6 a 7 pak
obrací pozornost na subdivision surfaces, jejichž GPU implementace je podrobně popsána
v kapitole 8. V následující kapitole si ale nejdříve stručně zmíníme historii akcelerované 3D
grafiky na osobních počítačích.
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Kapitola 2

Historie akcelerované 3D grafiky

Před příchodem grafických akcelerátorů do světa osobních počítačů bylo možné spatřit
líbivou trojrozměrnou grafiku pouze na drahých profesionálních grafických stanicích. V
této oblasti převládaly stroje firmy Silicon Graphics (SGI). Její grafická řešení sahala od
systémů, které by se daly označit jako velmi výkonné pracovní stanice (IRIS 4D) až po
grafické superpočítače obsahující desítky procesorů (Onyx). Ovšem postupem času se výkon
osobních počítačů začal dotahoval na úroveň mnohem dražších grafických stanic SGI, a
proto se firma rozhodla zaměřit pouze na segment hi-end počítačové grafiky a produkci
svých nižších řad v podstatě ukončila. Následkem toho musela velká část jejích zaměstnanců
odejít.

Mezi nimi byli i pánové Ross Smith, Gary Tarolli a Scott Sellers, kteří v roce 1994 založili
firmu 3dfx Interactive, která o dva roky později přinesla první čip pro grafickou akceleraci
na pole osobních počítačů a byla tak v podstatě odpovědná za revoluci v oblasti počítačové
grafiky na PC. Čip dostal název ”Voodoo Graphics” a jeho charakteristickou vlastností bylo
to, že neobsahoval jako svou součást VGA čip, takže byla zapotřebí externí grafická karta.
Grafický akcelerátor se připojil ke VGA kartě a zůstával nečinný do doby, než uživatel požádal
o zobrazení 3D grafiky. V této oblasti Voodoo Graphics dominoval nad tehdejšími CPU a
díky tomu (a přijatelné ceně) se brzy rozšířil mezi laickou veřejnost hrající počítačové hry. A
tak se rychle dal do pohybu kolotoč, který na jedné straně roztáčeli vývojáři počítačových
her, když přidávali do svých produktů další grafické prvky, které vyžadovaly vyšší grafický
výkon a na druhé straně se ho snažili nebrzdit tvůrci grafických čipů, když se snažili vyrábět
čipy s odpovídajícím výkonem.

Pár slov k technickým specifikacím čipu Voodoo Graphics. Čip pracoval na frekvenci
50 Mhz, měl 4 až 6 MB paměti se kterou komunikoval po sběrnici taktované rovněž
na 50 Mhz. Do počítače se připojoval přes sběrnici PCI. Uměl perspektivně korektní
mapování textur (obsahoval jednu texturovací jednotku), které přitom uměl bilineárně,
či trilineárně filtrovat. Obsahoval hardwarový Z-buffer, podporoval Anti-aliasing, Alpha
blending, Texture morphing a několik dalších efektů. Pro zobrazování uměl používat
techniky double případně triple bufferingu. Jeho výkon se pohyboval okolo 45 Mpixel/s
(milionů pixelů) respektive 1 milionu trojúhelníků za sekundu (při zapnutých všech
speciálních efektech). Nevýhodou bylo to, že nepodporoval žádné standardní grafické
API – DirectX či OpenGL. Své funkce programátorům zpřístupňoval skrze vlastní API,
nazývané GLIDE. To implementovalo vlastním způsobem podmnožinu funkcí OpenGL.
Vývojáři tak byli nuceni svoje aplikace tvořit na míru tomuto API. Takto napsaná aplikace
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tedy byla akcelerována pouze pokud se v systému nacházel čip Voodoo. Bylo proto v praxi
nutné podporovat v aplikaci jak rozhraní GLIDE, tak rozhraní Direct3D, které používala
většina ostatních karet (OpenGL mělo u výrobců v počátcích minimální podporu).

Po několik let měla firma 3dfx Interactive v podstatě monopolní postavení na poli
grafických akcelerátorů. Výkon čipů konkurence nedosahoval výkonu čipu Voodoo. Jeho
prvním výrazným konkurentem se stal čip Riva 128 vyrobený firmou Nvidia v roce 1997.
Jeho hlavní předností byla podpora tehdy nové sběrnice AGP (Accelerated Graphics Port),
která zvyšovala přenosovou rychlost ze systémové paměti do paměti akcelerátoru. Podpora
této sběrnice přinesla možnost využívat hlavní systémovou pamět’ jako tzv. ”off-screen”
pamět’ akcelerátoru (podobné swappingu u běžných OS). Jediné, co se tak do paměti
akcelerátoru muselo bezpodmínečně vejít, byl frame buffer. A tak si Riva 128 vystačila se
4 MB paměti. Tohle Voodoo čip neuměl a to byl také důvod, proč Voodoo uměl akcelerovat
pouze do rozlišení 800x600 pixelů (čip Nvidie uměl teoreticky akcelerovat i ve vyšším
rozlišení, avšak v nich již většinou nestačil výkonem). Dále Riva podporovala Direct3D API
a obsahovala VGA čip – nebylo třeba externí karty.

Odpovědí 3dfx byl čip ”Voodoo 2”. K jeho přednostem patřil jistě surový výkon. Ke
slabinám pak to, že stejně, jako jeho předchůdce, byl navržen pro PCI sběrnici a potřeboval
grafickou kartu ke svojí práci. Zajímavostí tohoto čipu byla možnost připojit do počítače
dvě karty s Voodoo 2, které se propojily navzájem kabelem a pracovaly v tzv. SLI módu
(Scan Line Interleave). O celkovou práci se dělily obě karty takto – sudé řádky frame bufferu
počítala jedna karta, liché druhá. Celkový výkon této sestavy se mnohdy blížil dvojnásobku
výkonu systému s jedním čipem Voodoo 2 (za předpokladu, že byl k dispozici CPU, který
dokázal obě karty včas zásobovat daty). Bohužel to bylo od firmy 3dfx Interaktive, co se týče
historicky významných počinů, vše. Na její místo leadera a inovátora poté nastoupila firma
Nvidia Corporation (Za zmínku možná stojí, že i do firmy Nvidia odešli lidé, kteří dříve
pracovali pro SGI).

Podívejme se nyní blíže na další významné historické milníky ve vývoji grafických
akcelerátorů. V roce 1999 uvedla firma Nvidia na trh čip GeForce 256, který s sebou přinesl
možnost nechat grafický čip spočítat geometrické transformace a osvětlení. Toto vylepšení
se označovalo zkratkou HW T&L (Hardware Transform and Lighting) a od této doby se
grafické akcelerační čipy označují zkratkou GPU (Graphics Processing Unit). Od této chvíle
byly grafické akcelerátory schnopny poskytnout plnou hardwareovou podporu fixní grafické
pipeline podle modelu OpenGL (viz další kapitola). V následujícím roce přišla firma Nvidia
opět s novou revoluční architekturou – programovatelnou grafickou pipeline (viz následující
kapitola), která sice zpočátku nebyla moc využívána, jelikož nebyla příliš flexibilní, ale
postupem času prošla vývojem, který z ní učinil velice silný nástroj pro vývojáře a na jehož
prozatímním konci se nyní nacházíme.

Pro srovnání, jakým vývojem prošly grafické akcelerátory od svého počátku, se
podívejme na technické parametry zatím posledního počinu firmy Nvidia - GPU GeForce
7900 GTX. Tento čip dosahuje špičkového výkonu přes 15 Gpixel/s (miliard pixelů), tedy
více, než 330ti násobku výkonu původního Voodoo Graphics, navíc při této rychlosti umí
spočítat geometrické transformace a osvětlení a další spoustu grafických efektů, které
programátor naprogramuje s využitím programovatelné pipeline. Ale i když se budeme
dívat pouze na jeho fillrate, tak zjistíme, že pokud by tempo růstu výkonu grafických
akcelerátorů bylo během let neměnné, představovalo by to zdvojnásobení výkonu GPU
přibližně každý rok, což je podstatně rychlejší tempo, než předpovídal klasický Moorův
zákon pro CPU, za kterým navíc poslední dobou CPU zaostávají.
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Kapitola 3

Grafická pipeline

3.1 Úvod

Zobrazovací zařízení, jako je například monitor, dokáže zobrazit pouze dvojrozměrný obraz.
Pokud ale chceme na monitoru zobrazit obraz trojrozměrné scény, snadněji se nám tento
obraz vytvoří, když nejdříve zkonstruujeme danou trojrozměrnou scénu uvnitř paměti
počítače, tuto scénu poté projektujeme do 2D podoby a následně zobrazíme. Ovšem tato
projekce není jednoduchý proces. Skládá se z mnoha kroků, jež souhrnně označujeme
zobrazovací (rendering) grafická pipeline. Každé 3D grafické API takovou pipeline musí mít.
My se nyní podíváme, jak tato pipeline vypadá v OpenGL (Direct3D má v podstatě stejnou
a také GPU implementují právě tuto pipeline).

3.2 Fixed Functionality Pipeline

Celé schéma grafické pipeline je vidět na obrázku 3.1. 3D scéna se skládá z jednotlivých
primitiv (podrobnosti viz. [1]), která musíme OpenGL na počátku přesně specifikovat. Tato
scéna je uložena v hlavní systémové paměti kontrolované CPU (na obrázku 3.1 označeno
číslem (1)).

První krok ve zpracování (na obrázku 3.1 označeno číslem (2)) má za úkol transformovat
vrcholy pomocí transformačních matic pro modelovou a pohledovou transformaci (jak
tyto transformace vypadají a jak se v OpenGL používají, se lze dočíst např. [2]). Dále
OpenGL provede osvětlení scény (respektive každého jednotlivého vrcholu) za pomoci
normálových vektorů a modifikuje tak základní barvu vrcholů, případně se transformují
texturové souřadnice (detaily opět v [2]). Obecně se tato fáze nazývá Vertex processing, jelikož
se nyní zpracovávají vrcholy nebo také Transformation and Lighting, alias T&L, protože to
nejdůležitější, co se v této fázi provádí jsou transformace a osvětlení.

Poté nastane fáze, kdy se z vrcholů složí jednotlivá geometrická primitiva a počítá se s
nimi dále jako s celkem, nikoli se samostatnými vrcholy. Tato fáze je na obrázku 3.1 označena
číslem (3).

Následuje fáze, která je na obrázku 3.1 označena číslem (4). Zde jednotlivá primitiva
prochází procesem, který se nazývá ořezávání – clipping. Každé primitivum se ořeže tak, aby
se vešlo do prostoru, kterému říkáme viewing frustum. Frustum nám definuje, co všechno –
jaký výřez z prostoru – bude vidět. Objekty, které leží mimo tento prostor budou v tuto chvíli
zahozeny, objekty, které leží celé uvnitř, budou beze změny poslány pipeline dál a objekty,
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Obrázek 3.1: OpenGL pipeline

které leží částečně uvnitř a částečně vně budou ořezány tak, že části, které leží vně budou
zahozeny a nahrazeny hranicí frusta (podrobnosti lze nalézt například opět v [2]). Po ořezání
následuje aplikace perspektivní projekce. Dále aplikujeme tzv. viewport transformaci, abychom
získali souřadnice vrcholu v okně (v tom okně, na které se pak díváme na monitoru). Během
této fáze ještě můžeme nechat odstranit odvrácené polygony. Tomuto procesu se říká culling.

Následuje fáze, kdy se jednotlivá primitiva (tvořená zatím pouze vrcholy) rozdělí na
tzv. fragmenty – jednotky, které odpovídají pixelům ve frame bufferu (pojem frame bufferu
bude vysvětlen dále). Tato fáze se nazývá rasterizace (více o rasterizaci v OpenGL např. v
[2] a teorie v [3]). Od této chvíle již v pipeline neputují vrcholy, nýbrž fragmenty (viz. obr.
3.2). Je důležité poznamenat ještě jednu věc, kterou bude dobré mít na paměti, až bude
řeč o programovatelné pipeline. Ke každému fragmentu mohou být kromě jeho souřadnic
asociována další data. Zejména to jsou barva a texturovací souřadnice. Tato data jsou
spočítána interpolací z dat vrcholů právě rasterovaného primitiva1.

Poté, co byly vygenerovány fragmenty2 nastane fáze označovaná jako Fragment
processing – označena číslem (6) na obr. 3.1, během které proběhne několik operací. Tou

1Příklad - pokud se interpoluje barva hovoříme o Gouraudově stínování, pokud ne, pak barvu všech fragmentů
daného primitiva určuje poslední vrchol tohoto primitiva a říkáme, že byl použit tzv. Flat model stínování.
Podrobnosti o stínování a světelných modelech je možné najít např. v [3]

2Poznamenejme, že v extrémních případech může být počet fragmentů tvořící jedno primitivum menší, než
počet jeho vrcholů – polygon v dálce, šikmo k pozorovateli, atd. Typicky je ale situace přesně opačná – počet
elementů tvořící jedno primitivum velmi naroste. To samozřejmě zvyšuje nároky na hardware realizující tuto
část pipeline – GPU to typicky řeší vyšší paralelizací – je více jednotek pro zpracování fragmentů, než pro
zpracování vrcholů.
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Obrázek 3.2: Rasterizace

patrně nejdůležitější je aplikace textur. Texturovací souřadnice fragmentu jsou použity pro
přístup do grafické paměti označované jako texturovací (Texture memory – číslo (7) na obr.
3.1) a získané hodnoty se aplikují na fragment (k texturování v OpenGL by se dalo napsat
hodně, dobře je daná problematika zpracována např. v [2, 1] a my se k ní svým způsobem v
následujících kapitolách ještě vrátíme).

Dále následuje sled relativně jednoduchých operací, které jsou na obr. 3.1 souhrně
označeny jako ”per-fragment operations” (krok číslo (8)). Jedná se o sérii testů a dalších
operací, které rozhodují o tom, co se s fragmentem stane. Patrně nejdůležitější z nich jsou
testy hloubky (depth test) a viditelnosti (alpha test) pixelu (podrobnosti viz. [2])

Pro následující výklad je potřeba přesněji definovat pojem Frame Buffer, který již byl
v předchozím textu používán v intuitivním smyslu jako zásobník na fragmenty (kterým
také opravdu je, ale situace je komplikovanější) obdélníkového tvaru, jehož rozměry
korespondují s rozměry okna, do kterého vykreslujeme. Předně je potřeba říci, že frame
buffer není pouze jeden buffer, nýbrž několik. Každý z těchto bufferů si lze představit jako
matici, jejíž rozměry odpovídají rozměrům tzv. viewportu – tedy oblasti, kam se vykresluje
scéna. I když jsme jí až doposud říkali okno, je třeba zmínit fakt, že nemusíme nutně
scénu zobrazovat na monitoru. OpenGL podporuje stereoskopickou projekci, takže je možné
nechat si naší scénu renderovat například do brýlí na virtuální realitu. Pro stereoskopický
vjem pak ovšem potřebujeme, aby každé oko vidělo ”trochu něco jiného”, proto potřebujeme
jeden buffer zvlášt’ pro levé oko a druhý zvlášt’ pro pravé. Navíc se při vykreslování používá
technika double bufferingu. Při použití této techniky se posílá zobrazovacímu zařízení
(jakou rychlostí závisí na zobrazovacím zařízení) první (front) buffer, zatímco se scéna
vykresluje do druhého (back) bufferu. Až se scéna vykreslí a back buffer bude korektně
naplněn daty, jednoduše se oba buffery prohodí a z back bufferu se stane front buffer a
naopak. Díky této technice zamezíme nepříjemnému problikávání obrazu, které nastává,
když se zobrazovacímu zařízení ”mění data pod rukama” za použití jednoho bufferu (data
v bufferu se zrovna mění a zároveň nastal čas vykreslit buffer na zobrazovacím zařízení). V
nejkomplikovanějším případě tak může frame buffer sestávat ze 4 bufferů – double buffering
se stereoskopickou projekcí.

Nyní již můžeme říci, co mají na starosti operace označené na obr. 3.1 jako frame buffer
operations (9). Jejich úkolem je řídit rendering do odpovídajících bufferů ve frame bufferu.
Pokud již máme data ve frame bufferu, nic nebrání jejich zobrazení.

Pokud si to ovšem budeme přát, tak cesta těchto dat nemusí ve frame bufferu skončit.
Můžeme si je načíst zpátky do hlavní systémové paměti a případně i jinam.

Jestliže máme scénu již vyrenderovanou, uloženou ve frame bufferu, můžeme použít
funkce glReadPixels, která překopíruje celý frame buffer nebo jeho část do hlavní
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systémové paměti. Nebo můžeme použít funkci glCopyTexImage případně její variantu
glCopyTexSubImage – obě tyto funkce slouží ke kopírování celého frame bufferu nebo
jeho části do definované části textury, uložené v texturovací paměti. Jaká část frame bufferu
se bude kopírovat a kam se budou data zapisovat kontrolují části pipeline, které jsou
označené jako Read Control (na obr. 3.1 číslo (16)) a Pixel Transfer(číslo (13)). Programátor
toto chování ovlivňuje výběrem některé ze zmiňovaných funkcí. Pokud chceme data uložit v
hlavní systémové paměti, musí tato data projít ještě fází Pixel Packing, a to z důvodu podpory
vícero formátů výstupních dat ze strany OpenGL.

Zbývá popsat poslední, ještě nezmiňovanou fázi - Pixel Unpacking. Ta je přesným opakem
fáze pixel packing. V processing pipeline je obsažena z toho důvodu, že OpenGL podporuje
i kreslení 2D grafiky. Obrázek, který chceme zobrazit uložíme do paměti v nějakém formátu.
O tom jaký je to formát dáme OpenGL vědět pomocí glPixelStore. Pak necháme
data vykreslit voláním glDrawPixels popř. si je uložíme do textury pomocí glTexImage
(takhle se v OpenGL pracuje i s normálními texturami, které používáme při renderingu
trojrozměrné grafiky). Cesta, kterou data projdou vede přes pixel unpacking, pixel transfer
a dále standardní cestou přes rasterizátor, případně přímo do texturovací paměti (na obr. 3.1
číslo (15)).

Tím popis fixed functionality processing pipeline končí. Zbývá dodat, jak souvisí tato
pipeline s GPU. Před příchodem grafických akcelerátorů na osobní počítače se celá pipeline
realizovala na CPU. S příchodem akcelerátorů se postupně přesouvaly jednotlivé části
na grafický hardware. Od doby, kdy se grafickým čipům říká GPU (tedy s příchodem
Nvidia GeForce 256) jsou všechny funkce grafické pipeline realizovány přímo v hardware
grafického čipu. Ale od doby, kdy přišly první GPU již uplynul nějaký čas a vývoj se
pochopitelně nezastavil. Během doby došlo k revizi grafické pipeline, která doznala jistých
změn. Ty sice mohou na první pohled vypadat nenápadně, ale mají velký dopad. Na světě
se tak objevil termín Programmable pipeline, jehož vysvětlením se zabývá následující sekce.

3.3 Programmable Pipeline

Nevýhoda grafické pipeline, která byla popsána v předchozím textu je ta, že i když je
do jisté míry flexibilní, je v podstatě statická. Programátor má k dispozici jednu sadu
grafických nástrojů, které může používat. Může si je částečně přizpůsobit svojí potřebě
pomocí nastavování jednotlivých parametrů OpenGL, ale tyto modifikace mají svoje
hranice. Programátor nemá například možnost použít jiný osvětlovací model, než Phongův.
Nemá například žádnou možnost změnit typ stínování (kromě flat stínování, které ale
nedává uspokojivé výsledky) – vždy se použije Gouraudovo stínování, díky tomu, že se
interpolují barvy v interpolátoru při rasterizaci. Rádi bychom například použili stínování
Phongovo, ovšem to vyžaduje použití Phongova modelu na každý fragment zvlášt’ (nikoli
na vrcholy, jako Gouraudovo stínování). K tomu bychom ale potřebovali znát normály
pro dané fragmenty. A ty neznáme. Příkladů by se dalo najít mnohem a mnohem více. A
právě proto, aby byla dána aplikačním programátorům větší volnost, došlo k přepracování
grafické pipeline. Její nová podoba je zobrazena na obrázku 3.3. Tato nová podoba grafické
pipeline dostala název Programmable Pipeline a starému modelu se od této doby začalo říkat
Fixed Functionality Pipeline.

Změny oproti fixní pipeline jsou dvě. První z nich je nahrazení fáze, která se na obrázku
3.1 označovala jako ”per-vertex operations” zcela novým členem. Tím je tzv. Vertex procesor
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Obrázek 3.3: Programmable pipeline

(na obr. 3.3 číslo (1)). Podobně byla nahrazena fáze ”fragment processing” tzv. Fragment
procesorem (číslo (2)).

Vertex procesor je programovatelná jednotka, která pracuje s vrcholy a jejich
přidruženými daty. V podstatě byl navržen k tomu, aby dělal ty samé věci, co měla na
starosti ta část pipeline, kterou nahradil (to jest transformace, osvětlení apod.). Dává ovšem
programátorovi volnou ruku při implementaci jednotlivých algoritmů pro dané úlohy. To
může být tak trochu dvojsečná zbraň. Pokud totiž chceme používat vertex procesor (A jak v
OpenGL, tak v Direct3D si lze vybrat, jestli jej používat či nikoli. Pokud se rozhodneme
jej nepoužít, vrcholy jsou transformovány metodou fixní pipeline), tak musíme mít na
paměti, že skutečně nahrazuje fázi Transform & Lighting. Takže nejen, že máme možnost
implementovat si vlastní algoritmy např. pro osvětlení, ale my máme dokonce povinnost
toto udělat, pokud chceme, aby byla scéna osvětlená. Jinými slovy musíme počítat s tím, že
když chceme použít vertex procesor, je třeba jej naprogramovat tak, aby program obsahoval
veškerou funkcionalitu, kterou v sobě měla nahrazená část fixed pipeline. Naštěstí nám tohle
nedá z programátorského hlediska příliš velkou práci (viz. následující kapitola). Také je třeba
mít na paměti, že vstup a výstup vertex procesoru jsou již pevně definované podle fixní
pipeline. Vstup je pevně dán proto, že data musí mít ten tvar, jaký měla, když vstupovala
do jednotky pro T&L a výstup je fixní proto, že musí odpovídat vstupu do další fáze, tedy
primitive assembly (a následující rasterizace). Co se děje mezitím je však už v plné moci
programátora. A tak krom povinných akcí, může vývojář provádět spoustu dalších akcí,
které potřebuje s vrcholy udělat a ve fixní pipeline pro tyto úkony nebyly prostředky. Protože
by ale fixní vstup (který se skládá v podstatě ze souřadnic vrcholu, normály, textur a barvy)
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byl příliš velkým omezením, existují prostředky, které nám umožní předat vertex procesoru
další parametry (podrobněji v následující kapitole).

Fragment procesor je de facto analogie vertex procesoru, ovšem s tím rozdílem, že
pracuje (jak název napovídá) s jednotlivými fragmenty produkovanými rasterizátorem.
Popišme si nyní strukturu vertex procesoru (viz. obrázek 3.4) a fragment procesoru (viz.
obrázek 3.5) podrobněji.

Při vstupu do vertex procesoru je ze všeho nejdříve potřeba načíst vstupní data,
asociovaná s vrcholem (pozice, normála, texturovací souřadnice), do vstupních registrů
(význam slova registr je stejný jako u běžných CPU). Jestliže máme toto hotovo, je možné
spustit program, který uložilo API OpenGL respektive Direct3D do paměti 3D akcelerátoru
(na obr. 3.4 označena jako pamět’ instrukcí). Tento program se obecně nazývá Vertex
Shader a jeho popisem se budeme zabývat v následující kapitole. Principiálně se provádění
takovéhoto programu v zásadě neliší od provádění klasického programu na CPU. Vertex
procesor postupně načítá a dekóduje instrukce, k nim načítá patřičná data ze vstupních,
případně pomocných registrů a poté, co tato data vhodně transformuje, provede instrukci a
výsledek zapíše. Po provedení poslední instrukce shaderu je ve výstupních registrech uložen
transformovaný vrchol, který je připraven na svou další pout’ grafickou pipeline.

Práce fragment procesoru je v zásadě stejná jako je tomu v případě vertex procesoru.
Přibyl ale jeden důležitý krok oproti vertex procesoru, a to je práce s texturami. Ten
dává fragment procesoru možnost přistoupit na konkrétní místo v textuře a vyzvednout
si odtud vzorek textury, který se následně filtruje a použije ve fragment programu.
Ještě poznamenejme, že fragment procesor nedokáže změnit x-ovou a y-ovou souřadnici
fragmentu, pouze hloubku a barvu (Proto ta poznámka na obrázku v závorce u výstupního
registru). Pokud chceme s objektem pohybovat i v těchto dimenzích, musíme tak učinit ve
vertex programu.

Stojí za zmínku, že práce s texturami již dnes není omezena pouze na fragment procesor,
jak tomu bylo ještě do nedávné doby. Nyní se dají použít i ve vertex procesoru. Změna
nastala s příchodem poslední verze vertex shaderů - VS 3.0 (podrobněji v další kapitole).
Proto je to i v diagramu na obrázku 3.3 zobrazeno. Pokud ovšem programátor nechce
funkčnost svého kódu omezit na poslední modely grafických akcelerátorů, které poslední
verzi vertex shaderů podporují, je lépe se tomuto vyhnout.
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Kapitola 4

Vertex a Fragment Shadery

4.1 Úvod

Termín Vertex Shader respektive Fragment Shader je označení pro program, který je vykonáván
ve Vertex procesoru, respektive ve Fragment procesoru. Tento program se provede nad
každým jednotlivým vrcholem, respektive fragmentem. Programátor v něm definuje, co
přesně se s vrcholy (fragmenty) stane, jakmile vstoupí do vertex (fragment) procesoru.
Jednotlivé elementy (vrcholy či fragmenty) mohou mít různé parametry. Jsou to jednak
klasické, které existovaly i ve fixní pipeline a které má každý element vlastní – pozice,
normála, barva, texturovací souřadnice. A pak to jsou parametry globální, které mají
všechny elementy společné (společné pro vrcholy zvlášt’ a pro fragmenty zvlášt’) – krom
textur přibyly i další parametry – jednoduché (vektorové) datové typy, pole, matice.
Důvodem jejich vzniku bylo to, že množství parametrů, které jsou vlastní každému
elementu je velmi limitováno (to vychází z dědictví fixní pipeline) a často nestačí potřebám
programátorů.

4.2 Historie

Poprvé se programmable pipeline objevila v roce 2001 a byla především výsledkem
spolupráce firem Nvidia a Microsoft. Podpora pro vertex a fragment shadery byla zpočátku
tedy pouze u Direct3D a OpenGL začalo v této době tak trochu ztrácet. První verze Direct3D
s implementovanou podporou programmable pipeline byla verze Direct3D 8.0. V této verzi
API vypadaly vertex shadery a fragment shadery podstatně jinak, než nyní. Jejich délka
byla značně limitována. A to až do té míry, že byly téměř nepoužitelné (speciálně fragment
shadery). Taktéž neexistovaly některé instrukce, které existují nyní (podmíněný skok, ještě
dříve skok obecně, a jiné). Postupem času se ale jejich nedostatky odstraňovaly – povolená
délka kódu se prodlužovala, přidávaly se nové instrukce – až se z vertex a fragment shaderů
staly velmi silné nástroje pro počítačovou grafiku a nejen pro ni1.

1Jak již bylo zmíněno v úvodu, existuje IT oblast, která se zabývá výpočty obecných úloh na GPU - GPGPU
(General purpose computing on GPU)
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!!ARBvp1.0

# c[0..3] == MODELVIEW_PROJECTION

PARAM mvp[4] = { state.matrix.mvp };
PARAM c93 = program.env[93];
PARAM c95 = program.env[95];
ATTRIB v0 = vertex.attrib[0];
ATTRIB v8 = vertex.attrib[8];

DP4 result.position.x, mvp[0], v0;
DP4 result.position.y, mvp[1], v0;
DP4 result.position.z, mvp[2], v0;
DP4 result.position.w, mvp[3], v0;

result.texcoord[3].xy, v8, c95;
MOV result.texcoord[3].w, c93.z;

END

Obrázek 4.1: ukázka kódu vertex shaderu zapsaného v Assembleru podle specifikace
ARBvp1.0 (OpenGL specifikace pro VS1.0)

4.3 Programovací jazyky pro vytváření shaderů

Programování pro GPU se v principu velmi liší od programování pro CPU (a to je dobré
mít na paměti při psaní shaderů, aby potenciál GPU byl využit co nejefektivněji), a tak
nebylo možné použít některého ze stávajících konvenčních jazyků, jako je C, Java a podobně.
Tyto jazyky jsou pro GPU příliš obecné. GPU je velice specializovaný čip, narozdíl od
CPU, který je konstruován velmi obecně. Díky této architektonické odlišnosti jazyky, které
se používají při psaní programů pro CPU, nemohou potřebám GPU vyhovovat. Chybí
zde hodně (převážně vektorových) typů, které CPU nepoužívá, naopak také některé věci
přebývají (zejména ty, díky kterým je překlad na CPU velmi komplexní problém). Bylo tedy
nutné navrhnout nový jazyk, který by dobře vyhovoval potřebám GPU.

Zpočátku byl pro psaní shaderů k dispozici pouze jeden jazyk, a to assembler (Ukázka
shaderu zapsaného v assembleru je na výpisu 4.1). Jelikož délka kódu byla zpočátku velice
limitována, nebylo v zásadě zapotřebí nějakého vyššího programovacího jazyka. Psaní
shaderů v assembleru má ale v podstatě ty samé nevýhody, které přiměly programátory
používat vyšší programovací jazyky pro psaní programů na klasických CPU. Při psaní
v assembleru musí mít programátor detailní znalosti o architektuře vertex a fragment
procesoru na GPU. Další problém je ten, že se do dnešního dne objevilo mnoho verzí obou
typů shaderů a kód pro jednotlivé verze se může významně lišit. Ačkoliv jsou tyto verze
zpětně kompatibilní, velká nevýhoda tkví v tom, že pokud programátor napíše svůj kód
například pro verzi vertex shaderu VS1.1 a bude jí chtít spustit na stroji, který má v hardware
implementovanou verzi třeba VS3.0, nebude moci využít nových vlastností architektury
VS3.0 a jeho kód nebude tak rychlý, jak by být mohl (Což je nevýhoda, která se navíc s
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float4x4 WorldViewProj;

struct VS_OUTPUT {
float4 Pos : POSITION;
float4 Color : COLOR0;

};

VS_OUTPUT Simple_Example(in float4 inPos : POSITION,
uniform float4 GlobalColor)

{
VS_OUTPUT Out;

Out.Color = GlobalColor;
Out.Pos = mul(inPos, WorldViewProj );

return Out;
};

Obrázek 4.2: Ukázka Vertex Shaderu v jazyce Cg

časem zvětšuje).
Dnes existují v podstatě 3 vyšší programovací jazyky pro psaní vertex a fragment

shaderů. Jsou to Cg (C for Graphics) firmy Nvidia, HLSL (High-Level Shading Language)
od firmy Microsoft a GLSL (OpenGL Shading Language), který má ve své poslední verzi
zahrnuto OpenGL. Tyto jazyky jsou si velice podobné2. Kód napsaný v HLSL je na první
pohled nerozeznatelný od toho napsaného v Cg. GLSL se od těchto dvou mírně liší (ovšem
pouze syntaxí, filozofie je stejná). Není patrně překvapení, že GLSL se dá použít pouze
ve spolupráci s OpenGL a HLSL pro změnu pouze s Direct3D. Cg je z tohoto pohledu
univerzální, jelikož spolupracuje jak s Direct3D, tak s OpenGL. Proto byl v této práci vybrán
pro implementaci. Bohužel v tomto textu není dostatek místa pro popis jazyka Cg. Dobrou
publikací, která se jeho popisem detailně zabývá je např. [4] (o GLSL je možné se dočíst
např. v [5], o HLSL zase v [6]). Pro lepší pochopení následujícího textu je ale znalost jazyka
Cg pochopitelně vhodná.

2Důvod proč vzniklo více v zásadě stejných jazyků je zejména u HLSL a Cg spíše marketingový
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Kapitola 5

Geometrie v počítačové grafice

5.1 Úvod

V této a dalších kapitolách se budeme věnovat různým geometrickým reprezentacím křivek
a ploch a technikám, které se používají při jejich aplikaci v počítačové grafice. Následující
text si neklade za cíl být úplným popisem všech možností, jak reprezentovat křivky a plochy.
Na to by ani svým rozsahem zdaleka nemohl stačit. Spíše se budeme věnovat několika
dnes populárním technikám a budeme zkoumat možnosti zapojit GPU do matematických
výpočtů, které jsou s těmito technikami spojené. Začneme s Bézierovými křivkami a budeme
stoupat v hierarchii geometrických reprezentací, kde každý další stupeň bude představován
reprezentací, která nějakým způsobem vylepšuje předchozí, až dospějeme k subdivision
surfaces, které jsou stěžejní částí této práce.

5.2 Bézierovy křivky

Pan Pierre Bézier pracující v 70tých letech pro Renault přišel na zajímavou reprezentaci
křivek a ploch pomocí báze tvořené tzv. Bernsteinovými polynomy1. Bernsteinovy polynomy
stupně m jsou definovány jako členy binomického rozvoje výrazu ((1− u) + u)m. Tedy toto
je i-tý Bernsteinův polynom stupně m:

Bi,m(u) =

(
m

i

)
(1− u)m−iui (5.1)

Bézierova křivka stupně m má potom tvar:

C(u) =
m∑

i=0

Bi,m(u)Pi 0 ≤ u ≤ 1 (5.2)

kde Pi jsou body z R3 a říkáme jim kontrolní body. Polygon, který je definován těmito
kontrolními body nazýváme kontrolní polygon.

1Ve stejnou dobu nezávisle na Bézierovi na to přišel i Paul de Casteljau pracující pro Citroën. Ovšem
vzhledem k tomu, že tyto informace nesměly být zveřejněny, protože patřily k know how firmy, nedostal za
tuto myšlenku kredit a křivky, které využívají tyto polynomy se jmenují po Bézierovi.
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Bézierovy křivky mají několik pěkných matematických vlastností, které z nich činí
užitečný nástroj pro modeláře. Zmiňme alespoň ty nejdůležitější.

• Kontrolní polygon aproximuje tvar křivky. Platí, že každá Bézierova křivka leží v
konvexním obalu svého kontrolního polygonu. To proto, že platí ∀u0 ∈ [0, 1] je∑m

i=0 Bi,m(u0) = 1 a dále také platí, že ∀u0 ∈ [0, 1] je Bi,m(u0) ≥ 0. Jinými slovy
je bézierova křivka afinní kombinací kontrolních bodů. Takže umístěním kontrolních
bodů do prostoru dostaneme relativně dobrou představu o tvaru křivky.

• Bézierovy křivky jsou dále invariantní vůči transformacím, jako rotace, posunutí nebo
změna měřítka. Takže aplikovat tyto transformace na již spočítanou křivku je to samé,
jako aplikovat je na její kontrolní body a posléze křivku spočítat.

Bohužel mají Bézierovy křivky, jak byly právě definovány, i jednu nevýhodu. A to, že
existuje celkem dost důležitých křivek, které není možné přesně popsat pomocí polynomů.
Jsou to třeba kružnice, elipsa, hyperbola, a jiné. Důkaz tohoto tvrzení je možné najít např.
v [7]. Na druhou stranu je ale známo, že všechny kónické křivky (kruhy, elipsy,...) je možné
definovat pomocí podílu polynomů – racionálních funkcí . Jejich tvar je následující:

x(u) =
X(u)
W (u)

y(u) =
Y (u)
W (u)

(5.3)

kde X(u), Y (u), W (u) jsou polynomy. Důležité pozorování je to, že všechny racionální
funkce definující jednotlivé souřadnice mají stejného jmenovatele – W (u). To nás vede k
definici racionální Bézierovy křivky m-tého stupně:

C(u) =
m∑

i=0

Ri,n(u)Pi 0 ≤ u ≤ 1 (5.4)

kde

Ri,m(u) =
Bi,m(u)wi∑m

j=0 Bj,m(u)wj
0 ≤ u ≤ 1

kde ∀i : wi > 0 a tyto hodnoty nazýváme váhy.
Díky svojí definici mají Ri,m velmi podobné vlastnosti, jako Bernsteinovy polynomy.

A pokud všechny wi jsou rovny 1, je vidět, že se racionální Bézierovy křivky redukují
na obyčejné Bézierovy křivky. Jsou tedy jejich rozšířením. Na druhou stranu, za použití
homogenních souřadnic (ty zde nebudeme rozebírat, jejich popis je možné najít v mnoha
publikacích, jak ryze matematických, tak těch, zabývajících se počítačovou grafikou – třeba
[2]) dokážeme racionální Bézierovu křivku v 3D prostoru reprezentovat jako obyčejnou
Bézierovu křivku ve 4D prostoru. Pokud máme Pi a wi, zkonstruujeme tzv. vážené kontrolní
body Pw

i = (wixi, wiyi, wizi, wi). Rovnice křivky je pak opět vztah 5.2 (ovšem tentokrát
pracujeme ve čtyř-rozměrném prostoru). Detaily a důkazy korektnosti takovéhoto postupu
je možné najít v [7].
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5.3 Bézierovy křivky a GPU

Nyní se podívejme, jak bychom mohli vykreslovat Bézierovy křivky na GPU. Pan Paul de
Casteljau přišel na rychlý a elegantní způsob, jak počítat body na Bézierově křivce (jeho
popis je možné najít např. v [8] nebo v [7]). De Casteljau algoritmus je ale pro implementaci
na GPU nevhodný. Je rekurzivní a v každém rekurzivním kroku nově spočítané body závisí
na okolních bodech spočítaných v předchozím kroku. Prostorová závislost mezi vrcholy je
pro shader velice nežádoucí vlastnost (ačkoliv není neřešitelná, jak bude vidět v kapitole o
subdivision surfaces). Mnohem lépe se pro shader hodí realizace přímého výpočtu podle
vzorce 5.2. Shader bude spuštěn pro každý bod na křivce a pro tento každý bod se spočítá
jeho pozice nezávisle na ostatních bodech. A i když přímý výpočet není příliš efektivní, u
Bézierových křivek není natolik složitý, aby to mělo kritický vliv na výkon. Naopak, díky
možnosti jeho paralelizace je pro výpočet na GPU jako stvořený.

Na obr. 5.1 je shader z programu ”BCurve”, který je možné najít na doprovodném
CD (programy se nalézají v adresáři ”Programy/bin” a jejich zdrojové kódy jsou v
”Programy/source”). Tento shader dělá přesně výše popsané.

Program ”BCurve” renderuje racionální Bézierovy křivky stupně 3 s využitím
homogenních souřadnic. Postupuje tak, že nejdříve uloží kontrolní polygon jako parametr
vertex shaderu (mControl). Tento parametr je matice velikosti 4 × 4. Proto je stupeň
křivky omezen na 3. Vyšší stupně by samozřejmě nebyly problém, jen by se již kontrolní
polygon nedal předat jako jeden parametr a hlavně by se zkomplikoval výpočet, jelikož
by se nedalo tak snadno použít funkcí Cg-Runtime. Poté se musí vygenerovat dostatečné
množství vrcholů, které se GPU pošle. Každý takový vrchol s sebou nese v prvních třech
složkách informaci o barvě, kterou má být vykreslen a v poslední složce si nese u0 – tedy
svojí relativní pozici od počátku křivky. Vrcholy se renderují jako posloupnost úseček (line
strip). Vertex shader si tyto hodnoty vyzvedne a pro dané u0 přímo spočítá rovnici 5.2.

Pro realizaci algoritmu byl zvolen vertex shader. A to zejména proto, že program
nevyžaduje enormní množství uniform dat, které by bylo třeba předat pomocí textury. Takže
není třeba žádné vyhledávání v textuře, což by sedělo spíše fragment shaderu. Na druhou
stranu, fragment procesorů je na GPU víc a tak by se mohlo zdát, že vždy je lepší zvolit
fragment shader. To bohužel není tak docela pravda, protože následný readback by výkon
degradoval, jelikož AGP sběrnice přenáší data směrem z GPU do systémové paměti velice
pomalu. Díky použití vertex shaderu můžeme celý rendering zvládnout během jednoho
průchodu processing pipeline.

Nyní se podíváme, jak si GPU stojí výkonově v porovnání s CPU. Testovací systém pro
tento a všechny následující příklady je: AMD Athlon XP 1800+, 768 DDR DRAM, Nvidia
GeForce 6600GT, AGP 4x.

Byl napsán program – ”CPUbezier”, který na CPU dělá přesně to, co vertex shader pro
”BCurve”. Hrubé srovnání výkonu CPU a GPU zní následovně. CPU dokáže vyrenderovat
na výše zmíněném systému křivku sestávající z 8000 vzorků při 25fps. GPU dokáže zhruba
při stejném fillrate (přesně 22fps) zobrazit křivku sestávající z 1000000 vzorků! Nárůst
výkonu je cca 120ti násobný! Poznamenejme však, že proto, aby křivka vypadala hladce
bohatě stačí 15 - 20 vzorků (to ovšem závisí na tvaru a délce křivky, atd).

Těžko někdo ale bude implementovat Bézierovy křivky pomocí výše zmíněného
algoritmu. OpenGL má přímo v sobě zabudovanou podporu pro tyto typy křivek a používá
velmi efektivní algoritmy pro jejich rendering. Srovnání ”BCurve” s implementací OpenGL
nám tedy jistě dá relevantní údaje o praktické užitečnosti počítání Bézierových křivek na
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float4x4 mModelViewProj; // Model * View * Projection matrix
float4x4 mControl; // Control points (points are columns)

struct VS_OUTPUT {
float4 oPosition : POSITION; // vertex position
float4 oColor : COLOR0;

};

float Fact(int n) {
float Out;
if (n < 2) { Out = 1.0f; }
else {

Out = (float) n;
for (int i = (n - 1); i > 1; i--)

Out *= (float) i;
}

return Out;
}

float ComputeBasis(int i, float pos) {
float Out = 0.0f;

// compute coeficient (combinatorial number)
Out = 6.0f / (Fact(i)*Fact(3 - i));

// compute (1 - pos)^m-i
Out *= pow(1 - pos, 3 - i);

// compute pos^i
Out *= pow(pos, i);

return Out;
}

VS_OUTPUT bezier( in float4 inPosition : POSITION) {
VS_OUTPUT Out;

float4 basis;
float s = inPosition.w; // sample number
basis.x = ComputeBasis(0, s); //b03
basis.y = ComputeBasis(1, s); //b13
basis.z = ComputeBasis(2, s); //b23
basis.w = ComputeBasis(3, s); //b33

float4 oPos = mul(mControl, basis);

Out.oPosition = mul(oPos, mModelViewProj);
Out.oColor = float4(inPosition.xyz, 1.0f);

return Out;
}

Obrázek 5.1: Vertex Shader pro výpočet Bézierových křivek
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Obrázek 5.2: Bézierovův plát generovaný programem ”BSurface”

GPU. ”CPUbezier”, při použití OpenGL křivek dosahuje zhruba desetinové rychlosti proti
”BCurve”. Nicméně je třeba znovu zopakovat, že algoritmus pro GPU jistě není optimální.
Jeho vylepšením se budeme zabývat u Bézierových plátů.

5.4 Bézierovy pláty

Poměrně přímočarým rozšířením Bézierových křivek o jednu dimenzi dostaneme popis
povrchu v prostoru. Bézierův plát typu n×m se tedy dá popsat následujícím vztahem:

S(u, v) =
n∑

i=0

m∑
j=0

Bi,n(u)Bj,m(v)Pi,j 0 ≤ u, v ≤ 1 (5.5)

Díky svojí konstrukci mají Bézierovy pláty podobné vlastnosti, jako Bézierovy křivky. A
stejně tak existuje i rozšíření Bézierových plátů (v originále Rational Bézier surface), jako tomu
bylo u křivek. A analogickým způsobem dokážeme toto rozšíření převést na standardní
Béziérovy pláty pomocí homogenních souřadnic (detaily viz. [7]).

5.5 Bézierovy pláty a GPU

Stejně jako pro křivky, i pro povrchy existuje algoritmus, který staví na de Casteljau algoritmu.
Bohužel stále platí, že se nehodí pro výpočet na GPU. Zvolíme tedy stejný přístup, jako v
případě křivek, tedy přímý výpočet. Shader, který se stará o jádro výpočtu je vidět na výpisu
5.3.

Program ”BSurface” počítá Bézierovy pláty typu 4 × 4. Jelikož je stupeň pevně daný
nebylo třeba funkcí pro výpočet obecného faktoriálu a potažmo kombinačního čísla. Tyto
funkce tedy v shaderu chybí, místo nich je tam funkce ComputeBases(), která spočítá
všech 8 hodnot Bernsteinových polynomů (4 pro u, 4 pro v), které jsou potřeba pro výpočet
bodu na povrchu (to samé šlo udělat pro ”BCurve”). Zajímavostí ovšem je, že verze, kdy se
vše počítá podobně, jako u ”BCurve”, tedy kombinační číslo pro každý vzorek zvlášt’ je po
překladu kompilátorem jazyka Cg přibližně stejně rychlá (alespoň pro profil vp40).

Opět byl vybrán vertex shader, a to ze stejných důvodů, jako u křivek. Způsob posílání
vrcholů na GPU je analogický tomu, který byl použit v případě programu ”BCurve” –
akorát na barvu se již nedostalo, nebot’ potřebujeme předat 2 parametry (u0, v0) a je zbytečné
plýtvat šířkou přenosového pásma, dáme pro testovací účely přednost rychlosti. Je tu ovšem
jeden háček.
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V závislosti na tom, jaké OpenGL primitivum si pro zobrazení zvolíme, budeme
muset poslat určité množství vrcholů navíc. Problém je v tom, jak reprezentovat pomocí
grafických primitiv (body, úsečky, trojúhelníky,...), které nám poskytuje OpenGL, výsledný
tvar Bézierova plátu. To lze například pomocí bodů, pak ale nebudou tyto body spojené,
což je často nepřípustné. Na druhou stranu zde není žádný overhead, pošle se přesně tolik
vrcholů, kolik se jich potřebuje spočítat. Nebo můžeme použít line strip, jako u příkladu s
křivkami – vznikne tak čtvercová mřížka. Pak ale musíme počítat s tím, že se každý vrchol
spočítá dvakrát (Jestliže line strip použijeme tak, že spojíme do jedné lomené čáry všechny
vzorky, se stejným u0 a poté se stejným v0). Možností je samozřejmě víc. At’ už si vybereme
jakoukoliv reprezentaci, musíme typicky počítat nějaký overhead (samotné body typicky
renderovat nebudeme).

Jiná metoda by byla použít více průchodů přes pipeline. V prvním průchodu by se
do GPU poslalo přesně tolik vrcholů, kolik se potřebuje spočítat. Ty by se načetly zpět do
systémové paměti. V ní by se přeorganizovaly podle potřeby a poslaly znovu do pipeline
pro finální rendering (některé vrcholy potenciálně několikrát. Ovšem už by se nepočítaly
jejich souřadnice při průchodu vertex procesorem.). Tato metoda se u příkladu Bézierových
plátů v programu ”BSurface” nepoužívá, nebot’ by opět rychlost pokazil readback z GPU.
Ovšem pro GPU, které používají pro komunikaci sběrnici PCI Express, by tohle řešení bylo
schůdnější, jelikož přes PCI Express proudí data rychle oběma směry.

Nyní pár slov k rychlosti. Program ”CPUbezier” umí počítat také Bézierovy pláty.
A postupuje stejně, jako vertex shader pro ”BSurface”. Při použití CPU implementace je
testovací sestava schopna dosáhnout výkonu 24fps při 100x100 vzorcích Bézierova plátu.
Téměř totožného výkonu (23fps) je schopno dosáhnout GPU při 1000x1000 vzorcích. To
znamená 100krát vyšší výkon! Tento výkon podá GPU, pokud renderuje každý vrchol
právě jednou – tedy pomocí primitiva points, nikoliv třeba jako line strip (okolo 10fps, při
počtu 1000x1000 vzorků). Implementace Bézierových plátů v OpenGL je schopná dosáhnout
výkonu 18fps při počtu vzorků 200x200. Takže GPU je v tomto případě asi 31krát rychlejší
(při line stripu cca 15krát).

5.6 Spline křivky

Bézierovy křivky mají dvě nežádoucí vlastnosti.

• Především je to globální dosah kontrolních bodů. Pozice každého kontrolního bodu
má vliv na celou křivku. Tato vlastnost je často pro interaktivní práci modeláře noční
můrou – vystihnout požadovaný tvar vyžaduje umět umístit všechny kontrolní body
najednou. A když něco ”nesedí”, může to vyústit až v přemístění všech bodů. Tento
dosah je dán tím, že Bernsteinovy polynomy jsou v celém intervalu (0, 1) nenulové.
Tudíž pro libovolné u0 ∈ (0, 1) jsou koeficienty u všech kontrolních bodů v rovnici 5.2
nenulové.

• Pokud potřebuje modelář vytvořit nějaký komplexní tvar, musí použít velké množství
kontrolních bodů. Avšak počet kontrolních bodů přímo určuje stupeň Bézierovy
křivky. Takže složité tvary vyžadují polynomy vysokého stupně. Ovšem tyto
polynomy mají vyšší nároky na výpočetní sílu systému a výpočty jsou numericky
nestabilní.
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float4x4 mModelViewProj; // Model * View * Projection matrix
float4 cp00, cp01, cp02, cp03;
float4 cp10, cp11, cp12, cp13;
float4 cp20, cp21, cp22, cp23;
float4 cp30, cp31, cp32, cp33; // Control points

struct VS_OUTPUT {
float4 oPosition : POSITION; // vertex position
float4 oColor : COLOR0;

};

void ComputeBases(in float u, in float v, out float4 bu, out float4 bv)
{

float4 comb = float4(1.0f, 3.0f, 3.0f, 1.0f);
float4 first, second;

first.x = pow(1 - u, 3);
first.y = pow(1 - u, 2) * u;
first.z = (1 - u) * pow(u, 2);
first.w = pow(u, 3);

second.x = pow(1 - v, 3);
second.y = pow(1 - v, 2) * v;
second.z = (1 - v) * pow(v, 2);
second.w = pow(v, 3);

bu = comb*first;
bv = comb*second;

}

VS_OUTPUT bezier( in float4 inPosition : POSITION)
{

VS_OUTPUT Out;
float4 bu, bv;
float u = inPosition.x, v = inPosition.y; // sample number
float4 oPos = float4(0.0f, 0.0f, 0.0f, 0.0f);

ComputeBases(u, v, bu, bv);

// compute coeficients c0 ... c1 of Control points
float4 c0 = (bu.x * bv), c1 = (bu.y * bv);
float4 c2 = (bu.z * bv), c3 = (bu.w * bv);

oPos += c0.x * cp00; oPos += c0.y * cp01;
oPos += c0.z * cp02; oPos += c0.w * cp03;
oPos += c1.x * cp10; oPos += c1.y * cp11;
oPos += c1.z * cp12; oPos += c1.w * cp13;
oPos += c2.x * cp20; oPos += c2.y * cp21;
oPos += c2.z * cp22; oPos += c2.w * cp23;
oPos += c3.x * cp30; oPos += c3.y * cp31;
oPos += c3.z * cp32; oPos += c3.w * cp33;

Out.oPosition = mul(mModelViewProj, oPos);
Out.oColor = float4(1.0f, 0.0f, 0.0f, 1.0f);
return Out;

}

Obrázek 5.3: Vertex Shader pro výpočet Bézierových plátů
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Spline křivky a plochy těmito neduhy netrpí. Je to dáno jejich matematickou konstrukcí
(Zájemci mohou najít detaily např. v [7]). Dají se definovat mnoha různými způsoby. Pro
naše účely se nejlépe hodí definice rekurzivní.

Necht’ U = u0, ..., um je neklesající posloupnost reálných čísel. Potom Ni,p(u) značí i−tou
B-Spline bázovou funkci stupně p, která je definována jako:

Ni,0(u) =
{

1 pokud ui ≤ u < ui+1

0 jinak

Ni,p(u) =
u− ui

ui+p − ui
Ni,p−1(u) +

ui+p+1 − u

ui+p+1 − ui+1
Ni+1,p−1(u) (5.6)

Posloupnost U nazýváme Knot vektor a ui jsou knoty. Interval [ui, ui+1) nazýváme i-tý
knot span. Vlastnosti bázových funkcí jsou dobře popsány v [7]. Kromě jiného se dá ukázat
(prostou konstrukcí bázových funkcí podle daného U ), že pokud

U = {
p+1︷ ︸︸ ︷

0, ..., 0,

p+1︷ ︸︸ ︷
1, ..., 1} (5.7)

tak potom odpovídající bázové funkce jsou Bernsteinovy polynomy. Z toho tedy
vyplývá, že Bézierovy křivky jsou vlastně speciální případ spline křivek.

B-Spline křivku stupně p potom definujeme následovně:

C(u) =
n∑

i=0

Ni,p(u)Pi 0 ≤ u ≤ 1 (5.8)

kde Pi jsou kontrolní body, Ni,p(u) jsou B-Spline bázové funkce stupně p, které jsou
definovány na knot vektoru U , jež má tvar 5.9.

U = {
p+1︷ ︸︸ ︷

a, ..., a, up+1, ..., um−p−1,

p+1︷ ︸︸ ︷
b, ...b} (5.9)

Vlastnosti B-Spline křivek jsou dány vlastnostmi jejich bázových funkcí a jsou dobře
probrány opět v [7]. Stejně, jako tomu bylo u klasických Bézierových křivek, i pro spline
křivky platí, že nedokáží přesně vyjádřit kónické tvary. Proto Byla tato definice rozšířena a
na svět přišly NURBS křivky (NonUniform Rational B-Spline). Jejich následující definice asi
není překvapující:

C(u) =
∑n

i=0 Ni,p(u)wiPi∑n
j=0 Nj,p(u)wj

0 ≤ u ≤ 1 (5.10)

kde ∀i : wi > 0 jsou váhy (analogie k racionálním Bézierovým křivkám). Ostatní
parametry mají stejný význam, jako u klasických spline křivek. Vlastnosti díky svojí definici
dědí NURBS křivky od splinů. Stejná metoda, jako v případě racionálních Bézierových
křivek – homogenní souřadnice – nám navíc umožní chápat NURBS jako klasické spline
křivky v prostoru o jednu dimenzi větším.
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5.7 Spline a NURBS povrchy

Stejný postup, který byl použit při definici Bézierových plátů na základě Bézierových křivek
se použil i pro definici Spline povrchů a stejně tak i NURBS povrchů. Uved’me tedy jen
stručně definici NURBS povrchu:

S(u, v) =
∑n

i=0

∑m
j=0 Ni,p(u)Nj,q(v)wi,jPi,j∑n

k=0

∑m
l=0 Nk,p(u)Nl,q(v)wk,l

a ≤ u, v ≤ b (5.11)

kde kontrolní body Pi,j formují kontrolní mřížku, wi,j jsou váhy a Ni,p(u) respektive
Nj,q(v) jsou definovány nad knot vektory

U = {
p+1︷ ︸︸ ︷

0, ..., 0, up+1, ..., um−p−1,

p+1︷ ︸︸ ︷
1, ...1}

respektive

V = {
q+1︷ ︸︸ ︷

0, ..., 0, uq+1, ..., um−q−1,

q+1︷ ︸︸ ︷
1, ...1}

Implementaci NURBS křivek a ploch na GPU vynecháme, protože postup, který
použijeme pro jejich následníka – Subdivision surfaces se dá aplikovat i na NURBS. Navíc
subdivision surfaces jsou silnější prostředek pro modeláře, a proto se zaměříme právě na ně.
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Kapitola 6

Subdivision proces

Než se pustíme do povídání o subdivision surfaces, bude třeba osvětlit první polovinu
jejich názvu, a to co vlastně znamená slovo Subdivision. Nejdříve se zaměříme na křivky,
jelikož jsou jednodušší. Pro povrchy proces subdivision pracuje obdobně, jen je o něco
komplikovanější.

Obrázek 6.1 je dobrou ilustrací celého procesu postupného dělení - Subdivision.
Na počátku (na obrázku označeno (1)) máme lomenou čáru sestávající ze tří úseček.
V následujícím kroku rozdělíme každou úsečku na dvě pomocí nového vrcholu (na
obrázku šedě vybarven), který vytvoříme na základě určitých pravidel a za pomoci
sousedních vrcholů (typicky používáme pouze přímé sousedy, ovšem obecně můžeme
použít jakoukoliv podmnožinu vrcholů tvořících lomenou čáru). Staré úsečky zahodíme
a vrcholy přepojíme tak, jak je vidět na obrázku v části označené (2). Ovšem to, co nám
právě vzniklo, je opět lomená čára, takže nám nic nebrání celý proces opakovat. Tak vznikne
útvar označený jako (3). Po určitém (relativně nízkém) počtu takovýchto kroků již lomená
čára bude vypadat pro lidské oko jako hladká křivka. Jinými slovy platí, že pokud se
počet kroků bude blížit nekonečnu, lomená čára se bude limitně blížit nějaké křivce. O
tom, jaké vlastnosti tato křivka bude mít, rozhoduje volba pravidel pro výpočet nových
vrcholů. Nejčastějším požadavkem bývá spojitost prvních a případně druhých derivací.
Soubor těchto pravidel označujeme souhrnně, jako Subdivision schéma. Popisem jednotlivých
schémat se bude zabývat následující kapitola.

Pokud se nyní podíváme na povrchy, tak subdivision pro ně funguje úplně stejně,
podle výše popsaného postupu. Do hrubé mřížky se postupně přidávají jednotlivé vrcholy
podle určitého subdivision schématu. Tento postup pak původní mřížku vyhladí, jak je
vidět například na obr. 6.2, kde se použitím Catmull-Clark schématu (viz. další kapitola)
z kostky stane koule. Celý postup je komplikovanější v tom smyslu, že pro nový vrchol
nepotřebujeme znát pouze vrcholy před a za ním, ale i po stranách, tedy v celém 2D okolí.

Můžeme se nyní zabývat otázkou, jak široká je paleta povrchů a křivek, které je možné
vygenerovat pomocí tohoto postupu. Lze říci, že je alespoň tak bohatá, jako je paleta
objektů, které umíme popsat pomocí splinů. V publikaci [8] je například názorně odvozeno
subdivision schéma pro generování B-spline křivek. A je také pravda, že pravidla ve většině
subdivision schémat vychází ze splinů, aby výsledný povrch měl také podobné vlastnosti,
jako mají spliny, jelikož jsou tyto obecně považovány v mnoha ohledech za dobré.
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Obrázek 6.1: Proces postupného dělení lomené čáry

Obrázek 6.2: Proces subdivision aplikovaný na krychli
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Kapitola 7

Subdivision Surfaces

7.1 Úvod, klíčové pojmy, definice

V předcházející kapitole byl vysvětlen pojem subdivision, a tak nám již nic nebrání v
definici Subdivision povrchu. Intuitivně můžeme říci, že subdivision povrch je limitní povrch,
který vznikne opakovanou aplikací některého subdivision schématu na počáteční mřížku,
přičemž počet kroků se limitně blíží nekonečnu. Této počáteční hrubé mřížce se říká
Kontrolní mřížka (v originále Control mesh), podobně u křivek můžeme mluvit o kontrolním
polygonu – ovšem oblast křivek generovaných metodou subdivision nás již dále nebude
zajímat a budeme se věnovat pouze povrchům. Control mesh ale není pouze množinou
vrcholů. Důležitou roli hraje také topologie této sítě, takže pokud mluvíme o control mesh,
mluvíme o celém polyedru – tedy o vrcholech, hranách i stěnách (některá schémata vytvářejí
vrcholy krom hran i uvnitř stěn).

Vrat’me se nyní na chvíli zpět ke splinům. Kontrolní body splinů formují také jakousi
kontrolní mřížku, která má tvar pravidelné sítě, jak je vidět na obrázku 7.1. Tvar čtverce
s rovnoměrně rozmístěnými vrcholy byl vybrán čistě pro ilustraci. Konkrétní geometrický
tvar této mřížky záleží čistě na pozicích kontrolních bodů. Ovšem na druhou stranu,
všechny kontrolní mřížky pro spliny jsou topologicky stejné. Každý vrchol uvnitř mřížky
má stupeň 4, na okrajích mřížky mají vrcholy bud’ stupeň 3 nebo 2. Přesně, jak je tomu na
obrázku. Pokud bychom nyní chtěli vykreslovat spline způsobem postupného zjemňování
této mřížky, tedy přidáváním vrcholů na hrany a také do stěn, prováděli bychom právě
subdivision proces. Jen bychom potřebovali přijít na ta správná pravidla, která použít,
aby se limitní povrch opravdu choval, jako spline. Tato pravidla však již dlouhou dobu
existují. Formuloval je pan Edwin Catmull a pan Jim Clark na konci 70-tých let. A navíc
se tato pravidla neomezují pouze na takovéto topologické mřížky, nýbrž platí podobně i
pro jiné mřížky, v podstatě s "libovolnou" topologií. Detaily konstrukce je možné najít v
práci [9]. Toto schéma vešlo ve známost jako ”Catmull-Clarkovo subdivision schéma” a
bylo průkopníkem na poli subdivision. Oba autory tak můžeme považovat za duchovní
otce subdivision surfaces. Ještě se podívejme, proč je pro nás důležité umět dělit mřížky s
libovolnou topologií. Hlavní důvod je ten, že mřížky s topologií jako na obr. 7.1 nedovolují
modelovat všechny tvary, které bychom požadovali – např. kouli. Tento fakt vychází z
Eulerova vztahu pro rovinné grafy. Další důvod je také velmi důležitý. Čím bohatší množinu
topologických konstrukcí povolíme, tím dáme větší volnost umělcům při modelování.

Je tedy vidět, že subdivision surfaces velmi úzce souvisí se spliny. Pro většinu schémat
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Obrázek 7.1: Kontrolní mřížka spline povrchu

platí, že se snaží na regulární části mřížky (definice slova ”regulární” následuje vzápětí)
tvořit povrch, který se chová jako spline a na částech neregulárních se chovat alespoň tak,
aby ”celkový dojem” spline povrchu tyto části moc nekazily. Jak již bylo zmíněno výše, volba
pravidel s tímto chováním přímo souvisí.

Nyní si ještě definujme několik pojmů, at’ máme aparát pro popis subdivision schémat
kompletní. Pojem Subdivision maska se používá pro množinu vrcholů, které slouží pro
výpočet nového vrcholu. Ukázka takové masky je na obr. 7.2. Pro výpočet nového vrcholu
”v” podle této masky jsou zapotřebí oba vrcholy, které leží na hraně, na které vrchol ”v”
vzniká (”e1”, ”e2”), i oba další vrcholy, které leží v přilehlých stěnách (”f1”, ”f2”). Každý
vrchol v subdivision masce má svoji váhu. Ta je číslem vyjadřujícím, jak moc velký vliv
má daný vrchol na vrchol nově vytvářený. V části zabývající se popisem Loop schématu
je uvedena maska, kde ”f1” a ”f2” mají váhu 1

8 a ”e1” a ”e2” mají 3
8 . Z toho tedy vyplývá, že:

v =
3
8

e1 +
3
8

e2 +
1
8

f1 +
1
8

f2

Pokud požadujeme výpočet normál pro každý vrchol, budeme také potřebovat tzv. Tečné
masky (v originále Tangent masks), které použijeme pro výpočet tečných vektorů, které potom
poslouží pro výpočet normály v daném vrcholu. Tečná maska je analogií k subdivision
masce. Je to opět množina vrcholů v mřížce, na základě kterých se tyto tečné vektory
spočítají.

U některých typů schémat navíc má také smysl hovořit o tzv. limitních maskách, jejichž
aplikací na daný, již existující vrchol, docílíme posunutí tohoto vrcholu do limitního
povrchu. Jedná se o aproximační schémata, která mají tu vlastnost, že nově vznikající vrcholy
neleží na limitním povrchu, nýbrž se k němu postupem času přibližují (jiný druh schémat,
interpolační, tuto vlastnost nemají. Blíže o nich v následujícím textu). Po určitém počtu kroků
proces subdivision zastavíme a aplikujeme limitní masky na existující vrcholy a získáme tak
polyedr, který interpoluje limitní povrch.

Dále si zadefinujme, co znamená regulární a co extraordinární vrchol mřížky. I když
existují subdivision schémata pro různé stupně stěn mřížek (stupeň stěny je počet hran,
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Obrázek 7.2: Subdivision maska (Loop schéma)

které stěnu tvoří), nejčastěji se setkáváme se schématy, které pracují s trojúhelníkovou a
čtyřúhelníkovou mřížkou (v daném typu mřížky musí být stěny všechny stejného stupně.
I když se některá schémata dají snadno upravit, aby si poradila i s mřížkami, kde mají
stěny různé stupně, není to jejich primární úkol a v dalším textu budeme předpokládat
mřížky homogenní, tedy ty, které mají všechny stěny stejného stupně.). Regulární vrchol pro
mřížku složenou ze čtyřúhelníků je ten, který má stupeň 4 (alias počet sousedních vrcholů).
Pro trojúhelníkovou pak 6. Extraordinární vrchol je ten, co není regulární. Poznamenejme,
že extraordinární vrcholy jsou ty elementy, které přinášejí komplikace do subdivision
schématu. At’ již je to formulace pravidel pro tyto vrcholy anebo s tím úzce související
matematická analýza vlastností daného schématu.

7.2 Sledované vlastnosti schémat

Zpět ke generování subdivision povrchu. V praxi samozřejmě není možné aplikovat cokoli
nekonečně-krát. Naštěstí to v případě subdivision surfaces také není potřeba. Stačí již
poměrně málo subdivision kroků, aby výsledný objekt vypadal relativně hladce (V praxi je
to často 4 - 5 kroků). Tento počet také samozřejmě závisí na volbě schématu. Budeme tedy
preferovat ta, která mají vysokou rychlost konvergence k limitnímu povrchu. To ovšem není
jediné kritérium, podle kterého budeme schéma vybírat. Mezi vlastnosti na základě kterých
se budeme rozhodovat o vhodnosti použití toho kterého schématu budou jistě patřit tyto:

Spojitost – Čím je výsledný povrch hladší, tím lépe (i když někdy se hodí i ostré hrany a
špičaté rohy, viz. dále). Toto je také vlastnost, ve které se jednotlivá schémata často liší.
Některá produkují všude C1 spojité povrchy, jiné jen po částech spojité, některé jsou
dokonce třídy C2, atd.

Efektivita – Efektivita výpočtu je jistě klíčový faktor. V oblasti real-time grafiky často
rozhodující. Není nám k ničemu metoda, která generuje dokonale hladký povrch,
když ji nedokážeme dostatečně rychle spočítat. Všechna schémata se proto snaží držet
počet starých sousedních vrcholů, na základě kterých se pak počítají vrcholy nové,
co nejnižší. Obecně lze říci, že v porovnání například s reprezentací objektů pomocí
implicitních funkcí, si všechna subdivision schémata vedou v tomto kritériu podstatně
lépe.
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Kompaktní support – Část výsledného povrchu, kterou ovlivňuje daný bod kontrolní
mřížky by měla být pokud možno malá. Tento požadavek nás vedl ke studiu splinů,
jelikož Bézierovy křivky a pláty mají tu nepříjemnou vlastnost, že kontrolního body
ovlivňují vrcholy všude na křivce / povrchu – viz. kapitola 5. Je tedy logické, že tuto
vlastnost požadujeme i od subdivision schémat.

Invariance vůči afinním transformacím – Tento požadavek zaručí, že výsledek aplikace
takovéto transformace (rotace, posunutí, scaling) na výsledný povrch je stejný,
jako výsledek aplikace na počáteční mřížku, kterou ”rozdrobíme” teprve poté.
Toto je ovšem celkem standardní požadavek, který splňují pravděpodobně všechna
subdivision schémata.

Jednoduchost – Čím méně pravidel schéma obsahuje, tím snadněji se implementuje.
Například pro hardwareovou realizaci daného schématu je tato vlastnost poměrně
důležitá.

7.3 Klasifikace subdivision schémat

Subdivision schémat existuje celá řada. Potřebujeme tedy nějaká kritéria, abychom mohli
dané schéma nějakým způsobem ohodnotit. Nejčastěji se používají tato:

Typ mřížky – První kritérium, které nás napadne, je pravděpodobně právě tohle.
Subdivision schémata dělíme podle toho, s jakým typem mřížky pracují. Nejčastěji
se setkáváme se schématy pracující s trojúhelníkovou a se čtyřúhelníkovou mřížkou
(v originále Triangular scheme a Quadrilateral scheme). Příkladem triangular schématu
je například Loop schéma, nebo schéma Butterfly. Mezi quadrilateral schémata
patří nejznámější Catmull-Clark schéma. Existují i schémata pro jiné typy mřížek
(šestiúhelníkové), ovšem není jich tolik. V tomto textu se omezíme na popis
trojúhelníkových a čtyřúhelníkových schémat.

Typ dělení – V originále split type. Jinými slovy, jak se generuje zjemněná mřížka. Existují
dva přístupy. První z nich, ten zdaleka nejčastější je tzv. Face split. Při tomto přístupu
se každá stěna trojúhelníkové či čtyřúhelníkové mřížky rozdělí na 4 stěny. Vzniknou
nové vrcholy na hranách a v případě čtyřúhelníkové sítě ještě v každé stěně. Staré
vrcholy zůstavají v mřížce (s případnou změnou svojí polohy, viz. dále). Vhodným
pospojováním těchto nových vrcholů vznikne nová jemnější mřížka. Tento postup
je vidět na obrázku 7.3. Druhý přístup funguje tak, že pro každý vrchol vznikne
několik nových vrcholů (v každé přilehlé stěně jeden). Starý vrchol se zahodí. Nové
stěny vzniknou na místě každého starého vrcholu a další na každé hraně. Staré
stěny zůstávají, jen se jim změní vrcholy. Tento postup je ilustrován na obr. 7.4.
Tato metoda přináší komplikace v tom, že na místě extraordinárních vrcholů (jak v
trojúhelníkových mřížkách, tak i v čtyřúhelníkových) vznikají stěny s různými stupni.
Pro trojúhelníková schémata je navíc vidět, že takové stěny vznikají i pro regulární
vrcholy (na místě vrcholů vzniknou šestiúhelníky). Dodejme ještě, že první postup je
nazýván primární (v originále primal) a druhý je duální (dual). Nás budou dále zajímat
jen schémata využívající první přístup. Mezi zástupce první skupiny patří jak Loop, tak
Butterfly, tak i Catmull-Clark. Do druhé skupiny patří např. Doo-Sabin, Midedge nebo
Biquartic.
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Obrázek 7.3: Face split pro trojúhelníková a čtyřúhelníková schémata

Obrázek 7.4: Vertex split čtyřúhelníková schémata
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Obrázek 7.5: Interpolační schéma Butterfly a aproximační schéma Catmull-Clark

Aproximace × Interpolace – Interpolační schémata nazýváme ta, která v každém subdivision
kroku vygenerují vrcholy, které se nacházejí na limitním povrchu. V každém kroku tak
vznikne polyedr, který interpoluje výsledný limitní povrch. Naproti tomu Aproximační
schéma je takové, které tuto podmínku nesplňuje. To dává těmto typům schémat
jistou volnost. Aby aproximační schéma nakonec vygenerovalo polyedr, který bude
interpolovat limitní povrch, je zapotřebí po posledním dělení aplikovat limitní masky a
spočítat pro každý vrchol jeho pozici na limitním povrchu. Interpolační schémata mají
nespornou výhodu v jejich názornosti. Z kontrolní mřížky si člověk dokáže udělat lepší
představu o tom, jak bude vypadat výsledný povrch, než je to v případě aproximačních
schémat. Na druhou stranu jejich nevýhodou je fakt, že kvalita povrchů, které
generují není tak vysoká jako u aproximačních schémat (vypadají opticky hůře a i
jejich matematické vlastnosti jsou horší). Také pomaleji konvergují. O tom, zda je
schéma interpolační nebo aproximační, dokážeme snadno rozhodnout na základě
prostudování jednotlivých pravidel. Pokud schéma jednou vygenerované vrcholy
během dalších subdivision kroků již dále nepřesouvá, je interpolační. V opačném
případě je aproximační. Ukázka interpolačního schématu (Modified Butterfly) je na obr.
7.5 v levé polovině. Vlevo je kontrolní mřížka, vpravo od ní povrch, který vznikl po
4 krocích schématu. Na stejném obrázku v pravé polovině je ukázka aproximačního
schématu Catmull-Clark. Počet subdivision kroků je opět 4.

Stacionární × Nestacionární – O schématu říkáme, že je stacionární, pokud se v každém
kroku použije stejná sada pravidel. V opačném případě se jedná o nestacionární schéma.

Uniformní × Neuniformní – Uniformní schéma používá na celou vstupní mřížku stejnou
sadu pravidel, Neuniformní používá pro různé části mřížky sady různé. Většina
schémat jsou svojí podstatou stacionární a uniformní. Existují často jejich rozšíření,
která z nich činí nestacionární, případně neuniformní schémata, ale schémat, které jsou
taková již ve své podstatě, není mnoho.

V oblasti subdivision surfaces stále probíhá vývoj. A proto se čas od času stane, že na
svět přijde schéma, které na základě výše uvedených kritérií nelze zařadit do žádné třídy.
Příkladem takového schématu je např.

√
3 schéma (popsáno v [10]). Těmito schématy se ale

nebudeme zabývat, na následujících stránkách se zaměříme na popis schémat známějších a
časem prověřených.
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Obrázek 7.6: Značky v subdivision schématech (Extended Catmull-Clark schéma)

7.4 Značky, ostré hrany, rohy, hranice

Ještě, než se pustíme do popisu jednotlivých schémat, řekneme si něco ke geometrickým
prvkům, které nejsou typické pro povrchy vzniklé pomocí subdivision. Jedná se především o
jakékoliv ostré prvky. Podstata práce subdivision je vyhlazovat kontrolní mřížku tak, aby po
určitém počtu kroků vypadala jako hladký povrch. Pokud chceme mít ve svém výsledném
povrchu například ostré hrany nebo rohy, musíme je nějakým způsobem označkovat, aby
subdivision schéma vědělo, že tyto hrany nemá vyhlazovat. Samozřejmě pak musíme použít
schéma, které s takovými značkami umí pracovat. Jelikož ostré hrany a rohy potřebujeme
poměrně často, většina schémat existuje ve verzi, která počítá s případnými značkami na
hranách a rozích.

Pokud se navíc nechceme omezit jen na uzavřené kontrolní mřížky, budeme muset
být schopni nějakým způsobem naučit schéma pracovat s hraničními hranami. Hrany na
hranicích pro nás jsou svým způsobem speciální a chceme, aby výsledná hranice měla určité
vlastnosti. Nejčastěji chceme, aby vrcholy vznikající na hranici nebyly závislé na vnitřních
vrcholech. Uvažujme následující příklad. Máme dvě kontrolní mřížky, které chceme vyhladit
a umístit těsně vedle sebe. Proto obě kontrolní mřížky budou mít stejné vrcholy na společné
hranici. Vnitřní vrcholy se ale liší. A pokud by vznikající hraniční vrcholy závisely i na
vnitřních vrcholech, vznikaly by na společné hranici v obou mřížkách vrcholy, které by
nebyly geometricky totožné. Takže by po přiložení obou vyhlazených mřížek k sobě byly
na hranicích praskliny, a to je samozřejmě nežádoucí. Proto musíme být schopni označit ve
schématu hraniční vrcholy, aby se k nim schéma zachovalo korektně.

Poznamenejme, že použití značek a úpravy v subdivision schématech s nimi související,
mají za následek, že se z uniformního schématu stává schéma neuniformní – jinak se
chová na ostrých hranách a jinak na hladkých, jinak na hranicích a jinak uvnitř povrchu.
Tyto změny ovšem také ovlivňují vlastnosti schématu, takže pokud bylo schéma dříve
třídy C2, po úpravách již může být pouze třídy C1 nebo jen po částech C1 nebo i horší.
(vždy se samozřejmě snažíme dělat takové úpravy, které vlastnosti schématu pokazí co
nejméně). Také nám tyto úpravy ale komplikují matematickou analýzu schémat. Takže se
může stát, že pro původní schéma jsme schopni dokázat jeho C2-spojitost, po přidání úprav
nejsme schopni dokázat vůbec nic. Úpravy, které nám takto komplikují analýzu ještě ovšem
nemusejí být neužitečné. To, že nedokážeme danou vlastnost dokázat, ještě neznamená, že
jí schéma nemá. A nakonec většinou záleží hlavně na tom, jak výsledky práce schématu
vypadají opticky. To, že je schéma elegantně matematicky definováno, je sice vítaný přínos,
ale není to vždy nejdůležitější.

I když už máme značkování ve schématu implementováno, nic nás nenutí tyto značky
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Obrázek 7.7: Subdivision masky pro Loop schéma

vždy a za všech okolností respektovat. Můžeme se k například k ostré hraně určitý počet
kroků chovat, jako by byla ostrá a v dalších krocích se k ní chovat jako ke hladké hraně.
Díky tomuto přístupu jsme schopni generovat i ”poloostré” hrany (v originále ”semi-smooth
creases”), které jsou v praxi také často užitečné. Po takovéto úpravě se schémata stávají
nestacionárními.

Na obrázku 7.6 je vidět aplikace značek v praxi. Vpravo je kontrolní mřížka. Vedle ní je
povrch, kde nebyly značky použity. Vedle něj je povrch, kde byly hrany na bočních stěnách
krychle označeny jako ostré. Pro další povrch byly jako ostré označeny hrany ve spodní stěně
krychle. Poslední povrch ukazuje aplikaci ostrého vrcholu (ve spolupráci s několika ostrými
hranami).

7.5 Loop scheme

První schéma, které si popíšeme má název po svém autorovi, jímž je Charles Loop (ten
schéma popisuje ve své práci [11]). Jedná se o aproximační schéma. Používá metodu dělení
stěn a pracuje s trojúhelníkovými mřížkami.

Schéma je založeno na box splinech (o nich je možné se dočíst např. v [8]). Tyto spliny
produkují C2-spojité povrchy, proto i Loop schéma produkuje C2-spojité povrchy, pokud je
kontrolní mřížka složená pouze z regulárních vrcholů. Schweitzer ve své práci [12] navíc
dokázal, že schéma produkuje C1-spojité povrchy, pokud kontrolní mřížka obsahuje vrcholy
stupně maximálně 100.

Masky a příslušné váhy Loopova schématu jsou zobrazeny na obr. 7.7. Schéma pracuje
následujícím způsobem. V každém kroku se vytvoří na každé hraně nový vrchol. Pokud se
jedná o vnitřní vrchol, použije se maska z části obrázku označené (A). Jestliže nově vznikající
vrchol leží na ostré hraně respektive hranici (Pravidla pro ostré hrany a hranice jsou totožná),
použije se maska z části obrázku (B). Po vytvoření všech nových vrcholů na hranách, se
posunou všechny staré vrcholy (starý vrchol = ten, co nevznikl v tomto subdivision kroku).
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Obrázek 7.8: 4 hrany se stýkají v jednom vrcholu, jehož okolí dělí na sektory (s1 ... s4).
Poznamenejme, že na obrázku jsou vyznačeny i další vrcholy, ve kterých se stýkají 2 hrany
a některé dart vertexy.

Pokud leží starý vrchol na hranici či ostré hraně, použije se pravidlo (D). Jestliže je to vnitřní
vrchol, použije se maska (C). Přičemž k je stupeň vrcholu a β = 3

8k pro k 6= 3, pro k = 3 je
β = 3

16 . Tyto hodnoty jsou změněné oproti původním, mnohem komplikovanějším. Stanovili
je Biermann, Levin a Zorin ve svojí práci [13], ve které se zabývali rozšířením Loop schématu
tak, aby mimo jiné podporovalo ostré hrany a rohy (jak konvexní, tak konkávní). Originální
hodnoty jsou β = 1

k (5
8 − (3

8 + 1
4 cos 2π

k )2) a dají se samozřejmě také použít, ovšem nesmí
se pochopitelně smíchat s hodnotami z rozšířeného schématu. Originální Loop schéma
podporuje hranice a ostré hrany, ale nikoliv rohy a tzv. ”dart” vrcholy (viz. dále).

Podívejme se nyní na rozšíření Loop schématu, o kterém již byla řeč a díky kterému
dokážeme generovat povrchy i s ostrými rohy a s tzv. ”dart” vrcholy. Nejdříve si ale pro
přesnost shrňme definice pojmů, které jsme v předchozím textu používali intuitivně.

Ostrá hrana (v originále crease) je taková hrana jež nechceme vyhlazovat (ostrost hrany
budeme chápat v intuitivním smyslu). Crease vertex je vrchol, který leží na dvou ostrých
hranách. Ostrý roh (Corner) je vrchol, do kterého vedou alespoň 2 ostré hrany. Pokud do
vrcholu vedou 2 ostré hrany, můžeme se rozhodnout, zda to bude crease vertex anebo
corner. Jestliže do vrcholu vedou 3 a více ostrých hran je to vždy corner. U vrcholů typu
corner si navíc můžeme určit, jestli je daný roh konvexní anebo konkávní. Tyto dva podtypy
ostrých rohů přineslo výše zmíněné rozšíření Loop schématu. Autoři totiž ve svojí práci
ukazují, že pokud chceme ve výsledném subdivision povrchu mít i rohy, musíme rozlišovat
mezi rohy konvexními a konkávními. Což většina schémat nedělá. Pokud použijeme stejnou
sadu pravidel pro oba typy rohů, nechová se schéma na těchto rozích úplně pěkně. Poslední
typ vrcholu je Dart vertex. To je vrchol, do něhož ústí právě jedna ostrá hrana. Ostré hrany
dále dělí okolí vrcholu v, ve kterém se stýkají na tzv. sektory. Sektor je část mřížky, která je
ohraničená dvěma ostrými hranami, přičemž všechny stěny obsahují vrchol v, ve kterém se
tyto ostré hrany stýkají. Ilustraci pojmu sektor nabízí obrázek 7.8

Vylepšené schéma tedy funguje naprosto stejně, jako originál, jen používá trochu odlišné
váhy v maskách. Pro posouvání starých vrcholů platí pravidla tak, jak byla popsána výše.
Pro vytváření nových vrcholů platí následující pravidla.

• Pokud nový vrchol vzniká na hraně, která není označena jako ostrá a oba její vrcholy
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nemají žádnou značku, použije se pravidlo (A) z obrázku 7.7

• Pokud se jedná o vrchol vznikající na ostré hraně, jeho pozice je výsledkem
průměrování obou hranových vrcholů. Přesně tak, jak je na obrázku vidět v části (B).

• Zbývá případ, kdy vrchol v vzniká na neostré hraně e a jeden z jejích vrcholů je
označen. V takovém případě se sice použije stejná maska, jako na obrázku v části (A),
ale váhy obou vrcholů na hraně se liší (zbylé 2 vrcholy svojí váhu nezměnily). Vrchol
v dostane váhu 3

4 − γ a druhý vrchol má váhu γ. Přičemž hodnota γ závisí na typu
značky, kterou v nese a je definována následovně:

γ =
1
2
− 1

4
cos φk

Hodnota φk se přitom spočítá následujícím způsobem:

– Pro vrcholy typu dart vertex platí, že φk = 2π
k . k v tomto případě označuje počet

stěn, které sousedí s vrcholem v.

– Jestliže v je crease vrchol, pak φk = π
k . Zde k značí počet stěn v sektoru hrany e.

– Pro vrcholy typu konvexní roh je φk = α
k , kde k je jako v případě crease vrcholu a

α je úhel, který svírají dvě ostré hrany vymezující sektor, ve kterém leží e.

– K poslednímu typu vrcholu – konkávní roh – se vztahuje následující vzorec: φk =
2π−α

k . α a k jako v případě konvexního rohu.

Tím jsou pravidla Loopova schématu pro generování vrcholů kompletně popsána.
Podívejme se nyní na to, jak vypadají limitní masky a masky pro výpočet tečných (potažmo
normálových) vektorů.

Masky tečných vektorů Loop schématu jsou relativně jednoduché. Pro výpočet tečen
ve vrcholu v stačí znát jeho sousedy. Rovnice obou těchto vektorů pro vnitřní vrcholy jsou
následující:

t1 =
k−1∑
i=0

cos
2πi

k
ei (7.1)

t2 =
k−1∑
i=0

sin
2πi

k
ei (7.2)

kde k je stupeň vrcholu, ei je soused vrcholu v na i-té hraně. Hrany jsou uspořádány
proti směru hodinových ručiček, jak je vidět na obr. 7.9. Je jedno, odkud začneme číslovat,
důležité je jen uspořádání.

Pro výpočet tečen na hranicích se používá následující vztah (t1 je tečný vektor podél
hraniční křivky, t2 vede příčně, navíc pro tuto chvíli předpokládáme číslování sousedů
začínající (a končící) na hranici):

t1 = e0 − ek−1 (7.3)
t2 = e0 + e1 − 2v pro k = 2

36



Obrázek 7.9: Uspořádání sousedů pro výpočet tečných vrcholů

t2 = e2 − v pro k = 3

t2 = sin φ(e0 + ek−1) + (2 cos φ− 2)
k−2∑
i=1

sin iφei pro k ≥ 4

Pro výpočet limitních pozic vrcholů se používají poměrně jednoduché limitní masky.
Limitní maska pro vnitřní vrcholy má stejný tvar jako subdivision maska, ovšem s tím
rozdílem, že hodnoty β jsou nahrazeny hodnotami δ = 1/(3

8β + k), kde k je opět stupeň
vrcholu. Pro vrcholy na hranici platí následující vztah (e0 a e1 jsou sousední vrcholy na
hranici. v je vrchol, pro který se počítá jeho limitní pozice):

p∞0 =
1
5
e0 +

3
5
v +

1
5
e1 (7.4)

Pro výpočet tečen a limitních pozic pro rozšířené schéma, které bylo uvedeno výše, platí
poněkud komplikovanější vztahy (těch je navíc větší množství, protože závisí na označení
vrcholu). Lze je nalézt v publikaci [13].

7.6 Modified Butterfly

Další schéma, které si popíšeme, se nazývá Modified Butterly. Vychází z původního schématu
Butterfly, které je dílem autorů Dyna, Levina a Gregoryho. Schéma Butterfly1 je popsáno
v publikaci [14]. Jelikož má bohužel několik nežádoucích vlastností, bylo brzy (zhruba
po 3letech) autory přepracováno a dostalo název Modified Butterfly. Obě schémata jsou
interpolační, stacionární a pracují s trojúhelníkovou mřížkou. Jelikož je to interpolační
schéma, jeho práce v každém kroku sestává pouze z vytvoření nových vrcholů na hranách.
Staré vrcholy se nepřesouvají.

Subdivision masky schématu Modified Butterfly jsou zobrazeny na obr. 7.10. Přičemž
maska a jednotlivé váhy pro regulární vrcholy jsou v levé části obrázku):

1Jméno Butterfly vychází z tvaru subdivision masky, která připomíná tvar motýlích křídel.
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Obrázek 7.10: Subdivision masky schématu Modified Butterfly

a =
1
2
− w (7.5)

b =
1
8

+ 2w

c = − 1
16

− w

d = w

w je parametr, který určuje, jak moc se výsledný povrch bude přimykat kontrolní
mřížce. Původní schéma Butterfly uvažovalo masku pouze pro regulární vnitřní vrcholy. Ta
vypadala podobně jako maska na obrázku vlevo nahoře, ovšem bez vrcholů s váhami ”d”.
To znamená, že schéma nepodporovalo extraordinární vrcholy, což bylo značně omezující.

Pro extraordinární vrcholy se používá maska v pravé části obrázku 7.10 a to
navíc následujícím způsobem. Pokud nový vrchol vzniká na hraně, která má 1 vrchol
extraordinární (v masce označen jako v), použijí se následující váhy (n označuje stupeň
vrcholu):

v =
3
4
, e0 =

5
12

, e1 = − 1
12

, e2 = − 1
12

pro n = 3 (7.6)

v =
3
4
, e0 =

3
8
, e1 = 0, e2 = −1

8
e3 = 0 pro n = 4

v =
3
4
, ej = (

1
4

+ cos
2πj

n
+

1
2

cos
4πj

n
)/n pro n ≥ 5

Pokud jsou oba vrcholy na hraně extraordinární, použije se pravidlo 7.6 nejdříve pro
první vrchol na hraně, poté pro druhý a výsledný vrchol bude průměrem obou hodnot.

Pokud chceme rozšířit schéma o pravidla pro hranice a ostré hrany, je to možné, taková
pravidla existují, ale jelikož se přidáním těchto pravidel schéma značně komplikuje (zejména
kvůli množství singulárních případů, které je třeba ošetřit – vyrobit pro ně vhodnou masku),
nebudeme se tímto zabývat. Zájemci se mohou detaily dočíst např. v [15].

Jelikož je schéma interpolační, pídit se po limitních maskách nedává smysl. Ovšem tečné
masky znát potřebujeme. Regulární případ je docela komplikovaný. Maska pro něj je vidět
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Obrázek 7.11: Maska pro výpočet tečných vektorů ve schématu Modified Butterly

na obrázku 7.11. Pokud uspořádáme vrcholy masky do ”vektoru vrcholů”, označme jej V, v
pořadí, jaké je vyznačeno na obrázku a pokud definujeme dva další vektory (již klasické) A
a B takto:

l0 = {16,−8,−8, 16,−8,−8,−8
√
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3

,
4
√

3
3

,
4
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3
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3
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2
}

l1 = {0, 8,−8, 0, 8,−8, 0,−4
√
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√
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, 0,−4
√

3
3

,
4
√

3
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1
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,−1

2
, 0,

1
2
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}

Tak potom tečné vektory a0 a a1 a normála n ve vrcholu v se spočítají následujícím
způsobem:

a0 = V.l0 (7.7)
a1 = V.l1

n = a0 × a1

Přitom je třeba pamatovat na to, že V je vektor vektorů, takže skalární součin se aplikuje
po složkách, tudíž výsledek je vektor z 3D prostoru.

Případ extraordinárních vrcholů je mnohem jednodušší. K výpočtu tečných vektorů
jsou zapotřebí pouze sousedé daného vrcholu. Vztahy jsou totožné, jako v případě Loop
schématu (normála se spočítá opět pomocí vektorového součinu):

t0 =
k−1∑
i=0

cos
2πi

k
ei (7.8)

t1 =
k−1∑
i=0

sin
2πi

k
ei
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Obrázek 7.12: Ukázka práce schématu Modified Butterfly. Vlevo kontrolní mřížka, vpravo
povrch po 6-ti subdivision krocích

Na závěr se podívejme, jak může vypadat výsledek práce Modified Butterfly schématu.
Ukázka je na obr. 7.12. Program, ze kterého je tato ukázka je možné najít na doprovodném
CD pod jménem ”Butterfly”.

7.7 Extended Catmull-Clark scheme

Poslední schéma, jehož popisem se v tomto textu budeme zabývat, je schéma podle autorů
Edwina Catmulla a Jima Clarka. Jejich schéma bylo průkopníkem na poli subdivision
surfaces a spolu s Loop schématem patří k nejvýznamnějším a nejčastěji používaným
subdivision schématům. Původní schéma bylo rozšířeno o doplňující pravidla tak, aby
podporovalo různé rysy, které jsou v praxi často užitečné. Jedná se zejména o pravidla
pro mřížky s hranicí, ostré hrany a rohy. Podobně, jako tomu bylo u Loop schématu.
Ve skutečnosti jsou si tato dvě schémata relativně podobná, a proto i jejich rozšíření
byla vytvořena za použití podobného postupu. Ten je možný najít v publikaci [13]. Jeho
matematickou analýzou se zabývá blíže publikace [16].

Catmull-Clark schéma stojí na základě bikubických splinů, je aproximační a pracuje na
čtyřúhelníkových mřížkách. Je o něm dokázáno, že generuje povrchy, které jsou C2-spojité
na regulárních částech mřížky, na neregulárních částech jsou tyto povrchy C1-spojité (důkaz
je možné nalézt v [16]). S jeho pomocí jsme schopni modelovat jak povrchy uzavřené, tak s
hranicí, s ostrými hranami, s konvexními i konkávními vrcholy a s vrcholy typu dart vertex.
Význam všech těchto prvků je stejný, jako v případě Loop schématu, u jehož popisu lze najít
příslušné definice (Stejné jsou i značky na vrcholech a hranách).

Práce v jednom subdivision krok sestává z následujících akcí. Ve všech stěnách se vytvoří
nové vrcholy. Jejich pozice jsou v těžištích stěn. To je vidět z masky, která se při jejich tvorbě
používá. Ta a všechny ostatní masky Catmull-Clark schématu jsou vidět na obr. 7.13. Tato
maska je na obrázku označena jako (A). Dále vzniknou nové vrcholy na každé hraně. V
závislosti na tom, jaké má hrana a její vrcholy značky, se použijí pravidla (B), (C) nebo (D).
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Obrázek 7.13: Subdivision masky schématu Extended Catmull-Clark

Ty si rozebereme následně. Nakonec se posunou již existující vrcholy za použití masek (E)
nebo (F).

Rozeberme si nyní jednotlivé typy masek. Maska (A) pro stěnové vrcholy je asi
nejjednodušší a není k ní již co víc dodat.

Pro přesouvání starých vnitřní vrcholů stupně k se používá maska (E). Jednotlivé
koeficienty mají hodnoty β1 = 3

2k a β2 = 1
4k . Pro přesouvání starých vrcholů na hranici

se používá maska (F).
Nejkomplikovanější je z pohledu pravidel přidávání nových vrcholů na hrany. Pokud

ani hrana, ani její vrcholy nemají žádnou značku, použije se maska (B). Pokud je hrana
označena jako ostrá, pak bez ohledu na značky na jejích vrcholech se použije maska (D).
Nejtěžší je případ, kdy hrana (označme si jí e) není ostrá, ale nějaký její vrchol v značku
má. V tom případě se použije maska (C). Parametr γ přitom závisí na typu značky, kterou
nese tento vrchol (na obrázku vyznačen hvězdičkou). V každé variantě je ale γ určena podle
následujícího vztahu:

γ(φk) =
3
8
− 1

4
cosφk

Pro vrcholy typu dart vertex je φk = 2π/k, kde k je počet stěn sousedících s v. Pokud v je
označen jako crease vertex, pak φk = π/k a k značí počet stěn v sektoru, ve kterém se nalézá
hrana e. Pokud je v konvexním rohem, použijeme φk = α/k, kde α je úhel, mezi dvěma
ostrými hranami vymezujícími sektor, ve kterém se nalézá e a k je opět počet stěn v tomto
sektoru. Zbývající případ konkávního rohu se řídí vztahem φk = (2π − α)/k.
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Obrázek 7.14: Extended Catmull-Clark schéma. Vlevo kontrolní mřížka, vpravo výsledek po
5 subdivision krocích

Ukázka práce Catmull-Clark schématu je na obr. 7.14. Použití značek je vidět na obr. 7.6.
Jelikož je Catmull-Clark schéma aproximační, potřebujeme umět spočítat limitní pozice

jednotlivých vrcholů. Limitní masky pro toto schéma jsou relativně jednoduché, ačkoliv
jejich odvození je netriviální. Pro netagovaný vrchol platí tento vztah:

v∞ =
n2v + 4

∑n−1
j=0 (4ej + fj)

n(n + 5)
(7.9)

kde n je stupeň vrcholu, v značí vrchol, pro který počítáme limitní pozici, ej je j-tý soused
vrcholu v, fj je stěnový soused vrcholu v (tedy vrchol, který není přímo sousedem, ale je ve
stejné stěně, jako v). Postup odvození této masky je možné najít v [17]. Pro rozšíření pomocí
značek jsou masky samozřejmě odlišné, jejich definice (bez odvození) je možné najít v [13].

Vzorce pro výpočet tečných vektorů jsou poměrně komplikované, jejich definice je
možné najít opět v [13]. Přičemž pro neznačkovaný vrchol je vzorec i s odvozením k nalezení
v [17].
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Kapitola 8

Subdivision surfaces a GPU

8.1 Úvod

V této kapitole se podíváme na způsob, jakým by bylo možné zapojit GPU do výpočtů
subdivision schémat. Existuje několik metod, pro výpočet subdivision surfaces. Ta, která
nás jistě napadne jako první, je rekurzivní metoda výpočtu, přesně podle definice toho
kterého schématu. Tato metoda je ze všech nejvíce flexibilní. V závislosti na tom, jaké
zvolíme datové struktury není v podstatě problém zakomponovat do návrhu například
adaptivní rendering (To jest, různé části povrchu mohou být renderovány v různých
subdivision levelech – provede se pro ně různé množství kroků, v závislosti např. na
tvaru povrchu, vzdálenosti od kamery, atd.). To je lákavá vlastnost pro implementaci
dynamického LoD (Level-of-Detail). Na druhou stranu je rychlost rekurzivního výpočtu
jeho slabinou. Z přehledem je to nejpomalejší řešení z těch zde zmiňovaných. Pokud
ale není rychlost prioritou (non-realtime rendering), může to kvůli svým možnostem být
dobrá volba. Bohužel se tato metoda příliš nehodí pro implementaci na GPU. Hlavní
problém je právě rekurzivní charakter. Shadery v současné specifikaci rekurzivní volání
funkcí nepodporují. Rekurzivní chování by se muselo simulovat pomocí několika průchodů
shaderu. A i kdyby shader rekurzi podporoval, je tu další problém se zápisem výsledků.
Data v shaderu mohou být zapsána sice do interních struktur, ale jejich velikost je pro
tyto potřeby omezená. Jediné místo, kde mají data dostatek prostoru je tedy framebuffer.
Takže bychom se vícenásobným průchodům tak či tak nevyhnuli. A tady nastává problém
s rychlostí. Readback z framebufferu je pomalá záležitost. V případě asymetrické sběrnice
AGP to platí dvojnásob. Existuje sice možnost zkopírovat framebuffer do textury, místo zpět
do hlavní paměti počítače, dokonce existují rozšíření od jednotlivých výrobců, která umožní
vykreslovat přímo do textury a nikoliv do framebufferu. Problém ale je, že vrcholy povrchu
v jednotlivých fázích mají netriviální vazby jeden na druhého, které jsou třeba pro hledání
sousedů, pro aplikaci subdivision masek a tyto vazby je třeba udržovat (staré vazby zanikají,
nové vznikají). A to se bez pomoci pointerů v jednoduchém 2D-poli, kterým strukturně je
framebuffer či textura, dělá velice obtížně. Jak bychom využili paralelismus nabízený GPU
je další z otázek. Přesto součástí této práce jsou i dvě rekurzivní implementace subdivision
schémat. První z nich je ”Butterfly” (implementuje modified butterfly), který slouží spíše
jako ukázka interpolačního schématu. A pak je to ”CCscheme” (implementace Extended
Catmull-Clark schématu), který slouží jednak jako ukázka aproximačního schématu, ale
hlavně je nezbytnou součástí GPU implementace, která jeho služeb využívá. Oba programy
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je možné nalézt na doprovodném CD.
Další možnost, jak přistoupit k renderingu subdivision surfaces, je přímý výpočet bodů

na povrchu. Tento způsob je popsán v práci [18] a je použit například v modelovacím
software Maya. Pokud je schéma založeno na splinech (což je většina, ale není to
povinnost každého schématu, viz. předcházející kapitola), dají se regulární části mřížky
vyhodnotit pomocí standardních algoritmů. Nejefektivnější metoda je založena na tzv.
forward differencing postupu. Software Renderman od firmy Pixar používá tento postup
pro výpočet Catmull-Clark subdivision schématu (V oblasti speciálních efektů se dá Pixar
považovat za průkopníka v používání subdivision surfaces. Známý snímek z jejich dílny
– ”Geri’s game” – byl jedním z prvních, ve kterém byly použity). Problém forward
differencing metody je její relativně vysoká numerická nestabilita. Na druhou stranu je
asymptoticky nejrychlejší.

Poslední možností (jedná se také o jistý druh přímého výpočtu) je kompozice bázových
funkcí. Tento postup se pro implementaci na GPU hodí docela dobře, a proto byl vybrán
i pro tuto práci. Jeho popisem se zabývají následující řádky. Schéma, na kterém bude
uvedený postup prezentován, bylo vybráno Catmull-Clark. A to proto, že je v praxi jedno
z nejpoužívanějších (s čímž souvisí i to, že je dobře matematicky prostudováno) a dává
subjektivně opticky nejhezčí výsledky.

8.2 Lineární kombinace

Klíčové pozorování, i když relativně zřejmé, je toto. Subdivision je lineární proces. V každém
kroku vznikají nové vrcholy, které jsou lineární kombinací vrcholů vzniklých v předešlém
kroku. To je vidět přímo z definice masek jednotlivých schémat. V prvním kroku vzniknou
vrcholy v1

i (Horní index bude od ted’ označovat krok subdivision.) na základě lineárních
kombinací vrcholů kontrolní mřížky – označme si je v0

i . Matematicky zapsáno tedy platí:

v1
i =

C0∑
k=0

wkv
0
k

Kde C0 značí počet vrcholů v kontrolní mřížce a wk je váha vrcholu v0
k v subdivision

masce aplikované na v1
i . Poznamenejme, že tyto váhy jsou ve většině případů rovny nule,

pouze v případech, kdy je v0
k součástí subdivision masky daného v1

i , je wk nenulová.
V druhém kroku vzniknou vrcholy v2

i stejným způsobem, ale k jejich výpočtu se použijí
v1
i , atd. Obecně tedy platí (Cj je počet vrcholů v mřížce, jež je výsledkem j-tého subdivision

kroku):

vj+1
i =

Cj∑
k=0

wkv
j
k (8.1)

Z rovnice 8.2 je vidět, že dokážeme každý vrchol vj
i vyjádřit pouze pomocí vrcholů

kontrolní mřížky – v0
k. To je celkem triviální pozorování (během procesu subdivision žádná

dodatečná informace nepřichází a na začátku byla známa pouze kontrolní mřížka). Co už ale
tak triviální není, je určit jak vypadají jednotlivé váhy pro vrcholy v0

k. To si nyní ukážeme.
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Obrázek 8.1: Vliv vrcholu na okolní vrcholy v daném subdivision kroku

Subdivision masky Catmull-Clark schématu (viz. obrázek 7.13) ukazují, že každý nový
vrchol je vytvořen za použití pouze nejbližších sousedních vrcholů – jak hranových, tak
stěnových. Toto tvrzení můžeme také obrátit – každý vrchol v jednom subdivision kroku
ovlivňuje pouze svoje nejbližší okolí. Má svojí účast při vytváření vrcholů na všech hranách,
na kterých leží, i v přilehlých stěnách. Také ovlivňuje pozici již vytvořených sousedů (jak
hranových, tak stěnových). Jeho vliv na dané vrcholy vyjadřují právě váhy. Ilustrace tohoto
je vidět na obrázku 8.1. Toto pozorování vychází opět ze studia subdivision masek. Vrchol
má vliv na ty sousední vrcholy, v jejichž subdivision maskách se nachází. Poznamenejme,
že to, jaký má daný vrchol vliv, závisí i na jeho sousedech – jejich stupni a značce (jinými
slovy na tom, jak vypadá topologicky mřížka v jeho okolí). Na obrázku je naznačen pro
jednoduchost pouze regulární případ. Černý vrchol bude mít vliv na vytváření/přesouvání
všech šedých vrcholů v daném subdivision kroku a navíc bude rozhodovat z větší části
(ale ne zcela, jelikož Catmull-Clark je aproximační schéma) o svojí pozici na konci tohoto
subdivision kroku. Jednotlivé váhy jsou na obrázku vyznačeny. Poznámka ke vzorci 8.2
– z obrázku je vidět, že každý vrchol má několik vah. Která z nich se vybere, závisí na
topologické poloze vůči vrcholu, jehož pozice se zrovna počítá.

Během prvního kroku ovlivňuje vrchol v0
i svoje sousedy tak, jak ukazuje obrázek 8.1.

V následujícím kroku ovlivňuje stejně svoje sousedy vrchol v1
i , který vznikl z v0

i . Ovšem
kromě v1

i vzniklo na základě v0
i několik dalších vrcholů, které přenášejí svůj vliv na další

nově vznikající i stávající vrcholy. Tak se šíří v dalších krocích vliv vrcholu v i za jeho přímé
sousedy v kontrolní mřížce. Toto šíření vlivu je zobrazeno na obrázku 8.2. Pro přehlednější
další výklad si zaved’me pár označení. 1-okruh vrcholu v bude značit všechny jeho přímé
sousedy v kontrolní mřížce na hranách a ve stěnách. 2-okruh značí všechny vrcholy v
kontrolní mřížce, které jsou v dosahu 2 kroků od v přes hrany či stěny, ale nejsou v 1-okruhu
(vyšší stupně analogicky).
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Obrázek 8.2: Vliv vrcholu na okolí během několika kroků
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Vlevo nahoře je původní kontrolní mřížka. Vrchol v, jehož vliv zkoumáme, je černě
vybarven. Vpravo nahoře je situace po jednom subdivision kroku. Během něj vznikly nové
vrcholy (kolečka) a staré se posunuly. Šedé vrcholy jsou ty, na které má černý vrchol vliv.
Za povšimnutí stojí, že mezi 2-okruhem vrcholu v a vrcholem v, vznikla řada nových
vrcholů, na které nemá vrchol v v tomto kroku vliv. V dalším kroku, který je zobrazen dole,
na tyto vrcholy už ale v dosáhne. Ačkoliv zprostředkovaně, skrze vrcholy, které ovlivnil
v předchozím kroku. Vliv vrcholu v tak přetekl přes hranice 1-okruhu (Nově vytvořené
vrcholy jsou označeny trojúhelníčkem a šedivé jsou ty, na které má v vliv.) Ovšem opět
vznikla řada nových vrcholů mezi 2-okruhem a vrcholy, na které již v dosáhl. Díky tomuto
jevu (který se opakuje v každém kroku) je zaručeno, že přes 2-okruh se vliv vrcholu v nikdy
nedostane. To nás dovádí k tomuto závěru – každý vrchol v kontrolní mřížce ovlivní pouze
ty vrcholy, které vzniknou (i ty co již existují) mezi ním a jeho 2-okruhem. Tento poznatek
uplatníme dále při konstrukci tzv. fragment mesh (viz. dále).

Každý šedě vybarvený vrchol má samozřejmě přiřazenu váhu, která říká, jak velký vliv
na něj vrchol v má. A to je přesně ta váha β, kterou hledáme, abychom ji mohli dosadit do
vztahu:

vj+1
i =

Cj∑
k=0

βkv
0
k (8.2)

Předminulý odstavec nám dal odpověd’ na otázku, které vrcholy kontrolní mřížky
musíme při výpočtu brát v úvahu. Tento se pokusí odpovědět na otázku, jak najít dané
hodnoty β. Až tohoto budeme schopni, nebude nám již nic bránit ve výpočtu vj dané j.
Podívejme se nyní zpět na obrázek 8.1 a na váhy vrcholu v, které jsou na něm zobrazené.
Každé toto číslo je váha ze subdivision masky příslušející vrcholu, u kterého je váha
zobrazená. Vidíme například, že noví sousedé na hraně (označme některý z nich x) mají
u sebe číslo 3/8. To přesně odpovídá masce z obr. 7.13, pomocí které se počítá pozice x
– v je jedním z vrcholů, které jsou potřeba pro výpočet a jeho váha v tomto případě je
3/8. Na pozici x ovšem mají vliv i další vrcholy. Kdyby tomu tak ale nebylo, a vrchol
v by měl v některé složce hodnotu 1, pak by vrchol x měl v té samé složce hodnotu
3/8. Čili přesně tu váhu, kterou hledáme. Chceme tedy najít kontrolní mřížku, která by
takové chování zaručovala. To naštěstí není velký problém. Vytvořme kontrolní mřížku,
která vypadá topologicky jako na obr. 8.1. Jednotlivé vrcholy umístíme do roviny. Zvolme
například rovinu (x, y, 0). Jejich geometrická pozice v této rovině není rozhodující. Důležitá
je topologie a fakt, že všechny vrcholy mají nulovou z-ovou souřadnici. Nyní si vybereme
vrchol v uprostřed a posuneme ho do pozice (xv, yv, 1). Nyní pustíme subdivision proces
na takto vytvořenou mřížku. Vzhledem k faktu, že všechny vrcholy až na v měly z-ovou
souřadnici rovnu nule, jejich příspěvek na vytváření nových vrcholů a posouvání starých byl
v této souřadnici taktéž roven nule. To znamená, že vrchol v měl jako jediný vliv na to, jestli
nový vrchol byl v z roven nule či nikoliv. A pakliže nastal druhý případ, souřadnice z nese
hledanou váhu β. Na obrázku 8.3 je vidět tento postup. Vlevo je kontrolní mřížka, centrální
vrchol jako jediný vyzdvižený nad rovinu. Vpravo výsledek po pěti krocích subdivision.
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Obrázek 8.3: Generování bázových funkcí pomocí subdivision

8.3 Bázové funkce

Subdivision povrch vygenerovaný touto mřížkou nazýváme bázová funkce. Každý vrchol má
svojí vlastní. Pojem bázová funkce není matoucí, jelikož se tato funkce chová stejně, jako
třeba bázové funkce pro spliny. Označme S(u, v) výsledný subdivision povrch a Bi(u, v)
bázovou funkci příslušející k vrcholu Pi v kontrolní mřížce (C značí počet vrcholů v mřížce).
Potom z výše uvedeného je vidět, že platí vztah:

S(u, v) =
C∑

i=0

Bi(u, v)Pi (8.3)

Na tento vztah můžeme nahlížet tak, že Pi jsou kontrolní body a Bi(u, v) jsou jim
příslušející bázové funkce a máme nyní definici subdivision povrchu, která se velice podobá
definicím Bézierových plátů a spline povrchů. Ve skutečnosti, když se nyní podíváme, jak
vypadá výše uvedená kontrolní mřížka topologicky, zjistíme, že je na obrázku 8.3 vpravo
zobrazena bázová funkce bikubického spline (kontrolní mřížka je regulární, používáme
Catmull-Clark schéma, které se na regulárních částech mřížky chová jako bikubický spline).
Pro jiné topologie bude bázová funkce vypadat jinak.

A to je ovšem výrazná komplikace. Jelikož bázové funkce závisí na značce vrcholu, na
jeho stupni a na stupních a značkách okolních vrcholů, je počet různých bázových funkcí
v podstatě neomezený. V extrémním případě může mít každý vrchol v kontrolní mřížce
přiřazenu jinou bázovou funkci. Pokud bychom v takovém případě postupovali tak, že
bychom pro daný bod na povrchu spočítali relevantní bázové funkce a spočítali vztah 8.3
(a dopředu můžeme říci, že tento postup je náš cíl), trval by takový výpočet ještě výrazně
delší dobu, než výpočet rekurzivní. Budeme tedy hledat způsob, jak množství bázových
funkcí omezit. Tyto funkce pak bude možno dopředu vygenerovat a dané hodnoty uložit.
Program pro výpočet subdivision povrchu pak bude používat právě tyto vzorky a celý
proces subdivision se zúží jen na prostou lineární kombinaci.

První pozorování, které provedeme je následující. Schéma Catmull-Clark generuje pouze
regulární vrcholy. Tyto navíc bud’ značku nemají nebo jsou označeny jako crease. Schéma
negeneruje rohy. Tohoto faktu můžeme využít. Pokud vstupní kontrolní mřížku podrobíme
jednomu subdivision kroku, pak ve vzniklé mřížce bude každý extraordinární vrchol
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oddělen alespoň jednou vrstvou regulárních vrcholů. Tyto regulární vrcholy budou mít
také stejnou bázovou funkci (pokud se neliší značkou). A navíc bázová funkce každého
extraordinárního vrcholu nebude nyní záležet na okolní topologii, jelikož ta je pro všechny
takové vrcholy stejná (1-okruh tvoří regulární vrcholy).

Jelikož ale počet funkcí závisí i na stupni vrcholu, je jejich počet stále neomezený.
Nezbývá nám tedy, než v praxi stupně vrcholů omezit na nějakou rozumně použitelnou
hodnotu. Tím se rapidně sníží počet bázových funkcí, které musíme uvažovat na přijatelnou
úroveň (v publikaci [19], která se tímto postupem zabývá pro CPU, jdou přesto čísla do
tisíců).

8.4 Popis algoritmu

V této sekci dáme všechny dosud zjištěné poznatky dohromady a vytvoříme tak kostru
algoritmu, který bude řešit náš problém. Podstata algoritmu je velice jednoduchá. Vygenerují
se patřičné bázové funkce a jejich lineární kombinací budou získávány body na výsledném
povrchu. Myšlenka je taková, že se shader spustí pro každý vytvářený vrchol. Zbývá ale
ještě promyslet spoustu věcí.

Jednou z nejdůležitějších je, jak budou data předávána GPU. Máme v podstatě dvě
možnosti. Zaprvé, můžeme předat veškerá data do shaderu spolu s renderovaným vrcholem
(říkejme mu v) jako jeho vlastní data. Podívejme se ale, co všechno bude třeba znát. Jednak
jsou to vrcholy, které mají na v vliv a pak to jsou vzorky bázových funkcí v daných
parametrických souřadnicích uv, vv. A to je bohužel tolik informací, kolik se do soukromých
parametrů vrcholu nikdy nemůže vejít. Takže nezbývá jiná možnost, než relevantní data
poslat shaderu jako uniformní parametry. Tady je třeba ale dát pozor na to, abychom s
těmito parametry správně zacházeli. Pokud se uniformní parametry budou muset měnit
často (teoreticky pro každý vrchol), bude to mít fatální následky na výkon. Chceme, aby k
výměně uniformních parametrů docházelo co nejméně. To znamená, že chceme posílat za
sebou do GPU vrcholy, které mají tyto parametry společné. Při bližším ohledání zjistíme, že
stejné bázové funkce mají vrcholy, které vzniknou ve stejné stěně kontrolní mřížky. To nás
vede k definici pojmu Fragment mesh.

8.4.1 Fragment mesh

Fragment mesh je část kontrolní mřížky, která je potřeba k tomu, abychom měli kompletní
informaci pro výpočet vrcholů v jedné konkrétní stěně kontrolní mřížky. Pro každou stěnu
bude potřeba vytvořit její fragment mesh. Naštěstí to není obtížný problém. Tvoří jí vrcholy
dané stěny a jejich přímí sousedé. Tento fakt vyplývá z toho, že každá bázová funkce má
svůj support omezen 2-okruhem svého vrcholu. Takže bázové funkce, které zasahují do
dané stěny pocházejí pouze z vrcholů této stěny a jejich přímých sousedů. Navíc budeme
předpokládat, že každý extraorinární vrchol je obklopen alespoň jednou řadou regulárních
vrcholů (jinými slovy jeho 1-okruh je tvořen regulárními vrcholy). Z předchozích odstavců
je zřejmé, že si tento předpoklad můžeme dovolit. Za daných okolností má fragment mesh
tvar jako na obrázku 8.4.

Vzhledem k tomu, že každá stěna má maximálně jeden extraordinární vrchol (viz.
předchozí odstavce), můžeme pojem fragment mesh asociovat právě s tímto vrcholem. V
dalším textu by tedy spojení ”vrchol a jeho fragment mesh” mělo mít zřejmý význam.
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Obrázek 8.4: Fragment mesh pro vrchol stupně n

Poznamenejme, že konstrukci fragment mesh komplikuje fakt, že musíme mít vrcholy
označené v určitém pořadí (jak naznačují čísla na obrázku). V jakém pořadí vrcholy
uspořádáme není důležité, jde o to, si nějaké pořadí zvolit a toto dodržovat. Pořadí bude hrát
roli, až budeme kombinovat vrchol z fragment mesh s jeho bázovou funkcí. Pokud budeme
mít pevné pořadí vrcholů z fragment mesh a stejné pořadí bázových funkcí, nebude nám
činit obtíže najít odpovídající dvojice.

Poté, co vstupní kontrolní mřížku podrobíme jednomu kroku subdivision, nám vznikne
nová kontrolní mřížka (teprve tuto mřížku budeme brát jako kontrolní). Následuje krok
algoritmu, ve kterém tuto mřížku ”natrháme” na jednotlivé stěny a ke každé stěně
vytvoříme její fragment mesh. Renderovat budeme jednotlivé stěny, nikoliv celý povrch
najednou. V dalším kroku je třeba získat vzorky odpovídajících bázových funkcí.

8.4.2 Konstrukce vzorků bázových funkcí

Pro každý typ fragment mesh je třeba vytvořit bázové funkce pro její vrcholy. Postup je
celkem nasnadě. Vytvoříme kontrolní mřížku, která topologicky odpovídá dané fragment
mesh, tak jak byla popsána dříve v této kapitole – to jest všechny vrcholy v rovině (x, y, 0).
Dále pro každý vrchol ve fragment mesh provedeme následující – umístíme odpovídající
vrchol v kontrolní mřížce do polohy (xv, yv, 1) a provedeme žádaný počet kroků subdivision.
Nyní bude třeba uložit z-hodnoty vrcholů, které nás zajímají do nějakého pole vzorků.
Zajímavé vrcholy jsou ty, které leží v oblasti, kterou topologicky pokrývá stěna fragment
mesh (na obr. 8.4 vybarvena šedě, dále se o ní budeme bavit jen jako o stěně).

Program ”GPUCCscheme” (dostupný na doprovodném CD) pracuje tímto způsobem.
Pro daný typ fragment mesh vytvoří pole bases[k][Size][Size], kde k značí počet
vrcholů ve fragment mesh a Size je určena vzorcem 2d + 1, kde d je hloubka subdivision
(alias počet subdivision kroků). Do tohoto pole pro každý vrchol uložíme vzorky jeho
bázové funkce. Abychom snadno našli tyto vzorky, datová struktura definující vrchol
obsahuje mimo jiné také dva indexy – i, j. Ty vyjadřují pozici vrcholu uvnitř stěny (viz.
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Obrázek 8.5: Indexy označují vrcholy uvnitř stěny

obrázek ).
Na začátku jsou známy pouze vrcholy s indexy [0,0], [0,Size], [Size,0] a

[Size, Size]. Je třeba upravit implementaci Catmull-Clark schématu tak, aby dokázala
spočítat správné indexy pro nové vrcholy. Ovšem to je více, než snadné. Na tento proces
totiž můžeme nahlížet také jako na jistý druh subdivision. Nový vrchol má indexy spočítané
na základě svých sousedů. Jejich váhy jsou 1/4 pro vrcholy vznikající ve stěnách a 1/2 pro
vrcholy vznikající na hranách. Indexy stávajících vrcholů se nemění. Poznamenejme, že jsme
vlastně právě popsali další ze subdivision schémat – polyhedrální (které v praxi asi těžko
použijeme, vzhledem k povrchům, které generuje...).

Nyní již máme vzorky bázových funkcí uloženy. V praxi ale samozřejmě nebude třeba
bázové funkce znovu generovat. Stačí si vygenerovat dostatečně bohatou paletu těchto
funkcí a jejich vzorky uložit do souboru pro pozdější použití. Celý smysl tvorby bázových
funkcí byl právě v tom, abychom se vyhnuli rekurzivnímu výpočtu.

Algoritmus má nyní již všechny potřebné informace k tomu, aby mohl začít počítat
vrcholy subdivision povrchu. Podívejme se nyní na jeho GPU část.

8.4.3 GPU část algoritmu

Nyní jsme ve stavu, kdy máme kontrolní mřížku rozdělenou na jednotlivé stěny. Ke každé
stěně je známa její fragment mesh a pole vzorků bázových funkcí všech vrcholů ve fragment
mesh. Podívejme se tedy, jak tato data budou postupně předávána shaderu. Pro vzorky
bázových funkcí není jiná možnost, než je předat jako texturu. Využijeme toho, že Vertex
Shadery v poslední specifikaci VS3.0 umí pracovat s texturami a vrcholy budeme počítat
ve vertex shaderu. Díky tomu se nám podaří zvládnout rendering v jednom průchodu
processing pipeline, nebude zapotřebí žádný readback, který by vše zpomalil. Na druhou
stranu ale práce s texturami ve vertex shaderu je oproti fragment shaderu pomalá, a proto je
potřeba omezit čtení z textur na minimum.
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”GPUCCscheme” proto používá 2D RGBA textury, přičemž v každé složce se nese
informace o jednom vzorku bázové funkce. Díky tomu dokáže vertex shader na jedno čtení
načíst 4 vzorky. Vzhledem k tomu, že počet bázových funkcí je závislý na stupni vrcholu,
používáním vrcholů nízkého stupně dokážeme pozitivně ovlivnit rychlost výpočtu.

Dále je třeba předat shaderu také informace o fragment mesh. To můžeme udělat také
pomocí textury, ale vzhledem k tomu, že vrcholů ve fragment mesh není tolik, stačí je předat
jako uniform parametr typu pole 3-složkových vektorů. Poté již stačí každému vrcholu
spočítat index, který použije shader pro vyhledávání v textuře. Tento index vlastně říká,
o který vrchol (jaké má indexy) ze stěny se jedná.

”GPUCCscheme” používá 2D texturu, do které se musejí naskládat ”3D data” – všechny
vzorky všech vrcholů v dané fragment mesh. To proto, že vertex shader nepodporuje
vyhledávání z jiné, než 2D textury. Proto je potřeba převést 2D indexy na 1D hodnotu.

Jednotlivé fragment mesh je výhodné uspořádat podle typu, abychom co nejvíce omezili
přepínání kontextu GPU, zvlášt’ výměně textur. Na výpisu 8.6 je vidět celý vertex shader,
který provádí výpočet subdivision surface.

Použití GPU s sebou nese další výhody v podobě možnosti animace (ta je samozřejmě
možná provádět i na CPU, ovšem GPU ho v rychlosti řádově převyšuje) jednotlivých
subdivision objektů. GPU jsou předány pouze vrcholy, o kterých se v této fázi ještě nic neví,
a proto jsou možnosti jejich animování minimální. GPU spočítá pozice jednotlivých vrcholů
a navíc dokáže aplikovat různé druhy animací. Dvě ukázky jsou na obrázcích 8.7 a 8.8. Tyto
screenshoty jsou pořízeny z programu ”GPUCCscheme”, který má tyto animace mezi svými
demo ukázkami. První ukázka (driblující míč) dokazuje, že shader umí dále manipulovat s
právě spočítanými vrcholy. Kontrolní mřížka zůstává stejná během animace. Druhý příklad
ukazuje, že shader umí v reálném čase přepočítat změněnou mřížku. Kontrolní mřížka se
během animace mění (dva klouby naproti sobě se posunují k sobě a od sebe). Shader tak de
facto žádnou animaci neprovádí.

Tím je popis výpočtu subdivision surfaces na GPU kompletní. Podívejme se nyní na
jeho rychlost. Nemá cenu srovnávat výkon programu ”GPUCCscheme”, který používá
výpočet pomocí skládání bázových funkcí s výkonem programu ”CCscheme”, který počítá
rekurzivně. ”CCscheme” je samozřejmě řádově pomalejší a nehodí se tak pro real-time
rendering. Zaměřme se na srovnání rychlosti výpočtu na CPU a na GPU. Program
”GPUCCscheme” lze nastavit tak, aby počítal jak na CPU, tak na GPU. Demo 1 (CPU) a
demo 2 (GPU) používají stejnou kontrolní mřížku a počítají do stejné hloubky. Kontrolní
mřížka čítá 24 stěn. Každá stěna obsahuje 33 ∗ 33 = 1089 vrcholů. Na CPU se každý vrchol
počítá jednou, na GPU 2krát (stěna se vykresluje jako soubor line strips – vodorovné a svislé
čáry. Stejně, jako např. Bézierův plát kapitole 5). CPU dosahuje rychlosti 29 fps. GPU je více
než 3krát rychlejší. Dosahuje rychlosti přes 96 fps.

8.5 Normály, barvy, texturovací souřadnice

Až doposud jsme se zabývali pouze tím, jak se spočítá pozice vrcholu. Ovšem kromě
pozice často potřebujeme pro vrcholy znát i další informace – barvy, texturovací souřadnice,
normálové vektory a podobně. Aby byl náš popis algoritmu kompletní, podívejme se nyní
na to, jak tyto jednotlivé hodnoty pomocí subdivision spočítáme a jak při tomto výpočtu
využijeme výkon GPU.

Obecně je vždy potřeba uvážit, jestli se daná veličina spočítá na základě stejných
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//-----------------------------------------------------------------------------
// Global variables
//-----------------------------------------------------------------------------
float4x4 mModelViewProj; // Model*View*Projection matrix
sampler2D sBasis; // Samples of basis functions
float3 aFM[16]; //vertices from the current fragment mesh

//-----------------------------------------------------------------------------
// Vertex shader output structure
//-----------------------------------------------------------------------------
struct VS_OUTPUT {

float4 oPosition : POSITION; // vertex position
float4 oColor : COLOR0;

};

//-----------------------------------------------------------------------------
// Desc: Entry function, all work done here is simple linear combination
//-----------------------------------------------------------------------------
VS_OUTPUT shade( in float3 inPosition : POSITION)
{

VS_OUTPUT Out;

float4 c;
float2 texCoord = float2(inPosition.x, 0.0f);
float3 v = float3(0.0f, 0.0f, 0.0f);

texCoord.y = 0.0f;
c = tex2D(sBasis, texCoord);
v += aFM[0]*c.x; v += aFM[1]*c.y;
v += aFM[2]*c.z; v += aFM[3]*c.w;

texCoord.y = 0.25f;
c = tex2D(sBasis, texCoord);
v += aFM[4]*c.x; v += aFM[5]*c.y;
v += aFM[6]*c.z; v += aFM[7]*c.w;

texCoord.y = 0.5f;
c = tex2D(sBasis, texCoord);
v += aFM[8 ]*c.x; v += aFM[9 ]*c.y;
v += aFM[10]*c.z; v += aFM[11]*c.w;

texCoord.y = 0.75f;
c = tex2D(sBasis, texCoord);
v += aFM[12]*c.x; v += aFM[13]*c.y;
v += aFM[14]*c.z; v += aFM[15]*c.w;

float4 pos = float4(vertPos, 1.0f);
Out.oPosition = mul(mModelViewProj, pos);
Out.oColor = float4(1.0f, 1.0f, 1.0f, 1.0f);

return Out;
}

Obrázek 8.6: Vertex shader pro výpočet subdivision surfaces metodou skládání bázových
funkcí. Neprovádí nic jiného, než lineární kombinaci
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Obrázek 8.7: Animace driblujícího míče. Při pohybu dolů míč narazí na zem a promáčkne
se. V důsledku čehož se mírně roztáhne do šířky. Vlevo kontrolní mřížka, uprostřed míč ve
vzduchu, vpravo míč na zemi

Obrázek 8.8: Animace posilovače předloktí. Animace simuluje práci ruky při stisknutí
gumové obruče, která slouží pro posilování předloktí
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vztahů, jako vrcholy, či nikoliv. Například pro barvu a texturovací souřadnici toto platí –
proto pro ně nemusíme algoritmy pro subdivision téměř vůbec upravovat. Pouze vrchol
již nebude brán jako vektor 3 složek, ale bude jich mít více. S normálovým vektorem je
to trochu komplikovanější. Na druhou stranu normálový vektor nemusíme pro vrcholy
počítat v každém kroku. Stačí, když se spočítá až po finálním subdivision kroku. Vzorce
pro jednotlivá schémata existují. V případě Catmull-Clarka je možné je najít v publikaci [13].
Pro rekurzivní implementaci se jedná o přímočaré rozšíření. Jen je třeba dát pozor na to,
aby datové struktury umožňovaly uspořádat sousedy vrcholu do pořadí, a to proti směru
hodinových ručiček (I když je jedno, jestli je to uspořádání po směru nebo proti směru.
Důležité je zvolit si jedno z nich a dodržet jej v celé kontrolní mřížce).

Ani pro implementaci pomocí skládání bázových funkcí se situace příliš nekomplikuje. V
době, kdy se počítají vzorky bázových funkcí, je potřeba pro každý vrchol ještě určit parciální
derivace v obou parametrických směrech. Kromě hodnoty funkce tedy budeme ukládat ještě
hodnoty derivací. Parciální derivace v bodě na povrchu se pak spočítá pomocí vzorce:

Su(u, v) =
C∑

i=0

Bi
u(u, v)Pi (8.4)

Sv(u, v) =
C∑

i=0

Bi
v(u, v)Pi

Který je přímý důsledek vzorce 8.3. Dolní indexy značí směr parciální derivace.
Zbývá vyřešit otázku, jak spočítat tyto parciální derivace. Aplikace klasického vzorečku:

Bu(ui, vj) =
B(ui+1, vj)−B(ui−1, vj)

ui+1 − ui−1

Nám příliš nepomůže. A to z toho důvodu, že vzorky ui+1 a ui−1 neleží v řadě (nemají
stejnou v-souřadnici), takže spočítaná hodnota není derivací v daném směru. Takto můžeme
počítat derivace pouze pro bázovou funkci vrcholu stupně 4 a bez značek. V jakémkoliv
jiném případě se vrcholy ve stěně během subdivision procesu vychýlí a nebudou již
uspořádány do sloupců a řádků (z pohledu shora).

Jedním z možných řešení je spočítat klasické tečné vektory pomocí vzorců pro výpočet
tečných vektorů, které jsou součástí každého subdivision schématu. Pomocí nich pak
spočítat normálu. A z rovnice roviny, která má známý tvar (parametr d vynecháme, chceme,
aby rovina procházela počátkem):

0 = ax + by + cz

Kde n = (a, b, c) je spočítaný normálový vektor, spočítáme body v této rovině o
souřadnicích (0, 1, z1) a (1, 0, z2). Potom z1 a z2 jsou hledané parciální derivace.

”GPUCCscheme” daný problém řeší právě tímto způsobem. Navíc pro jednoduchost
počítá normály podle vztahu 7.1. Tento vztah svým geometrickým významem ukazuje, že
se podle něj dají spočítat tečné vektory i pro jiná schémata, než je Loop. Ne vždy musí dávat
uspokojivé výsledky, nicméně pro naše účely postačil (”GPUCCscheme” pro demonstrační
účely podporuje pouze vrcholy bez tagů a stupně 3 a 4. Rozšíření pro další typy vrcholů není
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problém. Je to pouze otázkou vytvoření kontrolní mřížky pro danou bázovou funkci. Což
není ani tak myšlenkově náročný proces, jako spíš proces náročný časově...).

Nyní jsme schopni generovat pomocí subdivision pozice vrcholů, jejich texturovací
souřadnice, barvy i normálové vektory. Máme tedy k dispozici celý aparát pro rendering
subdivision objektů se vším všudy – Texturováním i osvětlením. A proto jsme s naší prací
hotovi.
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Kapitola 9

Závěr

Výkon, který podávají moderní programovatelné GPU při vektorových a zvláště pak
grafických výpočtech, je mnohem vyšší než výkon nejrychlejších CPU. Navíc je vývoj v
oblasti GPU v poslední době mnohem rychlejší, než je tomu u klasických CPU, a tak se
rozdíl jejich výpočetní síly bude do budoucna dále zvětšovat. Snaha využít jejich potenciál
je tedy více než pochopitelná.

Výsledkem této práce je pozitivní odpověd’ na otázku, zda je možné využít GPU pro
geometrické výpočty spojené s počítačovou grafikou. V předchozím textu bylo dokázáno,
že se GPU dají použít i pro výpočet relativně komplikovaných geometrických objektů,
jako jsou subdivision surfaces. Pomocí metody skládání bázových funkcí bylo dosaženo
rychlosti, která umožňuje použití subdivision surfaces i v realtime grafice. V aplikaci
”GPUCCscheme”, jež je součástí této práce, podává GPU na kartě ”Nvidia GeForce 6600GT”
3-krát až 4-krát vyšší výkon než CPU ”AMD Athlon 1800+”. Přičemž rychlost GPU brzdí
čtení z textur, které je ve standardu vertex shaderů relativně nově, a proto se dá očekávat
další nárůst výkonu u novějších GPU, které čtení textur pro vertex shader budou zvládat
rychleji.

Subdivision surfaces přitom dnes nacházejí uplatnění v celé řadě oblastí. V non-realtime
počítačové grafice – modelovací studia jako je Maya nebo Blender využívají jejich síly (co
do bohatosti palet různých tvarů, jež jsme pomocí nich schopni vytvořit) a uživatelské
”přítulnosti” (pracuje se s nimi snadněji, než např. s Bézierovými pláty). Jsou součástí
standardu MPEG-4 pro kompresi 3D grafiky. Jsou také lákavým nástrojem pro dosažení
skutečného dynamického LoD (Level-of-Detail) ve scéně, a proto se hodí pro realtime 3D
grafiku. A v každé této oblasti se nyní dá využít výpočetní síly GPU.

Program ”GPUCCscheme” by se dal upravit tak, aby se spočítané vrcholy místo
zobrazování posílaly zpět do operační paměti počítače. Vzhledem k tomu, jak se dnes
přistupuje k renderingu non-realtime grafiky – místo superpočítačů s mnoha procesory se
používají obyčejné počítače, zapojené do tzv. renderovacích farem – by se tato vlastnost dala
využít při vývoji software, který by krom výkonu CPU využíval i výkon GPU.

Pro realtime grafiku je zase zajímavá možnost adaptivní subdivision – různé části
povrchu jsou počítány do různých hloubek (na základě vzdálenosti od pozorovatele, tvaru
povrchu, atd.). Program ”GPUCCscheme” nepodporuje adaptivní subdivision, ale je to
jedno z jeho možných rozšíření. Přičemž granularita, které se dá dosáhnout pomocí tohoto
programu je na úrovni stěn kontrolních mřížek.
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