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,
Uvod

V této práci se budeme zabývat vybranýrni 0-1 zákony. Tírn rozurnírne tvrzení, podle nichž
náhodné jevy mohou za určitých podmínek být bud' jisté, nebo nemožné. Tyto věty se
v pravděpodobnosti a statistice nejčastěji používají v situaci, kdy potřebujeme dokázat
platnost nějaké vlastnosti skoro jistě. V následujících třech kapitolách se zaměříme jednak
na klasické 0-1 zákony (Borelův, Cantelliho, Kolmogorovův a Hewittův-Savageův) a jejich
použití, v poslední kapitole pak na speciální typ 0-1 zákonů pro výběrovámaxima. Tím však
zdaleka nekončí výčet verzí a aplikací 0-1 zákonů. V následujícím textu budeme používat
běžné značení: označme (O, A, P) - pravděpodobnostní prostor, A E A - náhodný jev, P
-pravděpodobnostní míra, X : (O, A) ~ (IRl, Bl ) - náhodná veličina, AC - doplňkový jev
jevu A.

5



Kapitola 1

Klasické 0-1 zákony

1.1 Cantelliův a Borelův-Cantelliův 0-1 zákon

Nechť An E A , ti E N jsou náhodné jevy , potom označme

+00 +00
lim sup A., = nU Ak = {w E rl : W E An pro nekonečně n E N} ,
n-.+oo

n= l k=n

+00 +00
lim inf An = UnAk = {w E rl : W E An až na konečně ti E N}.
n-.+oo

n =lk=n

Věta 1.1. (Cantelliův 0-1 zákon) Nechť A n E A ,n E N jsou náhodnéjevy a L:~~ P(An ) <

+00. Po tom P (lim sup A n ) = O.
n-. +oo

Dúkaz. Pro každé no E N máme odhad

Vzhl dem k tomu, že je řada sčitatelná, se s rostoucím no výraz L:t~o P(Ak ) blíží k 0, a

proto P (lim sup An ) = O. D
n--+oo

Ob cně nelze větu obrátit jak ukazuje následující příklad: Volme n = [0,1], A
B1 ([0, 1]), P = Lebe guova míra na [0, 1], An = (O, ~ ), 1 ::; n < 00. Potom každý elementární
jev W E [O 1] patřf jen do konečně mnoha An , tj. lim sup.,__ oo An = Oa P(limsuPn-.oo An ) =

0, ale L~=l P (An ) = L:~= 1 ~ = 00.

V ě tu lze obrátit v případě předpokladu nezávislosti j evů.
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Věta 1.2. (Borelův-Cantelliův 0-1 zákon) K dyž A n E A ,ti E N jsou nezávislé náhodné
j evy, pak platí

P ( lim sup An ) = O <=} I:P(An ) < +00
n~+oo n=l

P ( lim sup An ) = 1 <=} I:P(An ) = +00
n~+oo n=l

Důkaz. Z Canteliho 0- 1 zákonu víme, že když je suma konečná, potom je pravděpodobnost

limes superioru nulová. Zbývá tedy ukázat co se děj e v případě, kdy je suma nekonečná.

Pro p evná k , lEN, k < I máme s využitím nezávislosti následující odhad

V p osledním kroku používáme nerovnost 1 - x < e-X platnou pro x E IR. Limitním

přechodem l -+ +00 dostáváme P (U~=k An ) = 1, protože řada má nekonečný součet. Ze

spoj itosti pravděpodobnostní míry P vyplývá: P (lim sUPn~+oo An ) == 1. O

1.2 Kolmogorovův0-1 zákon

Definice 1.1 . Když B; C A ,ti E N, je posloupnost a-olqeber, pak a-olqebru

nazveme zbytkov á a -olqebra posloupnos ti Bn . Jev B E B+oo se nazývá zbytkový jev posloup

nosti e;
Dobř e j ~ vidět d ůle žitost p oj mu z n ásledujícího příkladu: Budiž {Xn } posloupnost

náhodných veličin , položíme

Z ř ejm é je

Iim sup X, == lim sup X n pro k E N,
n~l n~k

a t ud íž je zobecněnán áhodn á veličina ( zobrazení (O,A ) ---+ (IR,B)) lim sup X n (a podobně

lim inf ./Yn) měřitelná vůči zbytkové o-algebře B+oo .
Vyšetřování limitních vl astností posloupnosti náhodných veličin (např. zajímá-li nás P [lim sup X n ==

lim inf ./Yn]) se r edukuje na vyš et ř ování pravděpodobnosti zbytkových jevů .
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Věta 1.3. Nechť T je neprázdá indexová množina. Jsou-li St, tET n ezávislé systémy
jevů a pro každ é tET je St uzavřen na konečné průniky, pak jsou nezávislé i u -algebry
u(St) , tET.

Důkaz. Věta je dok ázána jako Věta 11.5.1 v [1]. D

Věta 1.4. Jsou-li 8 t , tET, kde T je neprázdná indexová množina, nezávislé u-algebry a

disjunktní rozklad T do n eprázdých podmnožin Th , pak jsou nezávislé u-algebry

V n == u(U 8 t ) , h E H .
Th

Důkaz. Důkaz věty plyne z předchozího tvrzení, podrobněji viz [1], Věta 11.5.2. D

Věta 1.5. (Kolmogorův 0-1 zákon) Když B; C A , ti E N jsou nezdoislé u-algebry, pak
pro každou množinu B E 8 +00 j e bud' P(B) == 1 n ebo P(B) == o.

Důkaz. Z věty 1.4 plyne, že

n-l 00

V n == U Us; e., == U Ue,
1 n

jsou nezávislé u-algebry pro ti 2: 2. Protože 8 +00 C e., pro každé ti E N, jsou nezávislé
všechny dvojice (8+00

, V n), n E N. Odtud již plyne nezávislost množinových systémů 8 +00

a U~ V n, které jsou uzavřené vůči konečným průnikům ({Vn} je neklesající posloupnost).
Z věty 1.3 vyplývá

00 00

8 +00 a uUVn == uU8n

1 1

jsou dvě nezávislé u-algebry. P rot ože

přicházíme k závěru, že zbytková u-algebra je nezávislá sama se sebou, t j .

D
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1.3 Hewittův-Savageův0-1 zákon

Pokud v následujícím řekneme konečná permutace množiny přirozených čísel N, máme na
mysli bijekci T : N ---+ N, která ponechává na svém místě všechny prvky až na konečně

mnoho výjimek z N. Takové zobrazení může být interpretováno jako permutace části

{I, ..0' no} z N, která byla rozšířena jako identické zobrazení na N \ {1, ..., no }.
Předpokládejme X n , ti E N je posloupnost reálných náhodných veličin na pravděpodobnostním

prostoru (O, A ,P). Poslupnost určuje náhodnou veličinu

00

X :== Q9 X n

1

s hodnotami v měřitelném prostoru (I~N, BN ) , kde

BN :== (Bl)N,

a s rozd ělen ím Py . Jestliže T je konečná permutace přirozených čísel N, pak T X bude
označovat náhodnou veličinu

00

n=l

Permutace vznikne z X přerovnáním konečně prvků Xl , ..., X no z posloupnosti X; pomocí
T a ponecháním zbytku posloupnosti nezměněných (T(n) == ti pro všechna n 2: no)·

Definice 1.2 . Nechi X n , Tl- E N je posloupnost rálných náhodných veličin na (O,A ,P) a
X == 0~=1 X; j e náhodná veličina s hodnotami v (lRN

, BN
) . Měřitelná numerická funkce 9

na (lRN , BN ) se nazývá permutovatelná, přesněji konečně permutovatelná, vzhledem k dané
pos loupnosti nebo nzhledem k X , j es tliže

g(TX(W)) == g(X(w)) (O)

pro všechn a W E °a pro kone čnou permutaci přirozených čísel T. Speciálně: množina A E B
se nazývá permutovatelná (vzhledem k X ) j estliže IA j e permutovatelná, tedy jestliže

{TX(W) E A} == {X E A}

platí pro všechny konečné permutace T.

Věta 1.6. J e-li P pravděpodobnost n a aA, kde A je algebra, pak pro každé A E (TA
existují An E A tak, že P(An6.A) ---+ 0, kd e 6. označuje symetrickou diferenci množin (tj.

A6.B == (A - B ) U (B - A ), kd e A - B == {x : x E A , x ~ B}).

Dllkaz. Viz důkaz Věty 1.8.10 v [1] . O

Věta 1. 7. (Hewittův-Savageův 0-1 zákon) Nechi X n , n E N je posloupnost n ezávislých
siejtu: rozd ělcrntch. ruihodruich. ueličisi . Potom pTO ka ždou množinu A E B , kt erá j e permu-

tovatelná vzhledem k X == 0~=1 X n , platí

P(X E A) == Px(A) == O nebo 1.
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Důkaz. Pro každé n E N budeme symbolem 1Tk označovat projekci jRN označévat projekci
jRN do n-té složky, t j . 1Tk(X) == Xk, pro všechna x E IRN. o-algebra BN == o-(1Tn : n E N) je
generována algebrou

V IRN , kde Fn :== o-( 1T1 , .. . , 1Tn ) . Podle věty 1.6 pro každou A E BN existuje aproximace
množinami C E A o t aková, že symetrická diference A~C má libovolněmalou pravděpodobnost.

Vzhledem k tomu, že F l C J"n C F n+1 C ... , máme pro každou množinu A E BN pod
posloupnost n k, k E N vybranou z posloupnosti přirozených čísel a jevy Ck E Fn k s

lim PX(A~Ck) == O.
k-+oo

Pro každé k E N definuj eme konečnou permutaci přirozených čísel Tk , která ponechává na
svém místě všechna n > 2nk a na prvních 2nk přirozených číslech se chová následovně

(
1, , nk , tu; + 1, , 2nk ).

nk + 1, , 2nk, 1, , nk

Jestliže je množina A E B permutovatelná, po tom

{TkX E A} == {X E A} (k E N). (1)

Vzhledem k t omu, že Ck E Fn k , existuje borelovská množina Bi, E B nk v IRn k taková, že

(2)

Prot o, jestliže položíme

(3)

potom lvJk leží v o-( 1Tn ; n > nk + 1). Ale Ck E F n k == o-( 1T1 , ... , 1Tnk ) a posloupnost (1Tn) , n ~

nk + 1 jsou nezávislé vzhledem k Px , takže podle věty 1.4 jsou Ci. nezávislé na Mk, tedy

(4)

Posloupnost X n , n E N je nezávislá a náhodné veličiny X n jsou stejně rozdělené. Proto X i
TkX mají rozdělení Px == (PX1)N == Q9~=1 Pn, kde každé Mn je PX1· Rovnost (2) nám dává
další rovnost

a (3) nám dáv á

takže
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Vzhledem k (1) dostáváme

z čehož, vzhledem k rovnosti rozdělení X a TkX, dostáváme

(5)

Tato rovnost nás přibližuje k našemu cíli:

Z toho vyplývá

Z tohot o vztahu a z podmínek, za jakých jsme posloupnost Ck vybrali, vyplývá

lim Px(A6(Ck n Mk)) == O
k-too

a tedy
lim PX(Ck n !Vlk) == Px(A) .

k-too

Posledně uvedený důvod také znamená, že (5) dává

Kombinací té t o rovnosti a (4) se dostáváme k tomu, že Px(A) == PX(A)2, z čehož vyplývá,
že Px(A) je bud' Onebo 1, jak jsme si přáli ukázat .

D

II
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Kapitola 2

Aplikace 0-1 zákonů

2.1 Silný zákon velkých čísel

Nejznámější aplikace 0-1 zákonů je silný zákon velkých čísel (SZVČ)pro nezávislé stejně

rozdělené náhodné veličiny. Nejprve uvedeme několik definic a tvrzení, které později využijeme
při zformulování a důkazu SZVČ pro nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny.

a pravděpodobnostním prostoru (fl , A ,P) označme L(fl ,A ) == L(A) == L prostor náhodných
veličin na prostoru (O,A) . A položme L1(fl ,A,P) == {X E L: EIXI 1 < oo} .

Definice 2 .1. Řekneme, že posloupnost náhodných veličin X; splňuje silný zákon velkých
čísel, j estliže ~ 2:: 1(Xi - E [Xi]) konverguje skoro jistě k O (tj. existuje množina A E

A,P(A) == 1, tak, že limita výrazu ~ L~=l (Xi(w) - E [Xi(w)]) j e Opro všechna w E AJ.

Definice 2 .2. Řekneme, že posloupnost náhodn ých veličin X n splňuje slabý zákon velkých

číse l, j estliže ~ L~l (X i - E[X i]) kotiuerquie v pravděpodobnosti k O (tj .

limn~oo P( I~ L~= l (X i - E[X i] - ol > s) == O pro každ é e > O).

Věta 2.1 . (SZVČ) Když X n , n E N .Jsou nez ávislé re áln é náhodné veličiny s konečnýrn

rozptylem a čísla O< bl :::; b2 < ...b; ----7 +00 jsou tako vá, že L~~ Va~Xn < +00, potom
n

1 n

b 2:)Xk - E [Xk ]) -t Os.j. pro n -t +00.
n k=l

Důkaz. Věta je dokázána jako Věta 1V.2. 1 v [1] .

Lemma 2.1. Pro reálnou náhodnou ueli činu X j e

+00

X E L l <=> L P(IX I > n) < +00.
n =l

Diikaz. Viz d ů kaz Věty 11. 2.8. v [1].

12
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Lemma 2.2. Buďte X l , X 2 , ... n ezávislé náhodné veličiny . Pak bud' existuje c E JR tak, že
X n --t C s.j. n ebo P [ existuje konečná limn -.oo X n ] == O.

Důkaz. Lemma je dokázáno jako Tvrzení 111.1.9 v [1]. o

Věta 2.2. (SZVČ pro nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny) Nechť X n , n E

N je posloup n ost nezávislých sejně rozdělených náhodných veličin. Pak posloupnost ~ ~7= 1 X ,
má konečnou lim itu skoro jistě <=> X I E Ll (P) a

Důkaz. Nejprve dokážeme druhou část t vrzení. Budiž Xl E L l (P). Definujeme

Protože podle lemmatu 2.1 je

00 00 00

I: P [Zn # O] == I: P [l Xnl > n] == I: P[lXI I > n] < + 00,
n=l n=l n=l

z Borelova-Canteliho zákona vyplývá, že P (lim SUPn-.oo Zn # O) == O, tedy pro w E

A,P(A) == 1, exist uje ti == n(w) t ak, že při k > n je Zk(W) == O.
Stačí te dy dokázat , že

Pl atí
EYn == EXnlI[lxnlS; n] == E XIll[lxl lS;n] --t EX1 při n --t 00 ,

pro tože veličiny ./Yn jsou stejně rozdělené a integrovatelné. Je te dy

.!.t EYk ---t EX l při 71, ---t 00 .
n

k=l

Tedy j me dok ázali , že ~ ~7= 1 x, --t EX1 s.j.
yní dokážeme, že z X I E L l (P ) vyplývá existence konečné limity posloupnosti ~ ~7=1 X j

skoro ji stě . 1< t0l11U nám poslouží věta 2.1, ověříme tedy její předpoklady: Odhadneme

rozptyl veličiny Yn . Pl atí

(6)

prot ož veličiny X n jsou stejně rozdělené. Počítáme

00 00 00 n

I:(Var
2Y

n < I: 71,-2E(XinIlXl l:ó:nj) = I: 71,-2 I: E(xin[k-l<lxl l:ó:kj) , (7)
n=l n n =l n =l k=l

13



protože
n

[IXll < 71,] == U [k -1 < IXll < k] u [IX l l == O].
k=l

Zaměníme-li pořadí sčítání v posledním výraze nerovnosti (7) a uvědomíme-li si , že

00 1 00 1 1 1 2
L n -

2
< k2 + L n(n _ 1) < k + k = k pro k E N,

n=k n=k+l

dostáv áme

00

< 2 L E [IXl I IT [k - l < lxl l ~kJJ == 2EIXl l·
k=l

Z věty 2.1 a konvergence (6) t udíž plyne

Protože předokládáme EIXll < 00 , vyplýv á z t oho, že i ~ I:~=l Yk < 00 a tedy i ~ I:~= l X k <
00 .

Zbývá dokázat poslední část tvrzení - te dy, že existence konečné

n

lim n - l L x,
n~oo

k=l

na 111110žině pravděpodobností 1 implikuje EI X ll < 00. Budiž tedy X náhodná veličina

taková, že
n

71, -1 L x; -r X s .j .

k=l

(X j s pravděpodobností 1 reálná konst at nt a). Zřejmě je

n ( n- l )X n 1 ti - 1 1 . v '

- == - L ./Yk - -- --LXk ---+ X - X == OS.J. pri ti -r 00.
ti ti n n-1k=l k=l

Z 1 mmatu 2.2 vyplývá , že exi t uje c E IR,tak, že X n ---+ C a te dy řada

00 00

L P[IXll > 71,] == L P[IXnl > 71,]
n=l n=l

J konv rg ntní a z kri téria integrovatelnosti (lemma 2.1) plyne EIXl l < 00.

14
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2.2 Aplikace Borelova-Canteliho zákona

Vzhledem k tomu, že nejdůležitější aplikací Borelova-Cantelliho zákona je SZVČ, kterému
jsem se podrobněji věnovala v předchozí části, uvedu zde jen jeden krátký příklad pro
ilustraci.

Věta 2. 3. Jestliže posloupnost jevů A n , n E N obsahující podposloupnost A n k , k E N po
dvou nezávislých jevů splňuje

00

L P(An k ) == +00,
k=l

potom

P{ An pro nekonečně mnoho n} == 1.

Důkaz. Vzhledem k t omu , že

lim sup An k C lim sup An
k-oo n -oo

a tvrzení vyplývá ihned z Borelova-Canteliho zákona. D

Příklad 2. 1. Házíme minci nekonečně častokrát. Ptáme se na pravděpodobnost, že v
nekonečně případech padne panna dvakrát po sobě.

Nechi (00 , A o, Po) j e pravděpodobnostní prostor - 0 0 :== {O, 1}, A :== {1}, Po(A) :== p ==

1/2 == Po(AC) :== q :== 1 - p == 1/2. Nechi An označuje jev, kdy padne panna v n-tém i
v n + 1 hodu. Zřejmě, P(An ) == 1/4, takže L~=l P(A2n ) == +00. Jev, který nás zajímá je
A :== lim sUPn _ oo An . Vzhlede'ln k větě 2.3, P(A) == 1, protože posloupnost j e'U'll, (A 2n ) je

nezávislá posloupn os t (ačko liv původní posloupnost A n není nezávislá) .

2. 3 A plikace Kolmogorova 0-1 zákona

Kolmogorovův 0-1 zákon nám dává nový pohled na platnost silného zákona velkých čísel.

Příklad 2.2. Předpokládejme, že X n , n E N je n ezávislá posloupnost reálných náhodných
uclicin. na, (r2 A P). D ále nechť t«, n E N je posloupnost v ~ s nulouou limitou. Položme

n

Yn :== Tn L Xi, n E N
i= l

a uvažujme množinu A elemen tárn ích jevů w E rl takových, že lim Yn(w) == O. Vzhledem k

iomu.že lim Tn == O a

n m -l

Yn :== Tn L Xi+ Tn L Xi, 2 < m < ti ,

i=m i= l
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je zřejmé, že A zůstává stejná, jestliže změníme konečně mnoho náhodných proměnných

(například, položme některé rovny O) v posloupnosti X n . Proto pro každé m E N

a A j e zbytkový jev posloupnosti X n . Z toho vyplývá, že P(A) může být bud' Onebo 1.
Jestliže každá X n je také integrovatelná, potom je posloupnost (Xn - E(Xn ) ) také nezávislá.
Předchozí výsledek, s Tn :== lln , aplikováno na tuto posloupnost nám dává

P { lim .!~(Xi - E(Xi)) = o}
n-oo ti L....,;

i=l

je bud' On ebo 1. Silný zákon velkých čísel platí podle definice, pokud je tato pravděpodobnost

1.

Z definice Yn navíc vyplývá, že

n

lim inf Yn == lim inf(Tn """'" Xi)
n-oo n-oo L....,;

i=m

a
n

i=m

lim sup Yn == lim sup(Tn LXi)
n-oo n-oo

pro každé m E N. P roto náhodné veličiny lim inf Yn a lim sup Yn jsou měřitelné vzhledem
k o-algeb ř e

B+
OO

:= IJ a (Q Xi)

zbytkových j evů určených posloupností X n . Pro takové náhodné veličiny platí následující
důsledek Kolmogorova 0-1 zákona:

Věta 2.4. Neclit X n , ti E N j e nezávislá poslaupnost Teálných náhodných ueli čin: Po
tom každá B+oo -měřit elná numerická funkce T j e SkOTO jistě konstantní, což znamená, pro

nějaké a E IR
P{T == a} == 1.

áhodná veličina T : f2 ~ IR , kt erá je B+oo-měřitelná je také nazývána zbytková funkce

posloupnosti X n , t i E N.

Diikaz. P ro každé , E IR, {T :s , } E B+oo , takže vhledem ke Kolmogorovu 0-1 zákonu

P{T :S ,} == O nebo 1.
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n ---.oo

Pro I == +00, zjevně dostáváme P{T :::; I} == p(n) == 1. Nechť a označuje infimum z ~ z
neprázdné množiny C všech I E ~, pro která platí P{T < I} == 1. Potom ln 1 (konvegruje
seshora monotónně) a pro nějakou klesající posloupnost ln Z prvků z C. Vzhledem k
tornu, že {T :::; ln} 1 (indikátor množiny konverguje seshora monotónně ){T :::; a}, z toho
vyplývá, že a E C. Tedy a je nejmenší prvek v C. Proto, podle předchozí dichotomie,
P{T < a} == O a proto P{T == a} == 1. D

2.4 Aplikace Hewittova-Savageova zákona

Nejprve uvedeme a dokážeme větu, která je obrněnou věty 2.4.

Věta 2.5 . Nechť X n , n E N je nezávislá posloupnost stejně rozdělený náhodných veličin na
pravěpodobnostním prostoru (0" A , P). Jestliže 9 je S-měřite lná numerická funkce na ~N,

která je permutovatelná vzhledem k posloupnosti X n , potom náhodná veličina 9 je Px -skoro
jistě konstantní, takže 9 o X je P -skoro jistě konstantní.

Důkaz. Pro každé I E IR množina A .- {g < I} je permutovatelná vzhledem k X :==

Q9~=1 x; vzhledem ke vztahu (O)

pro každou konečnou permutaci T množiny přirozenýchčísel N. Ale potom podle Hewittova
Savegeova zákona , pravděpodobnost Px{g < I} == P{g o X < I} může nabývat pouze bud'
hodnoty nul a nebo jedna. Dále bychorn rnohli pokračovat stejně jako v důkazu věty 2.4 a
dokázat , že náhodná veličina 9 je skoro jistě konstantní. D

Příklad 2.3 . Nechi X n , n E N j e nezávislá posloupnost stejně rozdělených reálných náhodných

veličin . Polo žíme
Sn :== ./Yl + ... + X n, n E N.

Potom každá z náhodných veličin

lim inf Sn a lim sup Sn
n ---.oo

j e skoro jistě konstantní. A bychom toto dokázali musíme si pouze uvědomit, že

X n , n E N ~ lim inf'[z , + ... + X n )
n ---.oo

je měřitelná numerická funkce .9 definována na (IRN
, lB) pro kterou

9 o X == g(X) == lim inf Sn'
n---.oo

Jestl iže Sr(n) == Sn pro všechna až na konečně mnoho n , kdykoliv T je konečná permutace
množiny přirozených číse l N, j e 9 permutovatelná vhledem k posloupnosti X n · Tím jsou
splnény pi;edpoklady úJ;edchozí 'Věty a, je tedy ziejmé, že tvrzení pTO lim infn ---. oo Sn plaii.

Tvrzení o lim sup Sn lze doká zat analogicky nebo aplikováním předchozího na (-X n).
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Na uvedený příkladnavazuje následující věta, která se zabývá limitním chováním součtu

veličin.

Věta 2.6 . Nechi X n , ti E N je nezávislá posloupnost stejně rozdělených reálných náhodných
veličin pro které platí Xl je skoro jistě různá od nuly. Potom se součet veličin Sn :==

Xl + .. ,+ X n , ti E N, chová jedním z následujících způsobů:

lim Sn == +00 skoro jistě
n~oo

n~oo

lim Sn == - 00 skoro jistě
n~oo

lim inf Sn == - 00 a lim sup Sn == + 00 skoro jistě
n~oo

(ii)

(iii)

Důkaz. V předcházejícím příkladu jsme ukázali, že (jako důsledek 0-1 Hewittova-Savageova
zákona)

lim inf Sn == 1 skoro jistě
n~oo

pro vhodné '"Y E IR. Toto je Px-skoro jistě konstatní hodnota funkce g, která byla představena

v příkladu. Nyní náhodné veličiny X~ :== X n+ l , ti E N tvoří posloupnost, jejíž společné

rozdělení je
00 00

Px' == Q9 Px~ == Q9 PX n '

n=l n=2

Vzhledem k tomu, že všechny PX n jsou stejné , platí 0~=1 PX n == Px. Tedy Px, -skoro jistě

9 == '"Y a, stej ně jako dříve , součet S~ :== X~ + ...X~ splňuje

lim inf S~ == '"Y skoro jistě .
n~oo

Platí Sn+l == Xl + S~ pro všechna n E N, z tohoto a z limitních vztahů pro Sn a S~ ,

vyplýv á, že skoro jistě '"Y == X l + 1 . Vhledem k předpokladu , že Xl je reálná a skoro
jistě různá od nuly, musí plati t '"Y == ± oo. Tedy platí bud' lim infn~oo Sn == -00 skoro
j istě nebo lim infn~oo == + 00, odkud limn~oo Sn == +00 skoro jistě. Z podobné úvahy (nebo
aplikováním předchozího na posloupnost - X n) najdeme alternativu: buď lim sUPn~oo Sn ==

+00 skoro jistě nebo lÍlTln-+ oo Sn == 00 skoro jistě. Tyto dvě alternativy kombinují očividně

vzáj emně neslučitelná a úplná t vrzení (i ) - (i i i). O

Pokud bychom nepředpokládali , že Xl =I- O s.j. , potom by byla ještě jedna možnost 
přesněj i že Sn == O skoro jistě pro každé n E N.
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Kapitola 3

0-1 zákony pro maxima

3.1 M íra růstu dílčího maxima posloupnosti nezávislých
stejně rozdělenýchnáhodných veličin

Nechť Xl , X 2 , ... X 3 , ... je posloupnost náhodných, stejně rozdělených náhodných veličin

definovaných na pravděpodobnostním prostoru (rl,A,P) a nechť F označuje jejich (společnou)

distribuční funkci , tedy
F(x) == P({Xn < x})

pro všechna x E (-00,00) a n == 1,2 , ...

Hlavním vý ledkem tét o podkapitoly bude věta 3.1, jejíž znění je následující: Nechť

{An} je neklesající posloupnost taková, že posloupnost {(F( An))n} je nerostoucí. Potom

p ( { r2~n x; < -, pro nekonečněmnoho n } ) = { ~,

jestliže

f)F(An)tlOg~gn {< :.
n=3

Označm lim u p A n == { An i.o. } , kde i.o. je zkratka pro nekonečně často (infinitly
oft en ). Dále označme ACdoplňkový jev jevu A. Nakonec nechť X( n) == maxl:Sk:Sn X k , n ==

1,2, ... , n chť )'1 , /\2 , ..., An , .. . je neklesající posloupnost reálných čísel a nechť

V průb ě hu d ůkazu hl avního t vrzení budeme potřebovat zobecnění Cantelliho 0-1 zákona

(Věta 1.1):

Lemma 3.1. P ro nějakou posloupnost Al , A2 , ... , An , ... jevů splňujících
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a
00

L P(An n A~+l) < 00 ,

n=l

dostáváme

P ({An i. o.}) == O.

Důkaz. Vzhledem k tomu , že

P( {An i.o.] ) == lim P (U A~) ~ lim P(A~) == 1
n-... oo n -...oo

r=n

dostáváme, jako důsledek (8) a věty (1.1),

p ({An i.o. }) == p ({An n A~+1 i.o. }) == O.

(8)

D

Dále zde uvedeme několik pomocných tvrzení, které již nejsou zobecněním Cant elliho
zákona, ale použijeme je při důkazu tvrzení 3.1.

Lemma 3.2. B ez újmy na obecno sti můžeme předpokládát, že distribuční funkce F j e
spojitá.

Důkaz. Viz důkaz Lemmatu 3 v [3] .

Lemma 3.3. B ez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že

kde
_ (210gI0gn)CXn - exp -

ti

a

D

(9)

o; = exp ( _ ~ log ~g n )

Důkaz. Předpokládejme (ve shodě s lemmatem 2.3) , že F je spojit á a, že tvrzení 3.1 bylo
dokázáno pro posloupnost {An } spl ň uj íc í dodatečnou podrnínku (9). Musíme dokázat , že
pokud tvrz ní 3.1 platí pro distribuční funkci splňuj ící podmínku (9), pak platí i pro dis
tr ibuční funkci, která dodatečnou podmínku (9) nesplňuj e.

Pro jakoukoliv neklesající posloupnost {An}, pro kterou {(F (An))n} je neklesající, definu
jme posloupnost { A~} následuj ícím způsobem

jestli že
jestli že
jestli že

20
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(10)

Potom {A~} je neklesající posloupnost a následkem předpokladuspojitosti F je {(F(A~))n}

nerostoucí a

pro každé n. Tedy, položením

E~ == {X(n) < A~}

z předpokladů na začátku důkazu dostáváme, že

P({E~ i.o. }) = {~jestliže ~(F(A~))nlOg~gn {< :
Dále si povšimněme, že řada

I=(F(AnwlOglOgn
n

n=3

diverguje , jes tliže An > A~ pro nekonečně mnoho ti, řekněme nI, n2, ... , nk, ... , jelikož v
tomto případě (pro nk > 81)

1

> (log n k) - 2(log(nk + 1) - log 81) ~ 00 pro k ~ 00.

Dále si povšimněme , že

~( )nloglogn
LJ CXn < 00.

n
n = 3

V důsledku tohoto řada (9) a řada

(11)

(12)

konvergují oučasně. V případě konvergence (An < A~ pro nekonečněmnoho n) dostáváme
En C E~ pro všechna n s výjimkou konečně mnoha a tedy

P ({En i.o.}) :S P ({E~ i.o.}) == O;

v případě divergen e, vzhledem k (12) a lemmatu 3.1 dostáváme

p ({En i.o.}) > p ({En i.o.} n {E~ i.o.}) == p ({E~ i.o.}) == 1,

jak jsme tvrdili .

Věta 3.1. Jestliže posloupnost (F(An))n,n == 1,2, ... je tierosiouci, potom

{
O ~ nloglogn {< 00

P({ En i.o. }) = 1 jestliže ~(F(An)) n = 00

21
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Důkaz. Vzhledem k Lemmatu 3.3, můžeme předokládat, že F( An ) (pro n > 2) je ve tvaru

(
lOglOgn ) 1

F( An) = exp -,n n ' kde 2 < "In ::; 2. (13)

Vzhledem k tomuto předpokladu, konvergence (10) znamená konvergenci

00 00

n =l n =l

m.; = [e1o;n] pro ti = 2,3, . . . .

D ůkaz Věty 3.1 dokončíme tírn , že uká žeme, že z divergence (10) vyplývá

a toto ve spojení s Lemmatem 3.1 ukazuje platnost konvergenční části Věty 3.1.
Nechť

P ({Em n i.o.} ) = 1.

Pro libovolnou posloupnost i 1 , i 2 , .. . , in , ... kladných celých čísel takových, že in = o(logn)
dost áváme

m n + i n - m n 'ln ~

r-...J ( • ) kdyz n -t 00.
log n + 'ln

(14)

Jestliž e (10) diverguje , potom

00 00

(15)
n = 2 n =2

jestliže

f (F(>'n)tlog~gn = f mt-l(F(>.r))'IOg~Ogr
n =m2 n =2 r=mn

00

"""( ( ))m mn+l - m n 1 1= Z:: F ).,m n n tn-, og og mn+l

n = 2

a
mn+l - m n log log m n +l -t 1 když Tl, -t 00.

m.,

Tedy, vzh ledem k (13) , pro něj aké 8, O < 8 < 1, a nějaké kladné číslo no , existují kladná

čísl a nI a n2 taková, že n o < nI < n2 a

n2

8 < L P(Em n ) < 28.
n =nl + 1

(16)

22



Přímá aplikace Kolmogorovova 0-1 zákona nám dává, že P({Em n i.o.}) je bud' O nebo 1.
Tedy, abychom dokončili důkaz, stačí zřejmě dokázat existenci konstanty c > Otakové , že
pro všechna dostatečně velká no

p ( UEmn) > c,
n =nl +1

kde '111 a n2 odpovídá hodnotě Ó , která bude určena později.

Nyní máme

(17)

a proto stačí dokázat existe nci konstanty ÓO , O< Óo < 1, a konstanty 8, O< 8 < 1, takové,
že pro 6" == Óo , '111 < '11 < '112 a všechna dostatečně velká no

Opravdu , (16),(17) ,(18) nám dává

p ( UEmn) > (1 - 8)óo.
n=nl +1

Položme
Q,n == 5[log log 71.]

a
bn == 2[log ti log log '11].

(18)

(19)

Potom

kd

P(Emnn UEmr) == Sl + 52 + S3 + 54 ,
r=n+1

23
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Pro zjednodušení položme

nejprve obdržíme

1< P(Em n) e- 4

pro všechna dostatečně velká no, vzhledem k (14) dostáváme

m n+l - m n . . ~
- - - -- log log mln+l ~ 1 jestliže n ~ 00.

m n+l

Za dr uhé dostávárne

< P(E )a ( (() m n + 1-mn _ (()mn+1-m n )
- m.« n "t"m n + a n "t"m n +l

kde

< 2 log log m n+ l (_1_ _ 1 )
m n+l m n+ a n

ze vztahu
(() m n + l > (()mn+a n
"t"m n + l - "t"m n + a n

vyplývá
"Ymn+a n log log mln+ a n 2 "Ymn+l log log m n+l·

Z (14) vyplývá, že

Tedy, pro dostatečné velká no, dostávárne

S2 < P(E
m n)2an (1 - _Tn_

n+_1
) _'m_n_+_l_ m_ n log log m n+l

m n+a m n+ l

24
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Za třetí jsme zjistili, že

n +bn

~ <pmr -mn < P(E )b (()mn+an -mn
~ m r - m« n 't'mn+an '

r=n+an+l

kde

(
1m+ -m )m n+an - m n < ex n an n

<pm n+an - p - -2 log log m n+an .
m n+an

Z (15) vidíme, že

Tedy, pro dostatečně velké no

1

S < P(E )b e -21og1ogn < P(E ) 1 - e- 4

3 - m:« n - m.« 4

akonec , dost áváme

n2

~ (()mr-m n < P (E ) (()-mn 26
~ 't"m r - m n 't'mn+bn '

r=n+bn+ l

kde

<P~r::;bn < exp (2m
n

log log m n+ bn ) .
mn+bn

Je snadné nahlédnout , že

m
n

log log m n+bn rov exp (-1 (b
n

b ) ) log n ---+ Ojestliže n ---+ 00.
'nln+bn og n + n

Čísla <P~r::;bn jsou v dů sledku tohoto omezená zeshora nějakou konstantou Co a

54 < P(Em n ) 2 c06 .

Pro hrnutí, z (20) ,(21) ,(22) ,(23) a (24) dostáváme

(

n2 ) 1 1 1
P E m n n U e.; < (2" e- 4 + 2" + 2c06)P(Emn) ·

r=n+ l

(23).

(24)

Tedy jestliže zvolím

a

1
1 1 - e- 4

b == ba == - - - -
2co 4

3 + e-~e == --
4

takže (19) platí pro všechn a dostatečně velká no·
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00.
P({E~ i.o.} ) = g,jestliže~(1 - F(An )) {< 00

Věta 3 .2 .

Důkaz. Toto plyne z Borelova-Cantelliho lemmatu a skutečnosti

P ({E~ i.o.}) == P ({X n > An i.o.})

D

3 .2 Zlepšení 0-1 zákona pro maximum

ásledující věta je velmi zn ámý výsledek.

Věta 3 .3. Nechť Xl , X 2, ... j e posloupnost náhodných proměnných a nechť {bn} je jakákoliv
neklesající reálná posloupnost taková, že bn ~ 00 , když n ~ 00. Definujeme dílčímaximum
X (n) == maxI ~k~nXk , n ~ 1. Potom

P [X(n) > i; i.o.] == P[Xn > b; i.o.]. (25)

Přirozen é se nabízí otázka, jestli vzt ah (25)platí i v případ č, kdy bn ~ 00, ale {bn , ti ~ 1}
nen í neklesající? Odpově ď je záporná. Příkladem může být následující případ: X 2n- 1 ==
2n , X 2n == 0, b2n- 1 == 4n a b2n == ti , n ~ 1, potom X n < bn pro každé n, zatímco
X (2n) == 2n > n == b2n, n > 1. avíc odpověď zůstává negativní dokonce i když Xl , X 2, ...
jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny. Toto tvrzení dokazuje následující příklad:

Nechť Xl X 2 , . .. jsou nezávi slé, stejně rozd ělené náhodné veličiny s expo nenciálnírn rozd ělením

par am etrem jedna . Definuj eme

b == {210g k , jest liže ti == 2k pro nějaké k > 1,
n 2log n jinak.

Potom

00 00 00 00

L P [Xn > bn ] < L P [Xn > 2logn] + L P[X2k > 2log k] == 2 L n - 2 < 00.

n = l n = l k= l n =l

Podle Borelova-Canteliho lemmatu je P [./Yn > b.; i.o .] == O. Nicméně, X(n)/ log ti ~ 1
skoro j ist ě , t akže P [X(n) < (log n)/2 i.o.] == O. Což znamená, že jev A == [2X(n) >
log TJ, pro dostatečně velká n] má pravděpodobnost jedn a. Nechť w E A. Potom existuje
celé číslo ko == ko(w) > 16 takové, že X(2k)(w) > (k/2) log 2 pro všechna k > ko. Ale
k log2 > 4 10gk pokud k ~ 16, t akže X(2k)(W) > 2lagk == b2k, k > ko· Tedy P[X(2 k ) >
b2k pro v- chna velká k] == 1 a proto P [X(n) > bn i.o.] == 1.

Vzhl dem k důl žitosti věty 3.3 ve studiích limitního chování {X(n),n > 1} se zdá
užitečné hledat analogii věty 3.3 v případ ě , že posloupnost {bn } je divergentní, ale není
nek lesaj í í. Následující v-t a je takové řešení.
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Věta 3.4. Mějme Xl, X 2 , ... posloupnost náhodných veličin, a definujeme {X(n) ,n 2: 1}
stejně jako ve větě 3. 3. Nechť {bn, n > 1} je libovolná posloupnost taková, že limn -.oo bn ==
+00. Potom

P[X(n) > bn i. o. ] == P [X(n) > u; i. o.] == P[Xn > i; i. o.], (26)

kde b~ == infm ~n bm, n > 1. Navíc, pokud Xl, X 2 , .. . jsou nezávislé náhodné veličiny, potom
P[X(n) > b., i.o.] == O nebo 1 'lJ závislosti na tom, zda L:~=l P[Xn > b~] konverguje nebo
diverguje.

Důkaz. Jestliže je {b~, n > 1} neklesající a b~ ~ 00 , druhá rovnost v (26) plyne z (25).

Definujme nI == 1 a pro k > 1 nechť nk == min{n > nk-l;b~ > b~k_l}' Pro přehlednost,

nechť mk == nk-l, k > 1. Poznamenejme, že {nk' k > 1} je dobře definovaná, jestliže
b~ ~ 00. A tak b~ == b:nk, pokud nk-l ::; ti < nk, jestliže {b~} je neklesající. Navíc
i; == min(bn, b~+l)' n > 1, t akže konkrétně, b~k_l == b:nk == min(bm k , b~k) == bmk' k 2: 1,
protože b~k > b~k _ l z definice {nk}' Proto,

P [X(n) > i; i.o.] == P [ max (X(n)/b~) > 1 i.o. ( v k )]
nk -l ~n<nk

< P [ max X(n) > b~k_l i.O.]
nk -l ~n<nk

P [X(mk) > bmk i.o.J

< P [X(n) > bn i.o.J

< P [X(n) > u; i.o.J

je. tližc b.; > b~ ; takže (26) pla tí. Zbytek věty vyplývá jako důsledek z Borelova nula
j edničkového zákona . O

3.3 Silná limitní kritéria pro posloupnost pohyblivých.
m a x im

Předpokládejme Xl , X 2 , ... jsou nezávislé náhodné veličiny, stejně rozdělenéna jednotkovém
intervalu a al , a2, ... jsou celá čísla splňuj ící 1 ::; an ::; n. Odpovídající posloupnost , X(n) ,
pohyblivých maxim je definována následujícím způsobem:

X (n) == max{Xi : ti - an < i <n} ,n 2: 1.

ěkol ik autor ů tudovalo limitní skoro jisté chování těchto maxim v případě , že an - n.

Motivac í pro tuto práci j ou následující výsledky plynoucí z Barndorff- Nielsenovy práce
(viz podkapitola 3.1).

Věta 3.5. Piedpokl ádejme, že an TL , O::; Pn ::; 1 a /-Ln j e neklescjici. Potom, s pravděpodobností
j edna, X (n) > /-Ln pro nekonečně mnoho ti, právě když L:n~l (1 - {ln) == 00.

27



00,

00 ,

Věta 3.6. Předpokládejme, že a.; - n, O < /-ln S 1, /-ln je neklesající a /-l~ je neros
toucí. Potom, s pravděpodobností jedna, X(n) < J.Ln pro nekonečně mnoho ti, právě když
2:n~1 (p~)n-llog log ti == 00.

Jestliže A I ,A2 , ... jsou jevy, nechť {An i.o.} opět označuje jev, kde An nastane pro
nekonečně mnoho hodnot n. Dále nechť [x] označuje celou část x. Jestliže A je množina,
označme ~A počet prvků v této množině. Pro n > 1 označme En jev takový, že X(n) < /-ln'
A označrne c :s d, když c < 00 jestliže d < 00 nebo d == 00 jestliže c == 00.

Je stliže Xl, X2,'" je posloupnost splňující O< x., S 1, potom říkáme, že {xn } je v:

Upper-Upper (UU) třídě, jestliže P{X(n) > X n, i.o.} == O

Upper-Lower (UL) třídě, jestliže P{X(n) > xn,i.o.} == 1

Lower-Upper (LU) třídě, jestliže P{X(n) < xn,i.o.} == 1

Lower-Lower (LL) třídě, jestliže P{X(n) < xn,i.o.} == O.

áš cíl je najít dvě kritéria; jedno pro rozlišení UU a UL posloupností a jiné pro rozlišení
LV a LL posloupností, které jsou definovány výše.

Věta 3.7. Předpokládejme, že OS fJ'n S 1 a 1 < Q,n < n.. Potom

{
1 jestliže ~n>l (1 - vn)

P{X (n) > p'n i, o.] = O jestliže 2:n ;l (1 - /In) <

kde Vn == inf{J.Lj : j - aj < n < j}.

Klasifikace /-ln j ako UU nebo UL posloupnosti závisí na a., přes definici Vn' Jestliže
J.Ln je neklesající , potom Vn == /-ln, pro n 2: 1, takže Věta 3.5 je obsažena v předchozím

tvrzení. Dokonce když o,n == n , pro ti 2: 1, (případ zahrnutý ve Větě 3.5), můžeme uvažovat
L:(1 - J.Ln) < 00 a ~(1 - vn) == 00. Například vezměme J.Ln == 1 - l/n pro n taková, že
jejich odmocnina je celé číslo a /-ln == 1 jinak. Jestliže Q, - ti 2: n l

/
2

, potom ~(1 - vn) == 00.

Jestliže a.; < n l / (2+ é) pro nějaké e > O, potom ~(1 - vn) < 00.

Důkaz. echt Hl označuje událost , kde X; > Vn pro nekonečně mnoho n. Jestliže ~(1 
vn) == 00 potom P(H1 ) == 1. Určeme w v Hl, Existují striktně rostoucí posloupnosti

nj == nj (w) a Rj == Rj (w) pro kt eré

(27)

Podle (27) , X (Rj) > X nj > /-lRj ' pro j > 1. Jestliže w je libovolná, P{X(n) > /-ln i.o.} == 1.
Nechť H2 označuj e událost , kde X; > Vn pro nejvíce konečně mnoho n. Jestliže ~(l-vn) <
00, potom P(H2) == 1. Určeme w v H2 a nechť nI == nl(w) je taková, že

(28)
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Jestliže L (l - vn) < 00, dostáváme Vn ~ 1. Tedy, pro nějaké n2 == n2(w) > nI,

(29)

Určeme ti > n2 a předpokládárne ti - an < j ~ ti. Jestliže j < nI , potom X, < Vn podle
(29). Jestliže j > nI, potom x, < Vj ~ Mn podle (28) . Tedy

Jestliž e w je libovolná, P{X(n) > Mn i.o.} == O. o
Odli šit lower třídy je t ě ž ší . Nejprvc předpokládejme posloupnost, kt erá je odr žená od

j edničky.

Věta 3.8. Předpokládejme, že O< /-ln ~ ry < 1 a 1 < an < n. Potom

P{ X i.o.] _ {1jestližeLn~ l J-1/~n == 00 ,
(n) < Mn i .o. - O jestliže~ [lan < 00

~n~ l t-"'n .

Důkaz. Definujme 6. (n ) == M~n. Tvrzení jednoduše vyplývá v případě , kdy L ~(n) < 00,

jestliže P(En) == ~(n). Předpoklád ejme L ~ (n) == 00, Mn < ry < 1 a ti - an ~ 00 . Ur čeme

celé číslo M > 1 splňuj ící Lj~ l ryjM < ~ a nechť Bn označuje množinu {n - an + 1, ... , n} .
Pro nějaké r, pro kt eré platí O< r < M dostáváme Lj~ l ~ (r+ jM) == 00. Předpokládáme,

bez újmy na obecnosti , že tot o platí, když r == O. Definujeme rostoucí posloupnost celých
čísel nk, kde nk E {j lVI : j > 1} a ti - an > nk-l pro n > nk a k > 1.
Definujeme Tk == {nk + M , nk + 21\11, ..., nk+l} a Fk == UnETk En. Předpokládejme , že pro
dostatečně velká k, L nETk~ (n) ~ ~ . Jes tliže to není tento případ, existuje nekonečná

množina G s L nETk~ (n) > ~, k E G. Potom můžeme Mn nahradit M~, splňujícím M~ < Mn,
pro n > 1 a L nETk~* (n ) == ~ pro k E G, kde 6.*(n ) == (M~)a n. Pořád máme M~ < řt a
Lj~ l ~* (jM) == 00. yní,

P(Fk ) ;:::~ { P (En ) - (nk+~)/M P(En n En+j M ) } . (30)

Jestli že s; n Bn+jM f- 0, potom P(En n En+jM) == P(En+jMIEn)P(En) < ~ (n) ryjM .

Je liž s, n Bn+jM == 0, potom P(En n En+jM) == ~ (n)~ (n + jlvf) . Podle (30),

P (Fk ) 2 E {P(En) - P(En) L ryN/j - P(En) E ~(j) } > ~ E ~(n) .
«et; j~ l jETk nETk

Tedy L k>l P (Fk) == 00 , takže Lk>l P(F2k) == 00 nebo Lk~ l P(F2k+1 ) == 00 . Nyní si
všimněm ~ že F2ko' F2ko+2' ... , jsou nezávislé jevy, pokud jsou nezávislé F2ko+l ' F2ko+3 ' .. . ,

pro něj aké ko 2 1.
Toto ukon č uj důkaz tvrzení v případě , že ti - an ~ 00 . Nyní odstraníme t uto podmínku.

29



Definujlne E == {n: n > 1 a an > ~n} a E == {n: ti > 1 a an < ~n}. Jestliže LnEE/-L~n <
'"' n/2 < d t" ~ - an - D finui b - s - x* - Xú nEE ry _00 , os avame D nEE /-Ln - 00. e nUJeme n - an, Vn - /-Ln a (n) - (n) ,
jestliže n E E. Jinak definuj eme bn == 1,6n == O a X (n) == X n. Jestliže L n;::: l 6~n == 00 a
71, - bn ~ 00 , dost áváme P{ X (n) < 6n i.o.} == 1. Nyní si povšimněme, že jev {X(n) < 6n} je
obsažen v jevu {X(n) < /-Ln} pro všechna n > 1. O

Pokud chyběj í jednotná ornezení pro fLn , zamě řujeme pozornost na některé specifické
rodiny posloupností an0 V každém případě, kri téria na odlišení LV a LL zahrnují řady,

jejíchž n-tý člen má podobu /-L~nh(n). Podoba h není daná, ale spíš záleží na 'míře růstu '

odpovídajícího anoBudeme předpokládat podmínku

a

o< fLn ::; 1, Mn je neklesající a fL~n je nerostoucí

sup lan+l - ani < B , kde B < 00
n;:::l

(31)

(32)

Věta 3.9. Předpokládejme, že 1 < o,n ::; n , o,n == O(log 71,) když ti ~ 00 , O< J1ln < 1 a lJ,n j e
konvergentní. Potom

. { 1 jestliže L n>1 ({L~n )
P {X (n) < /-Ln 1,. O.} == O l ~ - ( ) <jest iže D n? l fL~n

00 ,

00 .

Důkaz. T vrzení jednoduše vyplývá v případě , že L fL~n < 00. Jestliže L fL~n == 00 a
{Ln ~ c < 1, t vrzení je důsledkem Věty 3.6 Předpokládejme /-Ln ~ 1. Pro nějaké B >
o.«, < Blog n pr o všechna ti > 1. Tedy, L (exp( -IIB))an ~ L n - 1 == 00. Z Věty 3.6,
P{X(n) < exp(-llB ) i.o.} == 1. Jest liže exp(- llB) < fLn pro všechna velká n , dost áváme
P{ X (n) < ILn i.o .} == 1, což dokončuje důkaz. O

Věta 3.10. Předpokládejme, že pro všechna velká n , b(log n) r < a.; ::; c(log n)", pro nějaké

O< b < c < 00 a T > 1 a tak platí (31). Potom

. { 1 jestliže L n>1 (/-L~n )(log 71, )l-r 00 ,

P{X(n) < P'n 'l.O .} == O . tli ž ~ - (an)(l )l-r < 00 a (32) platí.jes 'lze D n? l /-Ln og ti

Důkaz. D ůkaz této věty je stejný jako d ů kaz věty 3.12. Nicméňe zvolíme kn == [ ~bn(log n)r]
a ryj == max{6j , j -2/b(logj)r}. Podrobnosti vynecháváme. O

Věta 3.11. Předpokládejme, že pro všechna velká 71" bn" ::; a.; ::; cn" , pro nějaké O < b <
c < 00 a O< a < 1 a tak platí (31). Potom

{
I jestliže L n>l (/-L~n )(n) - D: log ti 00 ,

P{X(n ) < JI'n i. c.} = O j estliže I:n; l(J.L~n) (n )- a log n < 00 a (32) platí.
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yn í pro velk á ti ,

Důkaz. Nechf kn == [((1 - a)(~b)n)l/(l -o)] takže (kn+1 - kn)/k~+l -+ ~b. Všimněme si , že
pro velká n,

j - aj < kn pro k; < j ::; kn+1 .

Definujme r« , r n, c/J(n) a 't/J(n) jako v důkazu Věty 3.12. Nicméně definujme f3n == (J-L~n )n- O logn.
Máme

cjJ(n) kn +1

L L J-l;i 2: LL rn!3t(n,j- 1) 2: L L f3j == 00 .

n~ljErn n~l j=l n~lj=kn+1

Jako v důkazu věty 3.12,

yní, jestli že J-lbkk;:+l < n - 1/ 2 , potom J-lrkn < -31 , takže P(Fn) > -21 'l/Jn' Jestliže J-lkck~+ l > n - 1/2,
n+l n+ l - n+l -

potom P(Fn ) > n - 1
/

2
, takže pro velká n, P(Fn ) ~ min(~'l/Jn, n- 1/ 2 ) . Zbyt ek důkazu je stejný

jako II věty 3.12.
Nyní dokažme druhou polovinu věty. Máme, jako v důkazu věty 3.12, I:::n~ l I:::jEr n J-l;i < 00.

Definuj m e rj == max(J-lj , j -2/bj). Poznamenejme, že Ij je neklesající a

LL I ;i < 00 .

n~ l jEf'n

Defi nuj m e a(n , j) , In,j a X (n,j ) jako v důkazu věty 3.12. Stejně jako v tomto důkazu, pro

O< j < cjJ(n) - 1,
P{X } < a(n,j+1) -se-;

(n ,j) < rn,j+1 - In ,j+1 rn ,j+1 '

- ~Br < t( .+ 1)10Brn/bt(n ,j+1)O< k10Brn/bk~
In ,J+1 - n ,J - ri-l-I

== ex p(10B (kn+1 - kn)M log kn+1/bk~ log n) < 2 exp(11BM/(1 - a)) == Q ,

takž P{ X (n,j ) < In ,j+1 } < Q/~~nJ1+ 1 ). Tedy

P (4)tjl{X(n,j ) < l'n ,i+d, pro nekonečněmnoho n) == O.

J=O

Zbyt k důkazu je t jný jako u důkazu věty 3.12. O

Věta 3.1 2 . Předpokládejme, že pro všechna velká ti , bn < an < cti, pro nějaké O< b < c <
1 a tak platí (31). Potom

{
I j estliže 2::n> 1 (J-L~n )(n) - 1 log log ti 00,

P {X (n) < J1-n i .o.} = O jestliže l:n; 1 (IL~n )(nt !Iog log ti < CXl a (32) platí.
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Lemma 3.4. Předpokládejme IXII < 00, X n je nerostoucí posloupnost L n >l x., == +00

a E je množina přirozených čísel) pro které platí lim infn _ oo ~ (E n [O, nJ)/n- > O. Potom

E kEE X k == +00.

Důkaz. věty 3.12 Určíme celé číslo M tak , že e- M / 5 < ~. Nechť kn == [(1 - ~b) -n ] takže

(kn+l - kn ) / kn+l ~ ~b a
j - aj < i; pro kn < j < kn +l

jestliže n je velké. Definujme r n == M(kn+l-kn)/ log ti a nechť r n označuje rostoucí množinu
celých čísel

t(n , 1), t(n, 2), ..., t(n , q;(n))

pro kt er á t(n , q;(n )) == kn+l a (s t(n , O) == kn )

(t( n , j) - t( n ,j -l))/rn ~ 1+ stejnoměrně v j == 1, ..., cjJ(n). (33)

Poznamenejme, že (33) vyžaduje M cjJ(n)/ log n ~ 1. Z předpokladu, s {3j == (f.L;j)j -Ilog log j,

~(n) kn +l

L L f.L; j 2: LL rn {3t (n ,j - 1) 2: L L (3j == 00.

n~ljErn n~l j =l n~lj=kn+l

(34)

(35)

yní předpoklád jm e , že f.L~~:~1 < n - 1/2 . Potom pro velké hodnoty n,

tak že podle (35)

1
P( Fn ) 2: min{2 'l/Jn l n- 1

/
2

}
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(37)

Definujme In == 1 jestliže 'l/Jn ::; 2n - 1/2 a In == Ojinak. Nechť qn == ~[k : 1 < k < n , Ik == OJ/no
Jestliže lim sup qn > ~, pro nekonečně mnoho k rnárne, podle (36),

takže (37) platí. Předpokládejme 1 - qn == Pn > ~ pro velká ti. Podle (36), I: P(Fn) >
I: P(Fn)In 2: ~ L 'ljJn l n· Podle Lemmatu 3.4, k dokázání (37) stačí dokázat

lim inf(U,k/Vk) > O,
k -wco

(38)

kde Uk == L~:i In ( ~rn) a Vk == L~=l (~rn)' K dokázání (38), poznamenejme, že M(~rn)/ log n ~
1 a ome z íme Uk a Vk následovně:

j,
.(k- 1)/4 1

Uk ~ (2M) -1 . 1 log xdx > (8M) -1(k - 1)(log(4(k - 1)) - I),

a

V k < 2M- 1l k

log xdx < 2M- 1k log k,

pro v lká k . J e t liže poměr těchto omezení konverguje k 11
6

při k ~ 00 , (38) a tedy i (37)
jsou dokázané .
Jevy Fn n 2: 1 nejsou nezávi slé . Nicméně Fr+s , Fr+2s , ... , jsou nezávislé pro O < r < s
jestliže s j velk é. Pro taková s, L P(Fr+ns) == 00, pro nějaké O ::; r < S.

Tyní dokážeme druhou polovinu t vr zení. Máme

~(n ) kn +l

~~tL~j;SL~(t(n,j) -t(n,j-l))l3t(n ,j);S~ ~ I3j==~l3n<OO. (39)
n~lj Ern n~l j=l n~ l j=kn+ 1 n~l

D finujme Tj == max{J-Lj , (log j) - 2/bj}. Jestliže Tj > j.Lj , je adekvátní dokázat, že P{X(n) <
ln i.o.} == O. Pozn amenejme, že Tj je neklesající a že podle (39) ,

~ ~ -: < 00

n~l j Ern

echť a( ti j) == at(n,j) a In ,j == It(n,j) · Také definujme jev

x (n,j) == max{Xi : t (ti , j) - a(n , j) + 3Brn < i ::; t (n, j) }.
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Pro O < j < c/J(n) - 1 máme

P(X . < rv . ) < rva("!' ,j) -3BTn == a("!' ,j+l) a("!' ,j) -a(n ,j + l) -3BTn < a(n ,j +l ) - 5B Tn
(n,J) In ,J+l - In ,J+l I'n ,J+ l I'n ,J+l - l'n ,j+l /n,j+l'

jestliže platí (32).
Nyní pro velká ti,

rv-~BTn < (log t(n J' + 1))10BTn/bt(n ,j+l) < (log k )lOBTn/bkn < 2 ellBlvJ(1-b/2) - d
In ,J+l -, - n-l-I _ - .

Všimněme si, že d je kladná konstanta, nazávislá na ti aj. Podle (41)

P(X ) d a(n,j +l)
(n,j ) < l'n ,j+l :S l'n, j+ l .

Z tohot o vyplývá, že

(41)

(

lj) (n )- l )

P U {X(n,j ) < l n,i+d pro nekonečně mnoho n
J=O

== O. (42)

Nyní předpokládejme , že X (n ,j ) > /n ,j+l , pro všechna O :S j < c/J(n)-1 a kn :S k < kn+ 1. Pro
něj aké O :S j < c/J (n ) dost ávám e t(n , j) :S k < t(n , j + 1), takže X( k ) > X (n ,j ) > /n, j+ l > l'k

a naše tvrzení vyplýv á z (42). D
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