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2.2.6 Teorie následńıka s nulou SC0 . . . . . . . . . . . . . 17
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Kapitola 1

Základńı pojmy a věty

V celém tomto textu už́ıváme standardńı značeńı, které je připomenuto v
dodatćıch, kde jsou také uvedeny potřebné definice a věty, které použ́ıváme.
Budeme se zabývat výlučně spočetnými teoriemi prvńıho řádu, proto

slovo teorie bude dále znamenat spočetná teorie prvńıho řádu. Př́ıpadné
výjimky budou výslovně uvedeny.
Bud’te T ⊇ S dvě L-teorie, T bezesporná, m < ω. Definujme ekvivalenci

∼m,T na množině Fm
m
L vztahem

ϕ ∼m,T ψ ⇔ T ` ϕ↔ ψ.

Tř́ıdu ekvivalence obsahuj́ıćı prvek ϕ označme [ϕ]m,T . Na množině Fm
m
L /∼m,T

definujme operace ∧m,T , ∨m,T , −m,T , 0m,T , 1m,T takto: [ϕ]m,T ∧m,T [ψ]m,T =
[ϕ & ψ]m,T , [ϕ]m,T ∨m,T [ψ]m,T = [ϕ ∨ ψ]m,T , −m,T [ϕ]m,T = [¬ϕ]m,T , 0m,T =
[⊥]m,T , 1m,T = [>]m,T . Booleova algebra BmT = 〈Fmm

L /∼m,T ,∧m,T ,∨m,T ,
−m,T , 0m,T , 1m,T 〉 se nazývá m-tá Lindenbaumova algebra teorie T .
Definujme ekvivalenci ∼T na množině FmL vztahem

ϕ ∼T ψ ⇔ T ` ϕ↔ ψ.

Tř́ıdu ekvivalence obsahuj́ıćı prvek ϕ označme [ϕ]T . Na množině FmL/∼T

definujme operace ∧T , ∨T , −T , 0T , 1T takto: [ϕ]T ∧T [ψ]T = [ϕ & ψ]T ,
[ϕ]T ∨T [ψ]T = [ϕ ∨ ψ]T , −T [ϕ]T = [¬ϕ]T , 0T = [⊥]T , 1T = [>]T . Booleova
algebra BT = 〈FmL/∼T ,∧T ,∨T ,−T , 0T , 1T 〉 se nazývá Lindenbaumova al-
gebra teorie T .
Lindenbaumova algebra BL jazyka L resp. m-tá Lindenbaumova algebra

BmL jazyka L je algebra B∅ resp. Bm∅.
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Označme dále

FT,S = {[ϕ]S;T ` ϕ}, Fm,T,S = {[ϕ]m,S;T ` ϕ}.

Základńı vlastnosti právě zavedených pojmů shrnuje následuj́ıćı tvrzeńı,
jehož d̊ukaz je snadný.

Tvrzeńı 1.1. Bud’te T ⊇ S dvě L-teorie, T bezesporná, m < ω.

(i) Je 0m,T = {ϕ ∈ Fmm
L ;T ` ¬ϕ}, 1m,T = {ϕ ∈ Fmm

L ;T ` ϕ}. Speciálně
10,T = Th(T ).

(ii) Teorie T je úplná, právě když B0T ∼= 2.

(iii) Formule ϕ ∈ Fmm
L je konzistentńı s T , právě když [ϕ]m,T 6= 0m,T .

(iv) Bud’ m ≤ n. Pak algebra BmT je isomorfně vnořená do algebry BnT
zobrazeńım h, které je definováno vztahem h([ϕ]m,T ) = [ϕ]n,T . Alge-
bra BmT je isomorfně vnořená do algebry BT zobrazeńım h, které je
definované vztahem h([ϕ]m,T ) = [ϕ]T .

(v) Fm,T,S je filtr na algebře BmS, FT,S je filtr na algebře BS. T je kom-
pletńı ⇔ F0,T,S je ultrafiltr na algebře B0S.

(vi) BmT ∼= BmS/Fm,T,S; zobrazeńı h([ϕ]m,T ) = [[ϕ]m,S]Fm,T,S
je př́ıslušný

isomorfismus, kde [t]Fm,T,S
znač́ı faktor z BmS/Fm,T,S obsahuj́ıćı prvek

t ∈ BmS.

(vii) BT ∼= BS/FT,S; zobrazeńı h([ϕ]T ) = [[ϕ]S]FT,S
je př́ıslušný isomorfis-

mus, kde [t]FT,S
znač́ı faktor z BS/FT,S obsahuj́ıćı prvek t ∈ BS.

Stone̊uv prostor teorie T resp. m-tý Stone̊uv prostor teorie T je Stone̊uv
prostor algebry BT resp. BmT . Znač́ıme jej ST resp. SmT .
Bud’ A model jazyka L, X ⊆ A, m < ω. Algebra m-definovatelných

množin nad X v A je podalgebra

Dfm(X,A) = {ϕ(Am
X);ϕ ∈ Fmm

LX
}

potenčńı algebryP(Am). Je-li X = ∅, mluv́ıme krátce o algebře m-definova-
telných množin v A a znač́ıme j́ı Dfm(A).
Následuj́ıćı tvrzeńı dává do souvislosti Lindenbaumovy algebry a algebry

definovatelných množin.
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Tvrzeńı 1.2. Bud’ T bezesporná teorie v jazyce L, A |= T , m < ω. Pak
zobrazeńı f : BmT → Dfm(A), definované vztahem f([ϕ]m,T ) = ϕ(Am) pro
∀ϕ ∈ Fmm

L , je homomorfismus algebry B
mT na algebru Dfm(A). Je-li T

úplná teorie, je zobrazeńı f dokonce isomorfismus uvedených algeber.

D̊ukaz. Je patrné, že f je homomorfismus a na. Bud’ T úplná teorie. Dokáže-
me, že f je prosté. Označme x̄ = x0, . . . , xm−1 a bud’te ϕ(x̄), ψ(x̄) ∈ Fmm

L ,
[ϕ]m,T 6= [ψ]m,T . Tud́ıž, d́ıky úplnosti T , T ` ¬(∀x̄)(ϕ ↔ ψ) neboli T `
(∃x̄)¬(ϕ ↔ ψ), tedy T ` ¬(ϕ ↔ ψ)[ā] pro nějaké ā ∈ Am. Potom ovšem
ā ∈ ϕ(Am)−̇ψ(Am) a tedy f([ϕ]m,T ) 6= f([ψ]m,T ).

Protože se zabýváme spočetnými teoriemi prvńıho řádu, budou všechny
algebry definovatelných množin a Lindenbaumovy algebry nejvýše spočetné.
Naznačme, jak budeme postupovat při výpočtu mohutnosti algebry Dfm(A),
bude-li konečná. Z tvrzeńı B.1 plyne, že nám stač́ı určit počet jej́ıch atomů
p, nebot’ potom Dfm(A) ∼= P(p) a tedy |Dfm(A)| = 2p. Při výpočtu č́ısla
p budou hrát zásadńı roli Stirlingova č́ısla druhého druhu, o kterých se lze
doč́ıst v Dodatku C a také znalost eliminačńı množiny. Poznamenejme ještě,
že se stač́ı omezit na výpočet mohutnost́ı algeber m-definovatelných množin
pro m > 0, nebot’ Df0(A) ∼= 2.
Zabývejme se nyńı otázkou klasifikace Lindenbaumových algeber. Násle-

duj́ıćı tabulka zavád́ı některé d̊uležité spočetné Booleovy algebry, které bu-
deme v daľśım potřebovat a zároveň uvád́ı i některé jejich vlastnosti. Poz-
namenejme, že n < ω a N znač́ı standardńı model aritmetiky.

algebra B definice IBA |SB|
FA 〈ω〉P(ω) ω ω

CA CA(ω) η 2ω

ASA Df1(N ) η×̇(ω∗+̇ω) 2ω

FAn — n×̇ω ω

P(n)× CA — n+̇η0 2ω

Tabulka 1.1: Základńı spočetné algebry.

Podstatné vlastnosti právě definovaných algeber shrnuje následuj́ıćı věta.
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Věta 1.3.

(i) Algebra FA je spočetná, atomárńı a lze j́ı isomorfně vnořit do každé
spočetné atomárńı Booleovy algebry.

(ii) Algebra ASA je spočetná, atomárńı a má následuj́ıćı ‘rozt́ınaćı’ vlast-
nost: pod každým prvkem x ∈ B s nekonečnou množinou x̂ lež́ı dva
disjunktńı prvky y, z ∈ B s nekonečnými množinami ŷ, ẑ. Naopak
každá algebra maj́ıćı všechny tři uvedené vlastnosti je isomorfńı s al-
gebrou ASA. Dále je algebra ASA saturovaná a lze do ńı isomorfně
vnořit každou spočetnou atomárńı Booleovu algebru.

(iii) Algebra CA je až na isomorfismu jediná spočetná bezatomárńı Booleova
algebra.

D̊ukaz.
(i) Zřejmé.
(ii) Spočetnost je zřejmá. V př́ı̌st́ı kapitole v části věnované standardńı
aritmetice dokážeme atomárnost a naznač́ıme d̊ukaz ‘rozt́ınaćı’ vlastnosti.
Zbytek dokazovat nebudeme.
(iii) Plyne z vět B.4(iii) a B.3(ii).

Nyńı vyslov́ıme a dokážeme několik d̊uležitých vět, které nám usnadńı
klasifikaci Lindenbaumových algeber v následuj́ıćı kapitole.

Lemma 1.4.

(i) Necht’ ϕ(x̄) je atom v BmT . Pak T ∪ {(∃x̄)ϕ(x̄)} je kompletńı.

(ii) T ∪ {ϕ} je kompletńı ⇒ ϕ je atom v B0T .

D̊ukaz.
(i) Předně je teorie T ∪{(∃x̄)ϕ(x̄)} bezesporná (ϕ 6= 0 v BmT , tedy existuje
A |= T ∪ {(∃x̄)ϕ(x̄)}). Dále plat́ı bud’ T ` ϕ → ψ nebo T ` ϕ → ¬ψ pro
každou formuli ψ(x̄) ∈ Fmm

L(T ). Speciálně to plat́ı i pro každou sentenci ψ,
pak ovšem T ` (∃x̄)ϕ(x̄) → ψ nebo T ` (∃x̄)ϕ(x̄) → ¬ψ a vid́ıme, že T je
kompletńı.
(ii) Podle tvrzeńı 1.1(v) je F0,T∪{ϕ},T = {[ψ]0,T ;T, ϕ ` ψ} ultrafiltr na al-
gebře B0T generovaný prvkem [ϕ]0,T . Jistě ϕ 6= 0 v B0T . Necht’ ψ < ϕ v
B0T . Potom je [¬ψ]0,T ∈ F0,T∪{ϕ},T , tj. T ` ψ → ¬ψ. To je možné jenom
tehdy, je-li ψ = 0 v B0T . Tedy ϕ je atom v B0T .
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Věta 1.5. Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı.

(i) T nemá jednoduchou kompletizaci.

(ii) Každá BmT je bezatomárńı.

(iii) B0T je bezatomárńı.

D̊ukaz.
(i)⇒(ii) Plyne z lemmatu 1.4(i).
(ii)⇒(iii) Zřejmé.
(iii)⇒(i) Plyne z lemmatu 1.4(ii).

Poznámka 1.6. Všimněme si, že lemma 1.4 a tud́ı̌z i věta 1.5 plat́ı i pro
nespočetné teorie.

Věta 1.7.

(i) (a) T nemá jednoduchou kompletizaci ⇒ BmT ∼= CA pro všechna
m < ω. Naopak B0T ∼= CA⇒ T nemá jednoduchou kompletizaci.

(b) Necht’ T nemá jednoduchou kompletizaci, B je spočetná Booleova
algebra, m < ω. Pak existuje L(T )-teorie S ⊇ T tak, že B ∼=
BmS.

(c) Pro každou nejvýše spočetnou Booleovu algebru B existuje teorie
T taková, že B0T ∼= B.

(ii) Necht’ T má nekonečný model. Pak BT ∼= CA.

D̊ukaz.
(i)(a) Plyne z vět 1.3(iii) a 1.5.
(i)(b) Podle (a) je BmT ∼= CA. Podle vět B.3(ii) a B.5 existuje filtr F na
BmT takový, že BmT/F ∼= B. Polož́ıme-li S =

⋃
F , pak S ⊇ T a podle

tvrzeńı 1.1(vi) je BmS ∼= BmT/F . Celkem je tedy BmS ∼= B, což jsme chtěli
dokázat.
(i)(c) Necht’ nejprve |B| = k < ω. Označme n = |At(B)|. Necht’ Tn je teorie
v prázdném jazyce s jediným axiomem ‘existuje nejvýše n prvk̊u’. Algebra
B0Tn je konečná a |At(B0Tn)| = n. Podle tvrzeńı B.1 je B0Tn

∼= B.
Necht’ |B| = ω. Teorie T v jazyce skládaj́ıćım se ze spočetně mnoha kon-
stantńıch symbol̊u s jediným axiomem ‘existuj́ı alespoň 2 prvky’ nemá jedno-
duchou kompletizaci a stač́ı použ́ıt (b).
(ii) Necht’ ϕ(x̄) 6= 0 v BT . Existuje nekonečný model A |= T takový, že
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A |= (∃x̄)ϕ(x̄), tedy A |= ϕ[ā] pro nějaké ā ∈ Al(x̄). Necht’ proměnná y neńı
v x̄ ani ve ϕ a označme ϕ′(x̄, y) formuli ϕ(x̄) & y = x0. Zřejmě ϕ′ ≤ ϕ v BT .
Jistě ϕ′ 6= 0 v BT , nebot’ A |= ϕ′(ā, a0). Protože A |= ϕ[ā] & ¬ϕ′(ā, b) pro
b ∈ A \ {a0}, plat́ı A 2 ϕ→ ϕ′. Tedy T 0 ϕ→ ϕ′ a proto ϕ′ 6= ϕ v BT .

Věta 1.8. Bud’ n ≥ 1 přirozené. Potom B0T ∼= FAn ⇔ T má spočetně
mnoho kompletizaćı, z nichž právě n neńı jednoduchých.

D̊ukaz. Pravá strana ekvivalence právě znamená, že B0T je spočetná, ato-
márńı a má právě n netriviálńıch ultrafiltr̊u, tedy B0T ∼= FAn.

Lemma 1.9. Neexistuje teorie T , která by měla konečně mnoho nejednodu-
chých kompletizaćı a žádnou jednoduchou kompletizaci.

D̊ukaz. Necht’ T0, . . . , Tn−1 jsou všechny nejednoduché kompletizace T . Pro
i < n− 1 označme ϕi L(T )-sentenci, pro kterou plat́ı Ti ` ¬ϕi a Tn−1 ` ϕi.
Potom Th(Tn−1) = Th(T ∪ {

∧
i<n−1 ϕi}), což je spor s t́ım, že kompletizace

Tn−1 neńı jednoduchá.

Věta 1.10. Necht’ teorie T má konečně mnoho nejednoduchých kompletizaćı
a všechny jej́ı jednoduché kompletizace jsou atomické teorie. Potom je T
atomická teorie.

D̊ukaz. Necht’ ϕ(x̄) ∈ Fmm
L(T ) neńı 0 v B

mT . Existuje jednoduchá kompleti-
zace S teorie T tak, že ϕ 6= 0 v BmS. Kdyby ne, měla by teorie T∪{(∃x̄)ϕ(x̄)}
konečně mnoho nejednoduchých kompletizaćı a žádnou jednoduchou kom-
pletizaci. To však neńı možné podle lemmatu 1.9. Necht’ formule ϕ1 určuje
atom v BmS lež́ıćı pod ϕ (taková formule existuje podle tvrzeńı A.3(ii))
a ϕ2 je formule, jej́ımž přidáńım k T dostaneme S. Podle lemmatu 1.4(ii)
určuje ϕ2 atom v B0T . Tedy formule ϕ1 & ϕ2 určuje atom v BmT lež́ıćı pod
ϕ. Dokázali jsme, že všechny algebry BmT jsou atomárńı a zbývá použ́ıt
tvrzeńı A.3(ii).

Poznámka 1.11. Všimněme si, že lemma 1.9 i věta 1.10 plat́ı i pro ne-
spočetné teorie.

Daľśı informace o Lindenbaumových algebrách lze nalézt v [1] str. 1166-
1195.
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Kapitola 2

Konkrétńı teorie a jejich
algebry

2.1 Teorie CEα
Označme

σ1
def≡ (∃x0)(x0 = x0),

σn
def≡ (∃x0) . . . (∃xn−1)

∧
i<j<n xi 6= xj pro n ≥ 2 přirozená.

Formule σn ř́ıká ‘existuje alespoň n prvk̊u’.
Bud’ α ≤ ω. Teorie CEα je teorie v jazyce Lα = {ci; i < α}, kde ci jsou

konstantńı symboly, bez speciálńıch axiomů. Teorie CE0 se někdy znač́ı také
PE a ř́ıká se j́ı teorie čisté rovnosti.

Fakt 2.1. Necht’ Λ je množina všech atomických formuĺı jazyka Lα a formuĺı
tvaru σn pro n < ω. Pak Λ je eliminačńı množina pro teorii CEα.

♠ Je-li E = {{ai
j; j < li}; i < k}, kde 1 ≤ li ≤ α pro i < k,

∑
i<k li = α

a 1 ≤ k ≤ α, libovolný rozklad množiny α, pak pro m ≥ |E| přirozené
označme CEE,mα rozš́ı̌reńı teorie CEα o axiomy cai

j−1
= cai

j
pro 1 ≤ j < li,

i < k, c
a

i1
0
6= c

a
i2
0
pro i1 < i2 < k a σm & ¬σm+1. Teorie CEE,mα jsou právě

všechny kompletizace teorie CEα, tedy teorie CEα má ω resp. 2ω kompletizaćı
pro α < ω resp. α = ω. Každá tato kompletizace je zřejmě silně minimálńı
teorie.
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♠ Bud’ α ≤ ω,m ≥ 1 přirozené aA = 〈A, cAi 〉i<α model teorie CEα. Označme
lA = |{cAi ; i < α}|. Algebra Dfm(A) je konečná ⇔ lA < ω. V tom př́ıpadě
je

|Dfm(A)| = 2
Pm

j=0 (mj )l
m−j
A
Pmin(j,|A|−lA)

i=0 S(j,i).

Speciálně pro A |= PE máme

|Dfm(A)| = 2
Pmin(j,|A|)

i=0 S(j,i).

D̊ukaz. Uvedená ekvivalence je zřejmá. Necht’ tedy lA < ω. Sestroj́ıme po-
sloupnost a0, a1, . . . přirozených č́ısel délky lA takto: Polož́ıme a0 = 0. Je-li
1 ≤ k < lA a byla-li již č́ısla aj pro j < k sestrojena, polož́ıme ak = min{i <
α; cAi 6= cAaj

pro j < k}. Urč́ıme počet p atomů algebry Dfm(A). Popǐsme,
jak takový atom P vypadá. Existuje podmnožina M ⊆ m tak, že všechny
uspořádané m-tice v P maj́ı na pozici s indexem v m \M tutéž konstantu
cAai
a na pozićıch s indexem v M prvky z A r̊uzné od všech konstant cAai

.
Nav́ıc mezi prvky na pozićıch s indexy v M muśı být definovány vztahy
pomoćı = a 6=. Tyto atomy jsou ve vzájemně jednoznačné korespondenci
s nejvýše min(|M |, |A| − lA)-prvkovými rozklady množiny M (mezi prvky
na pozićıch s indexy patř́ıćımi do stejné tř́ıdy rozkladu plat́ı rovnost, mezi
prvky náležej́ıćımi r̊uzným tř́ıdám plat́ı nerovnost). Nyńı již neńı těžké tyto
atomy spoč́ıtat. Bud’ j < m. Máme

(
m
j

)
možnost́ı, jak zvolit j-prvkovou

množinu M , umı́stit konstanty na pozice s indexy v m \M můžeme lm−j
A

zp̊usoby a počet nejvýše min(j, |A| − lA)-prvkových rozklad̊u množiny M je∑min(j,|A|−lA)
i=0 S(j, i). Zbývá tato tři č́ısla vynásobit a výsledek seč́ıst přes j

od 0 do m.

♠ Pro α < ω jsou teorie CEα atomické a

B0CEα
∼= FABα . (2.1)

Algebry BmCEω nejsou atomárńı ani bezatomárńı a

B0CEω
∼=P(1)× CA. (2.2)

D̊ukaz. Pro α < ω maj́ı teorie CEα právě Bα nejednoduchých kompleti-
zaćı a všechny jejich kompletizace jsou silně minimálńı a tedy podle věty
A.6(iii) atomické. Podle věty 1.10 jsou tedy teorie CEα pro α < ω atomické
a podle věty 1.8 plat́ı (2.1). V algebře BmCEω je formule ‘existuje právě 1
prvek’ atom, zat́ımco např. pod formuĺı ‘existuj́ı právě 2 prvky’ žádný atom
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nelež́ı, tedy algebry BmCEω nejsou atomárńı ani bezatomárńı. Teorie CEω

rozš́ı̌rená o axiom σ2 nemá žádnou jednoduchou kompletizaci, tud́ıž podle
věty 1.7(i)(a) je jej́ı 0-tá Lindenbaumova algebra CA. Odtud už plyne vztah
(2.2).
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2.2 Aritmetické teorie

Jazyk následńıka je {S}, kde S je unárńı funkčńı symbol. Jazyk následńıka
s nulou je expanze jazyka následńıka o konstantńı symbol 0, tj. {S, 0}. Pro
term t a n < ω označme

Snt =

 S . . . S︸ ︷︷ ︸
n−krát

t pro n ≥ 1

t pro n = 0

a n = Sn0. Term n se nazývá n-tý numerál. Strukturu N = 〈N, S,+, ·, 0,≤〉
nazýváme standardńı model aritmetiky. Ještě označme

Iϕ
def≡ (∀ȳ)((ϕ(0, ȳ) & (∀x)(ϕ(x, ȳ)→ ϕ(Sx, ȳ)))→ (∀x)ϕ(x, ȳ)).

Formule Iϕ je axiom indukce pro formuli ϕ.

2.2.1 Presburgerova aritmetika PR

Teorie PR má jazyk {S,+, 0}, který je expanźı jazyka následńıka s nulou o
binárńı funkčńı symbol + a jej́ı axiomy jsou:

Q1: (∀x)(0 6= Sx),

Q2: (∀x)(∀y)(Sx = Sy → x = y),

Q3: (∀x)(x+ 0 = x),

Q4: (∀x)(∀y)(x+ Sy = S(x+ y)),

plus schéma axiomů indukce Iϕ pro všechny ϕ(x, ȳ) ∈ FmL(PR). Jej́ı model
je např. struktura 〈N, S,+, 0〉.
Jsou-li s, t termy jazyka L(PR) a m ≥ 1 přirozené, označme
t < s

def≡ (∃z)(z 6= 0 & t+ z = s), t ≡m s
def≡ (∃z)(t = s+mz),

At = {t = s; t, s jsou termy teorie PR},
At′ = {t < s; t, s jsou termy teorie PR},
K = {t ≡m s; t, s jsou termy teorie PR, 1 ≤ m < ω}.

Fakt 2.2. Množina Λ = At ∪ At′ ∪K je eliminačńı pro teorii PR.

14



♠ Pro všechna m < ω přirozená je algebra BmPR atomárńı a pro A |= PR a
m ≥ 1 je

At(Dfm(A)) = {{〈a0, . . . , am−1〉}; a0, . . . , am−1 ∈ ω}.

D̊ukaz. B0PR ∼= 2 z úplnosti PR. Necht’ A |= PR a m ≥ 1. Protože teorie
PR je úplná, plat́ı podle tvrzeńı 1.2 BmT ∼= Dfm(A). Z toho jak vypadá
eliminačńı množina vid́ıme, že každá neprázdná množina X ∈ Dfm(A) ob-
sahuje prvek 〈a0, . . . , am−1〉 pro nějaká a0, . . . , am−1 ∈ ω a protože zřejmě
všechny singletony obsahuj́ıćı právě tyto prvky jsou definovatelné, je d̊ukaz
hotov.

2.2.2 Robinsonova aritmetika Q

Teorie Q má jazyk {S,+, ·, 0,≤}, který je expanźı jazyka L(PR) o binárńı
funkčńı symbol · a binárńı predikátový symbol ≤. Jej́ı axiomy jsou Q1-Q4
a:

Q5: (∀x)(x · 0 = 0),

Q6: (∀x)(∀y)(x · Sy = x · y + x),

Q7: (∀x)(x 6= 0→ (∃y)(x = Sy)),

Q8: (∀x)(∀y)(x ≤ y ↔ (∃z)(z + x = y)).
Standardńı model aritmetiky N je jej́ım modelem.

♠ Pro všechna m < ω plat́ı

BmQ ∼= CA.

D̊ukaz. Z věty o neúplnosti A.10 plyne, že teorie Q nemá jednoduchou kom-
pletizaci a stač́ı použ́ıt větu 1.7(i)(a).

2.2.3 Peanova aritmetika P

Peanova aritmetika je rozš́ı̌reńım Robinsonovy aritmetiky o schéma axiomů
indukce Iϕ pro všechny ϕ(x, ȳ) ∈ FmL(Q). Standardńı model aritmetiky N
je jej́ı model.

♠ Pro všechna m < ω plat́ı

BmP ∼= CA.
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D̊ukaz. Důkaz je naprosto stejný jako u Robinsonovy aritmetiky.

2.2.4 Standardńı aritmetika SA

Standardńı aritmetika je teorie Th(N ) standardńıho modelu aritmetiky. Je
tedy jednou z kompletizaćı Peanovy aritmetiky.

♠ Teorie SA je atomická.

D̊ukaz. B0SA ∼= 2 z úplnosti SA. Bud’ m ≥ 1. Pro formuli ϕ(x̄), kde x̄ =
x1 . . . xm definujme

ϕ′(x̄)
def≡ ϕ(x̄)&(∀ȳ)(ϕ(ȳ)→ px1

1 · · · · · pxm
m ≤ py1

1 · · · · · pym
m ),

kde pi je i-té prvoč́ıslo. Pro ϕ konzistentńı s T je ϕ′ atom v algebře BmSA.
Předpokládejme, že ϕ′ atom neńı. Pak existuje formule ψ(x̄) taková, že T `
(∃x̄)(ϕ′(x̄)&ψ(x̄)) a T ` (∃x̄)(ϕ′(x̄)&¬ψ(x̄)), tj. v modelu A |= T máme dvě
m-tice ā, b̄ takové, že

A |= ϕ′[ā]&ψ[ā]&ϕ′[b̄]&¬ψ[b̄].

Odtud vzhledem k definici ϕ′ plyne, že ai = bi pro ∀i ∈ {1, . . . ,m} a tedy
A |= ψ[ā]&¬ψ[b̄], což je spor. Zbývá použ́ıt tvrzeńı A.3(ii).

♠ Pro každé m ≥ 1 má algebra BmSA ‘rozt́ınaćı’ vlastnost.
Náznak d̊ukazu. Bud’ m ≥ 1 přirozené. Protože je SA úplná teorie, můžeme
podle tvrzeńı 1.2 d̊ukaz provést pro algebru Dfm(N ). Necht’ ϕ(x̄) ∈ Fmm

L(SA)
je formule, která definuje v algebře Dfm(N ) množinu, pod kterou lež́ı neko-
nečně mnoho atomů. Tyto atomy jsou singletony, jejichž prvky jsou (po
př́ıpadném zakódováńı 1-ticemi) lineárně uspořádány relaćı ≤. Označme L
množinu těch prvk̊u, které jsou v uspořádáńı ≤ na lichých mı́stech a S
množinu prvk̊u na sudých mı́stech. Lze sestrojit formuli ϕ1 resp. ϕ2 definuj́ıćı
množinu L resp. S. Potom ϕ & ϕ1 a ϕ & ϕ2 jsou hledané formule, které v
Dfm(N ) lež́ı pod ϕ, definuj́ı disjunktńı množiny a pod každou z nich lež́ı
nekonečně mnoho atomů.

2.2.5 Teorie následńıka SC

Označme 0(x)
def≡ (∀y)(Sy 6= x) & (∀z)(z 6= x→ (∃y)(Sy = z)).

Teorie SC je teorie v jazyce následńıka, která má axiom Q2 a:
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Q9: (∃x)0(x),

Q10: (∀x)(x 6= Snx) pro všechna n ≥ 1 přirozená.

Fakt 2.3. Necht’ Λ je množina všech formuĺı tvaru x = x, 0(x) a Snx = y
pro všechna n < ω. Pak Λ je eliminačńı množina pro teorii SC.

♠ Teorie SC je atomická.

D̊ukaz. Teorie SC je silně minimálńı (to je snadno vidět z faktu 2.3), tedy
je atomická podle věty A.6(iii).

2.2.6 Teorie následńıka s nulou SC0

Teorie SC0 je teorie v jazyce následńıka s nulou, která má axiomy Q1, Q2,
Q7 a schéma Q10.

Fakt 2.4. Necht’ Λ je množina všech formuĺı tvaru x = x, Snx = y a
Snx = Sm0 pro všechna m,n < ω. Pak Λ je eliminačńı množina pro teorii
SC0. Speciálně má SC0 eliminaci kvantifikátor̊u.

♠ Teorie SC0 je atomická.

D̊ukaz. Důkaz je naprosto stejný jako u teorie SC.
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2.3 Teorie uspořádáńı

Teorie (ostrého) lineárńıho uspořádáńı LO je teorie v jazyce {<}, kde < je
binárńı predikátový symbol, s axiomy:

O1: (∀x)(¬x < x) (antireflexivita),

O2: (∀x)(∀y)(∀z)(x < y & y < z → x < z) (tranzitivita),

O3: (∀x)(∀y)(x = y ∨ x < y ∨ y < x) (trichotomie).

Pomoćı axiomů O1 a O2 lze snadno dokázat sentenci
(∀x)(∀y)(x < y → ¬y < x) (antisymetrie).

2.3.1 Teorie hustého lineárńıho uspořádáńı bez konc̊u
DeLO

Teorie DeLO vznikne rozš́ı̌reńım teorie LO o axiom hustoty uspořádáńı a
axiom neexistence nejmenš́ıho a největš́ıho prvku:

O4: (∀x)(∀y)(x < y → (∃z)(x < z & z < y)),

O5: (∀x)(∃y)(∃z)(y < x & x < z).

Jej́ı modely jsou např. 〈Q, <〉 a 〈R, <〉.

Fakt 2.5. Teorie DeLO má eliminaci kvantifikátor̊u.

♠ Pro všechna m < ω plat́ı

|BmDeLO| = 2
Pm

k=0 k!S(m,k).

D̊ukaz. Bud’ m ≥ 1 přirozené, A |= DeLO. Z úplnosti teorie DeLO plyne po-
dle tvrzeńı 1.2, že BmDeLO ∼= Dfm(A). Spoč́ıtáme atomy algebry Dfm(A).
Atomy jsou definovány otevřenými formulemi obsahuj́ıćımi m r̊uzných pro-
měnných (necht’ jsou to x0, . . . , xm−1), přičemž každá dvojice těchto proměn-
ných má mezi sebou definován vztah pomoćı = nebo < a tyto vztahy
muśı být takové, aby výsledná formule nedefinovala ∅. Tyto formule jsou
ve vzájemně jednoznačné korespondenci s uspořádanými rozklady1 množiny

1Uspořádaný rozklad vznikne z ‘obyčejného’ rozkladu tak, že jeho tř́ıdy uvažujeme v
nějakém pořad́ı. Tedy rozkladu mohutnosti k odpov́ıdá k! r̊uzných uspořádaných rozklad̊u.
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m. Jsou-li indexy i 6= j v téže tř́ıdě rozkladu, plat́ı xi = xj, jsou-li v
r̊uzných tř́ıdách rozkladu a tř́ıda obsahuj́ıćı i předcháźı tř́ıdu obsahuj́ıćı j,
pak xi < xj. Tedy formule definuj́ıćı atom odpov́ıdaj́ıćı uspořádanému rozk-
ladu E = 〈{ai

j; j < li}; i < k〉, kde 1 ≤ li ≤ m pro i < k, 1 ≤ k ≤ m a∑
i<k li = m, je

ϕE
def≡

(∧
i<k

∧
1≤j<li

xai
j−1
= xai

j

)
&

( ∧
1≤i<k

xai−1
0

< xai
0

)
.

Uspořádaných rozklad̊u množiny m je
∑m

k=0 k!S(m, k). Nakonec dosazeńım
snadno ověř́ıme, že źıskaný vzorec plat́ı i pro m = 0.

2.3.2 Teorie diskrétńıho lineárńıho uspořádáńı DiLO

Teorie DiLO vznikne rozš́ı̌reńım teorie LO o axiom existence bezprostředńıho
předch̊udce a axiom existence bezprostředńıho následńıka:

O7: (∀x)(∃y)(y < x & ¬(∃z)(y < z & z < x)),

O8: (∀x)(∃y)(x < y & ¬(∃z)(x < z & z < y)).

Jej́ı model je např. 〈Z, <〉. Označme z̄n = z0, . . . , zn−1 a

x <0 y
def≡ x < y & ¬(∃z)(x < z & z < y),

x <n y
def≡ x < y & (∃z̄n)(x <0 z0 &

(∧
1≤i<n zi−1 <0 zi

)
& zn−1 <0 y)

pro n ≥ 1 přirozená.
Formule x <n y ř́ıká, že x < y a mezi x a y lež́ı právě n prvk̊u.

Fakt 2.6. Necht’ Λ je množina všech atomických formuĺı jazyka L(DiLO) a
formuĺı tvaru x <n y pro všechna n < ω. Pak Λ je eliminačńı množina pro
teorii DiLO.

♠ Teorie DiLO je atomická.

D̊ukaz. Bud’ m ≥ 2 přirozené. Teorie DiLO je úplná. Na základě znalosti
eliminačńı množiny můžeme podobně jako pro teorii DeLO nalézt formule
definuj́ıćı atomy v Dfm(A), kde A |= DiLO. Necht’ 1 ≤ k ≤ m a Em,k je
množina všech uspořádaných rozklad̊u množiny m mohutnosti k. Každému
rozkladu E ∈ Em,k a funkci f ∈ k−1ω přǐrad́ıme formuli ϕE,f takto: Je-li

E = 〈{ai
j; j < li}; i < k〉,
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kde 1 ≤ li ≤ m pro i < k a
∑

i<k li = m, potom definujeme

ϕE,f
def≡

(∧
i<k

∧
1≤j<li

xai
j−1
= xai

j

)
&

( ∧
1≤i<k

xai−1
0

<f(i−2) xai
0

)
.

Formule ϕE,f definuj́ı atomy v BmDiLO. Prom ∈ {0, 1} zřejmě BmDiLO ∼= 2.
Odtud už snadno (s použit́ım tvrzeńı A.3(ii)) vid́ıme, že DiLO je atomická.
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2.4 Teorie náhodných graf̊u RG

Pro n ≥ 1 přirozená označme x̄n = x0, . . . , xn−1, ȳn = y0, . . . , yn−1 a

%n
def≡ (∀x̄n)(∀ȳn)

(∧
i<n

∧
j<n

xi 6= yj → (∃z)
∧
i<n

(R(xi, z) & ¬R(yi, z))

)
.

Teorie RG je teorie v jazyce {R}, kde R je binárńı predikátový symbol, s
axiomy:

G1: (∀x)¬R(x, x),

G2: (∀x)(∀y)(R(x, y)→ R(y, x)),

G3: (∃x)(∃y)(∃z)(x 6= y & y 6= z & z 6= x),

G4: %n pro všechna n ≥ 1 přirozená.

Model A = 〈A,RA〉 teorie RG je graf s množinou vrchol̊u A a množinou hran
RA. Tento graf neobsahuje smyčky (G1), je neorientivaný (G2), má alespoň
3 vrcholy (G3) a pro každé dvě konečné disjunktńı množiny vrchol̊u X a Y
existuje vrchol, který je spojen hranou s každým vrcholem z X a s žádným
vrcholem z Y (G4).

Fakt 2.7. Teorie RG má eliminaci kvantifikátor̊u.

♠ Pro všechna m < ω plat́ı

|BmRG| = 2
Pm

k=0 2
(k2)S(m,k).

D̊ukaz. Necht’ m ≥ 1 přirozené. Dı́ky úplnosti teorie RG můžeme přej́ıt k
poč́ıtáńı atomů v Dfm(A) pro libovolný model A |= RG. Formule definuj́ıćı
atomy jsou otevřené a obsahuj́ım r̊uzných proměnných (necht’ jsou to x0, . . . ,
xm−1), přičemž mezi každou dvojićı proměnných je definován vztah =, R,
nebo ¬R. Necht’ 1 ≤ k ≤ m. Existuje S(m, k) k-prvkových rozklad̊u množiny
m. Nálež́ı-li indexy i 6= j do téže tř́ıdy rozkladu, plat́ı xi = xj, nenálež́ı-li
do téže tř́ıdy, plat́ı bud’ R(xi, xj) (odtud už plyne xi 6= xj) nebo xi 6=
xj & ¬R(xi, xj). Pro daný k-prvkový rozklad můžeme mezi jeho tř́ıdami

rozmı́stit vztahyR a ¬R 2(
k
2) zp̊usoby. Tedy počet atomů je

∑m
k=0 2
(k2)S(m, k).

Dosazeńım ověř́ıme platnost vzorečku i pro B0RG.
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2.5 Teorie algebraicky uzavřených těles ACF

Teorie těles FL je teorie v jazyce L = {+,−, ·, 0, 1}, kde + a · jsou binárńı
funkčńı symboly, − je unárńı funkčńı symbol, 0 a 1 jsou konstantńı symboly,
s axiomy:

F1: (∀x)(∀y)(∀z)(x+ (y + z) = (x+ y) + z),

F2: (∀x)(∀y)(x+ y = y + x),

F3: (∀x)(x+ 0 = x),

F4: (∀x)(x+ (−x) = 0),

F5: (∀x)(∀y)(∀z)(x · (y · z) = (x · y) · z),

F6: (∀x)(∀y)(x · y = y · x),

F7: (∀x)(x · 1 = x),

F8: (∀x)(x 6= 0→ (∃y)(x · y = 1)),

F9: (∀x)(∀y)(∀z)(x · (y + z) = x · y + x · z),

F10: 0 6= 1.

Pro n ≥ 1 přirozená označme n×x def≡ x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸
n−krát

. Term n×x se nazývá

přirozený násobek prvku x.

Tvrzeńı 2.8. Necht’ A |= FL. Pak nastane právě jedna ze dvou možnost́ı:

(i) Všechny přirozené násobky prvku 1A jsou navzájem r̊uzné (a nenulové).
V tomto př́ıpadě se A nazývá těleso charakteristiky 0.

(ii) Existuje (jediné) prvoč́ıslo p > 1 takové, že p × 1A = 0A. V tomto
př́ıpadě se A nazývá těleso charakteristiky p.

D̊ukaz. Předpokládejme, že existuj́ı n > m přirozená tak, že n×1A = m×1A.
Potom (n − m) × 1A = 0A. Označme p = min{k ≥ 1; k × 1A = 0A}. Jistě
p > 1. Dokážeme, že p je prvoč́ıslo. Předpokládejme, že p = m · n, n,m < p,
je složené č́ıslo. Potom p×1A = (m×1A)·(n×1A) = 0, tedy bud’m×1A = 0A
nebo n× 1A = 0A. To je spor s volbou č́ısla p.
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Teorie ACF vznikne rozš́ı̌reńım teorie FL o schéma axiomů ‘každý nor-
movaný polynom kladného stupně má kořen’:

F11: (∀x0) . . . (∀xn−1)(∃y)(x0 + x1 · y + . . .+ xn−1 · yn−1 + yn = 0)
pro všechna n ≥ 1 přirozená.

Teorie ACF nemá konečné modely. Bylo-li by totiž A |= ACF, A = {a0, . . . ,
an−1}, 2 ≤ n < ω, potom polynom p(x) =

∏
i<n(x − ai) + 1 nemá kořen v

A. Model teorie ACF je např. C = 〈C,+,−, ·, 0, 1〉.

Fakt 2.9. Teorie ACF má eliminaci kvantifikátor̊u.

♠ Pro prvoč́ıslo p > 1 označme ACFp rozš́ı̌reńı teorie ACF o axiom p×1 = 0.
Označme ACF0 rozš́ı̌reńı teorie ACF o schéma p×1 6= 0 pro všechna prvoč́ısla
p > 1. Teorie ACFp (p = 0 nebo p > 1 prvoč́ıslo) je teorie algebraicky
uzavřených těles charakteristiky p a je to kompletizace teorie ACF. Podle
tvrzeńı 2.8 teorie ACF jiné kompletizace nemá.

♠ Teorie ACF je atomická a

B0(ACF) ∼= FA. (2.3)

D̊ukaz. Všechny teorie ACFp jsou silně minimálńı (to snadno plyne z faktu
2.9) a tedy atomické (dle tvrzeńı A.6(iii)) a jediná z nich neńı jednoduchou
kompletizaćı teorie ACF. Tud́ıž podle věty 1.10 je ACF atomická a podle věty
1.8 plat́ı (2.3).
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Dodatek A

Teorie model̊u

V tomto dodatku poněkud zhuštěnou formou shrneme použ́ıvané značeńı,
definice a věty z oblasti teorie model̊u. Slovo teorie znamená teorii prvńıho
řádu, ne nutně spočetnou.
Pro danou teorii T znač́ıme L(T ) jej́ı jazyk. Mohutnost jazyka L defin-

ujeme jako nejmenš́ı nekonečný kardinál κ takový, že |L| ≤ κ a znač́ıme
j́ı ‖L‖. Spočetnou teoríı rozumı́me teorii ve spočetném jazyce. Struktury
znač́ıme kaligrafickým ṕısmem, např. A, jejich univerzum pak t́ım samým
ṕısmenem, ale obyčejným ṕısmem, tj. A. Mohutnost́ı struktury rozumı́me
mohutnost jej́ıho univerza, znač́ıme j́ı ‖A‖. Symbol ā znač́ı nějakou m-tici
a0, . . . , am−1; ai je jej́ı i-tý člen a l(ā) počet jej́ıch prvk̊u, tedy m. Je-li ā
nějaká m-tice prvk̊u z definičńıho oboru funkce h, symbol hā znač́ı m-tici
h(a0), . . . , h(am−1). Symbol ϕ(x̄, ȳ) znač́ı, že x̄, ȳ jsou dvě disjunktńı, prosté a
konečné posloupnosti proměnných, mezi nimiž jsou všechny volné proměnné
formule ϕ. Symbolem Fmm

L , m < ω, znač́ıme množinu všech formuĺı jazyka
L s nejvýšem volnými proměnnými, symbolem FmL znač́ıme množinu všech
formuĺı jazyka L.
V celém následuj́ıćım odstavci necht’ T je teorie v jazyce L. T se nazývá

úplná (též kompletńı), jestliže je bezesporná a pro každou sentenci ϕ v L
plat́ı bud’ T ` ϕ nebo T ` ¬ϕ. Kompletizaćı teorie T rozumı́me kompletńı L-
teorii T ′ ⊇ T . Kompletizace teorie T , která vznikne přidáńım jediné sentence
k teorii T , se nazývá jednoduchá kompletizace. Označ́ıme Th(T ) = {ϕ ∈
Fm0L;T ` ϕ}. T je rozhodnutelná, je-li množina Th(T ) rekurzivńı. Je-li A L-
struktura, X ⊆ A, pak expanze LX jazyka L o jména prvk̊u z množiny X je
expanze jazyka L o nové navzájem r̊uzné konstantńı symboly {cx;x ∈ X}.
Tuto expanzi zapisujeme též jako 〈L, cx〉x∈X . Expanze AX struktury A je
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struktura pro 〈L, cx〉x∈X , která se źıská z A tak, že cx se realizuje jako jako
x pro každé x ∈ X. Bud’te A, B dvě L-struktury. Řekneme, že A a B
jsou elementárně ekvivalentńı, plat́ı-li v nich právě tytéž L-sentence; ṕı̌seme
pak A ≡ B. Funkce h : A → B je elementárńı vnořeńı A do B, když pro
každou L-formuli ϕ(x̄) a každou l(x̄)-tici ā prvk̊u z A plat́ı A |= ϕ[ā] ⇔
B |= ϕ[hā]. Pokud je A ⊆ B a idA je elementárńı vnořeńı, ř́ıkáme, že B
je elementárńı rozš́ıřeńı (též extenze) A a A je elementárńı podstruktura
(též podmodel) B; ṕı̌seme pak A ≺ B nebo B � A. T je modelově úplná,
jestliže pro každé dva jej́ı modely A, B z A ⊆ B plyne A ≺ B. Množina
Λ L-formuĺı se nazývá eliminačńı množina pro T , jestliže pro každou L-
formuli ϕ(x̄) existuje booleovská kombinace ψ(x̄) formuĺı z Λ (tj. výrok nad
konečnou podmnožinou množiny Λ) tak, že T ` (∀x̄)(ϕ(x̄) ↔ ψ(x̄)). Je-
li množina všech atomických L-formuĺı eliminačńı pro T , ř́ıkáme, že T má
eliminaci kvantifikátor̊u. Je-li X ⊆ A, pak m-typ nad X v A je množina
p(x̄) ⊆ Fmm

LX
, která je konečně realizovaná v AX , tj. pro každou q ⊆ p

konečnou plat́ı AX |= (∃x̄)
∧

ϕ∈q ϕ. Maximálńı m-typ nad X v A se nazývá
kompletńı m-typ nad X v A. Kompletńı m-typ m-tice ā ∈ Am nad X v A je
množina tpm(ā, X,A) = {ϕ(x̄) ∈ Fmm

LX
;AX |= ϕ[ā]}. Řekneme, že množina

p(x̄) ⊆ Fmm
L jem-hlavńı v T , existuje-li L-formule ψ(x̄) konzistentńı s T tak,

že T ` (∀x̄)(ψ(x̄)→ ϕ(x̄)) pro všechny ϕ ∈ p. ModelA je saturovaný, jestliže
každý typ v A nad nějakou množinou X ⊆ A je realizován v AX . Model A
je prvomodel, lze-li jej elementárně vnořit do každého modelu elementárně
ekvivalentńıho s A. Model A je atomický model, když pro každé m < ω
je kompletńı m-typ v A jakékoli m-tice prvk̊u z A typ m-hlavńı v Th(A).
Bezesporná teorie T je atomická, jestliže každá formule ϕ(x̄) bezesporná s T
nálež́ı nějakému hlavńımu kompletńımi l(x̄)-typu teorie T . Pro kardinál κ >
0 definujeme funkci I(κ, T ), která udává počet neisomorfńıch model̊u teorie
T mohutnosti κ. Je-li I(κ, T ) = 1, ř́ıkáme, že T je κ-kategorická. Kompletńı
teorie T je silně minimálńı, jestliže pro každý jej́ı model A plat́ı, že A je
nekonečná a X nebo A \X je konečná pro každou množinu X ∈ Df1(A,A).
Nakonec shrneme některé d̊uležité věty. Na některé z nich se odvoláváme

v textu, jiné lze použ́ıt k d̊ukazu položek v tabulce 2.1. Důkazy většiny z
nich lze nalézt v [3].

Věta A.1. (Vaught) Necht’ T je bezesporná teorie v jazyce L, která nemá
žádné konečné modely, necht’ κ je kardinál takový, že ‖L‖ ≤ κ a T je κ-
kategorická. Pak T je úplná.

Věta A.2. (Morley) Bud’ T kompletńı teorie. Potom I(κ, T ) = 1 pro nějaké
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κ > ‖L(T )‖ ⇒ I(κ, T ) = 1 pro každé κ > ‖L(T )‖.

Tvrzeńı A.3.

(i) Model A je atomický ⇔ pro každé m < ω a ā ∈ Am existuje atom D
algebry Dfm(A) tak, že ā ∈ D.

(ii) Bezesporná teorie T je atomická ⇔ pro každé m < ω je algebra BmT
atomárńı.

Věta A.4. (o prvomodelech pro spočetné jazyky)

(i) Model spočetného jazyka je prvomodel, právě když je spočetný a ato-
mický.

(ii) Bud’ T úplná teorie ve spočetném jazyce.

(a) (existence prvomodelu) T má prvomodel ⇔ T je atomická teorie

(b) (jednoznačnost prvomodelu) Každé dva prvomodely teorie T jsou
isomorfńı.

Věta A.5. Bud’ T spočetná kompletńı teorie, která má nekonečný model.

(i) Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı.

(a) T je ω-kategorická.

(b) BmT jsou konečné pro všechna m < ω.

(c) SmT jsou konečné pro všechna m < ω.

(d) Každý spočetný model teorie T je saturovaný.

(ii) T má spočetný saturovaný model⇔ SmT je nejvýše spočetný pro všech-
na m < ω.

Věta A.6. Bud’ T silně minimálńı spočetná teorie.

(i) I(ω, T ) ≤ ω a I(κ, T ) = 1 pro všechny κ > ω.

(ii) Každý nespočetný model teorie T je saturovaný a T má spočetný sa-
turovaný model.

(iii) T je atomická teorie a má tedy prvomodel.
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Věta A.7. Bud’ T spočetná kompletńı teorie, která má nekonečný model.
Necht’ v L(T ) je binárńı relačńı symbol ≤ a existuje A |= T tak, že nějaká
nekonečná podmnožina A je lineárně uspořádaná ≤A. Pak pro každé κ > ω
existuje 2κ neisomorfńıch model̊u teorie T .

Věta A.8. Je-li T rekurzivně axiomatizovatelná a úplná, pak je rozhod-
nutelná.

Věta A.9. (o nerozhodnutelnosti) Každé bezesporné rozš́ıřeńı Robinsonovy
aritmetiky je nerozhodnutelné.

Věta A.10. (o neúplnosti) Žádné bezesporné rekurzivńı rozš́ıřeńı Robin-
sonovy aritmetiky neńı úplné.
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Dodatek B

Booleovy algebry

Teorie Booleových algeber BA je teorie v jazyce {∧,∨,−, 0, 1}, kde ∧ a ∨
jsou binárńı funkčńı symboly (tzv. pr̊usek a spojeńı), − je unárńı funkčńı
symbol (tzv. komplement), 0 a 1 jsou konstantńı symboly, s axiomy:

B1: (∀x)(∀y)(x ∧ y = y ∧ x),

B2: (∀x)(∀y)(x ∨ y = y ∨ x),

B3: (∀x)(∀y)(∀z)(x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)),

B4: (∀x)(∀y)(∀z)(x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)),

B5: (∀x)(x ∧ 1 = x),

B6: (∀x)(x ∨ 0 = x),

B7: (∀x)(x ∧ (−x) = 0),

B8: (∀x)(x ∨ (−x) = 1),

B9: 0 6= 1.

Označme x ≤ y
def≡ x ∧ y = x, x < y

def≡ x ≤ y & x 6= y, x − y
def≡ x ∧ −y,

x−̇y def≡ (x − y) ∨ (y − x), x ↔ y
def≡ (−x ∨ y) ∧ (−y ∨ x) a atom(x) def≡ x 6=

0 & (∀y)(y ≤ x→ (y = 0 ∨ y = x)).
Konkrétńı Booleovou algebru B = 〈B,∧B,∨B,−B,+B, 1B〉 budeme značit

pouze B a horńı index u jej́ıch operaćı budeme vynechávat. Množinu atomů
algebry B budeme značit At(B) a pro daný prvek a ∈ B budeme značit
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â = {b; b ≤ a & b je atom v B}. Dva prvky a, b ∈ B nazveme disjunktńı,
jestliže a ∧ b = 0. Množina X ⊆ B je disjunktńı, jsou-li jej́ı prvky po dvou
disjunktńı. Pro X ⊆ B je 〈X〉B podalgebra B generovaná množinou X, tj.
nejmenš́ı podalgebra B obsahuj́ıćı X. Kartézský součin B1×B2 Booleových
algeber B1, B2 s booleovskými operacemi definovanými po složkách je opět
Booleova algebra. Nazýváme j́ı součin algeber B1, B2 a znač́ıme B1 × B2.
Je-li B = B1 = B2, ṕı̌seme B2 mı́sto B ×B. Definice součinu n algeber pro
n > 2 je nasnadě.
Teorie aBA, která vznikne rozš́ı̌reńım teorie BA o axiom existence atomu

pod každým nenulovým prvkem

B10: (∀x)(x 6= 0→ (∃y)(y ≤ x & atom(y))),

se nazývá teorie atomárńıch Booleových algeber.
Teorie bBA, která vznikne rozš́ı̌reńım teorie BA o axiom neexistence

atomu

B11: ¬(∃x)atom(x),

se nazývá teorie bezatomárńıch Booleových algeber.

Tvrzeńı B.1. Bud’ B atomárńı Booleova algebra. Zobrazeńı h : B →
P(AtB), kde h(a) = â, je isomorfismus algebry B a nějaké podalgebry
potenčńı algebry P(AtB). Je-li B konečná, je h isomorfismus B a P(AtB).
Speciálně jsou každé dvě konečné Booleovy algebry isomorfńı, právě když
maj́ı stejný počet atom̊u.

Věta B.2.

(i) Pro κ < ω plat́ı I(κ, aBA) = 1, je-li κ = 2n pro nějaké n ≥ 1 přirozené
a I(κ, aBA) = 0 jinak.

(ii) Plat́ı I(ω, aBA) = ω.

Věta B.3.

(i) Je I(κ, bBA) = 0 pro κ < ω.

(ii) Je I(ω, bBA) = 1.
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Bud’ I ideál a F filtr v Booleově algebře B. Definujme na B binárńı
relace ∼1 a ∼2 takto:

x ∼1 y ⇔ x−̇y ∈ I a x ∼2 y ⇔ x↔ y ∈ F .

Relace ∼1, ∼2 jsou kongruence a B/∼1, B/∼2 jsou Booleovy algebry. Je-li
filtr F duálńı k ideálu I , pak B/∼1= B/∼2.
Bud’ X 6= ∅. Cantorova algebra CA(X) je podalgebra potenčńı algebry

P(X2) generovaná množinou {σ̃;σ ∈ F (X)}, kde σ̃ = {f ∈ X2; f ⊇ σ} a
F (X) = {σ ⊆ X × 2; |σ| < ω & σ je funkce}.

Věta B.4. Bud’ X 6= ∅.

(i) CA(X) = {
⋃

σ∈K σ̃;K ⊆ X je konečná}.

(ii) Pro X konečnou je CA(X) =P(X2).

(iii) Pro X nekonečnou je CA(X) bezatomárńı Booleova algebra kardinality
|X|.

(iv) Algebra CA(X) má právě 2|X| ultrafiltr̊u.

Pro Booleovu algebru B označme Hom(B, 2) ⊆ B2 množinu všech ho-
momorfismů algebry B na algebru 2. Označme CI(B) ideál algebry CA(B)
definovaný takto:

CI(B) = {u ∈ CA(B);u ∩ Hom(B, 2) = ∅}.

Věta B.5. Pro každou Booleovu algebru B plat́ı B ∼= CA(B)/CI(B).

Booleově algebře B přǐrad́ıme topologický prostor. Vezměme množinu
Ult(B) všech ultrafiltr̊u v B a zobrazeńı T : B → P(Ult(B)) takové, že
T (a) = {F ∈ Ult(B); a ∈ F}. Lze dokázat, že systém T [B] je uzavřený
na konečné pr̊uniky. To znamená, že T [B] tvoř́ı bázi nějaké topologie na
množině Ult(B), kterou nazýváme Stoneova topologie. Množina Ult(B) s
touto topologíı se nazývá Stone̊uv prostor algebry B, znač́ı se SB.
Necht’ L = 〈L,<L〉 je nějaké (ostré) lineárńı uspořádáńı. Zleva polouzav-

řené intervaly v L jsou pro x, y ∈ L množiny 〈x) = {y ∈ L; y <L x},
[x, y) = {x} ∪ {z ∈ L;x <L z <L y} a [x〉 = {x} ∪ {y ∈ L;x <L y}.
Intervalová algebra př́ıslušná lineárńımu uspořádáńı L je Booleova algebra
generovaná zleva polouzavřenými intervaly v L a znač́ı se IBA(L).
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Věta B.6. Každá spočetná Booleova algebra je isomorfńı s nějakou inter-
valovou algebrou.

Pro dané lineárńı uspořádáńı L budeme značit L∗ lineárńı uspořádáńı k
němu inverzńı. Dále budeme značit η resp. η0 uspořádáńı racionálńıch resp.
nezáporných racionálńıch č́ısel. Všimněme si, že IBA(n) =P(n) pro všechna
n ≥ 1 přirozená. Na závěr poznamenejme, že intervalové algebry př́ıslušné
dvěma neisomorfńım lineárńım uspořádáńım mohou být isomorfńı.
Důkazy uvedených vět lze nalézt v [1].
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Dodatek C

Stirlingova a Bellova č́ısla

Definice C.1. Necht’ n < ω.

(i) Bud’ k < ω. Označme S(n, k) počet rozklad̊u n-prvkové množiny mo-
hutnosti k (s úmluvou, že počet rozklad̊u ∅ mohutnosti 0 je 1). Čı́sla
S(n, k) se nazývaj́ı Stirlingova č́ısla druhého druhu. Zřejmě S(n, k) =
0, kdykoli k > n.

(ii) Čı́slo Bn =
∑n

k=0 S(n, k) se nazývá n-té Bellovo č́ıslo a udává počet
rozklad̊u n-prvkové množiny.

Lemma C.2. Necht’ k, n < ω. Pak pro všechna x ∈ R plat́ı
n∑

k=0

S(n, k)x(x− 1) · · · (x− k + 1) = xn.

D̊ukaz. Předpokládejme nejdř́ıve, že x ∈ N. Bud’te X, Y množiny, |X| =
x, |Y | = n. Plat́ı |YX| = xn. Na druhou stranu bud’ 1 ≤ k ≤ n pevné.
Existuje S(n, k) rozklad̊u množiny Y mohutnosti k a každý takový rozklad
lze x(x− 1) · · · (x− k + 1) zp̊usoby prostě zobrazit do X. Tedy

S(n, k)x(x− 1) · · · (x− k + 1) = |{f ∈ YX; |rng(f)| = k}|.

Odtud plyne dokazovaná rovnost v př́ıpadě, že x ∈ N. Dokazovaná rovnost
ale neńı nic jiného, než rovnost dvou polynomů v proměnné x a my jsme j́ı
právě dokázali pro nekonečně mnoho x, tedy plat́ı pro všechna x ∈ R.
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Tvrzeńı C.3. Necht’ k, n < ω. Plat́ı:

(i) S(n, k) = 1
k!

∑k
j=0(−1)k−j

(
k
j

)
jn,

(ii) Bn =
∑n

i=0
1
i!

∑i
j=0(−1)j

(
i
j

)
(i− j)n.

D̊ukaz.
(i) 1

k!

∑k
j=0(−1)k−j

(
k
j

)
jn =

∑k
j=0

(−1)k−j

j!(k−j)!

∑n
r=0 S(n, r)j(j−1) · · · (j−r+1) =∑k

j=0

∑j
r=0(−1)k−jS(n, r) 1

(k−j)!(j−r)! =
∑k

r=0
S(n,r)
(k−r)!

∑k
j=r(−1)k−j

(
k−r
k−j

)
=∑k

r=0
S(n,r)
(k−r)!(1− 1)

k−r = S(n, k)
(ii) Plyne snadno z (i).

n S(n, 0) S(n, 1) S(n, 2) S(n, 3) S(n, 4) S(n, 5) S(n, 6) S(n, 7) S(n, 8) S(n, 9)
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 90 65 15 1
7 0 1 63 301 350 140 21 1
8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

Tabulka C.1: Stirlingova č́ısla druhého druhu

Daľśı informace o Stirlingových č́ıslech druhého druhu lze nalézt v [2] str.
243-253.
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