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Kapitola 1
Zakladni pojmy a véty

V celém tomto textu uzivame standardni znaceni, které je pripomenuto v
dodatcich, kde jsou také uvedeny potiebné definice a véty, které pouzivame.
Budeme se zabyvat vylucné spocetnymi teoriemi prvniho fadu, proto
slovo teorie bude dédle znamenat spocetna teorie prvniho radu. Pripadné
vyjimky budou vyslovné uvedeny.
Bud'te T' D S dvé L-teorie, T' bezesporné, m < w. Definujme ekvivalenci
~mr Na mnoziné Fmj" vztahem

(,DNmVTw@TI—QOH@D.

Tiidu ekvivalence obsahujici prvek ¢ ozna¢me [¢],, 7. Na mnoziné Fm7" /~,, r

definujme operace A1, Vi 1s —m1s Oy L takto: [@lmr Amr [lmr =

[90 & w]m,Ty [Qo]m,T \/m,T [w]m,T = [90 V w]m,T: _m,T[Qp}m,T = [_‘Sp]m,T; Om,T ==

(L7, Lz = [T]mmr. Booleova algebra B™T' = (Fm['/~p 1, Am1, Vinr,

—m.Ts Om.1y Lin1) se nazyva m-td Lindenbaumova algebra teorie T
Definujme ekvivalenci ~7 na mnoziné Fmj, vztahem

pr~r )& TE .

TFidu ekvivalence obsahujici prvek ¢ ozna¢me [¢]r. Na mnoziné Fmy, /~rp
definujme operace Ar, Vg, —r, Op, 1p takto: [¢|r Ar [Y]r = [¢ & ¥]r,
lelr Vo [Wlr = [o V lr, —rlelr = [~¢]r, 0r = [Lr, 1 = [T]r. Booleova
algebra BT = (Fmp/~7, Ar, Vo, —1,07, 17) se nazyva Lindenbaumova al-
gebra teorie T.

Lindenbaumova algebra BL jazyka L resp. m-td Lindenbaumova algebra
B™L jazyka L je algebra B() resp. B™().



Oznacme déle

Frs ={lelsiTF ¢}, Fonrs = {[@lms;TF ¢}

Zakladni vlastnosti pravé zavedenych pojmu shrnuje néasledujici tvrzeni,
jehoz dukaz je snadny.

Tvrzeni 1.1. Bud'te T O S dvé L-teorie, T bezespornd, m < w.

(i) Je Opr = {p € Fm; T F =9}, 1,1 ={p € Fm]; T - ¢}. Specidlné
lor = Th(T).

(ii) Teorie T je tplnd, prdveé kdyz BT = 2.
(iii) Formule ¢ € Fm]' je konzistentni s T', prdvé kdyz [©|mr 7# Om1-

(iv) Bud m < n. Pak algebra B™T je isomorfné vnovend do algebry B"T
zobrazenim h, které je definovdino vztahem h([¢)mr) = [¢lnr. Alge-
bra B"™T je isomorfné vnorend do algebry BT zobrazenim h, které je
definované vztahem h([¢|m.r) = [¢)r-

(V) Fmr.s je filtr na algebrie B™S, Fr g je filtr na algebie BS. T' je kom-
pletni & Fors je ultrafiltr na algebre B°S.

(vi) B™"T' = B™S/Fnrs; zobrazeni h([olmr) = [[€lm,s] 715 Je pTislusny
isomorfismus, kde [t] z,, .. s 2naci faktor z B™S/.%,, 1,5 obsahugici prvek
teB™S.

(vii) BT = BS/Fr5; zobrazeni h([¢]r) = [[]s] 7y je prislusny isomorfis-
mus, kde [t] 7, ; znaci faktor z BS/ %1 s obsahugici prvekt € BS.

Stoneuv prostor teorie T resp. m-ty Stoneuv prostor teorie T je Stoneuv
prostor algebry BT resp. B™T'. Znacime jej ST resp. S™T.

Bud A model jazyka L, X C A, m < w. Algebra m-definovatelnyjch
mnozin nad X v A je podalgebra

DI"™(X, A) = {p(A%); ¢ € Fm] }

potencni algebry &2(A™). Je-li X = (), mluvime krétce o algebre m-definova-
telngych mnozin v A a znacime ji Df"(A).

Nésledujici tvrzeni dava do souvislosti Lindenbaumovy algebry a algebry
definovatelnych mnozin.



Tvrzeni 1.2. Bud T bezespornd teorie v jazyce L, A = T, m < w. Pak
zobrazeni f : BT — Df"™(A), definované vztahem f([¢|m 1) = @(A™) pro
Vo € Fm7', je homomorfismus algebry B™T na algebru DI"™(A). Je-li T
uplnd teorie, je zobrazeni f dokonce isomorfismus uvedengch algeber.

Diikaz. Je patrné, Ze f je homomorfismus a na. Bud T tiplné teorie. Dokdze-
me, Ze [ je prosté. Oznacme T = xg, ..., Z,,_1 a budte ¢(z), ¥(z) € Fm},
[Olmr # [¢]mr. Tudiz, diky dplnosti T, T' = —(VZ)(¢ < ) neboli T' F
(3z)=(p <« ), tedy T F —(¢ < 1)[a] pro néjaké a € A™. Potom ovSem
a € p(A™)=p(A™) a tedy f([glmr) # f([Ylmr)- 0

Protoze se zabyvame spocetnymi teoriemi prvniho fadu, budou vSechny
algebry definovatelnych mnozin a Lindenbaumovy algebry nejvyse spocetné.
Naznaé¢me, jak budeme postupovat pii vypoc¢tu mohutnosti algebry Df"*(.A),
bude-li konecnd. Z tvrzeni B.1 plyne, Ze ndm staci urcit pocet jejich atomiu
p, nebot potom DI (A) = (p) a tedy |DI"(A)| = 2P. Pfi vypoctu &isla
p budou hrat zasadni roli Stirlingova ¢isla druhého druhu, o kterych se 1ze
docist v Dodatku C a také znalost elimina¢ni mnoziny. Poznamenejme jeste,
ze se staci omezit na vypocet mohutnosti algeber m-definovatelnych mnozin
pro m > 0, nebot Df°(A) = 2.

Zabyvejme se nyni otazkou klasifikace Lindenbaumovych algeber. Nasle-
dujici tabulka zavadi nékteré dulezité spocetné Booleovy algebry, které bu-
deme v dalsim potiebovat a zaroven uvadi i nékteré jejich vlastnosti. Poz-
namenejme, 7e n < w a N zna¢i standardni model aritmetiky.

algebra B | definice IBA ISB|
FA <w> P(w) w w
CA CA(w) n 2¢
ASA Df'Y(N) | nx(widw) | 2¢
FA" — nxw w
P(n) x CA — n+mno 2

Tabulka 1.1: Zakladni spocetné algebry.

Podstatné vlastnosti pravé definovanych algeber shrnuje nasledujici véta.



Véta 1.3.

(i) Algebra FA je spocetnd, atomdrni a lze ji isomorfné vnorit do kazdé
spocetné atomdrni Booleovy algebry.

(ii) Algebra ASA je spocetnd, atomdrni a md ndsledujici ‘roztinaci’ vlast-
nost: pod kazZdym prvkem x € B s nekoneénou mnoZinou I leZi dva
disjunktni proky y,z € B s nekoneénymi mnoZinami y, Z. Naopak
kazdd algebra majici vsechny tii uvedené vlastnosti je isomorfni s al-
gebrou ASA. Ddle je algebra ASA saturovand a lze do ni isomorfné
vnorit kaZdou spocetnou atomdrni Booleovu algebru.

(iii) Algebra CA je az na isomorfismu jedind spocetnd bezatomdrni Booleova
algebra.

Dukaz.

(i) Zfejmé.

(ii) Spocetnost je zfejma. V piisti kapitole v Casti vénované standardni
aritmetice dokazeme atomarnost a naznacime dikaz ‘roztinaci’ vlastnosti.
Zbytek dokazovat nebudeme.

(iii) Plyne z vét B.4(iii) a B.3(ii). O

Nyni vyslovime a dokazeme nékolik dulezitych vét, které nam usnadni
klasifikaci Lindenbaumovych algeber v nasledujici kapitole.

Lemma 1.4.
(i) Necht o(z) je atom v B™T. Pak T U {(37)p(Z)} je kompletns.
(i) TU{¢} je kompletni = ¢ je atom v B°T.

Diikaz.

(i) Predné je teorie T'U{(37)p(Z)} bezesporna (¢ # 0 v B"T, tedy existuje
A E T U{(3z)p(x)}). Dale plati bud T F ¢ — v nebo T F ¢ — —) pro
kazdou formuli (Z) € Fm{ ). Specidlné to plati i pro kazdou sentenci ¢,
pak ovéem 7'+ (3Z)p(Z) — ¢ nebo T F (3Z)p(Z) — —¢ a vidime, ze T je
kompletni.

(ii) Podle tvrzeni 1.1(v) je Forugeyr = {[W]or; T, ¢ = 1} ultrafiltr na al-
gebie BT generovany prvkem [p]or. Jisté ¢ # 0 v BYT. Necht ¢ < ¢ v
BYT. Potom je [~¢]or € Foruferrs ti- T F ¢ — —. To je mozné jenom
tehdy, je-li ¢ = 0 v BYT'. Tedy ¢ je atom v B°T. O



Veéta 1.5. Nasledugici podminky jsou ekvivalentni.
(i) T nemd jednoduchou kompletizaci.
(ii) Kazdda B™T je bezatomarni.
(iii) BT je bezatomdrni.

Dukaz.

(i)=(ii) Plyne z lemmatu 1.4(i).

(ii)=(iii) Zfejmé.

(iii)=-(i) Plyne z lemmatu 1.4(ii). 0

Poznamka 1.6. Vsimnéme si, Ze lemma 1.4 a tudiZ i véta 1.5 plati i pro
nespocetné teorie.

Véta 1.7.

(i) (a) T nemd jednoduchou kompletizaci = B™T = CA pro vSechna
m < w. Naopak BT = CA = T nemd jednoduchou kompletizaci.

(b) Necht T nemd jednoduchou kompletizaci, B je spocéetnd Booleova
algebra, m < w. Pak existuje L(T')-teorie S O T tak, Ze B =
B™S.

(¢) Pro kazdou nejuyse spocetnou Booleovu algebru B existuje teorie
T takovd, ze BT = B.

(i) Necht T md nekonecny model. Pak BT = CA.

Diikaz.

(i)(a) Plyne z vet 1.3(iii) a 1.5.

(i)(b) Podle (a) je B™T" = CA. Podle vét B.3(ii) a B.5 existuje filtr .# na
BT takovy, ze B™"T /% = B. Polozime-li S = (J.%, pak S O T a podle
tvrzeni 1.1(vi) je B™S =2 B™T'/.%. Celkem je tedy B™S = B, coz jsme chtéli
dokéazat.

(i)(c) Necht nejprve |B| = k < w. Oznaéme n = |At(B)|. Necht T, je teorie
v prazdném jazyce s jedinym axiomem ‘existuje nejvyse n prvka’. Algebra
B°T,, je konecnd a |At(B°T},)| = n. Podle tvrzeni B.1 je BT, = B.

Necht |B| = w. Teorie T' v jazyce sklddajicim se ze spotetné mnoha kon-
stantnich symbolt s jedinym axiomem ‘existuji alespon 2 prvky’ nema jedno-
duchou kompletizaci a sta¢i pouzit (b).

(i) Necht p(7) # 0 v BT. Existuje nekone¢ny model A = T takovy, zZe
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A = (32)¢(Z), tedy A |= p[a] pro néjaké a € A'®). Necht proménnd y neni
v Z ani ve ¢ a ozna¢me ¢'(Z,y) formuli p(Z) & y = . Ziejmeé ¢’ < ¢ v BT.
Jisté ¢’ # 0 v BT, nebot A = (@, ag). Protoze A = pla] & —¢'(a,b) pro
be A\ {ao}, plati A¥ o — ¢'. Tedy T ¥ ¢ — ¢’ a proto ¢' # ¢ v BT. O

Véta 1.8. Bud n > 1 pfirozené. Potom BT = FA™ < T md spocetné
mnoho kompletizaci, z nichZ pravé n neni jednoduchyjch.

Diikaz. Prava strana ekvivalence pravé znamend, ze BT je spocetnd, ato-
méarni a ma pravé n netrividlnich ultrafiltrii, tedy BT = FA"™. O

Lemma 1.9. Neexistuje teorie T', kterda by méla konecné mnoho nejednodu-
chyjch kompletizaci a Zddnou jednoduchou kompletizaci.

Diikaz. Necht Ty, ..., T,_; jsou vSechny nejednoduché kompletizace T'. Pro
i < n — 1 oznatme ; L(T)-sentenci, pro kterou plati T; - —p; a T,,_1 F ;.
Potom Th(7},_1) = Th(T'U{A,_,,_, ¥i}), coz je spor s tim, ze kompletizace
T, _1 neni jednoducha. O]

Véta 1.10. Necht teorie T md koneéné mnoho nejednoduchijch kompletizact
a vsechny jeji jednoduché kompletizace jsou atomické teorie. Potom je T
atomickd teorie.

Diikaz. Necht (%) € Fm ) nenf 0 v B™T. Existuje jednoduchd kompleti-
zace S teorie T tak, ze ¢ # 0 v B™S. Kdyby ne, méla by teorie TU{(3%)¢(Z)}
konecné mnoho nejednoduchych kompletizaci a zddnou jednoduchou kom-
pletizaci. To vSak neni mozné podle lemmatu 1.9. Necht formule ¢; urcuje
atom v B™S lezici pod ¢ (takovd formule existuje podle tvrzeni A.3(ii))
a o je formule, jejimz priddnim k 7' dostaneme S. Podle lemmatu 1.4(ii)
urcuje @, atom v BT, Tedy formule ¢; & ¢, uréuje atom v B™T lezici pod
. Dokazali jsme, ze vSechny algebry B™T' jsou atomarni a zbyva pouzit
tvrzeni A.3(ii). O

Poznamka 1.11. Vsimnéme si, Ze lemma 1.9 i véta 1.10 plati ¢ pro ne-
spocetné teorie.

Dalsi informace o Lindenbaumovych algebrach lze nalézt v [1] str. 1166-
1195.
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Kapitola 2

Konkrétni teorie a jejich
algebry

2.1 Teorie CE,

Oznacme

o1 = (3xo)(zo = x0),

def
on = (Fzo) ... (Fzp1) Nicjen Ti # Tj Pro n > 2 piirozend.
Formule o, fika ‘existuje alespon n prvka’.
Bud o« < w. Teorie CE, je teorie v jazyce L, = {c¢;; i < a}, kde ¢; jsou
konstantni symboly, bez specidlnich axiomu. Teorie CEq se nékdy znaci také
PE a 1ika se ji teorie ¢isté rovnosti.

Fakt 2.1. Necht A je mnoZina véech atomickych formuli jazyka Lo a formuli
tvaru o, pron < w. Pak A je eliminacni mnozina pro teorii CE,.

W Je-li E={{a}; j<li}; i<kl kdel <[ <aproi<k ), ,li=a
a1l < k < a, libovolny rozklad mnoziny «, pak pro m > |E| pfirozené
ozna¢me CEE™ rozsfieni teorie CE, o axiomy Cai | = Cqi PIO 1 <7<,
i <k, C,in #+ C,i2 PIO i1 < iy < k a o, & —0,41. Teorie CEE™ jsou prave
vSechny kompletizace teorie CE,, tedy teorie CE, méa w resp. 2* kompletizaci
pro a < w resp. o = w. Kazd4 tato kompletizace je zfejmé silné minimdlni
teorie.
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& Bud o < w, m > 1 ptirozené a A = (A, ci!);., model teorie CE,. Oznaéme
Ia = |{c?; i < a}|. Algebra Df"*(A) je koneéna < 4 < w. V tom pifpadé
je »

IDE™(A)| = 22550 (P ST T sGa),

Specialné pro A |= PE mame
|Dfm(A)| _ 2Zﬁ8(j’ml)5(j,i)‘

Diikaz. Uvedend ekvivalence je ziejmé. Necht tedy [4 < w. Sestrojime po-
sloupnost ag, ay, ... prirozenych ¢isel délky [ 4 takto: Polozime ag = 0. Je-li
1 <k < l4 abyla-lijiz ¢isla a; pro j < k sestrojena, polozime a; = min{i <
a;ctt # c(‘;‘j pro j < k}. Urcime pocet p atomu algebry Df"™(A). Popisme,
jak takovy atom P vypada. Existuje podmnozina M C m tak, ze vSechny
usporadané m-tice v . P maji na pozici s indexem v m \ M tutéz konstantu

¢ a na pozicich s indexem v M prvky z A rizné od vsech konstant cfi.

a;

Navic mezi prvky na pozicich s indexy v M musi byt definovany vztahy
pomoci = a #. Tyto atomy jsou ve vzdjemné jednozna¢né korespondenci
s nejvyse min(|M|, |A| — [ 4)-prvkovymi rozklady mnoziny M (mezi prvky
na pozicich s indexy patficimi do stejné tiidy rozkladu plati rovnost, mezi
prvky nélezejicimi ruznym tiiddm plati nerovnost). Nyni jiz neni tézké tyto
atomy spocitat. Bud j < m. Mame (Z”) moznosti, jak zvolit j-prvkovou
mnozinu M, umistit konstanty na pozice s indexy v m \ M muzeme l:’i_j
zpusoby a pocet nejvyse min(j, |A| — [ 4)-prvkovych rozkladi mnoziny M je
Zmig(j AL (5 4). Zbyva tato tii cisla vyndsobit a vysledek secist pres j

1=

od 0 do m. O
& Pro a < w jsou teorie CE, atomické a
BOCE, = FAP-~. (2.1)
Algebry B™CE,, nejsou atomarni ani bezatomarni a
B°CE, = #(1) x CA. (2.2)

Dikaz. Pro a < w maji teorie CE, pravé B, nejednoduchych kompleti-
zaci a vSechny jejich kompletizace jsou silné minimélni a tedy podle véty
A.6(iii) atomické. Podle véty 1.10 jsou tedy teorie CE, pro a < w atomické
a podle véty 1.8 plati (2.1). V algebie B™CE, je formule ‘existuje pravé 1
prvek’ atom, zatimco napt. pod formuli ‘existuji pravé 2 prvky’ zadny atom
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nelezi, tedy algebry B™CE, nejsou atomarni ani bezatomarni. Teorie CE,
rozsifend o axiom o, nemd zadnou jednoduchou kompletizaci, tudiz podle
véty 1.7(1)(a) je jeji 0-ta Lindenbaumova algebra CA. Odtud uz plyne vztah
(2.2). m

13



2.2 Aritmetické teorie

Jazyk naslednika je {S}, kde S je unédrni funkéni symbol. Jazyk ndslednika
s nulou je expanze jazyka naslednika o konstantni symbol 0, tj. {S,0}. Pro
term ¢ a n < w oznacme

S...S5t pron>1
n S~
S"t = n—krat

t pron =20

an = S™0. Term n se nazyvéa n-ty numerdl. Strukturu N’ = (N, S, +,-,0, <)
nazyvame standardni model aritmetiky. Jesté oznacme

I, £ (79)((9(0.9) & (V2)(p(x.7) — (S2.7))) — (V2)p(z.7)).

Formule I, je axiom indukce pro formuli ¢.

2.2.1 Presburgerova aritmetika PR

Teorie PR ma jazyk {5, +, 0}, ktery je expanzi jazyka néslednika s nulou o
binarni funkcni symbol + a jeji axiomy jsou:

QL: (Vz)(0 # Sx),

Q2: (Va)(Vy)(Sz = Sy — x =y),
Q3: (Va)(z +0 = 2),

Q4: (Va)(Vy)(z + Sy = S(z +y)),

plus schéma axiomt indukce I, pro véechny ¢(z,y) € Fmppg). Jeji model
je napft. struktura (N, S, +,0).

Jsou-li s, t termy jazyka L(PR) a m > 1 pfirozené, oznaéme
t<sZ (@) e £0&t+z=5), t=ns= (32)(t =5 +m2),
At = {t = s; t,s jsou termy teorie PR},

At' = {t < s; t, s jsou termy teorie PR},
K ={t =,, s; t,s jsou termy teorie PR, 1 < m < w}.

Fakt 2.2. Mnozina A = At U At' U K je eliminacni pro teorii PR.

14



@& Pro véechna m < w piirozena je algebra B™PR atomérni a pro A = PR a
m>1je
At(Df""(A)) = {{{ao; - - - s am-1)}; G0, - . ., am—1 € W}.

Diikaz. B°PR =2 2 7z uplnosti PR. Necht A = PR a m > 1. Protoze teorie
PR je tpln&, plati podle tvrzeni 1.2 B™T = Df™(A). Z toho jak vypada
elimina¢ni mnozina vidime, ze kazda neprézdnd mnozina X € Df"(A) ob-

sahuje prvek (ao,...,@n—1) pro néjaka ag,...,a,—1 € w a protoze ziejmeé
vSechny singletony obsahujici pravé tyto prvky jsou definovatelné, je dikaz
hotov. O

2.2.2 Robinsonova aritmetika Q

Teorie Q ma jazyk {S,+,-,0, <}, ktery je expanzi jazyka L(PR) o bindrni
funkéni symbol - a binarni predikatovy symbol <. Jeji axiomy jsou Q1-Q4
a:

Q5: (Va)(

Q6: (Va)(Vy)(z - Sy=x-y+x),

Q7: (Va)( (

Q8: (Va)(Vy)(z <y < (32)(2 + 2 =y)).

Standardni model aritmetiky A je jejim modelem.

® Pro vSechna m < w plati

B™Q = CA.
Diikaz. Z véty o neuplnosti A.10 plyne, Ze teorie Q nemé jednoduchou kom-
pletizaci a staci pouzit vétu 1.7(i)(a). O

2.2.3 Peanova aritmetika P

Peanova aritmetika je rozsitenim Robinsonovy aritmetiky o schéma axiomu
indukce I, pro vSechny ¢(z,y) € Fmy(q). Standardni model aritmetiky N
je jeji model.

& Pro vSechna m < w plati

B™P = CA.
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Diikaz. Dukaz je naprosto stejny jako u Robinsonovy aritmetiky. [

2.2.4 Standardni aritmetika SA

Standardni aritmetika je teorie Th(N') standardniho modelu aritmetiky. Je
tedy jednou z kompletizaci Peanovy aritmetiky.

& Teorie SA je atomicka.

Diikaz. B°SA = 2 7z tplnosti SA. Bud m > 1. Pro formuli ¢(z), kde 7 =
x1...T, definujme

_ def _ _ _ 2 T m
P'(2) = o(2)&(Vy)(p(y) = pi* P <yt p)s
kde p; je i-té prvocislo. Pro ¢ konzistentni s T' je ¢’ atom v algebie B™SA.
Predpokladejme, ze ¢’ atom neni. Pak existuje formule ¢ (Z) takovd, ze T

(Fz)(¢' ()& (z)) a T+ (37)(¢'(Z) &1 (Z)), tj. v modelu A = T mame dvé

m-tice a, b takové, ze
A f= ¢'[al&y[a)&p'[bl&— D).

Odtud vzhledem k definici ¢’ plyne, ze a; = b; pro Vi € {1,...,m} a tedy
A | Ylal&—p[b], coz je spor. Zbyva pouzit tvrzeni A.3(ii). O

& Pro kazdé m > 1 ma algebra B™SA ‘roztinaci’ vlastnost.

Ndznak dikazu. Bud m > 1 piirozené. Protoze je SA tiplné teorie, muZeme
podle tvrzeni 1.2 ditkaz provést pro algebru D" (N). Necht ¢(7) € Fm(sa
je formule, kterd definuje v algebie Df"™(AN') mnozinu, pod kterou lezi neko-
ne¢né mnoho atomu. Tyto atomy jsou singletony, jejichz prvky jsou (po
piipadném zakdédovéani 1-ticemi) linedrné uspoidadany relaci <. Ozna¢me L
mnozinu téch prvku, které jsou v usporadani < na lichych mistech a S
mnozinu prvki na sudych mistech. Lze sestrojit formuli ¢; resp. o definujici
mnozinu L resp. S. Potom ¢ & ¢1 a ¢ & s jsou hledané formule, které v
DI"™(N) lezi pod ¢, definuji disjunktn{ mnoziny a pod kazdou z nich lezi
nekonec¢né mnoho atom.

2.2.5 Teorie naslednika SC
Oznacme 0(z) = (Vy)(Sy # x) & (Vz)(z # z — (Fy)(Sy = 2)).

Teorie SC je teorie v jazyce naslednika, kterd ma axiom Q2 a:

def
= (
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Q9: (Fx)0(z),
Q10: (Vz)(x # S™z) pro vSechna n > 1 pfirozena.

Fakt 2.3. Nechf A je mnoZina vsech formuli tvaru x = z, 0(x) a S"z =y
pro vSechna n < w. Pak A je eliminacni mnozZina pro teorii SC.

& Teorie SC je atomicka.
Diikaz. Teorie SC je silné minimélni (to je snadno vidét z faktu 2.3), tedy

je atomicka podle véty A.6(iii). O

2.2.6 Teorie naslednika s nulou SC0

Teorie SCO je teorie v jazyce néaslednika s nulou, kterd ma axiomy Q1, Q2,
Q7 a schéma Q10.

Fakt 2.4. Necht A je mnozina vsech formuli tvaru x = z, S"r = y a
S"x = S™0 pro vSechna m,n < w. Pak A je eliminac¢ni mnoZina pro teorii
SCO. Specidlné md SCO eliminaci kvantifikdtoru.

& Teorie SCO je atomicka.

Dukaz. Dukaz je naprosto stejny jako u teorie SC. n
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2.3 Teorie usporadani

Teorie (ostrého) linedrniho uspordddni LO je teorie v jazyce {<}, kde < je
binarni predikatovy symbol, s axiomy:

Ol: (Vz)(—z < z) (antireflexivita),

02: (Vx)(Vy)(Vz)(x <y & y < z — x < 2) (tranzitivita),

03: (Va)(Vy)(r =y Vz <yVy<z) (trichotomie).
Pomoci axiomu O1 a O2 lze snadno dokézat sentenci

(Vx)(Vy)(x < y — —y < x) (antisymetrie).

2.3.1 Teorie hustého linearniho usporadani bez konct
DelLO

Teorie DeLO vznikne rozsitenim teorie LO o axiom hustoty usporadani a
axiom neexistence nejmensiho a nejvétsiho prvku:

O4: (Vo)(Vy)(z <y — (F2)(z <z & 2 < y)),
O5: (V) Jy)(3F2)(y < x & = < 2).
Jeji modely jsou napf. (Q, <) a (R, <).
Fakt 2.5. Teorie DeLO md eliminaci kvantifikdtorii.

& Pro vSechna m < w plati
|B™DelLO| = 22-k=o kS(m:k),

Diikaz. Bud m > 1 ptirozené, A = DelLO. Z tplnosti teorie DeLO plyne po-
dle tvrzeni 1.2, ze B"DelLO = Df™(A). Spocitame atomy algebry Df"(A).
Atomy jsou definovany otevienymi formulemi obsahujicimi m ruznych pro-
ménnych (necht jsou to g, . .., x,_1), pricemz kazda dvojice téchto promén-
nych ma mezi sebou definovan vztah pomoci = nebo < a tyto vztahy
musi byt takové, aby vyslednd formule nedefinovala (). Tyto formule jsou
ve vzdjemné jednozna¢né korespondenci s uspofddanymi rozklady! mnoziny

1Uspotddany rozklad vznikne z ‘obycejného’ rozkladu tak, ze jeho tiidy uvazujeme v
néjakém poradi. Tedy rozkladu mohutnosti & odpovidé k! riznych uspotadanych rozkladu.
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m. Jsou-li indexy ¢ # j v téze tiidé rozkladu, plati z; = z;, jsou-li v
ruznych tfidach rozkladu a tifida obsahujici ¢ predchazi t¥idu obsahujici j,
pak z; < x;. Tedy formule definujici atom odpovidajici uspofddanému rozk-
ladu B = ({a}; j <L}; i <k),kdel <l <mproi <k, 1<k<ma
Yickli=m, je

cpEdéf (/\ /\ ZEa;‘_lzma;)&( /\ xa6—1 <J}aé).

i<k 1<j<l; 1<i<k

Usporddanych rozkladu mnoziny m je >, k!S(m, k). Nakonec dosazenim
snadno ovéfime, ze ziskany vzorec plati i pro m = 0. ]

2.3.2 Teorie diskrétniho linearniho usporadani DiLO

Teorie DiLO vznikne rozsirenim teorie LO o axiom existence bezprostiedniho
predchudce a axiom existence bezprostifedniho naslednika:

O7: (V) Fy)(y <z & =(F2)(y < z & z < 1)),
08: (Vo) Ty)(z <y & ~(F2)(x < z & z < y)).

Jeji model je napt. (Z, <). Oznacme Zz, = zp,...,2,_1
def
r<py=c<y& -(I2)(x <z & z<y),
def _
r<,y=x<y& (3z,)(r <o 20 & (A1§i<n zi1 <o zl) & 2,1 <0 Y)
pro n > 1 pfirozena.
Formule x <,, y ikd, ze © < y a mezi = a y lezi pravé n prvki.

Fakt 2.6. Nechf A je mnoZina viech atomickyjch formuli jazyka L(DiLO) a
formuli tvaru x <,, y pro vSechna n < w. Pak A je eliminacni mnoZina pro
teorii DiLO.

& Teorie DiLO je atomicka.

Diikaz. Bud m > 2 piirozené. Teorie DiLO je uplnd. Na zdkladé znalosti
elimina¢ni mnoziny muzeme podobné jako pro teorii DeLO nalézt formule
definujici atomy v Df"(A), kde A |= DiLO. Necht 1 < k < m a E, je
mnozina v8ech uspotadanych rozkladi mnoziny m mohutnosti k. Kazdému
rozkladu E € E,, , a funkci f € k=1 ptitadime formuli g, takto: Je-li

E=({a}; j<l}; i<k),
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kde 1 <l; <mproi<ka) . _,l;=m, potom definujeme

i<k

def

PEf = /\ /\ x“§—1 :xa;‘_ & /\ l’aéfl <f(i—2) Iaé .
<k 1<j5<l; 1<i<k

Formule ¢ s definuji atomy v B™DiLO. Pro m € {0, 1} zfejmé B™DiLO = 2.
Odtud uz snadno (s pouzitim tvrzeni A.3(ii)) vidime, ze DiLO je atomick4.
[l
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2.4 Teorie nahodnych grafi RG

Pro n > 1 pfirozend oznacme Z, = Tg, ..., Tn_1, Yn = Y05 -, Yn_1 2

on = V:En ) (Vi) </\ /\ T #y; — )/\(R(xz,z) & —'R(yi,z))> :

<nj<n <n

Teorie RG je teorie v jazyce {R}, kde R je bindrni predikdtovy symbol, s
axiomy:

G1l: (Vz)-R(z,z),
G2: (Vx)(Yy) (R(z,y) — Ry, z)),
G3: (Fz)(Fy)(F)(z #y &y # 2 & 2 # 1),

G4: g, pro vSechna n > 1 pfirozena.

Model A = (A, R4) teorie RG je graf s mnozinou vrcholit A a mnozinou hran
RA. Tento graf neobsahuje smy¢ky (G1), je neorientivany (G2), m4 alespoii
3 vrcholy (G3) a pro kazdé dvé koneéné disjunktni mnoziny vrcholu X a Y
existuje vrchol, ktery je spojen hranou s kazdym vrcholem z X a s zadnym
vrcholem z Y (G4).

Fakt 2.7. Teorie RG md eliminaci kvantifikdtori.

& Pro vsechna m < w plati
k
BrRG| = 2502

Diikaz. Necht m > 1 piirozené. Diky 1plnosti teorie RG muZeme piejit k
poc¢itani atomt v Df"(A) pro libovolny model A = RG. Formule definujici
atomy jsou oteviené a obsahuji m ruznych proménnych (necht jsou to xo, . . .,
Tm_1), PFicemz mezi kazdou dvojici proménnych je definovan vztah =, R,
nebo —R. Necht 1 < k < m. Existuje S(m, k) k-prvkovych rozkladi mnoziny
m. Nélezi-li indexy ¢ # j do téze tiidy rozkladu, plati x; = z;, nendlezi-li
do téze tildy, plati bud R(z;,z;) (odtud uz plyne z; # ;) nebo z; #
z; & —R(x;,x;). Pro dany k-prvkovy rozklad muzeme mezi jeho tfidami
rozmistit vztahy R a R 2(3) zpusoby. Tedy pocet atomu je Y ;" 2(3) S(m, k).
Dosazenim ovéifme platnost vzorecku i pro B°RG. O
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2.5 Teorie algebraicky uzavienych téles ACF

Teorie téles FL je teorie v jazyce L = {+,—,-,0,1}, kde 4+ a - jsou bindrni
funkéni symboly, — je unarni funkéni symbol, 0 a 1 jsou konstantni symboly,
s axiomy:

F1: (Vz)(Vy)(V2)(x + (y+ 2) = (x + y) + 2),
F2: (Vo)(Vy)(z +y =y + x),

F3: (Vz)(z +0 = ),

F4: (Vr)(z +

)
)
)
)
F5: (Va)(Vy)(

F6: (Vz)(Vy)(z -y =y ),

F7: (Va)(z -1

F8: (Va)(z # 0 — (y)(z -y = 1)),

FO: (Va)(Vy)(V2)(z- (y+2) =2 y+x-2),

F10: 0 #

~e ’ ~ def I 7z
Pro n > 1 pfirozend oznacme n Xz = x + ...+ z. Term n X x se nazyva
———

n—Kkrét
prirozeny ndsobek prvku x.

Tvrzeni 2.8. Necht A |= FL. Pak nastane prdvé jedna ze dvou moZnosti:

(i) Viechny prirozené nasobky prvku 14 jsou navzdjem rizné (a nenulové).
V tomto pripadé se A nazyvd téleso charakteristiky 0.

(i) Ewistuje (jediné) prvocislo p > 1 takové, Ze p x 14 = 04. V tomto
pripadé se A nazyvd téleso charakteristiky p.

Dukaz. Predpokladejme, ze existuji n > m prirozend tak, ze nx 1, = mx1y4.
Potom (n —m) X 14 = 04. Oznaéme p = min{k > 1;k x 14 = 04}. Jisté
p > 1. Dokazeme, ze p je prvocislo. Predpokladejme, ze p = m -n, n,m < p,
je slozené ¢islo. Potom px 14 = (mx14)-(nx14) =0, tedy bud mx14 = 04
nebo n x 14 = 04. To je spor s volbou ¢isla p. O
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Teorie ACF vznikne rozsifenim teorie FL o schéma axiomu ‘kazdy nor-
movany polynom kladného stupné ma koten’:

F11: (Vo) ... (Vo)) (o + 21 y+ ... + 2 -y L+ y" = 0)
pro vSechna n > 1 prirozena.

Teorie ACF nem4 konecné modely. Bylo-li by totiz A = ACF, A = {ay,...,
an-1}, 2 < n < w, potom polynom p(x) = [[,.,,(z — a;) + 1 nema kofen v
A. Model teorie ACF je napt. C = (C, +, —,-,0, 1).

Fakt 2.9. Teorie ACF mad eliminaci kvantifikdtori.

& Pro prvocislo p > 1 ozna¢me ACF, rozsifeni teorie ACF o axiom p x 1 = 0.
Oznacme ACFq rozsiteni teorie ACF o schéma p x 1 # 0 pro vSechna prvocisla
p > 1. Teorie ACF, (p = 0 nebo p > 1 prvocislo) je teorie algebraicky
uzavrenych téles charakteristiky p a je to kompletizace teorie ACF. Podle
tvrzeni 2.8 teorie ACF jiné kompletizace nema.

& Teorie ACF je atomickd a
B°(ACF) = FA. (2.3)

Dikaz. Vsechny teorie ACF, jsou silné minimalni (to snadno plyne z faktu
2.9) a tedy atomické (dle tvrzeni A.6(iii)) a jedind z nich neni jednoduchou
kompletizaci teorie ACF. Tudiz podle véty 1.10 je ACF atomicka a podle véty
1.8 plati (2.3). O
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Dodatek A

Teorie modelu

V tomto dodatku ponékud zhusténou formou shrneme pouzivané znaceni,
definice a véty z oblasti teorie modelt. Slovo teorie znamena teorii prvniho
fadu, ne nutné spocetnou.

Pro danou teorii 7' znac¢ime L(T") jeji jazyk. Mohutnost jazyka L defin-
ujeme jako nejmensi nekonecny kardindl s takovy, ze |L| < k a zna¢ime
it ||L]|. Spocetnou teorii rozumime teorii ve spocetném jazyce. Struktury
znac¢ime kaligrafickym pismem, napf. A, jejich univerzum pak tim samym
pismenem, ale obycCejnym pismem, tj. A. Mohutnosti struktury rozumime
mohutnost jejiho univerza, zna¢ime ji ||.A||. Symbol a zna¢i néjakou m-tici
ag, ..., am-1; a; je jeji i-ty clen a l(a) pocet jejich prvkua, tedy m. Je-li a
néjaka m-tice prvku z definicniho oboru funkce A, symbol ha znaci m-tici
h(ag), ..., h(am—_1). Symbol ¢(Z, §) znaci, ze T, § jsou dvé disjunktni, prosté a
kone¢né posloupnosti proménnych, mezi nimiz jsou vSechny volné proménné
formule . Symbolem Fm}', m < w, zna¢ime mnozinu vSech formuli jazyka
L s nejvyse m volnymi proménnymi, symbolem Fmj zna¢ime mnozinu vsech
formuli jazyka L.

V celém nésledujicim odstavci necht T je teorie v jazyce L. T se nazyva
uplnd (téz kompletn?), jestlize je bezespornd a pro kazdou sentenci ¢ v L
plati bud T ¢ nebo T’ = —p. Kompletizaci teorie T rozumime kompletni L-
teorii 77 O T. Kompletizace teorie T', ktera vznikne pfidanim jediné sentence
k teorii 7', se nazyva jednoduchd kompletizace. Oznacime Th(T') = {¢ €
FmY: T F ¢}. T je rozhodnutelnd, je-li mnozina Th(T') rekurzivni. Je-li A L-
struktura, X C A, pak expanze Lx jazyka L o jména prvku z mnozZiny X je
expanze jazyka L o nové navzijem ruzné konstantni symboly {c,;x € X}.
Tuto expanzi zapisujeme téz jako (L, c,)zcx. Expanze Ax struktury A je
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struktura pro (L, ¢;).ecx, kterd se ziska z A tak, ze ¢, se realizuje jako jako
z pro kazdé z € X. Budte A, B dvé L-struktury. Rekneme, ze A a B
jsou elementdrné ekvivalentni, plati-li v nich pravé tytéz L-sentence; piSeme
pak A = B. Funkce h : A — B je elementarni vnoteni A do B, kdyz pro
kazdou L-formuli ¢(Z) a kazdou I(Z)-tici a prvku z A plati A E ¢la] <
B = plha). Pokud je A C B a id4 je elementdrni vnoreni, fikdme, ze B
je elementdrni rozsireni (téz extenze) A a A je elementdrni podstruktura
(téz podmodel) B; piseme pak A < B nebo B = A. T je modelové uplnd,
jestlize pro kazdé dva jejil modely A, B z A C B plyne A < B. Mnozina
A L-formuli se nazyva eliminacni mnozina pro T, jestlize pro kazdou L-
formuli ¢(7) existuje booleovskd kombinace ¢ () formuli z A (tj. vyrok nad
kone¢nou podmnozinou mnoziny A) tak, ze T' = (Vz)(p(Z) < (Z)). Je-
li mnozina vSech atomickych L-formuli elimina¢ni pro 7', fikame, ze T ma
eliminaci kvantifikatoru. Je-li X C A, pak m-typ nad X v A je mnozina
p(Z) € FmY , kterd je konecné realizovana v Ax, tj. pro kazdou ¢ C p
konecnou plati Ay = (37) A ., ¢- Maximalni m-typ nad X v A se nazyvd
kompletni m-typ nad X v A. Kompletni m-typ m-tice a € A™ nad X v A je
mnozina tp™(a, X, A) = {¢(z) € Fm} ; Ax | ¢[a]}. Rekneme, ze mnozina
p(Z) € Fm7" je m-hlavni v T, existuje-li L-formule ¢(Z) konzistentni s 7" tak,
ze T+ (VZ)(¢(Z) — ¢(Z)) pro véechny ¢ € p. Model A je saturovany, jestlize
kazdy typ v A nad néjakou mnozinou X C A je realizovan v Ax. Model A
je prvomodel, lze-1i jej elementarné vnorit do kazdého modelu elementarné
ekvivalentntho s A. Model A je atomicky model, kdyz pro kazdé m < w
je kompletni m-typ v A jakékoli m-tice prvku z A typ m-hlavni v Th(A).
Bezesporna teorie T' je atomickd, jestlize kazda formule ¢(Z) bezespornd s T
nélezi néjakému hlavnimu kompletnimi {(Z)-typu teorie T'. Pro kardindl >
0 definujeme funkci I(x,T), kterd udava pocet neisomorfnich modelu teorie
T mohutnosti x. Je-li I(k,T) = 1, fikdme, ze T je r-kategorickd. Kompletni
teorie T je silné minimdlni, jestlize pro kazdy jeji model A plati, ze A je
nekonecns a X nebo A\ X je koneénd pro kazdou mnozinu X € Df'(A, A).

Nakonec shrneme nékteré dulezité véty. Na nékteré z nich se odvolavame
v textu, jiné lze pouzit k diukazu polozek v tabulce 2.1. Dukazy vétsiny z
nich lze nalézt v [3].

Véta A.1. (Vaught) Nechf T je bezespornd teorie v jazyce L, kterd nemd
Zddné konecéné modely, necht r je kardindl takovy, Ze ||L|| < k a T je k-
kategorickd. Pak T je uplnd.

Véta A.2. (Morley) Bud T kompletni teorie. Potom I(k,T) = 1 pro néjaké
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k> || L(T)|| = I(k,T) =1 pro kazdé k > ||L(T)]|.
Tvrzeni A.3.

(i) Model A je atomicky < pro kazdé m < w a a € A™ existuje atom D
algebry DI (A) tak, z2e a € D.

(ii) Bezespornd teorie T' je atomickd < pro kaZdé m < w je algebra B™T
atomadrni.

Véta A.4. (o prvomodelech pro spocetné jazyky)

(i) Model spocetného jazyka je prvomodel, pravé kdyz je spocetny a ato-
micky.

(i) Bud T 1plnd teorie ve spocetném jazyce.

(a) (existence prvomodelu) 7' ma prvomodel < T je atomicka teorie

(b) (jednoznac¢nost prvomodelu) Kazdé dva prvomodely teorie T jsou
isomorfni.

Véta A.5. Bud T spocetnd kompletni teorie, kterd md nekonecnsj model.
(i) Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.

(a) T je w-kategorickd.
(b

)

) B™T' jsou konecné pro vsechna m < w.
(¢) S™T jsou koneéné pro viechna m < w.

)

(d) Kazdy spoéetny model teorie T' je saturovany.

(ii) T md spocetny saturovany model < S™T je nejuyse spocetny pro vsech-
nam < w.

Véta A.6. Bud T silné minimdlni spocetnd teorie.
(i) I(w,T) <w aI(k,T) =1 pro vSechny k > w.

(ii) Kazdy nespocetny model teorie T' je saturovany a T md spocetny sa-
turovany model.

(iii) T je atomickd teorie a md tedy prvomodel.
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Véta A.7. Bud T spocetnd kompletni teorie, kterd md nekoneény model.
Necht v L(T) je bindrni relacni symbol < a existuje A = T tak, Ze néjakd
nekoneénd podmnozina A je linedrné usporddand <*. Pak pro kazdé k > w
existuje 2" neisomorfnich modelu teorie T

Véta A.8. Je-li T rekurzivné axiomatizovatelnd a uplnd, pak je rozhod-
nutelnd.

Véta A.9. (o nerozhodnutelnosti) Kazdé bezesporné rozsireni Robinsonovy
aritmetiky je nerozhodnutelné.

Véta A.10. (o netiplnosti) Zddné bezesporné rekurzivni rozsireni Robin-
sonovy aritmetiky neni uplné.
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Dodatek B

Booleovy algebry

Teorie Booleovijch algeber BA je teorie v jazyce {A,V,—,0,1}, kde A a V
jsou binarni funkéni symboly (tzv. prusek a spojeni), — je undrni funkéni
symbol (tzv. komplement), 0 a 1 jsou konstantni symboly, s axiomy:

Bl: (Vo)(Vy)(x ANy =y A zx),

B3:

)

B2: (Vz)(Vy)
(Vz)(Vy) (V2)(z A (y V 2) = (2 Ay) V (z A 2)),

)

B4: (Vo)(Vy)(V2)(x V(yAz)=(zVy) A(zV=2)),

B5: ( ANl =ux),
B6: (Vz)(x Vv 0 = x),
B7: (Vz)(z A (—z) = 0),
BS: (Va)(z V (—z) = 1),
B9: 0 #

def

ef ef
Oznatme z < y = m/\y:x,x<ydzx§y&x7éy,x—ydz AN TR
. def def def

=y =(x—y)Vy—z),r—y=(—xVy A(—yVz)aatom(z) = x #
0& (Vy)(y<z— (y=0Vy=ux)).

Konkrétni Booleovou algebru B = (B, AB VB —B 4B 18) budeme znacit
pouze B a horni index u jejich operaci budeme vynechavat. Mnozinu atomu
algebry B budeme znacit At(B) a pro dany prvek a € B budeme znacit

30



a = {b;b < a & bje atom v B}. Dva prvky a,b € B nazveme disjunktn,
jestlize a A b = 0. Mnozina X C B je disjunktni, jsou-li jeji prvky po dvou
disjunktni. Pro X C B je (X)p podalgebra B generovand mnozinou X, tj.
nejmensi podalgebra B obsahujici X. Kartézsky soucin B; X By Booleovych
algeber Bi, By s booleovskymi operacemi definovanymi po slozkéach je opét
Booleova algebra. Nazyvame ji soucin algeber By, By a znac¢ime By X Bs.
Je-li B = B; = By, piseme B? misto B x B. Definice sou¢inu n algeber pro
n > 2 je nasnadé.

Teorie aBA, ktera vznikne rozsifenim teorie BA o axiom existence atomu
pod kazdym nenulovym prvkem

B10: (Vz)(z #0 — (Jy)(y < = & atom(y))),

se nazyva teorie atomdrnich Booleovych algeber.
Teorie bBA, kterd vznikne rozsifenim teorie BA o axiom neexistence
atomu

B11: —(3z)atom(z),
se nazyva teorie bezatomdrnich Booleovych algeber.

Tvrzeni B.1. Bud B atomdrni Booleova algebra. Zobrazeni h : B —
P(Atp), kde h(a) = a, je isomorfismus algebry B a néjaké podalgebry
potencni algebry & (Atg). Je-li B konecnd, je h isomorfismus B a &2 (Atp).
Specidlne jsou kazdé dvé konecné Booleovy algebry isomorfni, prdavé kdyz
maji stejny pocet atomai.

Véta B.2.

(i) Pro k < w plati I(k,aBA) =1, je-li kK = 2" pro néjaké n > 1 prirozené
a I(k,aBA) = 0 jinak.

(ii) Plati I(w,aBA) = w.

Véta B.3.
(i) Je I(k,bBA) =0 pro k < w.
(i) Je I(w,bBA) = 1.
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Bud .# idedl a .# filtr v Booleové algebie B. Definujme na B bindrni
relace ~; a ~q takto:

T~ Y T—YES ar vy Ty F.

Relace ~1, ~y jsou kongruence a B/~1, B/~ jsou Booleovy algebry. Je-li
filtr .# dudlni k idedlu .#, pak B/~1= B/~x.

Bud X # ). Cantorova algebra CA(X) je podalgebra potencni algebry
P(*2) generovand mnozinou {5;0 € F(X)}, kde 6 = {f € *2;f D o} a
F(X)={0C X x2;|o] <w & o je funkce}.

Véta B.4. Bud X # ().
(i) CA(X) ={U,cx 0; K € X je konecnd}.
(ii) Pro X koneénou je CA(X) = 2(X2).

(iii) Pro X nekonecnou je CA(X) bezatomdrni Booleova algebra kardinality

| X1
(iv) Algebra CA(X) md prdave 21X ultrafiltri.

Pro Booleovu algebru B ozna¢me Hom(B,2) C 52 mnozinu vsech ho-
momorfismu algebry B na algebru 2. Ozna¢me CI(B) idedl algebry CA(B)
definovany takto:

CI(B) = {u € CA(B);unNHom(B,2) = 0}.
Véta B.5. Pro kaZdou Booleovu algebru B plati B = CA(B)/CI(B).

Booleové algebre B prifadime topologicky prostor. Vezméme mnozinu
Ult(B) vsech ultrafiltri v B a zobrazeni T : B — Z2(Ult(B)) takové, ze
T(a) = {F € Ult(B);a € F}. Lze dokéazat, ze systém T'[B] je uzavieny
na konecné pruniky. To znamend, ze T[B] tvoii bazi néjaké topologie na
mnoziné Ult(B), kterou nazyvame Stoneova topologie. Mnozina Ult(B) s
touto topologii se nazyva Stonetv prostor algebry B, znaci se SB.

Necht £ = (L, <*) je néjaké (ostré) linedrni uspofdddni. Zleva polouzav-
Fené intervaly v L jsou pro x,y € L mnoziny (z) = {y € Ly < x},
[z,y) = {z}U{z € Lyz <F z <t y} afz) = {a} U{y € Lz <L y}.
Intervalovd algebra prislusnd linedrnimu usporddani L je Booleova algebra
generovand zleva polouzavienymi intervaly v £ a znaci se IBA(L).
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Veéta B.6. KazZdd spocetna Booleova algebra je isomorfni s néejakou inter-
valovou algebrou.

Pro dané linearni usporadani £ budeme znacit L£* linearni uspotradani k
nému inverzni. Dale budeme znacit 7 resp. 7y usporadani racionalnich resp.
nezapornych racionélnich ¢isel. Vsimnéme si, ze IBA(n) = Z(n) pro vSechna
n > 1 prirozena. Na zavér poznamenejme, zZe intervalové algebry prislusné
dvéma neisomorfnim linearnim usporadanim mohou byt isomorfni.

Dukazy uvedenych vét lze nalézt v [1].
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Dodatek C

Stirlingova a Bellova cisla

Definice C.1. Necht n < w.

(i) Bud k < w. Oznaéme S(n,k) pocet rozkladi n-prvkové mnoZiny mo-
hutnosti k (s dmluvou, Ze pocet rozkladu ) mohutnosti 0 je 1). Cisla
S(n, k) se nazgvaji Stirlingova ¢isla druhého druhu. Ziejmé S(n, k) =
0, kdykoli k > n.

(i) Cislo B, = Y 1_,S(n, k) se nazjvd n-té Bellovo ¢islo a uddvd pocet
rozkladu n-prvkové mnoziny.

Lemma C.2. Necht k,n < w. Pak pro viechna x € R plati
> S k)r(e—1)-(z—k+1) =a"
k=0

Diikaz. Piedpoklddejme nejdifve, ze © € N. Budte X, Y mnoziny, |X| =
z, |[Y] = n. Plati |YX| = 2" Na druhou stranu bud 1 < k < n pevné.
Existuje S(n, k) rozkladi mnoziny Y mohutnosti k a kazdy takovy rozklad
lze x(x — 1) - (x — k + 1) zpusoby prosté zobrazit do X. Tedy

S(nk)a(e =1) - (v —k+1) = [{f € "X; |mg(f)] = k}.

Odtud plyne dokazovand rovnost v piipadé, ze x € N. Dokazovand rovnost
ale neni nic jiného, nez rovnost dvou polynomu v proménné x a my jsme ji
pravé dokazali pro nekonecné mnoho z, tedy plati pro vSechna x € R. [
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Tvrzeni C.3. Necht k,n < w. Plati:
(1) S(n,k) = 5 25 o(=1)F (%) jm,

(i) By =g 2imo(=17 () (i = )™
Dikaz. .

. k g ‘n k —1)rf—J n .. .
(1) 1 oo (=1 ()" = 0 S Sormo S0, )i —1) - (j—r+1) =
Z?:o Zi=o<_1)k_15<”a T)m = Zfzo f;g(f:)); Z?:r(—l)k_J (i:;) =
Sy B (1= 1P = S(n, k)

(ii) Plyne snadno z (i). O
n|S(n,0) S(n,1) S(n,2) S(n,3) S(n,4) S(n,5) S(n,6) S(n,7) S(n,8)S(n,9)
0 1

11 0 1

210 1 1

31 0 1 3 1

4 0 1 7 6 1

5/ 0 1 15 25 10 1

6| 0 1 31 90 65 15 1

70 1 63 301 350 140 21 1

8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 0 1 256 3025 7770 6951 2646 462 36 1

Tabulka C.1: Stirlingova ¢isla druhého druhu

Dalsi informace o Stirlingovych éislech druhého druhu lze nalézt v [2] str.
243-253.
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