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Abstrakt: V predlozené praci nejprve definujeme spliny a uvadime jejich zakladni vlast-
nosti a také konstrukci kubického splinu, potom se zabyvame interpolaci spliny, uvadime jeji
druhy a odvozujeme jakych chyb se dopustime pii pouziti interpolace kubickym splinem.
Ve druhé kapitole se zabyvame aplikaci splini k feseni obycejnych diferencialnich rovnic,
nejprve uvadime diferencidlni rovnice s pocatec¢ni podminkou, které fesime za pomoci
kolokace, potom se zabyvame diferencialnimi tlohy s okrajovymi podminkami v daném
tvaru, které fesime Galerkinovou metodou za pomoci B-splint. Casteéné se také vénujeme
stabilité metod. Na zavér uvadim dva priklady jako konkretni aplikaci.
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Abstract: In the present work first we define splines and report their basic properties and
construction of cubic spline, then we study interpolation by splines and report their kinds
and we derive what errors we allow, when we use interpolation by cubic spline. In then
second chapter we study application of splines on solution of differential equations, first we
report differential equations with initial condition, which we solve by collocation, then we
study differential equations with boundary conditions in then given form, which we solve
by Galerkin’s method by means of B-spline. Partly we study stability of methods. At the
end I report two examples as concrete application.



Kapitola 1

Spliny

1.1 Zakladni vlastnosti splini

Definice 1.1.1: Necht I = [a, ] je koneény interval na redlné ose a necht N je piirozené
¢islo, potom mnozinu 7 = {z;}, j =0,..., N+ 1, kde a =2y < 21 < zy < y41 = b
nazveme délenim intervalu I.

Symbolem P,,_; budeme oznacovat prostor polynomu stupné m — 1, kde m € N.

Definice 1.1.2: Necht z je vektor o slozkach z; € N, j =1,...,N,anecht 1 < z; <m
¢isla z; nazyvame nasobnosti uzlu z;, potom redlnou funkci definovanou na intervalu /
nazveme polynomialni splinovou funkci stupné m — 1 jestlize plati:

e existuji polynomy s; € P,,—1, 7 = 1,..., N spliyjici s(x) = s;(x) pro x € [x;, x;11)
o jelliz;<mproiel,...,N, pak D's; (z;) = Dis;(x;) proj=0,...,m—1— z

Mnozinu vSech takovychto funkeci znac¢ime S(P,,_1,7, z). Tato mnoZina tvoii vektorovy
prostor dimenze m + S~ | 2.
V nésledujicim se budeme zabyvat spliny lichého stupné.

Definice 1.1.3: Necht n € N, Sp, (7, z) je prostor splini stupné 2n — 1 definovany pied-
pisem:

JueCpy: uw(z)=0,i=1,...,N, z € (z;,T41)
Spa(m, 2) = { uF (z) =uk (2;),0<k<2n—1-2,i=1,...,N
Definice 1.1.4: Je-li z; = 1,7 =1,..., N, potom spliny nazyvame obycejné, je-li z; = n
proi=1,..., N, pak spliny nazyvame Hermitovské. Prostory téchto splind znac¢ime:

Spn(W; 1) = Sopn-1
Spn(W, n) = Hop

Definice 1.1.5: Necht je dan interval I = [a, b] potom
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e spline s € Sp, (7, z) se nazyva prirozenym splinem jestlize plati
s®)(a) = s®(b) =0prok=mn,...,2n —2

e spline s € Sp,(, z) se nazyva periodickym splinem jestlize plati
sU(a) =sU(b) =0proj=0,...,2n—1

Definice 1.1.6: Zvolme déleni {7, ;ﬁ), [ € N intervalu I = [a, b] tak, aby bylo splnéno:

—o<a=Ty <M <...<m <My =0b< 4o00.

Definujme prostor splinovych funkei P, , stupné n — 1 s defektem pu = {u;}_,, kde 1 <
t; <n—1awu; €N, nal takto:

Py =A{5:5/tr;m;01) € Mn(mj, mjp1) proj =0,...,1, s € C" 11 (mj_y,mj41), kde
i=1, N,

kde I1,,(I) je prostor polynomu stupné n — 1.
Poznamka 1.1.1: Jestlize n =2m, m € N,z =par = {ﬂ'j}é-i% je déleni intervalu [a, b,
potom P, , = Spy,(, 2).

Definice pomérnych diferenci 1.1.7: Necht ¢, < ¢; < ... < tyy1 je mnoZina uzlt
a necht f je dostatecné hladka funkce, potom pomérné diference definujeme rekurentné:

1. Diference 0-tého fadu: [t;|f = f(t;),i=0,...,N

2. Diference 1-ho fadu:
tilf — [tial f _ f(ti) — f(tina)

ti tl ,i:O7...,N—1
i ti]f = ti —tipa ti = tipa 7 tias
f’(tl) ti:ti+1,i20,...,N—1

3. Diference r-tého fadu pro 1 <r < N +1:

tis s tive—a]f = [tigr, S tige] f

t. —t.
tiy---ati r - L G
[ + ]f f(r)(ti)

ti#tiJ’»T,Z’:O,...’N—i_l_r

ti:ti+r,i:O,...,N+1—r

Lze také pouzit nasledujici ekvivalentni definici.

Definice 1.1.8: Necht ™ je spojita funkce a S™ je standardni n-simplex:

=0
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proi=0,..., N definujme [t;]f = f(t;) apron € N
Sn
Neékteré vlastnosti pom. diferenci:

1. Nechf £ je spojita funkce, potom:

’ kde 5 € [tlv ti-‘rn]'

(n)
[ty tivnlf = fn_‘(f)

2. 7 Taylorova rozvoje funkce f v t;

1 j ) oo
(z —t;) )(tl)+ ! )/+ (z — )" FM()de

— (n—1)!

n—

.

dostavame:
e ] f = /th,... b fO (),

kde
M(zltiy .. tign) =nltiy ..o L) (t — 2)

Vlastnosti funkce M(x|t;, ..., tin) :

e Plati, Ze funkce M (z|t;, ..., t;1n) je na kazdém intervalu polynom stupné n —1 a pro
jeji nosic plati:
suppM (x[t;, . .. tisn) C [Li, tisa)]
o Je-li t; pi-ndsobny, tzn. t;_ 1 < t; = ... = tiy,—1 < tig,,, pak tato funkce je v okoli

bodu t;. n — 1 — p;-krat spojité diferencovatelna.

o Je-li f ety tiyn tak:

Sn

e Necht t;, =14,i=0,...,n, pak
M(|0,...,n) = x[0,1] *...* x[0,1],

kde * na pravé strané znaci n-nasobnou konvoluci charakteristické funkce y intervalu
[0,1]. Definice konvoluce je dana predpisem:

:/Rf(t)g(x—t)dt:/Rg(t)f(:v—t)dt



Definice 1.1.9: Necht t; < ... < t;1,, 71 € Z, n € N je zadand mnozina uzl spliujici
t; # tirn, potom funkce M (x|t;, ..., t;1,) definovana prepisem:

M(l’|t“ s 7ti+n) = n[tzu s 7ti+n] (t - I):L-_l

i+n
j=i
Normovand B-spline funkce N, ,, stupné n — 1 prislusna uzlim {¢;}

se nazyva B-spline stupné n — 1 pfislusny uzlim {¢,}
i+n

7L se definuje takto:

Liyn — t;
Nin(z) == -

M(zlti .. tign) = (tign — t)[tis - o tign) (E — 7).
Je-lit;=0,t, =1,...,t;1, = n, pak funkce N,,

Np(x) = N;p(x)
se nazyva kardinalni (zdkladni) B-spline stupné n — 1.

V dalsim vykladu budeme uvazovat pouze kardinalni B-spliny.

Linearni kombinace B-splinta: Necht 7' = {tj}év:ﬁ" je mnozina uzli (obecné vicenasob-

nych) takova, ze plati t; < t;4, pro j =1,..., N. Sestrojme linearni kombinaci S B-splini:

S(x) =Y ¢iNja(@).

j=1
Protoze B-spliny jsou linedrné nezavislé tvori bazi prostoru S, (7)), kde

Su(T) = L{Njn}js-

1.2 Interpolace spliny

V naésledujicim odstavci se budeme zabyvat interpolaci spliny lichého stupné, ktera se
vyuziva zejména chceme-li interpolovat nebo zhlazovat data zadana v uzlovych bodech. V
nasledujicim vykladu budeme povazovat vektor z v definici splinu za konstantni.

Definice 1.2.1: Necht z je konstantni a 1 < 2 < n, kde n € N, necht f € W™?[a,].
Pak funkci s € C"![a, b] nazveme Sp,(, z)-interpolaci funkce f, jestlize

1. s € Spy(m, 2),
2. prokazdé j =0,...,z—1avSechnai=1,.., N je sU)(x;) = fU)(x;).

Tato interpolace neni uréena jednozna¢né, nebot dim Sp,(w, z) = 2n + Nz a k dispozici
mame pouze N z linearné nezavislych rovnic. Tudiz musime jesté dalsich 2n podminek do-
dat, nejcastéji se voli podminky v okrajovych bodech. Volba podminek zavisi na konkrét-
nich pozadavcich souvisejicich s konkrétnimi aplikacemi.



Déle se budeme pro zjednoduseni zabyvat pouze interpolaci kubickymi spliny s rovnomérnym
délenim.

Necht tedy s € Spo(m, z), kde 7 je rovhomérné déleni kone¢ného intervalu [a, b], krok h u
rovnomérného déleni se spocita jako

B b—a
 N+1

a uzly déleni jsou x; = a + jh, kde j =0,..., N + 1.
Oznaceni:

si = s(wy), st = §'(x;), 8] =§"(x;), kdei=1,...,N+1
Lemma 1.2.1: Necht i = 1,..., N potom plati
1. Si— 1_2Sz+31+1 h [ Si— 1+4S//+Sz+1]
2. Sit1 — Si—1 = %[8271 + 48; + S;Jrl]

Diikaz: V dikazu vyuzijeme Taylortiv rozvoj, pfi zavedeném znaceni mame:

h? h3
Siv1 = s; + hsl + 75 i Eéﬁ
h? h?
Si—1 = S; hS; + ES;, — ES;/L
odecétenim dostaneme:
]7,3
Sit1 S 1= 2h$i ; ( n —l—S/”)

a seCtenim mame:

3

h
Siy1 4 Sic1 = 25; + h2s” + €<S;/’/L — ).

.....

" " // "
si =8 +hsias) | =s—hs/"

seCtenim obdrzime:

" /// /// /// n _ 1 "
si sl =2s] 4 h(s) — ") atudiz h(s], — s’ ) =i —2s] + 5],

’L— 11—

9



K dikazu 1. ted stac¢i dosadit do druhé odvozené rovnosti. K dikazu 2. vyuzijeme jesté
jednou Taylortiv rozvoj, a to pro prvni derivace:

h2 h2
! _ ! 1! n ! _ / 1 n
si1 = 8; +hsi + 5si+ as, ;=s;—hs + 751-7
soucet se rovna:
2
/ / / _ " "
Siv1 — 28+ 84 = ?(SH —s7)

a po dosazeni do prvni odvozené rovnosti obdrzime dokazované tvrzeni .

Necht I = [a,b] a necht 7 je rovnomérné déleni intervalu [a,b] s krokem h, dale necht
jsou zadany hodnoty {f;}¥, funkce f, kde f; = f(z;) a ; = a + ih. Nasim cilem je najit
s € Spy(m, z), tak aby

S((L’z):fz,lz]_,,N

Definice 1.2.2: Z definice interpolace plyne, Ze k jeji jednoznacnosti kubickym splinem je
zapotiebi dodat dalsi ¢tyfi podminky-nejcastéji se pouzivaji nasledujici:

1. Mame zadané hodnoty fo, fg, fv+1, fy41 a chceme, aby s € Spo(m,1) spliiovala:

s(a) = fo, '(a) = fg, 5(0) = fns1, '(0) = fiy i
Takova interpolace se nazyva interpolace L.typu.

2. Mame zadané hodnoty fo, fy, fn+1, fayy1 @ checeme, aby s € Sps(m, 1) spliiovala:

s(a) = fo, s"(a) = fg, s(b) = fver, 8"(0) = SRy
Takova interpolace se nazyva interpolace IL.typu.

3. Mame zadané hodnoty fy, fvi1 a chceme, aby s € Spo(7, 1) splitovala:

s(a) = fo, 5(b) = fn+1, s'(a) = (), s"(a) = " (b).
Takova interpolace se nazyva interpolace III.typu.

4. Chceme , aby s € Spy(m, 1) spliiovala:
s(a) = s(b), s'(a) = §'(b), s"(a) = §"(b), s (a) = s"(b).

Takova interpolace se nazyva kubickd periodicka interpolace.

5. Chceme, aby prirozeny kubicky spline s splioval:
§"(a) = s"(z1) =0, s"(xy) = §"(b) = 0.
Takova interpolace se nazyva interpolace pfirozenym kubickym splinem.

6. Chceme, aby prirozeny kubicky spline s splnoval:
s(a) = f(a), s(b) = f(b), s"(a) = s"(b) = 0.

Takova interpolace se nazyva roziifend interpolace prirozenym kubickym splinem.
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7. Predpokladame, ze f € C|a, b], dalsi mozné dopliujici podminky mohou byt:

s(a):f(a),/xl dx—/ F)da
s(b) = F(b) / 2)do = / I

Algoritmus konstrukce kubického splinu II. typu: Necht méme zadany hodnoty f;, i =
0,...,N+1, N € N a hodnoty fy a fy,,;. Uvazujme pouze rovnomérné déleni tzn.
h = (b —a)/N + 1, uzly interpolace jsou x; = a + ih, i = 0,..., N + 1. Chceme nalézt
s € Spa(m, 1), aby s(z;) = fi,i=0,...,N+1as"(a) = ff, s"(b ) N

Nejprve predpokladejme, ze uz zname hodnoty M, = s"(z ) které se nékdy nazyvaji mo-
menty splinu. Vime, Ze funkce s” je spojitd a po ¢astech linedrni a tim pro = € [z;, x;41] z
linearity plyne:

Tr—T; :Miiﬂz‘ﬂ—x
h h

r — T

h

+ M

si(x) = M; + (M1 — M;)
Integrovanim vypocitame:

Tinq1 — )2 x—x;)?
si(z) = _Mig + Miﬂu + O,

2h
Y 3
si(z) = MiM i MMM + Cy(x — ;) + D,

6h

Pomoci zndmych hodnot f(x;) = s;(z;) a f(xi41) = si(x;41) uréime konstanty C; a D; :

1 1
flzi) = aMihQ + Di a f(xi) = G i+1h* + C;h + D;.

Odtud plyne:

D; = f(x;) — éMih27
f(@iv1) — [(z) _ h

- =(My1 — M)
Ze spojitosti prvnich derivaci ur¢ime hodnoty M, ..., My, pricemz hodnoty My a My
jsou zadané:
, 1
i1 (zi—) = §Mih +Ci

Po dosazeni za C;_; obdrzime:

o (wim) = %Mih n f(z:) —hf(l“il) _ %
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a po dosazeni za C; obdrzime:

VRIS (GRS (R

Srovname oba vyrazy:

M, =+ M=
15" 3

Identitu lze prepsat do tvaru:

h <2h> N Mz‘+1g f($i+1)h— flai)  fla) _hf(g:i_l)’

1 1
My +2M; + M = gi,
5 1+ + s Mit1 =9
kde g; je prava strana ptvodni rovnice vynasobena 7
Vznikne soustava rovnic:
1 1
2My + =My = — = f
1+ 5 M2 g =5
1 1
§M1 + 2M2 + §M3 = @2
1 1
My +2M3 + My = g3
2 2
1 ' 1
5 Mn-1 +2M, = gn— ifrIL/Jrl'

K dokonceni zbyva dokazat existenci a jednoznacnost feseni. Stac¢i si vSimnout, Ze mat-
ice je ostife diagonalné dominantni a tudiz také regularni. Z lemmata plyne existence a
jednoznacnost interpolace IL.typu.

Odhad chyby kubického splinu II.typu.
Pro jednoduchost predpoklddejme opét pouze rovnomérné déleni 7 intervalu I = [a,b] s

b—a
krokem h = )
rokem Nl

Véta 1.2.1: Necht f € C4(I), kde I = [a,b], necht h je krok rovnomérného déleni 7,
necht s € Spy(m, 1) je interpola¢ni spline spliiujici podminky:
s(x;) = f(z;),1=0,...,N+1, §"(a) = f"(a),s"(b) = f"(b).

Necht M = maxger | f4(z) | a I = (zg,21)U...U (TN, Tni1)-
Potom plati:

max | f(z) — s(z) |< B%Mh“,

zel
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7
/ Y < —M 3

7
1" M < _ 2
max | f(z) = §"(2) |< 8Mh :

max | " (z) — §"(z) |< 2Mh.

zel

Dikaz: Oznacme z(x) = f(z) — s(x), dikaz provedeme v Sesti krocich:

1. Z vlastnosti interpolace vime, ze z € C*(I;), z(z;) = z(xi11) = 0 proi = 0,..., N,

kde I; = [x;,x;+1]. Pomoci Taylorova rozvoje a integrace pies interval I; odvodime,
Ze plati:

hZ'(z) = /(t —x;)2"(t) dt — / (xi1 — t)2"(t)dt.

Odhad se rovnéa:

1 _ i2 ; _ 2
max | 2'(x) |< —max<<$ 230) - (@ +12 ?) )

1
" < = " .
ke max | (@) |< 5h max | +'(2) |

zel; xel;

Ze ziejmé rovnosti

plyne nerovnost:

1 1
| 2(e) 1< h max | /() |< 3h° max | 2'(2) |

. Necht L; = max(| 2"(z;) |, | 2" (zis1) |), i = 1,..., N. Spocitame odhad:

1
max | f(z) = s"(x) |[< Li+ Sh*M.

z€l;

Protoze funkce s” je linearni plati:

§"(t) = —((t — z;)Sq + (xip1 — t)s]), kde t € I,.

S| =

Z Taylorova rozvoje pro t € I; ziskame:

f'@) = 1) + (x =) f"(t) + %(w = 1) fY(&).

13



Nejprve dosadime = = x;,; a rovnici vynasobime (¢ — x;), obdrzime:

i)t —z:) = f”(t)(t—xi)+($i+1—t)(t—wi)f"/(t)+%($i+1 — )2 (t =) f ()

Polozme x = z; a ptivodni rovnici vynasobime (x;;; — t), dostavame:

(@) (i1 —t) = [ () (@i =) + (i =) (i =) f7 (1) + % (t—2:) (i1 — ) [P (&)

Sed¢tenim maéme:

F) = (¢ = ) o + (wa = ) + R,
. kde fi' = f"(zi) a [t = ["(%is1)
aR=—o [(fﬁm — ) (t — ) [ (Earyy) + (Wi — 1) (t — l“z')QfM)(fa:i)]-

Vyraz R 1ze snadno odhadnout:
1
Pomoci 1.derivace najdeme extrém vyrazu (z;41 — t)(t — x;) a dostavame:
Ly
| R |< =h”M.
8
Ze vzorcu pro s”(t) a f"(t) lze odhadnout:

1 1
max | f7(8)=s"(t) |< 7 | (=2)(fl=sih)+ (@i =0 =) | + | R|< Lit gh*M.

3. Pomoci lemmatu 1.2.1 odvodime odhad L;:

1
Vi 1
l:ml’a)fN Li 1:H11,a),(]v | si = fi' < 2h2 Z:Hﬁa),(N e,

kde

e = A(w—y), kde w—y = {W(f — s/)}¥,.
A:{aij},aii:4,aij:1pro|z'—j|:1,jinakaij:0,2',]':1,...,N.

Potom dostavame:

le]l-

=1,..,

| 1.1,
NLi:ﬁ“w_yH:ﬁHA €H§ﬁ||f4 HHEHSQ—}LQ

4. 7 lemmatu a vlastnosti interpolace II. typu plyne proi=2,... , N — 1
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e=h(fi" +4AfI + 1) —6(fic1 — 2fi + figr)

A 7z Taylorova rozvoje ziskame:

fir =26 for = WA+ 0 [ 106 + 1O()],

RETLL + Aot fl) = 6020 + st [9(6) + FO(E)],

kde &1,&3 € (w1, ;) a &,&4 € (x4, T441). Z téchto vztahu dostavame:

Z druhého kroku dostévame odhad:

max | f(t) — §"(¢) |< ghQM.

tel;

Vyse uvedenou prvni nerovnost pouzijeme a z prvniho kroku dostavame odhad:

max | f(t) — s(t) |< 3—72h4M.

tel;

Z tohoto odhadu a z prvniho kroku dostavame také odhad pro chybu prvni derivace.

. Zbyva uz pouze dokazat posledni vztah pro chybu tfeti derivace. Z Taylorova rozvoje
dostavame:

= (@) + (201 — 2)5"(2) & ) = 8" (2) — (2 — 25" (2)

a odtud odec¢tenim plyne:
1
§"(x) = 7 (s?,, —s).

Obdobné méame: . "
FU(@) = (F — £+ 21 ),

kde ¢ € (z;,x;11). Nyni pouzijeme odhad | L; | a dostdvame odhad chyby tfeti

derivace:

2 h
| f///(x) - 3///(55) |< ELi + §M < 2hM.

Podobnym zptisobem miizeme postupovat u chyby interpolace IL.typu, kdy f € C/(I).
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Kapitola 2

Aplikace splinu

2.1 Koloka¢ni metoda pro evolucéni alohu

Numerické metody vyuzivajici spliny jsou diilezité pro ziskani numerické aproximace feseni
diferencialni ulohy s pocateéni podminkou. Hlavni problém pfi pouziti koloka¢ni metody
je jejl stabilita, protoze i pii vys$im stupni aproximace metody jesté nemusi byt stabilni.
Tento problém byl vyfesen pouzitim splint s defekty.

Uvazujme diferencialni rovnici s po¢ate¢ni podminkou:

y'(t) = ft,y(t), t €[0,T] (2.1)

y(0) = wo,

kde f € C?([0,7] x R), kde p > 0 je dostatecné velké. Pro jednoduchost uvazujme pouze
jednu diferencidlni rovnici, vSechna tvrzeni vSak plati i pro systém obycejnych diferenciél-
nich rovnic.

Necht plati néktera z nasledujicich podminek:

e Lipschitzova podminka:
| f(t,u) — f(t,v) <K L|u—wv (2.2)
plati pro vSechna ¢t € [0,7] a u,v € R.

e Lipschitzova podminka (2.2) plati pouze lokalné na [0, 7] a navic FeSeni tlohy (2.1)
je ohranicené.

Potom tloha (2.1) ma jednoznac¢né feSeni v intervalu [0, 7.
Predpokladejme, zZe mame déleni m,, intervalu [0, T spliiujici:

O:t0<t1<...<tN_1<tN:T,

kde N > 1 s konstantnim krokem h =t,.1 —t,, kden=0,..., N — 1.
Kolokace spliny z S} (7,) : Na intervalu I}, = [tg, tx11], 0 < k < N — 1 je aproximace
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definovana takto:

s = S/, k=0,...,N—1
m—1 _(j)
sy (te) . a "
IR e A [ (23)
= ! !

kde pokladame: ' 4
s90(0) == ¢/ (0).
Reélné parametry {ay }x—o. n—1 ziskdme z koloka¢nich podminek:
S;ﬁ(thrl) = f(thrl’ Sk(tk+1))7 k= 07 R N -1
Implicitni Rungeho-Kuttova metoda: Necht b;,a,;, 7,7 = 1,...,m jsou realna ¢isla a

necht ¢; je redlné ¢islo spliujici ¢; = 27:1 a;;. Potom numericka implicitni metoda

K = f(tn+cihayn+hzainj),i=1,...,m

j=1
Ynt1 = yn+hzbiKi (2.4)
i=1

se nazyva m stupiiova implicitni Rungeho-Kuttova metoda.
Kolokace spliny z S%(,) : Necht m je pozitivni celé ¢islo a necht ¢y, ..., ¢, jsou rizna
realnd ¢isla (obvykle v [0, 1]) definujme s € S (7,,) néasledovné:

Sk(tk) = Skfl(tk), k:O,...,N—l (25)
si(te +ch) = [ty +ch,sp(ty +¢h)),i=1,...,m.

Véta 2.1.1: Koloka¢ni metoda definovana formuli (2.5) je ekvivalentni s m stupiiovou
Rungeho-Kuttovou metodou (2.4) s koeficienty:

Ci 1
a;; = /0 1;(0)do, b; :/0 1;(0)do, i,5=1,...,m,

kde [; jsou Lagrangovy polynomy:

Q_Ck

L) =11

C; —C
Ay TR

Dutikaz: Oznacme:
K;:=s,(ty + cih), i =1,...,m.
Diky Lagrangeové interpolacni vété dostavame:

m

stk +0h) = K;1;(6)

J=1

17



dale pomoci integrace vime, ze plati:
Sk(tk + Czh) = Skfl(tk) + h/ S;C(tk + 9h)d0
0

a dosazenim do vyrazu pod integralem obdrzime:

si(te + cih) = sp_1(t) + h/ > K;l;(0)d6
N
Dosazenim a;; = / Z 1;(0)d6 dostavame:
0

sk(th + cih) = s (te) + 1Y ayK;

J=1

a odtud plyne tvrzeni véty.
Kolokace spliny z S9 (m,) : Necht 1 < d < m. Metoda

oDty = o0, =1,
o (tn +cih) = f(tn+ch,oni(tn +ch)), i=1,...,s (2.6)
oy P(0) = yi0),  i=1,..m
kde o je polynom stupné (r+s—1) na [t,, t,+1], se nazyva deficitni splinové kolokace typu

(r,s).

Véta 2.1.2: Metoda (2.6) je ekvivalentni s (r,s) Nordsieckovou vicekrokovou metodou
definovanou predpisem:

K = f(t +clhz% +h2b” ) i=1,...s (2.7)

T

yi("ﬂ):Zaw yj —b—th(Z)K t=1,...,7,
j=1

j—1

kde y§n+1) jsou aproximace derivace )ly(j “V(t,).

G- 1)
Diikaz: Z Taylorova rozvoje plyne:

r—1

o 1 (b, + xh) = Z“(;“ + (zh)™ Py(z), = € [0, 1], (2.8)

kde P; je polynom stupné s — 1. Oznacme:

Jj=1

K =0l (ty + c;h) Z ;+_11 YT (Gh) T P(e), i =1, s,

18



Tudiz:

1 — 01(1]11(%) j-1|
Ps(c;) :W[KZ—;W(CM) }, i=1,...,s.

Polynom P; stupné s — 1 muze byt zapsan pomoci Lagrangeovych polynomi v nasledujici

formé:
S T—

1

Pa) =Y —— [KZ o1 (tn) By~ 1]1( ), z € [0,1],

i=1 (cih j=1 (7 - 1
kde
lz(cz) = (51']', Z,j = 1, e, S
Do vztahu (2.8) dosadime za Ps; a mame:
-1 () s 1 s ol )
tn . l; T li(x)z" o, (t .

0ty (tn + h) :Z—J(§+_1(1)l)(xh)31+2—(x)x K33 MO ol

=

Upravou prvniho a tietitho vyrazu dostavame:

r—1 S r—j (4) S r—1
Li(zx)x" 7N o, (th . li(z)x
haaltn bt = 3 (1= 3 MO Sanlef i S U
j=1 -1 G (7 =1t -1 Ci
Integraci vyrazu o), (t, + xh) od nuly do jedné obdrzime:
1
Oni1(tn +h) = opia(ts) + h/ Oriq (tn + zh)d.
0
Dosadime do vztahu za vyraz pod integralem a dostavame:
Lt o) L
ronttt) =t 13213 [T 0By [T e,
c — J

polozenim ¢, = t,, + h a oznacenim

—1
w . N (-1)
Yy = G — 1),%] (k)

dostavame: . s
n+1 2 n 2 .
yi = Zagj)yj(- )+h2bgj)Kj, 1=1,...,r7,
j=1 j=1
kde
aﬁ) = 1,
2 1 i, i —
ay; = j——l_ 7?]1/ T dx, g =2,
@) 1 r—1
bl] = 1 lj( ) dl’,]—l,...,?"
Cj 0
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Podobné ziskame:

T

o @ ) N @) -
Za]y] —i—thinj, 1=2,...,7T.
j=1

Jj=1

K dokonéeni zderivujeme o, (t, + xh) a zintegrujeme od nuly do ¢;. Obdrzime:

Ony1(tn + cih) = opia(tn) + h/ U;L+1(tn + xh).
0

Do vyrazu pod integrélem opét dosadime jako pfedtim, potom dosadime do (2.6) a odtud
jiz plyne tvrzeni véty.

Metody Hermitova typu: Tyto metody jsou zaloZeny na Hermitové interpolaci a Nord-
sikové vicekrokové metodé. Metoda je definovana predpisem:

Ki = f(ta+ch, Za” Y +h2b(1)K> 1.8

I A0 o LS

r

O'n—i—l(t) = Zgn] + an—l-lj (n+1 t S [tn,tn+1],
=1
kde .
sy W=D _ -
5i(t) = Whij_l(t), i=nn+1,7=1,....rt€ [ty tns1]

Funkce an a fznﬂj jsou fundamentalni polynomy Hermitovy interpolace stupné r» 4+ j — 1
na intervalu [¢,,t,41], pro které plati:

il’(l)( ) 5zm5]la i>m:n,n‘|‘1, j,l:(),...,T'—l.

v

Odtud pro 0,41 plynou nésledujici vztahy pro j =1,...,r

i—1
(n) W (G-1)
yj = (] 1)|0-nj+1 (t”)
1
mryy W SU-1)
Y; - (] 1)' On+1 (tTH-l)‘

Definujme o € S5, _,(m,) nasledovné:

U|[tn,tn+1} ‘= Op+t1-

Z predchozich vztaht dostavame:

| — j 1 n
ol D(t,) = ( ) ?JJ( )~ ~ yli= 1)(tn>



pron=0,....Naj=1,...,r.
Stabilita splinové kolokace: Predpokladejme testovaci problém:

y = Xy, AeC (2.9)
?J(O) = Yo-

Pouzitim diskrétni jednokrokové numerické metody dostavame vztah:

Ynt+1 = R()‘h>yn

Funkce R : C' — C se nazyva funkce stability numerické metody. Oblast stability jed-
nokrokové numerické metody je definovana takto:

R={z€C:|R(2)|<1}.
Definice(Dalquist;1963) 2.1.1: Numerickd metoda se nazyva A-stabilni jestlize
RO {z € C: Re(z) <0}.
Definice(Cryer;1972) 2.1.2: Numerickd metoda se nazyva Ag-stabilni jestlize
RO {z € C:Re(z) <0,Im(z) =0}.

Definice(Widlund;1967) 2.1.3: Numericka metoda se nazyva A(a)-stabilni jestlize ex-
istuje o € (0, ) tak, ze
RO {zeC:|arg(—2) |< a}.

Definice(Gear;1969) 2.1.4: Numerickd metoda se nazyva stiff-stabilni jestlize existuji
kladné konstanty a a c takové, ze:

R DO Ry UR,,
kde

Ry = {z€C:Re(z) < —a}
Ry = {z€C:—-a<Re(z) <0, —c < Im(z) < c}.

Véta 2.1.3: Oblast stability Rungeho-Kuttovy metody s parametry cy,...,c,, je dana
nerovnici | R(z) |< 1, kde R(z) je ddno formuli:

W) + WD)z 4 ...+ W(1)z™  P(2)

R(z) = W (0) + Wm=D(0)z 4 ... + W(0)zm B Q(2)’

kde
1
m)!

W(t) = — H(t — )
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1
Dikaz: Nejprve poznamenejme, ze faktor — vystupuje ve vyrazu funkce W, z diivodu,
m

aby u W™ (t) byla konstanta rovna jedné. Pfédpoklédejme v nasledujicim, ze h =1, A =
z, yo = 1 a necht s je defektovy spline aproximujici feseni. Protoze s'(t) — zs(t) je polynom
stupné m, ktery je nulovy v bodech kolokace, tak existuje konstanta K, takova ze:

s'(t) — zs(t) = KW(t).
M-nasobnym derivovanim posledniho vztahu dostavame:
0 =smD() = 2mHls(t) + K<Z W(j)(t)zm_j>,
=0
konstantu K lze vyjadfit jako funkci s(0) a odtud dostaneme tvrzeni véty, protoze

1 — W (1) + W=D (1) + ...+ W (1)z"
W) = o) s W (0)z 1. w0y O

P
Véta 2.1.4: Jestlize R(z) = % (se stupni polynomu P < m a polynomu @ < m
z
a Q(0)=1) je aproximace e* stupné vyssiho nebo rovno m, potom pro z — 0 existuje
jednoznaény polynom spliiujici W) = 1, takovy Ze:

W)+ WD)z 4+ (L)

) = o) T worn (o). 1y W)

Diikaz: Polynom QQ miZeme napsat ve tvaru
Qz)=1+qz+ @2 +... +gn2"
a polynom P miizeme pséat ve tvaru (predpoklad véty o aproximaci funkce )
P(z) = €*Q(z) + O(z™).
PouZijeme rozvoj e* do Taylorovy fady a po tpravé obdrzime:

P(g):l—i—z(@—l—ﬂ)—1—22(@4—2—1—@)—i—...—l—zm(@—l—L'—i----ﬂLqm),

1ol 21 1 ol ml ' (m—1) o
kde qo = 1
Polozme:
W) — t t? Im
(t) = qm Fmorgy T mo2gy + o
NV , P(z)
pak P a Q spliuji pozadovanou podminku: R(z) = 00)
z

Nyni uvedeme stabilitu kolokacni metody se spliny z S¢ (7,), 1 < d < m.
Pouzijeme metodu (2.7) k testovacimu problému (2.9). Ozna¢me:

y ™ =y, ™)
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Po prvnim kroku dostavame:
y = M(2)y",

kde z = Ah € C' a M(z) je ¢tvercova matice r x r spliujici
M(Z) = AQ + ZBQ(I - ZBl)ilAl.

Necht p(M(z)) je spektralni polomér matice M(z). V roce 1981 Butcher definoval rtizné
urovneé stability Nordsieckovy vicekrokové metody:

1. stabilita v nule: p(A4y) <1

2. stabilita v nekone¢nu: p(Ay — ByBi'A) <1

3. Ag-stabilita: p(M(z)) < 1 pro libovolné x € (—o0, 0]

4. A-stabilita: p(M(z)) < 1 pro z € C takové ze Re(z) < 0.

Véta 2.1.5: Matice M (z) stability (r,s) deficitni splinové koloka¢ni metody s parametry
C1,...,Cs ma tvar:
M(z) = diag(R1(2), ..., R.(2)),

kde
WrJrerifl(l) + Wr+s+i72(1)z + ...+ Wi(1)2r+sfl B Pz<z)

= Wr—i—s—l—i—l(o) + Wr+s+i—2(0)z + ...+ Wi(o)zr+s—1 o Qz(z)

prot=0,....,7r—1a

Ri1(2)

S

W(t) == ﬁt’"‘l g(t — ).

Dikaz: viz [2].
Disledek: Deficitni splinova koloka¢ni metoda (2.6) je A-stabilni pravé kdyz

pro libovolné z € C takové, ze Re(z) < 0.
Véta 2.1.6: (r,s) deficitni splinovd koloka¢ni metoda miize byt A-stabilni pouze v pii-

padé r < 2, pricemz v pripadé r = 2 musi byt ¢, = 1.
Dukaz: viz [2].
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2.2 Numerické reSeni diferencialnich rovnic s okra-
jovou podminkou:

V této kapitole odvodime metodu aproximace kubickym splinem pro feseni linearnich difer-
encidlnich rovnic s okrajovymi podminkami. Necht je dana rovnice:

Lu:=u" +b(x)u' + c(x)u=f, x€][0.1] (2.10)
a necht mame zadané okrajové podminky ve tvaru:
Aot (0) 4+ pou(0) =, A/ (1) + pyu(l) = 6.

Pouzijeme Galerkinovu metodu, ve které za aproximacni prostor bereme mnozinu vsech
kubickych splini spliujicich okrajové podminky a za testovaci prostor bereme prostor
po Castech linedrnich funkei a k aproximaci vyuZzivame Simpsonovo pravidlo. Necht tedy
m={x;},j=0,...,n,kde 0 =2y <21 <... <z, =1 je libovolné déleni s vlastnosti, ze
pro N — oo h — 0, kde

h =maxhy, hy = 21 — a2k, k=0,1,...,n— 1.

Necht S, € C?[0, 1] je mnozina kubickych splint na déleni 7, spliiujici okrajové podminky,
necht 7,, C C0,1] je mnozina po ¢astech linedrnich funkci definovanych na déleni 7.
Hledejme uy, € S, tak, aby Vy, € T}, platilo:

(Lun, xn) = (f, Xn),
1

kde (a,b) je skalarni soudin v prostoru L[QOJ} :(u,v) = / uvdz.
Podobné diskrétni Galerkinovou metodu lze zformulovatotakto najit u, tak, aby Yy, € Ty,
platilo:

(Lun, xn) = (f, xn)n,
kde

(a,b)r, = Qn(ab)

a @y, je kvadratura ¢tvrtého stupné ziskand budto ze Simpsonova pravidla, naptiklad pro
déleni 7,

3
—

hy,
6
0

Qng = l9(xx) +49(x)11) + 9(Trs1)]

=
Il

o

v

S Tyl = (xk + Tx41)/2 nebo muzeme pouzit Gaussovo pravidlo

n—1

Qo =5 3" hulg(rna) + 9o, (211)

k=0
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kde xp; = 24 + Ehi, kde i = 1,22 & = 2(1 - 1/V/3), & =1-1/V3.
K aplikaci jak spojité tak také diskrétni verze popsané metody je vyhodné vyuzit B-spliny
k reprezentaci uy. Rozsitme déleni 7 proto, aby platilo:

T3S 2 9<21<0,1< 241 <Xpjo < Tpg3

a ozna¢me By, kubicky B-spline s nosi¢em v [zy_s, Ty 40| pro —1 < k < n+1. Potom u;, € S},
miiZze byt reprezentovano ve tvaru:

n+1

up = Z Uy, By,

k=-1

pricemz musi tato funkce spliovat okrajové podminky:

>~ WlAoBLO) + 110 Bi(0)] = a

k=—1
n+1
> wMBL(1) + mBi(1)] = 3
k=n—1
Pro j =0,1...,n necht v; € T}, je po &astech linedrni funkce s nosiem [x;_1,2;41]. Pak

soustava rovnic
(Luha Xh) = (f: Xh)

je ekvivalentni soustave

n+1

> W(LBi,v;) = (f,v;), §=0,1,....n. (2.12)
k=-1

Tato rovnice spolu s pfepsanymi rovnicemi pro okrajové podminky tvori systém n-+3
line4rnich rovnic s n+3 neznamymi v_1, ..., Y,41, protoze (LBy)v; = 0 jestli | kK — j |> 3.
Matice soustavy je pasova se $itkou pasu rovnou péti. V diskrétnim piipadé (2.12) opét
vSe plati jen musime brat (.,.), misto (.,.).

pravidla (2.11) postupné pro kazdych 2n kvadraturnich bodt z,; prop=0,...,n—1,i =
1,2 spocitame B-spliny (B,_1, By, Bp+1, Bpt2), které nezavisi na [x,, x,41] spolu s prvnimi
a druhymi derivacemi. Potom spocitame LBy(x,;) pro k =p—1,...,p+ 2. Pak pfispévek
k prvku (LB, v;), matice soustavy je

%lhp(l - ’fi)LBk(pr,i)_j?Sth J=Dr

5hp&i LBy (xp:) jestli j = p+1

0, jesti j#£paj#p+1
Tato metoda je efektivni a lehce naprogramovatelna.
Podobné lze postupovat i v piipadé pouziti Simpsonovy metody, ale je vyhodnéjsi pocitat
ptispévky (LB, v;) zvlast z uzlovych bodi x,, p =0, ..., n podle pfedpisu:
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thp—1(hp—1 + hp) LBy () jestli j = p
0 jestli j # p

prok=p—1,p,p+1,kde h.y = h, =0.
Pak prispévky prislusné bodim Tyl D= 0,...,n—1 jsou

%hpLBk(prr%) je-lij=pmnebo j=p+1
0 jinak

prok=p—1,p+1,p+2.
K dikazu konvergence budeme predpokladat, ze okrajové podminky tlohy (2.10) jsou
homogennimi:

Aot (0) + pou(0) = 0, Ayu'(1) + pqu(l) = 0. (2.13)
Predpokladame, Ze koeficienty splnuji:
b,c € CY(I), (2.14)

kde I je uzavér I = [0, 1]. Navic pfedpokladejme existenci a jednoznacnost feSeni u. Lze
pouzit silngjsi podminku: pro p € [1, 00| existuje konstanta C' takova, ze

Loz, = CllEllwzm), (2.15)
pro kazdé v spliujici okrajové podminky (2.13). Poznamenejme, Ze pro nezaporné m a

otevieny interval F je

) 1/p
(Zi:o ||U(Z)||LP(E)> pro 1<p<oo
[vllwiez) ==

maxo<i<m |9 o) pro p=oo

norma na Sobolové prostoru W) (E). Pfedpoklddame také, ze pro kvadraturni pravidlo v
diskrétni metodé (u,v), = Qp(uv) plati odhad:

1 n—1
en(g) =| Qn(g) —/O gda |< Y hillg@) i (2.16)
0

k=
kde Iy := [zk, Tp11)-
Véta 2.2.1 (viz [2]): Pfedpoklddejme, Ze u spliiuje rovnici (2.10) s homogennimi okra-

jovymi podminkami (2.13). Necht jsou splnény ptredpoklady (2.14), (2.15) a (2.16), necht
u € WP kde p € [1,00]. Pak pro dostatecné malé h rovnice

(Lun, xn) = (f, X)n, Yx € T},

ma jediné feseni uy, € Sj. Pro chybu plati odhad:
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= unllw; < Ch*|lullws, pro i =0,1,2.

Déleni je obecné nerovnomérné. Je-li déleni rovnomérné, pak tato véta platii pro ¢ = 3.
Podobna véta plati také pro Galerkinovu metodu

(Lun, xn) = (f, Xn), Yxu € Th-
Véta 2.2.2 (viz [2]): Necht u splituje rovnici (2.10) s homogennimi okrajovymi pod-
minkami (2.13) a necht b, ¢ € C*(I) déle necht v € W, kde p € [1, oc]. Pak pro dostatecné

malé h Galerkinova metoda mé jediné feseni uj, € S, a plati odhad:

lu = unllw; < CR* " Jlullwy, i = 0,1,2.
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Kapitola 3

Priklad

3.1 Reseni rovnice s pocatecni podminkou
Vime, ze kazdou diferencialni rovnici m-tého fadu

y™ = f(z,y,9,...,y™)

lze prevést zavedenim novych nezavislych proménnych rovnicemi

vy = Yy
v = Y
Y = y(mfl)
na soustavu rovnic prvniho radu
y/1 = Y

?Jé:y:%

/

Ym — f(xayla"wym)'

Obecné:

vy = fl(maylw"aym)
Yo = f2(x7y17"'7ym)

Ym — fm(xaylu s 7ym>

P1i popisu jednotlivych metod se staci omezit na rovnici
y' = flz,y)

28



s pocatecni podminkou
y(a) = 7.

Toto omezeni neni nijak podstatné, prejdeme-li totiz k vektorovému znaceni

gj: (yla"'7ym)T7 JF: (fl?"'>fm)T aﬁ: (7717"'777m)T7

miizeme soustavu m rovnic 1. fadu psat ve tvaru

—

y = flz,9)
s pocatecni podminkou
yla) =17
Uvazujme konkrétni diferencialni rovnici y' = xy s na intervalu I = [0, 7] s po¢ateéni pod-
minkou y(0) = 1, analyticky miZeme tuto tlohu fesit pomoci metody separace promén-
nych a dostavame feseni y = eé + c. Pouzitim pocatecni podminky obdrzime presné reSeni
Yy = eé. Nyni zkusme fesit tlohu numericky pomoci Runge-Kuttovy kolokace spliny z 5.

Déleni intervalu budeme uvazovat rovnomérné, tj. 7 = {x;}, kde j = 0,...,n a 0 = x,
x, =T a x; = g + ih. Z pFedchoziho vykladu dostaneme aproximaci y, ~ y(x,):

Ki = f(tn+czh,yn+hZ&Z]Kj),2: 1,...,m

Jj=1

Ynt1 = Ynth Z b K;.

=1

Pro konkrétni aplikaci uvazujme pro jednoduchost data:
_ _ 1 _ 3 _ 3 _ _ 1 _ 2 _ _ _ _ 1
T—37b1—§7b2—§7b3_5701—0702—5703_§7a11—a12—a13—0;a21—§7
—1
agg = agz =0, az1 = 5, azo = 1 a azgz = 0.
Za h vezmeme postupné 0.2, 0.1, 0.01. Na nésledujicich grafech mtizeme vidét porovnani

presného feSeni s numerickym. Programy a data jsou uvedeny v ptiloze.
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100 00000000
90, 00000000

8000000000

70, 00000000
&0, 00000000

[
|

5000000000

— RS NE

—pfibliZng

40 0000oooo
30, 00000000

20 fooooaoa
1000000000

0,00000000

grafl(h=0.2)

100 00000000

9000000000
8000000000

70, 00000000
G0 ,00000000

5000000000

—pfesng

——pfibliiné

4000000000
30, 00000000

[/
//

20 00000000

/S
i

1000000000
000000000

Q

LI L L L L L L L L L L L L L B

=T B

¥

BB g g @

of?

graf2(h=0.1)
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100 00000000
90, 00000000
80 00000aoa
70, 00000000
&0, 00000000
5000000000
40 fo00oaoa
3000000000
20 00000000
1000000000

000000000

/
} ——nfesng
/] |—piiblizng
//
4

graf3(h=0.01)
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Priloha

V nésledujicich tabulkach jsou uvedeny data k ptikladu.

=
OO\]O)U‘»-&OJ[\D)-‘O&

el el el ol e B e
Tl W N~ O

presné
1,00000000
1,02020134
1,08328707
1,19721736
1,37712776
1,64872127
2,05443321
2,66445624
3,59663973
5,05309032
7,38905610
11,24585932
17,81427318
29,37077111
50,40044478
90,01713130

priblizné
1,00000000
1,01513333
1,06719388
1,16185351
1,30990462
1,52933170
1,84897562
2,31484351
3,00099811
4,02860655
5,59988128
8,05982201
12,01103334
18,53219167
29,60365244
48,95688891
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=
COOO\]ODOT»-&OJ[\D)—\Oé
=

presné
1,00000000
1,00501252
1,02020134
1,04602786
1,08328707
1,13314845
1,19721736
1,27762131
1,37712776
1,49930250
1,64872127
1,83125221
2,05443321
2,32797781
2,66445624
3,08021685
3,59663973
4,24185214
5,05309032
6,07997145
7,38905610
9,07025157
11,24585932
14,08344508
17,81427318
2275989509
2937077111
38,28277285
50,40044478
67,02059766
90,01713130

priblizné
1,00000000
1,00375833
1,01638506
1,03821351
1,06982754
1,11208763
1,16617000
1,23362127
1,31643224
1,41713565
1,53893468
1,68587131
1,86304678
2,07691089
2,33564264
2,64965319
3,03225317
3,50054256
4,07660312
4,78910502
5,67548309
6,78490130
8,18231392
9,95406126
12,21562537
15,12244336
18,88507530
23,79061000
30,23306159
38,75680301
50,11902084
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priblizné
1,00000000
1,00003750
1,00016251
1,00037507
1,00067523
1,00106306
1,00153868
1,00210220
1,00275378
1,00349358
1,00432179
1,00523865
1,00624438
1,00733926
1,00852356
1,00979761
1,01116174
1,01261632
1,01416171
1,01579834
1,01752664
1,01934707
1,02126010
1,02326625
1,02536606
1,02756008
1,02984890
1,03223313
1,03471340
1,03729040
1,03996480
1,04273732
1,04560872
1,04857976
1,05165126
1,05482405
1,05809898
1,06147694
1,06495887
1,06854570

presné
1,00000000
1,00005000
1,00020002
1,00045010
1,00080032
1,00125078
1,00180162
1,00245300
1,00320513
1,00405821
1,00501252
1,00606834
1,00722598
1,00848580
1,00984818
1,01131352
1,01288227
1,01455491
1,01633193
1,01821389
1,02020134
1,02229490
1,02449520
1,02680291
1,02921873
1,03174341
1,03437771
1,03712245
1,03997846
1,04294662
1,04602786
1,04922312
1,05253338
1,05595968
1,05950307
1,06316467
1,06694561
1,07084708
1,07487030
1,07901652
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41
42
43
44
45
46
47
48
49
20
o1
52
33
o4
95
96
o7
o8
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82

1,07223843
1,07603806
1,07994564
1,08396224
1,08808898
1,09232700
1,09667747
1,10114161
1,10572066
1,11041589
1,11522864
1,12016025
1,12521210
1,13038564
1,13568232
1,14110365
1,14665119
1,15232650
1,15813123
1,16406704
1,17013564
1,17633880
1,18267831
1,18915602
1,19577382
1,20253366
1,20943752
1,21648744
1,22368552
1,23103388
1,23853472
1,24619030
1,25400290
1,26197488
1,27010866
1,27840670
1,28687154
1,29550577
1,30431203
1,31329305
1,32245160
1,33179053

1,08328707
1,08768328
1,09220654
1,09685830
1,10164002
1,10655325
1,11159953
1,11678051
1,12209783
1,12755323
1,13314845
1,13888533
1,14476571
1,15079154
1,15696477
1,16328744
1,16976164
1,17638950
1,18317322
1,19011507
1,19721736
1,20448248
1,21191288
1,21951105
1,22727958
1,23522112
1,24333838
1,25163413
1,26011124
1,26877263
1,27762131
1,28666037
1,29589296
1,30532232
1,31495179
1,32478476
1,33482474
1,34507530
1,35554014
1,36622300
1,37712776
1,38825838
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83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124

1,34131276
1,35102126
1,36091909
1,37100937
1,38129531
1,39178017
1,40246731
1,41336017
1,42446224
1,43577712
1,44730850
1,45906013
1,47103587
1,48323967
1,49567555
1,50834765
1,52126019
1,53441751
1,54782404
1,56148430
1,57540293
1,58058470
1,60403444
1,61875715
1,63375792
1,64904195
1,66461459
1,68048129
1,69664766
1,71311941
1,72090241
1,74700265
1,76442629
1,78217959
1,80026902
1,81870115
1,83748275
1,85662071
1,87612212
1,89599423
1,91624446
1,93688040

1,39961892
1,41121354
1,42304651
1,43512220
1,44744510
1,46001980
1,47285103
1,48594361
1,49930250
1,51293277
1,52683963
1,54102842
1,55550461
1,57027380
1,58534175
1,60071435
1,61639765
1,63239784
1,64872127
1,66537446
1,68236409
1,69969700
1,71738022
1,73542094
1,75382655
1,77260462
1,79176291
1,81130938
1,83125221
1,85159976
1,87236062
1,89354361
1,91515776
1,93721234
1,95971685
1,98268106
2,00611497
2,03002884
2,05443321
2,07933889
2,10475696
2,13069880
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125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
158
159
160
161
162
163
164
165
166

1,95790985
1,97934076
2,00118132
2,02343987
2,04612499
2,06924545
2,00281024
2,11682855
2,14130983
2,16626374
2,19170017
2,21762926
2,24406142
2,27100728
2,29847776
2,32648404
2,35503757
2,38415011
2,41383367
2,44410061
2,47496356
2,50643549
2,53852967
2,57125973
2,60463963
2,63868369
2,67340657
2,70882332
2,74494939
2,78180058
2,81939312
2,89686926
2,03678741
2,97751609
3,01907369
3,06147912
3,10475175
3,14891146
3,19397865
3,23997425
3,28691973

2,15717609
2,18420081
2,21178526
2,23994206
2,26868416
2,20802487
2,32797781
2,35855702
2,38977687
2,42165212
2,45419793
2,48742988
2,52136394
2,55601652
2,59140448
2,62754513
2,66445624
2,70215607
2,74066338
2,77999742
2,82017799
2,86122542
2,90316058
2,94600496
2,98978058
3,03451012
3,08021685
3,12692471
3,17465829
3,22344286
3,27330442
3,37636606
3,42962183
3,48406599
3,53972840
3,59663973
3,65483153
3,71433627
3,77518731
3,83741898
3,90106659
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167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208

3,33483714
3,38374908
3,43367875
3,48464999
3,53668722
3,58981555
3,64406073
3,60944919
3,75600808
3,81376526
3,87274934
3,93298970
3,99451649
4,05736069
4,12155411
4,18712941
4,25412015
4,32256077
4,39248669
4,46393425
4,53694081
4,61154474
4,68778547
4,76570351
4,84534048
4,92673915
5,00994348
5,09499865
5,18195107
5,27084848
5,36173992
5,45467582
5,54970801
5,64688978
5,74627593
5,84792280
5,05188831
6,05823203
6,16701524
6,27830092
6,39215389
6,50864080

3,96616646
4,03275595
4,10087350
4,17055867
4,24185214
4,31479580
4,38943273
4,46580728
4,54396510
4,62395315
4,70581981
4,78961485
4,87538951
4,96319656
5,05309032
5,14512673
5,23936339
5,33585962
5,43467652
5,53587700
5,63952589
5,74568995
5,85443796
5,96584079
6,07997145
6,19690516
6,31671946
6,43949422
6,56531179
6,69425704
6,82641742
6,06188311
7,10074707
7,24310513
7,38905610
7,53870186
7,60214748
7,84950129
8,01087505
8,17638401
8,34614704
8,52028678

39



209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250

6,62783021
6,74979265
6,87460069
7,00232898
7,13305432
7,26685576
7,40381461
7,54401458
7,687541797
7,83448489
7,98493514
8,13898644
8,20673549
8,45828182
8,62372790
8,79317923
8,96674446
9,14453544
9,32666738
9,51325891
9,70443223
9,90031317
10,10103138
10,30672040
10,51751780
10,73356530
10,95500894
11,18199919
11,41469108
11,65324440
11,89782380
12,14859901
12,40574494
12,66944190
12,93987576
13,21723814
13,50172657
13,79354476
14,09290271
14,40001699
14,71511095
15,03841492

8,60892974
8,88220645

9,07025157

9,26320406

9,46120733

9,66440936

9,87296289

10,08702556
10,30676010
10,53233449
10,76392215
11,00170213
11,24585932
11,49658460
11,75407513
12,01853450
12,29017300
12,56920783
12,85586336
13,15037138
13,45297135
13,76391070
14,08344508
14,41183869
14,74936454
15,09630482
15,45205118
15,81960510
16,19657824
16,58419279
16,98278188
17,39268995
17,81427318
18,24789991
18,69395108
19,15282070
19,62491632
20,11065954
20,61048651
21,12484846
21,65421232
22,19906120
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251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292

15,37016644
15,71061056
16,06000002
16,41859555
16,78666616
17,16448934
17,55235145
17,95054795
18,35938373
18,77917344
19,21024182
19,65292403
20,10756604
20,57452497
21,05416949
21,54688020
22,05305009
22,57308492
23,10740367
23,65643903
24,22063785
24,80046164
25,30638710
26,00890662
26,63852885
27,28577931
27,95120089
28,63535456
29,33881997
30,06219609
30,30610193
31,57117727
32,35808332
33,16750360
34,00014462
34,85673682
35,73803532
36,64482091
37,57790090
38,53811010
39,52631186
40,54339903

22,75980509
23,33723141
23,93160571
24,54357232
25,17370506
25,82259800
26,49086615
27,17914632
27,88809792
28,61840379
29,37077111
30,14593234
30,94464614
31,76769840
32,61590327
33,49010426
34,39117531
35,32002204
36,27758291
37,26483050
38,28277284
39,33245479
40,41495945
41,53140964
42,68296949
43,87084602
45,09629083
46,36060182
47,66512506
49,01125667
50,40044477
51,83419153
53,31405539
54,84165318
56,41866253
58,04682426
59,72794490
61,46380933
63,25663351
65,10816734
67,02059765
68,09610127
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293 | 41,59029509 | 71,03693831
294 | 42,66795524 | 73,14545549
295 | 43,77736757 | 75,32408968
296 | 44,91955425 | 77,57537153
297 | 46,09557278 | 79,90192936
298 | 47,30651732 | 82,30649307
299 | 48,55351998 | 84,79189833
300 | 49,83775224 | 87,36109093

program presnereseni;
const pi=3.141592654;

var xn,yn,h:real;apres:text;
function F(x,y:real):real;
begin

Fmexp(sar(x)/2);

end;

begin
assign(apres,’c:apres.txt’);
rewrite(apres);

xn:=0;

h:=0.01;

while xn<3.00 do

begin

yn:=f(xn,yn);

xn:=xn-+h;
writeln(apres,yn:8:10);
writeln(yn:8:10);

end;
close(apres);
end.

program priblizne;
uses crt;

const

b1=1/8;

b2=3/8;

b3=3/8;

c1=0;

c2=1/3;

c3=2/3,;

all=0;
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al2=0;

al3=0;

a21=1/3;

a22=0;

a23=0;

a3l=-1/3;

a32=1;

a33=0;

var ynl,yn,tn,h k1 k2 k3 k4 fi:real;
ell,el2,el3,e21,e22,e23,e31,e32,e33,f1,f2 f3:real;
a:text;

procedure gauss(ell,el2,e13,e21,e22,e23,e31,e32,e33,f1,{2 f3:real);
var a:real;

begin

if e11=0 then

begin
a:=ell;ell:=e2l;e2]:=aja:=el2;el2:=e22;e22:=a;a:=el3;el3:=e23;e23:=a;
a:=f1;f1:=12;f2:=a;

end;

if e11=0 then

begin
a:=elljell:=e3l;edl:=aja:=el2;el2:=e32;e32:=a;a:=el3;el3:=e33;e33:=a;
a:=f1;f1:=£3;f3:=a;

end;

if €21<>0 then

begin

e22:=el2-e22%ell/e21;

€23:=el3-e23%*ell/e21;

2:=f1-f2*el1/e21;

end;

if a31<>0 then

begin

e32:=el2-e32%ell/e31;

e33:=el3-e33*ell/e31;

£3:=f1-f3%*e11/e31;

end;

if €22=0 then

begin
a:=e22;e22:=e32;e32:=a;a:=e23;e23:=e33;e33:=a;a:=f1;f1:=12;{2:=a;
end;

if e32<>0 then

begin

e33:=e23-e33%e22/e32;
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£3:=12-f3%e22/e32;

end;

k3:=f3/e33;

k2:=(f2-e23*k3) /e22;
k1:=(fl-e13*k3-e12*k2) /ell;
end;

begin

assign(a,’c:a.txt’); rewrite(a);
tn:=0;

yn:=1;

writeln(a,yn:8:10);
writeln(yn:8:10);

h:=0.01;

while tn<3.00 do

begin
ell:=h*all*tn+cl*h*h*all-1;
el2:=h*al2*tn+c1*h*h*al2;
el3:=h*al3*tn+c1*h*h*al3;
fl:=-tn*yn-c1*h*yn;
e21:=h*a21*tn+c2*h*h*a21;
e22:=h*a22*tn+c2*h*h*a22-1;
e23:=h*a23*tn+c2*h*h*a23;
f2:=-tn*yn-c2*h*yn;
e31:=h*a31*tn+c3*h*h*a31;
e32:=h*a32*tn+c3*h*h*a32;
e33:=h*a33*tn+c3*h*h*a33-1;
f3:=-tn*yn-c3*h*yn;
gauss(ell,el2,e13,e21,e22,e23,e31,e32,e33,f1,{2,13);
fi:=b1*k1+b2*k2+b3*k3;
yn:=yn+h*fi;
writeln(a,yn:8:10);
writeln(yn:8:10);

tn:=tn+h;

end;

close(a);

end.
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